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Presenta:

Selena Hernández Carrera

Director de Tesis:

Dr. Carlos Guillén Galván

Diciembre 2019

http://www.buap.mx/
https://www.fcfm.buap.mx/
http://www.fcfm.buap.mx/nosotros/directorio/




A mis padres: Fermı́n y Angela.

A mis hermanos: Clemente, Fermı́n

y José Luis.
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Introducción

La teoŕıa de matroides es una teoŕıa matemática que surge en 1953 con los

trabajos de Whitney [33] su desarrollo en gran parte se apoya principalmente en

dos tipos de aplicaciones, en el campo de la algoritmia y en la teoŕıa del Polinomio

de Tutte.

W. T. Tutte fue un matemático y descifrador de códigos. Durante la Segunda

Guerra Mundial su trabajo fue la clave para comprender el cifrado de Lorentz un

código alemán muy común. Cuando terminó la guerra, sus trabajos se enfocaron

más en la teoŕıa de matroides y grafos. De ah́ı, uno de sus logros más importan-

tes fue el desarrollo de lo que él llamó el humildemente “dicromático”. Aunque,

actualmente es conocido como el Polinomio de Tutte (1954).

Una aplicación de la teoŕıa de matroides es el Polinomio de Tutte. El Polinomio

de Tutte para matroides fue inventado por Crapo [6] por una generalización del

trabajo de Tutte en coloreo. El polinomio de Tutte es una herramienta general que

descubrió en un principio para grafos y sus aplicaciones pueden ser muy variadas.

Posteriormente se pudo definir el Polinomio de Tutte en una estructura más rica,

la de los matroides, los cuales generalizan algunas de la propiedades de espacios

vectoriales.

En base de la teoŕıa de grafos y de matroides presentaremos el Polinomio de

Tutte que está definido en dos variables siendo una generalización del polinomio

cromático que resulta ser una invariante para grafos y matroides.

El Polinomio de Tutte y su evaluación principal, el polinomio caracteŕıstico

se presenta en una variedad de aplicaciones [3]. Por otra parte, el Polinomio de

Tutte es especial dentro de la teoŕıa de matroides debido a la estructura que

presenta sobre un matroide en general y sobre la naturaleza de una “invariante

Tutte-Grothendieck”.
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Para darnos cuenta de la gran diversidad de las aplicaciones del Polinomio

de Tutte, se enlista algunas de las áreas en las cuales ciertas evaluaciones del

Polinomio de Tutte coinciden con importantes invariantes, están son:

1. Cálculo de flujo mı́nimo en redes.

2. Coloreo de grafos.

3. Teoŕıa de percolación.

4. Estructuras hiperplanas, convexidad, y separación en espacios afines y pro-

yectivos.

5. Aciclicidad y totalmente aćıclico, y orientaciones coherentes de grafos y ma-

troides orientados.

6. Zonotopos.

7. Empaquetado y teoŕıa de códigos.

8. Números de intersección para subconjuntos de puntos en un espacio proyec-

tivo y el problema cŕıtico.

9. Redes eléctricas.

10. Diseño combinatorio.

11. Mecánica cuántica y estad́ıstica.

12. Árboles.

13. Grafos signados y de voltaje.

14. Caminos eulerianos.

15. Cubrientes.

16. Puntuación en torneos.

17. Disecciones topológicas.

18. Grafos embebidos.

19. Sistemas enraizados.

En el caṕıtulo 5 tratamos algunas áreas enlistadas arriba especialmente las que

coinciden al conteo de ciertas estructuras en grafos. También es importante resaltar

que las operaciones de reducción en matroides como la eliminación y contraccción

de los elementos son fundamentales para la definición del Polinomio de Tutte sobre

matroides.

Estas operaciones son inspiradas de las operaciones realizadas sobre grafos, aśı

como el concepto de conjuntos independientes es inspirada del álgebra lineal.

La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera.
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En el primer caṕıtulo se presentan algunos conceptos de la teoŕıa de grafos,

operaciones entre grafos y un elemento, y operaciones entre grafos. En el caṕıtulo

2 se trata el tema de coloreo en grafos. En el caṕıtulo 3 se introduce el concepto

de matroide y se muestran algunas propiedades. En el caṕıtulo 4 se construye el

Polinomio de Tutte para matroides y también se muestra una fórmula cerrada

para el caso del Polinomio de Tutte sobre un grafo. En el caṕıtulo 5 se presentan

algunas evaluaciones del Polinomio de Tutte que coincide con invariantes de interés

considerable.
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5.1. Las 6 orientaciones aćıclicas de K3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.2. La orientación de un grafo tiene un flujo cero en ninguna parte con
H = Z4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.3. La arista {v3, v4} se invierte y su peso p(e) = 3 se reemplaza por
−p(e) = 1 en Z4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.4. El grafo G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56



Caṕıtulo 1

Teoŕıa de Grafos

El propósito de este caṕıtulo es introducir los conceptos de la Teoŕıa de Gra-

fos que serán de utilidad en los caṕıtulos posteriores. También son de principal

interés las operaciones sobre grafos como la contracción y eliminación de aristas,

especialmente en el caṕıtulo 4 donde se define la construcción del Polinomio de

Tutte.

1.1. Conceptos básicos

Los śımbolos Z and N denotan los enteros y los enteros no negativos respec-

tivamente. Dado k ∈ Z el conjunto de todos los subconjuntos de A que tienen

elementos es denotado por [A]k. La cardinalidad de un conjunto es denotado por

|A|.

Ejemplo 1.1. Dado un X un conjunto arbitrario, [X]k = {∅} si k ≤ 0 o si k > |X|.
Para el conjunto A = {a, b, c}, entonces [A]0 = {∅} tenemos:

1. [A]1 = {{a}, {b}, {c}}.

2. [A]2 = {{a, b}, {a, c}, {b, c}}.

3. [A]3 = {A}.

4. [A]k = ∅ para todol k ∈ Z \ {1, 2, 3}.

1



2 1.1. Conceptos básicos

Observe que si A = ∅ entonces [A]k = ∅ para todo k ∈ Z.

La definición que sigue del concepto de grafo, en algunos textos corresponden

a la definición de multigrafo.

Definición 1.1. Un grafo es un par (V,E) de conjuntos finitos y disjuntos (de

vértices y aristas) junto con un mapeo ρ : E → V ∪ [V ]2 que asigna a toda arista

uno o dos vértices (sus extremos).

Definición 1.2. Si x, y ∈ ρ(e), entonces x e y son llamados extremos de la

arista de e.

Notación. Sea G = (V,E) un grafo, V (G) denota el conjunto de vértices de G y

E(G) su conjunto de aristas. Para simplificar la notación se acostumbra escribir

e ∈ G en vez de e ∈ E(G), también v ∈ G en vez v ∈ V (G). También es costumbre

v ∈ e si v ∈ ρ(e).

Ejemplo 1.2. Sea G el grafo tal que V (G) = {v1, v2, v3, v4} y E(G) = {e1, e2, e3,
e4, e5} y ρ : E → V ∪ [V ]2 definido mediante la tabla de la figura 1.1. La represen-

tación gráfica de G puede verse en la figura 1.1.

v1v2

v3
v4
e5

e4

e1
e2

e3

E

e1

e2

e3

e4

e5

ρ(e)

{v1, v2}
{v2, v3}
{v3, v4}
{v1, v2}
{v4}

Figura 1.1: Un grafo G.

Dos aristas e1 y e2 son múltiples si comparten sus mismos extremos, es decir,

ρ(e1) = ρ(e2). Luego, una arista e de G es un lazo si ρ(e) = {x}.Observe que del

ejemplo 1.2, e1 y e4 son aristas múltiples y e5 es un lazo.

Definición 1.3. Un grafo G es simple si no tiene aristas multiples ni lazos.

Ejemplo 1.3. Sea el grafo G tal que V (G) = {1, 2, 3, 4, 5}, E(G) = ∅, ver la figura

1.2.
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dcba

Figura 1.2: Un grafo sin aristas.

Si G es un grafo con un conjunto de vértices igual al conjunto vaćıo entonces

G es llamado grafo vaćıo y se denota por ∅ (G = (∅, ∅)).

Decimos que la arista e es incidente en x si x ∈ ρ(e). También que x e y

son nodos adyacentes en un grafo, si pertenecen a la misma arista. De manera

análoga, dos aristas e1 y e2 son aristas adyacentes si comparten un nodo. El

conjunto de todas las aristas adyacentes o vecinos de un vértice v ∈ V se denota

por N(v). Si N(v) = ∅ entonces v es un vértice aislado.

Definición 1.4. El orden de un grafo G es el número de vértices de G y se denota

por |G|, el número de aristas de G se denota por ‖ G ‖. El grado o valencia de

un vértice es el número de aristas incidentes en él.

Observación. Observemos que si e es un lazo incidente en el vértice x, entonces

e contribuye en 2 al grado de x. Si G es un grafo dG(v) = |N(V )| es el grado de

un vértice v que pertenece al conjunto de vértices de G. Cuando es claro en el

contexto quién es G, denotamos dG(v) = d(v).

Definimos el grado mı́nimo como dG(v) y el grado máximo como dG(v) del

grafo G y lo denotaremos por δ(G) y ∆(G) respectivamente.

Ejemplo 1.4. De la figura 1.1 tenemos que:

1. e1 y e4 son aristas múltiples de G y e5 es un lazo de G.

2. |G| = 4 y ||G|| = 5.

3. d(v1) = 2, d(v2) = 3, d(v3) = 2 y d(v4) = 3.

4. δ(G) = 2 y ∆(G) = 3.

Un grafo particular que se utilizará de manera constante es el siguiente:

Definición 1.5. Un grafo trivial G es un grafo con cero o un vértice y ninguna

arista.

Notación. E(v) denota el conjunto de todos los aristas de incidentes en el vértice

v.



4 1.1. Conceptos básicos

Ejemplo 1.5. Ilustremos la notación con un ejemplo. Considere el grafo de la

figura 1.3. Para este grafo se tiene:

E(v1) = {e4, e5}, E(v2) = {e2, e3, e4}, E(v3) = {e2, e3}, E(v4) = {e1} y E(v5) = ∅.

v1
v2

v3

v4

v5
e5

e1

e4

e3e2

Figura 1.3: Grafo con aristas incidentes G = (V,E).

En general, se observa que para un vértice v de un grafo simple dG(v) =

|N(v)| = |E(G)|.

A las aristas dadas entre los vértices se les puede asignar un sentido. Esto es, si

v1, v2 ∈ V implica que {v1, v2} 6= {v2, v1} como aristas de G, de ah́ı ,la definición

que sigue.

Definición 1.6. Un grafo dirigido o digrafo es un grafo G = (V,E) de con-

juntos disjuntos con dos mapeos ini : E → V y ter : E → V , esto es, para cada

arista de e en G se le asigna un vértice inicial y uno final.

v1

v2

v3

v4v6

Figura 1.4: Un grafo dirigido.

Una orientación de un grafo se obtiene al asignar un sentido a cada una de sus

aristas. Aśı, un grafo dirigido se llama grafo orientado.
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Definición 1.7. Un grafo simple G = (V,E) es un grafo completo si cualquier

par de vértices de G son adyacentes. Kn denota el grafo completo de n vértices.

En la figura 1.5 se muestran los grafos completos Kn, para n = 1, 2, 3, 4.

(a) K1. (b) K2. (c) K3. (d) K4.

Figura 1.5: Grafos completos K1, K2, K3 y K4.

Definición 1.8. El grafo ĺınea L(G) es el grafo G′ = (V ′, E ′) con vértices donde

V ′ = E y E ′ es el conjunto de pares de aristas e1, e2 ∈ E tales que e1 e e2 son

adyacentes.

El grafo de la figura 1.6 b) es el grafo ĺınea de la figura 1.6 a).

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7 v8

e8

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

(a) El grafo G.

e1
e2

e3

e4

e5
e6

e7

e8

(b) El grafo L(G).

Figura 1.6: Un grafo G y su grafo ĺınea.

Definición 1.9. Sea G un grafo, un subconjunto I de V (G) se llama indepen-

diente o estable si cualquier par de vértices en I son no adyacentes.

v1 v2 v3 v4

v5

v6

v7

e7

e2

e3

e1 e4 e5

e6

Figura 1.7: Conjuntos independientes de G.



6 1.1. Conceptos básicos

En el grafo de la figura 1.7 tenemos que sus conjuntos independientes son:

∅, {v1}, {v2}, {v3}, {v4}, {v6}, {v7}, {v1, v3}, {v1, v4}, {v1, v6}, {v1, v7}, {v1, v3, v6},
{v1, v3, v7}, {v1, v4, v7}, {v1, v6, v7} y {v1, v3, v6, v7}.

Definición 1.10. Sea G un grafo, un subconjunto J de E(G) es un conjunto

independiente si cualquier par de aristas en J no se intersectan.

De la figura 1.7 sus conjuntos independientes son:

∅, {e1}, {e2}, {e3}, {e4}, {e5}, {e6}, {e7}, {e1, e4}, {e1, e5}, {e1, e6}, {e1, e7},
{e2, e5}, {e2, e6}, {e2, e7}, {e3, e5}, {e3, e6}, {e3, e7}, {e4, e7}, {e6, e7}, {e1, e4, e7},
{e2, e6, e7} y {e3, e6, e7}.

Definición 1.11. Dos grafos G = (V,G) y G′ = (V ′, E ′) son isomorfos (G ≈
G′) si existen funciones f : V → V ′ y g : E → E ′ tales que

1. Si e tiene puntos extremos v1 y v2 entonces g(e) tiene puntos extremos f(v1)

y f(v2).

2. f y g son funciones biyectivas.

Un isomorfismo entre grafos es un isomorfimo entre sus subgrafos simples con

la condición que a las aristas múltiples son la misma y los lazos como vértice.

En la figura 1.8 se ilustran dos grafos isomorfos donde las funciones f y g de la

definición 1.11 están definidas mediante f(vi) = v′i y gj = e′j con i, j = 1, 2, 3, 4.

v1

v2

v3

v4

e1 e2

e3

e4

e6

e5

El grafo G.

v′
1

v′
2

v′
3

v′
4

e′6

e′3

e′1 e′2 e′4

e5

El grafo G′.

Figura 1.8: G ≈ G′.

Ahora, sean G = (V,E) y G′ = (V ′, E ′) grafos. Si G∩G′ = ∅, entonces diremos

que G y G′ son disjuntos. Śı V ′ ⊆ V y E ′ ⊆ E diremos que G′ es un subgrafo
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de G y denotamos esta condición con G′ ⊆ G. Si G ⊆ G y G 6= G es un subgrafo

propio de G. En el caso que G′ ⊆ G, diremos que G′ es un subgrafo inducido

de G por V ′ si G′ contiene todas las aristas de G que tenga vértices en V ′, lo

denotamos G′ = G[V ]. Un subgrafo G′ de G es un subgrafo abarcador si V ′ = V .

A continuación, veamos un ejemplo para ilustrar los conceptos anteriores.

1

v1 2

v2

3

v3

4 v4

5 v5

6v6
7

v7

8

v8

9

v9

El grafo G.

1

v1 2

v2

3

v3

4 v4

5 v5

6v6
7

v7

8

v8

(a) El grafo G′ ⊆ G.

1

v1 2

v2

3

v3

4 v4

5 v5

6v6
9

v9

(b) El grafo G′′es un
subgrafo inducido de

G.

1

v1 2

v2

3

v3

4 v4

5 v5

6v6
7

v7

8

v8

9

v9

(c) El grafo G′′′ es un
subgrafo abarcador de

G.

Figura 1.9: Un grafo con su subgrafo, subgrafo inducido y subgrafo abarcador.

1.2. Operaciones de aristas y vértices

Hay varios resultados, como los que se presentarán más adelante, donde es

necesario estudiar los subgrafos de G alterados minimamente, que difieren en un

único vértice o una única arista . Por lo tanto, se definen operaciones en grafos

de manera que el nuevo grafo resulta de añadir, eliminar, contraer, expandir un

vértice o una arista.

Sean G un grafo, e ∈ E(G) y v ∈ V (G), se definen:
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1. Adición de aristas o vértices es agregar una arista e o un vértice v al

grafo G.

2. Eliminación o supresión de aristas o vértices consiste en eliminar una

arista e ∈ G pero sin quitar los vértices extremos o eliminar un vértice v y

todas las aristas incidentes a él.

3. Contracción de aristas cuando se contrae una arista, dos vértices pasan

a ser un vértice y la arista e se pierde, la representaremos por G \ e. En el

caso en que el grado de uno de los vértices extremos de e sea exactamente

igual a uno, la arista no se pierde, sino que se convierte en un lazo dentro

del conjunto de aristas de G \ e. Tras la contracción, el resto de vértices de

G \ e siguen manteniendo las mismas adyacencias que en G.

4. Expansión de un vértice v es añadir a G un nuevo vértice v′ y unirle

mediante aristas con v y con todos los vertices adyacentes a v.

En la figura 1.10 se ilustran todas estas operaciones sobre el grafo G.

z

v

e1

u

e2

El grafo G.

z

v

e1

u

e2

(a) Adición de una aris-
ta e = uv.

z

v

e1

u

e2

w

(b) Adición de un vérti-
ce w.

z

v u

e2

(c) Eliminación de la
arista e1.

z

u

e2

(d) Eliminación de un
vértice v.

z

v

e2

(e) Contracción de la
arista e1.

z

v

e1

(f) Contracción de la
arista e2 con un vértice

de grado 1.

z

v

e1

u

e2

v′

(g) Expansión del
vértice v.

Figura 1.10: Operaciones con aristas y vértices de un grafo.
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Definiremos a un menor como cualquier subgrafo obtenido de G al hacer una

secuencia de operaciones de aristas y/o vértices.

Diremos que hay un camino en G desde los vértices de v a w si hay un conjunto

de vértices v = v1, v2, ..., vn = w tal que vi y vi+1 son adyacentes para todo i < n,

n ∈ N y ningún vértice usado más de una vez. Además, un ciclo en G es un

camino donde el vértice inicial es igual al vértice final es el mismo. Es decir, es un

camino tal que v1 = vn. La longitud de un ciclo es ||c|| donde c es el ciclo.

La figura 1.11 ilustra las definiciones de camino y ciclo, la ĺınea verde se usa

para distinguir un ciclo y la azul el camino.

Figura 1.11: Un grafo con un camino y un ciclo.

Además, la longitud del ciclo es 4.

1.3. Grafos conectados con caminos

Un grafo G es conectado (conexo) si cualquier par de vértices estan ligados

por un camino en G. Luego si un grafo es no conectado, decimos que el grafo es

desconectado (disconexo).

En la figura 1.12 se ilustran dos ”grafos muy parecidosçon la diferencia de que

uno es conectado y el otro no.

Figura 1.12: Grafo conectado y no conectado.
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Si G es un grafo disconexo. Entonces podemos ver si es conexo por porciones

del grafo. La siguiente definición formaliza esta idea.

Definición 1.12. Una componente conectada es un subgrafo conectado maxi-

mal de G. El número de componentes de un grafo se denota como k(G).

En el grafo de la derecha ilustrado enla figura 1.12 vemos que tiene dos com-

ponentes conectadas el vértice inferior derecho es su propia componente mientras

que los otros tres vértices forman otra componente conectada. Más aún, todo grafo

no vaćıo tiene al menos una componente conectada.

Definición 1.13. Un puente es una arista cuya eliminación causará que el núme-

ro de componentes aumente.

Ilustremos la definición con un ejemplo. En el grafo de la figura 1.13 la ĺınea

azul son todos los puentes. Además, observemos que los puentes no son parte de

un ciclo.

Figura 1.13: Un grafo con todos sus puentes.

1.4. Operaciones entre grafos

Ahora, veamos como se operan los grafos, para esto, sean G = (V,E) y G′ =

(V ′, E ′) dos grafos, entonces tenemos las siguientes definiciones:

1. Grafo unión: G ∪G′ = (V ∪ V ′, E ∪ E ′).

2. Grafo intersección: G ∩G′ = (V ∩ V ′, E ∩ E ′).

En la figura 1.14 se ilustran las definiciones de unión e intersección respectivamen-

te, para los grafos G y G′ ilustrados en la misma figura.
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v1

v2 v3

v4

e4

e1

e2

e3

El grafo G = (V,E).

v3

v4

v5

v6

e8

e3

e6

e5

e7

El grafo G′ = (V ′, E′).

v1

v2 v3

v4

v5

v6

e8

e4

e1

e2

e3

e6

e5

e7

(a) G ∪G′.
v3

v4

e3

(b) G ∩G′.

Figura 1.14: Operaciones de unión e intersección entre grafos G y G′.

Definición 1.14. Sean G = (V,E) y G′ = (V ′, E ′) dos grafos, donde V ∩ V = ∅
y E ∩E ′ = ∅. Entonces G⊕G′ = (V ∪ V ′, E ∪E ′) es la unión disjunta de G y G′

le llamaremos la suma directa de dos grafos.

Figura 1.15: La suma directa G⊕G.

1.5. Árboles y bosques

Un grafo G se dice aćıclico si no admite ningún ciclo, esto es, en cada vértice

v no hay un camino directo que empiece y termine en v. Si un grafo es aćıclico y

disconexo es un bosque. Un árbol es un bosque conectado. Los vértices de grado

uno se llaman hojas.
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(a) El grafo bosque. (b) Grafo árbol.

Figura 1.16: Grafo árbol y grafo bosque.

Un árbol se puede caracterizar de distintas formas y para ello se enuncia el

siguiente teorema.

Teorema 1.1. Para cualquier grafo T son equivalentes:

1. T es un árbol.

2. Cualquier par de vértices de T son conectados por un único camino.

3. T es minimalmente conectado.

4. T es maximalmente aćıclico.

Observemos que todo grafo conectado contiene un árbol abarcador. En la

figura 1.17 se muestra un grafo G y un árbol abarcador de G.

El grafo G. Árbol abarcador de G es la ĺınea verde

Figura 1.17: Árbol abarcador de un grafo G.
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1.6. Menores

Si tenemos un grafo X fijo. Una subdivisión de G, es cualquier grafo obtenido

de G por subdividir algunas o todas sus aristas dibujando nuevos vértices sobre

éstas aristas. Por ejemplo, en la figura 1.18 se muestra una subdivisión del grafo

X ilustrado en la misma figura.

El grafo X. G.

Figura 1.18: El grafo G es una subdivisión de X.

Si G es una subdivisión de X, decimos que G es un TX (TX es la clase de

grafos que son subdivisiones de X), TX = {G,G′, G′′, ...} sus nuevos vértices son

llamados subdivisiones. Aqúı los vértices originales también son llamados vértices

rama.

Observación. Los vértices subdivisores tienen grado 2 y los vértices rama retienen

su grado con respecto de X.

Veamos a continuación el concepto de menor topológico.

Definición 1.15. Si un grafo Y contiene un TX como un subgrafo, entonces X

es un menor topológico de Y .

En la figura 1.19, el grafo X es un menor topológico del grafo Y .

El grafo X. TX. Y .

Figura 1.19: X es un menor topológico de Y .

Si tenemos grafos conexos, podemos dar la siguiente definición en función de

éstos.
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Definición 1.16. Sea X un grafo fijo, un grafo obtenido de X por reemplazar

los vértices x de X con grafos conexos disjuntos GX y la arista {x, y} de X son

conjuntos no vaćıos de Gx −Gy aristas, es llamado grafo inflado y lo represen-

taremos como IX.

x y

z

El grafo X.

x y

z

Figura 1.20: El grafo inflado IX.

Notemos que de la figura 1.20 no hay restricciones en grafos conexos de los

vértices.

De manera formal, un grafo G es un IX si su conjunto de vértices admite una

partición {Vx|x ∈ V (X)} de subconjuntos conectados Vx tales que todo para de

vértices distintos pertenecen a X si y solo si X contiene una Vx − Vy arista.

Definición 1.17. Los conjuntos VX son llamados conjuntos rama del grafo G

y decimos que X surge de G por contracción de los subgrafos GX .

Si un grafo Y contiene un IX como un subgrafo, entonces X es un menor de

Y y escribimos X � Y .

En la figura 1.21 X es un menor de Y , G es un grafo inflado de X y G es un

subgrafo de Y .

x y

z

El grafo X.

x y

z

G

x y

z

Y

Figura 1.21: G ⊆ Y = IX, entonces X es un menor de Y .



Caṕıtulo 2

Coloreo de grafos

Un coloreo de un grafo consiste en asignar a sus vértices colores de tal manera

que dos vértices adyacentes cualesquiera tengan asignados colores distintos. Un

problema interesante consiste en saber de cuántas formas distintas podemos co-

lorear un grafo o también si es posible colorearlo con solo k colores, el polinomio

cromático nos proporciona información sobre estos problemas. Además, da origen

a la construcción del Polinomio de Tutte.

2.1. Coloración de vértices

Una coloración adecuada de un grafo es una asignación de un color a cada

vértice de tal manera que vértices adyacentes no tengan el mismo color.

La siguiente definición expresa formalmente que es una coloración adecuada.

Definición 2.1. Una coloración adecuada es una función f : V → {1, 2, ..., λ} tal

que f(v1) 6= f(v2) para todo par de vértices adyacentes v1, v2 ∈ V . La función f se

denomina coloreo de los vértices del grafo G y los distintos colores se identifican

con los números enteros 1, 2, ..., λ. El número mı́nimo de colores necesarios para

una coloración adecuada del grafo G es el número cromático de G y se escribe

como χ(G).

Observación. Sea G un grafo, note que si G tiene lazos no estaŕıa definida una

coloración adecuada y si G tiene aristas múltiples, podemos eliminar una para

encontrar una coloración adecuada.

15



16 2.2. Polinomio Cromático

Ejemplo 2.1. Para el grafo G de la figura 2.1, partimos del vértice v1 con un

color azul para una coloración adecuada de los vértices de G considerados hasta ese

punto. Al pasar al vértice v2, el morado un segundo color, puesto que los vértices v1

y v2 son adyacentes, siguiendo este mismo procedimiento hasta v8 observamos que

solo necesitamos dos colores para una coloración adecuada de los vértices v1, ..., v8.

Para el vértice v9, necesitamos un tercer color, el cual también puede usarse en el

vértice v10 pues {v9, v10} no es un arista de G. Aśı, este método de etiquetado de

una coloración secuencial nos proporciona una coloración adecuada de G por lo

que χ(G) = 3.

v1 v2 v3

v4

v5v6v7

v8

v9

v10

Figura 2.1: Coloreo del grafo G.

2.2. Polinomio Cromático

Un problema interesante es, dado un grafo G determinar si es posible encon-

trar una λ-coloración adecuada, es decir, si podemos colorerar los vértices de G

haciendo uso solo de λ colores de tal manera que dos vértices adayacentes de G

no tengan el mismo color. También otro problema interesante es dado un grafo G

determinar de cuántas maneras es posible colorearlo adecuadamente. El polinomio

cromático es de utilidad para dicho f́ın.

Definición 2.2. El polinomio cromático de G, P (G, λ) es un polinomio defini-

do para cada grafo, cuya salida es el número de formas de colorear adecuadamente

G con λ colores.

Dos coloraciones adecuadas de un grafo G serán diferentes en el siguiente senti-

do: una coloración adecuada de los vértices de G que usa como máximo λ colores es

una función f con dominio V y codominio {1, 2, ..., λ} tal que f(v1) 6= f(v2) para
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los vértices adyacentes v1, v2 ∈ V . Las coloraciones adecuadas serán diferentes si

son diferentes como funciones.

Ejemplo 2.2. Algunos ejemplos cromáticos son los siguientes:

1. Si G es tal que |V | = n y E = ∅, entonces G tiene n puntos aislados y por

la regla del producto P (G, λ) = λn.

2. Si G = Kn, entonces debemos disponer de al menos n colores para obtener

una coloración adecuada de G. Entonces por la regla del producto, P (G, λ) =

λ(λ − 1)(λ − 2) · · · (λ − n + 1), que denotaremos con λ(n). Para λ < n,

P (G, λ) = 0 y no existe una coloración adecuada de Kn. P (G, λ) > 0 por

primera vez cuando λ = n = χ(G).

3. Si G es un camino simple con n vértices, entonces P (G, λ) = λ(λ− 1)n−1.

Figura 2.2: Coloreo del camino de K8.

4. Si G está formado por componentes G1, G2, ..., Gk entonces usando nueva-

mente la regla del producto para obtener

P (G, λ) = P (G1, λ) · P (G2, λ) · · ·P (Gk, λ).

En virtud de 2.2 del ejemplo 4 nos centraremos solamente en la construcción de

polinomios cromáticos de grafos conexos. Existen muchos casos de las matemáticas

discretas que utilizan métodos para resolver problemas en casos de gran tamaño

mediante la descomposición de éstos en dos o más casos pequeños. De ah́ı, el Teo-

rema de descomposición para polinomios cromáticos. Antes de enunciar el teorema,

en la figura 2.3 ilustremos un grafo simple con la eliminación de una arista e y la

contracción de la misma, es decir la eliminación de e y la identificación de los
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vértices extremos de la arista. Más adelante tomaremos este ejemplo para mos-

trar otras construcciones. Además, este ejemplo puede ser utilizado para seguir la

demostración del teorema 2.1.

Ejemplo 2.3. Dado el grafo G ilustrado en la figura 2.3, las operaciones de eli-

minación y la contracción de la arista e se ven realizadas en los grafos de la figura

2.3 a) y 2.3 b) respectivamente.

v1 v2
e

El grafo G.

v1 v2
e

(a) G− e.
v1 = v2

(b) G/e.

Figura 2.3: Los grafos G, G− e y G/e.

Teorema 2.1. (Teorema de descomposición para polinomios cromáti-

cos). Si G es un grafo conexo y e ∈ G, entonces

P (G− e, λ) = P (G, λ) + P (G \ e, λ). (2.1)

Demostración:

Sea e una arista con extremos v1 y v2 vértices de V (G) y los siguientes conjuntos:

CG−e = conjunto de coloraciones adecudas de G− e,
CG = conjunto de coloraciones adecudas de G y

CG\e= conjunto de coloraciones adecudas de G \ e.
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Si f ∈ CG entonces f /∈ CG\e ya que f(v1) = f(v2) = f(v) y rećıprocamente si

f ∈ CG\e entonces f /∈ CG porque f(v1) 6= f(v2), en consecuencia, CG ∩ CG\e = ∅.
Por otra parte, se tiene que CG−e = CG ∪ CG\e ya que toda coloración adecuada de

CG−e pertenece a CG si y sólo si v1 y v2 tienen colores distintos o pertenecen a CG\e
si v1 y v2 tienen el mismo color. Por lo tanto,

P (G− e, λ) = P (G, λ) + P (G \ e, λ),

donde λ es el número de colores de G. �

Observación. El teorema de descomposición se aplica a grafos simples, ya que

si un grafo tiene aristas múltiples al eliminar una de ellas se sigue preservando la

adyacencia o si existe un lazo es imposible hallar una coloración adecuada para

los vértices que poseen un lazo.

Figura 2.4: Un grafo G.

Para poder hacer los cálculos, tenemos la observación que si un grafo tiene

aristas múltiples eliminaremos una arista, es decir, hacer al grafo en un grafo

simple. Por lo tanto, el nuevo grafo es

El grafo G de la figura 2.4 sin aristas múlti-
ples.

(a) G− e.

(b) G/e.

Figura 2.5: El P (G− e, λ) = P (G,λ) + P (G/e, λ).

Ejemplo 2.4. Dado el grafo G, ilustrado en la figura 2.5 tenemos las siguientes

evaluaciones del polinomio cromático.
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P (G, λ) = λ(λ − 1)(λ − 1)(λ − 2)(λ − 2) = λ(λ − 1)2(λ − 2)2 es el polinomio

cromático del grafo G sin aristas múltiples (figura 2.5), el polinomio cromático de

G−e (figura 2.5) es P (G−e, λ) = λ(λ−1)(λ−1)(λ−1)(λ−2) = λ(λ−1)3(λ−2) y

el polinomio cromático de G/e (figura 2.5) es P (G\e, λ) = λ(λ−1)(λ−1)(λ−2) =

λ(λ− 1)2(λ− 2).

Por lo tanto, se comprueba el teorema de la descomposición 2.1 como sigue

P (G, λ) + P (G \ e, λ) = (λ(λ− 1)2(λ− 2)2) + (λ(λ− 1)2(λ− 2))

= (λ(λ− 1)2(λ− 2))(λ− 2 + 1) = λ(λ− 1)2(λ− 2)(λ− 1)

= λ(λ− 1)3(λ− 2) = P (G− e, λ).

Observe que para λ = 1, 2 el P (G, λ) = 0 pero P (G, 3) = 12 > 0 para λ = 3, por

tanto, χ(G) = 3.

Ejemplo 2.5. Un segundo ejemplo es calcular el polinomio cromático del grafo

completoK3 evaluando por separado ambos miembros de la igualdad de la ecuación

2.1 del teorema 2.1.

P (G,λ). (a) P (G− e, λ).

(b) P (G \ e, λ).

Figura 2.6: Coloreo del ciclo de longitud 3.

En la figura 2.4 se ilustran los grafos K3, G−e y G/e, y los polinomios cromáti-

cos de los dos últimos son:

P (G− e, λ) = λ(λ− 1)3−1 = λ(λ− 1)2 y P (G \ e, λ) = λ(2) = λ(λ− 1), respecti-

vamente.

En consecuencia, se comprueba nuevamente la ecuación 2.1 del Teorema de Des-

composició.

P (G− e, λ) = λ(λ− 1)2 − λ(λ− 1) = λ(λ− 1)(λ− 2).

Observe también que para λ = 1, 2 el P (G, λ) = 0 pero P (G, 3) = 6 > 0 para

λ = 3, por tanto, χ(G) = 3.
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Los polinomios de los ejemplos 2.4 y 2.5 son:

λ5 − 6λ4 + 13λ3 − 12λ2 + 4λ y λ3 − 3λ2 + 2λ,

respectivamente y la suma de sus coeficientes son:

1− 6 + 13− 12 + 4 = 0 y 1− 3 + 2 = 0.

Las propiedades vistas en los polinomios cromáticos de los ejemplos 2.4 y 2.5 en

general se cumplen para cualquier polinomio cromático, cómo aśı lo establecen los

teoremas 2.2 y 2.3.

Teorema 2.2. Sea G un grafo con |E| > 0. Entonces, la suma de los coeficientes

del polinomio P (G, λ) es 0.

Demostración:

Como |E| ≥ 1, tenemos que χ(G) ≥ 2, por lo tanto, no podemos obtener una

coloración adecuada de G con un solo color. Por consiguiente, P (G, 1) = 0 = la

suma de los coeficientes de P (G, λ) concide con el valor de )0. �

Teorema 2.3. Para cualquier grafo G, el término constante en P (G, λ) es 0.

Demostración:

Para cualquier grafo G, χ(G) > 0, pues V 6= ∅. Si P (G, λ) tiene término constante

a, entonces P (G, 0) = a 6= 0. Esto implica que hay a coloraciones adecuadas de G

con 0 colores, lo cual es una contradicción, por lo tanto, P (G, 0) = 0. �

Con los siguientes teoremas podemos determinar el polimonio cromático de

cualquier grafo completo. A diferencia del teorema 2.1, en el teorema 2.4 se agregan

aristas al grafo dado, hasta obtener el grafo completo.

Teorema 2.4. Sea G un grafo con v1, v2 ∈ V pero {v1, v2} = e /∈ E. Escribimos

G + e para el grafo que se obtiene de G al añadir la arista e. Al identificar los

vértices v1 y v2 en G, obtenemos el subgrafo G \ e de G. Por lo tanto,

P (G, λ) = P (G+ e, λ) + P (G \ e, λ). (2.2)
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Demostración:

En este teorema se sigue de sustituir a G = G′+ e en el teorema 2.1 y observando

que (G′ + e) \ e = G′ \ e. �

El siguiente teorema involucra a los grafos completos.

Teorema 2.5. Sea G un grafo con subgrafos G1, G2. Si G = G1 ∪G2 y

Kn = G1 ∩G2 para algún entero positivo n ∈ N, entonces

P (G, λ) =
P (G1, λ) · P (G2, λ)

λ(n)
.

Demostración:

Tenemos que Kn = G1 ∩ G2, de aqúı que Kn es un subgrafo tanto de G1 como

de G2 y χ(G1), χ(G2) ≥ n. Dados λ colores, Kn tiene λ(n) coloraciones adecuadas.

Para cada una de estas λ(n) coloraciones hay P (G1,λ)

λ(n) coloraciones adecuadas de los

vértices restantes de G1. De manera análoga, hay P (G2,λ)

λ(n) coloraciones adecuadas

de los vértices de G2. Aśı, por la regla del producto,

P (G, λ) = P (Kn, λ) · P (G1, λ)

λ(n)
· P (G2, λ)

λ(n)
=
P (G1, λ) · P (G2, λ)

λ(n)
.�

2.3. Otra forma de coloreo

Otra forma de colorear un grafo consiste en colorear sus aristas en lugar de sus

vértices. Se define el coloreo de aristas de manera similar al coloreo de vértices.

Definición 2.3. Una coloración adecuada en aristas de un grafo G es una

correspondencia tal que a cada arista se le asocia un color de manera que dos

aristas incidentes en un vértice no pueden tener el mismo color.

v1

v2 v3

v4

v5

Figura 2.7: Coloración en aristas de un grafo.
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Una coloración en aristas de un grafo G que usa λ− colores se llama λ−
coloración adecuada en aristas de G

Definición 2.4. El número cromático en aristas o ı́ndice cromático de

un grafo G se define como el entero k más pequeño tal que G es k-coloreable en

aristas. El ı́ndice cromático del grafo G lo denotaremos por χ′(G).

En el grafo de la figura 2.7 su número cromático es 4 porque como hemos visto

se puede colorear con solamente cuatro colores pero no con menos de cuatro, ya

que en el vértice v1 inciden 4 aristas.

Observación. Una λ-coloración adecuada en aristas de un grafo G es una λ-

coloración adecuada en vértices para su correspondiente grafo ĺınea L(G). Y rećıpro-

camente, una λ-coloración adecuada de vértices para un grafoG′ es una λ-coloración

adecuada en aristas para cualquier grafo G tal que L(G) = G′.

El grafo ĺınea L(G), del grafo G ilustrado en la figura 2.7 se muestra en la figura

2.8.

Figura 2.8: Una coloración de vértices de L(G).

Es claro que la χ(G) = χ(L(G)). En efecto, obteniendo el polinomio cromático de

de la figura 2.8 con el teorema 2.1 tenemos que

P (L(G), λ) = λ2(λ− 1)3(λ− 2)(λ− 3)

y

P (L(G) \ e, λ) = λ2(λ− 1)2(λ− 2)(λ− 3),

por lo tanto,

P (L(G)− e, λ) = P (L(G), λ)− P (L(G) \ e, λ)
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= (λ2(λ− 1)3(λ− 2)(λ− 3))− (λ2(λ− 1)2(λ− 2)(λ− 3))

= λ2(λ− 1)2(λ− 2)(λ− 3)(λ− 1− 1) = λ2(λ− 1)2(λ− 2)2(λ− 3),

luego, si 1 ≤ λ ≤ 3, entonces el P (L(G), λ) = 0 pero en λ ≥ 4 tenemos

P (L(G), λ) > 0 y vemos que el χ(L(G)) = 4 y por lo tanto, es una coloración

adecuada de vértices de L(G).



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Matroides

En este caṕıtulo veremos una introducción a la teoŕıa de matroides, comenzando

desde su definición, algunas propiedades principales, también introducimos las

operaciones de eliminación y contracción de aristas en matroides, éstas operaciones

serán útiles en el caṕıtulo 4 para la construcción del Polinomio de Tutte sobre

matroides.

3.1. Definición de Matroide

La siguiente definición usa el concepto de conjunto independiente para un con-

junto donde no contamos con una estructura de espacio vectorial.

Definición 3.1. Un matroide es un par M = (S, I), donde S es un conjunto y

I es una colección de subconjuntos de S tales que

1. ∅ ∈ I,

2. Si X ∈ I y Y ⊆ X entonces Y ∈ I.

3. Si X, Y ∈ I con |X| = |Y |+ 1 existe x ∈ X \ Y tal que Y ∪ x ∈ I.

Los elementos de I son llamados conjuntos independientes y los elementos de

S que no pertenecen a I son llamados dependientes.

Notación. Escribiremos M = (S, I) o simplemente M , si es claro en el contexto

quienes son S e I, decimos que M es un matroide en S.

25
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Observación. La primera propiedad implica que I es distinto del conjunto vaćıo.

La segunda propiedad es hereditaria, ya que cualquier subconjunto de un conjun-

to independiente es también independiente. Por último, la tercera propiedad le

llamaremos de aumentación.

El siguiente ejemplo es una plantilla de los ejemplos clásicos introductorios al

concepto de matroide.

Ejemplo 3.1. Sea A una matriz de 2 × 3 en el campo de los números reales

definida como

A =

(
0 1 1

0 0 1

)
Etiquetamos a cada vector columna con su respectivo número de columna. Es

decir, sean S = {1, 2, 3} el conjunto de columnas etiquetadas de la matriz A y

definimos a I = {x ⊆ S : x es un conjunto linealmente independiente en R2}. En

este caso I = {∅, {2}, {3}, {2, 3}} entonces M = (S, I) es un matroide.

Siguiendo la analoǵıa con los espacios vectoriales, haremos la siguiente defini-

ción.

Definición 3.2. Sea A ⊆ S. Una función de rango de un matroide M , es una

función con dominio el conjunto potencia de S, P (S) y codominio los enteros no

negativos, definido por

ran(A) = max{|X| : X ⊆ A,X ∈ I}

El rango de una matroide M a veces es denotado por ran(M) que es el rango del

conjunto S. Si ran(A ∪ a) = ran(A) diremos que a depende de A.

En el ejemplo 3.1 tenemos que el ran(A) = 2.

Existen varias formas de definir un matroide, ya sea a través de bases, inde-

pendencia, circuitos o rango de una función, en este trabajo nos será de utilidad

el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes

1. La función ran : P(S) → N ∪ {0} es una función rango de un matroide en

S.
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2. Sean X, Y ⊆ S tales que

a) 0 ≤ ran(X) ≤ |X|.

b) Y ⊆ X, entonces ran(Y ) 6 ran(X).

c) ran(X ∪ Y ) ≤ ran(X) + ran(Y )− ran(X ∩ Y )

Demostración:

1. ⇒ 2. Probaremos que si tenemos un matroide M = (S, I) y ran su función de

rango entonces se cumple las tres condiciones de rango.

a) Si X ⊆ S entonces ran(X) = |I| para algún I ⊆ X, por lo tanto 0 ≤
ran(X) ≤ |X|.

b) Si X ⊆ S y Y ⊆ X entonces ran(Y ) = |I| para algún I ⊆ X y I ∈ I, por lo

tanto ran(X) > |I| entonces ran(X) > ran(Y ).

c) Sean X, Y ⊆ S, sea I1 un independiente maximal en X ∪ Y y sea I2 un

independiente maximal de X ∩ Y . Si |I2| < |I1|, por la tercera condición de

la definición de matroide existe a ∈ I1 \ I2 tal que I3 = I2 ∪{a} ∈ I, es claro

que I2 ⊆ I3 ⊆ X ∩ Y ∪ I1 ⊆ X ∪ Y y |I3| = |I2| + 1 = |I1|. Sea I ⊆ X un

conjunto independiente maximal, entonces |I| = ran(X) como I3 ∩X ⊆ X

y I3 ∩X ∈ I, entonces

|I3 ∩X| ≤ |X| = ran(X).

Luego, ran(X ∪ Y ) = |I3| y el ran(X ∩ Y ) = |I2|, ran(X) = |X| > |I3 ∩X|
y ran(Y ) > |I3 ∩ Y |. Por lo tanto,

ran(X) + ran(Y ) > |I3 ∩X|+ |I3 ∩ Y | > |(X ∪ Y ) ∩ I3|+ |(X ∩ Y ) ∩ I3|

como (X ∪ Y ) ∩ I3 = I3 y I2 ⊆ (X ∩ Y ) ∩ I3, tenemos

ran(X) + ran(Y ) > |I3 ∩X|+ |I3 ∩ Y | = |I3|+ |I3 ∩X ∩ Y |

pero |I3|+ |I3 ∩X ∩ Y | > ran(X ∪ Y ) + ran(X ∩ Y ). Por lo tanto,

ran(X) + ran(Y )− ran(X ∩ Y ) > ran(X ∪ Y ).

Vemos que se cumplen las tres condiciones de rango con el matroide M .
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La demostración de 2.⇒ 1. se prueba en la siguiente proposición. �

La proposición establece que un conjunto S y una función de rango determinan

un matroide.

Proposición 3.1. Dado un conjunto S y una función ran : P(S) → N ∪ {0} tal

que cumple a), b), y c) del teorema 3.1, se cumple que M = (S, I) es un matroide

sobre S, donde

I = {X ⊆ S : ran(X) = |X|}

Demostración:

Demostremos que se cumple la definición de matroide.

1. Es claro que ∅ ∈ I.

2. Sea X ∈ I y Y ⊆ X. Supongamos que Y /∈ I entonces ran(Y ) < |Y |.
Se tiene X = Y ∪ X \ Y . Entonces |X| = ran(X) = ran(Y ∪ (X \ Y )) <

|Y |+ |X \ Y | = |X|, lo cual es una contradicción pues Y ⊆ X. Por lo tanto,

se cumple la segunda condición.

3. Sea X, Y ∈ I con |X| = |Y | + 1. Sea X = {x1, x2, ..., xq, zq+1, ..., zk, zk+1} y

Y = {x1, x2, ..., xq, yq+1, ..., yk} donde zi 6= zj para algunos e y j. Supongamos

que Y ∪ zi /∈ I para algunos q + 1 6 i 6 k + 1. Entonces

ran(Y ) = ran(Y ∪ zi) = |Y |.

Luego

ran(Y ∪ zi ∪ zj) = ran(Y ) = |Y |,

para algunos q + 1 6 i, j 6 k + 1. Y aśı, sucesivamente, tenemos

ran(X) ≤ ran(Y ∪ zq+1 ∪ ... ∪ zk+1) = |Y | < |X|

pero esto contradice que X ∈ I. Por lo tanto, Y ∪ zi ∈ I para algún i, lo

cual cumple con la tercera condición de la definición.

Vemos que se cumplen las tres condiciones, de aqúı, concluimos que I es la co-

lección de conjuntos independientes de un matroide y la función de rango de un

matroide. �
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Definición 3.3. Decimos que dos matroides M y M ′ en S y S ′ respectivamente

son isomorfos si existe una biyección f : S → S ′ que preserva independencia.

De manera análoga, definimos que f es un isomorfismo si y sólo si preserva la

función de rango.

Notación. Denotaremos M ≈M ′ si M y M ′ son isomorfos.

Ejemplo 3.2. Si S = {♥,�}, entonces sus matroides sobre S son M1 = {∅}, M2 =

{∅, {♥}}, M3 = {∅, {�}}, M4 = {∅, {♥}, {�}} y M5 = {∅, {♥}, {�}, {♥,�}}.
Hay exactamente 5 matroides pero los matroides M2 = {∅, {♥}} y M3 = {∅, {�}}
son isomorfos pues tienen la misma estructura y hay una biyección entre ellos dos.

A continuación, ilustraremos algunos ejemplos de matroides.

Ejemplo 3.3. Sea A ⊆ S. Sea S un conjunto de cardinalidad n e I todos los

subconjuntos de S de cardinalidad menor o igual a k.

ran(A) =

|A|, si |A| < k;

k, si |A| ≥ k;

Este es un matroide de rango k, llamado matroide uniforme y es denotado por

Uk,n.

Ejemplo 3.4. Sea S algún subconjunto finito de una espacio vectorial V . Sea

X ⊆ S, un conjunto X = {x1, ..., xk} ∈ I si sólo si los los vectores x1, ... ,

xk son linealmente independientes en V . Entonces I es la colección de conjuntos

independientes de S. La función de rango es justamente el rango (o dimensión)

de V restringuida al conjunto S. S, I es un matroide, éste matroide se llama

matroide vectorial.

Ejemplo 3.5. Sean G un grafo y S un conjunto de aristas de E(G). Sea X ∈
I si y sólo si no contiene ciclos de G. Entonces I es la colección de conjuntos

independientes de un matroide en S, llamado matroide ciclo y denotado por

M(G). Por ejemplo, sea el grafo G = K3

Figura 3.1: El grafo K3.
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Sea S = {e1, e2, e3} y I = {∅, {e1}, {e2}, {e3}, {e1, e2}, {e1, e3}, {e2, e3}}, por

tanto, su matroide ciclo es el matroide uniforme U2,3.

Ejemplo 3.6. Sea A una matriz de m × n sobre un campo F con las columnas

etiquetadas x1, ... , xn. Sea M [A] el matroide sobre las etiquetas y cuyo rango

es la dimensión de A restringuida al conjunto S de las etiquetas de las columnas.

Entonces (S, ran) es un matroide. A este matroide le llamaremos matroide repre-

sentable. En la figura 3.2 se muestra el grafo asociado al matroide representable

de la matriz A dada en la misma figura.

A =


1 0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 1



Figura 3.2: Grafo asociado al matroide representable M [A].

3.2. Lazos y elementos paralelos

Definiremos un lazo (bucle) de un matroide M a un elemento x de S tal que

{x} es un conjunto dependiente. Dos elementos x, y ∈ S se dirán múltiples o

paralelos si no son lazos pero {x, y} es un conjunto dependiente.

Ejemplo 3.7. Si M(G) es el matroide ciclo del grafo G de la figura 3.3 tenemos

que y1 e y2 son elementos paralelos de M y x es un lazo.
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x

y1

y2

Figura 3.3: Lazo y elementos paralelos de un matroide.

Ejemplo 3.8. Sea A una matriz de 3 × 7 en el campo de los números reales

definida como

A =


1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 0 1 0 0


Etiquetamos a cada vector columna con su respectivo número de columnas. Es

decir, sea S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} el conjunto de columnas etiquetadas de la matriz

A y definiremos a I = {∅, {1}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {3, 4},
{3, 5}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 6}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {1, 4, 6},
{1, 5, 6}, {3, 4, 5}, {3, 4, 6}, {3, 5, 6}, {4, 5, 6}}, el {2} es un lazo y la pareja de vec-

tores columnas {4}, {7} son elementos paralelos.

En la teoŕıa de grafos definimos un grafo simple como el grafo que no tiene

aristas múltiples ni lazos. Aśı, de manera análoga definiremos a un matroide

simple si no tiene lazos ni elementos múltiples. De los ejemplos 3.7 y 3.8 son

simples si les quitamos sus elementos múltiples y lazos.

3.3. Grafos y matroides

En general, un grafo no es un matroide, sin embargo, a todo grafo le podemos

asociar un matroide, en esta dirección se enuncia el siguiente teorema. Los grafos

se asocian a matroides y para esto se enunciará el teorema a continuación.

Teorema 3.2. Sea G = (V,E) un grafo. Sea A ⊆ E(G) y ran : P(E)→ N ∪ {0}
como ran(A) = |V | − k(A), donde k(A) es el número de componentes conectadas

del grafo (V,A). Entonces la función ran es una función rango de un matroide en

E.
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Demostración:

Sea G un grafo cualquiera con n vértices, E el conjunto de aristas y la función de

rango ran. Demostraremos la parte 2 del teorema 3.1.

1. Sean A y B subconjuntos de E. Es claro que ran(A) > 0 para todo A ⊆ E

ya que el número de componentes conectadas de un grafo no pude exceder

su número de vértices. Usando inducción en el número de aristas de A. Si

suponemos que E no tiene aristas entonces ran(A) = n − n = 0, por lo

tanto, 0 ≤ 0 = ran(A) ≤ |A| = 0. Ahora bien, si ran(B) ≤ |B| para

todo B con menos de m aristas, aśı, elegimos una arista e ∈ A. Luego al

quitar e nos queda un subconjunto B de E con m− 1 aristas. Por lo tanto,

ran(B) ≤ |m−1|. Si agregamos la arista e nuevamente, no cambia el número

de vértices pero si podŕıa disminuir el número de componentes conectados

en 1. Por consiguiente ran(A) ≤ ran(B) + 1 ≤ m− 1 + 1 = m. Finalmente,

cada subconjunto de E mantiene la primera condición del teorema 3.1 inciso

2.

2. Sean A ⊆ B ⊆ E. Supongamos que k(A) = m. Entonces dado que B contiene

todas las aristas de A vemos que k(B) ≤ m. Por lo tanto, ran(A) = n−m
y ran(B) ≥ n−m, aśı, ran(A) ≤ ran(B) y se cumple la segunda condición.

3. Sean A y B subconjuntos de E. Haremos inducción sobre el número de aristas

en A o en B pero no al mismo tiempo. Es decir, |(A∪B) \ (A∩B)| = m. Si

m = 0 entonces A = B = A∪B = A∩B, por lo tanto, ran(A) = ran(B) =

ran(A ∪B) = ran(A ∩B). Por consiguiente,

ran(A ∪B) ≤ ran(A) + ran(B)− ran(A ∩B).

Supongamos que esto es cierto para 0, 1, ...,m − 1 y que m 6= 0. Como

m 6= 0, sin pérdida de generalidad, hay una arista e en A\B y consideremos

los siguientes conjuntos A \ {e} y B. Por lo tanto,

|((A \ {e}) ∪B) \ ((A \ {e}) ∩B)| = m− 1.

Por la hipótesis de inducción ran((A\{e})∪B)+ran((A\{e})∩B) ≤ ran(A\
{e})+ran(B) y como e no está en B, por tanto, ran(A∩B) = ran(A∪B)−1.

Entonces sabemos que A \ {e} tiene un componente más conectado que A,

aśı, ran(A \ {e}) = ran(A)− 1, por lo tanto, ran((A \ {e})∪B) + ran((A \
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{e}) ∩ B) ≤ ran(A) + ran(B). Como ran((A \ {e}) ∪ B) = ran(A ∪ B) y

ran((A \ {e}) ∩B) = ran(A ∩B), entonces

ran(A ∪B) ≤ ran(A) + ran(B)− ran(A ∩B).

Vemos que se cumplen las tres condiciones, en consecuencia, se concluye que

(E, ran) es un matroide para algún grafo.�

Observación. Notemos que el matroide asociado al grafo G = (V,E) es M =

(E, I) donde

I = {X ⊆ E | |v| − k(X) = |X|}.

Ejemplo 3.9. Consideremos el grafo G ilustrado en la figura 3.4.

v1 v2 v3 v4

e3

e1 e2 e4

Figura 3.4: Matroide asociado al grafo G.

M = (S, I) donde S = E y I = {∅, {e1}, {e2}, {e3}, {e4}, {e1, e2}, {e1, e3}, {e1, e4}, {e2, e3},
{e2, e4}, {e3, e4}, {e1, e2, e3, e4}} es el matroide asociado al grafo G

El concepto de independencia, nos conduce a la siguiente definición.

Definición 3.4. La suma directa de dos matroides con E1 ∩E2 = ∅ , denotada

por M1⊕M2, es el matroide generado por E = E(M1)∪E(M2) con I = {I1 ∪ I2 :

I1 ∈ I(M1), I2 ∈ I(M2)}.

Es decir, la suma directa es el matroide creado por todos los elementos de cada

conjunto e indicando que un conjunto de la suma directa de dos matroides es

independiente, si es la unión de los matroides M1 y M2 ambas independientes.

Esta definición es muy simple para grafos. La suma directa se genera colocando

G1 y G2 lado a lado y definiendo la función de rango. Por ejemplo, en la figura 3.5

se representa la suma directa de un grafo G consigo mismo.

Figura 3.5: La suma directa G⊕G.
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El siguiente teorema establece que efectivamente la suma directa de matroides

es también un matroide.

Teorema 3.3. Si M1 y M2 son matroides, entonces M1 ⊕M2 es un matroide.

Demostración:

Sean M1 = (E1, I2) y M2 = (E2, I2) matroides. Probaremos las tres condiciones

de la definición de matroide.

1. Sea ∅ ∈ I1, entonces ∅ ∈ I1 ∪ I2 y por lo tanto, ∅ ∈ I.

2. Sea X ∈ I y Y ⊆ X, entonces X ∈ I1 ∪ I2, por lo tanto, X ∈ I1 o X ∈ I2
como I1 y I2 son independientes, entonces Y ∈ I1 o Y ∈ I2, luego Y ∈ I1∪I2,
esto es, Y ∈ I y vemos que se cumple la segunda condición.

3. Sean X, Y ∈ I y X = X1 ∪X2 y X = X1 ∪X2 con |X1 ∪X2| = |Y1 ∪Y2|+ 1,

entonces |X1| > |Y1| o |X2| > |Y2|. Sin pérdida de generalidad, supongamos

que |X1| > |Y1|, como I1 es independiente entonces existe z ∈ X1 \Y1 tal que

(z ∪ Y1 ∪ Y2) ∈ I1, de esta forma tenemos que z ∈ (X1 ∪X2) \ (Y1 ∪ Y2) tal

que z ∪ Y ∈ I.

Vemos que se cumplen las tres condiciones de la definición de matroide y por tanto,

concluimos que la suma directa de matroides también es un matroide. �

Como los bucles se definieron para grafos, la función de rango se puede usar

para definir este mismo término para matroides.

Teorema 3.4. En un matroide M = (E, ran), e ∈ E el ran(e) = 0 si y solo si e

es un lazo (bucle).

Demostración:

Sea A ⊆ E, e ∈ E y ran(e) = 0. Supongamos que e no es un lazo, entonces e es

un elemento independiente. Por lo tanto, ran(A∪ e) = |A∪ e| = |A|+ |e| pues e es

independiente. Como |A| = ran(A) y 1 = |e| = ran(e). Entonces ran(e) = 1 pero

esto es una contradicción, pues el ran(e) = 0. Por lo tanto e es un bucle.

Ahora, sea A ⊆ E, e ∈ E y e un lazo. Entonces el ran(A ∪ e) = ran(A) pues e

es un lazo, por lo tanto ran(e) = 0.�
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En grafos se define que significa que una arista sea un punete, en la siguiente

definición se define el concepto análogo para matroides a traés de la función de

rango.

Definición 3.5. Un puente es un elemento a ∈ E tal que ran(A ∪ {a}) =

ran(A) + 1 para algún conjunto independiente A.

Del teorema , notemos que cualquier conjunto que contiene un bucle es depen-

diente y si A es un conjunto independiente, también lo es A ∪ a siempre que a es

un puente. Dado que los lazos en grafos son dependientes entonces también lo son

lazos del matroide. También, dado que los puentes de un grafo no forman parte

de un ciclo, agregar uno o cualquier conjunto independiente, no creará un nuevo

ciclo. Aśı los puentes de los grafos también son puentes de los matroides.

3.4. Eliminación y Contracción

Recordemos que la operación eliminación de una arista e de un grafo G es

denotada por G − e. La siguiente definición establece el concepto análogo para

matroides.

Definición 3.6. Sea M = (E, I) un matroide. Sea e ∈ E con e que no es puente.

El matroide M − e tiene el conjunto E − {e} y conjuntos independientes que son

aquellos elementos de E que no contienen a e:

I es independiente en M − e si y solo si e /∈ I e I es independiente en M .

Sabemos que la contracción de una arista e en un grafo, que hemos representado

por G/e es la identificación de e ∈ E.

Definición 3.7. Sea M = (E, I) un matroide, e ∈ E (e no es lazo). La contrac-

ción de M/e tiene el conjunto E−{e} y conjuntos independientes que se forman

al elegir todos los elementos de I que contienen a e y luego eliminar e de cada uno

de estos conjuntos:

I − {e} es independiente en M/e si y solo si e ∈ I e I es independiente en M .

Observación. Si i(M) denota el número de conjuntos independientes de un ma-

troide M , entonces i(M) = i(M − e) + i(M/e)
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Queremos saber también que pasa con la función de rango en la eliminación y

contracción de un matroide M = (E, ran). De aqúı surge la siguiente proposición.

Proposición 3.2. Sea M = (E, ran) un matroide.

1. Si e no es puente , entonces ran(M − e) = ran(M).

2. Si e no es lazo, entonces ran(M/e) = ran(M)− 1.

Con la proposición 3.2 tenemos una descripción de las funciones de rangos de

M−e y M/e en términos de las funciones de rangos de M . El teorema 3.1 formaliza

esta idea.

Teorema 3.5. Sea M = (E, ran) un matroide y e un elemento que no es puente

ni lazo. Sea A ⊆ E con e /∈ A, entonces

1. La eliminación ranM−e(A) = ranM(A).

2. La contracción ranM/e(A) = ranM(A ∪ e)− 1.

Ejemplo 3.10. En el ejemplo 3.6, la eliminación del vector {7} ∈ E es equivalente

a eliminar la columna 7 de la matriz A dada en la figura 3.6. La matriz resultante

A′ y el grafo asociado al matroide representable se ilustran en la figura 3.7.

A′ =


1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1

 .

Figura 3.6: Matroide representable M [A] menos el vector 7.

Ejemplo 3.11. En el ejemplo 3.6, la operación de contracción del vector 7 equivale

a eliminar la matriz A el primer renglón y su primera y séptima fila columna,
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resultando aśı la matriz A′′.

A′′ =

(
1 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1

)
.

En la figura 3.7 se ilustra el matroide representable M [A].

Figura 3.7: Matroide representable M [A] y la contracción del vector 7.

Ejemplo 3.12. La eliminación y contracción de una arista de un grafo G = (V,E)

es análoga a las operaciones de aristas vista en el caṕıtulo 1 sección 1.2.

Cuando aplicamos una sucesión de operaciones ya sea por la eliminación o

contracción en un matroide, tenemos un nuevo matroide, que definiremos de la

siguiente manera.

Definición 3.8. Sea M = (S, I) un matroide. Un matroide N obtenido de M a

través de una secuencia de operaciones de eliminación y/o contracción es llamado

menor. Diremos que N es un menor que esta contenido en M .

Si alguna clase es obtenida con la propiedad de que todos sus menores son de

esa misma clase; entonces, decimos que la clase es cerrados bajo menores.





Caṕıtulo 4

El Polinomio de Tutte

En esta caṕıtulo introduciremos el Polinomio de Tutte, que como veremos más

adelante es una generalización del polimomio cromático que resulta ser una inva-

riante para grafos y matroides. Iniciamos con la definición del Polinomio de Tutte

para matroides.

4.1. Construcción para el Polinomio de Tutte

El polinomio de Tutte puede ser calculado con distintos algoritmos. Sin embar-

go, el algoritmo que puede aplicarse de forma general para calcularlo, es el que en

principio empleó Tutte, conocido ahora como algoritmo de eliminación-contracción

de aristas.

Definición 4.1. El Polinomio de Tutte de un matroide M es un polinomio

T (M ;x, y) de dos variables definido recursivamente de la siguiente manera:

1. Si EM es vaćıo, entonces T (M ;x, y) = 1

2. T (M ;x, y) = yT (M − e;x, y) si e es un bucle.

3. T (M ;x, y) = xT (M/e;x, y) si e es un puente.

4. T (M ;x, y) = T (M − e;x, y) + T (M/e;x, y) para cualquier otro elemento e.

Ilustremos con algunos ejemplos sencillos la definición recursiva del Polinomio

de Tutte.

39
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Ejemplo 4.1. Hay cuatro matroides con dos puntos:

1. M1 = U2,2 consiste de dos puentes.

2. M2 = U1,1 ⊕ U0,1 es la suma directa de un lazo y un puente.

3. M3 = U1,2 es doble punto.

4. M4 = U0,2 consiste de dos lazos.

Usando la definición recursiva para calcular el Polinomio de Tutte para cada uno

de estos matroides obtenemos:

1. Para M1, tenemos puentes e1 y e2, entonces aplicando la definición 4.1 in-

ciso 3 tenemos que T (M ;x, y) = xT (M/e1;x, y) = x2T (M/e1/e2;x, y) =

x2T (∅;x, y) = x2.

2. Para M2 tenemos un lazo e1 y puente e2, entonces aplicando el inciso 2 para

el lazo e1 tenemos que T (M ;x, y) = yT (M − e1;x, y) = xy y el inciso 3 para

el puente e2 tenemos que T (M ;x, y) = xT (M/e2;x, y) = xy.

3. Para M3 tenemos doble punto, es decir no es puente ni lazo, entonces apli-

cando el inciso 4 y sea E = {a, b} una base, si eliminamos y contraemos

a a. Entonces M3 − a es un puente y M3/a es un lazo. Aśı T (M ;x, y) =

T (M − e;x, y) + T (M/e;x, y) = x+ y.

4. Para M4 tenemos dos lazos e1 y e2, aplicando el inciso 2 para lazos tenemos

que T (M ;x, y) = yT (M−e1;x, y) = y2T (M−e1−e2;x, y) = T (∅;x, y) = y2.

Al igual que el polinomio cromático podemos usar estas relaciones con el Poli-

nomio de Tutte en la definición 4.1 para reducir un matroide. Los grafos son más

fáciles de vizualizar que un matroide general. Para ilustrar esta facilidad construi-

mos el Polinomio de Tutte de un ejemplo en particular. En este caso se usará el

arista verde para reducir y el polinomio de cada grafo inferior indica la contribución

de dicho grafo en el Polinomio de Tutte de G.

En la figura 4.1 se ilustra un árbol de grafos (árbol con nodos etiquetados por

grafos) cuya ráız es el grafo G y las aristas son determinadas por las operaciones

contracción, eliminación e identificación en vértices y aristas de los grafos nodo.
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Los polinomios de Tutte de los grafos hoja de árbol son sumados para obtener que

el Polinomio de Tutte de G es:

x

x

x2

x y

x y

Figura 4.1: El Polinomio de Tutte de un grafo G.

T (G;x, y) = x2 + x+ y.

El Polinomio de Tutte contiene mucha información sobre el grafo G. Por ejem-

plo, a partir de T (G;x, y) se pueden calcular el número de vértices y aristas de G,

el número de ciclos e incluso el polinomio cromático, el caṕıtulo 5 estará dedicados

a estos y otros problemas de conteo a través del Polinomio de Tutte.

Hay diferencias y semejanzas entre la descomposición cromática que vimos en

el capitulo 2 sección 2.2. La diferencia mas notoria es como se tratan los puentes

y los bucles, esto es, se descomponen de manera diferente, la reducción para el

Polinomio de Tutte es mucho más simple en estos casos.
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Ejemplo 4.2. En el grafo G ilustrado en la figura 4.2 se tienen dos puentes e1 y

e2, y un bucle e3.

e1

e2

e3

Figura 4.2: El Polinomio de Tutte de un grafo G con bucle y puentes.

Una aplicación casi directa de la definición del Polinomio de Tutte para el grafo

G, nos conduce que la variable x se eleva a la potencia el número de puentes a su

vez este resultado se multiplica por la variable y elevada al número de lazos. Esto

es,

x2y.

Aśı nuestra descomposición en la rama izquierda de nuestro árbol de grafos podŕıa

haberse detenido después de una iteración y la rama derecha después de dos ite-

raciones.

Más adelante probaremos que el Polinomio de Tutte está bien definido.

4.2. Polinomio de corango-nulidad

La definición 4.1 del Polinomio de Tutte debe estar bien definida, para este f́ın

introduciremos otro polinomio de dos variables como sigue.

Definición 4.2. El polinomio corango-nulidad o polinomio generador de

rango S(M ;u, v) de un matroide M es definido como

S(M ;u, v) =
∑
A⊆E

uran(E)−ran(A)v|A|−ran(A),

donde M = (E, ran) es un matroide con función de rango ran.

El corango de A ⊆ E es ran(E)− ran(A), y la nulidad es |A| − ran(A).
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Observe que estos términos han sido tomados por analoǵıa del álgebra lineal.

Ejemplo 4.3. Consideremos el matroide del la figura 4.3.En la tabla de abajo se

muestra el corango y nulidad para varios subconjuntos de E.

a b c

d

Figura 4.3: Matroide para el ejemplo 4.3

A ran(A) |A| ran(E)−ran(A) |A| − ran(A) uran(E)−ran(A)v|A|−ran(A)

∅ 0 0 3 0 u3

a 1 1 2 0 u2

ab 2 2 1 0 u
abc 2 3 1 0 uv
abd 3 3 0 0 1
E 3 4 0 1 v

Sumando los términos de la tabla de arriba obtenemos el polinomio generador

de rango:

S(M ;u, v) = u3 + 4u2 + 6u+ uv + 3 + v.

Definición 4.3. Un invariante ante matroides es una función f :M→R de

la clase de todos los matroidesM a algún anillo conmutativo R con la propiedad de

que los matroides isomorfos tienen el mismo valor: esto es, si M1
∼= M2, entonces

f(M1) = f(M2).

Las invariantes son una idea muy conocida y usadas en matemáticas. Por ejem-

plo, el número de rango es un invariante ante matroides como también lo es el

polinomio de corango-nulidad. Aśı necesitamos probar que el polinomio de Tutte

también es un invariante ante matroides.

Teorema 4.1. Para todo matroide M , el Polinomio de Tutte es una evaluación

del polinomio rango-nulidad:

T (M ;x, y) = S(M ;x− 1, y − 1).

En particular, el Polinomio de Tutte es un matroide bien definido.

La demostración la encontramos en [12].
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A continuación veremos un ejemplo de como calcular el Polinomio de Tutte a

través del polinomio generadorde rango.

Ejemplo 4.4. Para el grafo completo G = K3 tenemos:

S(M ;x, y) =
∑

A⊆E(x− 1)ran(E)−ran(A)(y − 1)|A|−ran(A)

= (x−1)2−2(y−1)3−2+3(x−1)2−2(y−1)2−2+3(x−1)2−1(y−1)1−1+(x−1)2(y−1)0−0

= (x− 1)0(y − 1)1 + 3(x− 1)0(y − 1)0 + 3(x− 1)1(y − 1)0 + (x− 1)2(y − 1)0

= x2 + x+ y. Por lo tanto,

T (M ;x, y) = x2 + x+ y.

4.3. Suma directa de matroides

Si un matroide M es la suma directa de dos matroides M = M1 y M2, es natural

preguntarse si es posible calcular el Polinomio de Tutte de los matroides M = M1

y M2. El siguiente teorema establece que esto se puede hacer y también nos da la

relación entre los polinomios de Tutte de M, M = M1 y M2.

Teorema 4.2. El Polinomio de Tutte de la suma directa esta dado por:

T (M1 ⊕M2;x, y) = T (M1;x, y)T (M2, x, y).

Para la demostración del teorema 4.2 veamos primero que pasa con la elimina-

ción y contracción en la suma de matroides.

Teorema 4.3. Si M = M1 y M2 son matroides definidos sobre conjuntos disjuntos

E1 y E2 con e ∈ E1 entonces

(M1 ⊕M2)− e = (M1 − e)⊕M2

y

(M1 ⊕M2)/e = (M1/e)⊕M2.

Es análogo si para e ∈ E2.

Demostración:

La prueba del teorema 4.2 puede ser consultada en [12].
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Concluimos esta sección con el teorema 4.4 que caracteriza a los matroides

conectados a traves del Polinomio de Tutte.

Teorema 4.4. Sea M un matroide con el Polinomio de Tutte T (M ;x, y). Entonces

T (M ;x, y) es un polinomio irreducible (en el anillo de los polinomios Z(x, y)) si y

solo si M es un matroide conexo.

El teorema 4.4 fue demostrado por [20]. Una de las direcciones de esta prueba se

sigue del teorema 4.2. Si M no es conectado, entonces T (M ;x, y) = T (M1;x, y) +

T (M2;x, y).

4.4. El Polinomio de Tutte-Gröthendieck

El Polinomio de Tutte de un matroide, proporciona una basta información sobre

dicho matroide. Por ejemplo, el número de bases b(M), conjuntos independientes

i(M) y conjuntos abarcadores ca(M).

Dado el Polinomio de Tutte de un matroide no podemos construir el matroide

en śı, pues tenemos en ocasiones que matroides no isomorfos pueden tener el mismo

Polinomio de Tutte.

Hay una propiedad clave que satisfacen b(M), i(M) y ca(M), esta propiedad

consiste en que todos estos números pueden ser calculados recursivamente a trabés

de la eliminación y contracción de elementos e del matroide que no son lazos ni

puentes. Esto es,

b(M) = b(M − e) + b(M/e),

i(M) = i(M − e) + i(M/e),

ca(M) = ca(M − e) + ca(M/e).

Con éstas propiedades en mente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.5. [5] Sea M el cojunto de clases de isomorfismo de matroides y sea

f :M→ Z(x, y) satisface

1. f(M1) = f(M2) para matroides isomorfos M1 ≈M2.
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2. f(M) = f(M − e) + f(M/e) si e no es un lazo ni puente.

3. f(M) = f(P )f(M/e) para P un puente.

4. f(M) = f(L)f(M − e) para L un lazo.

Entonces f(M) = T (M ; f(P ), f(L))

Un invariante que satisface las cuatro condiciones del teorema 4.5 es llamado

Tutte-Gröthendieck (T −G) invariante.

Por ejemplo, para el número de conjuntos independientes, tenemos

1. i(M) = i(M − e) + i(M/e) si e no es un lazo ni puente.

2. i(M) = 2i(M/e) si e es un puente.

3. i(M) = i(M − e) si e es un lazo.

Dado que i(P ) = 2 y i(L) = 1 para un puente P y un lazo L, por el teorema

tenemos

i(M) = T (M ;x, y) = T (M ; 2, 1),

donde x = 2 e y = 2. Para encontrar el número de conjuntos independientes que

coincide con la proposicón 5.1.

4.5. Teorema de la Receta

El teorema que se dará a continuación muestra la relación entre el Polinomio

de Tutte y el polinomio crómatico. Más aún, es una generalización del teorema 4.5

que reemplaza la recursión de la eliminación y contracción de 2 en el teorema 4.6

siguiente.

Teorema 4.6. (El Teorema de la Receta) Supongamos que C es una clase de

matroides que es cerrada bajo sumas directas y tomando menores. Si una función

f está bien definida sobre C y cumple lo siguiente:

1. f(M) = af(M − e) + bf(M/e) si e no es puente ni bucle.
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2. f(M) = f(P )f(M/e) para e un puente.

3. f(M) = f(L)f(M − e) para e un lazo.

y evaluados a 1 en el conjunto vaćıo, entonces f está dado por

f(M) = a|E|−r|E|br(E)T (M ;
f(P )

b
,
f(L)

a
) (4.1)

donde M = (E, ran) es algún matroide en C.

Demostración:

Supongamos que f es una función que satisface la ecuación 4.1. Aśı, tenemos que

demostrar que f satisface las tres condiciones del teorema. Primero, notemos que

si E es vaćıo, entonces f(M) = a0b0T (M ; f(P )
b
, f(L)

a
) = 1.

1. Supongamos que reduciremos un elemento que no es ni un puente ni un

bucle. De las propiedades de la reducción del Polinomio de Tutte sobre los

elementos que no son bucles ni puentes obtenemos de la ecuación 4.1 que

f(M) = a|E|−r|E|br(E)(T (M − e; f(P )

b
,
f(L)

a
) + T (M/e;

f(P )

b
,
f(L)

a
)).

Observemos que la eliminación de un elemento no es un bucle ni un puente

reduce a |E| por 1 pero dejando el rango de E igual. La contracción de un

elemento que no es un bucle ni un puente reduce a |E| y el rango de E por 1.

Este hecho y con las operaciones de álgebra elemental obtenemos la primera

condición.

2. Supongamos que estamos reduciendo sobre un puente, sabemos de la opera-

ción eliminación que el Polinomio de Tutte sobre un puente, en la fórmula

4.1, nos conduce a

f(M) = a|E|−r|E|br(E)f(P )

b
T (M/e;

f(P

b
,
f(L)

a
).

Dado que la eliminación de un puente, reduce tanto |E| y el rango de E por

1 se obtiene la segunda condición.

3. Por último, supongamos que estamos eliminando un bucle. La eliminación

de elementos en el matroide M y la evaluación del Polinomio de Tutte en el
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matroide y la ecuación 4.1 nos lleva a que

f(M) = a|E|−r|E|br(E)f(L)

a
T (M − e; f(P )

b
,
f(L)

a
).

Al igual que los casos anteriores eliminar un bucle reduce |E| por 1 y el rango

de E se queda igual, podemos ver que nos lleva a que f cumple con la última

condición. �

Dado que el Teorema de la Receta da formas de escribir muchas funciones

de matroides en términos del Polinomio de Tutte, los grafos son una clase más

restringida que los matroides y por tanto necesita menos condiciones para que

el Teorema de la Receta funcione. Para ello veremos dos lemas que sirven para

demostrar algunas propiedades de grafos y facilitan el uso del Teorema de la receta.

Lema 4.1. Los grafos son cerrados bajo menores y sumas directa.

Demostración:

De las definiciones de eliminación, contracción y suma directas de grafos, cuando

las operaciones se realizan en un grafo o dos para sumas directas nos da otro grafo.

�

Lema 4.2. Sea f una función definida para todos los grafos y supongamos que la

condición f(G1 ⊕ G2) = f(G1)f(G2) se cumple si G1 y G2 no tiene aristas y si

además se cumplen las siguientes condiciones:

1. f(G) = af(G− e) + bf(G/e) si e no es un puente ni un bucle.

2. f(G) = f(P )f(G/e) si e es un puente.

3. f(G) = f(L)(G− e) si e es bucle.

Entonces f(G1 ⊕G2) = f(G1)f(G2) para cualesquiera grafos G1 y G2.

Demostración:

La primera condición de este lema nos da el caso base para la prueba por inducción

sobre el número de aristas en G1 ⊕ G2. Supongamos que n ≥ 1 y f(G1 ⊕ G2) =

f(G1)f(G2) siempre que G1 ⊕G2 tenga menos n aristas. Ahora, supongamos que

G1 ⊕ G2 tiene n aristas. Sin pérdida de generalidad, sea e una de estas aristas y

un elemento de G1, aśı, consideremos los casos siguientes:
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1. Supongamos que e no es un punte ni un bucle. Por la condición 1, sabemos

que f(G1⊕G2) = af((G1−e)⊕G2)+bf((G/e)⊕G2) como ambos (G1−e)⊕G2

y (G1/e)⊕G2 tienen n− 1 aristas y por la hipótesis inductiva tenemos que

f((G1 − e)⊕G2) = f(G1 − e)f(G2) y f((G1/e)⊕G2) = f(G1/e)f(G2)

de aqúı, tenemos que

f(G1 ⊕G2) = af((G1 − e) + bf((G/e)f(G2

y como e no es un bucle ni puente entonces se cumple que

f(G1 ⊕G2) = f(G1)f(G2).

2. Ahora supongamos que e es un puente, por la condición 2 tenemos que

f(G1⊕G2) = f(P )f((G1/e)⊕G2) dado que (G1/e)⊕G2 tiene n− 1 aristas

y por la hipótesis inductiva tenemos que f((G1/e) ⊕ G2) = f(G1/e)f(G2).

Por tanto, f((G/e)⊕G2) = f(P )f(G1/e)f(G2) y esto pasa si e es un puente.

Por consiguiente, f(G1 ⊕G2) = f(G1)f(G2).

3. Ahora supongamos que e es un bucle, por la condición 3 tenemos que f(G1⊕
G2) = f(L)f((G1 − e) ⊕ G2) dado que (G1 − e) ⊕ G2 tiene n − 1 aristas y

por la hipótesis inductiva tenemos que f((G1 − e)⊕G2) = f(G1 − e)f(G2).

Por tanto, f((G1 − e)⊕G2) = f(L)f(G1 − e)f(G2) dado que e es un bucle.

Por lo tanto, f(G1 ⊕G2) = f(G1)f(G2).

Aśı, f(G1 ⊕G2) = f(G1)f(G2) siempre que cumpla las tres condiciones. �

Los dos lemas anteriores nos llevan a nuestro siguiente teorema, el cual consiste

en ajustar las condiciones del Teorema de la Receta, facilitando su uso cuando es

aplicado sobre la clase de grafos.

Teorema 4.7. (El Teorema de la Receta para grafos) Si una función f ,

está bien definida sobre los grafos y satisface las condiciones:

1. f(G) = af(G− e) + bf(G \ e) si e no es puente ni bucle.

2. f(G) = f(P )f(G/e) si e es un puente.

3. f(G) = f(L)f(G/e) si e es un bucle.
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Para todos los grafos conectados y f(G) = 1. Si G no tiene aristas, entonces f

está dado por

f(G) = a|E|−r|E|br(E)T (G;
f(P )

b
,
f(L)

a
) (4.2)

Demostración:

Demostraremos que estas funciones que cumplen las condiciones de grafos, también

satisfacen las condiciones del Teorema de la Receta cuando la clase de matroides es

un grafo. Por el lema 4.1 los grafos son una clase que es cerrada bajo la suma directa

y los menores. Aśı, supongamos que f es una función que satisface este teorema.

Por el lema 4.2 f satisface que f(G1⊕G2) = f(G1)f(G2) para cualesquiera grafos

G1 y G2. Las únicas condiciones del Teorema de la Receta las enumeramos de 1 a

3 en este teorema, por consiguiente, se cumple la ecuación 4.2. �

Por todo lo anterior, podemos ver que los grafos son una clase particular que

facilita la aplicación del Teorema de la Receta. Ahora veamos un teorema en

función del Polinomio de Tutte de cualquier grafo.

Teorema 4.8. Para cualquier grafo G, T (G − e;x, y) = T (G/e;x, y) si e es un

puente o un bucle.

Demostración:

Supongamos que e es un puente. Observemos que G−e = G1⊕G2 para algún G1 y

G2 grafos. Por lo tanto, f(G−e;x, y) = f(G1;x.y)f(G2;x, y). Ahora, si G\e de G1

y G2 están unidos por un vértice. Luego, llamemos G1×G2. Aśı, G/e = G1×G2.

Reduciremos G1×G2 por cada arista de G1. Por lo tanto, tenemos un árbol similar

al de la figura 4.1 pero sin terminar. Notemos que cada rama tiene la totalidad

de G2. Si reducimos cada arista de G2 tenemos un factor común de T (G2;x, y)

en la parte inferior de cada rama. Factorizando tenemos que T (G1 × G2;x, y) =

T (G1;x, y)T (G2;x, y). Por lo tanto, T (G− e;x, y) = T (G1/e;x, y).

Supongamos que e es un bucle. Como los puntos finales es el mismo vértice vemos

que la eliminación de e y la contracción de e es el mismo grafo y por lo tanto,

tienen el mismo Polinomio de Tutte. �

Este teorema en particular nos permite cambiar a G− e por G/e y viceversa.



Caṕıtulo 5

Conteo a través del Polinomio de

Tutte

En la introducción se presenta una lista de algunas áreas dode ciertas evaluacio-

nes del Polinomio de Tutte coinciden con invariantes gráficas o en matroides. En

este caṕıtulo se calcularán algunas evaluaciones del Polinomio de Tutte que nos

llevan a determinar, por ejemplo, el número de árboles abarcadores, el número de

bosques, el número de orientaciones aćıclicas y el número λ-coloreo de un grafo.

5.1. Aplicación del Polinomio de Tutte

El siguiente resultado cuya prueba puede ser encontrada en [12] establece que

dado M = (E, I) un matroide podemos determinar |I|, es el número de conjuntos

abarcadores de M y 2|E| con simples evaluaciones sobre el conjunto E.

Las siguientes proposiciones hacen que podamos contar un matroide.

Proposición 5.1. Sea M un matroide. Entonces

1. T (M ; 2, 1) = S(M ; 1, 0) igual al número de conjuntos independientes de M .

2. T (M ; 1, 2) = S(M ; 0, 1) igual al número de conjuntos abarcadores de M .

3. T (M ; 2, 2) = S(M ; 1, 1) = 2|E|.
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Ejemplo 5.1. Retomando el matroide del ejemplo 4.3 del caṕıtulo 4, tenemos

que T (M ;x, y) = x3 + x2 + xy y de la proposición 5.1 tenemos las siguientes

evaluaciones.

1. T (M ; 2, 1) = 23 + 22 + 2(1) = 14

2. T (M ; 1, 2) = 13 + 12 + 1(2) = 4

3. T (M ; 2, 2) = 24 = 16

Esto es, el matroide M tiene 14 conjuntos independientes, 4 conjuntos abarcadores

y 16 elementos (subconjuntos de E).

Si G es un grafo, podemos orientar G asignando direcciones a todas las aristas

de G, es decir, G será un grafo orientado. Si una orientación de G no tiene ciclo

dirigido, diremos que la orientación es aćıclica.

Ejemplo 5.2. Sea G = K3 ¿Cuántas orientaciones aćıclicas tiene K3? Es más

fácil encontrar las malas orientaciones, es decir, son aquellas orientaciones que son

ciclos dirigidos. Por lo tanto, todas las posibles orientaciones que son 23 = 8 le

restamos las malas orientaciones, que en este caso son 2 resultado un total de 6

orientaciones aćıclicas. En la figura 5.1, se ilustra el grafo completo K3 junto con

sus 6 orientaciones aćıclicas.

K3.

Figura 5.1: Las 6 orientaciones aćıclicas de K3.
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¿Qué pasa con el Polinomio de Tutte? Por lo que ya hemos visto, sabemos que

M(K3) = U2,3 entonces T (M(K3);x, y) = x2 + x + y. Evaluando el Polinomio de

Tutte en x = 2 y y = 0 obtenemos T (M(K3); 2, 0) = 6.

El siguiente teorema debido a Stanley establece que la evaluación x = 2, y = 0

en el Polinomio de Tutte nos da el número de orientaciones aćıclicas en un grafo.

Teorema 5.1. [27] Sea G un grafo y sea a(G) el número de orientaciones aćıclicas

de G, entonces a(G) = T (M(G); 2, 0).

La demostración de este teorema puede consultarse en [27].

Observe que el número de orientaciones aćıclicas depende solamente de la es-

tructura que posea el matroide M(G). Por lo tanto, si tenemos dos grafos G1 y

G2 diferentes con M(G1) = M(G2) entonces a(G1) = a(G2). En consecuencia, las

operaciones de eliminación, contracción e identificación no alteran el número de

orientaciones aćıclicas en un grafo.

5.2. Conexión del polinomio cromático con el

Tutte

El matroide ciclo M(G) de un grafo está definido sobre sus aristas de G, en

cambio el polinomio cromático se define con base a los vértices del grafo G. Por

tanto, si deseamos establecer una conexión entre ambos polinomios es necesario

hacer un ajuste sobre la evaluación del Polinomio de Tutte. El siguiente teorema

establece dicha conexión entre estos polinomios.

Teorema 5.2. Sea G un grafo conexo con el conjunto de vértices V , entonces

χG(λ) = (−1)|v|−1λT (M(G); 1− λ, 0).

La prueba de este teorema puede consultarse en [12]. Ahora, veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.3. Para el grafo completo K3 ya se teńıa que su Polinomio de Tutte

es T (M(K3);x, y)) = x2 + x+ y, entonces por el teorema 5.2, obtenemos:

χG(λ) = (−1)3−1λ((1− λ)2 + (1− λ)) = λ(λ− 1)(λ− 2).
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Si G es no conectado, entonces tenemos que reemplazar algunas evaluaciones

en el teorema 5.2 tomando en cuenta el número de componentes conectadas k(G)

aśı la relación:

χG(λ = λk(G)(−1)|v|−k(G)T (M(G); 1− λ, 0).

Observación. Observemos que si k(G) = 1 obtenemos la relación del teorema

5.2.

5.3. Flujos en ninguna parte cero

Sea G un grafo y H un grupo abeliano finito. Podemos orientar las aristas de G

para obtener un grafo dirigido GO donde O es la orientación. Escribimos H como

un grupo aditivo, con el elemento identidad 0, y asignamos un elemento de H a

cada arista dirigida e de GO. El elemento h asignado a la arista e le llamaremos

peso de e y lo representaremos por p(e). Un H − flujo es una asignación de los

elementos de H a las aristas del grafo GO tales que cumplen la ley de Kirchhoff:

En cada vértice de GO, la suma de los pesos de las aristas dirigidas hacia adentro

es igual a la suma de los pesos dirigidos hacia afuera. Finalmente, se dice que un

H−flujo no es cero si el elemento identidad 0 del grupo no es asignado a ninguna

arista, esto es, p(e) 6= 0 para toda arista de GO.

Por ejemplo, en la figura 5.2 con la orientación dada, podemos verificar el peso

de las aristas de Z4 dados en la figura dan un flujo cero a ninguna parte. Por

ejemplo, el vértice v3 el peso de la arista dirigida hacia adentro es 2, y el peso total

de las dos aristas dirigidas fuera es 6 pero 6 ≡ 2(mod4).

v1 v2

v3v4

1

2
3

3

3

Figura 5.2: La orientación de un grafo tiene un flujo cero en ninguna parte
con H = Z4.

Ahora, si tenemos un grafo G, una orientación de la aristas de G y un grupo

finito abeliano H, ¿cuántos flujos de cero existen? La respuesta a la pregunta tiene
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dos resultados y con ellos su respectiva proposición y teorema. Las demostraciones

las podemos consultar en [12].

Proposición 5.2. Para un grafo G y un grupo abeliano finito H, el número de

flujos de cero en ninguna parte es independiente de la orientación de O.

Ejemplo 5.4. De la proposición 5.2 sean G1 y G2 los grafos ilustrados en la figura

5.3, invertimos la arista {v3, v4} para cambiar G1 a G2. por lo tanto, también se

cambia el peso de esa arista de 3 en G1 a 1 en G2, el inverso aditivo de 3 en Z4. Es

decir, la arista {v3, v4} se invierte y su peso p(e) = 3 se reemplaza por −p(e) = 1

en Z4. Esta operación preserva la propiedad de que el flujo no es cero.

v1 v2

v3v4

1

2
3

3

3

El grafo G1.

v1 v2

v3v4

1

2
3

1

3

El grafo G2.

Figura 5.3: La arista {v3, v4} se invierte y su peso p(e) = 3 se reemplaza por
−p(e) = 1 en Z4.

Teorema 5.3. Para un grafo G y un grupo abeliano finito H, entonces el número

de flujos de cero en ninguna parte es dependiente solo en |H|.

Una consecuencia del teorema 5.3 es que la estructura del grafo abeliano H no

interesa. Usaremos Zk como un grupo abeliano de orden k.

Si tenemos que |H| = k entonces a ese polinomio le llamaremos polinomio

flujo el cual se encuentra determinado por el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Para un grafo G y un grupo abeliano finito H. Entonces

χ∗G(k) = (−1)|v|+|E|+1T (M(G); 0, 1− k).

La aportación de cálculo nueva que se hace con respecto al grupo H ocurre

cuando y = 1 − k en el Polinomio de Tutte donde k = |H|. De ahi surgió el

teorema 5.4.



56 5.3. Flujos en ninguna parte cero

Ejemplo 5.5. En el grafo ilustrado en la figura 5.4, encontramos primero el Po-

linomio de Tutte del grafo G.

T (M(G);x, y) = x3 + 2x2 + 2xy + x+ y + y2.

v1 v2

v3v4

e1

e5 e2

e3

e4

Figura 5.4: El grafo G.

Y por el teorema 5.4 tenemos:

χ∗G(k) = (−1)|v|+|E|+1T (M(G); 0, 1− k) = (−1)10(1− k) + (1− k)2

= (1− k) + (1− 2k + k2) = (k2 − 3k + 2) = (k − 2)(k − 1).

Esto nos dice que no hay flujos en ninguna parte cero si |H| = k < 3. El número

de flujos en ninguna parte cero para Z4 es 6; aśı podemos ver los 6 flujos distintos.



Conclusiones

Dentro de la teoŕıa de grafos y sus aplicaciones existe un cantidad considerable

de problemas dedicados a calcular inavriantes sobre estructuras gráficas como el

número de conjuntos independientes, el número de orientaciones aćıclicas, el de

conjuntos abarcadores, de circuitos eulerianos, entre muchos otros. La teoŕıa de

matroides amplia el espectro a otras estructuras más generales donde podemos

plantearnos el cálculo de invariantes gráficos. Para este fin, las evaluaciones del

Polinomio de Tutte resultan ser muy fruct́ıferas debido a la gran variedad de áreas

en las que pueden ser aplicadas.

Es interesante plantearse a futuro el estudio del cálculo de invariantes sobre

estructuras hipergráficas a través del Polinomio de Tutte definido sobre un análogo

al matroide ciclo de un grafo.
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