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Introduccion

La teoria de matroides es una teoria matematica que surge en 1953 con los
trabajos de Whitney [33] su desarrollo en gran parte se apoya principalmente en
dos tipos de aplicaciones, en el campo de la algoritmia y en la teoria del Polinomio

de Tutte.

W. T. Tutte fue un matematico y descifrador de cédigos. Durante la Segunda
Guerra Mundial su trabajo fue la clave para comprender el cifrado de Lorentz un
cddigo alemédn muy comuin. Cuando terminé la guerra, sus trabajos se enfocaron
mas en la teoria de matroides y grafos. De ahi, uno de sus logros mas importan-
tes fue el desarrollo de lo que él llamé el humildemente “dicromatico”. Aunque,

actualmente es conocido como el Polinomio de Tutte (1954).

Una aplicacion de la teoria de matroides es el Polinomio de Tutte. El Polinomio
de Tutte para matroides fue inventado por Crapo [6] por una generalizacién del
trabajo de Tutte en coloreo. El polinomio de Tutte es una herramienta general que
descubri6 en un principio para grafos y sus aplicaciones pueden ser muy variadas.
Posteriormente se pudo definir el Polinomio de Tutte en una estructura mas rica,
la de los matroides, los cuales generalizan algunas de la propiedades de espacios

vectoriales.

En base de la teoria de grafos y de matroides presentaremos el Polinomio de
Tutte que esta definido en dos variables siendo una generalizacién del polinomio

cromatico que resulta ser una invariante para grafos y matroides.

El Polinomio de Tutte y su evaluaciéon principal, el polinomio caracteristico
se presenta en una variedad de aplicaciones [3]. Por otra parte, el Polinomio de
Tutte es especial dentro de la teoria de matroides debido a la estructura que
presenta sobre un matroide en general y sobre la naturaleza de una “invariante

Tutte-Grothendieck”.
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Para darnos cuenta de la gran diversidad de las aplicaciones del Polinomio

de Tutte, se enlista algunas de las areas en las cuales ciertas evaluaciones del

Polinomio de Tutte coinciden con importantes invariantes, estan son:

1. Calculo de flujo minimo en redes.
2. Coloreo de grafos.

3.
4

. Estructuras hiperplanas, convexidad, y separacion en espacios afines y pro-

Teoria de percolacion.

yectivos.
Aciclicidad y totalmente aciclico, y orientaciones coherentes de grafos y ma-

troides orientados.

6. Zonotopos.

7. Empaquetado y teoria de codigos.

8. Numeros de interseccion para subconjuntos de puntos en un espacio proyec-

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

tivo y el problema critico.
Redes eléctricas.

Diseno combinatorio.
Mecanica cuantica y estadistica.
Arboles.

Grafos signados y de voltaje.
Caminos eulerianos.
Cubrientes.

Puntuacion en torneos.
Disecciones topoldgicas.
Grafos embebidos.

Sistemas enraizados.

En el capitulo 5 tratamos algunas areas enlistadas arriba especialmente las que

coinciden al conteo de ciertas estructuras en grafos. También es importante resaltar

que las operaciones de reduccién en matroides como la eliminacion y contracccién

de los elementos son fundamentales para la definicién del Polinomio de Tutte sobre

matroides.

Estas operaciones son inspiradas de las operaciones realizadas sobre grafos, asi

como el concepto de conjuntos independientes es inspirada del algebra lineal.

La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera.



IX

En el primer capitulo se presentan algunos conceptos de la teoria de grafos,
operaciones entre grafos y un elemento, y operaciones entre grafos. En el capitulo
2 se trata el tema de coloreo en grafos. En el capitulo 3 se introduce el concepto
de matroide y se muestran algunas propiedades. En el capitulo 4 se construye el
Polinomio de Tutte para matroides y también se muestra una féormula cerrada
para el caso del Polinomio de Tutte sobre un grafo. En el capitulo 5 se presentan
algunas evaluaciones del Polinomio de Tutte que coincide con invariantes de interés

considerable.
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Capitulo 1

Teoria de Grafos

El propésito de este capitulo es introducir los conceptos de la Teoria de Gra-
fos que seran de utilidad en los capitulos posteriores. También son de principal
interés las operaciones sobre grafos como la contraccién y eliminacion de aristas,
especialmente en el capitulo 4 donde se define la construccién del Polinomio de

Tutte.

1.1. Conceptos basicos

Los simbolos Z and N denotan los enteros y los enteros no negativos respec-
tivamente. Dado k£ € Z el conjunto de todos los subconjuntos de A que tienen

elementos es denotado por [A]*. La cardinalidad de un conjunto es denotado por

Al

Ejemplo 1.1. Dado un X un conjunto arbitrario, [X]* = {0} sik < 0osik > |X]|.

Para el conjunto A = {a,b, c}, entonces [A]® = {(} tenemos:

L [A]" = {{a}, {b}. {c}}-
2. [A]? = {{a, 0}, {a, c}, {b, c}}.
3. [AP = {A}.

4. [A)* = 0 para todol k € Z\ {1,2,3}.



2 1.1. Conceptos basicos

Observe que si A = ) entonces [A]* = ) para todo k € Z.

La definicién que sigue del concepto de grafo, en algunos textos corresponden

a la definicién de multigrafo.

Definicién 1.1. Un grafo es un par (V, E) de conjuntos finitos y disjuntos (de
vértices y aristas) junto con un mapeo p : E — V U [V]? que asigna a toda arista

uno o dos vértices (sus extremos).

Definicién 1.2. Si z,y € p(e), entonces x e y son llamados extremos de la

arista de e.

Notacién. Sea G = (V, E) un grafo, V(G) denota el conjunto de vértices de Gy
E(G) su conjunto de aristas. Para simplificar la notacién se acostumbra escribir
e€ Genvezdee € E(G), también v € G en vez v € V(G). También es costumbre
vEesiveE p(e).

Ejemplo 1.2. Sea G el grafo tal que V(G) = {v1,v9,v3,04} v E(G) = {e1, e, €3,
es,e51y p: E— VU[V]? definido mediante la tabla de la figura 1.1. La represen-

tacion grafica de G puede verse en la figura 1.1.

E  ple)
€4 €1 {Uh Uz}
Vg - U1 €2 {712, U3}
1
€5 €3 {U?n U4}
3 €4 {Ul, 712}
V4 €3

@ €5 {va}

Figura 1.1: Un grafo G.

Dos aristas e; y e; son multiples si comparten sus mismos extremos, es decir,
p(e1) = p(eq). Luego, una arista e de G es un lazo si p(e) = {z}.Observe que del

ejemplo 1.2, e; y e4 son aristas multiples y e5 es un lazo.
Definicién 1.3. Un grafo G es stmple si no tiene aristas multiples ni lazos.

Ejemplo 1.3. Sea el grafo G tal que V(G) = {1,2,3,4,5}, E(G) = (), ver la figura
1.2.
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Qe

e e <)
b ¢ d

Figura 1.2: Un grafo sin aristas.

Si G es un grafo con un conjunto de vértices igual al conjunto vacio entonces

G es llamado grafo vacio y se denota por () (G = (0, 0)).

Decimos que la arista e es incidente en x si © € p(e). También que = e y
son nodos adyacentes en un grafo, si pertenecen a la misma arista. De manera
andloga, dos aristas e; y e, son aristas adyacentes si comparten un nodo. El
conjunto de todas las aristas adyacentes o vecinos de un vértice v € V' se denota

por N(v). Si N(v) = () entonces v es un vértice aislado.

Definicién 1.4. El orden de un grafo G es el numero de vértices de G y se denota
por |G|, el nimero de aristas de G se denota por || G ||. El grado o valencia de

un vértice es el numero de aristas incidentes en él.

Observacién. Observemos que si e es un lazo incidente en el vértice x, entonces
e contribuye en 2 al grado de x. Si G es un grafo dg(v) = [N (V)| es el grado de
un vértice v que pertenece al conjunto de vértices de G. Cuando es claro en el

contexto quién es G, denotamos dg(v) = d(v).
Definimos el grado minimo como dg(v) y el grado maximo como dg(v) del
grafo G y lo denotaremos por §(G) y A(G) respectivamente.

Ejemplo 1.4. De la figura 1.1 tenemos que:

1. e1 y e4 son aristas multiples de G' y e5 es un lazo de G.
2. |G| =4y ||G|| =5.
3. d(v1) =2, d(v2) =3, d(vs) =2y d(vs) = 3.

4. 5(G) =2y A(G) = 3.

Un grafo particular que se utilizara de manera constante es el siguiente:

Definicién 1.5. Un grafo trivial G es un grafo con cero o un vértice y ninguna

arista.

Notacién. E(v) denota el conjunto de todos los aristas de incidentes en el vértice

.
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Ejemplo 1.5. Ilustremos la notacién con un ejemplo. Considere el grafo de la

figura 1.3. Para este grafo se tiene:
E(vi) = {es,e5}, E(va) = {ea, e3,ea}, E(vs) = {ea, e3}, E(va) = {e1} y E(vs) = 0.

U3
62 U4©€1
U1 )

V2 e (%
4 C e,

Figura 1.3: Grafo con aristas incidentes G = (V, E).

En general, se observa que para un vértice v de un grafo simple dg(v) =
[N (v)| = [E(G)].

A las aristas dadas entre los vértices se les puede asignar un sentido. Esto es, si
vy, vy € V implica que {vy,va} # {v9,v1} como aristas de G, de ahi ,la definicién

que sigue.

Definicién 1.6. Un grafo dirigido o digrafo es un grafo G = (V, E) de con-
Juntos disjuntos con dos mapeos ini : B — V yter : E — V, esto es, para cada

arista de e en G se le asigna un vértice inicial y uno final.

(%1

Y

() —)

Figura 1.4: Un grafo dirigido.

Una orientacién de un grafo se obtiene al asignar un sentido a cada una de sus

aristas. Asi, un grafo dirigido se llama grafo orientado.
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Definicién 1.7. Un grafo simple G = (V, E) es un grafo completo si cualquier

par de vértices de G son adyacentes. K, denota el grafo completo de n vértices.

En la figura 1.5 se muestran los grafos completos K, para n = 1,2, 3, 4.

[ ] 0

(a) Kl. (b) KQ. (C) Kg. (d) K4.

Figura 1.5: Grafos completos K1, Ko, K3y Kjy.

Definicién 1.8. El grafo linea L(G) es el grafo G' = (V' E') con vértices donde
V' = FE y E' es el conjunto de pares de aristas e1,es € E tales que e; e ey son

adyacentes.

El grafo de la figura 1.6 b) es el grafo linea de la figura 1.6 a).

(7 (]
€4
€1
(5 €9 €5 €2
0, 63
Vs U3
€8 €g
(a) El grafo G. (b) El grafo L(G).

Figura 1.6: Un grafo G y su grafo linea.

Definicién 1.9. Sea G un grafo, un subconjunto I de V(G) se llama indepen-

diente o estable si cualquier par de vértices en I son no adyacentes.

€7
€9
Us
€1 €4 o
® €5 U7
U1 V2 3 Uy es
€3 Ve

Figura 1.7: Conjuntos independientes de G.
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En el grafo de la figura 1.7 tenemos que sus conjuntos independientes son:

@7{U1}7{U2}7{U3}7{U4}?{U6}’{U7}>{Uljv3}’{01704}7{U17U6}?{01’U7}’{Ulﬂv3vvﬁ}v

{7}1,7}3,1)7}, {U17U47U7}7 {U17U67U7} y {Ul7v3av67v7}'

Definicién 1.10. Sea G un grafo, un subconjunto J de E(G) es un conjunto

independiente si cualquier par de aristas en J no se intersectan.

De la figura 1.7 sus conjuntos independientes son:

®7 {61}7 {62}’ {63}7 {64}7 {65}’ {66}7 {67}7 {61764}7 {61765}7 {61,66}, {61’67}’
{62,65}, {62,66}, {62,67}, {63,65}, {63,66}, {63,67}, {64,67}, {66,67}, {61,64,67},

{ea, e6,e7} v {es, €6, €7}
Definicién 1.11. Dos grafos G = (V,G) y G' = (V', E’) son isomorfos (G ~

G') si existen funciones f:V = V' yg: E — E' tales que

1. Si e tiene puntos extremos vy y vy entonces g(e) tiene puntos extremos f(vq)

y [(v2).
2. fy g son funciones biyectivas.
Un isomorfismo entre grafos es un isomorfimo entre sus subgrafos simples con
la condicién que a las aristas multiples son la misma y los lazos como vértice.

En la figura 1.8 se ilustran dos grafos isomorfos donde las funciones f y g de la

definicién 1.11 estan definidas mediante f(v;) = vj y g; = € con i,j = 1,2,3,4.

€5

€1 e2 eq

!
v1 Vg

El grafo G. El grafo G'.

Figura 1.8: G ~ G'.

Ahora, sean G = (V, E) y G’ = (V', E') grafos. Si GNG' = (), entonces diremos
que G y G’ son disjuntos. Si V' C V y E' C F diremos que G’ es un subgrafo
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de G y denotamos esta condicién con G’ C G. Si G C G y G # G es un subgrafo
propio de GG. En el caso que G' C G, diremos que G’ es un subgrafo inducido
de G por V' si G’ contiene todas las aristas de G que tenga vértices en V', lo
denotamos G’ = G[V]. Un subgrafo G’ de G es un subgrafo abarcadorsi V' = V.

A continuacién, veamos un ejemplo para ilustrar los conceptos anteriores.

o

El grafo G. (a) El grafo G' C G. (b) El grafo G”es un
subgrafo inducido de
G.
Us

(c) El grafo G" es un
subgrafo abarcador de

G.

Figura 1.9: Un grafo con su subgrafo, subgrafo inducido y subgrafo abarcador.

1.2. Operaciones de aristas y vértices

Hay varios resultados, como los que se presentaran mas adelante, donde es
necesario estudiar los subgrafos de G alterados minimamente, que difieren en un
Unico vértice o una tnica arista . Por lo tanto, se definen operaciones en grafos
de manera que el nuevo grafo resulta de anadir, eliminar, contraer, expandir un

vértice o una arista.

Sean G un grafo, e € E(G) y v € V(G), se definen:



1.2. Operaciones de aristas y vértices

Adicién de aristas o vértices es agregar una arista e o un vértice v al

grafo G.

Eliminacion o supresion de aristas o vértices consiste en eliminar una
arista e € G pero sin quitar los vértices extremos o eliminar un vértice v y

todas las aristas incidentes a él.

Contraccion de aristas cuando se contrae una arista, dos vértices pasan
a ser un vértice y la arista e se pierde, la representaremos por G \ e. En el
caso en que el grado de uno de los vértices extremos de e sea exactamente
igual a uno, la arista no se pierde, sino que se convierte en un lazo dentro
del conjunto de aristas de G\ e. Tras la contraccién, el resto de vértices de

G \ e siguen manteniendo las mismas adyacencias que en G.

Expansién de un vértice v es anadir a G un nuevo vértice v’ y unirle

mediante aristas con v y con todos los vertices adyacentes a v.

En la figura 1.10 se ilustran todas estas operaciones sobre el grafo G.

z z z
€1 €2 €2 €1 &
°
v u v u wov U
El grafo G. (a) Adicién de una aris- (b) Adicién de un vérti-
ta e = uw. ce w.
z z z
— o — o —
€2 €2 &
) ) ) )
v u u v

(c) Eliminacién de la

(d) Eliminacién de un

(e) Contraccién de la

arista e;. vértice v. arista e;.
z
z
——o—

€2
€1 v u

i /

v v

(f) Contraccién de la
arista eg con un vértice
de grado 1.

(g) Expansién del
vértice v.

Figura 1.10: Operaciones con aristas y vértices de un grafo.
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Definiremos a un menor como cualquier subgrafo obtenido de GG al hacer una

secuencia de operaciones de aristas y/o vértices.

Diremos que hay un camino en G desde los vértices de v a w si hay un conjunto
de vértices v = vy, v9, ..., v, = w tal que v; y v; 41 son adyacentes para todo 7 < n,
n € N y ningin vértice usado mas de una vez. Ademas, un ciclo en G es un
camino donde el vértice inicial es igual al vértice final es el mismo. Es decir, es un

camino tal que v; = v,. La longitud de un ciclo es ||c|| donde ¢ es el ciclo.

La figura 1.11 ilustra las definiciones de camino y ciclo, la linea verde se usa

para distinguir un ciclo y la azul el camino.

@

Figura 1.11: Un grafo con un camino y un ciclo.

Ademas, la longitud del ciclo es 4.

1.3. Grafos conectados con caminos

Un grafo G es conectado (conexo) si cualquier par de vértices estan ligados
por un camino en G. Luego si un grafo es no conectado, decimos que el grafo es

desconectado (disconexo).

En la figura 1.12 se ilustran dos ”grafos muy parecidoscon la diferencia de que

uno es conectado y el otro no.

Figura 1.12: Grafo conectado y no conectado.
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Si G es un grafo disconexo. Entonces podemos ver si es conexo por porciones

del grafo. La siguiente definiciéon formaliza esta idea.

Definicién 1.12. Una componente conectada es un subgrafo conectado maxi-

mal de G. El nimero de componentes de un grafo se denota como k(G).

En el grafo de la derecha ilustrado enla figura 1.12 vemos que tiene dos com-
ponentes conectadas el vértice inferior derecho es su propia componente mientras
que los otros tres vértices forman otra componente conectada. Mas atin, todo grafo

no vacio tiene al menos una componente conectada.

Definicién 1.13. Un puente es una arista cuya eliminacion causard que el nime-

ro de componentes aumente.

[lustremos la definicién con un ejemplo. En el grafo de la figura 1.13 la linea
azul son todos los puentes. Ademas, observemos que los puentes no son parte de

un ciclo.

Figura 1.13: Un grafo con todos sus puentes.

1.4. Operaciones entre grafos

Ahora, veamos como se operan los grafos, para esto, sean G = (V, FE) y G' =

(V' E') dos grafos, entonces tenemos las siguientes definiciones:

1. Grafo unién: GUG' = (VUV' EUEFE').

2. Grafo intersecciéon: GNG' = (VNV/ ENE).

En la figura 1.14 se ilustran las definiciones de unién e interseccion respectivamen-

te, para los grafos G y G’ ilustrados en la misma figura.
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€4
€2
Us V2 U3
€q es €3 €1 es €3
. Vy V1 @ . Uy
e / /
V) §—@ U3 (Y% Vs
€3 €s
€1 €3 €7 €7
U1 V4 Ve Ve
El grafo G = (V, E). El grafo G' = (V', E'). (a) GUG'.
V3
€3
® Uy
(b) GNG'.

Figura 1.14: Operaciones de unién e interseccién entre grafos G'y G'.

Definicién 1.14. Sean G = (V,E) y G' = (V', E') dos grafos, donde VNV =10
y ENE =10. Entonces GG = (VUV',EUEFE’) es la union disjunta de G y G’

le llamaremos la suma directa de dos grafos.

Figura 1.15: La suma directa G & G.

1.5. Arboles y bosques

Un grafo GG se dice aciclico si no admite ningtn ciclo, esto es, en cada vértice
v no hay un camino directo que empiece y termine en v. Si un grafo es aciclico y
disconexo es un bosque. Un arbol es un bosque conectado. Los vértices de grado

uno se llaman hojas.
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\.

(a) El grafo bosque. (b) Grafo arbol.

Figura 1.16: Grafo arbol y grafo bosque.

Un &rbol se puede caracterizar de distintas formas y para ello se enuncia el

siguiente teorema.

Teorema 1.1. Para cualquier grafo T son equivalentes:

1. T es un arbol.

2. Cualquier par de vértices de T son conectados por un unico camino.
3. T es minimalmente conectado.

4. T es maximalmente aciclico.

Observemos que todo grafo conectado contiene un arbol abarcador. En la

figura 1.17 se muestra un grafo G'y un arbol abarcador de G.

El grafo G. Arbol abarcador de G es la linea verde

Figura 1.17: Arbol abarcador de un grafo G.
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1.6. Menores

Si tenemos un grafo X fijo. Una subdivisién de G, es cualquier grafo obtenido
de G por subdividir algunas o todas sus aristas dibujando nuevos vértices sobre
éstas aristas. Por ejemplo, en la figura 1.18 se muestra una subdivision del grafo

X ilustrado en la misma figura.

/\ A

El grafo X. G.

Figura 1.18: El grafo G es una subdivisién de X.

Si G es una subdivisién de X, decimos que G es un TX (TX es la clase de
grafos que son subdivisiones de X), TX = {G,G’",G", ...} sus nuevos vértices son
llamados subdivisiones. Aqui los vértices originales también son llamados vértices

rama.
Observacion. Los vértices subdivisores tienen grado 2 y los vértices rama retienen
su grado con respecto de X.

Veamos a continuacion el concepto de menor topolégico.

Definicién 1.15. Si un grafo Y contiene un T X como un subgrafo, entonces X

es un menor topologico de Y .

En la figura 1.19, el grafo X es un menor topolégico del grafo Y.

VAR

El grafo X. TX. Y.

Figura 1.19: X es un menor topolégico de Y.

Si tenemos grafos conexos, podemos dar la siguiente definicion en funcién de

éstos.
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Definicién 1.16. Sea X un grafo fijo, un grafo obtenido de X por reemplazar
los vértices x de X con grafos conexos disjuntos Gx y la arista {x,y} de X son
conjuntos no vacios de G, — G, aristas, es llamado grafo inflado y lo represen-

taremos como I1.X.

El grafo X.

Figura 1.20: El grafo inflado I.X.

Notemos que de la figura 1.20 no hay restricciones en grafos conexos de los
vértices.
De manera formal, un grafo G es un IX si su conjunto de vértices admite una
particién {V,|z € V(X)} de subconjuntos conectados V, tales que todo para de

vértices distintos pertenecen a X siy solo si X contiene una V, — V,, arista.

Definicién 1.17. Los conjuntos Vx son llamados conjuntos rama del grafo G

y decimos que X surge de G por contraccion de los subgrafos Gx.

Si un grafo Y contiene un /X como un subgrafo, entonces X es un menor de
Y y escribimos X <Y.

En la figura 1.21 X es un menor de Y, G es un grafo inflado de X y G es un
subgrafo de Y.

El grafo X.

Figura 1.21: G CY = I X, entonces X es un menor de Y.



Capitulo 2

Coloreo de grafos

Un coloreo de un grafo consiste en asignar a sus vértices colores de tal manera
que dos vértices adyacentes cualesquiera tengan asignados colores distintos. Un
problema interesante consiste en saber de cudntas formas distintas podemos co-
lorear un grafo o también si es posible colorearlo con solo k£ colores, el polinomio
cromatico nos proporciona informacion sobre estos problemas. Ademas, da origen

a la construccién del Polinomio de Tutte.

2.1. Coloracion de vértices

Una coloracion adecuada de un grafo es una asignacién de un color a cada

vértice de tal manera que vértices adyacentes no tengan el mismo color.
La siguiente definiciéon expresa formalmente que es una coloraciéon adecuada.

Definicién 2.1. Una coloracion adecuada es una funcion f 'V — {1,2,..., A} tal
que f(v1) # f(ve) para todo par de vértices adyacentes vi,ve € V. La funcion f se
denomina coloreo de los vértices del grafo G y los distintos colores se identifican
con los numeros enteros 1,2,...,\. El numero minimo de colores necesarios para
una coloracion adecuada del grafo G es el numero cromdtico de G y se escribe

como x(G).

Observacion. Sea GG un grafo, note que si G tiene lazos no estaria definida una
coloracién adecuada y si G tiene aristas multiples, podemos eliminar una para

encontrar una coloracién adecuada.

15
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Ejemplo 2.1. Para el grafo G de la figura 2.1, partimos del vértice v; con un
color azul para una coloracién adecuada de los vértices de G considerados hasta ese
punto. Al pasar al vértice vy, el morado un segundo color, puesto que los vértices v,
y v9 son adyacentes, siguiendo este mismo procedimiento hasta vg observamos que
solo necesitamos dos colores para una coloracion adecuada de los vértices vy, ..., vs.
Para el vértice vg, necesitamos un tercer color, el cual también puede usarse en el
vértice vip pues {vg, v10} no es un arista de G. Asi, este método de etiquetado de
una coloracién secuencial nos proporciona una coloracién adecuada de G por lo
que x(G) = 3.

U7 Vg Us

Ug Uy

U1 U3
V10

Figura 2.1: Coloreo del grafo G.

2.2. Polinomio Cromatico

Un problema interesante es, dado un grafo G determinar si es posible encon-
trar una A-coloracion adecuada, es decir, si podemos colorerar los vértices de G
haciendo uso solo de A colores de tal manera que dos vértices adayacentes de G
no tengan el mismo color. También otro problema interesante es dado un grafo G
determinar de cuantas maneras es posible colorearlo adecuadamente. El polinomio

cromatico es de utilidad para dicho fin.

Definicién 2.2. El polinomio cromdtico de G, P(G, \) es un polinomio defini-
do para cada grafo, cuya salida es el nimero de formas de colorear adecuadamente

G con A\ colores.

Dos coloraciones adecuadas de un grafo GG seran diferentes en el siguiente senti-
do: una coloracién adecuada de los vértices de G que usa como maximo A colores es

una funcién f con dominio V' y codominio {1,2,...,; A} tal que f(vy) # f(ve) para
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los vértices adyacentes vy, v € V. Las coloraciones adecuadas seran diferentes si

son diferentes como funciones.

Ejemplo 2.2. Algunos ejemplos croméaticos son los siguientes:

1. Si G es tal que |[V| =ny E =0, entonces G tiene n puntos aislados y por
la regla del producto P(G,\) = A™.

2. Si G = K, entonces debemos disponer de al menos n colores para obtener
una coloracién adecuada de G. Entonces por la regla del producto, P(G, \) =
AMA =1\ =2)--- (A =n+ 1), que denotaremos con \™. Para \ < n,
P(G,\) = 0y no existe una coloracién adecuada de K,. P(G,\) > 0 por

primera vez cuando A = n = x(G).

3. Si G es un camino simple con n vértices, entonces P(G,\) = A(A — 1)"7 1,

Figura 2.2: Coloreo del camino de Ksg.

4. Si G esta formado por componentes Gy, Gs, ..., G entonces usando nueva-

mente la regla del producto para obtener

P(G,\) = P(G1,\) - P(Ga, \) - - (G, \).

En virtud de 2.2 del ejemplo 4 nos centraremos solamente en la construccion de
polinomios crométicos de grafos conexos. Existen muchos casos de las matemaéticas
discretas que utilizan métodos para resolver problemas en casos de gran tamano
mediante la descomposicion de éstos en dos o mas casos pequenos. De ahi, el Teo-
rema de descomposicion para polinomios cromaticos. Antes de enunciar el teorema,
en la figura 2.3 ilustremos un grafo simple con la eliminacién de una arista e y la

contraccion de la misma, es decir la eliminacién de e y la identificacion de los
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vértices extremos de la arista. Mas adelante tomaremos este ejemplo para mos-
trar otras construcciones. Ademads, este ejemplo puede ser utilizado para seguir la

demostracion del teorema 2.1.

Ejemplo 2.3. Dado el grafo G ilustrado en la figura 2.3, las operaciones de eli-
minacion y la contraccion de la arista e se ven realizadas en los grafos de la figura

2.3 a) y 2.3 b) respectivamente.

U1 V2 U1 V2

El grafo G. (a) G —e.
V1 = V2

o
(b) G/e.

Figura 2.3: Los grafos G, G —e y G/e.

Teorema 2.1. (Teorema de descomposicion para polinomios cromdti-

cos). Si G es un grafo conexo y e € G, entonces

P(G —e,\) = P(G,\) + P(G\ e, \). (2.1)

Demostracion:

Sea e una arista con extremos v y v vértices de V(G) y los siguientes conjuntos:
Ca_e = conjunto de coloraciones adecudas de G — e,

Cge = conjunto de coloraciones adecudas de G y

Ci\e= conjunto de coloraciones adecudas de G \ e.



2. Coloreo de grafos 19

Si f € Cg entonces f & Ce\e va que f(vi) = f(v2) = f(v) y reciprocamente si
f € Cee entonces f ¢ Ci porque f(vi) # f(v2), en consecuencia, Co N Cee = 0.
Por otra parte, se tiene que Cq_. = Cq UCg\e ya que toda coloracién adecuada de
Ci—. pertenece a Cg siy sélo si vy y vy tienen colores distintos o pertenecen a Ca\e

si v1 ¥ vy tienen el mismo color. Por lo tanto,
P(G —e,\) = P(G,\) 4+ P(G\ e, \),

donde A es el numero de colores de G. B

Observaciéon. El teorema de descomposicién se aplica a grafos simples, ya que
si un grafo tiene aristas multiples al eliminar una de ellas se sigue preservando la
adyacencia o si existe un lazo es imposible hallar una coloracién adecuada para

los vértices que poseen un lazo.

Figura 2.4: Un grafo G.

Para poder hacer los célculos, tenemos la observacién que si un grafo tiene
aristas multiples eliminaremos una arista, es decir, hacer al grafo en un grafo

simple. Por lo tanto, el nuevo grafo es

El grafo G de la figura 2.4 sin aristas multi- (a) G —e.
ples.

(b) GJe.

Figura 2.5: El P(G —e,\) = P(G,\) + P(G/e, \).

Ejemplo 2.4. Dado el grafo G, ilustrado en la figura 2.5 tenemos las siguientes

evaluaciones del polinomio cromatico.
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P(G,A) = XA =1)A=1(A=2)(A—2) = AMA — 1)*(XA — 2)% es el polinomio
cromatico del grafo G sin aristas multiples (figura 2.5), el polinomio cromatico de
G—e (figura 2.5) es P(G—e,\) = \A=1)(A=1)(A=1)(A=2) = AA=1)3(A\-2) v
el polinomio cromético de G//e (figura 2.5) es P(G'\e,\) = A(A—=1)(A—-1)(A—2) =
AN —=1)2(\—2).

Por lo tanto, se comprueba el teorema de la descomposicién 2.1 como sigue

PG N+ P(G\e,N)=(AX—=1)2A=2)) + (AN —1)2(\—2))
=(AMA=122A=2)A=2+1) = XA =1 (A=2)(A—1)
=AXA=1P3A=2)=P(G —e,\).

Observe que para A = 1,2 el P(G,\) = 0 pero P(G,3) = 12 > 0 para A = 3, por
tanto, x(G) = 3.

Ejemplo 2.5. Un segundo ejemplo es calcular el polinomio cromatico del grafo
completo K3 evaluando por separado ambos miembros de la igualdad de la ecuacién
2.1 del teorema 2.1.

P(G, ). (a) P(G — e, \).

(b) P(G\ e, \).

Figura 2.6: Coloreo del ciclo de longitud 3.

En la figura 2.4 se ilustran los grafos K3, G—e y G/e, y los polinomios cromati-
cos de los dos tultimos son:
P(G—e,N) = A =131 =XA—-1)2y P(G\ e\ =\ =X\ — 1), respecti-
vamente.
En consecuencia, se comprueba nuevamente la ecuacién 2.1 del Teorema de Des-

composicio.
P(G—-e,N)=2XA=1 = XA =1 = XA -1(A-2).

Observe también que para A = 1,2 el P(G,\) = 0 pero P(G,3) = 6 > 0 para
A = 3, por tanto, x(G) = 3.
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Los polinomios de los ejemplos 2.4 y 2.5 son:

A5 — 6T+ 1303 — 1207 + 40 y A3 — 3X2 + 2)\,

respectivamente y la suma de sus coeficientes son:

1-6+13—-12+4=0y1—3+2=0.

Las propiedades vistas en los polinomios cromaticos de los ejemplos 2.4 y 2.5 en
general se cumplen para cualquier polinomio cromatico, cémo asi lo establecen los

teoremas 2.2 y 2.3.

Teorema 2.2. Sea G un grafo con |E| > 0. Entonces, la suma de los coeficientes
del polinomio P(G, \) es 0.

Demostracion:
Como |E| > 1, tenemos que x(G) > 2, por lo tanto, no podemos obtener una
coloracion adecuada de G con un solo color. Por consiguiente, P(G,1) = 0 = la

suma de los coeficientes de P(G, \) concide con el valor de )0. B

Teorema 2.3. Para cualquier grafo G, el término constante en P(G,\) es 0.

Demostracion:
Para cualquier grafo G, x(G) > 0, pues V # (). Si P(G, \) tiene término constante
a, entonces P(G,0) = a # 0. Esto implica que hay a coloraciones adecuadas de G

con 0 colores, lo cual es una contradiccién, por lo tanto, P(G,0) =0. B

Con los siguientes teoremas podemos determinar el polimonio cromético de
cualquier grafo completo. A diferencia del teorema 2.1, en el teorema 2.4 se agregan

aristas al grafo dado, hasta obtener el grafo completo.

Teorema 2.4. Sea G un grafo con vi,vy € V' pero {vi,v9} = e ¢ E. Escribimos
G + e para el grafo que se obtiene de G al anadir la arista e. Al identificar los

vértices v1 y vo en G, obtenemos el subgrafo G \ e de G. Por lo tanto,

P(G,\) =P(G+e,\)+ P(G\e,N\). (2.2)
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Demostracién:

En este teorema se sigue de sustituir a G = G’ + ¢ en el teorema 2.1 y observando
que (G'+e)\e=G\e. N

El siguiente teorema involucra a los grafos completos.
Teorema 2.5. Sea G un grafo con subgrafos G1, Gy. S1 G =G UGy y

K, = Gy N Gy para algin entero positivo n € N, entonces

G1,\) - P(Ga, )
() ’

P = 2

Demostracion:
Tenemos que K, = G1 N Gs, de aqui que K, es un subgrafo tanto de G; como

de Gy y x(G1), x(G2) > n. Dados A colores, K, tiene A coloraciones adecuadas.

P(Gy ) .
% coloraciones adecuadas de los

P(Ca,\ .
% coloraciones adecuadas

Para cada una de estas A(™ coloraciones hay
vértices restantes de (G;. De manera andaloga, hay
de los vértices de (Go. Asi, por la regla del producto,

G1,\) P(Gy,\)  P(Gy,A) - P(Gg, \)

P(
P(G,\) = P(Kp,\)- O () u

2.3. Otra forma de coloreo

Otra forma de colorear un grafo consiste en colorear sus aristas en lugar de sus

vértices. Se define el coloreo de aristas de manera similar al coloreo de vértices.

Definicién 2.3. Una coloracion adecuada en aristas de un grafo G es una
correspondencia tal que a cada arista se le asocia un color de manera que dos

aristas incidentes en un vértice no pueden tener el mismo color.

®
(%1 (:)
Uy
®
Us

Figura 2.7: Coloracion en aristas de un grafo.
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Una coloracion en aristas de un grafo G que usa A — colores se llama A—

coloracién adecuada en aristas de G

Definicion 2.4. El numero cromdtico en aristas o indice cromdtico de
un grafo G se define como el entero k mas pequeno tal que G es k-coloreable en

aristas. El indice cromdtico del grafo G lo denotaremos por x'(G).

En el grafo de la figura 2.7 su niimero cromatico es 4 porque como hemos visto
se puede colorear con solamente cuatro colores pero no con menos de cuatro, ya

que en el vértice v; inciden 4 aristas.

Observacion. Una A-coloraciéon adecuada en aristas de un grafo G es una A-
coloracién adecuada en vértices para su correspondiente grafo linea L(G). Y recipro-
camente, una A-coloracién adecuada de vértices para un grafo G’ es una A-coloracién

adecuada en aristas para cualquier grafo G tal que L(G) = G'.

El grafo linea L(G), del grafo G ilustrado en la figura 2.7 se muestra en la figura
2.8.

Figura 2.8: Una coloracién de vértices de L(G).

Es claro que la x(G) = x(L(G)). En efecto, obteniendo el polinomio cromatico de

de la figura 2.8 con el teorema 2.1 tenemos que

P(L(G),\) = X*(A = 1)>(A = 2)(\ — 3)

P(L(G)\ e, ) = X(A = 1)*(A = 2)(A = 3),

por lo tanto,
P(L(G) —e,\) = P(L(G),\) — P(L(G) \ e, \)
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=(NA-1PA=2)(A=3)) - (WA -1)*(A=2)(A-3))
= V(= 12— (A= 3)(A— 1 — 1) = (A — 12(A — 2)*(\ — 3)
luego, si 1 < A < 3, entonces el P(L(G),\) = 0 pero en A > 4 tenemos

P(L(G),\) > 0y vemos que el x(L(G)) = 4 y por lo tanto, es una coloracién
adecuada de vértices de L(G).



Capitulo 3

Teoria de Matroides

En este capitulo veremos una introduccién a la teoria de matroides, comenzando
desde su definicion, algunas propiedades principales, también introducimos las
operaciones de eliminacion y contracciéon de aristas en matroides, éstas operaciones
seran utiles en el capitulo 4 para la construccion del Polinomio de Tutte sobre

matroides.

3.1. Definicion de Matroide

La siguiente definicién usa el concepto de conjunto independiente para un con-

junto donde no contamos con una estructura de espacio vectorial.

Definicién 3.1. Un matroide es un par M = (S,Z), donde S es un conjunto y

T es una coleccion de subconjuntos de S tales que
1. 0eZ,
2. 51X eZlyY CX entoncesY €1.
3. 9 X)YeTcon|X|=|Y|+1existexe X\Y tal queY Uz €.
Los elementos de I son llamados conjuntos independientes y los elementos de

S que no pertenecen a I son llamados dependientes.

Notacién. Escribiremos M = (S,Z) o simplemente M, si es claro en el contexto

quienes son S e Z, decimos que M es un matroide en S.

25
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Observacion. La primera propiedad implica que Z es distinto del conjunto vacio.
La segunda propiedad es hereditaria, ya que cualquier subconjunto de un conjun-
to independiente es también independiente. Por ultimo, la tercera propiedad le

llamaremos de aumentacion.

El siguiente ejemplo es una plantilla de los ejemplos clasicos introductorios al
concepto de matroide.
Ejemplo 3.1. Sea A una matriz de 2 x 3 en el campo de los nimeros reales
011
A —
0 01

Etiquetamos a cada vector columna con su respectivo ntimero de columna. Es

definida como

decir, sean S = {1,2,3} el conjunto de columnas etiquetadas de la matriz A y
definimos a Z = {z C S : z es un conjunto linealmente independiente en R?}. En
este caso Z = {0, {2},{3},{2,3}} entonces M = (S,Z) es un matroide.

Siguiendo la analogia con los espacios vectoriales, haremos la siguiente defini-
cién.

Definicién 3.2. Sea A C S. Una funcion de rango de un matroide M, es una
funcion con dominio el conjunto potencia de S, P(S) y codominio los enteros no

negativos, definido por
ran(A) = max{|X|: X C A, X €T}

El rango de una matroide M a veces es denotado por ran(M) que es el rango del
conjunto S. Si ran(AUa) = ran(A) diremos que a depende de A.
En el ejemplo 3.1 tenemos que el ran(A) = 2.

Existen varias formas de definir un matroide, ya sea a través de bases, inde-
pendencia, circuitos o rango de una funcion, en este trabajo nos serd de utilidad

el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes

1. La funcion ran : P(S) = NU{0} es una funcion rango de un matroide en

S.
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2.

Sean XY C S tales que
a) 0 <ran(X) < |X|.
b) Y C X, entonces ran(Y) < ran(X).
c) ran(X UY) <ran(X)+ran(Y) —ran(X NY)

Demostracién:

1. = 2. Probaremos que si tenemos un matroide M = (S,Z) y ran su funcién de

rango entonces se cumple las tres condiciones de rango.

a)

b)

Si X C S entonces ran(X) = |I| para algin I C X, por lo tanto 0 <
ran(X) < |X|.

Si X CSyY C X entonces ran(Y') = |I| para algin I C X y I € Z, por lo
tanto ran(X) > |I| entonces ran(X) = ran(Y).

Sean XY C S, sea I; un independiente maximal en X UY y sea I, un
independiente maximal de X NY. Si |I| < |I1], por la tercera condicién de
la definicién de matroide existe a € I \ I tal que I3 = I, U{a} € Z, es claro
que Lb CILCXNYULCXUY y|3l=|L+1=|L|. Seal C X un
conjunto independiente maximal, entonces || = ran(X) como IsN X C X

y I3N X € 7, entonces
|I; N X| < |X| = ran(X).

Luego, ran(X UY) = |I3] y el ran(X NY) = |L5|, ran(X) = | X| > [I3N X|
y ran(Y) > |I3 N Y. Por lo tanto,

ran(X)+ran(Y) Z [N X[+ |LNY| > [(XUY)N ]+ [(XNY)N I
como (XUY)NI3=13y I, C(XNY)N I3, tenemos
ran(X) +ran(Y) > [N X|+|LNY| =]+ | LNXNY]
pero |I3|+ [N X NY| > ran(X UY) +ran(X NY). Por lo tanto,
ran(X) +ran(Y) —ran(X NY) Z ran(X UY).

Vemos que se cumplen las tres condiciones de rango con el matroide M.
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La demostracién de 2. = 1. se prueba en la siguiente proposicién. B

La proposicién establece que un conjunto S y una funcién de rango determinan

un matroide.

Proposicién 3.1. Dado un conjunto S y una funcion ran : P(S) — NU{0} tal
que cumple a), b), y c¢) del teorema 3.1, se cumple que M = (S,T) es un matroide
sobre S, donde

IT={XCS:ran(X)=|X|}

Demostracién:

Demostremos que se cumple la definicion de matroide.

1. Es claro que 0 € Z.

2. Sea X € ZyY C X. Supongamos que Y ¢ Z entonces ran(Y) < [|Y|.
Se tiene X =Y U X \ Y. Entonces |X| = ran(X) = ran(Y U (X \Y)) <
Y]+ |X \ Y| = |X]|, lo cual es una contradiccién pues Y C X. Por lo tanto,

se cumple la segunda condicion.

3. Sea X,Y € Zcon |[X|=|Y|+1. Sea X = {1,22, ..., Tg, Zg1, -y 2k Zkt1} ¥
Y = {21,229, ..., g, Ygi1, .., Y} donde z; # z; para algunos e y j. Supongamos

que Y U z; ¢ T para algunos ¢ + 1 < i < k + 1. Entonces
ran(Y) =ran(Y Uz) = |Y|.

Luego
ran(Y Uz Uz;) =ran(Y) =Y/,

para algunos ¢ +1 < 4,5 < k+ 1. Y asi, sucesivamente, tenemos
ran(X) <ran(Y Uz U...Uzi) = Y] < |X]|

pero esto contradice que X € Z. Por lo tanto, Y U z; € Z para algun i, lo

cual cumple con la tercera condicion de la definicion.

Vemos que se cumplen las tres condiciones, de aqui, concluimos que Z es la co-
leccién de conjuntos independientes de un matroide y la funcién de rango de un

matroide. B
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Definicién 3.3. Decimos que dos matroides M y M’ en S y S’ respectivamente
son isomorfos si existe una biyeccion f : S — S’ que preserva independencia.
De manera andloga, definimos que f es un isomorfismo si y solo si preserva la

funcion de rango.
Notacién. Denotaremos M ~ M’ si M y M’ son isomorfos.

Ejemplo 3.2. Si S = {©, 0}, entonces sus matroides sobre S son M; = {0}, My =

{0.{O}}, Mz = {0,{0}}, My = {0,{O},{0O0}} y M5 = {0,{0},{0},{O,0}}.
Hay exactamente 5 matroides pero los matroides My = {0, {Q}} y M3 = {0, {T0}}

son isomorfos pues tienen la misma estructura y hay una biyeccién entre ellos dos.

A continuacién, ilustraremos algunos ejemplos de matroides.

Ejemplo 3.3. Sea A C S. Sea S un conjunto de cardinalidad n e Z todos los

subconjuntos de S de cardinalidad menor o igual a k.

A], s 4] <k
k, si|A|l>k;

ran(A) =

Este es un matroide de rango k, llamado matroide uniforme y es denotado por
Uk

Ejemplo 3.4. Sea S algin subconjunto finito de una espacio vectorial V. Sea
X C S, un conjunto X = {xy,...,xx} € T si sélo si los los vectores xy, ... ,
xk son linealmente independientes en V. Entonces Z es la coleccion de conjuntos
independientes de S. La funcién de rango es justamente el rango (o dimensién)
de V restringuida al conjunto S. S,Z es un matroide, éste matroide se llama

matroide vectorial.

Ejemplo 3.5. Sean G un grafo y S un conjunto de aristas de E(G). Sea X €
7 si y solo si no contiene ciclos de G. Entonces Z es la coleccién de conjuntos

independientes de un matroide en S, llamado matroide ciclo y denotado por
M(G). Por ejemplo, sea el grafo G = K3

Figura 3.1: El grafo Ks.
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Sea S = {ey,eq,e3} v I = {0, {e1},{ea},{es},{e1,e2},{e1,e3},{e2,e3}}, por

tanto, su matroide ciclo es el matroide uniforme U, 3.

Ejemplo 3.6. Sea A una matriz de m X n sobre un campo F con las columnas
etiquetadas z1, ... , x,. Sea M[A] el matroide sobre las etiquetas y cuyo rango
es la dimension de A restringuida al conjunto S de las etiquetas de las columnas.
Entonces (S, ran) es un matroide. A este matroide le llamaremos matroide repre-
sentable. En la figura 3.2 se muestra el grafo asociado al matroide representable

de la matriz A dada en la misma figura.

1001101
A=101 010 11
0010111

Figura 3.2: Grafo asociado al matroide representable M [A].

3.2. Lazos y elementos paralelos

Definiremos un lazo (bucle) de un matroide M a un elemento z de S tal que
{z} es un conjunto dependiente. Dos elementos z,y € S se dirdn multiples o

paralelos si no son lazos pero {z,y} es un conjunto dependiente.

Ejemplo 3.7. Si M(G) es el matroide ciclo del grafo G de la figura 3.3 tenemos

que y; e ys son elementos paralelos de M y x es un lazo.
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Y2

Figura 3.3: Lazo y elementos paralelos de un matroide.

Ejemplo 3.8. Sea A una matriz de 3 x 7 en el campo de los niimeros reales

definida como

1 001001
A=1000 11 11
001 010O0®O0

Etiquetamos a cada vector columna con su respectivo niimero de columnas. Es
decir, sea S = {1,2,3,4,5,6,7} el conjunto de columnas etiquetadas de la matriz
Ay definiremos a Z = {0, {1}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1,3},{1,4}.{1,5},{1,6}, {3,4},
{3,5},{3,6},{4,5},{4,6},{5,6},{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},{1,4,6},

{1,5,6},{3,4,5},{3,4,6},{3,5,6},{4,5,6}}, el {2} es un lazo y la pareja de vec-

tores columnas {4}, {7} son elementos paralelos.

En la teoria de grafos definimos un grafo simple como el grafo que no tiene
aristas multiples ni lazos. Asi, de manera andloga definiremos a un matroide
simple si no tiene lazos ni elementos multiples. De los ejemplos 3.7 y 3.8 son

simples si les quitamos sus elementos multiples y lazos.

3.3. Grafos y matroides

En general, un grafo no es un matroide, sin embargo, a todo grafo le podemos
asociar un matroide, en esta direccién se enuncia el siguiente teorema. Los grafos

se asocian a matroides y para esto se enunciard el teorema a continuacién.

Teorema 3.2. Sea G = (V| E) un grafo. Sea A C E(G) y ran : P(E) - NU{0}
como ran(A) = |V| — k(A), donde k(A) es el nimero de componentes conectadas

del grafo (V, A). Entonces la funcion ran es una funcion rango de un matroide en
E.
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Demostracion:
Sea GG un grafo cualquiera con n vértices, F el conjunto de aristas y la funcién de

rango ran. Demostraremos la parte 2 del teorema 3.1.

1. Sean A y B subconjuntos de E. Es claro que ran(A) > 0 para todo A C F
ya que el nimero de componentes conectadas de un grafo no pude exceder
su numero de vértices. Usando induccién en el nimero de aristas de A. Si
suponemos que E no tiene aristas entonces ran(A) = n —n = 0, por lo
tanto, 0 < 0 = ran(A) < |A| = 0. Ahora bien, si ran(B) < |B| para
todo B con menos de m aristas, asi, elegimos una arista e € A. Luego al
quitar e nos queda un subconjunto B de E con m — 1 aristas. Por lo tanto,
ran(B) < |m—1|. Si agregamos la arista e nuevamente, no cambia el nimero
de vértices pero si podria disminuir el niimero de componentes conectados
en 1. Por consiguiente ran(A) < ran(B) +1 < m — 1+ 1 = m. Finalmente,
cada subconjunto de £ mantiene la primera condicion del teorema 3.1 inciso
2.

2. Sean A C B C E. Supongamos que k(A) = m. Entonces dado que B contiene
todas las aristas de A vemos que k(B) < m. Por lo tanto, ran(A) =n —m

y ran(B) > n—m, asi, ran(A) < ran(B) y se cumple la segunda condicién.

3. Sean Ay B subconjuntos de E. Haremos induccién sobre el niimero de aristas
en A o en B pero no al mismo tiempo. Es decir, [(AUB)\ (AN B)| =m. Si
m = 0 entonces A = B= AU B = AN B, por lo tanto, ran(A) = ran(B) =
ran(AU B) = ran(A N B). Por consiguiente,

ran(AU B) < ran(A) +ran(B) —ran(AN B).

Supongamos que esto es cierto para 0,1,....m — 1 y que m # 0. Como
m # 0, sin pérdida de generalidad, hay una arista e en A\ By consideremos

los siguientes conjuntos A\ {e} y B. Por lo tanto,

(AN {e)UB)\ (A\{e}) N B)[ =m — L.

Por la hipétesis de induccién ran((A\{e})UB)+ran((A\{e})NB) < ran(A\
{e})+ran(B) y como e no estd en B, por tanto, ran(ANB) = ran(AUB)—1.

Entonces sabemos que A \ {e} tiene un componente més conectado que A,
asf, ran(A\ {e}) = ran(A) — 1, por lo tanto, ran((A\ {e}) U B) + ran((A\
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{e}) N B) < ran(A) + ran(B). Como ran((A\ {e}) U B) = ran(AU B) y
ran((A\ {e}) N B) = ran(A N B), entonces

ran(AU B) < ran(A) + ran(B) — ran(AN B).

Vemos que se cumplen las tres condiciones, en consecuencia, se concluye que

(E,ran) es un matroide para algin grafo.ll

Observacién. Notemos que el matroide asociado al grafo G = (V,E) es M =
(E,Z) donde

I={XCE|p|-kX)=|X]}
Ejemplo 3.9. Consideremos el grafo G ilustrado en la figura 3.4.

€3

v1 v2 v3 V4

Figura 3.4: Matroide asociado al grafo G.

M = (S,Z)donde S = EyZ = {0,{e1},{e2},{e3}, {es}, {e1, e}, {e1,e3},{e1,e4}, {€a, €3},

{ea,e4}, {es,e4}, {€1,€2,e3,€e4}} es el matroide asociado al grafo G

El concepto de independencia, nos conduce a la siguiente definicién.

Definicién 3.4. La suma directa de dos matroides con F1 N Ey =0 , denotada
por My @& Ms, es el matroide generado por E = E(My)UE(Ms) conZT ={UI; :
L € Z(M,), I, € T(Ms)}.

Es decir, la suma directa es el matroide creado por todos los elementos de cada
conjunto e indicando que un conjunto de la suma directa de dos matroides es
independiente, si es la unién de los matroides M; y M, ambas independientes.
Esta definiciéon es muy simple para grafos. La suma directa se genera colocando
G, y Gs lado a lado y definiendo la funcién de rango. Por ejemplo, en la figura 3.5

se representa la suma directa de un grafo GG consigo mismo.

Figura 3.5: La suma directa G & G.
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El siguiente teorema establece que efectivamente la suma directa de matroides

es también un matroide.

Teorema 3.3. St My y My son matroides, entonces My @& My es un matroide.

Demostracion:
Sean My = (Ey,Iy) y My = (Es, I5) matroides. Probaremos las tres condiciones

de la definicién de matroide.

1. Sea () € I, entonces () € I; U I, y por lo tanto, § € Z.

2. Sea X € ZTyY C X, entonces X € I; U, por lo tanto, X € I o X € I,
como [I; y I5 son independientes, entonces Y € [ 0Y € I, luego Y € IU I,

esto es, Y € 7 y vemos que se cumple la segunda condicién.

3. Sean X,Y €Ty X = X;UXp v X = X; UXp con | X; UXs| = [V, UYs| +1,
entonces | X;| > |Y1| o | Xs| > |Ya|. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que | X;| > |Yi], como I; es independiente entonces existe z € X \ Y] tal que
(2UY; UY5) € I, de esta forma tenemos que z € (X7 U X3) \ (Y7 UY3) tal
que zUY € 7.

Vemos que se cumplen las tres condiciones de la definicién de matroide y por tanto,

concluimos que la suma directa de matroides también es un matroide. l

Como los bucles se definieron para grafos, la funcién de rango se puede usar

para definir este mismo término para matroides.

Teorema 3.4. En un matroide M = (E,ran), e € E el ran(e) = 0 si y solo si e

es un lazo (bucle).

Demostracion:

Sea A C E, e € E y ran(e) = 0. Supongamos que e no es un lazo, entonces e es
un elemento independiente. Por lo tanto, ran(AUe) = |AUe| = |A| + |e| pues € es
independiente. Como |A| = ran(A) y 1 = |e] = ran(e). Entonces ran(e) = 1 pero

esto es una contradiccion, pues el ran(e) = 0. Por lo tanto e es un bucle.

Ahora, sea A C E, e € E y e un lazo. Entonces el ran(AUe) = ran(A) pues e

es un lazo, por lo tanto ran(e) = 0.1
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En grafos se define que significa que una arista sea un punete, en la siguiente
definicion se define el concepto analogo para matroides a traés de la funcion de

rango.

Definicién 3.5. Un puente es un elemento a € E tal que ran(A U {a}) =

ran(A) + 1 para algin conjunto independiente A.

Del teorema , notemos que cualquier conjunto que contiene un bucle es depen-
diente y si A es un conjunto independiente, también lo es A U a siempre que a es
un puente. Dado que los lazos en grafos son dependientes entonces también lo son
lazos del matroide. También, dado que los puentes de un grafo no forman parte
de un ciclo, agregar uno o cualquier conjunto independiente, no creara un nuevo

ciclo. Asi los puentes de los grafos también son puentes de los matroides.

3.4. Eliminaciéon y Contraccion

Recordemos que la operacion eliminaciéon de una arista e de un grafo G es
denotada por GG — e. La siguiente definicion establece el concepto andlogo para

matroides.

Definicién 3.6. Sea M = (E,Z) un matroide. Sea e € E con e que no es puente.
El matroide M — e tiene el conjunto E — {e} y conjuntos independientes que son
aquellos elementos de E que no contienen a e:

T es independiente en M — e si y solo sie ¢ T eI es independiente en M.

Sabemos que la contraccion de una arista e en un grafo, que hemos representado

por G/e es la identificacién de e € F.

Definicién 3.7. Sea M = (E,Z) un matroide, e € E (e no es lazo). La contrac-
cion de M /e tiene el conjunto E — {e} y conjuntos independientes que se forman
al elegir todos los elementos de I que contienen a e y luego eliminar e de cada uno
de estos conjuntos:

Z —{e} es independiente en M/e siy solo sie € L e T es independiente en M.

Observacion. Si i(M) denota el nimero de conjuntos independientes de un ma-
troide M, entonces i(M) = i(M — e) + i(M/e)
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Queremos saber también que pasa con la funciéon de rango en la eliminacién y

contraccion de un matroide M = (E,ran). De aqui surge la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2. Sea M = (E,ran) un matroide.

1. Si e no es puente , entonces ran(M — e) = ran(M).
2. Si e no es lazo, entonces ran(M/e) = ran(M) — 1.
Con la proposicién 3.2 tenemos una descripcién de las funciones de rangos de

M —ey M/e en términos de las funciones de rangos de M. El teorema 3.1 formaliza

esta idea.
Teorema 3.5. Sea M = (F,ran) un matroide y e un elemento que no es puente
ni lazo. Sea A C E con e ¢ A, entonces

1. La eliminacion rany _.(A) = rany(A).

2. La contraccion rany;.(A) = rany(AUe) — 1.

Ejemplo 3.10. En el ejemplo 3.6, la eliminacién del vector {7} € F es equivalente
a eliminar la columna 7 de la matriz A dada en la figura 3.6. La matriz resultante

A’ y el grafo asociado al matroide representable se ilustran en la figura 3.7.

oS = O
= o O
S = =
_— O =
_ = O

Figura 3.6: Matroide representable M[A] menos el vector 7.

Ejemplo 3.11. En el ejemplo 3.6, la operacion de contraccion del vector 7 equivale

a eliminar la matriz A el primer renglén y su primera y séptima fila columna,
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resultando asi la matriz A”.

A,,_1o1011
010111/

En la figura 3.7 se ilustra el matroide representable M [A].

Figura 3.7: Matroide representable M[A] y la contraccién del vector 7.

Ejemplo 3.12. La eliminacién y contraccién de una arista de un grafo G = (V, F)

es analoga a las operaciones de aristas vista en el capitulo 1 seccién 1.2.

Cuando aplicamos una sucesion de operaciones ya sea por la eliminaciéon o
contracciéon en un matroide, tenemos un nuevo matroide, que definiremos de la

siguiente manera.

Definicién 3.8. Sea M = (S,Z) un matroide. Un matroide N obtenido de M a
través de una secuencia de operaciones de eliminacion y/o contraccion es llamado

menor. Diremos que N es un menor que esta contenido en M.

Si alguna clase es obtenida con la propiedad de que todos sus menores son de

esa misma clase; entonces, decimos que la clase es cerrados bajo menores.






Capitulo 4

El Polinomio de Tutte

En esta capitulo introduciremos el Polinomio de Tutte, que como veremos més
adelante es una generalizacion del polimomio croméatico que resulta ser una inva-
riante para grafos y matroides. Iniciamos con la definicién del Polinomio de Tutte

para matroides.

4.1. Construccion para el Polinomio de Tutte

El polinomio de Tutte puede ser calculado con distintos algoritmos. Sin embar-
go, el algoritmo que puede aplicarse de forma general para calcularlo, es el que en
principio empleé Tutte, conocido ahora como algoritmo de eliminaciéon-contraccién

de aristas.
Definicion 4.1. El Polinomio de Tutte de un matroide M es un polinomio
T(M;zx,y) de dos variables definido recursivamente de la siguiente manera:

1. Si Eyr es vacio, entonces T(M;x,y) =1

2. T(M;x,y) =yT (M — e;z,y) si e es un bucle.

3. T(M;x,y) =xT(M/e;x,y) si e es un puente.

4. T(M;z,y) =T(M — e;z,y) + T(M/e; x,y) para cualquier otro elemento e.

[lustremos con algunos ejemplos sencillos la definicion recursiva del Polinomio
de Tutte.

39
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Ejemplo 4.1. Hay cuatro matroides con dos puntos:

1. M, = U4 consiste de dos puentes.
2. My =U;1 @ Uy, es la suma directa de un lazo y un puente.
3. M3 = U, 2 es doble punto.

4. M, = Uy consiste de dos lazos.

Usando la definicién recursiva para calcular el Polinomio de Tutte para cada uno

de estos matroides obtenemos:

1. Para M, tenemos puentes e; y e,, entonces aplicando la definicién 4.1 in-
ciso 3 tenemos que T(M;z,y) = 2T(M/er;x,y) = 2*T(M/ey/es;x,y) =
2?T(0;z,y) = 22

2. Para M, tenemos un lazo e; y puente e, entonces aplicando el inciso 2 para
el lazo ey tenemos que T'(M;x,y) = yT'(M —ey;x,y) = xy y el inciso 3 para
el puente ey tenemos que T'(M;x,y) = 2T (M/es; x,y) = zy.

3. Para M3 tenemos doble punto, es decir no es puente ni lazo, entonces apli-
cando el inciso 4 y sea E = {a,b} una base, si eliminamos y contraemos
a a. Entonces M3 — a es un puente y Ms/a es un lazo. Asi T(M;z,y) =
T(M —e;z,y)+T(M/e;z,y) =z +y.

4. Para M, tenemos dos lazos e; y es, aplicando el inciso 2 para lazos tenemos
que T(M;z,y) = yT(M —ei;2,y) = y*"T(M—e1—exa,y) = T(h;2,y) = y°.

Al igual que el polinomio cromatico podemos usar estas relaciones con el Poli-
nomio de Tutte en la definicién 4.1 para reducir un matroide. Los grafos son més
faciles de vizualizar que un matroide general. Para ilustrar esta facilidad construi-
mos el Polinomio de Tutte de un ejemplo en particular. En este caso se usara el
arista verde para reducir y el polinomio de cada grafo inferior indica la contribucién

de dicho grafo en el Polinomio de Tutte de G.

En la figura 4.1 se ilustra un érbol de grafos (4rbol con nodos etiquetados por
grafos) cuya raiz es el grafo G y las aristas son determinadas por las operaciones

contraccion, eliminacion e identificacion en vértices y aristas de los grafos nodo.
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Los polinomios de Tutte de los grafos hoja de arbol son sumados para obtener que

el Polinomio de Tutte de G es:

° )
— \
° ° ° 9
c 3 o
° ° ° [ ° )
° ° °
T x Yy
° ° ° ° ° °
° ° °
22 T Y

Figura 4.1: El Polinomio de Tutte de un grafo G.

T(G;z,y) =2 +z+vy.

El Polinomio de Tutte contiene mucha informacion sobre el grafo G. Por ejem-
plo, a partir de T(G; z,y) se pueden calcular el nimero de vértices y aristas de G,
el nimero de ciclos e incluso el polinomio cromaético, el capitulo 5 estara dedicados

a estos y otros problemas de conteo a través del Polinomio de Tutte.

Hay diferencias y semejanzas entre la descomposicion cromética que vimos en
el capitulo 2 seccién 2.2. La diferencia mas notoria es como se tratan los puentes
y los bucles, esto es, se descomponen de manera diferente, la reduccion para el

Polinomio de Tutte es mucho mas simple en estos casos.
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Ejemplo 4.2. En el grafo G ilustrado en la figura 4.2 se tienen dos puentes e; y

es, v un bucle es.

€1

€2

€3

Figura 4.2: El Polinomio de Tutte de un grafo GG con bucle y puentes.

Una aplicacion casi directa de la definicion del Polinomio de Tutte para el grafo
G, nos conduce que la variable x se eleva a la potencia el niimero de puentes a su
vez este resultado se multiplica por la variable y elevada al nimero de lazos. Esto
es,

z2y.

Asf nuestra descomposicion en la rama izquierda de nuestro arbol de grafos podria
haberse detenido después de una iteracion y la rama derecha después de dos ite-

raciones.

Mas adelante probaremos que el Polinomio de Tutte esta bien definido.

4.2. Polinomio de corango-nulidad

La definicion 4.1 del Polinomio de Tutte debe estar bien definida, para este fin

introduciremos otro polinomio de dos variables como sigue.

Definicién 4.2. El polinomio corango-nulidad o polinomio generador de

rango S(M;u,v) de un matroide M es definido como

S(M, u, U) _ Z uran(E)—ran(A)U|A|—Tan(A)’
ACE

donde M = (E,ran) es un matroide con funcion de rango ran.
El corango de A C E es ran(E) — ran(A), y la nulidad es |A| — ran(A).
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Observe que estos términos han sido tomados por analogia del dlgebra lineal.

Ejemplo 4.3. Consideremos el matroide del la figura 4.3.En la tabla de abajo se

muestra el corango y nulidad para varios subconjuntos de F.

a

b

d

Figura 4.3: Matroide para el ejemplo 4.3

| A |ran(A) |]A] [ ran(E)—ran(A) | |[A] —ran(A) | wron®E-rantylai=rantd)

0 0 0 3 0 u?
a 1 1 2 0 u?
ab |2 2 1 0 U
abc | 2 3 1 0 uv
abd | 3 3 0 0 1
E |3 4 0 1 v

Sumando los términos de la tabla de arriba obtenemos el polinomio generador
de rango:

S(M;u,v) = u® + 4u* + 6u + uv + 3 +v.

Definicién 4.3. Un invariante ante matroides es una funcion f : M — R de
la clase de todos los matroides M a algin anillo conmutativo R con la propiedad de

que los matroides isomorfos tienen el mismo valor: esto es, si My = M,y, entonces

f(My) = f(Ms).

Las invariantes son una idea muy conocida y usadas en matematicas. Por ejem-
plo, el nimero de rango es un invariante ante matroides como también lo es el
polinomio de corango-nulidad. Asi necesitamos probar que el polinomio de Tutte

también es un invariante ante matroides.

Teorema 4.1. Para todo matroide M, el Polinomio de Tutte es una evaluacion

del polinomio rango-nulidad:

En particular, el Polinomio de Tutte es un matroide bien definido.

La demostracién la encontramos en [12].



44 4.3. Suma directa de matroides

A continuaciéon veremos un ejemplo de como calcular el Polinomio de Tutte a

través del polinomio generadorde rango.

Ejemplo 4.4. Para el grafo completo G = K3 tenemos:

S(M3,y) = X e gl — 1)y — 1)rena)

= (o 12— )P 2432 —1)> 2y - 1) 23— 1 (y— 1)1+ (2 —1)2(y—1)0
= (= 1Py~ 1)+ 3~ 1Dy~ 10+ 3z~ 1!y~ 1) + (2 = 12y 1)

= 2% + x +y. Por lo tanto,

T(M;z,y) = 2"+ 2 +y.

4.3. Suma directa de matroides

Si un matroide M es la suma directa de dos matroides M = M; y M, es natural
preguntarse si es posible calcular el Polinomio de Tutte de los matroides M = M,
y M,. El siguiente teorema establece que esto se puede hacer y también nos da la

relacion entre los polinomios de Tutte de M, M = My y Ms.

Teorema 4.2. El Polinomio de Tutte de la suma directa esta dado por:

T(Ml SY M27I7y) = T<Mlaxay)T(M27I7y)

Para la demostracion del teorema 4.2 veamos primero que pasa con la elimina-

cién y contraccion en la suma de matroides.

Teorema 4.3. Si M = M, y My son matroides definidos sobre conjuntos disjuntos

Ey y Ey con e € Ey entonces

(Ml@Mg)—ez (Ml—e)@MQ
(Ml D MQ)/G = (Ml/e) ) MQ.
Es andlogo si para e € Es.

Demostracién:

La prueba del teorema 4.2 puede ser consultada en [12].
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Concluimos esta seccion con el teorema 4.4 que caracteriza a los matroides

conectados a traves del Polinomio de Tutte.

Teorema 4.4. Sea M un matroide con el Polinomio de Tutte T'(M;x,y). Entonces
T(M;z,y) es un polinomio irreducible (en el anillo de los polinomios Z(x,y)) si y

solo si M es un matroide conexo.

El teorema 4.4 fue demostrado por [20]. Una de las direcciones de esta prueba se
sigue del teorema 4.2. Si M no es conectado, entonces T'(M;z,y) = T (My;x,y) +
T(M27 z, y)

4.4. El Polinomio de Tutte-Grothendieck

El Polinomio de Tutte de un matroide, proporciona una basta informacién sobre
dicho matroide. Por ejemplo, el nimero de bases b(M), conjuntos independientes

i(M) y conjuntos abarcadores ca(M).

Dado el Polinomio de Tutte de un matroide no podemos construir el matroide
en si, pues tenemos en ocasiones que matroides no isomorfos pueden tener el mismo

Polinomio de Tutte.

Hay una propiedad clave que satisfacen b(M), i(M) y ca(M), esta propiedad
consiste en que todos estos niimeros pueden ser calculados recursivamente a trabés
de la eliminacién y contraccion de elementos e del matroide que no son lazos ni

puentes. Esto es,
w b(M) =b(M —e)+b(M/e),
w (M) =1i(M —e)+i(M]e),
» ca(M) = ca(M —e) + ca(M/e).

Con éstas propiedades en mente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.5. [5] Sea M el cojunto de clases de isomorfismo de matroides y sea
f:M — Z(x,y) satisface

1. f(My) = f(Ms) para matroides isomorfos My ~ Ms.
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2. f(M)=f(M—e)+ f(M]/e) sie no es un lazo ni puente.
3. f(M)= f(P)f(M/e) para P un puente.

4. f(M) = f(L)f(M —e) para L un lazo.
Entonces f(M) =T(M; f(P), f(L))
Un invariante que satisface las cuatro condiciones del teorema 4.5 es llamado

Tutte-Grothendieck (7 — @) invariante.

Por ejemplo, para el nimero de conjuntos independientes, tenemos

1. i(M)=1i(M —e) +i(M/e) si e no es un lazo ni puente.
2. i(M) = 2i(M/e) si e es un puente.
3. i(M)=1i(M —e) si e es un lazo.
Dado que i(P) = 2 y i(L) = 1 para un puente P y un lazo L, por el teorema

tenemos
i(M) =T(M;z,y) =T(M;2,1),

donde x = 2 e y = 2. Para encontrar el nimero de conjuntos independientes que

coincide con la proposicén 5.1.

4.5. Teorema de la Receta

El teorema que se dard a continuacién muestra la relacion entre el Polinomio
de Tutte y el polinomio cromatico. Més atn, es una generalizacion del teorema 4.5
que reemplaza la recursion de la eliminacion y contraccion de 2 en el teorema 4.6

siguiente.

Teorema 4.6. (El Teorema de la Receta) Supongamos que C' es una clase de
matroides que es cerrada bajo sumas directas y tomando menores. Si una funcion

f estd bien definida sobre C' y cumple lo siguiente:

1. f(M)=af(M —e)+bf(M/e) sie no es puente ni bucle.
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2. f(M)= f(P)f(M/e) para e un puente.
3. f(M)= f(L)f(M —e) para e un lazo.
y evaluados a 1 en el conjunto vacio, entonces f estd dado por
o) = ey, 1) 10, (@)

donde M = (E,ran) es algin matroide en C.

Demostracién:

Supongamos que f es una funcién que satisface la ecuacién 4.1. Asi, tenemos que

demostrar que f satisface las tres condiciones del teorema. Primero, notemos que

. , P) (L
si E es vacio, entonces f(M) = a®0°T(M; %7 %) -1

1. Supongamos que reduciremos un elemento que no es ni un puente ni un

bucle. De las propiedades de la reduccion del Polinomio de Tutte sobre los

elementos que no son bucles ni puentes obtenemos de la ecuacién 4.1 que

F(a1) = O (ag — o L IED) gy /) T,
Observemos que la eliminacién de un elemento no es un bucle ni un puente
reduce a |E| por 1 pero dejando el rango de E igual. La contraccién de un
elemento que no es un bucle ni un puente reduce a |F| y el rango de E por 1.
Este hecho y con las operaciones de algebra elemental obtenemos la primera

condicién.

. Supongamos que estamos reduciendo sobre un puente, sabemos de la opera-
cién eliminacion que el Polinomio de Tutte sobre un puente, en la féormula

4.1, nos conduce a

_BrE e L () (P f(L)
f(M) = alPl=rElpr )TT(M/QT ).

’
a

Dado que la eliminacién de un puente, reduce tanto |E| y el rango de E por

1 se obtiene la segunda condicion.

. Por 1ltimo, supongamos que estamos eliminando un bucle. La eliminacion

de elementos en el matroide M y la evaluacion del Polinomio de Tutte en el
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matroide y la ecuacién 4.1 nos lleva a que

f) = gt L o SP) ST

a b a

Aligual que los casos anteriores eliminar un bucle reduce |E| por 1 y el rango
de F se queda igual, podemos ver que nos lleva a que f cumple con la dltima

condicién. B

Dado que el Teorema de la Receta da formas de escribir muchas funciones
de matroides en términos del Polinomio de Tutte, los grafos son una clase mas
restringida que los matroides y por tanto necesita menos condiciones para que
el Teorema de la Receta funcione. Para ello veremos dos lemas que sirven para

demostrar algunas propiedades de grafos y facilitan el uso del Teorema de la receta.

Lema 4.1. Los grafos son cerrados bajo menores y sumas directa.

Demostracion:
De las definiciones de eliminacién, contraccion y suma directas de grafos, cuando

las operaciones se realizan en un grafo o dos para sumas directas nos da otro grafo.

Lema 4.2. Sea f una funcion definida para todos los grafos y supongamos que la
condicion f(Gy ® Gs) = f(G1)[f(G2) se cumple si G1 y Gy no tiene aristas y si

ademads se cumplen las siguientes condiciones:
1. f(G)=af(G—e)+bf(G/e) sie no es un puente ni un bucle.

2. f(G) = f(P)f(G/e) sie es un puente.

3. f(G) = f(L)(G —e) sie es bucle.

Entonces f(G1 @ G2) = f(G1)f(G2) para cualesquiera grafos Gy y Gs.

Demostracion:

La primera condicion de este lema nos da el caso base para la prueba por induccion
sobre el nimero de aristas en G1 @ Go. Supongamos que n > 1y f(G; ® Gy) =
f(G1)f(G3) siempre que G @ G5 tenga menos n aristas. Ahora, supongamos que
G1 @ G, tiene n aristas. Sin pérdida de generalidad, sea e una de estas aristas y

un elemento de G, asi, consideremos los casos siguientes:
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1. Supongamos que e no es un punte ni un bucle. Por la condicién 1, sabemos
que f(G18G2) = af((G1—e)®G2)+bf((G/e)BG2) como ambos (G —e)BGo
y (G1/e) @ Gq tienen n — 1 aristas y por la hipé6tesis inductiva tenemos que

FU(G1—e) @ Gy) = f(G1—e)f(G2) y f((G1/e) D Ga) = f(Gi/e) f(Ga)

de aqui, tenemos que
f(G1®Ga) = af((Gr—e) +bf((G/e) f(G2
y como e no es un bucle ni puente entonces se cumple que

f(G1® Ga) = f(G1)f(Ga).

2. Ahora supongamos que e es un puente, por la condicién 2 tenemos que
f(G1®Gy) = f(P)f((G1/e) ® Gy) dado que (G /e) @ Gy tiene n — 1 aristas
y por la hipdtesis inductiva tenemos que f((G;/e) ® G2) = f(G1/e)f(Ga).
Por tanto, f((G/e)®Gsy) = f(P)f(G1/e)f(G2) y esto pasa si e es un puente.
Por consiguiente, f(G; ® G2) = f(G1) f(Ga).

3. Ahora supongamos que e es un bucle, por la condicién 3 tenemos que f(G1 @
Gs) = f(L)f((G1 — e) ® Go) dado que (Gy — e) @ Gy tiene n — 1 aristas y
por la hipétesis inductiva tenemos que f((G1 —e) @ Ga) = f(G1 — e) f(G2).
Por tanto, f((G; —e) ® G2) = f(L)f(G1 — e) f(G2) dado que e es un bucle.
Por lo tanto, f(Gy ® G2) = f(G1)f(G2).

Asi, f(G1 @ Gy) = f(Gy) f(Ge) siempre que cumpla las tres condiciones. l

Los dos lemas anteriores nos llevan a nuestro siguiente teorema, el cual consiste
en ajustar las condiciones del Teorema de la Receta, facilitando su uso cuando es

aplicado sobre la clase de grafos.

Teorema 4.7. (El Teorema de la Receta para grafos) Si una funcion f,

esta bien definida sobre los grafos y satisface las condiciones:

1. f(G)=af(G—¢€)+bf(G\e) sie no es puente ni bucle.
2. f(G) = f(P)f(G/e) sie es un puente.

3. f(G) = f(L)f(G/e) sie es un bucle.
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Para todos los grafos conectados y f(G) = 1. Si G no tiene aristas, entonces f

esta dado por

(@) = dEIEyr B (G L ) (4.2)

Demostracion:

Demostraremos que estas funciones que cumplen las condiciones de grafos, también
satisfacen las condiciones del Teorema de la Receta cuando la clase de matroides es
un grafo. Por el lema 4.1 los grafos son una clase que es cerrada bajo la suma directa
y los menores. Asi, supongamos que f es una funciéon que satisface este teorema.
Por el lema 4.2 f satisface que f(G1 @ Gs) = f(G1) f(G3) para cualesquiera grafos
(G1 y G5. Las unicas condiciones del Teorema de la Receta las enumeramos de 1 a

3 en este teorema, por consiguiente, se cumple la ecuacién 4.2. B

Por todo lo anterior, podemos ver que los grafos son una clase particular que
facilita la aplicacién del Teorema de la Receta. Ahora veamos un teorema en

funcion del Polinomio de Tutte de cualquier grafo.

Teorema 4.8. Para cualquier grafo G, T(G — e;x,y) = T(G/e;x,y) si e es un

puente o un bucle.

Demostracion:

Supongamos que e es un puente. Observemos que G —e = G &G, para algin G y
G+ grafos. Por lo tanto, f(G—e;z,y) = f(Gr;2.y) f(Ge; x,y). Ahora, si G\ e de G,
y G5 estéan unidos por un vértice. Luego, llamemos G X Gy. Asi, G/e = G; x Gs.
Reduciremos G1 x G5 por cada arista de (G;. Por lo tanto, tenemos un arbol similar
al de la figura 4.1 pero sin terminar. Notemos que cada rama tiene la totalidad
de Gs. Si reducimos cada arista de G tenemos un factor comin de T(Gy;x,y)
en la parte inferior de cada rama. Factorizando tenemos que T'(G1 X Go;z,y) =
T(Gy;x,y)T(Ga; x,y). Por lo tanto, T(G — e;x,y) = T(G1/e; z,y).

Supongamos que e es un bucle. Como los puntos finales es el mismo vértice vemos
que la eliminacién de e y la contraccion de e es el mismo grafo y por lo tanto,

tienen el mismo Polinomio de Tutte.

Este teorema en particular nos permite cambiar a G — e por G/e y viceversa.



Capitulo 5

Conteo a través del Polinomio de
Tutte

En la introduccion se presenta una lista de algunas areas dode ciertas evaluacio-
nes del Polinomio de Tutte coinciden con invariantes graficas o en matroides. En
este capitulo se calcularan algunas evaluaciones del Polinomio de Tutte que nos
llevan a determinar, por ejemplo, el niimero de arboles abarcadores, el niimero de

bosques, el nimero de orientaciones aciclicas y el nimero A-coloreo de un grafo.

5.1. Aplicaciéon del Polinomio de Tutte

El siguiente resultado cuya prueba puede ser encontrada en [12] establece que
dado M = (F,Z) un matroide podemos determinar |Z|, es el nimero de conjuntos

abarcadores de M y 27l con simples evaluaciones sobre el conjunto E.
Las siguientes proposiciones hacen que podamos contar un matroide.

Proposicién 5.1. Sea M un matroide. Entonces

1. T(M;2,1) = S(M;1,0) igual al nimero de conjuntos independientes de M.
2. T(M;1,2) = S(M;0,1) igual al nimero de conjuntos abarcadores de M.

3. T(M;2,2) = S(M;1,1) = 21,

51
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Ejemplo 5.1. Retomando el matroide del ejemplo 4.3 del capitulo 4, tenemos
que T(M;z,y) = x® + 2? + 2y y de la proposicién 5.1 tenemos las siguientes

evaluaciones.
1. T(M;2,1) =28 +22+2(1) = 14
2. T(M;1,2) =1 +1>+1(2) =4
3. T(M;2,2) = 24 =16

Esto es, el matroide M tiene 14 conjuntos independientes, 4 conjuntos abarcadores

y 16 elementos (subconjuntos de FE).

Si G es un grafo, podemos orientar GG asignando direcciones a todas las aristas
de G, es decir, G sera un grafo orientado. Si una orientacién de G no tiene ciclo

dirigido, diremos que la orientacién es aciclica.

Ejemplo 5.2. Sea G = K3 ;Cudntas orientaciones aciclicas tiene K3? Es més
facil encontrar las malas orientaciones, es decir, son aquellas orientaciones que son
ciclos dirigidos. Por lo tanto, todas las posibles orientaciones que son 2% = 8 le
restamos las malas orientaciones, que en este caso son 2 resultado un total de 6
orientaciones aciclicas. En la figura 5.1, se ilustra el grafo completo K3 junto con

sus 6 orientaciones aciclicas.

Ks.

VANRVANVANEVAN
VAN VAN

Figura 5.1: Las 6 orientaciones aciclicas de K3.
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. Qué pasa con el Polinomio de Tutte? Por lo que ya hemos visto, sabemos que
M(K3) = Usz entonces T(M(K3); z,y) = 2? + x + y. Evaluando el Polinomio de
Tutte en x = 2 y y = 0 obtenemos T (M (K3);2,0) = 6.

El siguiente teorema debido a Stanley establece que la evaluacién z =2, y =0
en el Polinomio de Tutte nos da el nimero de orientaciones aciclicas en un grafo.
Teorema 5.1. [27] Sea G un grafo y sea a(G) el nimero de orientaciones aciclicas

de G, entonces a(G) = T(M(G);2,0).

La demostracién de este teorema puede consultarse en [27].

Observe que el nimero de orientaciones aciclicas depende solamente de la es-
tructura que posea el matroide M (G). Por lo tanto, si tenemos dos grafos G y
G+ diferentes con M(G;) = M(G3) entonces a(G) = a(G3). En consecuencia, las
operaciones de eliminacién, contraccién e identificacion no alteran el nimero de

orientaciones aciclicas en un grafo.

5.2. Conexion del polinomio cromatico con el

Tutte

El matroide ciclo M(G) de un grafo estd definido sobre sus aristas de G, en
cambio el polinomio cromético se define con base a los vértices del grafo G. Por
tanto, si deseamos establecer una conexién entre ambos polinomios es necesario
hacer un ajuste sobre la evaluacién del Polinomio de Tutte. El siguiente teorema

establece dicha conexion entre estos polinomios.

Teorema 5.2. Sea G un grafo conexo con el conjunto de vértices V', entonces

Xe(A) = (=1 (M(G); 1 - A, 0).

La prueba de este teorema puede consultarse en [12]. Ahora, veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.3. Para el grafo completo K3 ya se tenia que su Polinomio de Tutte

es T(M(K3);x,y)) = 2? + x + y, entonces por el teorema 5.2, obtenemos:

Xe(A) = (=1"IAMA = A+ (1= X)) =AA = 1)(A - 2).
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Si G es no conectado, entonces tenemos que reemplazar algunas evaluaciones
en el teorema 5.2 tomando en cuenta el nimero de componentes conectadas k(G)
asi la relacion:

VoA = XO (D HOTL (@)1 - A,0).

Observacion. Observemos que si k(G) = 1 obtenemos la relacién del teorema
5.2.

5.3. Flujos en ninguna parte cero

Sea GG un grafo y H un grupo abeliano finito. Podemos orientar las aristas de G
para obtener un grafo dirigido Gp donde O es la orientacién. Escribimos H como
un grupo aditivo, con el elemento identidad 0, y asignamos un elemento de H a
cada arista dirigida e de Gp. El elemento h asignado a la arista e le llamaremos
peso de e y lo representaremos por p(e). Un H — flujo es una asignacion de los
elementos de H a las aristas del grafo Gy tales que cumplen la ley de Kirchhoff:
En cada vértice de Go, la suma de los pesos de las aristas dirigidas hacia adentro
es igual a la suma de los pesos dirigidos hacia afuera. Finalmente, se dice que un
H — flujo no es cero si el elemento identidad 0 del grupo no es asignado a ninguna

arista, esto es, p(e) # 0 para toda arista de Go.

Por ejemplo, en la figura 5.2 con la orientacion dada, podemos verificar el peso
de las aristas de Z, dados en la figura dan un flujo cero a ninguna parte. Por
ejemplo, el vértice vz el peso de la arista dirigida hacia adentro es 2, y el peso total

de las dos aristas dirigidas fuera es 6 pero 6 = 2(mod4).

Figura 5.2: La orientacion de un grafo tiene un flujo cero en ninguna parte
con H = Za.

Ahora, si tenemos un grafo G, una orientacién de la aristas de GG y un grupo

finito abeliano H, jcuantos flujos de cero existen? La respuesta a la pregunta tiene
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dos resultados y con ellos su respectiva proposicion y teorema. Las demostraciones

las podemos consultar en [12].

Proposicién 5.2. Para un grafo G y un grupo abeliano finito H, el nimero de

flujos de cero en ninguna parte es independiente de la orientacion de O.

Ejemplo 5.4. De la proposicién 5.2 sean G; y G5 los grafos ilustrados en la figura
5.3, invertimos la arista {v3,v4} para cambiar G; a Gs. por lo tanto, también se
cambia el peso de esa arista de 3 en GG1 a 1 en (9, el inverso aditivo de 3 en Z4. Es
decir, la arista {vs,v4} se invierte y su peso p(e) = 3 se reemplaza por —p(e) = 1

en Z4. Esta operacién preserva la propiedad de que el flujo no es cero.

El grafo G. El grafo Gs.

Figura 5.3: La arista {vs,vs4} se invierte y su peso p(e) = 3 se reemplaza por
—p(e) =1 en Zy.

Teorema 5.3. Para un grafo G y un grupo abeliano finito H, entonces el numero

de flujos de cero en ninguna parte es dependiente solo en |H]|.
Una consecuencia del teorema 5.3 es que la estructura del grafo abeliano H no
interesa. Usaremos Z; como un grupo abeliano de orden k.

Si tenemos que |H| = k entonces a ese polinomio le llamaremos polinomio

flujo el cual se encuentra determinado por el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Para un grafo G y un grupo abeliano finito H. Entonces

Xe(k) = (=1)HET(M(G);0,1 - k).

La aportacién de calculo nueva que se hace con respecto al grupo H ocurre
cuando y = 1 — k en el Polinomio de Tutte donde k = |H|. De ahi surgi6 el

teorema 5.4.
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Ejemplo 5.5. En el grafo ilustrado en la figura 5.4, encontramos primero el Po-

linomio de Tutte del grafo G.

T(M(G);x,y) =2 + 20> + 2oy + o +y + y>.

@ €1 @

Figura 5.4: El grafo G.

Y por el teorema 5.4 tenemos:
X5 (k) = (—DPFIERT(M(G); 0,1 — k) = (—1)°(1 — k) + (1 — b?
=(1-k)+Q—-2k+k)=(k*-3k+2)=(k—2)(k—1).
Esto nos dice que no hay flujos en ninguna parte cero si |H| = k < 3. El niimero

de flujos en ninguna parte cero para Z, es 6; asi podemos ver los 6 flujos distintos.



Conclusiones

Dentro de la teoria de grafos y sus aplicaciones existe un cantidad considerable
de problemas dedicados a calcular inavriantes sobre estructuras graficas como el
nimero de conjuntos independientes, el niimero de orientaciones aciclicas, el de
conjuntos abarcadores, de circuitos eulerianos, entre muchos otros. La teoria de
matroides amplia el espectro a otras estructuras més generales donde podemos
plantearnos el cdlculo de invariantes graficos. Para este fin, las evaluaciones del
Polinomio de Tutte resultan ser muy fructiferas debido a la gran variedad de areas

en las que pueden ser aplicadas.

Es interesante plantearse a futuro el estudio del célculo de invariantes sobre
estructuras hipergraficas a través del Polinomio de Tutte definido sobre un analogo

al matroide ciclo de un grafo.
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