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Introduccion

En 1821, el matemaético italiano G. Frullani le comunic6é a G. Plana , por medio de una carta [§],

la siguiente férmula
/ flaz) — f(bx) dz = f(0)Ln (b> , (1)
0

x a

donde f(0) es el limite de f(z) cuando z se aproxima al cero y a,b son cualesquiera dos reales
positivos.

Después, en 1823, en su obra “Oeuvres completes’, L. Cauchy también hace una prueba de la
formula (1), pero suponiendo que, si el limite de f(z) cuando x tiende a oo, es cero, entonces
fooo @ dx es convergente, lo cual no es cierto.

En el articulo “Exercises de Mathématiques” de 1827, L. Cauchy escribe la formula

| 4o (f00) - 0 (5) ab>0 @

como la formula (66) de la pagina 122 de la seccion “Sur la transformation des fonctions” en la cual
seniala que: “se deduce facilmente de la ecuacion

ADC f'(ar) dr = f(OO) — f(O)7 (3)

a

con a > 0. Se podria, ademas, establecer la ecuacion mencionada con ayuda de la teoria de las in-
tegrales singulares” [15]. En la formula (3), f(co) denota el limite de f(z) cuando « tiende a infinito.

G. Frullani, en 1828, publica la formula (1) en su obra “Sopra Gli Integrali Definiti” en
donde agrega la siguiente nota [15]:

Este resultado lo comuniqué a Geovani Plana desde 1821. Posteriormente, y en el diario de la
Escuela Politécnica del ano 1823 vi una demostracién debida a Cauchy, la cual se deduce de
principios muy diferentes a los anteriores.

Cabe mencionar, que en 1922, J. Edwards atribuye (2) a E. Elliot, el cual menciona: “la forma
més general (2) se debe al profesor E. B. Elliot” [8, 9].

El resultado de L. Cauchy se ha generalizado reemplazando los limites f(0) y f(oco) por
valores medios adecuados. Fue K. Iyengar quien di6é a conocer por primera vez una férmula de
este tipo en 1940 [12, 11]. De acuerdo a A. Ostrowski, la prueba de K. Iyengar no es correcta pero
el resultado es verdadero [14]. En la misma referencia, se hace el comentario de que en 1949, A.
Ostrowski mejoro6 el teorema, expresandolo de la siguiente forma, la cual se considera la version
clasica [2]:

IX



e Introduccion

Si f es localmente integrable en el sentido de Riemann en (0,4+00) y los siguientes limites existen

1 1 T
m(f)= tim = [ T a M= tim 1 [ s (1)
entonces, para a y b positivos, se satisface la igualdad
o — f(b
| e iy - maen (5. )

A. Ostrowski coment6 que la prueba de este resultado era dificil y que la daria a conocer en otro
momento. El teorema fue demostrado por R. Agnew en 1951 y la demostracion de A. Ostrowski
aparecio en 1976 [15]. Finalmente, F. Tricomi y A. Ostrowski generalizaron esta féormula de varias
formas [18, 15, 17].

Esta tesis estudia la integral del matemaético italiano Giuliano Frullani y esta organizada como
sigue.

En el Capitulo Uno, se presentan algunos conceptos importantes que serédn utilizados para la
demostracion de la Integral de Frullani, tales como el Teorema Fundamental del Célculo (T.F.C.)
y el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de integrales infinitas.

Luego, en el Capitulo Dos, se exhibe una prueba de la Foérmula de Frullani para la inte-
gral impropia y se presentan algunos ejemplos donde se aplica la formula (2).

En el Capitulo Tres, se expone una prueba de la Forma Clasica de la Integral de Frullani. Ademaés,
presentamos un ejemplo que parecieran cumplir los requisitos para la aplicacion directa de (2),
sin embargo, el limite cuando x tiende al infinito no existe y por lo tanto se hace uso de la Forma
Clasica.

En el Capitulo Cuatro, empleando la Transformada de Fourier, hacemos una prueba mediante
el uso de la integral de Lebesgue. Se demuestra que para una funcion f : [0,00) — R tal que
(f(az) — f(bx))/x es Lebesgue integrable en [0, c0), para cualesquiera reales positivos a y b, existe
una constante A € R tal que

X

/0 flaz) = Fx) \ _ arn (g)

Para probar esta afirmacion se necesita hacer un cambio de variable y expresar a la funciéon
resultante como una composiciéon de funciones que serd Lebesgue integrable para asi, mediante
una manipulacion adecuada de la transformada de Fourier, verificar nuestro resultado.

Finalmente, en el Capitulo Cinco, se exhibe una aplicacion de la formula de Frullani, mostrando
que esta resulta de mezclar una distribucién de vida al permitir que el Logaritmo del cociente de los
factores de escala se distribuya uniformemente en un rango finito y asi, usando este procedimiento
sobre la funcién Log-Logistica, obtener

1+~ — A+ (rz)*)~! oy {4+ 27%)/(+ (28) ")}

9(z) = Ln(r)zx Y G (=) alLn(r)

que se aplicaran a una serie de datos para poder analizar y comparar los resultados obtenidos
respecto al uso de distribuciones clasicas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Integracién impropia
A continuacion veremos una serie de conceptos y resultados que nos seran utiles mas adelante.

Definicion 1. Sea f una funcion Riemann integrable en [a,c| para cada ¢ > a. Si el limite

n=din [ s

existe, se dice que f es Riemann integrable impropiamente en [a,+00) y la integral impropia de
Riemann de f, denotada por f;oo f(z)dz o [ f(z)dz, se define por

/:OO flayde = tin_ [ fa (L1)

- bl}moo / f

existe, se dice que f es Riemann integrable impropiamente en (—oo,a] y la integral impropia de
Riemann de f, denotada por ffoo f(x) dzx se define por

/_; f(z)de = lm /ba f(z)da. (1.2)

Equivalentemente tenemos que, si f es Riemann integrable en [a,c] cona < cy I = fac f(z)dz. Se
dice que el namero real I; es la integral impropia de f sobre {x|z > a} si para toda € > 0 existe
un ntmero real M (e) > 0 tal que si ¢ > M (e) entonces |I; —I| < e. Analogamente para el caso de I5.

De igual manera, si

Ademas, si los limites (1.1) y (1.2) existen para un valor de a, entonces ambos exiten para todos
los valores de a. Asi, decimos que f es Riemann integrable impropiamente bajo R = (—o0,400) y
se define como la suma de (1.1) y (1.2):

/:Of(z v =, Mo / f(@)de + lim /:f(a:)dx

Definicion 2. Sea f una funcion real, definida para (x,t) tal que x > a y o <t < . Si para cada
t € o, B] la integral impropia

+oo
F(¢) :/ f(z,t) dx
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existe. Decimos que esta converge uniformemente en [, 3] si para cada € > 0 existe un nimero
M (€) tal que si ¢ > M(€), entonces

< €.

‘F(t) - /:f(x,t) do

Definicion 3. Si f es una funcion Riemann integrable en el intervalo [c,b] para a < x < b, cada

a<c<b,y el limite
b

I.=1lim | f(x)dx
c—a c
existe, se dice que f es Riemann integrable imporpiamente en [a,b] y la integral impropia de Rie-
mann de f, denotada por fab+ f(x)dz, se define por
b b
/ f@)de =lim [ f(x)dz.
at

c—a c

Existen distintos criterios para probar que una integral es convergente en el sentido impropio de
Riemann como lo es el siguiente, su demostracion puede verse con detalle en [5].

Teorema 1 ([5], Criterio de Cauchy). Suponga que para cada t € [a, ] la integral infinita F(t) =
o0 . . . . .

fa f(z,t) dx existe. Entonces, la convergencia es uniforme en [, 8] si y solo si para cada € > 0

existe un nimero N(e) tal que sib>c¢> N(e) y t € [, B8], entonces

‘/be(m) dx

Recordaremos un teorema ampliamente conocido con la intencién de facilitar la exposicién.

< €.

Teorema 2 (T.F.C.). Sea f una funcion Riemann integrable en el intervalo [a,b], definimos F' en
[a,b] como

F(x) = / ft)dt.
Si f es continua en ¢ € (a,b), entonces F es diferenciable en ¢ y
F'(c) = f(o).

Se pueden encontrar distintos teoremas que nos dan condiciones para poder realizar el cambio en
el orden de integracion en integrales dobles, uno es el Teorema de Fubini, no siendo este el tinico.
A continuaciéon veremos un teorema que permite hacer dicho cambio. Se omite su demostracion,
pero puede ser consultada en [5].

Teorema 3 ([5], Teoremas 33.6 y 33.7). Sea g una funcion continua en (x,t) paraz > a, t € |a, ().
Supongamos que

—+oo
G(z) = / g(x,t)dz (1.3)
a
converge uniformemente con respecto a t € [, B]. Entonces
1. G es continua en [a, ().
2. Se tiene que

/jG(t)dt /:O/jg(x,t)dtd:r,

que se puede escribir de la forma

B oo oo rfB
// g(x,t)dxdt:/ /g(x,t)dtdx.
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1.2. Integral de Lebesgue

2

Alguna vez Lebesgue escribio: “Es claro que se debe iniciar partiendo [c, d] en lugar de [a,b], . . . ".
En efecto, en contraposiciéon con la integral de Riemann, en la cual se inicia partiendo el dominio
de la funcion, Lebesgue propuso iniciar partiendo el rango de la funcion que se desea integrar. Asi,
Lebesgue reformul6 el concepto de la integral de Riemann y la extendié a una clase mas amplia
de funciones reales llamadas funciones medibles. Ahora, veremos algunos conceptos basicos de la
integral de Lebesgue.

Definicién 4. Una familia .4 de subconjuntos de un conjunto X # () es una o-dlgebra si:
1. 0, X estdin en A .
2. Si AC . # entonces A° C M .
3. Si (An) C A entonces U, A, € M.

Definicion 5. Una funcion real-valuada extendida f de X es .# -medible (o solo medible si se
sobreentiende la o-dlgebra) en caso de que el conjunto {x € |f(x) > o} pertenezca a M para
cada nimero real c.

Definicion 6. Una funcion ¢ : (X, #) — R es simple si su rango es un conjunto finito.

Una funcién medible simple ¢ puede ser expresada de la forma
Y = ZaiXAi (14)
i=1

donde cada «; es un real tal que {aq, ..., an} es el rango de ¢ y X 4, es la funcién caracteristica de
A; ={z € X|o(x) = a;}.
Definicion 7. Decimos que p: M4 — [0,00] es una medida no negativa si

1. (@) =0.

2. u(E) >0, VEe.#.

3. Si A= En, E;NE, =0 con j #k, entonces p(A) =3 7° (Em,).

Definicion 8. Si ¢ : (X,.#) — R es una funcion simple y medible con representacion estandar
como en (1.4), definimos la integral de ¢ con respecto a la medidad p como

/ pdp =Y a;u(E).
X i=1
Definicion 9. Si f : (X, . #,u) — [0,00] es una funcidn medible, definimos la integral de f en

X con respecto a i como
/ fdp = Sup/ wdp,
X X

donde el supremo es extendido bajo todas la funciones simples ¢ medibles que satisfacen 0 < p(z) <
f(z) para toda x € X.

Si f: X — R, definifmos f* y f~ como
f* (@) = sup{f(),0}, [ (@) = sup{—f(z),0}.

Ambas funciones son positivas y a fT se le llama la parte positiva de f y a £~ la parte negativa
de f.
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Definicion 10. Sea f : (X, 4, ) — R, decimos que f es integrable sobre X respecto a p si

/X 1+ (@), /X f~(@)du

son finitas.

Teorema 4. Sea f una funcion medible. Si f+* y f~ estan en L(X, . #,p) entonces f también
estd en L(X, # , ).

Denotamos con L(X, #,u) al conjunto de funciones integrables. Este espacio tiene muchas pro-
piedades importantes. En este apartado sdlo serialaremos aquellas que nos ayuden en el desarrollo
de la tesis.

Teorema 5. La suma f + g de funciones en L(X, . # , ) pertenecen a L(X, #,u) y

/(f+g)du=/fdu+/9du-

Las definiciones y las demostraciones de todos los resultados enunciados anteriormente pueden
verse en [6].

Lo que se hara ahora, es construir una medida y a su vez, una serie de conjuntos medibles
en el sentido de Lebesgue, es decir, construir una o-algebra que consiste de todos los conjuntos
que son medibles bajo una medida especifica (de Lebesgue).

Definicion 11. La medida exterior de un intervalo (abierto, cerrado o semi-abierto) en [0,1] con
extremos a < b serd el numero positivo b — a.

Sabemos que todo conjunto abierto G C R puede ser expresado de forma tnica como una unién
finita o infinita numerable de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos. Tomando esto como base,
tenemos la siguiente definicion.

Definicién 12. La medida exterior m*(G) de un conjunto abierto G C [0,1] se define como el
nimero real Y, (b; — a;) donde G = U;(a;,b;) como se menciond anteriormente.

Definicion 13. La medida exterior m*(A) de un conjunto A C [0,1] se define como el nimero
real

inf{m*(G)| A C Gy G es abierto en [0, 1]}.

Definicién 14. La medida interior m.(A) de un conjunto A C [0,1] se define como el nimero
1—m*([0,1]\A).

Definicion 15. Un conjunto A C [0, 1] se dice Lebesque medible si m.(A) = m*(A). En este caso,
la medida de A, denotada como m(A), es el nimero m,(A) = m*(A).

En [20] se prueba que .#Z = {A C [0,1]] m«(4) = m*(A)} es una o-algebra y que la m
definida es una medida de acuerdo a la Definicién 3 y Definicion 6 respectivamente. Ademés, que
todo conjunto abierto en [0,1] es Lebesgue medible de acuerdo a la Definicion 14, no solo eso,
recordando que la o-dlgebra de Borel es la generada por la topologia de los abiertos, la o-algebra
de Lebesgue contiene a la o-algebra de los borelianos en [0, 1].

Si A es un conjunto no acotado, entonces no podemos aplicar una construccion directa para
definir m(A), ya que, hasta ahora, m.(A) = (1 — 0) — m*([a, b]\ 4) solo tiene sentido si A C [0, 1].
Por otro lado, muchos conjuntos no acotados, intuitivamente deberian ser medibles y tener

una medida finita. Por ejemplo, sea A = (0,%) U (1,1—1— i) U (2,2—|— %) U (3,3+ %6) U
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Intuitivamente esperamos que m(A4) = % + i + % + %6 + --- = 1. En el proceso que seguimos
para construir la o-algebra y la medida de Lebesgue podemos cambiar el intervalo [0,1] por
cualquier otro que sea acotado, y llegar a construir la o-algebra y la medida de Lebesgue
sobre ese intervalo. Por ejemplo, podemos considerar los intervalos [—n,n], donde n es un
nimero natural. Esto nos permite extender la construcciéon de los conjuntos medibles Lebesgue
y la medida correspondiente a todo R. Asi para el caso donde X = R, se toma el conjunto
Mp = {A C Rl m(A) = lim,_,oo m(A N [—n,n])} que es una o-algebra (la demostracion se
puede ver en [20]) y m la medida de Lebesgue para asi tener el espacio de medida (X = R, .#g, m).

Asi, tomando tomando X = Ry u = m, y de acuerdo a las Definiciones 7 y 8, tenemos

/]Rfdm.

La expresion anterior denotard la integral de Lebesgue sobre R con respecto a la medida de
Lebesgue. Para no ser redundantes nos referiremos a esta como la integral de Lebesgue sobre R.

Sobre intervalos acotados toda funcién Riemann integrable es Lebesgue integrable y sus valores
coinciden. Sin embargo, no ocurre lo mismo con la integral impropia de Riemann y la de Lebesgue.
Por ejemplo, la funciéon

1 z€Q

fz) =
0 z¢Q

es Lebesgue integrable pero no es Riemann integrable impropiamente. Por otro lado, la funcion

sen(x) x 7& 0
g9(x) =
1 =0

es Riemann integrable impropiamente pero no es Lebesgue integrable.

Como se sabe, esta teoria esta ampliamente desarrollada, mas resultados y propiedades importantes
de esta integral se pueden consultar en [20] y [16].







Capitulo 2

La férmula de Frullani para la
integral impropia

La prueba presentada en esta seccion emplea el Teorema 3 y se realizé sin consultar pruebas
publicadas. Esto, en cierto sentido, es original.

Recordando que f(00) = limg—oof(z) v f(0) = limy_ o+ f(z), procedamos con la demos-
tracion de la Formula de Frullani.

Teorema 6 (Frullani). Sean f: (0,00) — R tal que f'(z) es continua y a,b > 0. Si f(0) y f(c0)
existen, entonces

/OOO M da = [f(c0) — f(0)]Ln (%) . (2.1)

Demostracion. Primero veamos que la integral fooo /' (xt) dz es uniforme con respecto a t € [b,a] C
(0,00).
Por el T.F.C., se tiene que

/OC f(xt)de = M, (2.2)
0

ysiaz >a; >0
/algf/(u’ct)dz_ M

Como lim, o f(xt) = f(o0), para t € [b,a] fijo, entonces dado € > 0, existe N(e) > 0 tal que si
xt > N(e),

€
Flat) ~ Fo0)] < & (23
Ahora, como ¢ € [b, a] entonces + < 1.
Por otro lado, si az > a1 > $N(€) entonces tag > ta; > LN(e) > N(e).

Luego, por (2.3) se tiene que

[Fazt) = floo)| < 5 y [Fart) = f(o0)| < 5.
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Asi,
|f(azt) = flaat)] _ |f(azt) = f(o0)] | |f(art) = f(oo)] _ 2¢ _ ¢
t - b b 2b b

Esto es, si ag > a; > %N(e)7 entonces, para todo ¢ € [b, al,

/:2 f'(xt)dx

Por el criterio de Cauchy la convergencia de (2.2) es uniforme.
Por lo tanto, aplicando el Teorema 3 y el T.F.C., se tiene
dz

/Ooof(CLfC);f(bH?)de/OOO [f(;ﬂ] t=b
- /OOO /baf’(wt) dtd
:/ba/owf%wdxdt

<€
b

a
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2.1. Foérmulas derivadas de la Integral de Frullani

Los siguientes resultados son obtenidos mediante la aplicaciéon directa del Teorema 6. Estos son
ejercicios propuestos o resultados publicados en [10].

1. Siendo f(x) = e™*, tenemos que f(0) =1y f(co) = 0. Entonces

/ow T = [(0) - f(oo))En (b)

T a

=[1-0]Ln (Z) (2.4)
(2

2. Haciendo el cambio de wvariable t = e en el resultado anterior tenemos que
dt = —e~%dr = —tdr. Ademas, si t = e~% entonces t% = ¢~ %% t* = ¢ 2 y In(t) = —z.
Note que si z — 0 entonces t — 1 y que si ¢ — oo entonces t — 0. Por lo que

0o —ax —bx 0 ta b
— t* —1
/ e e / P g
0 x 1 z(=t)
0 ya—1 b—1
t —t
- / P g
1 Ln(t)
1461 a—1
t —1
- / )
0 Ln(t)

/O1 tb_;n_(tt)_l dt = In (Z) . (2.5)

3. Hacemos una generalizaciéon del ejemplo anterior. Si p > 0, se tiene

Asi, obtenemos

f(0)=lime ™ =1 y f(o0) = lim e =0.

z—0 T—00

Entonces

/oo e e /oo VI W
0 - [;<o> - feoen (42)
= [1-0]Ln ((Z)l>

1
=-In (E> .
P v

Note que este proviene del resultado de Frullani con una simple condicién adicional.
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e e ™ con p,q > 0 satisface que

4. La eleccion de la funciéon f(z) = -

P eI —e7PT P —qe” 1 + pe”PT , — P —
f(OO) =lm —— = lim ———— = lim —¢e”" % + lim pe P* =
T—00 T T—00 1 T—00 T—00

= —4(0) +p(0) =0
y que

—q _ o—p
£(0) = lim & T —qe " + lim pe ¥ = —q(1) + p(1) = p — q.
z—0 x z—0 z—0

Por lo que

X [ eTaqr _ o—apT e—qu _ e_bpm dx b
/o < ax - b ) P [f(0) = f(o0)|Ln (a)

- (o-0)-oin (%) 2.7

a

b
={p-q¢Iln|-]).
(r—a) (a)
Note que también se puede escribir como

® /e—aqr _ p—apx equz _ 67bpx dr b
- = —(p-qIn(-).
G AER0

5. Si f(r) = =Z=exp(—ce”), entonces

f(oco0) = lim

z—o00 ] —e™ % =00 1 — 6—37) (g}groloe ) = (OO)(O) =0,

exp(—ce®) = ( lim

‘ x T\ __ ; T ; —ce®\ __ ’ 1 —ce®)
10 = i eovt—ee”) = (i =5 ) (i) = (1 e ) () -

> . b d
/0 <1a:(mexp(—ce““) — 1flmeajp(—cebx)> %

* agexp(—ce®®)  bexp(—ceb?®) d
= - x
0 1—ea® 1-— e_b“'

=e “Ln (b> .
a

6. Tomando f(z) = (z+ ¢)™* con ¢, i > 0 se satisface que

f(0) = lim (x4 ¢)* =c*, f(oo) = lim (z +¢)* =00 = 1 -0

x—0 T—00 o0

10



La formula de Frullani para la integral impropia
2.1 Formulas derivadas de la Integral de Frullani

Por tanto

— " —0)Ln <b> (2.9)

a

=c "Ln <b) .
a

7. Sea f(z) = tan~!(x). Sabiendo que f(0) = lim, ,otan=1(z) =0y f(00) = lim, o tan™t(z) =
3

Se sigue que

X

/°° tan™1(ax) — tan=1(bx)
0

=[0— %]Ln (Z) 210

I
NN
/T\
h
3
7 N
ISHES
N———
N———

|
o3
h
3
VS
>
N——

8. Con la eleccion de la funcion f(z) = Ln(a + be™*) tenemos que

f(0) = lim Ln(a + be™*) = Ln(h’r%a +be™™) = Ln(a +b)
r—

z—0
y
f(o0) = lim Ln(a+ be™") = Ln( lim a+be™®) = Ln(a).
T—r00 x oo
Asi,

/°° Ln(a + be™P*) — Ln(a + be9%)
0

X

2 = [1(0) - fioo)n 1)

P
= [Ln(a+b) — Ln(a)|Ln (q)

(3)m(s)

(2.11)

9. Si f(z) = abLn(1 + z)/x, se cumple que

abLn(1l + x) 1
m AR

f<0)7x—>0 x :abil—%x—i—l = ab
¥y que
bLn(1
F(oo) = tim PEMITD) gy = ab(0) = 0
T—00 T z—o0 I +




La formula de Frullani para la integral impropia
2.1 Formulas derivadas de la Integral de Frullani

Asi,

/°° <abLn(1+aa:) abLn(lerz)) dx /00 (bLn(lJrax) aLn(1+bx)> dx

az bz x x x x
B /OO bLn(1+ ax) — aLn(1 + bx) i
=/ =
— [£(0) - (o) In (b> (2.12)

- (2)
(1),

10. La funcion f(x) = (1 + a/x)* satisface que

== {Ln (Zﬂ (2.13)

Esto ya que

f(oo) = lim (14+a/z)® = lim (1+1t)% = [h’m (1+t)%} — o

T—00 z—0t z—0t

12



La formula de Frullani para la integral impropia
2.1 Formulas derivadas de la Integral de Frullani

o h,nlﬂc~>0+ (I’ + a)z

1l,mx_>0+ T

B 1

o 11'mz_>0+ €ln(wz)

1

elm, o+ zln(z)

1

p In(x)
ehmz~>0+ T/t

1
=-=1
1
11. Si f(z) = w;“_ﬁ;’%, se tiene que
be™* b
£(0) = lim a + be _ a-+
z—0 ce® + g + he™* c+g+h
y que
be™* 0
f(o0) = lim ot oe __oF =2 -0,
z—oooce® +g+he™® oo+g+0 o0
Por lo que

e a+ be” a + be P dx P
_ - — Ln (2
A (ww+g+hrw <ﬂ”+g+mﬂm)a: U@).ﬂmﬂn(q)
a+b D
=|——0|L - 2.14
{C+g+h } n(q> 214
a+bLn<p)_
ct+g+h q

Cabe mencionar que los siguientes resultados se pueden encontrar en el Volumen 1 de los
Cuadernos de Ramanujan [7].

12. Sea f(z) = (Lﬂ’)n Debido a que

r+q
.ﬂm)IM1(x+p) <ﬁmlz+p) —1"=1

T—r00 x+q x%oox—i—q

13



La formula de Frullani para la integral impropia
2.1 Formulas derivadas de la Integral de Frullani

e (R P (p)"
f(o)_w%(Hq) _q”_<q)'

Se tiene que

ax+p ) " _ ( bz+p

/OOO (am+q - bx+q)ndx:[f(0)_f(oo)mn <b>

ety e

13. Sea f(x) = e Pcos(x). Note que f(0) = lim,,0e "cos(z) = (1)(1) = 1y
f(o0) =1limy,_,o0 e *cos(xz) = 0. Entonces

oo —ax _ bz -
/0 e cos(ax)me cos(b )d:c:[f(O)—f(oo)]Ln <2>
=[1-0]Ln (2) (2.16)
b
()
14. Tomando f(x) = e~ *sen(x) tenemos que
f(0) = ;l% e sen(xz) = (1)(0) =0 Yy f(oo) = zl;n;o e Tsen(x) = 0.

De aqui que

/oO e~ %sen(ar) — e " sen(br)
0

X

— [0— 0]Ln (b> ' (2.17)

14



Capitulo 3

La Forma Clasica

Presentamos la demostracion de la Forma Clasica de la Integral de Frullani. Este teorema se puede
encontrar propuesto como ejercicio en [1].

Teorema 7. Si f(x) es Riemann integrable sobre [a,b] y los siguientes limites existen

1
A= lim z f()dt —hmf/f
z—0+ z T—00 T
entonces, para b > a > 0, se satisface la igualdad
/ Mdm:(B—A)Ln (9). (3.1)
T b
Demostracion. Sea g(z) = + fl t)dt con x > 0. Primero veamos que

/ f‘” )dx—BL /f dt. (3.2)

Observemos que

[l 1) / faw) = fbw)
1 X
= lim l f(az) dx — f(b:c) dx] .
1 € 1 z
Haciendo el cambio de variable t = ax y t = bx respectivamente, tenemos que
T aT T bT
t t
/ faz) 4 = FO 4 y / FO0) g = [T SO
1T a t 1z bt

Por lo tanto

/T flaz) .~ /T fw) [T f() P Ly (O
1 1 t

x x a b

b aT bT
:/a @dt-y b @dt— @dt (3.3)

/f gt bT@

15



La Forma Clasica

Integrando por partes tenemos

/:ff:)dx: [i/lmf(t)dt} i+/abx12(/1zf(t)dt> de

b
:g(x)}z—l—/ @dx

X

b
=g g+ [ s,

Anélogamente fab;@dx = g(bT) — g(aT) + f;;{%dm. Como lim, ,o g(x) = B, enton-
ces

lim ¢g(bT)=B Yy lim g(aT) = B.
T—o00 T—o00

Ahora, sea € > 0. Entonces existe o € R tal que para cada x > x( tenemos que |g(z) — B| < €
equivalente a B — e < g(z) < B +e.

Asi, para cada T tal que a1 > xg, se tiene que
bT bT vT
B — B
/ € dx < / M dx < / ote dr &
aT T aT T aT T

& (B —¢€)Ln(z) ZZ; < /;T @ dz < (B+¢€)Ln(z)

vT
aT

& (B=¢ln <b) < /angf)da: < (B+e€)ln (2)

a T

bT
< —eln (b> < / M dr — BLn <b> <eln <b> .
a o X a a

. o bT g(a .
Como € se tom6 arbitrariamente, vemos que a faT % dx lo podemos aproximar a BLn (%) tanto
como queramos tomando un 7T lo suficientemente grande. De aqui que

bT
lfm 9) 4o — BLn (b) .
a

T—o00 aT x

Por lo tanto -
lim dezB—B+BLn(b>:BLn(b>.

T—oo Jor T a a

16



La Forma Clasica

Entonces, tomando el limite en (3.3) se tiene que

b b
I A O e T B

_/abfit)dtJrBLn(Z).

Por lo tanto se cumple (3.2).

Sea h(z) =z f f(t)t~2dt. Vamos a repetir el procedimiento anterior para probar que

/OIWdQ;:ALn<Z>—/:f(tt)dt (3.4)

por lo que se omitiran algunos detalles técnicos. Integrando por partes tenemos que

[ an= [ [ R a]| [7 (] ) o

:—h(x)|2§+/abTT;x< i f()dt) d

bT
h
= h(aT) — g(bT) + / hiz) dx.
aT x
Sabemos que lim,_, g+ = fxl f(t)t=2dt = A, entonces
lim A(bT) = A lim h(aT) = A.
i, 4O , i, HaT)

Ahora, sea ¢ > 0. Entonces, existe xg € R tal que para cada ¢ > z > 0 tenemos que |h(x) — A| < €
equivalente a A — e < h(z) < A+e.

Asi, para cada T > 0 tal que bT < xzg, se tiene que

bT 4 bT bT
/ A-c dr < / M dr < / & dx
aT x aT x aT x

& —eln (Z) < /abTT hf) dz — ALn ( ) < eln (Z)
(¢

h(

bT
Como € se tomo arbitrariamente, vemos que a f TI) dzx lo podemos aproximar a ALn

como queramos tomando un 7' > 0 lo suﬁmentemente pequeno. De aqui que

bT
lim M drx = ALn (b) .
a

T—0t aT X

) tanto

Notemos que

/01 f(ax);f(bm . / flaz) = f(ba)

Tgng+{/fam /fbx ]

17




La Forma Clasica
3.1 Ejemplos

Haciendo el cambio de variable t = ax y t = bx respectivamente, tenemos que

T

Por lo tanto

/fax /fbff _/a;fit)dt_/bifit)dt_ ”Tf /f it (35)

Finalmente, tomando el limite tenemos

) ! f(az) b f(bx) ft) Trt)
Tli>HO1+ |:»/T X dl‘ N T X :| / dt + T1—>0+ aT T dt

i (3)- [ 20

Por lo tanto se cumple (3.4).

Sumando (3.2) y (3.4) tenemos

/ flaz) — f(bx) f / fax f(bx) d +/ flaz) — f(bx)d —BLn(b)+ALn<Z)

i (§) - ann ()
= (B-A)Ln ()
(3.6)
donde

1
A:me/ Malt, B—hmf‘/f
z—0+ = 12 T—00 T

3.1. Ejemplos

A contunuacion presentamos algunos ejemplos mediante el uso de la llamada “forma clasica”.

15. Si f(x) = cos(x), note que lim,_,, cos(z) no existe, lo que impide la aplicaciéon directa de la
férmula de Frullani.

Usemos el Teorema 7 para f(z) = cos(x). Integrando por partes, siendo u = cos(t) tenemos

1 1 1
A= lim = cos()dt— lfm (—cos(t) —/ Se"”dt)
z—0t t2 rz—0t t - x t
1
= lim [—x (cos(l) — cos(a:)) - m/ sen(?) dt}
r—0t x - t

~ lm [—xcos(l)—&—cos(x)—x /I " sen(t) dt]

z—0t t

x

18



La Forma Clasica
3.1 Ejemplos

Como —1 < sen(t) < 1, entonces

1 1 1
dt t dt

pero
Ln(x L
lim —zLn(z) = lm 1( ) = lim = lim z=0.
z—0t z—0t = z—0t ol z—0+t
Analogamente, lim,_,¢+ 2Ln(x) = 0. Entonces
1
sen(t
lim x= A dt =0,
z—01

x

y por tanto

1
A= lim —zcos(1) + cos(x) — a;/ sen(?) dt = —0(cos(1))+1-0=1.

x—0+ t

Ahora

1 [ 1
B = lim 7/ cos(t)dt = lim —[sen(t)]
1

T—00 I T—00 I

. (—sen(ac) . sen(1)> .

1 T—00 T T

Como —1 < sen(z) < 1 siy solo si %1 < sen(z) 1

—— < o, ademas h’mx_)oo% =0.

Entonces

B = lim (‘Se”(x) + Sen(l)> —0.

T—00 xT x
Por tanto, de todo lo anterior, sustituyendo en (3.6) tenemos

/OO cos(azx) — cos(bx)
0

T

dz = [B — AlLn (%)

0—1]Ln (%)

" (3.7)
=—n(3)

().

A (3.7) lo podemos encontrar en [10] como el 3.784.1.

Del resultado 15 se siguen los siguientes dos resultados.

16. Teniendo en cuenta que

. (a;b) . <a - b> _ cos(b) — cos(a)

2 2

19



La Forma Clasica
3.1 Ejemplos

entonces

/Ooo o ((b _Za)x> . ((b +2a):c> d?x _ /O‘X’ cos(ax) ;COS(bZ‘) %’E
/0°° cos(az) — cos(ba) (3.8)

Note que en la dltima igualdad se aplica el resultado 15.

17. Teniendo en cuenta que
cos(px — qx) = cos(pzx)cos(qx) + sen(pzx)sen(qx) (3.9)

cos(px + qx) = cos(px)cos(qx) — sen(px)sen(qz), (3.10)
restamos (3.10) a (3.9) para obtener 2sen(pz)sen(gx), de aqui que

>~ de _ % cos((p— g)z) —cos(p+g)z)
/0 sen(px)sen(qx) . —/0 o d

_ 1 [%cos((p—q)) —cos((p+)7)
_ /0 d

(3.11)

Note que en la dltima igualdad se aplica el resultado 15.
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Capitulo 4

La férmula de Frullani para la
integral de Lebesgue

La Transformada de Fourier es un concepto matematico de gran valor para analizar las funciones
no periodicas. Complementa de esta manera a las Series de Fourier, que permiten analizar sistemas
donde estan involucradas las funciones periddicas.

Mediante las Series de Fourier podemos representar una senal periddica en términos de sus com-
ponentes sinusoidales, cada componente con una frecuencia en particular. La Transformada de
Fourier permite hacer esto mismo con senales no periédicas.

Definicion 16. Sea f una funcion Lebesgue integrable. La Transformada de Fourier de f se define
como:
—+oo

F(f(2)) = F(w) = f(w) = / f(@)e 2wy,

Proposicion 1. F[f(t +tg)] = e>™ F(w).

Demostracion. Haciendo el cambio de variable u = t 4 tg, se tiene que

+oo

F[f(t+t0)]:/ f(t + tg)e 2wt gt

— 00

“+oo
— / f(u)e—QTriw(u—to) du

— 0o

+oo
_ / f(u)6727riwu+27riwto du

— 00

+
_ e27riwto/ Oof(u)e—Qﬂ'iwu du

—00

— eZTriwto F(U})

21



La formula de Frullani para la integral de Lebesgue

Teorema 8. Sea f : [0,00) — R una funcion tal que (f(ax) — f(bx))/x es Lebesgue-integrable
en [0,00) para los reales positivos a y b. Entonces existe una constante A € R tal que

i — f(b
/ flax) = F0x) 0 A (). (1)
0 €T b
Demostracién Sean © = ¢!, a = Ln(a) y 3 = Ln(b). Entonces Ln(x) = t, e* =aye’ =b
Ademés si x — +o00, entonces t — +00 y si x — 0, entonces t — —oo.
Asi,
+oo
/ flaz) = f(br) dx —/ f(e¥et) — f(elet) dt
(4.2)

“+o0
_ / F(e2H) — F(P) dt.

— 0o

Por lo que (4.1) es equivalente a

+oo
/‘ F(e2t) — f(P Yy dt = Ala — B).

— 00

Como (f(ax) — f(bz))/z es Lebesgue-integrable sobre [0, o), entonces f(e*+t) — f(ef+!) también
lo es sobre R. Note que

Fe ™) = f(7F) = (foh) (@ +a) = (foh)(x + B) = g(x + a) — g(z + f)
donde h : R — [0,+00) es tal que h(z) =e* y g¢g: R — R es tal que ¢ = f o h. Entonces
g(x + a) — g(x + B) es Lebesgue-integrable.

Asi, es suficiente probar el siguiente teorema.

Teorema 9. Sea g : R — R una funcidon tal que g(x + o) — g(x + B) es Lebesgue-integrable para
los reales positvos o y B. Entonces existe una constante A tal que

—+oo
/ g(x 4+ a) —g(x + B)dr = Ala — ). (4.3)
Demostracion. Sea hq(x) := g(z + ) — g(x). Sabemos que h,, € L'(R) para cada a. Notemos que

ha(z) + ha(z + o) = (9(z + @) — g(2)) + (9(z + a + B) — g(z + )
=g(z+a+B) —glz) (4.4)
= hatp(z)

y que

ha(z) + hs(z + o) = (9(z + @) — g(2)) + (9(z + a + B) — g(z + )
=g(@+a+p)-g@) +g@+p)—glz+p
=g@+a+p)—glx+pB)+gx+p8)—g
= hp(z) + ha(z + B).

Es claro que todas estas funciones pertenecen a L!(RR), asi podemos aplicar la transformada de
Fourier a (4.5) y teniendo en cuenta la Proposicién 1 obtenemos

; (4.5)

—

ha(x) + €™ hg(z) = hg(z) + 2P, (z).
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La formula de Frullani para la integral de Lebesgue

Lo cual es equivalente a
g 1— 6271'1'['330 _
hﬁ(gj) = 1— egﬂ-iax h(!(x)

Sea G(B) = fjoo g(x + B) — g(x) dz. Notemos que

oo

hg(0) = / hg(x)e 2O g — / hp(x)e’ dx

— 00 — 00

+oo
— [ e +5) - glz)ds = G)

— o0

Entonces

) 1— e27ri6:v -
G(B) = lim (1 —awiar ha(x))
) 1— 6271'1'6;6 o~
- (ilﬂ% 12> (Jim (2

_ (Hm 0— ewaﬁz(ngﬁ)) (ﬁ;(o))

0 () — 270z (2iq)

Tomemos a =1 y sea A = G(1). Entonces
G(B) = AB.

Ahora, haciendo el cambio £ = u + 3 se tiene

+o0 +oo
(a—B)A=G(a—B)=/ g<x+a—/3>—g<m)daz=/ o(u+a) — glu+ B) du.

— 0o — 0o

Por lo tanto

+oo
/ g(z +a) — gz + B) dz = Ao — ).

— 00

Cabe mencionar que, a diferencia de la aplicacion directa de la formula (2), en la que esta depende
solamente de la continuidad de f’(x) y la existencia de lim, o f(z), para “esta version” de la
Integral de Frullani que emplea la Integral de Lebesgue y la Transformada de Fourier, basta ver que
(f(ax) — f(bz))/x es Lebesgue-integrable en [0, 00). Entonces, para todos los resultados obtenidos
en las secciones previas, bastara ver que la expresion (f(ax) — f(bx))/x de la funcion f(z) en
cuestion, es Lebesgue-integrable en [0,00) para los reales positivos a y b. Resaltemos en esta
prueba, el empleo de la Transformada de Fourier.
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La formula de Frullani para la integral de Lebesgue
4.1 Ejemplo

4.1. Ejemplo

A continuacion se presenta un ejemplo obtenido mediante la aplicacion del Teorema 8.

18. Sea f(z) = %Q(I) Entonces debemos probar que F(x) = M con a,b > 0 es
Lebesgue integrable en [0, 00). Primero veamos que fi(z) = % es Lebesgue integrable en el

intervalo [0, c0) con a > 0.

sen(zx)

Siendo u = y v = sen(z), integramos por partes

x T

/sen(x)cos(x) o sen*(@) /cos(x);en(x) ot /senQ(I) .

x2

que es equivalente a

T T

) [senteleoste) sen?(x) | / S (@) g,

22
Anadiendo los limites de integracion tenemos

> sen(x)cos(x) sen?(x)
2 /0 a

xr =
T T

oo o) 2
n / sen 2(ac) .
0 0 z

Ademas, usando el hecho de que [;° sen(z)eos(@) o — =, obtenemos

0 T

/OO sen?(x) deo sen?(x) |
0

x2 2 x

0

2
Notemos que 0 < |%(m)| < 1, que cuando x se acerca a infinito, 1 va a cero. Por lo tanto
sen?(x) sen?(x)

limy 00 = 0. Ademaés lim,_,q

0. De aqui que

00 (o2
/ sen®(x) dee T
O 2

2

Como la integral definida de fi(x) sobre el intervalo [0,00) es finita, concluimos que fi(z) es
integrable en el sentido de Lebesgue en ese intervalo.

Haciendo un proceso analogo tenemos que fo(z) = % es Lebesgue integrable en [0, 00) con
b > 0, que por el Teorema 5, fi(x) — fa(x) = M es Lebesgue integrable. Por lo tanto

F(z) es Lebesgue integrable en [0, 00).

De acuerdo al Teorema 8, se tiene que

> sen?(ax) — sen®(bx) , a
/0 dx = ALn <7) .

x2
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Capitulo 5
Una Aplicacion

En esta secciéon veremos una aplicacion de la formula de Frullani. Dado que el objetivo es mostrar
la utilidad practica de la Formula de Frullani, algunos de los siguientes teoremas son enunciados
sin su respectiva demostracion. Los conceptos y resultados siguientes se pueden encontrar en [19].

5.1. Preliminares

Definicion 17. El espacio muestral asociado a un experimento es el conjunto que consiste de todos
los posibles puntos de muestra.

Definicion 18. Una wvariable aleatoria es una funcion con valores reales y dominio un espacio
muestral.

Definicion 19. La distribucidn de probabilidad de una variable aleatoria es una funcion que asigna
a cada suceso definido sobre la variable, la probabilidad de que dicho suceso ocurra.

Definicion 20. Sea Y una variable aleatoria. La funcion de distribucion de 'Y, denotada por F(y),
es tal que F(y) = P(Y <vy) para —oo < y < +00.

Teorema 10. Si F(y) es una funcion de distribucion, entonces
1. F(—o0) =limy, o F(y) =0
2. F(4o00) =limy 4 F(y) =1
3. F(y) es una funcion no decreciente de y.

Definicion 21. Una variable aleatoria se dice discreta si su imagen consta de un numero finito
de valores o es un conjunto infinito numerable.

Definicion 22. Una variable aleatoria Y con funcion de distribucion F(y) se dice continua si
F(y) es continua para —oo < y < +00.

Definicion 23. Sea F(y) la funcion de distribucion de una variable aleatoria continua Y. Entonces

f(y), dada por
dF (y)

f(y)zW:F’(y)

es llamada funcion de densidad de probabilidad de'Y (o simplemente funcion de densidad) donde
b Yy
Pla<y <t = [ f)dy y Fo) = [ o
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Una Aplicaciéon
5.1 Preliminares

Proposicion 2. Si f(y) es una funcion de densidad para una variable aleatoria continua, entonces
1. f(y) = 0 para todo y, —oo < y < +oo.

2. [T fy)dy = 1.

Definicion 24. Una distribucion mizta es una mezcla de dos o mds distribuciones de probabili-
dad donde todas son distribuciones de probabilidad discretas o todas distribuciones de probabilidad
continuas.

Definicion 25 ([13]). Sea el tiempo de vida T una variable aleatoria continua con funcion de
distribucion F(t) en el intervalo [0,00). Su funcion de supervivencia es se define como

o0
aw:muwwnzf flu)du=1— F(t).
t
En otras palabras, la funcién de supervivencia es una funciéon que da la probabilidad de que un
paciente, dispositivo u otro objeto de interés sobreviva més alld de un tiempo determinado.

Definicion 26 ([3]). La distribucion log-logistica (conocida como distribucion de Fisk) es una dis-
tribucion de probabilidad continua para una variable aleatoria no negativa. Su funcion de densidad

de probabilidad es
(B/a)(z/a) !
1+ (z/a)?)?
Para los fines précticos de esta seccion es importante mencionar su funcién de supervivencia que
es go

[z o, B) =

S(z) =1— F(t)

Definicion 27. Si una familia de distribuciones probabilisticas es tal que existe un pardmetro s
para el que la funcion de distribucion satisface

F(a;s) = F(x/s;1),
entonces a s se denomina pardmetro de escala.

Se denomina de esta manera ya que su valor determina la “escala” o dispersion estadistica de
la distribucion de probabilidad. Si s es grande, entonces la distribucion estara mas dispersa; si
S es pequeno entonces estard méas concentrado. Una funcién con parametro de escala se puede
representar de la siguiente manera:

f(zla)
donde z es la variable independiente, a es el parametro de escala y “|” indica que a es un parametro
de la funcién. Ademas, f es una funcion de densidad.

Definicion 28. Las distribuciones que tienden a representar mejor los datos del tiempo de vida
se denominan distribuciones de vida.

Un ejemplo de distribucion de vida es la distribucion exponencial, esta tiene como funciéon de
densidad f(z) = Ae =,

Definicion 29. En estadistica, la censura es el fendmeno que ocurre cuando el valor de una
observacion sdlo se conoce parcialmente.

Esta no debe confundirse con el truncamiento, pues con la censura se sabe que las observaciones
censuradas superan cierto umbral y esa informaciéon parcial puede usarse a la hora de modelar
estadisticamente un fenémeno, contrario al truncamiento que se descartan enteramente las obser-
vaciones.
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Definicion 30. En estadistica, la funcion de verosimilitud (o, simplemente, verosimilitud) es una
funcion de los pardmetros de un modelo estadistico que permite realizar inferencias acerca de su
valor a partir de un conjunto de observaciones, es decir, se define como la densidad conjunta
evaluada en las observaciones muestrales.

En el calculo de la funcion de verosimilitud interviene el producto de las probabilidades individuales,
por lo que habitualmente se toman logaritmos, ya que estos transforman los productos en sumas
y los cocientes en restas. Asi, habitualmente veremos Log-verosimilitud, que no es més que el
logaritmo de la verosimilitud. Al tratarse de productos de probabilidades la funcién de verosimilitud
serd siempre menor que 1 y por tanto su logaritmo sera negativo. De aqui que la Log-verosimilitud
negativa (-Log-verosimilitud) sea el logaritmo de la verosimilitud con un simbolo menos al frente.

5.2. Aplicacion

Los resultados de esta seccion fueron tomados de [4].
Supongamos que F': [0,00) — R es tal que

lim F(z) =0, lim F(z) =1.

z—0 T—00

De la expresion (2) se tiene

* Flax) — F(br) .
/O — " da = [F(s<) - F(0))Ln ( )

r = 1.

=
1 OOF(cwc)—F(ch)d
Ln (%) /o v

Sin pérdida de generalidad, a > b, y sea F' la funcién de distribuciéon de una distribucién de

supervivencia. Entonces

F(ax) — F(bx)

g(x) = ————— (5.1)
Ln(a/b)x

es una funciéon de densidad, donde la variable alaeatoria X > 0 si F’ es una funcién monétonamente

creciente en su argumento y es no negativa, F' debe obedecer estas condiciones para ser una funcion

de distribucién valida. B
Note que (5.1) se puede escribir en términos de su funcion de supervivencia F' =1 — F, donde

_ F(bx) — F(ax)

g(x) = W (5.2)

Observemos que

F(az) — F(bx) _ [y (™) du

Ln(a/b)x Ln(a/b)x

y ademas

1 0F (uz) _ 10F(uz) _ f(z|u)

x  Ou w dxr  u
Por tanto Flaz) — F(bo) f“(M) "

b u

Note que (2) se sigue rapidamente de (5.3).

La ecuacion (5.3) muestra que (5.1) es la funcion de densidad de una distribucién mixta, al
permitir que el Logaritmo del cociente de los factores de escala de una variable aleatoria de una
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distribucion de supervivencia sea una variable aleatoria U en el rango (a,b), con pdf 1/u.

Respecto a la notaciéon, es conveniente referirse a f como la funciéon de densidad “padre”, y g
como la funcién de densidad “hija”, y dar a las distribuciones hijas nombres como “distribucién
Fl-gamma”. Las funciones de densidad padre se escriben como f(t|u), donde u es el factor de
escala. Los parametros de escala (a,b) se omiten en las funciones de densidad hijas g(t).

En resumen, se mostro que la féormula de Frullani resulta de mezclar una distribuciéon de vida al
permitir que el Logaritmo del cociente de los factores de escala se distribuya uniformemente en un
rango finito. Esto da una clase de distribuciones de cola larga relacionadas con las distribuciones
de barra, donde la funcién de densidad se expresa simplemente en términos de la funcion de
supervivencia de la distribucién padre.

El uso de las distribuciones mixtas para la inferencia se ejemplifica ajustandolas a varios conjuntos
de datos (como se harda a continuaciéon) y se espera que haya muchas aplicaciones, en salud,
confiabilidad, telecomunicaciones, finanzas, etc.

Para la distribucion Log-Logistica con funcién de supervivencia S(t) = 1/(1 + z%) (toman-
do B8 = 1 con respescto a la definicion), siendo b = 1 y r = a/b sustituimos en (5.2) para asi
tener
sy = (a7 = (1 ()
Ln(r)z ’

y en la integracion

- In{(1+27%)/(1 4 (xt)~®

Gy = L)/t )}

alLn(r)

Esta tltima expresion se debe a que, cuando ajustamos datos de supervivencia censurados,
también necesitamos la funcion de distribuciéon G correspondiente a la funcién de densidad de
probabilidad g, o la funcién de supervivencia, que como vimos es G = 1 — G. Generalmente esta
disponible como una funcién especial, y si no, puede evaluarse como una integral.

Ahora, para ilustrar el uso de las distribuciones mixtas de Frullani en el analisis de super-
vivencia, se analiz6 un conjunto de datos de Klein y Moeschberger 2003, seccion 1.14. A partir de
entrevistas, se encontré el tiempo en semanas hasta el destete de los primogénitos de 927 madres
jovenes, junto con algunas covariables como la raza (blanca, negra u otra), si la madre fumaba
al nacer el bebé, escolaridad de la madre, condicién econémica, entre otras. La censura es ligera;
algunas madres dejaron de amamantar antes de destetar al bebé (cambiaron a la alimentacion
con biberén u otros métodos). El conjunto de datos esta disponible en el sitio web de los autores.
Existe evidencia de redondeo en el nimero de semanas , pero los datos son utilizables. La Tabla
5.1 muestra la Log-verosimilitud negativa para los ajustes de algunos modelos adecuados como
anteriormente se hizo con el modelo Log-Logistico a los datos, sin covariables. Se puede observar
que los modelos mixtos se ajustan considerablemente mejor que los modelos convencionales. La
Figura 5.1 muestra la funcién de riesgo del modelo Log-Logistico mixto de Frullani, con intervalos
de confianza del 95%. La funcion de riesgo disminuye y luego aumenta nuevamente después de
aproximadamente 50 semanas. Klein y Moeschberger también lograron percibir esto, y es la razén
por la cual los modelos mixtos funcionan tan bien aqui. Después de una cola de destete lento, la
mayoria de las madres que atin amamantan, destetan al bebé después de un ano y solo algunas
continian por méas tiempo. Este tipo de comportamiento, de una larga cola que, finalmente se
desvanece, encaja bien en estos modelos mixtos. La Tabla 5.2 muestra las estimaciones obtenidas
mediante el uso del modelo Log-Logistico mixto de los parametros de las covariables, los errores
estandar (o coeficiente de variacion segin el caso) y los intervalos de confianza del 95%. La
Log-Verosimilitud aumenté en 7,84 al sumar las covariables, siendo algunas estadisticamente
significativas. Los resultados obtenidos son similares a los de Klein y Moeschberger.
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5.3. Tablas y figuras
’ Modelo \ -Log-Verosimilitud \ Parametro de forma \ a \ b ‘
Exponencial 3409.29 1 0.0594826 | n/a
Exponencial mixta 3406.36 1 0.108615 0.0359083
Weibull 3408.56 0.970074 0.0602816 | n/a
Weibull mixta 3388.41 2.01358 0.482310 | 0.0152277
Gamma 3409.27 0.992376 0.0590219 | n/a
Gamma mixta 3379.93 5.35736 3.90543 0.0865375
Lognormal 3402.77 1.17603 0.106397 | n/a
Lognormal mixta 3374.38 0.403807 0.856643 0.0173032
Log-Logistica 3429.32 1.43847 0.101974 | n/a
Log-Logistica mixta | 3372.66 7.38682 1.06599 0.0159815

Tabla 5.1: Log-verosimilitudes y valores de pardmetros, ajustados para modelos de supervivencia
ajustados a los tiempos de destete de Klein y Moeschberger (sin incluir covariables).

’ Parametro \ Estimacion \ Error estandar \ 95% IC ‘
Forma a 6.60933 0.2308 (CV) (4.204491, 10.389665)
Escala a 1.70841 0.2101 (CV) (1.131659, 2.579107)
Escala b 0.027619 0.2512 (CV) (0.016881, 0.045187)
Raza: negra -0.155922 0.07564 (-0.304182, -0.007663)
Raza: otra -0.0009 0.09047 (-0.178226, 0.176426)
Fumar al nacer | -0.109407 0.06312 (-0.233113, 0.014300)
Escolaridad 0.0440546 0.01878 (0.007238, 0.080871)
Pobreza 0.196038 0.07658 (0.045936, 0.346140)

Tabla 5.2: Estimaciones de parametros para el analisis de datos de destete de Klein y Moeschberger,
con errores estandar (o coeficiente de variacion donde esté marcado) e intervalo de confianza del
95 %.
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Figura 5.1: Funcién de riesgo de la distribucién Log-Logistica mixta de Frullani para el conjunto
de datos de destete de Klein y Moeschberger.
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Conclusion

La integral es de gran importancia y desempena un papel esencial e importante para la ciencia
y la tecnologia moderna, sencillamente serian imposibles sin ella. Las leyes de la naturaleza se
expresan mediante ecuaciones que involucran funciones y sus derivadas e integrales, es por ello la
importancia que tienen las integrales y el estudio de ellas.

La formula de Frullani ha sido ampliamente estudiada y al parecer tiene algunas aplicaciones en
otras ciencias relacionadas con la matematica, por ejemplo en la estadistica y la fisica. No solo
son importantes expresiones como (2) o (4.1), sino las expresiones derivadas de ella, tales como
la gran serie de ejemplos que podemos encontrar en esta tesis ya que, bajo diferentes condiciones
que las funciones involucradas satisfacen, ademés de las integrales empleadas, estas podrian ser de
ayuda en el desarrollo de otras areas y aplicaciones, como se mencion6 anteriormente. Un ejemplo
de ello es la expresion (5.2), que resulta de mezclar una distribuciéon de vida al permitir que el
Logaritmo del cociente de los factores de escala se distribuya uniformemente en un rango finito.
Esta es una distribucién mixta de cola larga donde la funcién de densidad se expresa en términos
de la funcién de supervivencia y se usan ajustandolas a varios conjuntos de datos y se espera
tenga muchas aplicaciones.

Es importante enfatizar el uso de dos integrales (la de Riemann y la de Lebesgue) para la obtencion
de dos demostraciones distintas bajo distintas condiciones para la funcion f(z), pues dependiendo
el problema que tengamos, una puede ser mas conveniente que la otra o incluso la dnica forma
de proceder. Cabe mencionar que se conoce una demostraciéon mediante el uso de la integral de
Denjoy-Perron, pero su analisis y puesta en préactica se espera pueda ser posible para un trabajo
futuro.
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