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Introduccion

El estudio de los grupos discretos de PSL(2,C) fue iniciado de manera independiente por
F. Schottky, F. Klein y H. Poincare a finales del siglo XIX como una forma de estudiar de
forma cualitativa las soluciones a ecuaciones diferenciales de Ricatti. A finales del siglo XX, a
partir de los trabajos de W. P. Thurston que conecta este tipo de grupos con el estudio de las
tres variedades, véase [40], y los trabajos de R. Penrose en Teoria de Cuerdas que en la base
Matematica pasan por el uso de superficies de Riemann, véase [42], es que el estudio de los grupos
discretos de transformaciones de Mobius que actiian en la esfera de Riemann se convierten en
un tema central dentro de la Matematica.

Uno de los grandes problemas dentro del estudio de grupos de transformaciones de Mobius
que estd abierto es decidir cuando un subgrupo de transformaciones de Mdobius es discreto o
no, para darse una idea de lo complicado de este problema M. Kapovich muestra que este es
un problema indecidible en términos computacionales véase [25]. Uno de los primeros intentos
para resolver este problema fue dado por T. Jgrgensen quien en [23] propone una desigualdad
que es una condicién necesaria para que un subgrupo no elemental de PSL(2,C) generado por
dos elementos sea discreto (un grupo G < PSL(2,C) se dice no elemental si su accién en la
esfera de Riemann no tiene puntos con orbita finita). Motivado por este resultado e inspirado
por su trabajo en Teoria de Nudos R. Ryley propone en los 70’s estudiar la discretes de grupos
no elementales generados por dos transformaciones parabdlicas, lo cual via conjugacién equivale
a estudiar el conjunto de pardmetros z € C para los cuales el grupo generado por elementos

(o) = 24 a =41}

1 q

es discreto, dicho conjunto de parametros es conocido como la Rebanada de Riley. Via el uso de
la computadora Riley muestra que el grupo fundamental del nudo ocho aparece en la frontera
de este conjunto y conjetura (entre otras cosas) que su frontera es una curva fractal, aunque una
prueba completa de esto tuvo que esperar hasta los trabajos de L. King, C. Series y Y. Komori
[26, 28] [40].

Figura 1: Rebanada de Riley. Imagen de David Wright hecha en 1992.

El objetivo inicial de esta tesis es generalizar en dimensién superior las ideas de Riley, i. e.
tratar de entender condiciones bajo las cuales un grupo de PSL(3, C) “no elemental” generado por
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dos elementos “parabdlicos ”es discreto. Es de resaltar que en el caso de grupos biholomorfismos
que preservan la bola unitaria en C? hay importantes avances debidos a J. Parker y P. Will
quienes en [36] generalizan la rebanada de Riley, obtienen un espacio de pardmetros, una regién
donde los grupos asociados son discretos e incluyen como ejemplo a una representacion del grupo
fundamental del complemento del nudo ocho en PU(2,1). Ante la falta de objetos geométricos
y/o herramientas analiticas “adecuadas”para generalizar las ideas de L. King, C. Series y Y.
Komori ahora en PSL(3,C), el problema de estudiar la naturaleza geométrico analitica de la
rebanada de Riley se convierte en un problema dificil de tratar. Por tal motivo y regresando a
las ideas que inspiraron a Riley, i. e. el estudio de grupos de nudos hiperbdlicos, en esta tesis
se construye un método Tedrico-Computacional para calcular las representaciones de grupos
de “enlaces”y se verd como esto implica la reaparicién del grupo fundamental del nudo ocho
en la generalizacién de la Rebanada de Riley (Véase Corolario . Hay que mencionar
que E. Falbel en [12] propone un método computacional (basado en una generalizaciéon del
método de Thurston et. al. para calcular representaciones de grupos de enlaces) para construir
representaciones de grupos fundamentales de 3-variedades de volumen finito lo cual incluiria
la propuesta de este trabajo, sin embargo hay que mencionar que la construccién de E. Falbel
tiene dos limitantes que la que aqui se presenta no, la primera es que el niimero de ecuaciones a
resolver para encontrar las representaciones crece de forma exponencial con respecto al “nimero
cruces’del enlace (la nuestra crece de forma polinomial véase Teorema y la segunda
es que el método de E. Falbel no calcula todas la representaciones (Véase Teorema y
Tesis Doctoral Alex Ucan [47]), estas limitantes aparecen debido a que E. Falbel considera un
espectro mas amplio de tres variedades ya que busca entender cuando estas son la frontera de
una 2-variedad compleja, véase [10].

Este trabajo de tesis se divide en dos partes: una computacional, donde mediante la ayuda
de programas computacionales se obtiene informacién que rendird cuentas respecto a las repre-
sentaciones que se construiran; la segunda parte es una construccion basada en el concepto de
Quandle que generaliza el trabajo de Inoue y Kabaya véase [21] y que nos permite encontrar de
manera mas “eficiente” tales representaciones.

La tesis esta organizada de la manera siguiente: En el primer capitulo se describen los
elementos principales de la Geometria Proyectiva, la Teor{a de Nudos asi como sus resultados
bésicos. También se introducen los conceptos bésicos de la Teoria de Quandles y los resultados
que relacionan a los nudos con esta estructura algebraica, se construye el quandle parabdlico
de PSL(2,C) y usando este quandle se ejemplifica como se obtiene la representaciéon del grupo
fundamental del complemento del nudo ocho en PSL(2,C).

En el segundo capitulo se plantea la importancia de la descomposicién QR (se enuncia su
Teorema), como se utiliza para obtener la Descomposicién de Iwasawa y posteriormente se dan
los programas que generan tales descomposiciones los cuales seran la base para poder estudiar
las representaciones irreducibles del nudo ocho.

En el tercer Capitulo se construye un Quandle isomorfo a la clase de conjugacion del elemento
parabdlico unipotente

1
P=1|0
0

O =

0
1
1

llamado Quandle parabdlico unipotente de PSL(3,C). Para tal construccién fue necesario
recurrir a algunos resultado sobre espacios homogéneos (véase Apéndice [C)) y a la Descomposi-
cién de Iwasawa (véase Teorema , también se define la rebanada de Ryley Compleja y se
dan algunos resultados.

En el Cuarto Capitulo se usa el Quandle Parabdlico Unipotente para obtener coloraciones
del Quandle Fundamental del nudo ocho en él, posteriormente mediante la aplicacién de un
programa (cuya algoritmo estd descrito en el Apéndice @[) se obtienen sistemas de ecuaciones
mas agradables y con menos variables que en el caso de E. Falbel y cuya solucién arroja las
representaciones irreducibles del grupo fundamental del nudo ocho en PSL(3, C).
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Preliminares

En este capitulo se daran definiciones y resultados bésicos que se emplearan a lo largo de
toda la tesis. Entre los temas a tratar se encuentran: Geometria Proyectiva, Enlaces y Quandles.

1.1. Geometria proyectiva compleja

Definicién 1.1.1 (Véase [5]). Se define el espacio proyectivo complejo de dimensidn n, como
CP" = (C™*1\ {0})/C",

donde C* actia en C™' mediante la multiplicacion por escalar usual.

Lema 1.1.2. FEl espacio proyectivo complejo CP" es una variedad compleja de dimension n
compacta y conezxa.

Definicion 1.1.3. Sea
[, : crtt \ {0} — CP"

la funcidén cociente, entonces un subconjunto no vacio H de CP" se dice que es un subespacio
proyectivo de dimension k si existe un subespacio H de C"*+! de dimension k+1 que es C—lineal
y tal que [H|, = H.

Lema 1.1.4. Sea H subconjunto de CP", se define

(H) = ﬂ{l C CP™| I es un subespacio proyectivo y H C 1},
asi (H) es un subespacio proyectivo. En particular, sip,q son puntos distintos de CP™, entonces
{{p,q}) es el dnico subespacio complejo propio que pasa a través de p y q.

Definicién 1.1.5. El subespacio proyectivo complejo ({p,q}) se define como la linea proyectiva
compleja entre p y q y se denotard por pq.

Teorema 1.1.6 (Véase [5]). El grupo de automorfismos proyectivos es:
PSL(n+1,C) := GL(n +1,C)/(C*)"* = SL(n + 1,C) /Z,,

donde (C*)"*! se considera como el subgrupo de matrices diagonales con un solo eigenvalor
distinto de cero y la accion de Z,, (vista como las raices n-esimas de la unidad) en SL(n+1,C)
dada por la multiplicacion por escalar usual.

Definicion 1.1.7. Sean
[[1] : SL(n+1,C) — PSL(n+ 1,C)

la funcion cociente, g € PSL(n+1,C) y g € SL(n+1,C). Se dice que g es un levantamiento de
g si existe una raiz n-esima p del determinante de g tal que [[ug]] = g-
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Lema 1.1.8. FEl grupo PSL(n+ 1,C) actia en CP™ de manera transitiva, efectiva y por biholo-
morfismos, ademds tiene la propiedad de mandar lineas proyectivas complejas en lineas proyec-
tivas complejas.

Definicién 1.1.9 (Véase [B]). Un elemento g € PSL(3,C) se dice parabdlico si tiene un le-
vantamiento que mo es diagonalizable y cuyos valores propios son de norma uno. El elemento
g se llama eliptico si tiene un levantamiento que es diagonalizable y cuyos valores propios son
unitarios y se dice que g es loxodromico en cualquier otro caso.

Definicién 1.1.10 (Véase [30]). Sea G un subgrupo de PSL(n + 1,C), se define

1. El conjunto Lo(G) como la clausura del conjunto de puntos en CP™ con grupo de isotropia
infinito.

2. El conjunto L1(G) como la clausura de los puntos de acumulacion de las orbitas Gz para
cada z en CP™ \ L.

3. El conjunto Lo(G) es la clausura del conjunto de puntos GK donde K corre sobre todos
los conguntos compactos en CP™ \ {Lo(G) U L1(G)}.

4. El conjunto limite de Kulkarni de G se define como:
Ay (G) i= Lo(G) U L1 (G) U Lo(G).
5. La region de discontinuidad de Kulkarni de G es
Qe (G) = CP"\ A, (G).

1.1.1. Curva de Veronese
Definicién 1.1.11 (Véase [4]). El encaje de Veronese se define de la manera siguiente
¥ : CP* — CP?
U([z,w]) — [22, 22w, w?).

La imagen de este encaje es conocida como la curva de Veronese.
Proposicién 1.1.12 (Véase []). Se define v : PSL(2,C) — PSL(3,C) por
a b a® ab b?
L ([c d}) = |2ac ad+bc 2bd| . (1.1)
c? dc d?
Entonces:
1. La funcion ¢ es un morfismo inyectivo de grupos.

2. El morfismo ¢ preserva el tipo i.e. ¢ envia elementos elipticos en elementos elipticos y
similarmente para elementos loxodromicos y parabdlicos.

3. 51T C PSL(2,C) es un subgrupo discreto, se tiene que t(I') es un grupo discreto.

4. La imagen de v es el grupo de biholomorfismo de CP? que preservan la curva de Veronese.

Teorema 1.1.13 (Véase [4]). Sea G un subgrupo discreto de PSL(2,C). Entonces

CP*\ Q. ((G) = [J T,., v(CP). (12)
z€A(G)

Donde T, P(CPY) es el espacio tangente de la imagen de CP! bajo el mapeo de Veronese en

el punto ¥(z) con z en el conjunto limite A(G) de G.

4
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1.1.2. Geometria hiperbdlica compleja

Definicién 1.1.14. Considérese la matriz hermitiana siguiente

1
H= L )
1

con I,_1 la matriz identidad de tamanio (n — 1) x (n — 1). Se define el grupo
U(n,1)={g€ GL(n+1,C): gHg" = H},
donde g* denota la matriz conjugada transpuesta de g y el producto hermitiano siguiente
(,):c"*t —c,
inducido por la matriz H.

Lema 1.1.15. El producto hermitiano { , ) tiene signatura (n,1) y el grupo U(n,1) es su grupo
de isometrias. Ademds la proyectivizacién PU(n, 1) del grupo U(n, 1) preserva la bola unitaria
compleja

HY := {[z] € CP" : (2,2) < 0}.

Ahora se define el conjunto limite de un subgrupo G del grupo PU(n,1) segin Chen y
Greenberg (Véase [0]).

Definicién 1.1.16 (Véase [0, B]). Sea G un subgrupo de PU(n,1). Se define el conjunto limite
de Chen-Greenberg como: o
Ao (G) = Gz N OHE,

donde x es cualquier punto en HE.

Definicién 1.1.17. Dado un subespacio proyectivo P C CP™ se define el conjunto siguiente
P+ = [{w e C"'| (w,v) = 0 para cada v € [P] '} \ {0}].

Teorema 1.1.18 (Véase [3],[34]). Sea G un subgrupo discreto de PU(n, 1), entonces el conjunto
limite de Kulkarni de G se puede describir como la union de los hiperplanos tangentes a OHE
en los puntos del conjunto limite de Chen-Greenberg de G, i.e.

A (G) = | »"

PEACG

Mads aun ., es el abierto mds grande en el que el grupo actia de manera propia y disconti-
nuamente.

Invariante angular de tripletes de puntos.

Se define un invariante angular para tripletas de puntos distintos p1, p2, p3 en BH%.

Definicién 1.1.19 (Véase [I8]). Sean p1,p2,ps en OHZ. Para los levantamientos P; de p; en
C3, el invariante de Cartan esta definido por

A(p1, p2,p3) = arg(—(P1, P2) (P2, P3)(P3, Py)).

Teorema 1.1.20 (Véase [I]). 1. Para cualquier terna de puntos p1,pa,p3 en aH% se tiene
que
—m/2 < Ap1,p2,p3) < /2.
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2. El invariante A(p1,pa,p3) = 7/2 si y solo si p1,ps y p3 estdn en la misma linea compleja.

3. El invariante A(p1,p2,p3) = 0 si y solo si p1,p2 y p3 estdn en el mismo subespacio real
totalmente geodésico.

4. Dadas dos tripletas de puntos p1,p2, D3 Y q1,q2, q3, se cumple que A(p1,pa,ps) =
A(q1,q2,q3) siy solo si existe A € SU(2,1) tal que A(p;) = q; para i =1,2,3.

Teorema 1.1.21 (Véase [13,[14]). Sea M el complemento del nudo ocho en S®, entonces existen
al menos tres representaciones o1, 09,03 : (M) — PU(2,1), donde la presentacion de w1 (M)
esta dada por

(g1,92,931 92 = [93, 91 '], 9192 = 9293),

cuyas imagenes son

I 1 3] ! 0 0
1 1 5 — 1%
oi(g1) = |0 1 —1 o1(g3) = 1 L 0j,
0 0 1 13 11
11 -1 ] 1 00
o2(g1) = [0 1 -1 o2(g3) = -1 L 0f,
0 0 1] I 1
1 1 f%' ! 0 0
o3(g1) =0 1 —1 o3(gs) = |3 — ¥l 1
00 1] Ry VA

Ademds las representaciones oo y o3 son conjugadas complejas i.e. 03 = T3.

Teorema 1.1.22 (Véase [10], [I4]). Se denota por T; el subgrupo de PU(2,1) que es la imagen
de o; para cada i =1,2,3.

1. El conjunto limite de T'1 es igual a todo S? .

2. El conjunto limite de T'y es un conjunto propio de la esfera S3.
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1.2. Enlaces

Definicién 1.2.1. EI subconjunto L C S? es un nudo si existe un homeomorfismo del circulo
St = {(z,9,0) € R3| N 1} en S? cuya imagen es L.

Definicién 1.2.2. Un enlace L es una coleccion ordenada finita de nudos que no se intersectan
entre si. Cada nudo L; se dice que es una componente del enlace. Se denotara por §L el nimero
de componentes de L.

En la figura [I.1] se presentan ejemplos de un nudo y dos enlaces respectivamente.

Figura 1.1: a. Nudo trébol; b. Anillos de Borromeo; c. Enlace de Hopf.

Se tiene una definicién de cuando dos enlaces son equivalentes

Definicién 1.2.3. Dos enlaces L = {Ly, Lo, ..., Ly} y L' ={L},L5,..., L.} son equivalentes
si se satisfacen las condiciones siguientes

1. Los enlaces L y L' tienen el mismo nimero de componentes, es decir m = n.

2. Existe un homeomorfismo de R en si mismo que preserva la orientacion que manda la
coleccion Ly U ---U L, en la coleccion Ly U---U L.

Definicién 1.2.4. Un nudo poligonal es aquel formado por una union finita de segmentos de
recta llamados aristas cuyos puntos extremos son los vértices del nudo. Un nudo es docil si es
equivalente a un nudo poligonal.

Definicién 1.2.5. Una orientacion para un nudo (o enlace) L es una direccion en la que se
recorre el nudo.

Definicién 1.2.6. Se considera la proyeccion paralela dada por
Pr:R3 — R3,

definida por Pr(z,y,z) = (2,9,0). Si L es un nudo (o enlace), se dird que Pr(L) = L esla
proyeccion de L, ademds si L tiene una orientacion, L hereda la orientacion de manera natural.
Un nudo (o enlace) L estd en posicion reqular si su proyeccidn satisface lo siguiente:

1. Los inicos puntos de cruce de L son puntos dobles.
2. Ningin punto doble es la imagen de ningin vértice de L.

La segunda condicién asegura que todo punto doble represente un punto de cruce genuino como
en la Figura [I.2]

Teorema 1.2.7 (Véase [41]). Todo nudo poligonal es equivalente bajo una rotacién de R® a un
nudo poligonal en posicion regular.

Definicion 1.2.8. La proyeccion de un nudo en posicion regular se dice que es una proyeccion
regular.
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Figura 1.2: Proyeccién Regular

De ahora en adelante durante toda la tesis se trabajara exclusivamente con nudos dociles
orientados y con sus proyecciones regulares, tomando en cuenta que: “en los puntos de cruce
se dibujara la proyeccién de tal manera que parezca cortada, indicando asi que parte pasa por
abajo y cudal por arriba.

Definicién 1.2.9. A una proyeccion dibujada de la manera anterior la llamaremos diagrama
regular.

Definicién 1.2.10. Sea D el diagrama regular de un nudo L. Un arco de D es un camino que
se extiende desde un cruce por arriba hasta el siguiente cruce por debajo.

Definicién 1.2.11. Sea D el diagrama regular de un nudo L y sea p un punto en D. Si al
recorrer el diagrama D a partir de p pasamos por los puntos de cruce, por arriba y por abajo de
manera alternada, decimos que el diagrama es alternante. Un nudo que posea al menos un
diagrama alternante es llamado nudo alternante.

Ejemplos de nudos alternantes son el nudo trébol y el nudo 8 (véase Figura|1.3).

Figura 1.3: Nudo trebol; Nudo ocho

La definicién de enlace alternante se sigue directamente de la definicién de nudo alternante,
y los anillos de Borromeo son ejemplo de un enlace alternado (véase Figura |1.4]).

Figura 1.4: Anillos de Borromeo
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Definicién 1.2.12. Dos diagramas D y D’ son llamados isotdpicos, si hay una familia suave de
difeomorfismos hy : R? — R? tal que cada hy(D) es un diagrama, con h1(D) = D' y hg = idg=.

Movimientos de Reidemeister (Véase Figura[1.5)):
= Tipo I: Agregar o remover un rizo.
= Tipo II: Agregar o remover dos cruces por arriba (por debajo) consecutivos.

= Tipo III: Movimientos triangulares

(Tipo 1) (Tipo 11)

P T1D

(Tipo III)

SN 7
/
/<\ / >\
Figura 1.5: Movimientos de Reidemeister

El teorema siguiente garantiza cuando dos enlaces son equivalentes.

Teorema 1.2.13 (Teorema de Reidemeister). Dos enlaces L y L' son equivalentes si y solo
st sus respectivos diagramas regulares estan relacionados por una sucesion finita de isotopias en
R? y de Movimientos de Reidemaster.

Definicién 1.2.14. Un diagrama de un enlace es tricolorable, si se puede asignar un color a
cada arco del diagrama, tal que

1. A cada arco le asignamos exactamente un color.
2. No podemos usar mds de 3 colores (fijos).
3. En cada cruce, sucede que todos los arcos tienen el mismo color, o todos distintos.

Definicién 1.2.15. Sea N C R™ una subvariedad compacta sin frontera. Para cada € > 0, sea
N¢ el conjunto de puntos en R" que distan de N menos que €. Llamamos a N, una vecindad
tubular de N en R™.

Definicién 1.2.16. (Véase [{1},[31]) Sean L un enlace, N(L) C S? la vecindad tubular de L en
S3 y 2o un punto en la frontera de N(L). El lazo que pasa por xo y que acota un disco en N(L),
es llamado el meridiano de L. La curva simple en la frontera de N(L) paralela ol enlace L se
le llama longitud de L.

Una discusién completa de la construccién de grupo fundamental de un espacio topoldgico
se puede consultar en [29], para esta tesis solo se utilizard el concepto de grupo fundamental del
complemento de un nudo, ya que obviamente no tiene sentido estudiar el grupo fundamental
del nudo porque todos los nudos son homeomorfos entre si y por tanto el grupo fundamental de
cualquier nudo serd isomorfo a Z. A su vez conocemos algo que si caracteriza a un nudo, que es
el espacio complementario del nudo (S* \ L) como espacio topolégico.

Definicién 1.2.17. Si L es un nudo (o enlace) y x cualquier punto en S*\ L, entonces el grupo
fundamental
1 (S*\ L, z)

es llamado el grupo del nudo (o del enlace) L.
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El Teorema siguiente debido a Wirtinger, es una forma esquematica til para describir el
grupo fundamental del un nudo (o enlace).

Teorema 1.2.18 (Presentacién de Wirtinger (Véase [31])). Sea L un enlace y D un dia-
grama regular de L, se designa por «; los arcos del diagrama regular. El grupo fundamental
71 (R3\ L) estd generado por las clases de homotopia de los lazos x; (correspondiente a cada ;)
y tiene la presentacion finita siguiente

T (SP\ L,x) = (x1,..., 20| r1y...,70),

donde los r; son las relaciones que subyacen de cada cruce (Véase Figura IE/

AN

T
—|—

— «— . Tit1 €T
] e - 1

[ Tk
— | —

. _ -1
Tyt Tj = TpTi41Ty

Figura 1.6: Vista frontal y aérea de un cruce con la relaciéon que dictamina.

Ejemplo 1.2.19. Grupo fundamental del nudo ocho en S3.

Se denotd al nudo ocho por &. De acuerdo con el Teorema de Wirtinger el grupo 71 (S \ &)
tiene como generadores al conjunto de lazos {g1, g2, g3, g4} indexados igual que los arcos a; y
las relaciones estan dadas en los cruces (Véase Figura , las cuales son

LI 9193 = 9392, (1.3)
T2 1 g492 = G394, (1.4)
T3 9391 = 9194, (1.5)
T4 g294 = g192. (1-6)

Figura 1.7

de ella. De (L.3) y (T4) se obtiene que g1 = g3gags ' ¥ g3 = gagagy ', al substituir ambos en
(1.5) se obtiene

949295 949295 929495 91 " = 929295 ' 929195 " 91 9a,

10
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simplificando se obtiene que
-1 -1 —1 _ -1 -1
94929294 929492 94 = 949294 929492
cancelando el término g4go se tiene
9201 1929195 ' 91" = 91 929495

se multiplica por la izquierda ambos lados de la igualdad por g4 y se obtiene que

949295 929495 91 " = 929495 "

Como g3 = g49294_1 se tiene entonces
-1 _ —1
939293 = 929492
puesto que g1 = 93929;;1,
91 = 929495

que es equivalente a

g192 = g294.-

Por lo tanto podemos prescindir de (L.6). Ahora, de (T.3) y (T.5) se tiene que g2 = g3 ‘9193 y
gs = gflgggl al substituir ambos en (1.4]), se tiene que

97939195 ' 9195 = 9391 ' 9391

Por lo tanto se obtiene que el grupo fundamental del complemento del nudo ocho tiene la pre-
sentacion siguiente.

m(S*\ &) = (91, 93] 91 '939195 ' 9195 = 9397 'g391) - (1.7)

11
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1.3. Quandles

Histéricamente los axiomas de la estructura algebraica de quandle fueron motivados por los
movimientos de Reidemeister, adicionalmente D. Joyce en su Disertacién Doctoral (Véase [24])
demuestra que el quandle fundamental es un invariante completo en la Teoria de Nudos.

Definicién 1.3.1. Un quandle es un conjunto X con una operacion binaria
X xX —X
que satisface las tres condiciones siguientes

1. Para cada a € X, a<a = a.

2. La funcion 1, : X — X, dada por m,(a) = a<b, es biyectiva para cualquier b € X. En todo
lo que resta del escrito se denotard a la operacion inversa de “<”como a<~1b = T,;l(a).

3. Para cada a,b,c € X se cumple que

(a<b)<c=(a<c)<(bac).

Definicién 1.3.2. Un subconjunto A del quandle X forma un subquandle si y solo si, A es
cerrado bajo la operacion “<”.

Definicién 1.3.3. Una funcion ¢ : X — Y entre quandles es un morfismo de quandles si
p(a<b) = p(a) @ p(b) para cada a,b € X,

donde < es la operacion de X y e la operacion de Y. Un morfismo de quandles se dice que es
un tsomorfismo de quandles si este es biyectivo.

Ejemplo 1.3.4 (Quandle Conj(G)). Sea G un grupo y H C G invariante bajo conjugacion,
se define la operacion binaria siguiente

conj: HxH— H
dada por

conj(g, h) := g conj h = h™*gh.

Entonces (H, conj ) es un quandle, que en lo que sigue se denotard por Conj(H).
Prueba. La idempotencia es clara. Ahora se muestra el seqgundo axioma de Quandle. Sea

™ :H— H,

la funcion dada por
g +— 7h(g) := g conj h.

Considérese g,v € H tales que
mh(g) = htgh = h™'rh = 7,(r),
luego g = r, y por tanto Ty, es inyectiva. Sea g € H, entonces
g=h"thgh™'h
= hgh™! conj h
= (m)(hgh™).

12
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De aqui que (13,) es sobreyectiva y por tanto es biyectiva para cualquier h € H. Su funcion
imversa esta dada por T{l(g) =g conj 'h = hgh~'. Para concluir que H es un quandle se debe
demostrar que (g conj h) conj k = (g conj k) conj (h conj k).
(g conj h) conj k = (h™*gh) conj k
=k 'h7lghk.

Por otro lado,
(k~'gk) conj (k~1hk)

= (k™ hk) " (k™ tgk) (k™ hk)
= (k7' E) (K gk) (K~ hE)
=k 'hghk.

(g conj k) conj (h conj k) =

Con esto se demuestra la afirmacion.

Ejemplo 1.3.5. Del ejemplo anterior se deduce que PSL(n+ 1,C) con la operacidn conj es un
quandle para cada n > 2. En particular, si se considera la clase de conjugacion de

11
p= [o 1] € PSL(2,C),

P ={g 'pglg € PSL(2,C)}.

Entonces P es un subquandle de PSL(2,C). Ademds cada elemento de P es de la forma
d -bl[1 1]Ja b] [1+dec d?
— al||0 1||c d| | =2 1—cdl|’

Proposicién 1.3.6. Eriste una biyeccion entre los espacios Py (C? \ {0})/{%1}, ademds
mediante esta biyeccion la operacién de conjugacion en P induce la operacion de quandle x en

(C%2\ {0})/{+£1} definida por

[a,b] * [c,d] = [acd + a — bc?, ad?® — bed + b). (1.8)
Demostracion. Es claro que la funcién

¢: P — (C°\{0})/{£1}
1+ab b? (1.9)
e e

—a?

es una biyeccién. Ademas

M 2 2
o ot oono (e = | P T ot [ RS

- 1
_ [1+ed a2 ] {lJrab b2 ][1+cd d2 }

Tl —¢® 1-cd —a? 1—ab —c? 1—cd
[ 14 (acd+a—be?)(ad?—bed+b) (ad?—bed-+b)*
| —(acd+a—bc?)* 1—(acd+a—bc?) (ad®—bed+b)
Aplicando la biyeccién ¢ se tiene el resultado. O

13
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Definicién 1.3.7 (Quandle Parabélico). El conjunto (C2\ {0})/{%1} con la operacion bi-
naria siguiente
[a, D]  [¢,d] = [acd + a — bc?, ad?® — bed + D) (1.10)

Y CUYa Operacion inversa es
[a,b] ! [e,d] = [a — acd + bc?, b — ad® + bed), (1.11)
es un quandle conocido como el Quadle Parabdlico y se denotard por Par (Véase [21]).

Ejemplo 1.3.8 (Quandle de Joyce-Matveev). Sean G un grupo, H un subgrupo de G y
p:G— G

un automorfismo de G, tal que p(h) = h para cada h € H. El espacio G/H con la operacidén
siguiente es un quandle:
x:G/HxG/H—G/H

dada por
aH xbH = bp(b~'a)H,

CUYa OPETACION INVETSA €S
aH 1 bH = bp~ ' (b ta)H.

Prueba. Se dard la prueba de la ley distributiva de los axiomas de quandle ya que los dos
restantes son inmediatos de la definicion.

(aH * bH) « dH = (bp(b~'a)H) * dH
=dp(d~'bp(b"'a))H
Por otro lado
(aH x dH) * (bH * dH) = (dp(d'a)H) * (dp(dilb) )
= 4o Dpl(dola™ ) dpld ) H
= dp( 0)p(p(b™ ) (p(d™) " dp(d™ ) pla)) H
= dp(d~"0)p(p(b™")p(a)) H
— dp(d~bp(b1a)) H.
Ejemplo 1.3.9 (Quandle n-Dihedral). Sea n un entero positivo, X = D,, = Z,/nZ y sean
i,7€4{0,1,...,n—1}. Se define la operacidn binaria
1% j:=2j —1imodn.
Entonces (D,,, *) es un quandle.

Ejemplo 1.3.10 (Quandle libre). Sea X un conjunto y F(X) el grupo libre generado por
X. Entonces el quandle libre en X es un subquandle Qf (X) de Conj(F (X)) que consiste de las
conjugaciones de los generadores de F(X).

Proposicién 1.3.11 (Propiedad universal (Véase [35])). Sea Qf(X) el quandle Libre de
conjunto base X y sea j : X — QF(X) la inclusion natural. Entonces para cada funcion
[: X — Y, déndeY es un quandle cualquiera, entonces existe un tunico morfismo de quandles
f:Qf(X) — Y que estiende a f, es decir, foj=f.

14
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Ejemplo 1.3.12 (Descripcién Algebraica del Quandle Fundamental de un Enlace).
Sea L un enlace y D el diagrama de L. Definimos el conjunto Ap = {aa,...,an} de todos los
los caminos del diagrama D y sea Gp el grupo libre generado por Ap. En cada cruce p del
diagrama convergen tres arcos, donde dos de ellos pasan por debajo digamos «; y o Y uno por
arriba o, a esta relacion se denota como: a; A = oy, donde o, es el arco que se encuentra
a la derecha con respecto a o y oy, el arco que se encuentra a la izquierda con respecto a o
(Véase Figum donde también se define la operacidn inversa).

Qj Qj
875 Qg 675 (&7
—|— —]—
O A0 = Qg ap o = o

Figura 1.8: Cruce positivo; Cruce negativo

Se denotd el conjunto de todas las relaciones para todos los cruces por Rp. Se define la siguiente
relacion de equivalencia en Gp: W1 ~ Wy si y solo si existe un niumero finito de transforma-
ciones sucesivas que transforman a Wy en Wo de a cuerdo con las reglas siguientes:

1. Para cada x € Gp: x<4x ~ x.
2. Para todo z,y,z € Gp: (x<qy) <z~ (x<2)<(y<z).
8. Para cada o € 1: 7o ~ 3,.

El conjunto de clases de equivalencia se denota por Q(Ap| Rp). Este conjunto es un quandle
con respecto a la operacidn [Wi] x [Wa] = [W1Ws], y es llamado el Quandle fundamental de L.

Ejemplo 1.3.13 (Descripcién Geométrica del Quandle Fundamental de un Enlace).
Sea L un enlace en S® y sea N(L) la vecindad tubular de L. Se define E(L) = S3 \ N(L) la clau-
sura de complemento de esta vecindad tubular. Fijamos un punto base xy, en E(L). Denotamos
por Q(L) el conjunto de todas las clases de homotopia de los caminos en el espacio E(L) con
punto fijo xy, y punto final en ON(L). Las homotopias entre tales caminos requieren que ten-
gan sus limites inferiores en ON(L) y sus limites superiores en el punto base (H(s,0) € ON(L)
mientras que H(s,1) = xp, para toda s € [0,1] y H(i,t) = a;(t) parai=0,1). Sia yb son tales
caminos, entonces existe un unico meridiano orientado py, que pasa por el punto inicial de b. A
Q(L) se le puede dotar de estructura de quandle, definiendo la siguiente operacion de caminos

aob=ab " ub.

Es decir, primero viajo sobre el camino a que va de la vecindad tubular al punto base luego se
retrocede por b hasta la vecindad tubular, luego rodea el meridiano una vez y sigue el camino b.

b
>
Figura 1.9: a o b = ab™ ! jupb.

Teorema 1.3.14 (Véase [31]). Los Quandles Q(L) y Q(Ap| Rp) son isomorfos.

Corolario 1.3.15. El Quandle Fundamental es independiente de la eleccion del diagrama.

15
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Teorema 1.3.16 (Véase [24] [35]). Sean L y L’ dos enlaces orientados en S*. Entonces L/ es
isotdpico ya sea a L o =L si y solo si existe un isomorfismo de quandles entre los quandles Q(L)

y Q(L).

Proposicién 1.3.17 (Quandle Fundamental del nudo ocho). El quandle fundamental del
nudo ocho tiene la presentacion siguiente

Q) =(a,7|y<a=ad(axy); asy=7<2(y<q)). (1.12)

Demostracion. Considérese el diagrama regular D del nudo ocho (Véase figura[l.10)), y sea Ap
el conjunto de todos los arcos de D, entonces el quandle fundamental del nudo ocho tiene cuatro
generadores {«, §,7,0}.

(9]

of

N

Figura 1.10: Diagrama regular del nudo ocho

De acuerdo con la descripcion algebraica del quandle fundamental, en cada cruce del diagrama
D se tienen dictaminadas las relaciones de la presentacién del quandle fundamental, es decir

Rl :a<y =0,
R2 v« =3,
R3 :v<a =4,
R4 :a<f=09.

El quandle fundamental tiene la presentacion siguiente
(o, B,7,0 | § =v<a, B=a<y,d=a<xf, f="7<6). (1.13)
Se sustituye el valor de 5y § en la relacién R2 y R4 respectivamente se tiene que

yda=ad(a<dy), (1.14)
ady=vy<d(y<a). (1.15)

Por lo tanto se tiene que la presentacién del quandle fundamental del nudo ocho es

Q(6) = (v |v<a=ad(ady), ady=7y<d(y<a)).

Lema 1.3.18 (Véase [2]). El Quandle fundamental de los anillos de Borromeo es:

(a,b,c|a<(cab) =a<c, ba(a<dc) =b<a, c<(b<a)=c<b)
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Definicién 1.3.19 (Grupo Asociado a un quandle (Véase [2])). Dado un quandle X, se
define el grupo asociado As(X) = (X| R) como el grupo cociente de el grupo libre F/(X) generado
por X, modulo las relaciones inducidas por la operacion de quandle,

R = {aconjb=>btabl a,bc X}.
Por construccion se obtiene una funcion
AS 1 X — F(X) — As(X),
tal que AS(a<b) = AS(a) conj AS(b).
Proposicién 1.3.20 (Véase [2]). Sean X, Y dos quandles y G un grupo, entonces:
1. Propiedad Universal. Si p: X — G satisface,
plaad) = (p(b) " p(a)p(b),

para todo a,b € X, entonces existe un unico morfismo de grupos b : As(X) — G tal que
p=hoAS.

X G

[}
7
/
AS P

b

As(X)

2. Funtorialidad. Todo morfismo de Quadles v : X — Y induce un morfismo de grupos
* : As(X) — As(Y), es decir, el diagrama siguiente conmuta

b* 0 ASx = ASy o .

3. Funtores adjuntos. El funtor As es el funtor adjunto de Conj. En otras palabras, existe
una biyeccion natural

Homg, (As(X), G) = Homqna (X, Conj(QG)).

4. Equivarianza. Considérese un morfismo de quandles v : X — Y. Puesto que ¥ induce
una morfismo de grupos ¥* : As(X) — As(Y), esto permite definir una accién derecha
de de As(X) en'Y dada pory-g:=y-y*(g). En este sentido la funcidn ¢ se vuelve una
funcion equivariante bajo la accion derecha de As(X).

Lema 1.3.21. Considérese al quandle de conjugacion P de matrices parabdlicas. Sea As(P) el
grupo asociado de P. Sea

i: P —s PSL(2,C)

la inclusion natural. De acuerdo con la Propiedad Universal de la Proposicion|1.3.2() se tiene
el diagrama conmutativo siguiente

P —~ PSL(2,C)

S, /

As(P).

Entonces & es sobreyectiva.
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En general, es dificil determinar explicitamente el grupo asociado de un quandle, pero en el
caso de los nudos se tiene el resultado siguiente.

Teorema 1.3.22 (Véase [35]). Sea L un enlace. El grupo asociado As(Q(L)) al quandle funda-
mental del enlace L es isomorfo al grupo fundamental w(S®\ L) del enlace.

Corolario 1.3.23. Sea G un grupo, L un enlace y D su diagrama regular, entonces
Homg, (m1(S*\ L), G) ~ Homgq(Q(L), Conj(G)).

Demostracion. Usando el Teorema anterior y de acuerdo con el Proposicion [1.3.20| parte |3| se
obtiene el resultado. O

Definicién 1.3.24 (Véase [35]). Sea X un Quadle, y D el diagrama orientado del enlace L.

1. Una X —coloracion de D es una funcion
C :{Arcos de D} — X

que satisface la condicion C(v.) = C(ag) * C(B¢) en cada cruce s de D.
2. Se denota el conjunto de X —coloracién de D por Colx (D).

Proposicién 1.3.25. Decir que el diagrama de un enlace es 3-coloreable (Véase Definicion
1.2.14]) es equivalente a tener una X —coloracion sobreyectiva C : Q(Ap| Rp) — X, ddnde X
es el quandle 3-dihedral (Véase Ejemplo .

Del Corolario [1.3.23] se tiene el resultado siguiente.

Corolario 1.3.26 (Véase [35]). Sea G un grupo, D el diagrama de un enlace L y X = Conj(G).
Entonces, existe una biyeccion

Coly (D) ~ Homg, (m (S* \ L), G).

El resultado siguiente garantiza una relacién biunivoca entre coloraciones en el quandle
parabdlico y las representaciones del grupo fundamental de un enlace en el grupo PSL(2, C).

Corolario 1.3.27 (Véase [2]). Sea L un enlace orientado en S®, D un diagrama regular de
L y C una coloracion para D con respecto al quandle parabdlico Par. Entonces se tiene una
representacion

pe :m(S*\ L) — PSL(2,C)

inducida por la coloracion C que envia meridianos en elementos parabdlicos. Reciprocamente,
sea
p:m(S*\ L) — PSL(2,C)

una representacion que envia meridianos en elementos parabdlicos, entonces se puede definir
una coloracion C, de D respecto al quandle Par tal que la representacion inducida en PSL(2, C)
coincide con p.

Como aplicacién del teorema anterior se calcula una representacién fiel, discreta y que envia
meridianos en elementos parabdlicos del grupo fundamental del complemento del nudo ocho en
PSL(2,C).

Proposicién 1.3.28. Salvo conjugacion, existen dos coloraciones irreducibles, C, y C, . del
quandle fundamental del nudo ocho en el quandle Par. Mds aun tales que coloraciones inducen
representaciones (p1 y pe respectivamente) fieles, discretas, que envian meridianos en elementos
parabdlicos y que satisfacen py = pa.
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Demostracion. Una coloracién del nudo ocho es una funcién del conjunto de arcos del diagrama
regular del nudo ocho al quandle parabdlico,

C:{a,v} — Par.

Tal que (Véase la Proposicién [1.3.17]),

C(7) *C(a) = (C(a) x (C(a) xC(7))), (1.16
Cla)xC(v) = (C(7) * (C(v) *C(a))) 1.17)

Designamos por
sy C(a) = [1,0]; C(v) = [0,1], (1.18)

para alguna t € C\ {0}, dénde ¢ esta bien definida salvo el signo. Al considerar las relaciones

y , obtenemos que
[0,¢] % [1,0] = [1,0] % ([1, 0] * [0, t]),
[1,0] % [0,¢] = [0,¢] % ([0,t] x [1,0]).

Que es equivalente a

[0,#] = ([1,0] * ([1,0] % [0,#])) *~* [1,0],
[1,0] = ([0, 8] * ([0, 2] = [1,0])) =" [0, ].

Operando acorde con la formula de la operacién de Pab se obtiene lo siguiente:

[0,¢] = [t* + 1% + 1,
[1,0] = [—t3,° + 3 + 1.

Consideremos las ecuaciones de la primera igualdad, puesto que son clases de equivalencia salvo
el signo, se inducen los siguientes sistemas de ecuaciones:

Caso Positivo.

1+2+t*=0 (1.19)
t=1t* (1.20)
Caso Negativo.
1+ 4+t =0 (1.21)
th=—t, (1.22)

Sustituyendo respectivamente ((1.20)) en (1.19) y (1.22) en (|1.21), obtenemos, que la solucién a
nuestro problema pertenece a la unién de los conjunto soluciones de los siguientes polinomios
cuadraticos

P 4+t+1=0; t*?—t+1=0. (1.23)
Entonces
o F1+iV3

Al substituir las soluciones en las Ecuaciones (1.20) y (|1.22) se obtiene que

 —1FiV3

t
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Ahora las representaciones se obtienen mediante el isomorfismo de quandles ¢~ (Véase (1.9))

y el Corolario [1.3.27] la cuales son:

ST i o VAR e i SR

Por [20] se sabe que son fieles discretas y que dotan de una estructura hiperbdlica completa al
complemento del nudo ocho. O

Proposicién 1.3.29 (Véase [2]). Salvo conjugacidn, existen exactamente dos coloraciones in-
yectivas, C, yC,, . del quandle fundamental de los Anillos de Borromeo en el quandle Par, que
inducen dos representaciones

01,02 : T (S*\ L) — PSL(2,C),

fieles, discretas y que envia meridianos en elementos parabdlicos. Mds aun 01 = 03.
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Descomposiciones QR, KAN y su
implementacion computacional

En este capitulo se presentan tres programas computacionales realizados en el lenguaje de pro-
gramacién de Python para calcular la descomposicién QR, la Descomposicion de Iwasawa de
manera simbdlica (usando la paqueterfa Sympy). Lo cual es necesario para el estudio de repre-
sentaciones irreducibles de un enlace (Ver Teorema .

2.1. Descomposiciéon QR

La descomposicién QR en matematicas es utilizada para la solucién de sistemas de ecuaciones
polinomiales por minimos cuadrados (ver [I7]), da un algoritmo numérico para determinar los
valores propios de una matriz cuadrada, en Teoria de la informacién resulta ser de gran ayuda
para el “movimiento”de datos entre diferentes niveles de la jerarquia de memoria (transferencia
de datos, Ver [44]) y en el caso de sistemas de identificacién optimiza el reconocimiento de
ciertos patrones para el mejor manejo de programas de filtrado transversal. En esta tesis la
descomposicién QR se usa para obtener la descomposicién de Iwasawa y posteriormente para
definir un quandle que permita calcular representacionesde grupos de enlaces de manera mas
“sencilla”. Desde el punto de vista computacional la descomposicién QR a sido implementada
en varios programas, como: Mathematica, Python, WXmaxima, etc. desafortunadamente tales
rutinas no funcionan bien con nimeros reales, complejos y mucho menos con simbolos [22] el
problema de base que provoca el mal funcionamiento en estas rutinas es que con llevan el uso
de reflexiones de Husholdem y reflexiones de Geves y eso provoca errores de simplificacion o
reduccién de términos. Por otra parte en esta tesis nos interesa el calculo de tal descomposicion
sobre matrices simbolicas lo que hace que los métodos anteriores no son tutiles por su naturaleza
geométrica. Por lo cual en esta tesis se recurre al Proceso de Gram-Schmidt para obtener la
descomposicién QR, parte de la dificultades de este proceso son la “inestabilidad numérica’y el
réapido consumo de la memoria (si no se programa de manera eficiente se consumen el nimero
permitido de caracteres simbdlicos [44]). Previo a la exposicién del programa se recordard que
es la Descomposicién QR y como se calcula en términos de Gram-Schmidst.

Teorema 2.1.1 (Descomposiciéon QR (Véase [16])). Dada una matriz g de n x n coeficientes
complejos, existen una unica matriz unitaria Q y una unica matriz triangulara superior tal que

g=QR,

donde una matriz unitaria es aquella que tiene por inversa su conjugada transpuesta.
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Capitulo 2

Teorema 2.1.2 (Descomposiciéon QR via Gram-Schmidt(Véase [16])). Sea g una matriz de
n X n coeficientes complejos y g = Q(g)R(g) la Descomposicion QR, entonces

(92,91)

(93,92 — 5-91)
(93.91) l91] ( (92,91) )
93— 5 91— ] g2— 5 g1
(92,91) lg1l (92,91) lg1l
Q(g) = L 2T |2* 911 '
(92.91) . -1
lorl - {g,—Sa2:93) g, | (Iga1-|ge— {22202 g, )
)
91 91
ol (oo ) (o0 1)
(92,91)
(92,91) 927 g1z
R(g)=1 0 ‘927 2 g1 93,
) o P
-1
(92,91)
0 0 <|gl| ) ’92 ~ Tloil? g1

El primer algoritmo aqui presentado calcula la matriz compacta de la Descomposicién QR de
una matriz B.

Algorithm 1: Descomposiciéon QR

1 import sympy;
2 function QR(A) ;
Input : B— Una matriz cuadrada en SL(3,C).
Output: Q— matriz compacta.
R— matriz triangular superior.
M = sympy.Matrix([[0, 0, 0], [0, 0, 0], [0, 0, 0]]);
G1 = A.col(0);
unl = sympy.sqrt((G1).dot(G1, hermitian = True));
UF1=G1/(unl);
G2 = A.col(1) — ((((A.col(1)).dot(G1, hermitian = True))/((unl) x x2)) x G1);
un2 = sympy.sqrt((G2).dot(G2, hermitian = True));
UF2 = G2/un2;
10 G3 = A.col(2) — (((((A.col(2)).dot(G1, hermitian = True))/((unl) x x2)) * G1) +
((((A.col(2)).dot(G2, hermitian = True))/((un2) x x2)) x G2));
11 un3 = sympy.sqrt((G3).dot(G3, hermitian = True));
12 UF3 = G3/un3;
13 M.colqel(0);
14 M < M.col_insert(0,UF1);
15 M.col_del(1);
16 M < M.col_insert(1,UF?2);
17 M.col_del(2);
18 M + M.col_insert(2,UF3);
19 Q = M,
20 R = ((Q.adjoint()) * A);
21 return (Q, R)

© W0 N O ok W

Es de comentar que ademaés de la optimizacién de caracteres tomamos particular cuidado con
el producto hermitiano puesto que mathematica y WXmaxima tienen dificultades con la conju-
gacién compleja.
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Descomposiciones QR, KAN y su implementacion computacional

2.2. Descomposicién de Iwasawa (KAN)

Una discusién completa de la descomposicién de Iwasawa puede consultarse en [19]. El teorema
siguiente de la descomposicién de Iwasawa esta escrito para el el caso de SL(3,C) y utiliza a la
descomposicion QR.

Teorema 2.2.1 (Descomposicién de Iwasawa en SL(3,C) (Véase [43])). La funcién mul-
tiplicacion
U:KxAx N — SL(3,0) (2.1)
(k,a,m) +— kan =g,

es un difeomorfismo, i.e. todo elemento g € SL(3,C) tiene una Unica expresidn como un producto
ordenado de tres elementos

9= k(g)-alg) -nlg),
donde k(g) € SU(3) se llama la parte compacta, a(g) € A se llama la parte abeliana (A consiste

de todas aquellas matrices diagonales de determinante igual a 1, cuyas entradas son positivas)
y n(g) € Heis(3,C) se llama parte nilpotente. Mds ain se tiene que

(92.91)
93_<93»g21> _<g3'g27 \§1I2} g21> _<g2,g21>g1)
e P e i
lg1 ] ‘924731”‘9%)91‘ (Igl\-|gz*<fﬁjzl>gl|)*1
191 0 0
_ (g92,91)
a(g) = 0 ‘92 g1 2 91 0 . ,1
(92,91) B
L 0 0 (lgll ) ‘92 - lg1]? g1
(92,91) (g3,91)
(91,91) ) (91,91)
77(9) = |o 1 [g1] (237g2>_(927gl><937291>
[911*(g2,92) —1(g2,91)|
10 0 1

Donde {g1, g2, g3} son los vectores columna de g.

Con la finalidad de exhibir como se usa la Descomposicion QR para obtener la la Descompo-
sicién de Iwasawa (Véase [43]) se comenta a continuacién la demostracién de el Teorema anterior.

De acuerdo con la con la Descomposicién QR (Teorema [2.1.1) se tiene que para cada g €
SL(3,C), este elemento se puede reescribir de manera tnica como

9=Q(g) - R(9),

donde Q(g) € SU(3) = {4 € GL(3,C)] A~ = a y Det(A) = 1} y R(g) es una matriz
triangular superior en C con entradas positivas en la diagonal principal. Si se considera a la
matriz a(g) como la matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal principal son iguales a las
entradas de la diagonal principal de la matriz R(g). Entonces

9=Q(9)alg) - (a " (9)R(g)) = k(g) - alg) - n(g),

es la Descomposicién de Iwasawa del elemento g € SL(3,C).
Dada una matriz ¢ € SL(3,C) el algoritmo siguiente calcula la matriz compacta k(g), las
entradas a11(g), a22(g) de la matriz a(g) y la diferencia de los coeficientes 112(g), 723(g) de la
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Capitulo 2

matriz n(g) y para tal tarea se utiliza el algoritmo de la Descomposicién QR.

Algorithm 2: Descomposicion de Iwasawa.

1
2

o N O A W

import sympy;

function KAN(A) ;

Input : B— Una matriz cuadrada en SL(3,C).

Output: K— matriz compacta.
a11(B), azz(B)— coeficientes de matriz abeliana A.
293(B) = (n23(B) — ma2(B))— diferencia de los coeficientes de la matriz

nilpotente N.

(Q",R') = QR(B);

K =Q

z1 + ((A.col(1)).dot(G1, hermitian = True))/(unl * *2);

22 + ((A.col(2)).dot(G2, hermitian = True))/(un2 * *2);

zz =22 —z1;

return (K, R[0], R[4], zz)

24



Capitulo 3

Quandle Parabdlico Unipotente
en PSL(3,C)

En el Capitulo presente se construye el quandle sobre él que se trabajaran las coloraciones
que permitiran estudiar representaciones irreducibles del grupo fundamental del nudo ocho, para
tal construccién es importante la Descomposicién QR (Véase Teoremas 7 algunos
resultados sobre espacios homogéneos y la Descomposicién de Iwasawa (Véase Teorema ,
también se definird un conjunto de pardmetros (generalizando la Rebanada de Riley cldsica
Véase Apéndice [B]y Definicién al que llamaremos Rebanada de Riley compleja.

3.1. Clase de conjugaciéon del elemento Parabdlico Unipo-
tente y su espacio homogéneo asociado
En estd seccién se usaran los conceptos expuestos en la Seccién del Capitulo [1] para

dotar al espacio de orbitas de una estructura de quandle, lo cual permitird construir el objeto
principal de esta tesis.

Considérese la accién izquierda de PSL(3,C) en si mismo por conjugacién, en otras palabras

.. PSL(3,C) x PSL(3,C) —s PSL(3,C)
(9,h) = g-h=g "hg.
Sea
110
P=10 1 1
00 1

€ PSL(3,C) (3.1)

un elemento parabdlico unipotente. Este elemento tiene como punto fijo a e; = (1,0,0) y
deja invariante a la linea [y := él, e5, con es = (0,1,0). Durante todo este Capitulo y hasta que
se diga lo contrario se denotard por G = PSL(3,C) y GP a la 6rbita de P, es decir,

GP ={B'PB|B€G}.

Proposicién 3.1.1. Sea G actuando en si mismo por conjugacion y sea P como en (3.1)),
entonces el subgrupo de isotropia con respecto a la accion tiene la forma siguiente

10
Isot(P,G) =< |0 1 :bceCy. (3.2)
0 0

= S0
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Capitulo 8

Demostracion. Por definicién de subgrupo de isotropia, se tiene que
Isot(P,G) = {B€G: B"'PB=P}

es decir, es el subgrupo centralizador de P en G. Sea

b ¢

e f| eq@q,

h q

B =

Q Q. 2

entonces
a+d b+e c+f
PB=|d+g e+h f+q |,
9 h q
por otro lado
a a+b b+c
BP=|d d+e e+ f |,
g g+h h+g

como PB = BP, entonces

b
B a
0

oo
SIS e

Puesto que el determinante de B es igual a uno, se tiene que a es una raiz cubica de la unidad.
Ya que PSL(3,C) = SL(3,C)/Z3 se puede suponer que a = 1 y asf se obtiene que

1 b
Isot(P,G) =4 [0 1 s bceCy. (3.3)
0 0

_ o0

O

Puesto que el subgrupo de isotropia con la accién por conjugacion es el centralizador, se denotard
a partir de ahora a Isot(P, G) como Cg(P)

Proposicién 3.1.2. El grupo de matrices SL(3,C) es un grupo de Lie. Mds ain, la dimensidn
compleja de SL(3,C) es igual a 8.

Corolario 3.1.3. El grupo G tiene dimension compleja igual a 8.
Corolario 3.1.4. El espacio cociente G/Cq(P) es un espacio homogéneo.
Proposicién 3.1.5. El espacio homogéneo G/Cq(P), tiene dimension compleja igual a 6.

Demostracion. Puesto que dimg(G/Isot(z, G)) = dime(Gz) (Véase Lema |C.1.5)), se sustituye

en (C.1)), entonces
dim¢ G = dim¢ Isot(z, G) + dim¢ (G/Isot(z, G)).

Aplicando el lema al espacio homogéneo G/Cg(P), se tiene que

dim(c (G/Cg(P)) = dimc (G) — dim(c (Cg(P))
=8—-2=6.

Esto ya que la dimensién del subgrupo de isotropia de la matriz P tiene dimensién dos. O

El grupo G es un quandle con la operacién g conj h = h=tgh (Véase la Observacién [1.3.5)),

mas aun.
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Quandle Parabdlico Unipotente en PSL(3,C)

Corolario 3.1.6. La clase de conjugacion del elemento parabdlico unipotente GP es un sub-
quandle de G

Demostracion. GP es cerrado bajo la operaciéon “ conj ”. O

El resultado siguiente garantiza que el espacio homogéneo G/Cg(z) es un quandle.

Lema 3.1.7. Sea G un grupo de Lie y considérese la accion izquierda de G en si mismo por
conjugacion, es decir, g-h = g~ 'hg, entonces para cada x € G, se tiene que Gz es una variedad
difeomorfa a G/Cg(x). Ademds, si se considera el automorfismo p: G — G dado por p(g) =
1~ 1gx, entonces se puede dotar de una estructura de quandle de Joyce-Matveev a G /Cq(z) cuya
operacion es
gCq(z) * hCq(z) = ha 'h 1gxCq(z) = ha ' h~1¢Cq(x),
gCq(z) * ' hCq(x) = hah™ gz 'Cq(x) = hah~tgCq(z).

Demostracion. Considérese a

£:G/Cq(x) — G
gCq(z) — gt 2.
La regla de correspondencia anterior esta bien definida y es inyectiva, ya que, si ¢Cq(z) =
hCg(z), equivale a decir que h = geg(x) con cg(x) € Cg(x), y esto pasa si y solo si
h™' z=hah™!
= gea(@)z(gea(w))
= geg(2)z(ca(r) g™

=gzg~ .

-1

También es sobreyectiva, esto se debe a que si y € Gz, entonces existe g € G tal que y = gzg~*.

La funcién inversa de £ esta definida de la manera siguiente

&1 Gr — G/Cq(x)

3 B (3.4)
£ (g 2) =97 Cala)
Maés aun la funcién £ es diferenciable, y por tanto se tiene la primera parte del lema.
La segunda parte se sigue del ejemplo [1.3.8] O

Corolario 3.1.8. El espacio homogéneo G/Cqg(P) es un quandle de Joyce-Matveev cuya ope-
racion es

gCq(P) * hCq(P) = hP~*h~'gPCq(P) = hP~'h~1gCq(P) (3.5)
gCq(P) * ' hCq(P) = hPh™*gP~'Cg(P) = hPh~'gCq(P). (3.6)

El resultado siguiente garantiza que los espacios G/Cg(P) y GP son isomorfos como quandles.
Lema 3.1.9. Los quandles (GP, conj ) y (G/Cgq(P),*) son isomorfos.

Demostracion. De la demostracion de Lema [3.1.7] se sigue que & es biyeccion, resta demostrar
que & es morfismo de quandles. Sean gCg(P), hCq(P) € G/Cq(P),

£(9Cq(P) x hCq(P)) = E(hP~h™1gCq(P))
=hP 'h tgPg thPh~!
= gPg~! conj hPh™!
=¢{(9Cc(P)) conj {(hCq(P)).

Lo que concluye la prueba. O
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Capitulo 8

Proposicién 3.1.10. Considérese al grupo de Heisenberg Heis(3,C) entonces,

Heis(3,C) = L - Ce(P),

donde
1 0 0
L= 01 =z
0 0 1
Demostracion. Sean
[1 a ]
A=10 1 ¢| €Heis(3,C),
0 0 1]
[1 a ]
B=|0 1 a| €Cq(P),
0 0 1]
(w1 w1z us
U= |us1 wu wus3| €G.
[U31 U322 U33

Se considera el siguiente producto de matrices

A=UB.

|zeC

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior en términos de los coeficientes de U, se tiene que

up; =1, wup =0,

Uiz = Oa

U21 = 0, U292 = 1, U23 = C — a,

uzgr =0, wuz =0,

Us3 = 1.

Por lo tanto cada elemento de Heis(3,C) se puede escribir como el producto de una matriz de

la forma ~
1 0 0
0 1 c—a
0 0 1

y un elemento del grupo Cg(P). Si hacemos z = ¢ — a, se tiene el grupo

E:

o O =
O = O
=N O

Corolario 3.1.11. Se definen las funciones siguientes

a:RA\{0} := (R*)* — A

a 0
(a,8) = a(a,B)= |0 B

0 0
7:C>— N

1 a
(a,b,¢) — fi(a,b,c) = |0 1

00
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Quandle Parabdlico Unipotente en PSL(3,C)

¢ :SU(3) x (R*)? x C* — SL(3,C)
(k7 a? B? a’? b7 C) +_) ¢ (k7 a? /67 a’7 b) C) = kd(a7 6)77(@, b7 C)'

Entonces ¢ es un difeomorfismo.

(3.7)

Demostracion. Consecuencia inmediata de la Descomposicién de Iwasawa (Véase Teorema 2.2.1])
O

Corolario 3.1.12. El espacio homogéneo G/Cq(P) es difeomorfo a SU(3) x (R?)* x C.

Demostracion. Se define la funcion
¢:SU(3) x (R?)* x C — G/Cq(P)
dada por
C(kya,pB,2) = ¢ (k,a,3,0,0,2) C,(P) (el difeomorfismo ¢ es como en )
Ahora se define la funcién
x : G/Cq(P) — SU(3) x (R*)* x C

X(9Ca(P)) = (k(9), a11(9), az2(9), 223(9)), (3-8)

donde k(g) es la matriz en SU(3) que resulta de la Descomposicién de Iwasawa de g, a11(g), a22(g)
los coeficientes (cuya posicién es la que indica el subindice) de la matriz a(g) que es la matriz
diagonal de la Descomposicién de Iwasawa de g y z23(9) = n23(9) — m12(9) con n12(g), n23(9)
coeficientes de la matriz 7(g), que es la matriz triangular superior con unos en la diagonal
principal de la Descomposicién de Iwasawa de g. Esta funcién estd bien definida ya que, si
9Cq(P) = hCg(P) entonces

h = gcp, con cp € Cg(P),

aplicando la Descomposicion de Iwasawa a h y a g, se tiene entonces que

k(h) = k(g)
a(h) = a(g) (3.9)
n(h) =n(g).
Luego
1 a b 1 a+n(g)12 b+n(g)is + amsa(g)
n(g)ep =n(g) [0 1 a| =10 1 a-+mn23(9)
0 0 1 0 0 1

X(9Cc(P)) = (k(g), a11(9), az2(9), a + n23(g) — (a + m2(9)))
= (k(9), a11(9), a22(9), m23(9) — m2(9))
(k(h),a(h)11,a(h)22, 2(h)23)
= x(hCq(P)).

Se probara que x es inversa por la izquierda y por la derecha de (;

X(C(k7aaﬁaz)) = X((b(k,&,B,0,0,Z)CG(P))
= x(ka(a, B)7(0,0,2)Cq(P))
=(k,a, B, 2).
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((x(9Ca(P))) = C(k(g), a11(9), aa(9), 223(9))

#(k(9),a11(g),a22(g),0,0, 223(g))
k(g)aai1(g), a22(9))1(0,0, 223(9))Ca (P).

Por la unicidad de la Descomposicién de Iwasawa se tiene que

9Ca(P) = k(g)a(ai1(g), a22(9))7(0,0, z25(9))Ce (P).

De aqui que ¢ es biyectiva cuya inversa (7! = . O

Se debe definir una operacién de quandle para SU(3) x (R?)* x C, para tal propdsito se debe
hacer uso de la funcién ¢ y su funcién inversa (~! definidas en el Corolario anterior.

Lema 3.1.13. Las siguientes operaciones binarias dotan de una estructura de quandle al espacio

SU(3) x (R?)* x C

(U, 1,22, 2)  (Vy1,y2,w) = (k((s45)), a((si5))11, al(si))22, 2((s:5))23) ,

- (3.10)
(U,x1,22,2) 0 (V,y1,y2,w) = (k((tij)), a((tij))11, a((tiz))22, 2((ti;))23) »

donde

(Sij) = (V&(ylayQ)ﬁ(OvOﬂw))Pil(V&(ylayQ)ﬁ(anvw))il(Ud(xlax2)ﬁ(anaz))

(tij) = (Va(yr, y2)7(0,0,w)) P(Va(y:, y2)n(0,0,w)) ! (Ua(z1, 22)7(0,0, 2)).

Demostracion. Del Corolario [3.1.12] se tiene que ¢ es una biyeccién entre SU(3) x (R?)* x C y
G/Cq(P), puesto que (G/Cg(P),*) es un quandle, se puede heredar la estructura de quandle
a SU(3) x (R?)* x C mediante (. Es decir, sean (U, x1, 2, 2), (V,y1,y2,w) € SU(3) x (R?)* x C,

(Uamlax% ) (V Y1, Y2, w ) C 1(C(U T1,T2,%2 ) C(V y13y27w))
= ¢ YU, 21,22,0,0,2) * ¢(V, y1,92,0,0,w))
= (M (Ua(z1,22)7(0,0, 2)Ca(P) * Va(yr, y2)7(0,0,w)Cea(P))
= ¢ (Ve y2) 0, 0,w) P~ (Valys, 1) (0,0,w)) ™ (Ua(w1,22)7(0,0,2)) Ca(P))
Sean
U1 U2 U3 X 0 0 1 0 0
U= |ua ug usl|, a(x,z) 0 =z 0 , 1(0,0,z) =10 1 z|.
Uzl U3z U33 0 0 (o)t 0 0 1
V11 V12 V13 Y1 0 0 1 0 0
V= lvar wa2 wo3|, a(y1,y2) = |0 2 0 , 7(0,0,w) =10 1 w
U3l U3z Us3 0 0 (yiy2)! 0 0 1

Entonces la matriz

S11 512 513
(Va(ys, y2)2(0,0,w)) P~ (Va(yr, y2)(0,0,w)) " (Ud(ar, 22)7(0,0,2)) = 521 25 23] ,
$31 S32 533

donde
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S11 = (y2)_1($1(y%y§(w+1)U1,1(U1,1UT3+U21U723+U31@) —y1Y3v12(U11 013 +U21T23 +
U31T33) — Y1011 (U112 + U21T22 + U31T32) + Y2uU11)),

s12 = (y2) " (22 (yy3 (w4 1)v11 (u12073 + U233 + U32D33) — Y1Y3v12(U12013 + U22V23 +
U32T33) — Y1011 (U12T12 + U22T22 + U32T32) + Y2uU12)),

s13 = (z122y2) " H(@1232(y3y3 (w + 1)v11 (w12013 + U223 + U32V33) — Y1yav12(U12013 +
U233 + 32033 ) — Y1011 (U12D12 + U22Ta3 + U32T32) + Yau12) + y3y3 (w + vy 1 (w13ti3 +
237023 +u33033) —Y1Y3v1,2 (U13013 + 23023 +Us3D33) — Y1 v11 (U13012 + U23V22 +Us3T32) +
Y2U13),

s21 = (y2) " (1 (y3y3 (w + 1)var (u11013 + o1 V23 + U31033) — Y1Yavea(u11013 + U1 U2g +
U31T33) — Y1V21 (U112 + U21T22 + U31T32) + Y2uU21)),

522 = (y2) " (22 (yy3 (w4 1)va1 (u12073 + U233 + U32D33) — Y1Y3 V22 (U12T13 + U22V23 +
U32T33) — Y1021 (U12T12 + U22U22 + U32T32) + Y2Ua2)),

s23 = (T122y2) (@123 2(y3y3 (w + 1)v21 (w12013 + U20U23 + U32T33) — Y1Yav22(u12013 +
U20T23 + U32D33) — Y1 V21 (U12012 + U20033 + U32V33) + You22) + y7y3 (w + 1)va1 (w1313 +
23023 + U33033) — Y1 Y3 V22 (U13013 + U23U23 +Us3D33) — Y1V21 (U13012 + U232z + U33V32) +
Y2U23),

831 = (Z/2)_1 (x1 (y%y%(w + 1)vs1 (w11013 + U21U23 + U31T33) — y1y§v32(uleg+ U21V23 +
U31T33) — Y131 (U11712 + U21T22 + U31T32) + Y2U31)),
532 = (y2) " (z2(¥3y3 (w + 1)v1 (u12013 + UaoU23 + U32T33) — Y1Yav32(U12T13 + UooUag +
U32T33) — Y1V31 (U12T12 + U20T22 + U32T32) + Yaus2)),

s33 = (z122y2) " H(@1232(y3y3 (w + 1)v31 (w12013 + U20T23 + U32T33) — Y1Ya 032 (U12013 +
U20T23 + U32D33) — Y1U31 (U12012 + U20023 + U32V33) + Youse) + y7y3 (w + 1)vs1 (w1313 +
U23T23 +U33V33) — Y1 Y532 (U13013 + U323 +Us3U33) — Y1 V31 (U13012 + U3 Uz +U33Tsz) +
Y2u33).

Se denota a {Si,52,53} los vectores columna de la matriz de (s;;), se tiene entonces

que
C—l((sij)CG(P)) = (k((si5)), a((sij))11, a((8i))22, 2((si5))23) »
donde
. (S3,59—452:51) 5,y
s_lmepg,  STUEES- E ,@Z'z (S2— 22 51)
R((sig)) = | 8 2 WE ™ el
[S1] Sz—#&‘ (\sl|.)52_<]9§1%%>51))
a((sij))11 = |S1],
So, 8
a((sij))22 = |S2 — <L291|;>51
y

((31))2s = |S1[7(S5, S2) — (S2, 81)(S3, S1)  (S2,51)
S 5112(S2, S2) — [(S2, 51)[2 (S1,81)
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Para la operacién inversa se tiene

! ( (U xT1,T2,% ) *_1 C(V y17y27w))

[vathuz] ._1 [My17y27 ] C
¢HB(U, 21, 22,0,0,2) %~ ¢(V,y1,v2,0,0, w))
-
-

haciendo célculos se tiene que

t11 tio
(Vd(yla y2)7(0, 0, w))P(V&(yl» 2)7(0, 0, w))71 (U&(xl’ x2)7/(0, 0, Z)) = [ta1 12
t31 132

con

tin = (ygl)(:cl(—wy%ySvu(uu(m) + u21(V23) + u31(V33)) + v1ysvie(uin (T13) +
u21(T23) + u31(U33)) + y1v11 (w11 (U12) + w21 (T22) + us1(U32)) + yaui1)),

tie = (y3 ") (w2(—wydyavii (ur 2(T13) + u2a(V23) + uz2(V33)) + v1ysviz(uiz2(vi3) +
u22(T23) + u32(U33)) + Y1011 (wi12(U12) + u22(T22) + us2(U32)) + ya2ui2)),

tis = ((w122y2) ") (Y1 (z1232u22 + u23)(y3(V23)(Y2v12 — wyrvir) + vi1(v22)) +
yi(z1232u32 + uzsz)(Y3(0s3)(yoviz — wyivnn) + v11(032)) +  (zizdzuin +
u13) (y1y3 (013) (y2v12 — wy1v11) + Y1v11 (V12) + ¥2)),

tor = (yz_l)(xl(*wy%yﬁvzl(uu(m) + u21(V33) + u31(T33)) + Y1ysvoe(ua1(vi3) +
u21(V2,3) + u31(U33)) + y1v21 (w11 (V12) + u21 (Taz2) + u31(T32)) + Y2u21)),

too = (yz_l)(xz(fwyfyﬁvzl(ulz(m) + u22(V33) + u32(T33)) + Y1ysve(ui2(vi3) +
u22(V23) + u32(T33)) + Y1021 (U12(T12) + u22(V22) + us2(T32)) + yaua2)),

tes = ((wr1z2y2) Y (yi(@123zurs + uis)(y3(V13)(Yaver — wyrvar) + va1(v12)) +
yi(mizdzuse  +  uss)(Y3(U33)(yava2 — wyiver) + va1(U32)) + (mixdzuse +
u23) (Y195 (V2.3) (Y222 — wY1v21) + Y1021 (V22) + Y2)),

ts1 = (y3 (@1 (—wydydvs: (i1 (Viz) + u21(V23) + us1(v33)) + y1y3vs2(uir (v13) +
u21(T23) + u31(U33)) + y1v31 (w11 (012) + w21 (V22) + us1(T32)) + y2us1)),

tas = (5 ')(wa(—wyiydvs: (ur2(V13) + u22(Vas) + us2(Vas)) + y1ysvss(uia(vis) +
U22(023) + u32(033)) + y1vs1 (u12(V12) + u22(V22) + u32(T32)) + Yaus2)),

tss = ((z1w2y2) (w1 (z1232u12 + u13) (Y3 (V13) (y2vs2 — wyrvs1) + vs1(V1z)) +
y1(z1232u20  +  u23)(Y3(023)(yovs2 — wyivsr) + vsi(22)) +  (zizdzuzs +
u33) (y1y3 (033) (y2v32 — wy1v31) + Y1vs1(Va2) + ¥2))-

De manera andloga, se denota a {71,75,75} como los vectores columna de la matriz de

(tij), se tiene entonces que

CH(tij)Ca(P)) = [k((ti7)), al(ti) 11, a((tij)) 11, 2((ti5))23],

32

Y (Ua(zy,22)7(0,0,2)Cq(P) *~ ' Va(yr, y2)7(0,0,w)Cq(P))
! ( a(y1,y2)n(0, va))P(Vd(ylay2)ﬁ(07va))il(Ud(xlva)ﬁ(o’OﬂZ))CG(P)>7

t13

tas |,
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Quandle Parabdlico Unipotente en PSL(3,C)

donde
(T2,Tq)
g PR e )
B((t) = | o BTRET T || S
T (T, T7) -1
N G )
a((tij))n = |T1l,
<T2aT1>
to: =Ty — T
a((tij))22 2 T, 2 1
y

NPT, Ta) — (T, T1)(T3,Th)  (To,Th)

A = P B — (P (LT

O

Definicién 3.1.14. Se denotard al conjunto SU(3) x (R?)* x C por Pab. Al quandle (Pab, e)
se le llamard el Qundle parabdlico unipotente de PSL(3,C).

Corolario 3.1.15. Los quandles (GP, conj) y (Pab, ) son isomorfos

Demostracion. Considérese la funcién ¢ = (~1o ¢!

-1
GP— - G/Cu(P).
wJ{ /
Pab
definida por
U(g-P)= (K9 ) annlg ™) az2(97 ), 223(971)), (3.11)
estd funcién es un morfismo de qundles biyectivo. Por tanto los quandles son isomorfos. O

Lema 3.1.16. Sean ACg(P),BCq(P) € G/Cq(P) tales que ACq(P) = BCq(P), entonces
el primer vector columna de la matriz compacta K(A) en Pab es igual al primer vector columna
de la matriz compacta K(B) en Pab.

Demostracion. Si ACqg(P),BCg(P) € G/Cq(P) y son tales que ACq(P) = BCq(P), apli-
cando (! (Véase Corolario [3.1.12)) a ambos lados de la igualdad se tiene que

(K(A),a11(A), a22(A), z23(A)) = (K (B),a11(B), az(B), 223(B)),

K(4) = K(B),
ai1(A) = an(B),
ag9(A) = age(B), (3.12)
z23(A) = 203(B).

Si se designa por A; y B; (i = 1,2, 3) los vectores columna de las matrices A y B respectivamente
y acorde con la Descomposicién de Iwasawa, las igualdades anteriores quedan rescritas la manera
siguiente:
Primer vector columna de las matrices K(A) y K(B) igualados

Ay By

A _ B 3.13
|A1]  |Bi] (3.13)
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Capitulo 8

Numeros reales a11(A) y a11(B) igualados

|A1| = [Bil, (3.14)

Usando (3.14) se tiene que
A, = B,. (3.15)
Que es lo que se deseaba. O

Lema 3.1.17. Teniendo las mismas hipdtesis del Lema[3.1.10] se tiene que, el sequndo y tercer
vector columna de la matriz compacta K(A) son iguales al seqgundo y tercer vector columna de
la matriz compacta K(B) respectivamente.

Demostracion. Por hipétesis se tienen las mismas igualdades que en , al igual que en la
prueba del lema anterior se designara por A; y B; los vectores columna de las matrices A y B
respectivamente, entonces al igualar respectivamente el segundo y el tercer vector columna de
K(A) y K(B) se tiene

h s p B,

(Az,A ) o (B2,B1) (316)
‘A2_ A2 1‘ ‘32_ [B1]? Bl‘
( ) ( )
Ay — AzA 4 <A3,A2 A2 f“rl A1> <A2 (A2.49) ) By~ {Ba:BD g <B3 Ba— Bz Iffl B21> (B (B3.BY) )
[A1] 'A ~(Ag, A1>A ‘ [AL] 1By ‘32,<Bz,31>3 ‘ [B1l
2T TA R ; _ 1B112 ;
(1421]a2 - G2 ])” (1221 |2 - T8 )
(3.17)
Ahora al igualar respectivamente ai1(A), a11(B), ase(B) y aza(B) se obtiene
|Ax| = [Bil, (3.18)
<A2,A1> <BZ7BI>
Ay — ——LA| = |By — ——By]|. 3.19
2 PHE 1 2 B, 1 ( )
Al combinar (3.20) y (3.19) se tiene que
(A, Ay) (B2, B1)
Ay — — A = By — ———"Bj. 3.20
2 e 1 2 B, 2 1 ( )

Haciendo el respectivo producto de (3.18)) y (3.19) y combindndolo con (3.21)) se tiene que

_ (Ag,4q) _ (B2,B3)
4y A3 AD) 17<A3'A2 Gai#a) (A2 _ <A2,A1>A1) _ 37<33,Bl>317<33'32 Cat o) (B _ (B B1) )
14112 ‘Az - <?3,?1>A1'2 14112 1512 'Bz - <1‘3§J‘31>Bl‘2 15112
1 1
(3.21)
Teniendo asi lo requerido. O

Definicién 3.1.18. Sea L un enlace, se define a:

ColiL” = {g € Homgnqa(Q(L), Pabd)] W g(a), v (g(7))) es iTreducible} /PSL(3,C).

Donde PSL(3,C) actia por conjugacion en Homgnq(Q(L),Pab) y ¢ la funcion definida en
(317).

Corolario 3.1.19. Sea L un enlace y D su diagrama regular. Considérese la presentacion del
quandle fundamental del enlace L siguiente

QL) = (a1, ag| ri,. ., mn).

Entonces Col}" es el conjunto solucién de un sistema de 12n ecuaciones polinomiales mezcladas
homogéneo, de los cuales al menos 3n no son mezclados.
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Corolario 3.1.20. Sea L un enlace, entonces el conjunto Col} " es una variedad algebraica afin,
que subyace como solucion de polinomios mezclados.

Teorema 3.1.21. El crecimiento de los polinomios que subyacen en las relaciones determinadas
por los cruces del nudo es de forma polinomial.

Proposicién 3.1.22. El morfismo de grupos ¢ : PSL(2,C) — PSL(3, C) inducido por el encaje
de Veronese, es también un morfismo de quandles.

Demostracion. Considérese a PSL(2,C) y a PSL(3,C) con al operacién de conjugacién. Sean
g,h € PSL(2,C), entonces

t(gconjh)

I

~
—~
=
L

e}
=

O

Como consecuencia de la Proposicién [3.1.22] se tiene que existe un morfismo de quandles
entre el quendle parabdlico en PSL(2,C) y el quandle parabédlico unipotente en PSL(3, C).

Proposicién 3.1.23. La imagen de Par bajo v estd contenido en G P y

1 + ab b2 o1
([ ] =ses o
donde )
0 0 3 Ve
g ot (a®)*?(ab-1)  (a®)**b(ab—2)
o Y2 as 204 /2a5
92/3 44 92/3,3, 92/3,2p2
Vab VaS Vab
Demostracion. Considérese un elemento del quandle Par, es decir una matriz de la forma
1+ab b2
—a? 1—ab|’
y le aplicamos el morfismo ¢, se tiene entonces
[ 14 a%b% +2ab  ab® + b2 b*
2
. ([1_2;“’ ! abD = | —2%—2d2 1-2a%° 2% — 2ab?
i at a’b—a? 1+ a?b? — 2ab
[ b l-ab 0 0 1
o @ 24" 4 6 (_b 1 6 (b2 b
=|-2 —L L |Plat 2% (55— ge) 20° (50— o5
L1 0 0 2a* 2a°b 2a%b?
Noétese que el determinante de la matriz
0 0 1
b b2 b
at 2% (505 — 57) 20° (g — 5
2a* 2a3b 2a%b?

es igual a 2aS, por lo tanto multiplicamos a la matriz anterior por (%, teniendo asi la matriz
2a%)3

0 0 X
S — at (a6)2/3(ab—1) (aG)z/Sb(ab—2)
- V2 Yab V2a4 V/2a5
92/3 54 92/3,3, 92/3,2p2
b Fab a0t
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Capitulo 8

Definicion 3.1.24. Considérese la composicion Y = ipor : Par — Pab, donde v es el morfismo
de grupos inducido por el encaje de Veronese y 1 definido como en (3.11)). El morfismo de
quandles Y se denomina como el encaje a la Veronese entre los quandles P y Pab.

3.2. Rebanada de Riley Compleja

En esta seccién se generaliza la Rebanada de Riley cléasica, para tal tarea se usaran los conceptos

y resultados del Apéndice [B] ademéds de conectar este conjunto con el conjunto de pardmetros
de Jonh Parker.

Proposicién 3.2.1. Considérese tres puntos py,p2,ps en CP? y dos transformaciones proyec-
tivas A, B en PSL(3,C) con las propiedades siguientes:

1. La transformacion A deja fijo al punto p1 e invariante a la linea proyectiva ﬁl,pg.
2. La transformacion B deja fijo al punto ps e invariante a la linea proyectiva fg,pg.
8. Las transformaciones A y B son conjugadas al bloque de Jordan de tres por tres.

Entonces existe C € PSL(3,C) tal que C~YAC es una transformacion triangular superior con
variable x en la entrada superior derecha y C~'BC es una transformacion triangular inferior
con variables a, b, c.

Demostracion. Sea

a b c
A=1|d e f| ePSL(3,0C).
g h J

Sin perdida de generalidad se supone que la transformacién A deja fijo a ey, es decir

a b c| |1 a 1
A-eg=1|d e f| |0] =]|d| =]0],
g h j| |0 g 0

se concluye entonces que d = 0; g = 0. Como la transformacién A también deja invariante a la
linea proyectiva §1, es, es decir,

a b c 1 1+ bt
0 e f|-|t]l= et
0 h j 0 ht

Se tiene entonces que h = 0, ademas como A es conjugada al bloque de Jordan de 3 x 3 tenemos
que a = e = j. Como el determinante es a® = 1 y como es una trasformacién proyectiva se
concluye que a = 1. Procediendo de manera analoga, obtenemos que la transformacién B es de
la forma

1
d
9

> O
_ o O

Conjugando a A y a B de la siguiente forma obtenemos

1 =z y 1 b ¢ 1 =y 1 10

01 z[-lo1 fl-lo1 2] =011

o0 1| o o 1| |0 0 1 00 1
1z vy 1 2 y]™" 110
01 z/Blo0 1 2| =01 1],
00 1 00 1 00 1

36



Quandle Parabdlico Unipotente en PSL(3,C)

que
1 b —bz+4c+ fx 1 1 0
0 1 f =011
0 0 1 0 0 1
y
de +gy+1 hy — xz(dz + gy) (zz—y)de+gy+1)—z(hy+z)+y 110
d+ gz —z(d+gz)+hz+1 (d+gz)(ez—y)+2(—(hz+1)+2z |=[0 1 1
g h—gx grz —gy —hz+1 0 0 1

De donde se deduce que b=1= f y ¢ = z — x y en el segundo no hay soluciéon en términos de
x,y, z para las variables d, h, g. Teniendo asf el resultado. O

Una version algebraica de la Proposicién [3.:2.3] puede consultarse en el Apéndice [C-2}

Definicion 3.2.2. Los grupos generados por dos elementos que no tiene puntos ni lineas inva-
riantes en comun, se llamaran grupos irreducibles.

Corolario 3.2.3. El conjunto de grupos irreducibles en PSL(3, C) generados por dos parabdlicos
unipotentes es difeomorfo a C? x C2\{0}.

Demostracion. Se define
A= {(A, B) < PSL(3,C)| A, B son parabdlicos unipotentes y (A, B) es irreducible} (3.23)

Puesto que el grupo debe ser irreducible y por la Proposicion los elementos A y B son de
la forma

b
Il
IOO)—\
O~ =
— =8
— oo -

oy}

Il
S Q
QA —o

Por lo tanto

k:A— C%x C\{0}
(A, B) — (z,b,a,c). (3.24)
Es el difeomorfismo requerido. O

Definicién 3.2.4. Con la notacion del Corolario anterior el conjunto de pardmetros en C? x
C2\{0} de tal forma que el respectivo grupo es discreto le llamaremos la rebanada de Riley
compleja y se denotard por Re.

Recuérdese que la rebanada de Rayley clésica se define como el conjunto de complejos distintos
de cero para los cuales el grupo generado por los elementos

b i)

es discreto (Véase Definicién [B.0.1]). Con la definicién de la Rebanada de Riley cldsica en mente

se tiene que.

Proposicion 3.2.5. Sea R la rebanada de Riley cldsica entonces, se encaja de manera natural

R en Rc.
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Demostracion. Sea

=l )

Se aplica el morfismo ¢ a los generadores de I'y, i.e.

1 1 1

L<[(1) ﬂ): 01 2|, (3.25)
(0 0 1
1 0 0

L<E ?D: 2% 1 0 (3.26)
Lt

Luego, a las transformaciones resultantes se conjugan simultaneamente por la transformacién

X =

O O =
O = O

0
0
1/2

Obteniendo las estas transformaciones

OO =
e
e

1 0 0
261 0|,
212 2t 1

respectivamente. Luego para los valores de t que hacen a I'; discreto también hacen discreto al

grupo
11 4 1 00
Gt:< 01 1 |,l2 10 >
00 1 202 2t 1

Entonces aplicando el difeomorfismo « (Véase ) se tiene que el conjunto
{(1/2,2t% 2t,2t)| t € C*},
se encaja de manera natural en Rc. O
Definicién 3.2.6. Al conjunto de parametros
{(1/2,2t* 2t,2t)| t € C*}.
Se le llamara el conjunto de pardmetros de Riley a la Véaseonese y se denotara por R,.

Lema 3.2.7. Eziste un encaje del conjunto de pardmetros de Parker J (Véase Definicion
en la rebanada de Riley compleja Re.

Demostracion. Considérese la funcién I1-! : (—7w/2,7/2) x (—7/2,7/2) — J (como en el

Teorema [B.0.5)) dada por

1 —mad —aixde i 1 0 0
O ((z1,22)) = | |0 1 T123 , | zazel I U (3.27)
0 0 1 —w2rdeir  —gpyadeivr 1
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donde z1 = y/2cos(a1), x2 = \/2cos(az), con o € (—m/2,7/2) j = 1,2. Denotando por

1 —x22 —alz3e i 1 0 0
A=10 1 7173 ,B=| rjadein 1 0
0 0 1 —zir3el®?  —giadeln 1

Conjugando a A y B por la matriz

1 0 0
X: 12 O
CD1:D2 )
0 0 -
12
se tiene que
11 £
—_ 2
X 'AX =101 1
0 0 1
[ 1 0 0
X'BX = | —e'afag 1 0
ew‘?x‘l‘xg —ew‘lx%x% 1

Aplicando el difeomorfismo x a X 'AX y X !BX se tiene entonces que el conjunto

. iag . . )

de pardmetros de la forma (ewg ,ew‘%‘{xg,—ew‘lx%a:%,—e“"laﬁx;‘) para los que el grupo
2

(X71AX, X7!BX) es discreto esta contenido en Rec. O

Notacién. A la imagen de J bajo € = x o II se denotara por Jc.

Teorema 3.2.8. Considérese el conjunto de pardmetros de Riley a la Véaseonese R, y al
conjunto Jc. St

RLQJC#QL

entonces el pardmetro t es real y esta en el conjunto (—4,4).

Demostracion. Considérese
(x,b,a,¢) eR,NJT,

entonces

ia2 . . .
((1/2,2t%), (2t,2t)) = (exz cetorptal —etr g2yl —e““x%xé) )
2

con 1 = /2cos(a1), x2 = \/2cos(ae) y oj € (—m/2,7/2) j = 1,2. Simplificando se tiene que
L Lo ias o2 3 iy o 2 3 2 2
5,21& ,2t,2t ) = (5(1+ztan(a2)),326 2 cos®(aq) cos®(az), —32e*** cos®(ay ) cos®(az), —4(14€%"*1) cos” (),

de igualar la primera entrada se deduce que a2 = 0. Luego entonces

2% = e"2p12$
= 32¢'*2 cos? (1) cos® (aup)

= 32cos?(ay).

Por lo tanto t = 4cos(ay) lo que concluye que ¢ es un nimero real en el conjunto (—4,4). O
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Capitulo 4

Coloraciones del nudo ocho en el
quandle parabdlico unipotente de

PSL(3, C)

En el presente Capitulo se exhiben los resultados principales de la tesis, los cuales propor-
cionan las representaciones irreducibles del grupo fundamental del nudo ocho en PSL(3,C). A
lo largo de este Capitulo se trabajara con el Quandle Parabdlico Unipotente Pab y como en
Capitulo [1] Seccién se denotara por & al nudo ocho.

El objetivo de este capitulo es exhibir el uso de coloraciones del nudo ocho en Pab para
poder obtener las representaciones irreducibles del grupo fundamental en PSL(3, C).

Se comienza el Capitulo exhibiendo un Teorema que generalizacién del Corolario [1.3.27]
posteriormente damos la forma explicita de los elementos de la Proposicién en Pab, que se
utilizaran para demostrar el Teorema [4.0.5| el cual serd la columna vertebral de los resultados
subsecuentes.

Teorema 4.0.1. Sea L un enlace orientado en S®, D un diagrama reqular de L y C una colo-
racion en D con respecto al quandle Pab, entonces se tiene una representacion

0. : m1(S*\L) — PSL(3,C)

inducida por la coloracion C que envia meridianos en elementos parabdlicos unipotentes. Recipro-
camente, sea
o0: T (S*\L) — PSL(3,C)

una representacion que envia meridianos en elementos parabdlicos unipotentes, entonces se pue-
de definir una coloracion C, de D respecto del quandle Pab tal que la representacion inducida
por esta coloracion en PSL(3,C) coincide con g.

Demostracion. Sea C : Q(L) — Pab una coloracién de quandle fundamental del enlace L en
el quandle Pab, dado que el quandle Pab es isomorfo a la clase de conjugacién del elemento
parabdlico unipotente P, entonces se tiene una coloracién C : Q(L) — PSL(3,C) que envia
arcos en elementos parabdlicos unipotentes. Por la propiedad universal (Ver Proposicién
Parte (1) se tiene el diagrama conmutativo siguiente

Q(L) —5~PSL(3,C)

AS
ol &

w1 (SP\L).
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es decir, existe una tinica representacion o tal que C = g.0AS,, (1,» dado que AS,, (1, envia arcos en
meridianos, se tiene entonces que g, envia meridianos en elementos parabdlicos unipotentes. El
reciproco se sigue del hecho de que la representacién envia meridianos en elementos parabdlicos
unipotentes y la unicidad de la Propiedad universal. O

Proposicion 4.0.2. Sean

11
A=10 1
0 0

— -8

1 0 0
y B=|a 1 0
b ¢ 1

en SL(3,C), estds matrices son conjugadas a la matriz P mediante las matrices

0 0 %

1 0 O b(fac2)2/3 (70462)2/3 —ac?
s=10 1 z| yt=]| ———5 — 0
00 1 (ac)*? 0 0

c

respectivamente. Ademds tienen asociados los vectores siguientes en el quandle parabdlico Pab

1 0 0
o1 0|,,1,—x|,
0 0 1
0 0 <
—ac2)2/3 M
- (mac®) J S e |2 b
—ac 9 ac y | "7 /2|y —
0 ﬁ 0 Cl/d ac
c \Y4 —11,(22 vV —(lC2
3_ac2 cc
Y—ac? Y—ac? 0 0
respectivamente.

Demostracion. Considérese la Descomposicién de Jordan de las matrices A y B, es decir,

1 0 O 1 0 0
A=1 0 1 —=z P 0 1 =z
0 0 1 0 0 1
y
00 = 0 0 1
B=[o0o L -2 |pP b ¢ 0
1 0 0 ac 0 O
Noétese que la matriz
0 0 1
b ¢ 0
ac 0 O

tiene determinante igual a —ac?, puesto que estamos en el grupo SL(3,C), se debe normalizar
tal matriz, es decir dividir cada entrada por la rafz ciibica de —ac?, obteniendo asi la matriz
siguiente

0 0 Ve
b(— 2)2/3 (_ 2)2/3
5= - ac _ (—ac 0
acz2 23 ac ’
(ze) 0 0

C
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cuya inversa es

c

0 0 e

3_1 = 0 V—ac? b —2ac2
c ac

Se designa a

1 00
t=1 0 1 =z |,
0 0 1

entonces
A=t"'Pt y B=s!'Ps,

es decir, son elementos de la clase de conjugacién del elemento parabdlico unipotente P. Por
el lema [3.1.9| existe un morfismo de quandles entre la clase de conjugacién del elemento P y el
espacio cociente G /C(P), a saber £~! : G P — G/Cg(P) definido de la manera siguiente

£ g P)=g'Ca(P).
Aplicando este morfismo a A y B se tiene que
€711 (A) = € (P = t71Cy(P) y €71 (B) =€ M5 Ps) = 57 1C, (P).
Por el Corolario [3.1.12] se sabe que la funcién
(™' G/Cq(P) — Pab
cuya regla de correspondencia es

(MgCa(P)) = (k(9), alg)11,a(g)22, 2(9)23), (4.1)

donde k(g) es la matriz en SU(3) que resulta de la descomposicién de Iwasawa de g, a(g)11, a(g)22
los coeficientes (cuya posicién es la que indica el subindice) de la matriz a(g) que es la matriz
diagonal de la descomposicién de Iwasawa de g y 2(9)23 = 1(g)23 — n(g)12 con n(g)12,17(9)23
coeficientes de la matriz n(g), que es la matriz triangular superior con unos en la diagonal
principal de la descomposicion de Iwasawa de g.

Aplicando el morfismo anterior a las imdgenes de A y B bajo !, se tiene entonces que

1 00
Cil(tich(P)) = 0 10 ,1,17—$ )
0 0 1
0 0 — £
(i
“1/.-1 s (_aCQ)Z/B\J (—ac2)2/3 211/3 al/3
(s Cu(P)) = 0 __V—ac? 0 Jac”| |13
o) Va2 Y=ac? ¢
—VoaZ 0 0
Y —ac? ¥ —ac?
Que es lo requerido. O

Proposicién 4.0.3. Via la representacion irreducible de PSL(2,C) en PSL(3,C) inducida por
el encaje de Veronese se tienen dos representaciones del grupo fundamental del complemento del
nudo ocho en PSL(3,C), generada por las matrices siguientes

-2 1 0|, 0 1 —1+iV3
1 -1 1 0 0 1

1 0 0 1L (-1+iv3) 1(-1+iv3)’
Upr) = < > (42)
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-2 1 01/, |o 1 —-1—-1iV3
1 -1 1 0 0 1

1 0 0 1 i(-1-iv3) L(-1-iVv3)?
Up2) = < > (4.3)

Demostracion. Considérese las representaciones p; y p2 del grupo fundamental del complemento
del nudo ocho (Ver Proposicién [1.3.28)), segin la Proposicién [1.1.12] el morfismo de grupos, ¢,
inducido por el encaje de Veronese envia grupos discretos en grupos discretos y preserva el tipo.
Entonces al aplicar el morfismo de grupos ¢ (Ver , se tiene que

- [ 1 0 0
B EERR
- 1 -1 1

(b =)-[s o e

]
~
|
L
|
~.
&

§
VRS
| —
I~
—
IHOI
N~~~
Il
1
-
N
|
ﬁ»—to
— o O
|

, 0 1 —1—14V3

< 1 0 0 1 L(=1-iv3) L(-1-iv3) >
1 O b
1 0 0 1

—2 1 01/, |o 1 ~1+4iV3
1 -1 1 0 0 1

son discretos. Mas atn, g; = ¢ o p;, para cada ¢ = 1,2, es morfismo de grupos y por tanto se
tiene dos representaciones del grupo fundamental del nudo ocho en el grupo PSL(3,C) como se
deseaba. O

< 1 0 0 1 2(-1+4V3) i(-1+iVv3)? >

Proposicion 4.0.4. Las matrices que generan las representaciones, o1 y 02, del grupo funda-
mental del nudo ocho en PSL(3,C) (Véase Proposz'cz'én son conjugadas simultdneamente
a las matrices siguientes

1 0 01 [1 1 4]

14iV3 1 0|, 0 1 1

| —1+44V3 1443 1 |0 0 1 ]
(1

i 1 0 07 (11 1]

1—1iv3 1 0|, 01 1

| —1—4vV3 1-iv3 1 | |0 0 1

respectivamente. Y sus vectores asociados en el Quandle Parabdlico Unipotente Pab son

0 0 1(-1-iVv3) 1

1 0 0
1 0 0 1
010|113
0 0 1
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Y
0 0 1 1
0 1(1—iv3) 0 ,1/2,1,5(—1—2'\@) : (4.6)
1 (-1-14V3) 0 0
1 00 1
0 1 0 71,1,—5
0 0 1
respectivamente.

Demostracion. Se hard la demostracién para la primera representacién, el proceso para la se-
gunda representacion es andlogo. Considérese a las matrices

01 [1 5(-1-i8) i(-1-iB)’
01, |o 1 —1-iv3 , (4.7)
1 0 0 1

1 0
-2 1
1 -1

que generan la representacion g; del grupo fundamental del nudo ocho en PSL(3, C). Conjugando
a la matriz

1 H(-1-1vE) (-1-ivE)

0 1 —1—iv3
0 0 1
por la matriz
1 0 0
X=|0 1408 0\[
—1+4v/3
0 0 2(-1-iv3)
se tiene que
1 (1-iVE) §(-1-iV3) L
Xt o 1 —1-iV3 X=|011
0 0 1 0 0 1

Puesto que se debe preservar la relacién que satisfacen ambas matrices en el grupo fundamental
se debe conjugar también a la matriz

1 0 0
-2 1 0
1 -1 1
por la matriz X. Obteniendo asi
1 0 0 1 0 0
Xt -2 1 0|X=| 1+iV/3 1
1 -1 1 1443 1443 1
Ya que hemos obtenido las matrices
1 0 0 11 3
1+iV3 1 0| vy |0 1 1
—14+4V3 1+iV3 1 00 1
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Pasando a estas matrices a la clase de conjugacion de P, se tiene que

1 0 01 o 0 3 (-1-1iv3) 0 0 1
1+iv3 10 |=|0 1(1-iv3) L(-1+iv3) |P| —-1+ivV3 1+iv3 0
—1+4v3 1+4v3 1] |1 0 0 -2+ 2iV3 0 0

11 31 [10 0 100
01 1|=|01—-3|P|O1 3|,
00 1] [00 1 00 1
noétese que la matriz
0 0 1

—14+ivV3 1+44V/3 0
-2+ 23 0 0

tiene determinante igual a 8, por lo tanto se debe normalizar. Obteniendo la matriz

0 0 i
$i(V3+i) $(1+iv3) 0 |,
—1+4+iV3 0 0
cuya inversa es la matriz
0 0 1 (-1-14V3)
0 30-w3) I(-14iv3)
2 0 0
Por lo tanto se tiene que
1 0 0]
14+4V3 1 0| =¢"'Pq
~1+iv3 1+iv3 1 |
11 17
01 1 |=s"'Ps
0 0 1 |
con
0 0 i 100
g=| 3i(V3+i) $(1+iv/3) 0| ys=|0 1 1
—14iv3 0 0 00 1
Aplicando el morfismo 9 del Corolario [3.1.15] se obtiene que,
0 0 1 (-1-1iv3) 1
1/J(q_1Pq) = 0 % (1 - Z\/g) 0 727 17 _5 9
| 1 0 0
1. 0 0 1
P(s71Ps) = 010 71,1,—5
| 0 0 1

O

Teorema 4.0.5. Existen exactamente (salvo conjugacion) seis representaciones irreducibles del
grupo fundamental del nudo ocho en PSL(3,C) que envian meridianos en elementos parabdlicos
unipotentes.
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Demostracion. Considérese el diagrama D del nudo ocho, de acuerdo con la Proposicién
el conjunto de generadores del quandle fundamental del nudo ocho es {o,~}. Una coloracién
C : {a,v} — Pab del conjunto de generadores del quandle fundamental de nudo ocho al quandle
Pab debe respetar las relaciones dadas en la presentacion, i.e.

Como queremos coloraciones que sean irreducibles en Pab y este a su vez es isomorfo a G P,
podemos asumir (que salvo conjugacién) los generadores se pueden llevar a las transformaciones
parabdlicas unipotentes de la Proposicién Luego entonces, por la Proposicién se
tiene que

1 0 0
C(a) = 01 0 , 1,1, —x
0 0 1
0 0 -
ot
C(’Y): 0 tﬁ 0 7|t|a‘% 7_%
. ce
7= 0 0

Donde ¢t = +/—ac?. Las relaciones y (2) con los valores asignados a C(a) y a C(v)
dan origen (se aplica el algoritmo de la operacién del Qaundle Pab el cuél se exhibé en el
Apéndice @ a 24 polinomios homogéneos de los cuales 18 son mezclados, tales polinomios se
encuentran en el Apéndice [E]

Si agregamos el polinomio ¢ — v/—ac? se obtienen 25 polinomios en las variables a, b, c, z,t. Se
concidera a los polinomios que son no mezclados y se forma un sistema de ecuaciones polinomiales
homogeneo siguiente

—axt+t+a+br—b—1=0,

a®+abxr —ab+t—b=0,

a’c + abex — abe — ab +t — bz + b*> —be = 0,
ba?t — bt — aca®t + axt + acxt + cwt —ct — 1 =0,
bat + a(—c)xt — axt + ct +a =0,

—bxt +acxt —ct+t—ac+b=0,

t3 — (—ac*) = 0.

Para obtener la soluciones de este sistema se recurre a el programa computacional Singular
(Véase [7]), el cudl nos rinde cuentas de las componentes conexas del conjunto solucién, pos-
teriormente se obtienen las soluciones siguientes, que no solo son soluciéon de los polinomios
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anteriores sino para el sistema completo de los 25 polinomios:

1 1
a:fl;b:quiﬁ;c:—l;x \ﬁ, =1
2 2 2 2
1 1
PRI LA SO S A
2 2 2 2
1
a=1+4+iV3; b=—-1+iV3; c=1+iV3; T=git t=-1—4iV3
1
a=1—iV3; b=—-1—iV3; c=1—1iV3; v=git t=—-1414iV3
5 5 7 1 1 7
a=-— Z\f,b—l f—i—ii;x:f;t:f £
4 4 4 4 2 2 2
5 ﬁ . 5 VT 1,1 \ﬁ
a=—-+i— s c=——i—;x=—;t=—-—i—
PRV ’ 4 4’ 2’ 2 "2
O
Teorema 4.0.6. Sea 01, ..., 06 las representaciones dadas en el teorema anterior, entonces
1. Las representaciones o; (i =1,...,6) son discretas.
2. Se cumple que
01 = 02; 03 = 04; 05 = 06-
3. Las imdgenes de o1, 03 y 05 en PSL(3,C) son
11 3] 1 0 0
o1(@)= 10 1 1 o(y)=| 1+iV3 1 0
0 0 1] —1+4v3 1+4iV3 1
11 LT (1 0 0
o3(a) = [0 1 1 03(7y) = -1 L0
00 1 | L+l 11
114 1 0
os(a)=10 1 1 o5(v) = %—i—i% 1 0

Corolario 4.0.7. Sean g1, 03 y 05 como en el Teorema[{.0.6,
1. La representacion o, es fiel y su imagen preserva la curva de Veronese en CP2.
2. Las representaciones o3 y 05 no son fieles y preservan la bola unitaria en CP?.

Demostracion. Por la proposicién [4.0.3|se tiene que o1 = to p1, puesto que ¢ y p; son inyectivas
(Véase Proposiciones [1.1.12] y [1.3.28| respectivamente), se tiene entonces que g; es inyectiva. El
hecho de que g; preserva la curva de Veronese, se sigue del calculo siguiente

x x
L 1o 2zy | = 2x(y — 1)
-1 1 B 9
Y —2xy+x+y
. . 1 .
1 L(-1+iv3) v V3t i) oyt =5 (2+2V3)
t 2zy | = y(2x+z(\/§+z) y)
0 1 5 5
Y Y
Teniendo asi la primera parte del corolario.
Un céalculo de rutina muestra que ps y ps dejan invariante a la bola unitaria en CP?2. O
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Corolario 4.0.8. Si o1 es la representacion del Teorema |4.0.6, entonces no existe un abierto
no vacio en CP? donde la imagen de o1 actie de manera propia y discontinua. En particular el
conjunto limite de Kulkarni es CP2.

Teorema 4.0.9. Ezisten exactamente 6 Representaciones del grupo fundamental del nudo ocho.
Dos corresponden a las inducidas por el encaje de Veronese y 4 son hiperbdlicas. Las de Veronese
son discretas y fieles, mientras que las 4 hiperbdlicas no.

Corolario 4.0.10. En el espacio de pardmetros de John aparecen exactamente 2 puntos corres-
pondientes a las representaciones del nudo ocho.

Demostracion. Esos puntos corresponden a la representacién (ver Teorema [1.1.21)

1 ! 0
1 -1 02(93) = -1 1
0 0 I —1 4447

i _1 VT 1
2
o2(g1) =

OO =
—_ O O

Las restantes no estan ya que si se considera el producto de

11 L] 1 0 0
0 1 -1 1 1 0
0 0 T A

que corresponde a la representaciéon oy del Teorema [1.1.21] y la traza al cubo de este producto
es mayor que 9 y por tanto no es unipotente. O

Corolario 4.0.11. En el espacio de parametros Re hay 6 puntos que corresponden a la repre-
sentaciones del nudo ocho, 2 son de Veronese y 4 hiperbdlicos.
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Conclusiones

El trabajo aqui expuesto exhibe un método Teérico-Computacional apara obtener represen-
taciones del grupo fundamental del nudo ocho en PSL(3, C), tal método nos permite concluir lo
siguiente:

1. Los quandles son una estructura algebraica que permite simplificar y estudiar de manera
concreta una parte de la variedad de representaciones de un enlace, aunque no deja de ser
dificil la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales que nos generan las coloraciones
para obtener las representaciones, pero son mas amigables que usando los otro métodos.

2. El presente trabajo aporta ejemplos de grupos generados por dos elementos parabdlicos que
permiten acercarse a un mejor entendimiento de aquellos parametros que haces discretos
sus respectivos grupos ( un pequeno paso a la generalizacién de la Rebanada de Riley).

3. La implementacién de programas (mathematica, WXmaxima o programas creados en
algin lenguaje de programacién) para el estudio de este tipo de problemas es de mucha
importancia, pero se debe ser cuidadoso y considerar con mucha estima las paqueterias de
calculo simbdlico para una buena implementacion tedrica de los programas.

4. Se debe estudiar a los nudos universales desde este punto de vista para obtener mas
ejemplos de grupos generados por dos elementos parabdlicos unipotentes, pero a su vez
se debe estar consiente de las obstrucciones computacionales que se pueden tener en tal
estudio. Esto quiere decir que es un tema en el que se puede seguir avanzando y al mismo
tiempo se proporcionan mas ejemplos para poder argumentar resultados que nos lleven a
la generalizacién completa de la Rebanada de Riley.
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Apéndice A
Grupos Libres

Este apéndice se define el concepto de grupos libres y damos un criterio para discernir cuando
un grupo es libre o no.

A.1. Grupos Libres

Sea S un subconjunto no vacio de un grupo G. El subgrupo generado por S, denotado (S), se
define como la interseccion de todos los subgrupos de G que contienen a S, es decir,

(S) = ﬂ{H : H < G es un subgrupo de G con S C H}.

Observe que siempre existe un subgrupo que contiene a S: G mismo. De hecho, (S) es el subgrupo
més pequeno que contiene a S, pues si S C H < G, entonces (S) < H. S = (S) cuando S es
subgrupo. Otra forma de caracterizar a (S) es

(S) ={s7"-s52---s;*|neEN, s51,82,...,8, €S, €1,€2,...,6n € {—1,+1}}.
Se dice que S genera a G si (S) = G.

Observacién A.1.1. Si G es un grupo y S C G, entonces S genera a G si y solo si S no esta
contenido en algun subgrupo propio de G.

Si el conjunto S genera a un grupo G, cierto producto de elementos de S pueden dar el neutro
de G, por ejemplo

1. Si s € S entonces ss~! = e.

2. Si G es ciclico de orden n generado por g entonces g™ = e.

A un producto de elementos de S que sea igual a la identidad en G se le llama una relacién
entre elementos del conjunto generador S. Hay dos tipos de relaciones.

= Triviales, si son consecuencia de los axiomas de grupo como en
= No triviales, si son las que dependen de la estructura de grupo como en

Definiciéon A.1.2. Si S es un conjunto generador de G decimos que G estd libremente ge-
nerado por S si todas las relaciones entre los elementos de S son triviales.

Observacién A.1.3. Sea S un conjunto generador de G y f : G — G’ un epimorfismo,
entonces el conjunto f(S) es un conjunto generador de G', ademds cualquier relacion de G
entre los elementos de S es también una relacion en G’ entre los elementos de f(S), asi que G’
satisface al menos tantas relaciones como G.
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Observacion A.1.4. Sea S un conjunto generador de G y f : G — G’ un homomorfismo.
Entonces f estd completamente determinado por su restriccion al conjunto S, sin embargo, es
falso que toda aplicacién f' : S — G’ pueda extenderse a un homomorfismo f : G — G’ ya
que puede que f' no “mande”la identidad en la identidad (suponiendo que la identidad fuese un
elemento de S).

Construcciéon de grupos libres

Sea S un conjunto, entonces sus elementos son llamados letras o simbolos. Sea S~! =
{s7!| s € S} el conjunto de letras inversas (o sfmbolos inversos). En lo que sigue llamremos
a SUS™! Alfabeto. El conjunto S*, se define como el conjunto de todas las palabras cons-
truidas adjuntando letras del alfabeto de manera finita, es decir, una palabra sobre $* es una
sucesion finita (posiblemente vacfa) de elementos de S U S~ cuya expresién es de la forma

con s; € SUS™! ye; = 41. Se usara la notacién de 1 para la palabra vacia (la palabra que no
tiene elementos) y se considera a estd en S*. Como un ejemplo de palabra se tiene

-1
$1528]  Sa83 € S™.

En el conjunto S* hay una operacién binaria (-) consistente en adjuntar palabras. La palabra
vacia serfa elemento neutro de la operacién (-), que es obviamente asociativa. La longitud de
la palabra w es el numero de letras en esta palabra. La longitud de la palabra vacia es 0. Pero
S* todavia no es grupo, por la ausencia de elementos simétricos. Para lograrlo, se dice que,
una palabra w € S* es reducida, si esta no contiene un par de letras consecutivas de la forma
ss7! 0 s71s. La reduccién de una palabra w € S* es hacer recurrente, mientras sea posible,
la eliminacién de todas las parejas de letras consecutivas de la forma ss~' o s~'s. Por ejemplo,
las palabras

1
1, sos1, 51825

son reducidas, mientras que
525181 1 S3

no es reducida.
Consideremos las siguientes operaciones entre palabras:

1 1 1

1. Intercalar ss~! o s7!s en una palabra, donde s € SUS™! (Intercalar ss~! en una palabra
w significa escribir a w como wv y, entonces, intercalar ss~! de esta manera: uss v,

claramente u, v pueden ser vacias).
2. Eliminar ss~! 0 s7!s en una palabra, donde s € SU S~1L.
Se define una relacién de equivalencia en S*, dada por w ~ w’ si w se puede obtener de w’ por
una sucesién finita de operaciones de tipo es decir, la relacién ~ en S* esta dada por

1

US;S; U~ uv, us;1

s;v ~uv donde u,v € S*.
Proposicion A.1.5. Cualquier palabra en S* es equivalente a una unica palabra reducida.
Para una demostracion de este hecho véase [g].

Definicién A.1.6. El grupo libre sobre S es el conjunto F(S) = S*,/ ~ provisto de la
operacién binaria * definida por: w x w’ es la tunica palabra reducida equivalente a la palabra
w-w'. El elemento neutro es la palabra vacia. El inverso de una palabra reducida

€1 €2 En
w=S8.8.“---8"
1 12 in
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esta dado por

—1 —&n ,—En-1 —e1
w =S, S et S .
in In—1 11

De aqui es claro que w* w™! =w ™ xw =1 en F(S).

La cardinalidad de S es llamado el rango de el grupo libre F(5).
Se puede demostrar que este grupo es tunico salvo isomorfismo.

Proposicién A.1.7 (Unicidad de grupos libres (Véase [§])). Sea S un conjunto. Entonces,
hasta isomorfismo, hay a lo mds un grupo libre generado por S.

Hasta el momento se ha definido un grupo libre generado por un conjunto de manera abstracta,
es por eso que damos una caracterizacién de los grupos libres, que se usara mas adelante.

Proposiciéon A.1.8. Sea G un grupo generado por S. G es un grupo libre generado por S si y
solo si siempre que

k
Hsf =e; 8 €8S,6;i € N\{0} 57 # i1, # Siv1, (A.1)

i=1
se tiene que s; = e Vi€ {1,...,k}.

Hablando en general, el Lema del Ping-Pong es un criterio para encontrar productos libres de
subgrupos de un grupo dado. La primera versién de este Lema es atribuida a Felix Klein quien
lo uso para el estudio de grupos Kleininanos, es decir, para el estudio de grupos discretos que
actian en la esfera de Riemann. Puesto que nuestro interés son lo grupos Kleinianos, se presenta
la versién siguiente de lema de Ping-Pong. Considérese:

= Cuatro discos no vacios, disjuntos o posiblemente tangentes dos a dos en la esfera de
Riemann,

Df cC i=1,2,
cuya unién D C C.

= Se define . R
Ef :=C\D;, E; :=C\Dj, i=1,2.

Lema A.1.9 (Lema del Ping-Pong (Véase [33])). Sea C, D, EX como se describieron arriba,
y supongase que g1, gs transformaciones de Méobius tales que

gF (EH cDE i=1,2
Entonces las transformaciones g1, gs generan un subgrupo libre de rango dos.

Ejemplo A.1.10. Sea r € R tal que r > 2 y consideremos las transformaciones

z
rz4+1

ga(z)=z+r y g¢2(2) =
Entonces g1, g2 generan un subgrupo libre de rango dos en el grupo Mb‘b((@).

Demostracion. Notese que g1 es una traslacion horizontal y que go = j o g1 © j, g €s
conjugada a g1 via la transformacion j(z) = % Consideremos el segmento de recta que une a
z con z + 1 y tracemos las rectas perpendiculares que pasan por z y z + r estas rectas vistas
en la esfera de Riemann son dos circunferencias tangentes en el punto al infinito, entonces los
interiores de estas circunferencias son

Df ={zeC: Re(z)>r/2}, y Df ={zeC: Re(z) < —r/2}.
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Ademds g1 manda a Ef := C\Dl_ en el interior de DY, y By = ((A:\D;r es enviado en el
interior de D] mediante la inversa de g1. Por otro lado la transformacion j intercambia al 0 en

el infinito y viceversa, se tiene que la recta Re(z) = § unida con el punto al infinito es enviada

mediante la transformacion j(z) = 1 en la circunferencia {z € C: 2= /1) =1/7} de
igual forma la recta Re(z) = —5 unida con el punto al infinito es transformada mediante j en
la circunferencia {z € C : |z 4 (1/1)| = 1,/7}, y estas son circunferencias tangentes en el 0,
entonces se define a

D;_:{ZG@I |z —(1/7r)] <1,/7}, yD;:{zG@: lz4+ (1) <1,/7r}.

Y g2 envia a Ey = C\DQ_ en el interior de D3 y la inversa envia Ey = C\D;‘ en el interior
de D5 . Luego tenemos las hipotesis del lema del Ping-Pong, y de aqui que g1 y g2 generan un
subgrupo libre de rango 2 en el grupo de Mob(C).

Figura A.1: Ejemplo de Ping-Pong

De manera anloga se puede demostrar que el ejemplo siguiente también es valido

Ejemplo A.1.11. Si|z| > 2 entonces las transformaciones

w
zw+ 1

gr(w) =w+2z y gao(w) =

)

generan un subgrupo discreto libre de rango 2 en M é)'b(@).
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La rebanada de Riley Clasica

En el presente apéndice se define lo que se conoce como Rebanada de Riley clasica asi como
la definicién de conjunto de pardmetros de Jonh Parker para dos parabdlicos unipotentes en
SU(2,1) y algunos resultados bésicos.

Definicién B.0.1. La rebanada de Riley consiste de todos los numeros complejos t no nulos
para los cuales el grupo generado por

1 1 1 0

0 1|7t 1

es discreto. Se denotara a la rebanada de Riley por R, notese que R se puede identificar con

C\{0}.
Teorema B.0.2 (R. Riley ver [40]). Sea

= 30 1)

H;i el grupo Ty es discreto y H3 /Ty es igual al complemento del

entonces para el valor t =
nudo ocho con respecto a S3.

Teorema B.0.3. Si [t| > 2 entonces el grupo generado por las matrices
11 1 0
0 1] 1

Demostracion. Del Ejemplo [A.1.11] se tiene que, sit € C y es tal que |t| > 2 entonces el grupo
generado por las transformaciones
1t 10
A=l i =)

es libre de rango dos y discreto. Conjugando simultdneamente a las matrices A y B por la matriz

(1)

se tiene el resultado. O

Es libre de rango 2 y discreto.

= O
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Definicién B.0.4. Se define

U={(A,B) € SU(2,1) x SU(2,1)| A, B, AB todas son unipotentes y AB # BA}/SU(2,1)
(B.1)
El subconjunto J de U para el cual el grupo (A, B es discreto se llamard el conjunto de pardme-
tros de Parker.

Teorema B.0.5 (Véase [30]). Eziste una biyeccion entre U y el cuadrado abierto (a1, ) €
(—m/2,7/2)2, que esta dado por

H(Aa B) = (A(pAapABapB)aA(pAvaBapBA))v

donde pa,pp,PaB YDPBA Son los puntos fijos parabdlicos correspondientes a las transformaciones
A y B. La inversa de II esta dada por:

1 —mad —alade i 1 0 0
I Y((zy,29)) = | |0 1 7173 , | ziadet I 0| ], (B.2)
0 0 1 —x3x3et?  —mpyx3etv 1

donde x1 = /2cos(a1), 2 = \/2cos(az), con o € (—7/2,7m/2) j =1,2.

Teorema B.0.6 (Véase [30]). Suponga se que I' = (A, B) es el grupo asociado a los pardmetros
(a1, 2) los cuales satisfacen que

D(4cos*(ay),4cos?(az)) > 0,

donde
D(z,y) = 2*y® — 92%y? — 27ay? + 8lay — 27z — 27.

Entonces T' es discreto y es isomorfo a el grupo libre Fso.
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Grupos de Lie y espacios
homogéneos

C.1. Espacios homogéneos

En esta seccion se enunciaran conceptos bésicos sobre la teoria de grupos de Lie y espacios
homogéneos que se usaran en el resto de la tesis.

Definicién C.1.1. Un grupo G es un grupo de Lie si G como conjunto es un variedad diferen-
ciable y las funciones
m:GxG—G;m(g.h)=g-h
2 G — G p(g) =97,
son diferenciables.

Ejemplo C.1.2. El grupo de matrices triangulares superior de la forma

O O =
O = Q
=0 o

se define como el grupo de Heisenberg complejo y es denotado por Heis(3,C).

Definiciéon C.1.3. Sea H C G, se dice que H es un subgrupo de Lie de G si H es una
subvariedad y es cerrado bajo la operacion de grupo de G.

Definicién C.1.4. G/H se dice un espacio homogéneo si G es un grupo de Lie y H C G es un
subgrupo cerrado de G.

Lema C.1.5 (Véase [8]). Sea G un grupo actuando por la izquierda en un espacio X cuya
accion es

@ x X — X
(g,2) = g-z.

Sea Gz = {g-z| g € G} la orbita del punto x € X y Isot(x,G) = {g € G| g-x = x} el subgrupo
de isotropia, entonces
Gz = G/Isot(z, G)).

Mas aiun se sostiene la formula siguiente
dim (G) = dim (Isot(z, G)) + dim (Gz). (C.1)
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C.2. Versién Algebraica de Generadores

La proposicion siguiente es una versién algebraica de la proposicién [3:2.1}

Proposiciéon C.2.1. Sean
1 10
P=10 1 1
0 0 1

y T € SL(3,C) tal que T es conjugada a P. Entonces, existe g € SL(3,C) tal que [g,P] =1d y
gTg™! es triangular inferior si y solo si existen a,b,c,x,y, z tal que xac #0 y

a:nyfbyz%»bzarfsv2 (zz—yz)(—by—cz) ay2 azxyszyQerzQ:vfcySJrczry
- 2 3 - ? - 3
T = _ by—ax o —azy+by’+exy—=x o —azz+bzy+cy?
T 2 2
—by—cx —bz—cy—x
b _zby—cz _zbzcy—z
T T

Demostracion. Sean P,

t11 ti2 t13 Y11 Y12 M3
T=|tar tae tas| ¥y g= |721 722 73| € SL(3,C)
t31 t32 33 Y31 Y32 Y33

Por hipdtesis se tiene que gP = Pg, en otras palabras se tiene

1,1 Y11t 712 M2 71,3 Y11 +721 Y2+t 722 Y13+ 723
V2,1 Y21t v22 Y22t ves | = | et s Y22t 32 V2,31 733
Y31 Y31 t7¥32 Y32+ 33 ¥3,1 73,2 3,3

Al hacer algunas simplificaciones y homogeneisando se tiene las ecuaciones lineales siguentes

—v21 =0,

Y11 — Y22 =0,
M2 — Y23 =0,
—31 =0,

Y21 — 73,2 =0,
V2,2 — 73,3 =0,
3,1 =0,

v3,2 = 0.

Resolviendo las ecuaciones lineales homogeneas anteriores se tiene que y11 = Y22 = Y33, Yo3 =
V1,2 ¥ Y21 = Y31 = ¥32 = 0. Esto quiere decir que en la matriz g solo depende de las entradas de
su primera fila. Renombrando a v11 = x; v12 = y; g13 = 2, la matriz g es de la forma

x Yy z
g=| 0 = y |. (C.2)
0 0 =

Ademis la matriz g también satisface que ¢g7" = Bg, donde

1 0 0
B=| a 1 0 para a,b,c € C no nulos.
b ¢ 1

De lo anterior se tiene como resultado que

xty1 +ylog + 2831 wlio +ytoo +2t32 xty 3+ ylos+ 233 x Y z
xta1 + Ytz Tta 2 + Yts 2 Tta 3+ yt3 3

ar ay—+x az +y

rt3 1 xt3.2 Tl3 3 bx by+cxr bz+4cy+x
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De aqui, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales homogeneo siguiente
2zt +yta1 + 2tz —x =05
Zt12 +ytao + 2t32 —y =0;
xt1,3 + yloz + 2t33 — 2 =0;
xta1 + Ytz —ax = 0;
wta o + ytzo — (ay + ) = 0;
xtas + yts s — (az +y) =0;
xt3 1 — bxr = 0;
xts2 — (by + cx) = 0;
xt3 g — (bz +cy+x) =0.
Resolviendo las ecuaciones lineales homogéneas anteriores para los coeficientes de T, se tiene
que los coeficientes de la matriz T son

axy — by? + bzx — 22

i = 72 )
. (zz —y?) (by —cx)  ay?
12 — xs .’L‘Q 9
azxy — bzy® + bz%x — cy® + czay
tlg = - 3 9
x
by — azx
to1 = *yia
x
—azy + by? + cxy — 22
t22 = — 2 )
x
—azx + bzy + cy?
t23 = - 2 )
x
31 =,
—by — cx
lag = _y77
T

—bz—cy—=z
t3g = ———.
T

Teniendo asi la forma estipulada.

El reciproco se sigue del hecho de que todos los pasos anteriores son reversibles, ya que T tiene
esa forma si y solo si se cumplen las ecuaciones matriciales arriba mencionadas, a las cuales se
les dio solucién si y solo si cumplen que [g, P] = Id y gT'g~! es triangular inferior para alguna
g € SL(3,C). O
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Apéndice D

Algoritmo de la operacion del
Quandle Parabolico Unipotente

en PSL(3,C)

En la presente Apéndice se exhibe un algoritmo que captura la operacién del Quandle Pa-
rabdlico Unipotente en PSL(3,C) (Véase Capitulo[3)). Esta operacién es la adecuada para poder
calcular representaciones de grupos de enlaces y esta basada en la descomposiciéon de Iwasawa.
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Apéndice D

Algorithm 3: Operacion de Quandle

® N O A W N =

10

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

import sympy;

class Quandle;

def _init__(self, U, z1, 22, 23);

self.u = U,

self.xl = z1;

self.x2 = x2;

self.x3 = x3;

function QuandleMult(z,y) ;

Input :vl1l,v12,v13 = sympy.symbols(’v11v12v13')
021,022,123 = sympy.symbols('v21v22v23")
v31,v32,v33 = sympy.symbols(’v31v32v33')-Coeficientes de matriz compacta

(1).

ull,ul12,1u13 = sympy.symbols('ullul2ul3’)

w21, u22,u23 = sympy.symbols('u21u22u23’)

w31, u32,u33 = sympy.symbols('u31u32u33’)-Coeficientes de matriz compacta
(2).

xl,22, z = sympy.symbols(’z12:2z")-Reales positivos y ntimero compleja (1).
y1,y2, w = sympy.symbols('y1y2w’)-Reales positivos y niimero compleja (2).

Output: (U, x1, 22, 23)— multiplicacién de quandle de (x,y).

ull = z.u[0),ul2 = zw[l],uld = z.u[2],u2l = z.u[3],u22 = z.u[4], u23 = z.u5],

u3l = z.u6], u32 = z.u[7], ud3 = z.u[8],xl = r.2xl,22 = z.22, z = x.3;
v1l = y.u[0], v12 = y.u[l], v13 = y.u[2], v21 = y.u[3], v22 = y.u[4], v23 = y.u[5],
031 = y.ul6], v32 = y.u[7], v33 = y.ul8], yl = y.xl, y2 = y.22, w = y.x3;

P = sympy.Matriz([[1,1,0],[0,1,1],]0,0,1]]);

U = sympy.Matriz([[ull, ul12,ul3], [u2l, u22, u23], [u3l, u32, ud3]]);

A = sympy.Matriz([[z1,0,0],[0,22,0], 0,0, (x1 * 22) x x(—1)]]);

Z = sympy.Matriz([[1,0,0],[0, 1, 2], [0,0, 1]]);

V = sympy. Matriz([[v1l,v12,v13], [v21,v22,v23], [v31,v32, v33]]);

B = sympy.Matriz([[y1,0,0],[0,y2,0],[0,0, (y1 * y2) * x(—1)]]);

W = sympy.Matriz([[1,0,0],[0,1,w],[0,0,1]]);

M = ((VxBxW)x (P.inv()) * (W.inv()) * (B.inv()) * (V.adjoint())));

return M;

y < Quandle(sympy.Matrix([[v11, v12,v13], [v21, 022, v23], [v31,v32,v33]]), y1, y2, w);

x + Quandle(sympy Matrix([[ull, ul2, ul3], [u21,u22, u23], [u31, u32,u33]]), 1, 22, 2);

OP = QuandleMult(z,y);

kan = KAN(OP);

return kan.
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Polinomios subyacentes de los
cruces del nudo ocho

En esté apéndice se exhiben los polinomios que subyacen de las dos relaciones obtenidas en el
quandle fundamental de nudo ocho.

Para calcular las relaciones 1| y |2| con los valores asignados a C(«) y a C(vy) se hizo uso del
programa en python que captura la operacién de quandle en Pab de la cual se obtienen dos
igualdades de cuartetas en el quandle parabdlico unipotente. Luego entonces se tiene que de
cada igualdad subyacen 12 ecuaciones racionales mezcladas homogéneas. Como se muestra en
los Lemas y tales ecuaciones racionales se pueden simplificar obteniendo asi 3
ecuaciones polinomiales homogéneas y 9 ecuaciones polinomiales mezcladas homogéneas por
cada igualdad. Se denota por z = (a,b, ¢, z,t), entonces tales polinomios quedan escritos de la
manera siguiente:

Polinomios de la primera relacién (véase [1)

Polinomio correspondiente a la entrada 1,1 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
f11(z,z) = —at+t+a+bx—b— 1

Polinomio correspondiente a la entrada 2,1 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
fo1(2,Z) = a® + abx —ab+t — b.

Polinomio correspondiente a la entrada 3,1 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
f31(2,%) = a’c + abex — abc — ab +t — b2z + b — be.

Polinomio correspondiente a la entrada 1,2 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
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f12(2,2) = (—ta® —tza® — 2x%a — btr’a+bta+ 3c2za + c*a?ZTa — > aTa — 3¢ + bex? +
3c+ bt + cx — 3bex — cx + btx + 2T — bex?T — cx — 2aT + beaT + caT +e(t(x? — 1)b% +
(z—=3)ac®+ (z+t(—az? +z+a+1)—3)c+at(z+1))b—c(t(z+1)a® + c(x — 3) (cx +
Da—c*(z—3)) —c(z—1)(cxb+b—c(cza+a—c))7))(@)? - (tla+blz—1)—1)(z+1)+
b(—ax?c® +3axc® +xc® -3¢ —ax?c® +br?c® +3ac? +2axc? — 3brc® +xc? — 3¢ +br’c—
abtz’c—(x—1)(=br+c(ax—1)+1)(T)%c—3bc—a*tc+abtc+bte—2bxe — a*trc+btrc—
ze+ 3c+ b ta? — abtz? — a®t — b*t + 2abt + bt — a*tx + abtz + btx + ((z — 1) (ax — 1) —
(—2az? +bx? +3ax —br+2x+a—4)c? + (—2b2x% +3br +2x+b—4)c+t(a? +b(z—1)a—
b(z+1)T—2e(@—1)(t(2*-1)b* + ((z —3)x® + (z+t(—az’ +x+a+1) —3)c+at(z+
))bo—c(t(z+1)a®+c(z—3)(cx+1)a—c*(x—3))—c(z—1)(cab+b—c(cra+a—c))T)))a+
tla+blz—1)—1)(z+1)—0)2@-1)(t(z? - 1)+ ((z—3)z + (z+t(—ax® +x+a+
1)—3)c+at(x+1))b—c(t(z+1)a?+c(x—3)(cx+1)a—c*(x —3)) —c(z—1)(cxb+b—
c(cza+a—c))T) —b(—ta® —twa® — ?z%a —btz?a+bta—ta+3c?za —tra—3c? + bex? —
btx? +3c+2bt+t+c?x—3bcx —cx+btr+tz+((z—1)(az—1)c? — (z—1) (b —1)c+t(a+
b(z—1)—1)(z+1))Z+e(t(z? - 1)+ ((z—3)z* + (x+t(—az® +z+a+1)—3)ctat(x+
))b—ct(z+1)a®+c(z—3)(cz+1)a—c*(x—3)) —c(x—1)(cxb+b—c(cxa+a—c))T)).

Polinomio correspondiente a la entrada 2,2 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
fa2(2,7Z) = az?c® —3axc® —xc® —ar?TAP + axT? + 2T —T? 4+ 3¢? —brc+3bre+xe+
bx?Tc—baxTe— xTe+Te— 3c+bta? —at + bt +t+atx — 2btw — tw — btaT — ataT + btaT +
tzz+(0)2(T—1)(—c(—xt+t+c(z—3))a?+b(—(xr—3)zc? +(t(x—1)2+2—3)c+t—tx)a+
b((x —3)® + (—at +t+b(z—3)x)c—bt(x —1)?) + (c(c(x — 1) — tz)a® + b((z — 1)xc® —
(x—1)(tz+1)c+tx)a+b(—(x —1)2 +x(—2b+ b+ t)c+bt(x — 1)z))T) + (@) (t(a® +
bz —1)a—b)(Tz—x+1)—¢(—c(—zt+t+c(r—3))a? +b(—(z—3)wc? + (t(x — 1) +2—
e+t —tx)a+b((x—3)?+ (—xt+t+b(x —3)x)c—bt(x—1)?)+ (c(c(x — 1) — tw)a® +

(x—1)xc?—(x—1)(tz+1)c+tz)a+b(—(x—1)E+x(—xb+b+t)c+bt(x—1)z))T)) +

(—ta® +tza®+cAx?a+btr’a+bta—ta—3c*wva—2btra+tra+3c® —bex? + btz + ((z —

Jaz —1)c® — (x —1)(bx — e+ t(a+b(x — 1) — 1)) (T)? — 3¢+ 2bt +t — c?x + 3bex +

cr —3btr —tox — (2(x — 2)(ax — 1)c? —2(x — 2)(bx — 1)c+t(xa® + (b — bx + 22— 1)a+

2022 +b—4bx —22+1))T+¢(—c(—xt+t+c(z—3))a® +b(—(x —3)xc* + (t(x — 1) + 2 —

e+t —tr)a+b((z—3)?+ (—at+t+b(x—3)x)c—bt(x — 1))+ (c(c(x —1) —tx)a® +

b((z—1)axc® — (z—1)(tr+1)c+tx)a+b(—(x—1)2+x(—xb+b+t)c+bt(x—1)x))T)) —

a(az?c® —3axc® —xc? — ax®Tc? + axTc? + 27 — T? + 3% — br’c+ 3bxc+ xe+ baiTe —

brZc— xTc+Tc— 3c+bta? — at + bt +t + atw — 2btx — tw — bta*T — ataT + btaT +taT +

b(—3c%a? + cta® +ta® + 2xa® — ctza® — twa® + bc?x?a — btz’a — betw?a + 3bca — 2bta —

beta — 3bc’za — bexa + 3btxa + 2bctwa + 3bc? — b2ex? + b*ta? + tz(—a? + (b — bx)a +

b)(T)? + b%t — bt — bet — bePx + 3b%cx — 2b%tx + bt + betz + ((—(x — 1) + tec+ (22 —

1)a?+b(—(z—1)zc?+(x—1)(tz+1)c+t (222 —4x+1))a+b((x—1)® —x(—xb+b+t)c—

btr? +t+(b—2)tx))T+e(T —1)(—c(—at+t+c(x—3))a® +b(—(z —3)wc® + (t(x —1)2 +

r—3)c+t—tw)a+b((xr—3)*+(—at+t+b(x—3)x)c—bt(x—1)?)+(c(c(x—1) —tz)a®+

b((x—1)ac? —(z—1)(tz+1)c+tz)a+b(—(z— 1) +x(—zb+b+t)c+bt(x—1)x))T)));

Polinomio correspondiente a la entrada 3,2 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:

b
b
1
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f32(z,2) = —az?c® + 3axc® + xc3 + ax?z® — axTc — 27 + TP — 33 + br?c? + 3ac? —
axc? — 3bxc? — br?Tc? — aTc® + ax®c?® + baTc? — 3be + bre + bTc — baTe — 2at + 2bt +
2t — 2btx + atT — btT — tT + btaT + (@)% (—3c2a® + 2ta® + c*xa® + be*a?a+ 3bca — 2bta —
3bc?za—bexra+2btra+3bc® —b2cx? —2bt — bz +3b%cx —t(ca® +b(c(x—1)—1)a—b(c+
b(z—1)))e(@—2)+(—((x—1)c2+t)a® —b(x—1)(xc®> —c+t)a+b((x—1)c2 +b(z—1)xc+
NZ)+t(ca® +b(c(z—1)—1)a—b(c+b(x—1)))(0)%((Z)? - 3T +2) +b(—azx?c® +3axc +
xc®—3c3+3a%c? —abz?c® +bx?c? 4 3ac® — 3bc? — a’wc? — axc® +3abwc? —2bwc? + b2t c—
3abc—3bc—3b%zc+abre+bre+ (v — B+t +b(x—1)(zc? +c—t) —a((z—1)zc3 + (2 —
1)c?+1))(T)? — 2at — 2at +2abt +4bt + 2t — 2abtz — 2btz +t(ca® +b(c(x —1) —1)a—b(c+
b(z—1)))e(T—2) + (=223 +4c3 —b?(x — 1)ze—3t+a?((x — 1) +1t) +a(2(x —2)zc +
2(x—2)c®+3t)+b(((a—2)2* — (a—3)z+1)2+ (—za+a—2x+4)c+t(a(z— 1)+ 3z —
))x)+a(ar?c® —3arc® —xcd —ar?zed +arzcd + 1w —Te3+3¢ —bar?c? —3ac? +axc? +
3bxc? +bx?zc? + axc? — axTc? — brZc? + 3be — bre — bTe+ baTe+ 2at — 2bt — 2t + 2btx —
atT + BT +tT — btaT + b(3c?a® — 2cta® — 2ta® — c2xa® — bc®x?a — 3bca + 4bta + 2bcta +
3bc?za+bexra — 2btza — 2betra — 3bc® + b2 ca?® + (—((x — 1)? +t)a® —=b(z — 1) (xc® —c+
ta+b((z—1)c?+b(x—1)xc+1))(T)% — 2%t +2bt + 2bct + bex — 3b%cax + 2b% tr + ((2(x —
2)c? +te+3t)a? +b(2(x —2)xc® + (t(x —1) =2z +4)c+t(3z —4))a—b(2(x —2)c® + (t+
2b(z—2)z)c+t(b(x—1)+3)))T—t(ca?+b(c(x—1)—1)a—b(c+b(z—1)))e((z)? -3z +2))).

Polinomio correspondiente a la entrada 1,3 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:

f13(z,z) = f(cxbz+c2b+ac(1—cx)b—a202—2t2—t2acT(52+(c(cxb+b—c(cwa+a—c)+
(—azc+c+bx—1)T+¢(cab? +c?b+ach—ac’wb—a?c® —2t2 + (¢ —a(cx +1)c? +b(cx +
e —t22T +a(—cxb? — b+ ac(cx — 1)b+ a?c? + 212 + 227 (ex — 1b+ c(—bx + c(azx —
1)+ 1) —c(cxb+b—c(cxa+a—c))(E(ax — 1 +((—cxb® — b+ ac(cx — 1)b+a’c? +
2t2 + t227(a% — c(cxb+b—c(cra+a—c)+ (—axc+c+br — 1)Ta+c(—arc+c+br—1).

Polinomio correspondiente a la entrada 2,3 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:

f23(2,%) = c(—ca®+(b— bc:r)a—l—b(c—i—b:v)f(g2 +(—azxcd+c —ac? +brc® —axTc® +Tc? +
be+bawe—Te+ (ca? +b(cx —1)a—b(c+ bx)a(ez — lec—2t* — 22T +e(—t2x(z + (¢ —
a(cz+1)c2+b(cx+1)c—2t2T+c(—ca®+ (b—bex)a+b(c+bx)b+c(—br+clar—1)+1)+
(@ (axc® — A +ac? —b(cx+1)c+2t> +t2xz(az — 1 +¢(c(ca® +b(cx —1)a—b(c+bx) (a® +
(axc® — 3 +ac? —blcx+1)c+2t2+ ((ax —1)c® —bxc+c+t2aTa+c(—axc+c+br —1).

Polinomio correspondiente a la entrada 3,3 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:

f33(2,2) = 22 + b((1 — ax)c® + (bx — 1)c+ (—ca® + (b — bex)a + b(c + br)be — 22 (T +
((ax — 1)c® — brc+ ¢ + t2x + (—axc® + ¢ — ac® + b(cx + 1)c + (—ca? + (b — bex)a +
b(c + bx)ac — 2t*bx — c(cab + b — c(cxa + a — ¢))(Ez(az — 1 + (-2t + (c(cxb+ b —
c(cza+a—c))b+a((ax —1)c® — bxc+ (ca® + b(cx — 1)a — b(c + bx)be + ¢ + t2x(T2 +
(—axc® + ¢ + (ca® + b(cx — 1)a — b(c + bx)(@c + bxc + (—ca® + (b — bex)a + b(c +
br)be — ¢ — 2z — (3 — a(cx + 1) + b(cx + 1)c — 2t%az).

Polinomio correspondiente a la primera entrada real de la parte abeliana de la cuarteta

n Pab:
Cle(z,Z) =|(t(1—2x),—t,t)|—|(~a—br+b+1,a® +ab(x — 1) —b,a(—c) +ab(c(—z) +
c+ 1)+ b(b(z —1) + ).

Polinomio correspondiente a la segunda entrada real de la parte abeliana de la cuarteta

en Pab:
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fr2(2,Z) = —((@)?(2a® —a(2b—2c*+2c+1) —2b(c—1)+1)—a((¢)?(2a® —a(3b—3c* +-2c+
1)+b(2—3¢)+1)+b(—2a?+a(3b—3c?+2c+1)+b(3c—2) — 1) +(—2a +a(2b—2¢* +2c+
1)+2b(c—1)—1)—a?®+ab—ac®+ac+a+bc—b—1)+b(¢(2a® —a(3b—3c*+2c+1) — 3be+
2b0+1)—2a+a(2b—2c?+2c+1)+2bc—2b—1)—(a)?((¢)?(b(a® +ac(c+1)+c2+1)—a?c? +
b (—(a+c+1)))—a®+b(a>+a?((c—1)c—2b)+a(b? —bc® +1)+b(bc—c? +c—2))+¢(a® —
a?(b+c)+abct-a+b(—b+c—1))+ab+a—1))24(@(a®+(b)?(—=b(a® +ac(c+1)+c>+1)+
a?c?+-b%(atc+1))—a?(b+c+1)+b((€)? (b(a?+ac(c+1)+c?+1)—ac?+b(—(a+c+1)))—
a’?+¢(a®—a’c(c+1)—ab®+abe(c+2)+a—b%(c+2)+be(c+1))+ab+a—1)+a(be+b+2)—
b2 +bc—b—1)—(b)*(a3+2(b(a®+ac(c+1)+c?+1)—a?c2+b*(—(a+c+1))) —a’c(c+1)—
ab®+abc(c+2)+a—b%(c+2) +be(c+1))+b(—a®+ (€)% (b(a® +ac(c+1)+c2+1) —a?c® +
b?(—(a+c+1)))+a?(2b—c?+c)+c(a —a?(b+c) +abe+a+b(—b+c—1)) —a(b? —bc® +
1) 4b(—(b+1)c+c2+2))+(a)? (a® —a? (b+c)+abet-a+b(—b+c—1)) —ac® +ac+be—b) /2.

Polinomio correspondiente a la entrada compleja de la parte nilpotente de la cuarteta en
Pab:
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Polinomios subyacentes de los cruces del nudo ocho

fo(z,7) = 2a%(¢)3 S +2a%ec +2a* ()3 c® —2a3(¢)3c® — 202 (€)3c® —a(€)3c® —2a%b(e)3c®
2ab(2)3c® + 2a2c® + 2a?(¢)?c® + 2a'ec® — 2a%ec® — 4a 605 — aec® — 2a%bec® — 2abec® +
2a*ct — 2a3ct + a? (6)304 + 2a2(E)3C4 + 2ab? (6)304 + a(e ) —4a3b(c )‘3 4 + 2a2b(e )364 +
?me(*)3 4+b(7) —4a?c* +2a*(¢)%ct — 2a3 (7) —4a?(e)?c* — a(e)%ct —2ab(c)?c
2ab(c)?ct — act —2a?bc* — 2abct — 2a*ect + 3a3cc —|—6a cc4+2ab200 +2acc4 —4a3bcc +
da®bect +5abect +bect —2atc® +3a3 3 +2a’ (€)3¢® — 5at (2)3¢3 +3a3 ()33 — 3% (¢)3c® +
4a?b?(2)3c3 — 2ab?(e)3c® — b?(¢)3c® — 2a4b(6)303 + 5a%b(e)3c3 — 3ab(¢)3c® — b(c)3c® —
(€)3c® + 4a2c® + 2ab%c3 — 2a* (€)% + 3a3(2)% 3 + 4a2(2)% 3 + 2ab? (€)% + 2a(e)?c® —
4ab(2)%c3 + 4a%b(e)2c? + 5ab(e)?c® + b(e)?c® + 2ac® — 4a®be® + 4a?be® + 5abe® + be? +
2a°¢c? — 3a*ec® — Ta%cc?® + 4a’b*ec® — dab*ecd — b*ecd — 2aec® — 2a4béc3 + dabecd +
a’bec® — 8abec® — 2bec® — ec® + 2a°c? — 3a*c? + 2a°(2)3c? — 4a*(¢)3c? + 6a (7)3 2 —
4a?(2)3c? 4 2a3b*(2)3c? — 4ab?(2)>c? + b%(2)3c? + 2a(e)>c? — 4a*b(c)3c? + 8a3b( e
6a2b(c)3c?+2b(e)3c® —2a%c? +4a?b?c? —4dab?c® —b2c?+2a° (€) 22 —3at (e ) (E)QCQJr
4a%b%(¢)%c? — 4ab®(e)%c? — b2(¢)%c? — 4a () c® — 2a*b()?c® + 4a3b(c)%c? + 2a2b(E)
8ab(¢)?c? — 2b(¢)%c? + (¢)%c? — 2ac? — 2a*bc? + 4abc? + a?be? — Tabc® — 2bc? — a*ec® +
6a’cc? — 2a%ec? + 2a3b%ec?® — 4ab*ec? + 2b%cc? + dacc? — 2atbec? + 4a3bec? — Tabec? +
Tabec? + 4bec? — atc+4a3c — a*(2)3c+2a3(€)3c — 3a%(e)3c + 2a3b%(¢)3c — 5ab?(¢)3c +
2ab?(¢)3c+ b2(e)3c + 2a(c)3c — 2a*b(¢)3c + 5a3b(7) c— 5a26(7) c+ 4ab(7) —b(e)3c—
(€)3c—3a%c+2a3b?c—4a?b c+ab’c+2b%c—at(e)?c+4a?(2)*c—3a%(¢)? c+2a362( )Qc
5a2b? ()% c+ab?(¢)2c+2b%(¢)2c+2a () c—2a*b(2)%c+5ab(¢)?c—Tab(¢)? c+5ab(c)?c
2b(¢)?c+2ac—2a*be+4a®be—6abe+4dabe+ 2bc—2a3Ec—a2b2Ec+ab26c—bQEc+a3bEc+
a’bec — 3bce — cc — a?b?(e)? + 2ab?(¢)3 — b? (*) + a3b(*) —2a%b(e)? +2ab(c)® — b(e)® —
a?b?+2ab?—b%+ab®(¢)2—3a2b?(¢)? +4ab?(c)? —2b%(¢) 2 +2a3b(¢)? —4a2b(c)? +4ab(c)? —
3b(¢)?+a®b—2a2b+2ab—2b+be+ (2(a+c—1)2b° — ( (c+1)a® +(80 —2¢—5)a? +(4c[
4 +ct4)a+2c3 —2c2+3c—3)b? +(2(c2+3c+1)a + (6¢3 +2c¢* —6c—1)a + (2¢ —2¢3 +
3c2+5c+3)a? +(4ct —2c3+4c* —3c—1)a+c?+1)b—ac(2(c+1)a* +(2c3+2¢2 —3c—1)a®+
(—2¢3+2c¢%4+2c+3)a + (2c¢t +c2 —c—1)a+c?+1))(a)’e(c+1) + (=2 + (c+2a(c+1) —
1)b+(1-2a)c?)(b)*(a® —c(c+1)a® —b*a+be(c+2)a+a+be(c+1) —b?(c+2)+(—(a+c+
D2+ (a?+c(c+1)a+c+1)b—a?c?)e)+(b)3(—(a+c—2)b*+((c+3)a? +2(c®> —3c+1)a+
c+ )2 —(3a®+(3—Tc? —c+3)a? + (=3 +2c+3)a— 2 +3c2 +c+1)b* — ((2¢+3c—1)a* +
(5¢® —dc+1)a® +c2 (2 —c+6)a® + (3¢t — 2 —de+1)a—2¢ + 3¢ + 1)b+ (2¢c(c+1)a® —
(=3¢t —3c3+3c2 +c+b(3c2+Tc+2))a* + ((3c+2)b? + (—6¢3 +3c2 +6¢+1)b+c(—6¢3 +
2¢% +2c+3))a® + (3(c+1)b% — (33 +8c+4)b? + (9¢® —4c? — Te—2)b+ (3¢t +3¢2 —2c—
1))a?+(—3b*+(6c2+6c+T7)b3+(—3¢3—13c2+1)b% +(—3c* +c* =32 +4c+1)b+c2+c)a—
b(3(c+1)b% —c(3c+T7)b? — (c—3)b+c34¢))(©)? +ac(2(c+1)a* +(2¢® +2¢2 —6¢—1)a® +
(=3¢ +5c2 +4c+3)a® 4 (2c* — ? —4e—1)a+ (c+1)?) + (—4e(c+1)a® + (b(5c® 4+ 10c+
1)+c(=5c®—5c2+9c+2))a* — (—5ct +7c3 +4c? +Te+b2 (Te+3) +b(—15¢3 — 52 +12¢+
1)—1)ad+(=5c® —2c* —2c3 +5c2 +c+2b3 —b%(23c? + ¢ —8) +b(5ct +12¢? +Tc+3) )a® +
((18¢—5)b% — (12¢3 +5c2 +c+4)b% + (12¢* +6¢% —Te—1)b—2¢3 — 3¢+ 1)a+b(2c¢* — 2 +
4% +c—3b3+b2 (7 +1) —b(9c3 +c2+4c—2)+2))e) + ()2 (—2c% (c+1)a® +c(—2¢* +5c% +
4c+2b(c®+3c+1)+3)a’ — (de(c+1)b2 + (—6c +2¢3+ 112 +9c+2)b+c(—2ct + 3 —? +
11c+6))a* +(—2¢542¢° = 7c* +3¢3 +10c2 4203 c+ 12¢4b* (—8¢® +4c2 +9c+ 3) + b(2¢° —
4ct =3c3+6c2+17c+3)—1)a+ (3¢ + 3¢t +2¢3 — 112+ 0% (4e—3)c—be+b% (—4ct +5¢3 +
6c% —6c—6) +b(4c® —6c* +10¢® —9c® —14c—T) —2)a? — (b* 4 (—2c® + 2% +4c— 3)b> +
(2¢* =73 +8c2 +¢—10)b% + (5ct —4c® + 7c? —8c— 4)b+c(2¢* +2¢3 — 3¢2 — 3¢ —5))a—
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—b3+4b%c3 +-be3 — 2+ ((3a2 +3(c—2)a—9c+1)b3 +(—(6¢+5)a® + (—12c2 +2¢+3)a? +
(=3c34+6c2—3c+2)a+2(3c2+c+2))b2+((3c2 +Tc+2)a* +(9¢ +6¢ —c+1)a® + (3¢ +
2¢2+2c¢—2)a?+(6¢* —3c3+c2+c+1)a—2)b—c(2(c+1)a’ + (3c3+3c2 —c+1)a* +c(5c—
1)a3+(364—603+302—c+3)a2+(3c4+302—c—1)a+c2+1))(é)3—3b2—3b302—5b62—
2¢? —|—(20(c—|—1)a5—(—204—203+02+c+2b(02+3c+1))a4+(—204+c3—402—|—5c—|—2b2(c+
1)+b(—4c? —|—80—|—2)—2)a3—|—(2c5+7c3—362+5c+2b3(c+1)—b(302+60—|—1)—b2(203—|—5c+
5)—2)a?+(2¢° —3C +5c3—6c2+c—2b1 4263 (2¢2 +c+2) +b%(3c2 —4c+3) +b(—6¢ —3c+
5)— 1)a+c —c24+2c—2b*(c+1) = b3 (c+3) +b%c(6¢2 +3c+2) +b(—4c* +2¢3 —6¢? +dc—
1)—1)()2 —5b—brc+2b3c+9b%c+be+ (22 (c+1)ab +c(2¢* —5¢ —4c—2b(c? +3c+1) —
3)a® + (4e(c+1)b? 4+ (—6¢* +2c3 +12c¢2 +9¢+1)b—2¢(c* +c? —6c—4) )a* — (=28 +2¢° —
9t +7¢2 +203c+16¢+b (=83 +4c? +10c+2) +b(2¢° —4ct —6¢3 462 +24¢+7) —2)a® +
(—4c5 —c* =103 +14c% +-b3 (3 —4c)c+4c+b% (4t =53 — 112 +12¢+15) +-b(—4c® +Tct —
15¢% -3¢ +22c+9)+4)a?+ (b*+(—2¢3+2c2+5c—6)b> +2(c* —3c3+ T2 +-4c—8) b2 +(3c* —
6c3+13c2 —11e—12)b+c(3c¢* +5c¢® —5c2+3c—6))a+c3 +2c2 +b* (c—1) —c+b3(c® —4de—
1)4+b%(2¢34+2c2 —10c+9) —b(4c* +c3 —2c2 +4c—6)+2)e—1) +b(—2¢% (c+1)a +¢(—2c* +
7¢2+6¢+2b(c2+3c+1)+1)a’ — (4de(c+1)b? + (—6¢ +4c® +15c2 +8c+1)b+c(—dct +c2 +
8c?+12¢+5))at +(—2¢5 =3¢t +8¢3 +9c? +2b3c+12¢+b% (=83 +6¢2 +11c+2) +2b(c® —
4t —c348c2+9¢+2) —1)ad+ (28 +c® —4ct +5¢% —15¢? —5e+b3 (4c? —4e—1) +-b% (—4c* +
10c®+5¢2 —15¢—5)+b(2¢° —5ct +15¢3 —Tc? —18¢—5) —3)a 4+ (—c® —2c¢* +5c3 +c? +5e+
b3 (23 —4c? +c+1)+b2(3c3 —14c? +2¢+8) +b(—2¢P+5¢3 —8c? +8¢+8) +1)a+2bct + ((a+
c+1)bt—((c+2)a? +20(c+1)a 2¢)b3+ ((c+1)ad+ (3 +4c* +3c+2)a? + (3 +4c? +2c—
5)a—4c(c+1))b? —(ct—c2+c? —c+a® (2 +5c2 +5c+2) +a? (¢t +6¢3 —5e—4) +a(2ct —
3 —4c?4-5¢+2) —2)b+c(2(c+1)a* +(4c34+3c? —3c—3)a® +(—5c2 +c+4)a’ 4 (3¢ +2¢% —
c—2)a+c2+1))(e)* —b3—2b%c3 — A+ ((—3c? +be+b)a* — (2¢* —2¢3 — 52 +c+ b (c+2) +
b(—202+c+1)—1)a3—|—(304—603+02—5c+b3+b2(02+26+2)+b(203—602+2c—1)+2)a2+
(—2¢°+3c* —4c3+5c2 +c—b3(3c+1)+b2 (3 — 2 +4c—2) +b(c* —2c¢3 +6¢c—4) ) a+b* —c3

2 =2c—b*(P+c—2)+b*(2¢2 —c+1)+be(c3—2¢? +3¢—5)+1)(2)3 —5b% —b%c2 —bc? — 3¢+
(=22 (c+1)ab+(—2c°+3c3+2b(c?4+-3c+1)c+c)a® — (4e(c+1)b? +(—6c* +-5c2 +-3c+2) b+
c(3c3—4c? —2¢+2))a* + (=28 +4c® +c* —2¢3 —9c2 +-2b3 c+5e+ b2 (=8¢ +2c2 +Te+5) +
b(2¢° +c2—9¢2 +5c+3) —2)ad + (—2¢5+3c® —9c* +12¢% — 3¢+ b(6¢* — 8¢ —4c? +12c—
5)c+8c+b3(4c? —5e—4) +b%(—4ct +3c3+4c? —2¢—6) —4)a® + (b + (2¢ — 62 +c+3)b> +
(—4ct+6c3+c?—be+6)b2+(2¢® —6¢ +9¢® —2¢% —8c+T)b+c(4c* —6¢2 +8c¢% —9c—1))a+
b4c+b3(4(:—3)+b2(—602+2c—5)+2(c3—62+20—1)—b(c4—3c3—|—662—86—|—1))(6)2—4b—|—
203c+6b%c+4be+c+ (—2c%a’ +c(—2¢3 42 +c+2b(c+1) +3)a* — (2¢b? + (—4c® +2c2 +
6c+2)b—4c?+9c—2)ad + (—2¢5 +7c* —12¢3 +8c? — 3c+b? (—4c? +4c+2) +b(2ct — 3 —
9¢%+9c+1)+4)a+(—(c—1)b3— (3 =Tc+5)b*+ (3¢t —8c3+Tc? +3c—8)b+c(—2c* +6¢% —
8c2+7c—2))a—c3+b*(1—2¢)% +2c¢* —b3(c—1)c—3c+b(ct —5c3 +8c? —9c+4)+2)c—2) +
(@)2(b(20* +(—2c% +c+a(2—8c)+1)b3+(2ca® + (10c® +c—4)a? +c? (de+1)a+2c® —2c2 +
c—2)b? — (2¢(c+2)a* +c(6c® +2c—5)a® + (2¢* +5c2 +2c+1)a? +c(4c® — 2 +2c—4)a—
A+2c2+1)b+(—(3a% 4 (6¢—5)a+3c? —5e+2)b3 +((6¢+5)a+ (12¢2 —2¢—5)a? + (6¢3 —
5c¢2+c+5)a+3c®—2¢% +4c—3)b* — (32 4+ Tc+2)a 4+ (9¢3 +3c2 —6c—1)a® +3(c* — 3+
A +2c+1)a? +(6¢* —2¢3+6¢2 —3c—1)a+c2+1)b+ac(2(c+1)a* + (33 +3c2 —3c—1)a® +
(=3c342c¢% +2c+3)a® + (3¢t +2¢? —c—1)a+c?+1))(€)? +ac(2(c+1)a* + (2¢3 +2¢% —
5c—1)a’+(—2c3+4c? +3c+3)a? 4 (2¢* —3c—1)a+c? +c+1)+(20* — (5a2 + (18c—11)a+
7¢? —10c+3)b3 + (3(4c+3)a® 4 (30c? —3c—14)a? 4 (14c® —8c* +2¢+9)a+T7c® —6¢* +8c—
8)b2—((7c2+17c+4)a4+(2103+702—17c—2)a3+(7c4f5c3+1lc2+13c+7)a2+(1404—
5c3+120 —10c— 2)a A+4c2+3)b+ac(6(c+1)a* +(7c34+7¢* —11e—3) a3+ (=72 +8c% +
7c+9)a?+(7ct+3c? —5c— 3)a+3c +c+3))e)—c(— (c+1)a +(b(02+3c+1)—c(c3+02—
4c—5))a* — (2(c+1)b? 4+ (=33 + 2 +10c+5)b+c(—3¢* —3¢® +5¢+8) )a + (—c® —2¢* —
203—|—502—|—50—|—b3—|—b2(—462+3c+7)—|—b(c4—503—562+llc+8)—|—2)a2+(205+204—2c3—
3c+203(c—1)+b%(—2c3+6c2 +4c—11) —b(3c> — T2 +6¢+T) —1)a—2bc* +b% +b2c3 + 3.

Polinomios de la segunda relacién (véase
Polinomio correspondiente a la entrada 1,1 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
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Polinomios subyacentes de los cruces del nudo ocho

g11(2,Z) = ba’t — bat — acx®t + axt + acxt + cat — ct — 1.

Polinomio correspondiente a la entrada 2,1 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
921(2,Z) = bat + a(—c)xt — axt + ct + a.

Polinomio correspondiente a la entrada 3,1 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
931(2,2Z) = —bat + acat — ct +t — ac + b.

Polinomio correspondiente a la entrada 1,2 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
912(2,Z) = T(—twa® —c*xa—btra+cta+2c?va+2cra+btra—ctra—2c® +bew? + o —
2bcz+(—(x—2)(ax—1)c3+(bx? —2br+x+a(—xt+t—(2—5)x) —3)c? +(—tra®+2za—
t(x—1)(bx+2)a+bt(x—1)+b(x—3)z+1)c+(c(x—1)(ax—1)—(a+b(x—1))x)Tc—t((x+
Da?2+b(x?2—z—1)a—b*(z—1)x))+(€)*(— (2 —3)(ax —1)c? +(b(x 3)z+2a(—xt+t+
2)+1)2+(c(z—1)(ax—1)—(a+b(x—1))2z)Tc® —t((z+1)a®+b(z% —1)a—2b(x—1))c+
bt(a+b(x—1))(m+1)))(a)2—(ta2—bta—cta—czxa—l—btxa—&—ctxa—i—c +e(e(x—1)(az—
1) —(a+b(x—1))2)b(T)? —c+bex+ (t(c(x—1)+(a+b(zx—1))z)+(—(z—2)(ax—1)c*+
(bx? —2bx+x+a(—xt+t—(x—5)) —3)c? + (—twa® + 2xa—t(xz — 1) (bx +2)a+ bt (x —

)er(x 3r+1)ec—t((z+1)a? +b(z2 —z—1)a—b*(x—1)z))b)T + (¢)?(—(z — 3)(ax —

D+ (b (x 3z +2a(—at+t+z)+1)2+(c(x—1)(az—1)—(a+b(x—1))z)Tc? —t((x+
Da?+b(2?> —1)a—2b(x —1))c+bt(a+b(z—1))(x+1)) +2((1—ax)c® +2(c(x—1)(az —
1) —(a+b(x—1))2)b@)%c? + (at(z — 1)+ bz —a(x —3)z+x —4)c® + (ta® + ((b—2)t(x —
1) +2z)a+b(—xt+t+ (x—3)z)+1)c—t((x+1)a? +bz?a+b*(x — 1)) + ((z — 1) (ax —
D2+ 2t(x—1)— (a+blx—1))z)c+t(a+blx—1))(x+1) —2((x —3) (az — 1) — (b(z —
3)z+2a(—at+t+x)+1)? +t((x+1)a? +b(x? —1)a—2b(x —1))c—bt(a+b(z—1))(z+
1)b0)Z))a+t(—a—(b+c)(x—1)+(a(z+1)+(x—1)(xb+b+2¢))e) + (b)*T(—(z—3) (ax —
e+ (b (33 3)x+2a(—at+t+z)+1)2+(c(x—1)(ax—1)— (a—l—b(w 1)) Yzt —t((z+

Da 2—&-b( Da—2b(z—1))c+bt(a+b(x—1))(z+1))+b(—azc® +c® —atc® + bxc® +
atrc’—c +a2tc abtc+bte+abtre—btre—2tTe+2txTe+b2t —abt — b tx +btaT +atT —
btT + atxZ +(—(z — 3)(ax — 1) + (b(z — 3)z + 2a(—at +t+z) +1)c? + (c(x — 1) (az —
) —(a+b(x—1))x)Tc® —t((z+1)a?+b(z*> —1)a—2b(z —1))c+bt(a+b(z—1))(z+1))).

Polinomio correspondiente a la entrada 2,2 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:

73



Apéndice E

922(2, Z) = axc®+az?ec® —3axec® —xec® 4 3ec® —ar’cxrc® +arezrc? +xexc? —erct — 2 —

brc—bx?cc—téc—2axcc+ 3bate+tace —ce+br*eTe+tere+ axcxe — brere—taeTe+c+
at—bt —t+btx+btr’c—atc+bte+te+atre—2btac—btw?ex —atvex+btrez+ (b)*T((t(z—
1?2 —c(x—3)2)b? + ((x — 3)(ax —1)c® — (t(a(x —1) = 1)(z — 1) +2azx + 1)c+t +at(x —
D)b+act(—za+a+c—cr—1)+ ((c—t)(x —1)zb® — (c—t)(c(x —1)(ax — 1) — az)b+
act(c(x —1)+ax))T) +b(—cta? + bta+beta+ cta+bc*xra—betxa—be? + (—(x — 1) (az —
1)c2—|—(—xt—|—t+(a—!—b(x—1))m)c—t(a—|—b(a:—1))33)(?)2+bc—b2t—bt—b20x—|—b2ta:+((x—
3)(ax—1)c?+ (—bx? —2ax+3bx+t(x—1)—1)c+t(b(x—1)2+a(z—1)+1))T+e((t(x—
1)2—c(z—3)z)b?+((x—3)(az—1)c? —(t(a(z—1)—1)(z—1)+2az+1)c+t+at(x—1))b+
act(—za+a+c—cx—1)+((c—t)(x—1)xb? — (c—t)(c(x —1)(ax — 1) —az)b+act(c(x —
1) +ax))7))+(@)*7(((tH(x —1)* = c(z = 3)2)b* + ((z - 3)(az — 1)¢* — (H(a(z— 1) — 1)

1)+2az+1)et+t+at(x—1))b+act(—za+a+c—cr—1)+((c—t)(z—1)zb*—(c—t)(c (33
1)(az 1) —az)b+act(c(x—1)+ax))T)(e)? — (x(—at+t+c(x —2))b* + (—(x — 2)(ax
)2 +2azc+t(xr—1)(ax—1)ctat(x® —3z+1))b+at((z—1)2+(z—1)ct+a(cz+z—1)
1) —at(c(x—1)+(a+b(z—1))x)Z)e+at(—xc+c— (a+b(z—1))z)) +a((—(t(z —1)?
c(z—3)2)b? +(—(z—3)(ar— 1) +t(a(x—1)—1)(z—1)c+2azc+c+t(—va+a—1))b+
act(a(z—1)+c(z—1)+1)—((c—t)(x—1)zb*— (c—t)(c(x—1)(ax —1) —az)b+act(c(x —
1) +ax))T) (€)% + (cta® — ta® + twa® + btx?a — beta — 2cta +ta — be?wa — 2btra + betwa +
ctza+bc? + ((x—1)(ax — 1)+ (t(x—1) — (a+b(x —1))x)c+t(a+blx— 1))z —2((c—
t)(x—1)ab? — (c—t)(c(x—1)(ax — 1) —az)b+act(c(x — 1) +ax))b)(T)? — be+ bt + bt +
b%x—b%x—i—(—(m—B)(am—1)c2+(bx2+2ax—3bx—(a—i—l)t(w—1)+1)c—t(:va2—|—(sc—
D(bz+1)a+b(z—1)2+1)+2(—(t(z—1)? —c(x—3)z)b* + (—(z—3) (ax — 1) +t(a(z—
H—1)(x— 1)c+2aacc—|—c—|—t( zra+a—1))b+act(a(z—1)+c(z—1)+1))b)T)e—at(c(z —
D+ (a+b(x—1)z2)b(Z)? +at(a+b(x—1) = 1)+ (—(z—2)(ax — 1) + (—xt +t+2ax +
b(z —2)z)c—t(a+b(z— 1))z + (x(—at +t +c(z — 2))b? + (—(z — 2) (ax — 1)® + 2azc +
t(x —1)(ax —1)c+at(z? =3z +1))b+at((x — )2+ (z — D)c+alcr +x—1)+1))b)7T).

Polinomio correspondiente a la entrada 3,2 de la parte Compacta de la cuarteta en Pab:
932(Z z) = ax*b(T)?%c 3fax5(f)2037x5( )2 +b( )2c? fa:vc 3 — ax?bzc® + 3axbzc® +
zbzc? —3b§c3+c +at(b)?(z)?c — atx(b)?(T)?* — bx?b(T)*c axb( )2c2 +bxb(T)%c? +
bxc? —at(b) Tc +atm(b) 2%c2 +br?bxc? 4 2axbTc? — 3bwbrc? +bxc? —c? —a’t(b)?(T)%c+
abt(b)?(z)%c — bt(b)%(T)%c — abtx(b) (T)%c + btz (b)? ( )2c — th(T)%c + tzb(T)%c +
2a2t(b) Zc—at(b)?@c—2abt(b)?Tc+ bt (b)?Te+ 2abtz(b)2Tc — btz (b)2Te+ thxc — tobTc —
b2 (0)2(7)? + abt(b)?(z)? + b?tx(b)2(T)? + atb(T)? — bth(T)? + btzb(T)? + 2b%t(b)°T —
2abt(b)?T + bt(b)*T — 2b%*tx(b)*T — 2atbT + 2btbT + tbT — 2btabT + ¢(—ax?c® + 3axc® +
xc® =33 +bx?c® +2axc® —3brc? + A +te—twe—2at +2bt +t—2btx+ ((x—1)(ax—1)c® —
(a—i—b(x—1))9002+t(m—1)c+t(a—|—b(x—1)))5—1—(b—ac)tg(—2a+2b+c—2bx—cx—i—(a—|—
(b+c)(z—1))T+1))+ (a)*x(2ta? + bc2x%a — 2bta — cta — ta — 2bc*xa — 2bcxra + 2btwa +
ctra+2bc? —b?ca? —bctr +2b%cx+ (b—ac)t(e)?(— 2a+2b+c 2bx —cx+(a+(b+c)(x—
D))Z+1)+e((—2t(x—1) —c(x —3)x)b? + ((x — 3) (ax — 1) + ((2a — 1)t(x — 1) — 2ax —
De+t+2at(z—2))b+a(c+1Dt(2a+c(z—1) = 1)+ (c(z —1)xb? + (—(x — 1) (az — 1)c* +
axc—at(x—1))b—at(a+c(x—1)))Z))+a(—(b—ac)t(—2a+2b+c—2bx — cx + (a+ (b+
c)(z—1))Z+1)(€)2 +(—2ta? —bc’x2a+2bta+ cta+ta+3bc’ra+2bcra—2btra— ctra—
3bc? +b2cax’ + (—(z—1)(ax — 1)+ (a+b(z—1))xc® + (t—tx)c—t(a+b(z —1)) +2(ac—
bit(a+ (b+c)(xz—1))b)(T)? +be+bcxr —3b%cx + ((x—3) (ax — 1)+ ((a — 1)bx? — 2ax —
(a=2)bz+b—1)?+((a+1)t(x—1)—bla+b(x—1))x)c+t(a®+ (b(x —1) +2)a+2b(z —
) —1)+2(b—ac)t(2a—c+2b(x—1)+cx—1)b)T)e+ (—c(z—1)xb> + ((x—1) (ax —1)c% —
axctat(z—1))b+at(a+c(r—1)))b(T)2+be(—azct+c+br—1)+((x—2)(ax—1)c® — (2a+
b(z—2))xc?+t(x—1)c+t(2a+2b(x—1)—1)+((2t(x—1)+c(x—3)x)b? +(—(x—3)(azx —
1)e?4+2axc+t(—2a(z—1)+x—1)ctc—t—2at(x—2))b—a(c+1)t(2a+c(z—1)—1))b)T).

Polinomio correspondiente a la entrada 1,3 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:

I+
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Polinomios subyacentes de los cruces del nudo ocho

913(2,Z) = ©c® — bacc — 2t*cacc + 2t*xeacce + 2t*caczc — 2t*weaczc + ¢ + at*ac — bt*ac —
t2ac+ bt>xac + at*cac — bt*cac + bt?z2cac + at*veac — at*cacx + bt*cacx — bt>x*cacx —
at?xeacz — (@)%¢((—2a+c—cx +1)t? — (c(x — 1) + (a+ b(z — 1)) z)Tt? + b(c — 2% (x —
DN+ -1)((2a+c(z—1)—1)t2+2b(z—1)t?+(c(z—1)+ (a+b(x—1))z)Tt2 —bc) —
a(2aact? —2bact? —cact®+2bxact? +cxact> —act? — (a(x+1)+(x—1) (xb+b+2¢)) (¢)? (T —
1)t2 +ba?actt? — cacxt? + axacxt® — bracxt? + cractt? +c+ (2 —be+ (a—1)t2 +bt? (v —
1))e—bcac+b(e(—1)+1)((—2a+c—cr+1)t2—(c(z— 1)+ (a+b(x —1))x)Tt2 +b(c—
2t2(2—-1))))+b(—at?+bt2 —brt?> +t2+bctc— (2t (z—1)c—t%(a+b(x—1)) (z+1))e(z—
1)—cz+ae(@—1)((—2a+c—cz+1)t>—(c(z—1)+(a+b(x—1))x)Tt2+b(c—2t2(x—1)))).

Polinomio correspondiente a la entrada 2,3 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
923(2,Z) = —bce(a)?—(be(T—1)(2)%*+ (> —t2(x—1) e+t (—2a+2b—2bx+1)—t2(c(z—1)+
(a+b(z—1))2)T)e+c—bcac+beb(c(T—1)+1))a—be(b)?(T—1)+e(—at?+-bt? —bxt> +t2+
c—bcac— (2 —2t*(x—1)c—t?(a+b(x—1))(z+1))e(T—1)—cT+bcacz) —b(z—1) (—bacc+
c+e(?+t2c—t2xe—2at? +t2 + b(c—2t2(x — 1)) — t3(c(x — 1) + (a + b(x — 1))2)T)).

Polinomio correspondiente a la entrada 3,3 de la parte compacta de la cuarteta en Pab:
933(2,Z) = —at? +bt? — bat? — bx?ct? — act? + bet? + 2cct? — axet? — 2caet? + baext? +
acxt? —bext? — 2cext? + axext? + 2caext? +t2 + % (€)? + ce — becac — ¢ (¢)%T — be(a) *ex —
cex + beeaex — be(b)?(T — 1)T +a((2a — ¢+ 2b(x — 1) + cx — 1)t2 — be(@)?(T — 1) +
(bx2t% — ct? + axt® — bat? + cxt? — c — beb+ beac)T — cé(c+bb(T —1))T) +b(T — 1)((2a —
c+2b(x —1) +cx — 1)t2 + ((a + b(z — 1))xt? + c(t*(z — 1) — 1) + bcae)T — ce(b + cx)).

Polinomio correspondiente a la primera entrada real de la parte abeliana de la cuarteta
en Pab:

9r1(2,2) = |1, —a,ac — b)| — |(t(x(a + b(z — 1)) — c(z — 1)(az — 1)),t(c — x(ac+ a —

b)), t(c(ax — 1) — bx 4+ 1))|.
Polinomio correspondiente a la segunda entrada real de la parte abeliana de la cuarteta

en Pab:
9ra2(2,2) = ((@)*((—

a’+a+1)c+bla+c—1)—c2=1)+(a@)?(b(c*(—a? +a+b+1)+c((a—
1)b— 2) A4+1)+e(c(a®(c+1)e—=b(c+1)(a+c—1)—a(c+1)c+c+e)+a*c—bla+c—1)—
ac+c? 70+1)) a((b)? (a2(0+1)cfb(c+1)(a+c 1) a(c+1)et+c3+c)+be(e(b(c+1) (a+
c—1)—c(a?(c+1)—alc+1)+c?+1))—ac®*—2a c+b(c+2)(a+c—1)+a62—|—2ac—c3—
—1)+a*(—c)+ab+act+bc—b—c*+c—1)+b((¢)*(b(c+1) (a+c—1)—c(a®(c+1) —a(c+
)+c?+1))+e((—a?+a+1)c+blat+c—1)—c?—1)+b(¢(a®(c+1)c—b(c+1)(a+c—1) —
a(c+1)c+c? —|—c)—|—a,262—|—2ac b(c+2)(a+c—1)—ac?—2ac+c3+c?+1)—a?c? +abe+
ac®+bc® —be—c? 4 —2c+1) —a(b(—(a—1)b(c+1)+ (a—2)® +b° +c—1) +&(—c(—(a—
Db(c+1)+(a—2)c? —I—b2+c—1)+bc—62+c—1)) b(e(—(a— )(c+1) (a—2)c24b*+c—

bet+c?—c+1)+ ()(bc Ate—1)24((b)*(c+1)(=b(a®(2c+1)+a(c—1)c+c*+
+ac(a®(c+1)—ac+c?+1)+b*(a+c—1))—b((e)* + )( b(a?(2c+1)+a(c—1)c+c?+
+ac(a 2(c—t—l) ac+c2+1)+b%*(a+c—1))+(a )2(( 12(=b(a®(2c+1)+a(c—1)c+c?+
+ac(a (chl) ac+c®+1)+b%(a+c—1))+b(b(a®(2c+1)+a(c—1)ct+c?+1) —ac(a® (c+
ac+c?+1)+b*(—(a+c—1)))+a?c—ab—ac—be+b+c* —c+1)+a((b)*(—b(a®(2c+
+a(c—1)c+c? +1)+ac( 2(e+1)—ac+c2+1)+b*(a+c—1))=b((2)*(=b(a®(2c+1) +
c— )c+c +1)+ac( 2e+1)—ac+c2+1)+b*(a+c—1))x+e(=b(a®(2c+1)+a(c—
c+P+1)+ac(a®(c+1) —act+ 1) +b*(a+c—1))+a’c—blat+c—1) —ac+c® —c+

a?(—c)+ab+ac+bc—b—c?+c—1)+a’c+b(E(—a(be+b—c?)+b2 —2bc+c? —c+
)+bc A tc—1)—a((@)?(—a(bc+b—c?)+b>—2bc+c? —c+1) +b(a(be+b—c?) —b> +
2bc—c?+c—1)x+(be—c4c—1)e+be—c?+c—1)+(a)?(be—c?+c—1) —ab—ac+b) /2.

1)—
1)
1)
1)
1)—
1)
a(
1)
1+

Polinomio correspondiente a la entrada compleja de la parte nilpotente de la cuarteta en
Pab:
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9c(2,%) = 2ca®+3a®+c2a® +c?a? —6ba? —2bca® — ca® +3a® +c2a+3b%a—2bca+c2a—
((2¢+3)a®+ (3 +c2 —c—2b(c+3)+3)a? + (3 +c*+3b2 —2b(c® +2) +2)a+2c2 —4b—c+
2)(@)?a—4ba+2a+2c*—((c+1)a* — (b(4c+6) — (c—1)*(c+1))a® + (—c*+ 3 +c*+6b2 —
2b(c®—c?—3c+3)+1)a?+ (4(c+1)b> —3c(2+3)b> +2(c* — > +2c—2)b—c(c3 +c—1))a—
5% +c(c?4c+1)+4b3 (2 +c+3) —3b%c(2¢? +2¢+1)+2b(ct 4¢3 — 2 +c—2)) (b)2 —db—c—
((c+1)a*+(c®—4bc—3c—6b—2)a’+(—c3+3c*+3c+3b%(c+3) —2b(c3 +c? —c+1)—2)a’+
(c*—2c24-2c—4b3+-3b% (2 +-c+3) —2b(2c3 +-c2 4+-3c+2) —2)a+c* —4b> +2¢3 +2c+3b% (¢ +
c+5)—4b(3+2c24+1)—2)b+a((a—1)((2¢+3)a®+ (3 +c? —c—2b(c+3)+3)a® + (3 +c*+
30?2 —2b(c2+2)+2)a+2c® —4b—c+2)+((3c+4)a* — (—2¢® + 2 +4c+2b(2c+5) —4)a +
(—c*+3c% —2c+6b% —2b(c? —4c+3) +3)a® — (c*+ 2 +c+3b% (c+1) —2b(c+c2 +c—2) —
2)a+c3+6b% —4bc? +c2 —4b+2bc+c)b) +2+ (c+1)a(@—b—1)a* +((c3 +4c® +3c—2b(3c+
4)4+1)(@)2+(—(c+2) 2 +b(4c+6) — (2 +6c2 +3c—2b(4c+5) +1)b)a—2(—c2+be+b) (b) 2 —
c— (= +c+2b(c+1)+1)b—1)a® +(—c® —2c2 +dbc—c+(2¢* +2¢3 +c2 +2¢+3b (2¢+5) —
26(2¢3 +3¢24+-5¢+5)+1)(@) 2+ (3(3c+4)b? —2(c® +4c2 +3c+1)b+c?(2¢2 —2¢+1)) (b)2 +
6b+(c4—2c3—4c2—3c+b2(6c+9)—2b(c3+2c2—2c—3)—1)6—6(3(c+3)b2—2(c3+2c2—
c—1)b+c(c®—3c—3)+ (et +2¢% +2¢+3b% (5e+9) — 2b(3¢3 +7¢? +80+6)+1)B)—1)a2+
((2(@)*=3ba+a+(b)? —2b—1)c* — (= (b)* +b+a(b—3)+1)c* +(2(a)* —ba— (b+1)*)c* +
(—2(6)2+4(5+1)a—5(25+3))xc+a b— 4b3( (@)? ((2c+7)b+1)a+b(c+(2c+5)b+3))

30?(—(2¢® +2¢+5) (@)% +(® —c+(2¢3+5c% +Tc+10)b— 3) —(2c3+3c2 +5c+5)(b) +c—
(34+2c2—2)b+3)+2b(3+2c2 +2c— (43 +3c2 +c+3) (@)* — (2 +2c3 + 2 +2¢+1) ()2 +

(—ct 2422 4+-5e+4)bt-a(—2¢2 —5e+(2¢t4+-6c3+4c2+3c+4)b—4)+3) —1)a+5b*b(—2a+
20+1) —4b3((2¢24+2¢+5) (b)2 +c(c+1)b—a((2c® +2c+5)b—2) — 1) +2b(2c3 + 2 —2(c* +
c—1)(b)2cH(—c*+5c2+2c2+-3c+3)b+a(—4c® -3¢ +2(c3+c—1)bc—c—3)+1) —3b% (2 +
— (43432 +c+3) (b)2+ (=22 +c2+2c+4)b+a(—2c2 —2c+ (4 +3c2 +c+3)b—5) +2) +
c((=(b)2=3b+a(b+2)—1)cA+c*+(2a—2b—1)c—(a—b—1)(b+2))— (c+1)aa —((c3+
2 —c—b(dc+5)+1)a+(c+1)(2bb+1))a* — ((c* =2 +2c2+b%(5c+9) +b(—3¢ —3c? +c—
5)+1)a+(c3+c2—c—b(3c+4)+1)(2b5+1))a3+(((2c+7)b3—(2c3+4c2+c+8)b2+(c4+
2¢3+4c2 +4)b—c34+-2c +c)a—(ct —c34+2c24-3b% (c+2) —b(2c3+3c2 4+-4) +1) (2bb+1) ) a® +
(((c+4)b3 — (B +3c2+2c+5)b>+ (c* +2¢3+2¢2+3)b— c3+202+c)(2b5+1) (2b*— (2% +
c+4)b3+(3c3+202+5)b2+(fc4+c37202+3072)b+0( A+e +c+2)) Jatc(cd—c—c—
2)—26°b+b*(2(c? +c+2)5 1)+b(c*—c +3c +(c +etl)act2(c3—c?—c—2)be—3c+2)+

b3 (P +c+2a—2(2¢3+ 2 +3)b+2) +b%(—2¢> — 2+ (— 202—1—0—2)64—2(04—c3+3c2—3c+
2)b—3)—(b+1)(c+1)a* +((2c+3)b*+(—c®+3c+2)b—(c—1)%(c+1))ad — (—c* +c3+c2+
b3(c—|—3)—b(c3—302—3c—|—2)—b2(c3+62—c—|—1)+1)a2+(b4—(62+c+3)b3+(203+c2—|—30+
2)b2—(c*—2c2+2¢—2)b+c(c3+c—1))a+b* —c(P+c+1)—b? (2 +c+5)+2b% (3422 +1) —
b(c*+2c3+2¢—2)—((c+1)a’® — (b(3c+4) — (c—1)?(c+1))a* + (—c* + 3 +c2+b2(2¢+5) +
(—2c3+c?+4c— 4)+1)a3+(—2b3+(02—4c—|—3)b2—|—(04—3c2+2c—3)b—c(c3+c—1))a2+
(c+1)b3— (A +c2+e—2)b2 +(ct+c3+e— 2)b+c(c —|—c+1))a—b(2b2—|—(—202+c—2)b+
(c +c+1)))a—2b((c+1)a* — (b(2¢+3) —(c—1)? (c—!—l)) (=42 H202+b(—c +
A +3c—3)+1)a?+((c+1)b3—c(c2+3)b2 +(ct =2 +2c—2)b—c(c3+c—1))a—br+c(P+c+
D) +b3(c?+c+3)—b%e(2c2+2¢+1)+b(ct+c3 —c+c—2) )b+ (—2a+4b+1)b% +(—c(c+1) +
(22 +2¢+5)a—2(2c2+2c+5)b)b* — (—2¢3 + 2 +2c+ (4c® +3c? +c+3)a—2(4c3 +3¢% +c+
3)b+4)b3 + (—ct+5c3+2¢2+-2(c2+c—1)ac—4(c3+c—1)bc+3c+3)b? +c((@—2b—3)c® —
2c—a+2b+3)b—c*+c—a*(—2c? +bet-b)ata((—ct(2¢+7)a—2(2¢+5)b—3)b* (¢ +2c2 —
(2¢3+5c2+Tc+10)a+2(2¢3+3c? +5¢+5)b—2)b3 + (—c* +c3+2c2 +5c+ (2¢* +6¢3 +4c2 +
3e+4)a—2(2¢ +2¢3 +c2+2c+1)b+4)b? — (2¢* + 2 +2c2 + (32 + 2 +e—4)ac—2(cP +c* —
c—2)50+3c+1)b+c(—ac3+c3+02—c+6—2))+a3(((4c+5)’ (c+1)(2b+1))b>—(ac® +
(66—45—1)02+3ac+c+6+1)b+c ((2¢* =2¢+1)a+2)) —a?((—2c+ (5c+9)a—2(3c+
4)b—3)b3 + (> +2¢2 —2c— (33 +Tc® +8c+6)a+2(c® +4c? +3c—|—1)b 3)b? +((4a—4b—
1)t +(4b+2)c2 +2(a— b+2)c +(2a+3)c+a+1)b—c(c(2c?—2¢+1)+ (3 +c?—c—2)a)).
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