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INTRODUCCION

La teoria de confiabilidad se desarrolla en los campos de la ingenieria y la es-
tadistica. En ambos casos, el objetivo es determinar la probabilidad de que una com-
ponente o sistema funcione adecuadamente bajo condiciones operativas establecidas
y en un periodo de tiempo determinado [4].

En la década de los 50’s el estudio de la confiabilidad adquirié mayor importan-
cia dentro de las distintas industrias tecnoldgicas que surgieron en la Segunda Guerra
Mundial, tales como la aeroespacial, aeronautica, de energia y de equipo militar, las
exigencias de calidad y aprovechamiento de recursos para la produccién en serie y de
instrumentos mas sofisticados requeria una mejor gestion de las fallas y la probabi-
lidad de fallas. Sin embargo, los antecedentes histoéricos de la teoria de confiabilidad
corresponden a trabajos en el control de pandemias y en el estudio de riesgos de se-
guros de vida [10].

Un estudio de confiabilidad implica determinar la probabilidad de que ocurra
una falla, un evento que interrumpe el correcto funcionamiento del sistema. El analisis
de las fallas puede llevarse a cabo con dos enfoques distintos: uno implica recopilar
informacion sobre los tiempos de operacion del sistema hasta que se produce la falla,
conocido como enfoque estadistico; el segundo enfoque consiste en examinar las cau-
sas fisicas que llevan a la ocurrencia de una falla, denominado estudio del proceso de
deterioro. Aunque en un analisis se pueden combinar elementos de ambos enfoques
de manera hibrida [22].

Cuando se presenta una falla, existen dos opciones, repararla o dar por termi-
nado el tiempo de vida del sistema, esto da como resultado una clasificacion de los
sistemas en reparables o no reparables. Si el sistema no es reparable el analisis de con-
fiablidad atiende a preguntas tales como: ;cual es la probabilidad de que ocurra una
falla antes de un tiempo determinado?, ;cual es la vida util esperada del sistema? ;qué
porcentaje de articulos durara mas alla de cierto tiempo? Cuando el sistema es repa-
rable el analisis debe contemplar ademas la "disponibilidad® del sistema, es decir, que
este se encuentre o no en reparaciéon a un determinado tiempo ¢, el nimero n de fallas
que puede ocurrir antes de cierto tiempo, asi como la relaciéon de dependencia entre
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

los tiempos de falla, la cual se relaciona con el nivel de reparacion del sistema, dicho
nivel varia desde que el sistema quede tan bien como nuevo, o tan mal como antes de
haber ocurrido una falla [21].

Los analisis de confiablidad son ttiles en el sector productivo para provedores
y consumidores, ya que permiten valorar la calidad y por lo tanto, la competitividad
de los sistemas en el mercado. Hacen posible la mejora de las politicas de reparacion
o planes de mantenimiento asi como la consideracion de acuerdos de garantia, entre
otros [4].

El presente trabajo de tesis se orienta al estudio de confiabilidad bajo el en-
foque estadistico y se encuentra dividido en tres capitulos, los cuales se describen a
continuacion.

En el Capitulo 1 se retinen los elementos tedricos necesarios para llevar a cabo
un analisis de confiabilidad, tales como sus funciones basicas, las leyes de falla cuyo
uso es recurrente dentro de la teoria por sus propiedades para modelar el compor-
tamiento de los sistemas, asi como la funcién de estructura y el concepto de sistema
coherente, que consiste en caracterizar la forma en que sus componentes se conectan,
para lo cual se emplean recursos visuales como los diagramas de bloques.

En el Capitulo 2 se presentan las técnicas para cuantificar la confiabilidad de
un sistema con base en su estructura, también se abordan los conceptos de censura de
muestras conformadas por tiempos de falla y se presenta un ejemplo que retne estos
elementos en el analisis de los tiempos de falla de una muestra de bombas electro-
sumergibles.

En el Capitulo 3 se describen los modelos para estudiar sistemas reparables bajo
la suposicion de distintos niveles de reparacion (perfecta, minima y general). En este
trabajo se retoman los resultados publicados por [21] en el que se presenta un modelo
para sistemas reparables bajo supuestos de nivel de reparacion general y cuando la
muestra de tiempos de falla es incompleta. Se desarrolla un estudio de simulacion
para el cual se describe la construccion del algoritmo realizado en Python asi como
los resultados obtenidos.
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CAPITULO 1

ELEMENTOS DE TEORIA DE
CONFIABILIDAD

1.1. Conceptos basicos

La teoria de confiabilidad tiene una fuerte relacion con el analisis de supervi-
vencia, ya que ambas areas estudian la ocurrencia aleatoria de un evento de interés
en el tiempo, un cambio en el estado de un individuo u objeto, de manera general a
dicho cambio se le puede denominar falla. En lo que sigue se presentan definiciones y
conceptos basicos dentro de esta teoria.

Definicion 1.1.1. La confiabilidad de un articulo es la probabilidad de que cumpla ade-
cuadamente su proposito especifico durante un periodo determinado en condiciones am-
bientales u operativas especificas [12].

Un articulo puede ser un componente, sistema o subsistema. Para llevar a cabo
el estudio de confiabilidad de un articulo bajo el enfoque estadistico, se requieren datos
del tiempo de funcionamiento observado en una muestra representativa del articulo
de interés, por lo que es necesario determinar de manera especifica tres elementos:
origen o inicio del tiempo de observacion, escala de tiempo para registrar el periodo
de funcionamiento y la definicién del evento falla.

Definicion 1.1.2. Una falla, se entiende como la terminacion de la capacidad de un
elemento para realizar una funcioén requerida en las condiciones operativas especificas
para las que fue disefiado.

Observacion. El desempefio adecuado de un articulo asi como la falla son términos
que dependen de las politicas o condiciones del lugar en el que se pongan en funcio-
namiento.



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE TEORIA DE CONFIABILIDAD

Definicion 1.1.3. Sea T una variable aleatoria no negativa que representa el tiempo
para la falla o tiempo de vida de un articulo, f(t) su fdp y F'(t) su Fda, se define;

R(t) = P(T > 1) = /t " F@)d, (L.1)

a la funcién R(t) se le llama funcién de confiabilidad al tiempo t.
Una forma de interpretar la definicién anterior es que la funcién de confiabi-

lidad corresponde a la probabilidad de que un componente funcione, o sobreviva, al
menos hasta un tiempo t [4].

Observacion. La funcion de confiabilidad y la Fda de la variable aleatoria 7" se rela-
cionan de manera complementaria, es decir,

R(t)=1— F(t).

Lo anterior se representa en la Figura 1.1.

Funcion F(t) y R(t)

1.0 1

0.8

0.6

—— Fix) - Fda
—— RI(x) - Confiabilidad
0.4

0.2 4

0.0

T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
t

Figura 1.1: Relacién complementaria entre la funcion de confiabilidad y la Fda de una
variable aleatoria con distribucion Gamma(3, 2).

Propiedades de la funcion de confiabilidad R()
= R(0) =1
o limy o R(t) = 0.

= R(t) es no creciente y continua por la derecha.

6



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE TEORIA DE CONFIABILIDAD

Ver [10].

Una funcién que nos permite estudiar el numero de fallas por unidad de tiempo,
también llamada tasa de falla de un articulo, es la funciéon de confiabilidad condicio-
nal RT\TZa(t)a la cual determina la confiabilidad de un articulo que ha funcionado al
menos hasta el tiempo a, se expresa como sigue [12],

P(T>t,T>a) P(T>t) R
Ryjr>a(t) = PT>a) — P(Tsa)~ Ra) (1.2)

parat > ay 1cuandot € [0, a).

Dado que Ryjp>4(t) es un reescalamiento de R(t), tiene la misma forma que
la porcion restante de la funcion original, como se observa en la Figura 1.2.

Funcién de confiabilidad condicional

10 1

08 4

06 -

Probabilidad

0.4 1

02

00

0.0 25 20 75 100 125 150 IS 200
t

Figura 1.2: Funcién de confiabilidad R(t) y confiabilidad condicional Ryj7>6(?)
para una distribucién 7' ~ Weibull (0.1, 2).

Otro elemento importante en la teoria de confiabilidad es la funcién de riesgo,
que expresa la variacion en el tiempo de la probabilidad de que un componente que

ha funcionado hasta un tiempo ¢ falle en el instante siguiente ¢ + At, su definicion es
como sigue.

Definicion 1.1.4. La funcién de riesgo o tasa de falla denotada como h(t), determina
la tasa de fallo de un articulo en un intervalo (t, t+At], para valores pequerios de At > 0,

P(t<T <t+ AT >1)
At—0 At

. (1.3)




CAPITULO 1. ELEMENTOS DE TEORIA DE CONFIABILIDAD

Al desarrollar la ecuacién (1.3), se sigue

Pt<T<t+A _
Pt<T<ttAfr >t = LUSTSt+A) R Ri

t + At)
P(T >1t) R( '

)

Conforme At — 0 se tiene

Ml = i =R ar
_ —R()
-2 (1.4)

) son las Fda y fdp de 7,

Por otro lado, se tiene que F'(t) = f(t), donde F(t)y f(t
1 t) = —f(t), finalmente

respectivamente, luego R(t) = 1 — F'(¢), por lo tanto, R'(

h(t) = %, (1.5)

parat > 0.
Esta funcion permite analizar el comportamiento de la tasa de falla de un ar-

ticulo o sistema a lo largo del tiempo, por ejemplo, este puede ser creciente, decreciente
o constante en las diferentes etapas de la vida util del articulo.

Observacion. La tasa de falla satisface las siguientes condiciones [12]:

s [T h(t)dt = .

0
= h(t) >0,Vt > 0.
Existen diferentes distribuciones que se utilizan para estudiar el tiempo de falla

de un articulo, estas presentan diferentes tipos de tasas de falla, las cuales se presentan
a continuacion.

Definicion 1.1.5. Algunos tipos de tasa de falla para un articulo son [10]:
» [IFR (Increasing Failure Rate) , tasa de falla creciente si h(t) es no decreciente ent.

» DFR (Decreasing Failure Rate) , tasa de falla decreciente si h(t) es no creciente en
t.

» BT (Bathtub-shaped failure rate) , tasa de falla con forma curva de bariera, si h(t)
es no creciente hasta un puntot y a partir de ese punto es no decreciente.

Los articulos que tienen una distribucion del tipo IFR son aquellos cuyas fallas
se explican principalmente como resultado de un proceso de deterioro o desgaste co-
mo lo son los sistemas o subsistemas del tipo mecanico. Ejemplos de componentes con
una distribucion del tipo DFR pueden ser aquellas componentes cuyo riesgo de falla es

8



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE TEORIA DE CONFIABILIDAD

Tasa de falla
creciente

Tasa de falla
decreciente

Tasa de falla constante

Fallas

-

.

'._ Mortalidad
‘.‘infantil

Fallas aleatorias

e
A
-
N
Yay

[
- — ==t = = =

------------------

Tiempo

Figura 1.3: Distribucion del tiempo de vida del tipo BT o curva de bafiera, se observa
que el comportamiento de la tasa de falla pasa de ser DFR a IFR a lo largo del tiempo.

muy grande en el momento de arranque como es el caso de programas informaticos, o
dispositivos programados. La distribucion del tipo BT o curva de bafiera se conforma
de tres etapas, una tasa de falla inicial decreciente, posteriormente adquiere un com-
portamiento constante y finalmente crece conforme ocurre un proceso de desgaste o
deterioro en el articulo, esta clase es mas general, que corresponde a diversos tipos de
articulos, tal como se ilustra en la Figura 1.3.

El siguiente resultado presenta la relacion entre la tasa de fallas y la fdp de T’
asi como con la funcién de confiabilidad R(t) [13].

Teorema 1.1.6. Sea T, la v.a. que representa el tiempo de falla, f su fdp, y F'(0) = 0,
con F' su Fda y R su funcion de confiabilidad, entonces:

a. R(t)=e" Jo h(s)ds,

b. f(t) = h(t)e Jo h()ds,

Demostracion. Para demostrar (a) se retoma la ecuacion (1.5) de la definicion de tasa
de falla, al integrar ambos miembros de 0 a ¢, se obtiene lo siguiente,

/0 t h(s)ds = /0 t _]f(/g)ds (1.6)

= —InR(t)|} (1.7)
= —InR(t) + n R(0) = —In R(t). (1.8)

La ecuacion (1.8) se cumple ya que In R(0) es cero siy solo si R(0) = 1y esto se
cumple ya que F'(0) = 0, por lo que se concluye (a).
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En el caso de (b) se obtiene el resultado al derivar ambos miembros de (a) O.

De modo que la tasa de fallas determina a la fdp de 7"y viceversa. En el area
de confiabilidad es importante el tiempo promedio para la falla (TPPF) E[T], este se
emplea en la seleccion de equipos y disefio de sistemas [22], el tppf se relaciona con
la funcién de confiabilidad, para demostrarlo es necesario ver el siguiente lema.

Lema 1.1.7. Supongase que el tiempo promedio de falla E[T) es finito, entonces

lim b(1 — F(b)) = 0. (1.9)

b—o0

Demostracion. Dado que E[T] es finita, entonces las “colas” de la distribucion tien-
den a cero, lo cual implica que se satisfacen (1.10) y (1.11)

lim [ tf(t)dt =0, (1.10)
b—oo b

b
im [ tf(t)dt = 0. (1.11)
b——o0 oo

Por otro lado, de la desigualdad de Markov, con b > 0 se sigue,
bP[T > b < E[T]. (1.12)

También se tiene que por la definicién de E[T]] es cierto que,

/ tf(t)dt < E[T). (1.13)
b
Al realizar la resta de (1.12) con (1.13) se obtiene,
Wﬁzﬂ-/tﬂwhw, (1.14)
b
iwﬁzﬂg/th- (1.15)
b
Tomando el limite de (1.15) cuando b — oo, se obtiene,
0 < lim bP[T > b] < lim tf(t)dt = 0. (1.16)
b—o0 b—o0 b
Por lo tanto,
lim bP[T > b] = 0. a
b—oo

El Lema 1.1.7 se utiliza para la prueba del siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Si E'[T] es finita, entonces

mﬂzlmmmw (1.17)
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Demostracion. De acuerdo con la definicién de la funcién de confiabilidad R(t) se

sigue,

/OOO R(t) = /Ooo Vtoo f(s)ds] dt.

Se realiza una integracion por partes con las siguientes variables,

u = /OO f(s)ds;du = —f(t);dv = dt;v =t.

Luego, se sigue,

/OOO [/tmf(s)ds] dt = [/toof(s)ds]:o+/omtf<t)dt
= Utoof(s)ds]:JrE[T]

(h’m t1— F(t)) - 0- /OOO f(s)ds)

t—o0

- [tlggo tF(t)} + E[T).

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Al aplicar el Lema 1.1.7 a la ecuacidn (1.22) se concluye la prueba del resultado. O

La funcion de confiabilidad, la tasa de falla y el tiempo promedio para la falla
permiten el estudio del comportamiento de la ocurrencia de falla, todas se relacionan
con la fdp y Fda de la v. a. T', la cudl representa la distribucion del tiempo para la falla.
En el presente trabajo se aborda el caso en el que 7" es una v. a. continua, sin embargo,
también existen estudios para el caso discreto [10]. Otras funciones de interés son la

funcién de riesgo acumulativa, y la funcion media de vida residual [11][12].

Definicion 1.1.9. Sea T la v.a. que representa el tiempo de vida de una componente o

sistema, con [ su fdp y h su tasa de falla, se definen las siguientes funciones:

» Funcion de riesgo acumulada al tiempo t, denotada por H(t),

» Funcién media de vida residual al tiempo t, denotada por L(t),

L) = —— /too ()T —t.

11
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1.2. Leyes de Falla

Existen distribuciones de probabilidad que se utilizan en el estudio del tiempo
de vida o tiempo para la falla de diversos articulos, dichas distribuciones se denominan
leyes de falla [22]. En lo que sigue se presentan algunas de las propiedades y caracte-
risticas de estas distribuciones.

1.2.1. Exponencial

Esta es una ley de fallas ampliamente utilizada en la teoria de confiabilidad,
corresponde al caso en el que el tiempo para fallar de un articulo se distribuye de
manera exponencial. Sea 7" la v. a. que representa el tiempo para fallar de un articulo,
tal que, T' ~ exp(\), de acuerdo con la Definicion A.1.7, para t > 0, se obtiene lo
siguiente:

s Su funcién de confiabilidad es,

R(t) = e, (1.23)
» Su tasa de fallas es,
h(t) = . (1.24)
» Su tiempo promedio de falla es,
B = (1.25)
= .

Una propiedad importante de esta distribucion es que su tasa de fallas es cons-
tante, es decir, que el riesgo de que ocurra una falla en el articulo es la misma en cada
momento de su periodo de vida util.

Teorema 1.2.1. Sea 7', la v. a. continua no negativa que modela el tiempo para fallar
de un articulo, T' tiene una distribucion expoencial si y solo si tiene una tasa de fallas
constante.

Demostracion: Ver [13].

De acuerdo con [11], historicamente, el modelo exponencial fue el primer mo-
delo de distribucion de la vida util ampliamente discutido, debido en parte a la dispo-
nibilidad de métodos estadisticos simples para este, sin embargo, el supuesto de una
funcion de riesgo o tasa de falla constante es muy restrictivo, observado principalmen-
te en articulos o componentes del tipo eléctrico, por lo que la aplicabilidad del modelo
es limitada.

Epstein y Sobel [10] trabajaron con la distribucién exponencial como modelo
probabilistico para estimar el tiempo de vida de dispositivos electronicos en 1951 y

12
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desde entonces se ha convertido en una ley tradicional de fallas. Ademas de la tasa
de falla constante, esta distribucion es interesante porque corresponde a la del tiempo
entre ocurrencias de fendmenos que se modelan como un proceso de Poisson [10].

Observacion. La distribucion exponencial corresponde al modelo de tiempo para la
falla de articulos en los que no hay un efecto de uso. Considere 7' ~ exp(\), la tasa
de fallas,

e~ M _ o= A(t+AY)
Pt<T<t+AHT >t) = — =1—e (1.26)
€

Por lo tanto, esta probabilidad condicional es independiente de ¢ y solo depende de At,
es decir, de la longitud del intervalo de observacion. Se concluye que una ley de fallas
exponencial implica que la probabilidad de fallar es independiente del pasado, de ahi
que se considere como una distribucién con la propiedad de pérdida de memoria [13].

Asi, el modelo exponencial se puede emplear en componentes que nunca se
fatigan, es decir, que si un componente no ha fallado en su operacion normal es igual
de bueno que un componente nuevo, como podria ser el caso de fusibles, cojinetes de
rubies, por ejemplo. La caracteristica de pérdida de memoria, propia de esta distribu-
cién, no es aplicable a diversos sistemas, como aquellos que fallan por algun proceso
de fatiga o desgaste, como corrosion, sin embargo, se suele utilizar como una primera
aproximacioén en el modelado de datos de tiempo de falla [2].

1.2.2. Weibull

En 1939, Waloddi Weibull propuso una distribuciéon para describir la resisten-
cia a la rotura de materiales, la cual mas tarde llevaria su nombre [10]. Es utilizada
principalmente en el estudio del tiempo de vida y/o tiempo para la falla de componen-
tes mecanicas.

La distribuciéon de Weibull se considera como una ley de fallas tradicional y es
una de las mas utilizadas en confiabilidad. Esta distribucion es adecuada para modelar
datos de tiempos de falla, ademas es muy versatil, debido a que su funcion de riesgo
h(t) puede ser creciente, constante o decreciente.

En particular, esta distribucion permite modelar el tiempo de vida de un siste-
ma o bien, su duracion hasta antes de la falla, especialmente si el sistema consta de
muchas componentes, y experimenta la falla cuando alguna de las componentes falla.
Esta distribucion se utiliza en diversos campos como el que dio lugar a su origen, es
decir, en la evaluacion de resistencia de materiales o en el estudio de articulos cuyo
funcionamiento es del tipo mecéanico. Sin embargo, tiene limitaciones, entre las cua-
les se puede destacar que no es adecuada para modelar fallas causadas por reacciones

13
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quimicas o dentro de un proceso de degradacion como corrosion [4] [11].

Sea T'la v. a. que representa el tiempo para fallar de un articulo, tal que, 7" ~
Weibull(a, B), de acuerdo con la Definicion A.1.8, para t > 0, se obtiene lo siguiente:

» Su funcidén de confiabilidad es,
R(t) = e, (1.27)
» Su tasa de fallas es,

h(t) = BaPtP 1, (1.28)

= Su tiempo promedio de falla es,

BT = ér <1 + %) . (1.29)

Observacion. Cuando se considera a J = 2 se obtiene una distribucion Rayleigh [12]
la cual es interesante porque su tasa de fallas puede ser creciente o decreciente.

1.2.3. Gamma

La ley de falla Gamma es importante por su buen desempefo al modelar datos
de tiempos de falla, en [21] se investigo su uso en el estudio de confiabilidad de siste-
mas reparables con datos de falla faltantes. En lo que sigue se presenta su definicién
y caracteristicas.

La funcidén de confiabilidad y la tasa de falla para esta distribucion requieren
de la funciéon gamma incompleta.

Definicion 1.2.2. Sean x, k > 0, la funcion gamma incompleta I, esta definida por
la siguiente regla de correspondencia,

RN
I(k,x)—r(k)/o uF e du. (1.30)

A partir de la Definicion 1.2.2, para t > 0, se determina lo siguiente:

» Su funcidén de confiabilidad es,

R(t) =1—1(k,\t). (1.31)
» Su tasa de fallas es, 70
t

h(t) = R (1.32)
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Observacion. De acuerdo con [6], cuando el parametro de forma k es un entero posi-
tivo, la nueva variable aleatoria tiene una distribucion de Erlang, cuya fdp parat > 0
es,

A

f(t) = m()\t)n_l€_>\t. (133)
Su funcién de confiabilidad es,
n—1
At)F
R(t) = ( k') e M, (1.34)
k=0 ’

parat > 0y n un entero positivo. El origen de la distribucién de Erlang es la convolu-
cion de v.a’s con distribucion exponencial, es decir, si 71,75, ..., T, son v.a.iid. con
distribucién exp(A), entonces 71 + 1o + - - - + 1, ~ Erlang(\,n). Se ve asi que la
distribucion exponencial es un caso particular de la distribucion Gamma.

Observacion. Aun cuando el parametro de forma no sea un entero positivo, se cumple
que la suma de v.a.i.i.d. gamma con el mismo parametro de forma, siguen una distri-
bucién gamma.

El parametro de forma debe ser un numero positivo, en los casos en los que
ademas es entero, es decir, k = 1,2, ..., se tiene que,

/\ktk—l
k_ . o)
(k= D25 () /il
por lo que la tasa de falla es constante cuando k = 1, cuando k > 1, 7" tiene una tasa

de falla de tipo IFR, por otro lado, cuando £ < 1 se tiene una tasa de falla de tipo DFR.
En cualquier caso la tasa de falla converge a A cuando el valor de ¢ tiende a infinito [2].

h(t) =

En la literatura es posible encontrar dos formas de escribir la funcién de den-
sidad de una variable aleatoria Gamma, con ¢ > 0,

o )\ﬁtﬁ—le—)\i
- f(t) - NGO

_ t37167%
= f(t) = SFHe

La escritura difiere por la interpretacion que se le asocia a los parametros. En
ambos casos [ es el parametro de forma, por otro lado, \ representa la tasa de ocu-
rrencia, es decir, ocurrencias por unidad de tiempo, mientras que # corresponde a una
escala de dispersion.

Para explicar mejor esta parte, considérese el caso en el que 5 = 1, la dis-
tribucién en ambas versiones es una exponencial, que se utiliza generalmente para
modelar el tiempo de espera necesario hasta que ocurre un evento, \ es la tasa de ocu-
rrencia por unidad de tiempo, y 6 es el tiempo promedio que tarda en ocurrir el evento.
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La relacion entre A y 6 es
A= 7
Por lo que, si la tasa de ocurrencia es muy grande, la escala o dispersion de
ocurrencias es pequeia y viceversa. Comprender la diferencia entre ambas versiones
de la distribucion es util cuando se trabaja con la distribucion desde una biblioteca en
algain lenguaje de programacion, ya que los lenguajes utilizan una version u otra, y la
interpretacion que le damos a los resultados depende de dicha comprension.

1.2.4. Modelo Weibull Modificado

Existen otras leyes de fallas como la normal, la Pareto, la de Wald o gaussiana
inversa, la log normal, etc. También hay distribuciones importantes para el estudio
del caso discreto como la geométrica, todas ellas se pueden considerar leyes de fa-
lla tradicionales. Las leyes de falla no tradicionales corresponden por ejemplo a las
transformaciones o modificaciones de las antes mencionadas, un ejemplo es el mode-
lo Weibull Modificado.

En el estudio del comportamiento de las tasas de falla, se mencion¢ a la clase
BT, la cual se conforma por una tasa de falla decreciente en la etapa inicial, conoci-
da también como “etapa de mortalidad infantil”, posteriormente la tasa de falla del
sistema adquiere un comportamiento constante y finalmente acontece una tendencia
creciente, asociada a un proceso de deterioro o desgaste en el sistema [16].

El Modelo Weibull Modificado (MWM) permite estudiar simultineamente las
distintas etapas de la curva de bafiera a diferencia de la ley tradicional Weibull. A con-
tinuacion, se presenta la definicion de la distribucion MWM [4].

Definicion 1.2.3. SeaI' una variable aleatoria continua, se dice que T’ tiene una distri-
bucion MWM con parametros a,c > 0,b > 1 yd < 1 o bien, T ~ MW M(a, b, c,d), si
su fdp es de la forma,

f(t) =at’ +ct®, parat > 0. (1.35)

Luego, su Fda es como sigue,
F(t)=1—e ", (1.36)
A partir de la Definicion 1.2.3 se determina lo siguiente:
s Su funcién de confiabilidad es,
R(t) = e~ (1.37)

» Su tasa de falla es,
h(t) = ab(at)*™' + cd(ct)*. (1.38)
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» El tiempo promedio para la falla es,
E[T] = / e =t gy
0

Existen otras modificaciones como el Modelo Weibull Transmutado [4], asi co-
mo nuevas leyes de falla como la de Pham [16], que buscan ajustar de mejor forma
distintos comportamientos en las tasas de falla. Sin embargo, como alternativa a los
modelos paramétricos (tradicionales o modificados) se han desarrollado estimadores
de funciones de supervivencia (que es analogo a la funcion de confiabilidad), uno de
los trabajos referentes es el de Edward L. Kaplan y Paul Meier, con el estimador que
lleva su nombre [2].

1.2.5. Gaussiana Inversa

La distribuciéon Gaussiana Inversa (GI) también se conoce como distribuciéon
de Wald, debido a que fue introducida por el estadistico Abraham Wald en la decada
de 1940 [7] en el ambito del analisis secuencial. Esta distribucion tiene aplicacion en
areas como las finanzas, la ecologia y la confiabilidad.

La distribucion GI surge como el tiempo hasta que un proceso de Wiener, de
tiempo continuo con parametro de deriva y > 0, y parametro de dispersion o2, cruza

por primera vez un umbral dado d > 0.

El parametro de deriva 7, se interpreta como una tasa media de cambio por
unidad de tiempo, y en el contexto de confiabilidad modela la tendencia de degrada-
cion de un sistema.

El proceso de Wiener con deriva positiva es un proceso estocastico Gaussiano
{X(t),t > 0}, que satisface X(0) = 0 y una de sus propiedades es que X (t) ~
N (+t, 0%t), para cualquier ¢ > 0 [11].

Se puede mostrar que la variable aleatoria 7' = inf{¢| X (¢) = d} tiene la si-
guiente funcién de densidad,

F(t) = de exp { ~(d =) } :

oV 2 202t

parat > 0.
Esta funcién de densidad depende solo de % y g, por lo que es comun repara-

metrizarla al definir y = % yA= g—z, de donde se obtiene la siguiente expresion.

fiy= N exp{‘“t - “)2},

(27t3)2 2t 2
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parat > 0.
Sea X unav. a. con dicha fdp, se dice que X ~ GI(u, \), y tiene las siguientes
propiedades,

= Valor esperado, E[X]| = p.
» Varianza, Var[X]| = “73

» Funcidn de distribucién acumulativa,

ri=a[(£-1) (3) | eere [ (£o0) ()]

con ®(z) la Fda de una normal estandar.

Este es un modelo plausible en el estudio de confiabilidad de un sistema, en los
casos en los que la falla ocurre cuando un proceso de deterioro alcanza cierto nivel
identificado.

1.3. Estructura de Sistemas

Se inicia esta seccion considerando un sistema formado por n componentes,
para posteriormente realizar un estudio estructural del sistema, que consiste en carac-
terizar la forma en que dichas componentes se relacionan para garantizar el funcio-
namiento del sistema.

Cada una de las componentes puede encontrarse de forma simple en uno solo
de dos posibles estados: en funcionamiento o falla. Para indicar si el i-ésimo compo-
nente estd funcionando o no, se define la variable indicadora X; como se muestra a

continuacion,
¥ — 1, sila i-ésima componente funciona, (139)
’ 0, sila ¢-ésima componente no funciona. '
Al vector X = (Xj,...,X,) se le denomina vector de estado. De manera

similar se tiene una funcidn indicadora del estado del sistema, esta es una funcidén
¥ :{0,1}" — {0, 1}, con regla de correspondencia como sigue,

1, si el sistema funciona,
(X)) = { (1.40)

0, si el sistema no funciona.

Aunque 9 se presenta como una funcién indicadora, en realidad se trata de
una funcion de estructura, esta es importante para estudiar el sistema y la interaccion
entre sus componentes, ya que no todas tienen la misma relevancia en el funciona-
miento del sistema, es posible que algunas de sus componentes no afecten de forma
significativa el funcionamiento general, como el caso de la campana en una bicicleta,
para ello se define el término de componente irrelevante.
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Definicién 1.3.1. Dado un sistema con n componentes y funcion de estructura 1, la
componentei,i € {1,...,n}, sedice irrelevante si)(1;, X) = ¢(0;, X), para cualquier
X € {0,1}", la notacion (1;, X) y (0;, X), son vectores donde la i-ésima componente es 1
y 0, respectivamente.

Por lo tanto, la funcién estructura de un sistema no deberia considerar com-
ponentes irrelevantes. Otra propiedad deseable es el ser no decreciente, esto quiere
decir que ¢ (X) < ¥(Y) si se cumple que X; < Y; paratodoi € {1,...,n}. Con estos
elementos se define el término de sistema coherente [18].

Definicion 1.3.2. Un sistema con funcion de estructura 1) se dice sistema coherente si
no tiene componentes irrelevantes y 1) es no decreciente.

De la Definicion 1.3.2 es posible establecer algunas propiedades, para mas de-
talles ver [14]. Los sistemas en serie, en paralelo y k — out — of — n, son ejemplos de
sistemas coherentes y se definen a continuacion.

Definicion 1.3.3. Dado un sistema formado por n componentes, se dice que es un sis-
tema en serie si este funciona solo cuando todas sus componentes funcionan, es decir,

L, siX;=1,Yi=1,....,n,

1.41
0, en otro caso. (1.41)

w0 = {

De manera equivalente, )(X) = [[;_, Xi, o bien, ¢/(X) = min{X,}.

Definicion 1.3.4. Dado un sistema formado por n componentes, se dice que es un siste-
ma en paralelo si este funciona siempre que al menos una de sus componentes funcione,
esto es
1, siX; =1, paraalgin i =1,...,n
P(X) =4 o Soi T para aig et (1.42)
0, siX;=0,Vi=1,...,n.

Lo cual también corresponde a decir que (X) = 1 — [[;_,(1 — X;) o bien, (X) =
max{X;}.

Definicion 1.3.5. Dado un sistema formado porn componentes, se dice que un Sistema
k — out — of — n funciona si y solo si al menos k de n componentes estan funcionando.
Como Y | X; es igual al nimero de componentes que no se encuentran en estado de
falla, la funcion estructura esta dada por,

1, si Z?:l X,L > k,

V(X) = { 0, si S X; < k. (1.43)
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1 ' o | [ n |
Entrada l ‘ l | ‘ | Salida
(a) Sistema en serie.
\
‘ 1
2 ]
Entrada : Salida
e
(b) Sistema en paralelo.
1 2
1 3
Entrada Salida
2 3

(c) Sistema 2 de 3.

Figura 1.4: Esquemas de los diferentes tipos de estructuras elementales, para el caso
k — out — of — n se utiliza el ejemplo 2 de 3.

Observacion. Los sistemas en serie y en paralelo son ambos casos especiales de un
sistema k — out — of —n ya que estos son sistemas n —out —of —nyl—out—of —n,
respectivamente.

Las estructuras en serie, en paralelo y k —out — o f —n son llamadas estructuras
elementales, en la Figura 1.4 se presenta un esquema de la disposicién de sus compo-
nentes. Un sistema puede tener una estructura de tipo elemental o una combinaciéon
de ellas, en cuyo caso se denomina de estructura mixta, en el Ejemplo 1.3.6 se muestra
un caso de este tipo de sistemas.

Ejemplo 1.3.6. Considere un sistema formado por 4 componentes cuya estructura es
como se ilustra en la Figura 1.5, en el que se observa que el sistema funciona si y solo
si las componentes 1 y 2 funcionan y al menos una de las componentes 3 o 4 funcionan,
determinar su funcion de estructura.
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Solucion. Su funcion estructura esta dada por (1.44),
w<X) = X1X2 méX(Xg, X4) (144)

Se hace uso de la identidad max{ X, ..., X,,} = 1—[[;_,(1 — X;), por lo tanto,
se obtiene

méX(Xl,XQ) =1- (1 - X1)<1 - X2> = Xl + X2 - XlXQ. (145)

Al sustituir (1.45) en (1.44) con las variables correspondientes, la funcion estruc-
tura se expresa como,

P(X) = X1 Xo(X3 + Xy — X3X). (1.46)

— 1 2 —
Entrada Salida

4

Figura 1.5: Ejemplo de un sistema con estructura mixta.

Asi como es comprensible que el funcionamiento del sistema depende exclusi-
vamente de qué componentes estén funcionando, es adecuado suponer que la confia-
bilidad de los sistemas dependera de la confiabilidad de cada una de sus componentes.

La funcién de confiabilidad de un sistema al tiempo ¢, se denota como R(t), el
estado de un sistema al tiempo ¢ también puede expresarse a través de la funcion de
estructura al incorporar al tiempo como un argumento, es decir,

1, si el sistema funciona al tiempo ¢.
0, si el sistema no funciona al tiempo ¢.

w(x(0) = {

Donde X(t) = (X;(t), ..., X, (t)) es el vector de estado del sistema al tiempo
t,y X;(t) el estado de la componente i-ésima al tiempo ¢, parai = 1, ..., n. Las estruc-
turas elementales y mixtas se reescriben de forma analoga, al incorporar el parametro
del tiempo en sus respectivas expresiones.

En lo que sigue se presenta el analisis de confiabilidad para las estructuras en
serie, en paraleloy k — out — of — n.
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1.3.1. Sistema en serie

De acuerdo con la Definicion 1.3.3, un sistema conectado en serie funciona si y
solo si todas sus componentes funcionan. Por ejemplo, una lampara conectada a una
pila, si la pila o la bombilla de la lampara no funcionan, la lampara en su conjunto
tampoco funciona. Supdngase que las componentes de un sistema en serie funcionan
de forma independiente y se quiere obtener la confiabilidad del sistema la cual se
denotara por R(t).

Teorema 1.3.7. Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo de vida o tiempo
de falla del sistema en serie, T; la variable aleatoria que corresponde al tiempo de vi-
da del componente i, coni = 1,2,....,n; y R(t), R;(t) sus funciones de confiabilidad
respectivas. Si T; es independiente deT;, con i # j, entonces,

R(t) =[] Ri(t). (1.47)

Demostracion. Por definicion de confiabilidad se cumple (1.48)
Rt)y=P(T >t)=P(Ty>t,Ty>t,....,T, > 1) (1.48)

= P(Ty > t)P(Ty > t)--- P(T, > t)

- HRZ»(t).

De donde se concluye el resultado. O

Del Teorema 1.3.7 se observa que R(t) < min[R;(t), Ra(t), ..., R,(t)], es de-
cir, para un sistema de n componentes con estructura en serie, la confiabilidad del
sistema es menor o igual que la confiabilidad de cada una de sus componentes.

Observacion. Note en particular que si las variables aleatorias independientes 7; se
distribuyen exponencialmente con parametros \;,7 = 1,2,..., n. Se tiene que,

R(t) = e MeTM e = gm (Mt AettAn) (1.49)

Asi, la confiabilidad del sistema corresponde a la de una variable aleatoria con distri-
bucién exponencial y parametro A = Ay + Ao + - -+ + \,..

1.3.2. Sistema en paralelo

Las fallas de una o mas componentes que estan conectados en paralelo gene-
ralmente no se detectan a menos que se realicen inspecciones periédicas. Para obtener
la confiabilidad de un sistema armado en paralelo considerando que sus componentes
funcionan independientemente una de otra, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 1.3.8. Sea ' la variable aleatoria que determina el tiempo de vida o tiempo
para la falla del sistema en paralelo, T; la variable aleatoria que determina el tiempo de
vida de la componentei, coni = 1,2,...,n;y R(t), R;(t) sus funciones de confiabilidad
respectivas. Si T; es independiente de T}, con i # j, entonces,

R(t)=1-[] F®. (1.50)

Donde F;(t) =1 — R;(t).
Demostracion. De la definicion de confiabilidad se sigue que,

RO =P(T>t)=1-P(T<t)=1-Ft)=1-P(T, <t,Tr <t,...., T, <t).

Entonces,
R(t) =1~ [P(Ty < )P(Ty < 1) P(T;, < t)] (1.51)
=1- ﬁ Fi(t). O (1.52)
i=1

Del teorema anterior se puede notar que R(t) > max|[R;(t), Ra(t), ..., R, (t)].
esto significa que la confiabilidad del sistema en paralelo es mayor o igual que la con-
fiabilidad de cualquiera de sus componentes.

Observacion. En algunos casos, las componentes de un sistema ademas de ser in-
dependientes entre si todas tienen la misma funcion de confiabilidad, esto es que,
R;(t) = r(t) para toda i = 1,..,n. Luego la funcién de confiablidad del sistema en
paralelo es R(t) = 1 — [1 — r(t)]™

1.3.3. Sistema con estructura mixta

Para determinar la confiabilidad de este tipo de sistemas, es necesario realizar
el calculo de la confiabilidad por partes, es decir, obtener primero la confiabilidad de
las componentes acopladas en serie y la confiabilidad de componentes acopladas en
paralelo, para que finalmente se determine la confiablidad del sistema con estructura
mixta. El siguiente ejemplo ilustra una situacion del caso mixto.

Ejemplo 1.3.9. Considérese un sistema con un arreglo en serie y componentes en pa-
ralelo como lo ilustra la Figura 1.6. Suponga que se tiene informacion sobre la vida util
de cada componente para un tiempo especifico, las componentes C, y Cy se encuentran
conectadas en paralelo con una confiabilidad de 0.85 y 0.74 respectivamente, en el tiempo
t = 6; y para las componentes C's y Cy acopladas en paralelo, tienen confiabilidad de
0.80y 0.56 respectivamente ent = 6. ;Cual es la confiabilidad de este sistema parat = 67
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——]
Entrada Salida

2 4]

Figura 1.6: Diagrama de la estructura mixta del sistema del Ejemplo 2.3.9

Solucion. Se obtiene primero la confiabilidad de las componentes C, Cs acopla-
das en paralelo, es decir,

Rio=1—[Fi(6)F(6)] =1—[(1—085)(1 —0.74)] = 0.961.  (1.53)

Por otro lado, las componentes C's, Cy, también estan conectadas en paralelo, se sigue asi
que su confiabilidad ent = 6, es como sigue,

R3y=1—[F;(6)Fy(6)] =1—[(1—0.80)(1 —0.56)] = 0.9612. (1.54)
Luego, la confiabilidad del sistema completo con arreglo en serie ent = 6, es
R(t =6) = Ry2- R34 = (0.961)(0.9612) = 0.87643. (1.55)

De manera general se puede decir que cualquier sistema se puede representar
como un arreglo en serie de estructuras en paralelo o como un arreglo en paralelo de
estructuras en serie [18].

Se presenta a continuacion la funcion de confiabilidad para los sistemas con
estructura mas general.

1.3.4. Sistema k —out —of —n

De acuerdo con la Definicién 1.3.5 un ejemplo de este tipo de sistemas es
un avion que funciona con 4 motores, pero si dos se descomponen y dos estan en

funcionamiento, eso es suficiente para que el avion pueda volar, este es un sistema
2—out —of —4.

Teorema 1.3.10. Sea 1" la variable aleatoria que determina el tiempo de vida o tiempo
para la falla del sistema k —out —of —n, T; la variable aleatoria que determina el tiempo
de vida de la componentei, coni = 1,2,...,n;y R(t) su funcién de confiabilidad. Si T} es
independiente de Tj, coni # j y ademas todas tienen la misma funcion de confiabilidad
r(t). Entonces,

Rt =3 (”) (r(0)) (1 — r(0)" (1.56)
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Demostracion: Ver [18].

Ejemplo 1.3.11. Considere un sistema formado por 6 unidades de bombeo en el que es
necesario que al menos 4 de ellas funcionen. Cada bomba tiene una fiabilidad del 88 %
para el tiempo t. ;Cual es la fiabilidad del sistema para el tiempo t?

Solucion. Se trata de un sistema 4 — out — of — 6, se tiene r(t) = 0.88, luego,

6
6 .
Rt) =Y () (0.88)1(0.22)5% = 0.12953 4 0.37996 + 0.46440 = 0.97389. (1.57)

- 2
1=4

El efecto de aumentar el nimero de unidades necesarias para el funcionamien-
to del sistema, por ejemplo, que ahora el sistema sea 5 — out — of — 6 es que la
confiabilidad disminuiria, el caso de confiabilidad maxima se alcanza cuando se pro-

pone una estructura en paralelo, y el minimo en la estructura en serie, tal como se
ilustra en la Figura 1.7.

—@— l-out-of-6
@— 2-out-of -6

@— 3-out-of-6

Confiabilidad

@— 4-out-of -6

—@— 5-out-of-6

—@— 6-out-of 6

400 900 1400 1900

Tiempo horas

Figura 1.7: Grafica de los diferentes niveles de confiabilidad, para sistemas k& — out —
of — 6, para distintos valores de k.

Ejemplo 1.3.12. Una PC es equipada con 3 tarjetas graficas: AMD RX, NVIDIA RTX y
NVIDIA GTX, las cuales se conectan de manera independiente, se asume que en el estudio
donde sera instalada habra buenas condiciones de enfriamiento, limpieza, etcétera, por
lo que la tasa de falla de las tarjetas se asumira constante, la tasa de falla esta basada en
el porcentaje de clientes que han empleado la garantia de acuerdo a un conjunto de datos
disponibles [1], estas tasas de falla se presentan en la Tabla 1.1.

Determinar la confiabilidad del sistema de imagen al tiempo t, si de acuerdo a
los estandares del usuario se considera que el sistema funciona exitosamente cuando al
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Tabla 1.1: Datos de tasas de falla de tres tarjetas graficas, Datos de Hard Zone, 2 de

enero 2025.
no. | Nombre de la tarjeta | Tasa de falla
1 AMD RX 5700 XT 0.0351
2 NVIDIA RTX 21700 0.046
3 | NVIDIA GTX 1660 Ti 0.0121

menos 2 de las 3 tarjetas graficas funcionan.

Solucion. Bajo las condiciones mencionadas, la estructura del sistema es2—out—o f — 3,
al considerar que funcionan de manera independiente y que cada tarjeta grafica tendra
una tasa de falla constante, es adecuado decir que sus funciones de confiabilidad seran
del tipo exponencial, estas son: R (t) = e(700%1t) R, — ¢(=0.0460) 3, R, (1) = ((-0.0121),
La confiabilidad del sistema, la cual se denota por R(t), se obtiene de la suma de la con-
fiabilidad de todos aquellos casos en los que el sistema funciona exitosamente los cuales
se muestran en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2: Estados de un sistema 2 — out — of — 3.

La confiabilidad del sistema se obtiene de los estados de las tarjetas, tal como se

Tarjeta 1 | Tarjeta 2 | Tarjeta 3 | Estado del sistema
Funciona | Funciona | Funciona Funciona

Falla Funciona | Funciona Funciona
Funciona Falla Funciona Funciona
Funciona | Funciona Falla Funciona

Falla Falla Funciona Falla

Falla Funciona Falla Falla
Funciona Falla Falla Falla

Falla Falla Falla Falla

ve en la Tabla 1.3.

Tabla 1.3: Confiabilidad del sistema 2 — out — of — 3 del Ejemplo 2.3.11

Tarjeta 1 Tarjeta 2 Tarjeta 3 Estado del sistema
000351 o —0-0461 0001217 0003517 ,—0.046¢ _ ,—0.0121¢

1 _ o-00351% o —0-076t 000121 (1 — ¢ 0UB5TEy . o —00167  —0.012¢
000351 1 — ¢ 0-046 o~ 00121 ¢~ O03TE (] — ¢~ 0.040T) o —0012T7
000351 o —0-0461 1 — ¢ 00T [ o=00351 | o—0046¢ (] _ ,—0012T7)

Por lo tanto, la confiabilidad del sistema al tiempot es,

R(t) = o~ (0.0351+0.046)¢ y —(0.046+0.0121)¢ y —(0.0351+0.0121)¢ __ 9, ~(0.0351+0.046-+0.0121)¢

26




CAPITULO 1. ELEMENTOS DE TEORIA DE CONFIABILIDAD

R(t) — 6—0.08111L + 6_0‘058” + 6_0‘047% + 6_0'0932t. (158)

Si las tres tarjetas tuviesen la misma funcion de confiabilidadr(t), entonces R(t) =
3r(t)* — 2r(t)3.
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CAPITULO 2

CALCULO DE LA CONFIABILIDAD

Tal como se ha mencionado, la funcién de confiabilidad permite estudiar las
caracteristicas de un sistema como su tasa de falla, TPPF, entre otras, también hace
posible abordar preguntas de interés como la probabilidad de que una falla ocurra
en determinado tiempo. Para calcular dicha funcién se utiliza la informacién sobre
sus componentes, como la funcion de confiabilidad de cada una y de manera general
coémo se encuentran conectadas a través de la funcion de estructura, en lo que sigue se
abordan técnicas y principios para determinar o calcular la confiabilidad de un sistema
en un tiempo determinado.

2.1. Técnicas para calcular la confiabilidad de un sis-
tema

A continuacioén se presentan técnicas para el calculo de la confiabilidad de un
sistema, aplicables a estructuras elemenatales y mixtas.

La informacién disponible sobre la estructura del sistema y la confiabilidad de
sus componentes es de utilidad en el estudio de la confiabilidad del sistema en con-
junto, en la siguiente definicion se presenta una forma de reunir dicha informacion.

Definicion 2.1.1. El vector de confiabilidad de un sistema de n componentes, viene
dado por p = (p1,p2,...,pn), conp; = P(X; = 1), parai = 1,...,n. La funcién
de confiabilidad del sistema se denota porr, conr : [0,1]" — [0, 1], tal que r(p) =
P(1(X) = 1), donde 1) es la funcién de estructura del sistema.

La Definicion 2.1.1 expresa que, p; es la probabilidad de que la componente
funcione (con i = 1, ..., n), mientras que r(p) es la confiabilidad del sistema.
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2
3

Entrada _@E
4

Figura 2.1: Sistema mixto de 5 componentes.

2.1.1. Valor esperado de ¢ (X)

Esta técnica parte del hecho de que la funcién ) (X) es una funcién que toma
unicamente dos valores posibles 1 0 0. De acuerdo con la ecuacion (2.1), se cumple que
E[Y(X)] = P(¢¥(X) = 1), se deduce asi,

r(p) = P(¢(X) = 1) = E[$(X)]. (2.1)

Ejemplo 2.1.2. Calcular la confiabilidad de un sistema de estructura mixta conformada
por 5 componentes, conectado como se muestra en el diagrama de bloques en la Figura
2.1, con la suposicion de independencia entre componentes.

Solucion. La funcion de estructura del sistema es,
P(X) =X [1— (1= (1—(1—X)(1 - X3)))(1 — Xy)] X5, (2.2)
por lo tanto,
r(p) = EY(X)] = E[Xi] + (E[X4] + E[X3] — E[XG]E[Xy] + E[Xs] — E[Xo] E[X,]
—E[Xo] E[X3] + E[Xo] B[ X3]E[X4]) B/ .X5)
= P1P2Ps + P1P3P5 + D1P4aPs — P1DP2P3Ps — P1P3PaPs
—P1P2P4P5 + P1P2P3P4Ps5- (2.3)

2.1.2. Técnica del vector de trayectoria

Para emplear esta técnica es necesario definir lo que se denomina vector de
trayectoria.

Definicion 2.1.3. Sea ) la funcion estructura de un sistema coherente den componentes,
un vector de estado X se dice vector de trayectoria, si )(X) = 1.
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De modo que, un vector de trayectoria es cualquier vector de estado que implica
el funcionamiento del sistema, en consecuencia, la confiabilidad del sistema es igual a
la probabilidad de que el sistema se encuentre en un vector de trayectoria, es decir,

r(p) = P(X es un vector de trayectoria). (2.9)

Ejemplo 2.1.4. Considerar nuevamente el sistema mixto de 5 componentes de la Figura
2.1, calcular la confiabilidad del sistema con la técnica del vector trayectoria.

Solucion. De la Figura 2.1 se observa que existen 7 vectores trayectoria:

(1,1,0,0,1),(1,1,1,1,1),(1,1,1,0,1),(1,1,0,1,1),(1,0,1,0,1), (1,0,1,1,1) y
(1,0,0,1,1).

Por lo tanto, de acuerdo con la suposicion de independencia entre las componentes, la
confiabilidad del sistema es la suma de las probabilidades de cada vector, tal como sigue

r(p) = p1pa(1 — p3)(1 — pa)ps + p1P2pspaps + pip2ps(1 — pa)ps + pip2(1 — p3)paps

+p1(1 — p2)ps(1 — pa)ps + p1(1 — p2)pspaps + pi(1 — p2)(1 — p3)paps.  (2.5)
= P1P2P5 + P1P3P5 + P1PaPs — P1P2P3Ps — P1P3P4Ps
—P1P2PaPs + D1P2D3P4D5- (2.6)

El Ejemplo 1.3.12 es también un ejemplo del uso de la técnica del vector tra-
yectoria.

2.1.3. Técnica del vector de corte

El concepto opuesto al vector de trayectoria es el que se denomina como vector
de corte, cuya definicion es la siguiente.

Definicion 2.1.5. Sea ) la funcion estructura de un sistema coherente den componentes,
un vector de estado X se dice vector de corte si )(X) = 0.

Se tiene asi que cualquier vector de estado X, es de trayectoria o de corte, por
lo tanto, la técnica del vector de corte para calcular la confiabilidad de un sistema es
de forma analoga a la del vector trayectoria, esto es

r(p) = 1 — P(X es un vector de corte). (2.7)

Ejemplo 2.1.6. Calcular la confiabilidad de un sistema mixto y coherente conformado
por 4 componentes, las cuales se conectan como se que se presenta en el diagrama de
bloques de la Figura 2.2, con la suposicion de independencia entre sus componentes y uti-
lizando la técnica del vector de corte.
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Solucioén. El sistema posee tres vectores de corte, los cuales son: (0,0,0,0),(0,1,0,0) y
(1,0,0,0), por lo tanto, la confiabilidad del sistema es,

r(p) =1 —[(1=p)(1 —p2)(1 = p3)(1 — pa)+

P11 —p2)(1 = p3)(1 = pa) + (1 = p1)pa(1 — p3)(1 — pa)]

= P4 + D3 — P3Pa + P1P2 — P1P2Pa — P1P2P3 + P1P2P3P4- (2.8)
— 1 2
—— o
Entrada 4 Salida
3

Figura 2.2: Sistema mixto de 4 componentes.

2.1.4. Técnica de descomposicion

Esta técnica se basa en identificar o seleccionar una componente clave X, y
descomponer la probabilidad de que el sistema funcione dependiendo de si dicha com-
ponente funciona o no, por lo tanto, si C' = {la componente X}, funciona}, entonces,
la funcion de confiabilidad se puede escribir como sigue,

r(p) = P(El sistema funciona |C')P(C) + P(El sistema funciona |C) P(C*).

También se puede ver como

r(p) = P(Sistema A funciona)P(la componente clave funciona) (2.9)
+ P(Sistema B funciona)P(la componente clave no funciona). '

Donde el Sistema A es una version del sistema en que la componente £ siempre
funciona, mientras que el sistema B es una versiéon que considera que la componente
k siempre en falla, por lo tanto, es posible reescribir (2.9) como

r(p) = r(1k, P)px + 7(Ok, p)(1 — pr). (2.10)
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4
e

—2— 16—

5
=

Entrada

— 3 i

Figura 2.3: Sistema mixto de 8 componentes.

Ejemplo 2.1.7. Calcular la confiabilidad de un sistema conformado por 8 componentes,
las cuales se conectan de acuerdo con el diagrama de bloques que se presenta en la Figura
2.3, con la suposicion de independencia entre sus componenes utilizando la técnica del
vector de descomposicion.

Solucion. El sistema se conforma de 8 componentes, algunas de las cuales son mas rele-
vantes que otras, por lo que se selecciona a la componente 2 como componente clave, se
obtiene asli,

r(p) = P(Sistema A funciona) P(X, = 1) + P(Sistema B funciona) P(X; = 0)

El sistema A y el sistema B son como se ilustra en la Figura 2.4. El desarrollo del
calculo de la confiabilidad es

r(p) = [p1(1 = (1= (1= (1 = pa)(1 = ps))ps(1 — p3pr))ps|p2 + (Prp3prps) (1 — p2)

= P1P3P7Ps + P1D2P4PePs + P1P2D5P6Ps — P1DP2P4P5P6Ps
—P1P2P3P4PeP7Ps — P1P2P3P5P6P7Ps + P1P2P3P4P5P6P7P8- (2.11)

La componente clave puede ser cualquiera del sistema, sin embargo, es pre-
ferible que sea una con un lugar destacado dentro del sistema, para ello se pueden
emplear las siguientes definiciones de importancia de una componente.

Definicién 2.1.8. La importancia estructural de una componente i en un sistema
coherente de n componentes es,

(i) = 5o > [0 X) — (0, X)), (2.12)

{x1X;=1}

parat=1,...,n.
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B

[

Entrada

— 3 7 —
(a) Sistema A

1 3 7 8
Entrada || || [ = Salida

(b) Sistema B

Figura 2.4: Descomposicion de la confiabilidad del sistema.

Esta funcion contabiliza la cantidad de vectores de estado X, en las que el fun-
cionamiento de la componente ¢ determina que el sistema funcione y lo divide entre
el nimero total de vectores estado posibles en los que la componente i funciona.

La Definicion 2.1.8 se basa en el papel que cada componente tiene dentro de
la estructura, sin embargo, es importante valorar también la confiabilidad de cada
componente, para ello se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.1.9. La importancia de la confiabilidad de la componente v en un
sistema coherente de n componentes es

I,(i) = 8;;? ) (2.13)

parat=1,... n.

Observacion. La importancia estructural, también denominada de Birnbaum [12], se
define a partir de las derivadas parciales de la funcion de confiabilidad, esta siempre
existe debido a que la funcién de confiabilidad es del tipo polinomial definida para
valores de p; € [0, 1].

Ejemplo 2.1.10. Calcular la importancia estructural y de confiabilidad de cada compo-
nente para el sistema de la Figura 2.2.

Solucién. La importancia estructural considera los 23 vectores estado posibles en los que
una componente i funciona, con i = 1,2.3,4, para obtener I,(1), se considera a los
vectores estado en los que la componente 1 funciona, es decir,

(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,1,0,0), (1,0,1,1),(1,0,0,1),(1,0,1,0) y
(1,0,0,0),
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luego se contabiliza en cuantos de ellos la falla de la componente 1 implica la falla del
sistema, es decir,
1

L)=20-D+A-D+A-D+1-0+A -1+ {1-1)]=

1
8
De manera similar con el resto de componentes, de donde se obtiene que I;(2) = £, I,(3) =
sy lu(4) =1

Para calcular la importancia de la confiabilidad de cada componente se considera
que p = (0.5,0.2,0.7,0.2). Para obtener I,(1) se calcula la derivada parcial de (2.68)
con respecto a py, de donde se sigue,

_ Or(p)

[,(1) = Gy, — P2 T PaPs — Pabs + papsha = 0.048, (2.14)
1

de manera similar se obtiene, I,(2) = 0.12,1,(3) = 0.72 y I,.(4) = 0.27.

En el Ejemplo 2.1.10 puede verse que aunque las componentes 2 y 4 tienen
el mismo valor de confiabilidad, no tienen la misma importancia en el sistema, tam-
bién se observa que al sumar el valor de la importancia de confiabilidad de todas las
componentes a diferencia de la importancia estructural no necesariamente suma 1.

2.2. Trayectoria minima y conjuntos de corte mini-
mos

En secciones anteriores se mencion6 que cualquier funcion de estrutura puede
representarse como un arreglo en serie de estructuras en paralelo o como un arreglo
en paralelo de estructuras en serie, en lo que sigue se abordara esta propiedad de los
sistemas, para ello es necesario presentar algunas definiciones.

Definicion 2.2.1. Si X es un vector de trayectoria para un sistema con funcion de estruc-
tura v, y (Y) = 0, para cualquier Y < X, se dice que X es un vector de trayectoria
minima. Si X es un vector de trayectoria minima, entonces, el conjunto conformado por
los indices de las componentes que funcionan, A = {i|X; = 1} es llamado conjunto de
trayectoria minima.

Se dice asi que un conjunto de trayectoria minima es un conjunto minimo de
componentes cuyo funcionamiento asegura el funcionamiento del sistema.

Ejemplo 2.2.2. Considerar un sistema con estructura mixta conformado por 5 compo-
nentes, las cuales se conectan como se muestra en el diagrama de bloques de la Figura
2.5, determinar sus conjuntos de trayectoria minima.

Solucion. La funcion de estructura de dicho sistema es,

¢(X) = méX{Xl,Xg}méx{X3X4,X5} (215)
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1

—— —
Entrada salida

2 5

Figura 2.5: Segundo ejemplo de sistema mixto con 5 componentes.

= (X1 + X5 — X1X0) (X3 X4+ X5 — X3 X, X5), (2.16)

se identifican 4 vectores de trayectoria minima (1,0,1,1,0),(1,0,0,0,1),(0,1,1,1,0)
y (0,1,0,0,1), por lo tanto, los conjuntos de trayectoria minima son {1, 3,4}, {1,5},
{2,3,4} y{2,5}.

Se puede notar que, el vector X = (1,1,1,1,0) es de trayectoria, pero no es
un vector de trayectoria minima ya que, si Y = (1,0,1,1,0), ocurre que Y < X'y

¥(Y) = 1. Si un sistema tiene s vectores de trayectoria minima, los conjuntos de
trayectoria minima se denotan como Ay, A, ..., As y se define la siguiente funcion
indicadora.

a;(X) = { 1, sitodas las componentes de A; funcionan, (2.17)

0, otro caso.

Se tiene asi que, un sistema va a funcionar si y solo si las componentes de al
menos un conjunto de trayectoria minima estan funcionando, esto es, si Q; (X) =1

paraalginj = 1,..., s, esto se expresa como sigue,
_J 1, sia;(X) = 1 paraalgin j,
w(X>_{O, Siaj:()vjzl,.._,s, (2.18)

o bien, de forma equivalente,

$(X) = méx a;(X)

J
= I[ x (2.19)
iEAj
Se observa que «;(X) es una funcién de estructura en serie, por lo que la ecua-

cion (2.19), describe un sistema arbitrario como un arreglo en paralelo de estructuras
en serie.
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En la Figura 2.6 se presenta un tipo de estructura denominada como sistema
puente, para cuatro componentes y como cambia el esquema al considerar a los con-
juntos de trayectoria minima.

—— >
Entrada Salida

Entrada Salida

(b) Conjuntos de trayectoria minima del sis-
(a) Sistema puente. tema puente.

Figura 2.6: Un sistema arbitrario visto como arreglo en paralelo de estructuras en serie.

De forma analoga al vector de trayectoria minima, se encuentra el vector de
corte minimo, el cual se define enseguida.

Definicion 2.2.3. Si X es un vector de corte para un sistema con funcion de estructura
Y, y(Y) = 1, para cualquier Y > X, se dice que X es un vector de corte minimo. Si
X es un vector de corte minimo, entonces, el conjunto de indices de las componentes que
no funcionan, C' = {i|X; = 0} es llamado conjunto de corte minimo.

En otras palabras, un conjunto de corte minimo es el conjunto minimo de com-
ponentes cuya falla asegura la falla del sistema.

Si un sistema tiene k vectores de corte minimo, los conjuntos de corte minimo

se denotan como C', (s, . .., C} y se define la siguiente funcion indicadora.
| 1, sial menos una componente de C; funciona,
BiX) = { 0, si todas las componentes de C; fallan. (2:20)
O de manera equivalente,

iECj
Se dice asi que un sistema falla si todas las componentes de un conjunto de
corte minimo fallan, por lo tanto, se sigue que,

k
»(X) = | IIiIé%’?(Xi. (2.22)
i
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La ecuacion (2.22) corresponde a una estructura en paralelo de las componentes
de C}, por lo tanto, se puede decir que, por medio de los conjuntos de corte minimo,
la funcién de estructura de un sistema arbitrario se puede estudiar como un arreglo
en serie de estructuras en paralelo.

Ejemplo 2.2.4. Determinar la funcion de estructura con base en los conjuntos de corte
minimo para el sistema puente con diagrama de bloques como en la Figura 2.6a.

Solucion. Primero se identifican a los vectores de corte minimo asociados al sistema,
estos son: (0,0,1,1,1),(0,1,0,1,0), (1,0,0,0,1) y(1,1,1,0,0), luego, los conjuntos de
corte minimo asociados a cada uno de los vectores anteriores son: C, = {1,2},Cy =
{1,3,5},C5 ={2,3,4} y Cy = {4, 5}, de la ecuacion (2.22), se desarrolla la funcioén de
estructura como sigue

4

V(X) = | lgrel%?(Xz‘
]:

= méX{Xl, X2} méX{X17X3,X5} HléX{XQ,Xg,X4} méX{X47 X5}
=1 -1 -X)0 =X -1 - X)) - X)(1 — X5)]
[1— (1= X2)(1 = Xa)(1 = Xp)][1 = (1= X9)(1 = X5)]. (2.23)

En la Figura 2.7 se ilustra la representacion de la funcién estructural con base
en los conjuntos de corte minimos.

Entrada Salida

(a) Sistema puente.

—1— 1 2 e

——l 3
Entrada

————

30
Salida

iz L L Ls—

(b) Conjuntos de corte minimo del sistema puente.

Figura 2.7: Un sistema arbitrario visto como arreglo en serie de estructuras en paralelo.
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Observacion. En secciones previas se presentaron las definiciones de vector de tra-
yectoria y vector de corte, es posible verificar que cualquier vector de estado se clasi-
fica en alguno de los dos tipos, por otro lado, los vectores de trayectoria minima y de
corte minimo, no son complementarios, existen vectores de estado que no satisfacen
ninguna de las dos definiciones correspondientes.

Las figuras presentadas para esquematizar la estructura de un sistema son de-
nominadas diagramas de bloques, y son una herramienta muy util en la comprension
de la confiabilidad de un sistema, el cual, a su vez puede representarse con diferentes
diagramas de bloques como aquellos que se basan en conjuntos de corte minimo o
trayectoria minima.

Otra herramienta visual recurrente en el estudio de la confiabilidad de un sis-
tema son los arboles de falla , los cuales presentan a la falla u otro evento de interés
denominado “evento tope", como una contingencia de eventos o fallas previos.

En los diagramas de bloques la falla se genera cuando algunas o todas las com-
ponentes fallan, en un arbol de fallas las causas del evento tope pueden ser fallas en
subsistemas o también situaciones externas, como una mala ejecucion de los operado-
res o defectos en algun sistema complementario como de ventilaciéon o abastecimiento.
Su construccion requiere el uso de una simbologia estandarizada, tal como se muestra
en la Figura 2.8.

EVENTO TOPE/
FALLA GENERAL

FUERTAY

EVENTO
SECUNDARIO

EVENTO

EVENTO NO SECUNDARIO

DESARROLLADO

PUERTA O

Figura 2.8: Ejemplo de un arbol de falla.

Los arboles de falla permiten cuantificar la probabilidad de falla o la confiabi-
liad del sistema, al interpretar la uniéon y disyuncién de los eventos basicos conside-
rados, bajo reglas de operacion booleana, para ahondar en el tema se sugiere revisar
[22].
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2.3. Cotas para la funcion de confiabilidad

Al tener informacion sobre la estructura de un sistema y la confiabilidad de
sus componentes, bajo suposicion de independencia, las técnicas vistas anteriormente
permiten determinar la funcioén de confiabilidad del sistema en general, sin embargo,
aplicar dichas técnicas se convierte en una tarea mas complicada conforme el nimero
de componentes aumenta, es por ello por lo que en lugar de describir explicitamente
a la funcion de confiabilidad, se desarrollan métodos que la acotan. En lo que sigue se
presentan dos métodos para acotar a la funcion de confiabilidad 7(p) de un sistema.

2.3.1. Método de inclusion y exclusion

Para iniciar esta seccion se retoman algunos resultados relacionados con la
probabilidad de la union de eventos, tal como el siguiente.

Teorema 2.3.1. Si £, F, ..., E, son eventos definidos en un espacio de probabilidad
(Q,.7, P), entonces se cumple,

P <U E) =Y _P(E) =3 Y PEE)+3 > > P(EE;E)

i<j i<j<k
— o+ (=) P(E\Ey - - Ey). (2.24)
Demostracion. Ver en Apéndice B.

Para probar uno de los resultados de interés en el método de inclusion y exclu-
sion es necesario ver primero el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. Del calculo combinatorio se tiene que paran > 0 se satisface lo siguien-
te,
n n n n n—1
N — .4 = >0 2.25
() () ()= ()= (00) =0 e
paral <1 <n.

Demostracion. Ver en Apéndice B.

A continuacién se presenta el resultado sobre el que se basa el método de in-
clusion y exclusion.

Teorema 2.3.3. Si Iy, F, ..., I, son eventos definidos en un espacio de probabilidad
(Q,.7, P), entonces se cumplen las siguientes desigualdades.
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e
=
=

&
Il
—

< iP(Ez)

> Z P(E)—=> > P(EE;))

&
=
=

=1 1<j
P{UE ) <D PE)-Y D PEE)+> Y P(EEE)
i=1 i=1 i<j i<j<k

El sentido de la desigualdad se va alternando conforme se agrega un nuevo tér-
mino de la expansion de P (| J;_, E;).

Demostracion. Ver en Apéndice B.
Acotar la probabilidad de una unién por medio de las desigualdades del Teo-

rema 2.3.3 es un método llamado de inclusion y exclusion . Para aplicar dicho método
a la funciéon de confiabilidad se pueden considerar a los conjuntos de trayectoria mi-

nima Aj, As, ... A, de una estructura dada 1), a partir de ellos se definen eventos
Ey, Es, ..., E, delasiguiente manera,
E; = {todas las componentes de A; funcionan}. (2.26)

Dado que el sistema funciona siy solo si al menos uno de los eventos E; ocurre,
entonces,

r(p) = P <U E) . (2.27)

Al tomar la funcién de confiabilidad r(p) como en (2.27) se puede aplicar el
método de inclusion y exclusion, se observa que las probabilidades de los sumandos
en las cotas son como sigue

P(E) =[] »

leA;
P(EE) =[] » (2.28)
lEAq‘,UAj
P(EEE)= [ w
lEAiUA]‘UAk

y asi sucesivamente. Para entender la forma en que se describen a los indices de cada
producto considere el caso E; E;, para que dicho evento ocurra deben funcionar todas
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las componentes de A; y A;, es decir, todas las componentes del conjunto A; U A;, de
manera similar ocurre con el resto de eventos.

Observacion. Cuando las p;’s son pequefias, las probabilidades de interseccion de
eventos F; toman valores mas pequenos conforme aumenta el numero de intersec-
tandos, por lo que las cotas convergen mas rapidamente.

Ejemplo 2.3.4. Considere la estructura o sistema puente (Fig. 2.6a), en el que todas
las componentes tengan la misma probabilidad de funcionar, es decir, p; = p para
1 =1,2,...,5. Acotar su funcion de confiabilidad.

Solucion. Del Ejemplo 2.3.10 se tiene que los conjuntos de trayectoria minima son: A} =
{1,4}, Ay = {1,3,5}, A3 = {2,5} y Ay = {2, 3,4}, se sigue asi,

P(Ey) = P(Es) = p*,

P(E,) = P(Ey) = p*. (2:29)

El niimero de eventos de la forma E;E; es (;1) = 6, en 5 de ellos A; U A; se

conforma de 4 elementos, y solo en uno la union contiene a las 5 componentes, por lo que,

P(ElEQ) - P<E1E3> — P(E1E4) - P(E2E3) — P<E3E4) - p4, (2 30)
P(E2E4) = p5. '

Por medio del método de inclusion y exclusion a través de los conjuntos de trayec-
toria minima se obtiene,

4 4

Y P(E)=> > P(EE;) <r(p) <> P(E), (2.31)

i=1 i<j i=1
al sustituir los valores obtenidos en (2.30) y (2.31) se tiene que
2(p* +p*) — 5p* — p° < r(p) <20 +p%). (2.32)

Para este ejemplo r(p) = (p,p,p,p,p), si p = 0.2 entonces las cotas para la
funcion de confiabilidad son,

0.08768 < r(0.2) < 0.096. (2.33)
Por otro lado, sip = 0.1 se tiene
0.02199 < r(0.1) < 0.022. (2.34)

Al utilizar la técnica del valor esperado sobre la funcion de estructura del sistema
puente se obtiene r(0.2) = 0.08864 y r(0.1) = 0.02152, de donde se verifica la observa-
cion de que las cotas en este caso, convergen mas rapido para valores de p pequerios.
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Asi como es posible definir eventos con base en los conjuntos de trayectoria
minima cuya union es el evento en el que el sistema funciona, también es posible de-
finir eventos con base en los conjuntos de corte minimo cuya unioén es el evento en el
que el sistema falla.

Sean (', Cy, . .. C, los conj. de corte minimo, se definen los eventos F, F5, ..., F,
como sigue,

F; = {todas las componentes en C; han fallado}. (2.35)

Debido a que el sistema falla si y solo si todas las componentes de al menos un
conjunto de corte minimo fallan, se tiene que,

l—r(p)=P (O F,) : (2.36)

Por el método de inclusion-exclusion se sigue,

1= r(p) < Y P(F),

L=r(p) = Y P(F) = Y P(FRF), (2.37)

L=r(p) €3 P(FR) =Y ) P(RE) + ZZ > P(FF;Fy),

y asi sucesivamente.

La probabilidad de los eventos F; y de sus intersecciones es como sigue,

leC;
PEF) = ] (t=m), (2.38)
leC;uC;
PEFF)= [ (-m)
ZECiUCjUCk

Observacion. A diferencia del caso en que se consideran a los conjuntos de trayectoria
minima, en el caso de los conjuntos de corte minimo, la convergencia es mas rapida
cuando los valores p;’s son mas grandes.
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2.3.2. Segundo método para obtener las cotas de (p)

Otra forma de acotar la funcion de confiabilidad r(p) requiere expresar la pro-
babilidad de que el sistema funcione como la interseccion de eventos, los cuales, al
igual que en el método de inclusién y exclusion, se basan en los conjuntos de trayec-
toria minima y de corte minimo.

Sean A, A, ..., As que denotan a los conjuntos de trayectoria minima de una
estructura v, se definen los eventos Dy, D, ..., D, de la siguiente manera,
D; = {al menos una componente en A; falla}. (2.39)

Dado que el sistema falla si y solo si al menos una componente de cada conjunto
de trayectoria minima falla, entonces se cumple que,

= P(Dy)P(Dy|Ds) -+ P(Ds|D1Ds - Dy_1), '
lo cual se obtiene de aplicar la regla del producto.
Es adecuado pensar que la informacion de que al menos una componente de A;

ha fallado, solo puede incrementar la probabilidad de que al menos una componente
de A, falle, es decir,

P(Ds|Dy) > P(D,). (2.41)

Para probar la desigualdad (2.41) se descompone P(D5) como sigue,

Se observa que,

P(D,|D{) = P{al menos una comp. en A, falla | todas las comp. de A, funcionan}

(2.43)
por lo tanto,
P(DoD5)=1- [ »s
JEA2—Ay
<1- I » (2.44)
JEA2
= P(D,).

De las ecuaciones (2.42) y (2.43) se tiene que,
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P(Dy) < P(Dq|D1)P(Dy) + P(Dy)P(DY), (2.45)
entonces,
P(Ds)(1 — P(DY)) < P(Ds|Dy)P(Dn),
P(D3)(P(D1)) < P(Do|D1)P(Dy), (2.46)
P(D,) < P(Ds|Dy).

Por medio de un razonamiento similar se verifica que,

P(D;|Dy---D;—y) > P(D;). (2.47)
De las ecuaciones (2.39) y (2.46) se sigue,
1—r(p) > [[ P(Dy), (2.48)
i=1
o de manera equivalente,
r(p) <1-— H (1 - H pj> . (2.49)
=1 ]EAL

Para obtener la cota inferior se consideran a los conjuntos de corte minimo

correspondientes a la esctructura v, los cuales se denotan como C', (s, ..., C,,y se
definen los eventos Uy, . . ., U, como,
U; = {al menos una componente en C; esta funcionando}. (2.50)

Se puede ver que,

PU) =1-[(1-p)). (2.51)

JEA;

Dado que el sistema funciona si y solo si todos los eventos U; ocurren, se cum-
ple que,

r(p) = P(UU;---U,)

= P(U,)P(Us|Uy)--- P(U|UL Uy - - - Uyp—y). (2.52)

Por medio de un procedimiento similar al de la cota superior, se obtiene que,
P(Uy) < P(Uh|Ua), (2.53)

y de manera general
P(D;|D;---D;—y) > P(Dy). (2.54)
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De (2.49) y (2.51) se obtiene que,

r(p) > HP(UJ (2.55)

rp) =] 1 (1 -JJa —p;—)) : (2.56)

Por lo tanto, las cotas para la funcién de confiabilidad son,

ﬁ(l—H(l—Pj)>Sr(p)él—ﬁ<1—ﬂpj>. (2.57)

Observacion. Las cotas superior e inferior de 7(p) son mas cercanas a la funcion de
confiabilidad conforme menos elementos haya en la interseccion entre los conjuntos
de trayectoria minima o de corte minimo.

—l—2—3—
Entrada n B n Salida

Figura 2.9: Sistema 3 — out — of — 4.

Ejemplo 2.3.5. Considere un sistema 3 — out — of — 4, tal como se presenta en la Figura
2.9, acotar la funcion de confiabilidad.

Solucién. Se identifican los conjuntos de trayectoria minima, los cuales son A1 = {1,2,5}, Ay =
{1,2,4}, A3 = {1,3,4} y Ay = {2, 3,4}, por otro lado, los conjuntos de corte minimo
son Cl == {1, 2}, 02 == {1, 3}, 03 == {1,4}, 04 == {2, 3}, 05 == {274} yCG == {3, 4}

Al aplicar el segundo método para las cotas se obtiene,

(1 - q192)(1 — q1g3)(1 — q1qa)(1 — q203) (1 — q204) (1 — q3qa)

(2.58)
<r(p) <1 — (1 —=pipaps)(1 — pipapa) (1 — pipspa) (1 — papspa),
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donde g; = 1 — p;.

En el caso p; = 0.5, por ejemplo, al sistituir en (2.58) se obtienen los siguientes
valores para las cotas,

0.18 < r(p) < 0.59 (2.59)

Para calcular de forma exacta la confiabilidad del sistema se sustituyen los valores
correspondientes en el Teorema 2.3.3 y se obtiene que

r(p) = (;l) (0.5)* + (i) (0.5)*

=5(0.5)*
= 0.3125.

(2.60)

Para casos en los que los conjuntos de trayectoria minima y de corte minino se
traslapen menos, se espera un mejor desemperio de las cotas.

2.4. Enfoque estadistico

El recurso basico del enfoque estadistico son las bases de datos conformadas
por tiempos de falla y en el caso de sistemas reparables también por los tiempos de
reparacion, por lo tanto, es importante comenzar con la clasificacion de los sistemas
en dos clases, no reparables o reparables, tal como se muestra en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Clasificacion de sistemas [22].

Caracteristica Sistemas no reparables | Sistemas reparables

Si puede restaurarse luego de
No se puede restaurar luego | una falla por medio de una
de una falla. reparacion distinta del reem-
plazo total.

Condicién operativa

Termina cuando se presenta o
Puede ocurrir mas de una fa-

Ciclo de vida util lslena falla y debe reemplazar- lla a lo largo de su vida i,
Variable aleatoria de | ... Numero de fallas en un perio-
. , Tiempo para la falla. ) .

interés do especifico de tiempo.
Para caracterizar pro- Tasa de ocurrencia de fa-
babilisticamente se re- | Tasa de fallas h(t). llas \(t) y tasa de reparacion
quiere u(t).

Este enfoque tiene como objetivo obtener informacién sobre el tiempo de fun-
cionamiento de la componente o sistema, hasta que ocurre una falla, por lo tanto, es
necesario llevar a cabo un proceso inferencial sobre una muestra representativa de la
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poblacién que corresponde al tipo de sistema estudiado.

La muestra se puede conformar por datos de tiempo medidos en segundos,
minutos, horas, etcétera, asi como por datos de funcionamiento, como el ntimero de
ciclos concluidos (en el caso de maquinas que no operan de forma continua), cantidad
de kilémetros recorridos, entre otros.

Es deseable caracterizar el tiempo para la falla de un sistema por medio de
una ley de falla como las vistas anteriormente, si los datos son de tipo discreto se
optaria por variables aleatorias de esta naturaleza como la distribucién geométrica o
la binomial negativa.

2.4.1. Datos

Un dato es un elemento de la muestra aleatoria, se puede obtener por medio
de un método experimental o investigaciones de campo, asi como a través de simu-
laciones. Las empresas pueden reunir dichos datos a través del monitoreo ordinario
del sistema o sistemas de interés, o bien, mediante pruebas de vida acelerada, ambos
son ejemplos de métodos experimentales, los cuales permiten obtener una muestra
representativa de la poblacion a partir de la cual es posible hacer inferencias sobre su
distribucion.

En el proceso de recoleccion de datos para obtener una muestra aleatoria, revi-
sar Definicion 1.2.1, existen inconvenientes que deben tomarse en cuenta para realizar
una inferencia adecuada, estos suelen estar relacionados con el disefio del método de
observacion, asi como con errores humanos, para aclarar estos puntos se presentan
las siguientes definiciones.

El concepto de censura puede referir a distintos casos, a continuacioén se pre-
sentan dos de las clasificaciones de censura mas utilizadas, las cuales se representan
en la Figura 2.10.

Definicion 2.4.1. En términos de las condiciones de observacion se definen los siguientes
tipos de censura, para una muestra conformada por n elementos.

» Tipo I Cada articulo es observado como maximo hasta un tiempo fijo. Sea c; el
tiempo maximo hasta el cual se puede observar el i-ésimo articulo, los datos obte-
nidos de la muestra son el conjunto DAT A = {min(t;,¢;)|i = 1,...,n}.

» Tipo I Todos los articulos de la muestra son observados a partir del mismo instante
y se finaliza el registro después de que r fallas ocurren. Es decir, solo se observan
los primeros r tiempos de falla de la muestra, o bien DATA = {t»|i =1,...,7}
y los otros n — r tienen el mismo tiempo de censura en comun.
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Otros términos asociados al cocepto de censura corresponden a lo que se de-
nomina censura por la derecha, que se refiere al caso en el que no se observé o se
desconoce el tiempo de la ocurrencia de la falla y censura por la izquierda que se
refiere al caso en el que no se observo o se desconoce el inicio del periodo de funcio-
namiento del sistema. En la teoria de confiabilidad es méas comun tener casos en los
que el tipo de censura es por la derecha.

2 : :
o G
3 5 ic Bl
= ty =
© e ty
[} 4 © 4 Q
o o
o 3 i c © t; es el r-ésimo
o ty 3 g 3 ¢ articulo que falla
. 2 termina la ob i
\g 2 ' \g 2 Yy se termina la observacion
z z
1 | Cq 1 ? d
Tiempo Tiempo
Co Co
(a) Censura tipo 1 (b) Censura tipo 2

Figura 2.10: Los datos censurados ocurren cuando no es posible observar por completo
todos los tiempos de falla de los sistemas que conforman una muestra.

Observacion La definicion de censura tipo I admite que para una muestra se regis-
tren distintos tiempos de censura, sin embargo, en la teoria de confiabilidad es comin
que el inicio y fin del tiempo de registro sea el mismo para todos los elementos de la
muestra. Lo anterior depende principalmente del disefio de la actividad de monitoreo.
La teoria de supervivencia est4 fuertemente ralacionada con la teoria de confiabilidad,
en ella es frecuente que las muestras con censura tipo I presenten datos de censura
distintos, ya que registran el inicio de una condicion clinica asi como la ocurrencia de
complicaciones, reinsidencia, etcétera, lo cual es de una naturaleza menos susceptible
de control.

Para comprender mejor estos conceptos se presenta el siguiente ejemplo [11].

Ejemplo 2.4.2. En una planta de pozos de produccion de petroleo se utiliza un modelo
de bombas electro-sumergibles, se registran los tiempos de la primera falla para 53 de
dichas bombas, sin embargo, solo se observaron 49 tiempos de falla y los otros 4 fueron
censurados, en la Tabla 2.2 se presenta la informacion reunida.

Los tipos de censura I y II son controlados por el investigador, sin embargo,
en el desarrollo del experimento pueden perderse datos por una mala captura o re-
gistro, o bien, situaciones fuera del control del investigador, dichos tiempos de falla
perdidos también representan censura en el estudio de confiabilidad, existen investi-
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Tabla 2.2: Datos de tiempos de falla de bombas electro-sumergibles, en color azul los
datos censurados.

21.6 | 298.5 | 719.7 | 1282 | 2072 | 3595

63 373.6 | 737.6 | 1373 | 2259 | 4083
65.1 | 430.6 | 746.6 | 1447 | 2290 | 5804
83.3 434 | 756.7 | 1519 | 2554 | 6415
120.5 | 446.8 | 758.8 | 1589 | 2773 | 6550
121 | 516.8 | 977.9 | 1676 | 2894 | 6870
135.1 | 597.9 | 1082 | 1769 | 2939 | 6900
184.2 | 629.7 | 1082 | 1789 | 2969 | 7000
246.4 | 647.6 | 1178 | 1832 | 3438

gaciones que desarrollan modelos capaces de ajustar adecuadamente las propiedades
de los datos aun con informacion perdida, ver [21].

2.4.2. Estimacion

Un sistema o componente puede comportarse de acuerdo con alguna de las le-
yes de falla vistas en secciones anteriores, para argumentar si se cuenta con evidencia
suficiente es necesario hacer uso de la inferencia estadistica, lo cual es posible al rea-
lizar una estimacion puntual o por intervalo de los paramentos de la ley considerada
a representar mejor los datos.

Los parametros de una distribucion son importantes ya que ellos dan informa-
cién sobre propiedades y caracteristicas de la poblacion que la distribucion modela,
como la forma y escala, en el caso de las distribuciones Weibull y Gamma, o sobre la
media y la desviacion estandar en el caso de la distribucién Normal.

La estimacion de un parametro puede realizarse de forma puntual o por in-
tervalo. El método de maxima verosimilitud para la estimacion puntual es relevante
debido a las propiedades que posee [3].

Definicion 2.4.3. Si X1, ..., X,, sonv. a. i i. d. de una poblacion con fdp f(x|01, ..., 0),
la funcion de verosimilitud esta definida por,

n
L(0|x) = L6y, ..., Oklar, ... xn) = [ ] f(xils, ... 00).
i=1
Para cada punto muestral x, sea é\(%) el valor del parametro para el cual L(0|x) alcan-
za su maximo como una funcion de 6, con un x fijo, entonces este es el estimador de
maxima verosimilitud (MLE) del parametro 0, basado en la muestra X.
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Los MLE tienen propiedades importantes como la invarianza que se expresa
en el siguiente resultado.

Teorema 2.4.4. Si 0 es el MLE de 0, entonces h(g) es el estimador de maxima verosimi-
litud de h(0).

Demostracion. Ver en [3].

Ejemplo 2.4.5. MLE para v y X los parametros de media y forma, respectivamente, de
una poblacion que se distribuye como una G1 (i, \).

Se considera Ty, ..., T, v. a. i. i. d., tales que T; ~ GI(u, ), yti,...,t, obser-
vaciones o realizaciones de dichas v.a.’s, la funcion de verosimilitud es como sigue,

Az —A(ti—uf}
= —exXp ————— 2.61
g(zmi)z { 27 (261
A2 op,-8 "~ (=Mt — p)?
- n t2
a7 L1 Xp{z( 2%y

Para un desarrollo mas claro, se descompone la potencia del término exponencial
de la siguiente forma,

A= p)® AR 20w AP

2t u? - 2tu? + 2tp?  2tp? (2.62)
I VD S '
S22 o 2t

Por lo que, la suma de las potencias es,

"L At - p)? A e nA A= 1
= i — =) —. 2.
2 ( 2t 12 2442 2t w2 ; ti (263)

i=1 i=1

Para facilitar los calculos se usa la funcion de logverosimilitud, por lo que al sus-
tituir (2.63) en (2.62) y aplicar el logaritmo se obtiene,

n n - A A An 1
log L(p, \) = B log(A) — 5 log(27) + Zlog (tf) ~ 92 Zti + a2
i=1 i=1 =1

Para maximizar esta funcion se obtiene la derivada parcial de log L con respecto
a cada parametro, de donde se sigue,
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dlog L
Og == Z (2.64)
Se deduce la ecuacion score con base en (2.64) y se resuelve para yi, de donde se
obtiene,
A v nA
I Z =2 =
A (g _ n) o, (2.65)
2\ p
Z?:l ti _
1
De lo anterior se obtiene que i = % = 1.

Para el caso del parametro de forma, primero se obtiene la derivada parcial con
respecto a \.

log L Tt 1 1
OlogL _ n it n_1g1 (2.66)
o\ 2\ 242 o2

La ecuacion score es,

11
o Zl—l - —= (2.67)
2\ 2u? 24 tl
Dado que aparece el parametro i, se utzlzza su estzmador, se sigue que,
n 1 & n
o 2 ety Z ‘
. n’ I~ 1
" 2 thz Zn i + 5 Zl t
’ " = (2.68)
. n2 n2 I 1 Z 1
2yt Yt 25t
_1 Z 1 l”_Q
B 230t
en consecuencia, se tiene que,
1 1 1
— - — =, 2.69
n z:: t; t’ (2.69)
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por lo que, el estimador del parametro de forma es,

-1
~ le—1 1
A== = —= . 2.70

Es posible que al reunir datos sobre los tiempos de falla, algunos sean censura-
dos, en cuyo caso es importante considerar esta informacién de forma adecuada para
realizar la estimacion de parametros, ya que de lo contrario se podria subestimar la
confiabilidad del sistema.

Para el caso de la censura tipo I, es posible realizar el calculo de estimadores
MLE, bajo las siguientes consideraciones.

La funcioén de verosimilitud para una muestra con datos censurados requiere
definir dos conjuntos U = {i|t; < ¢;} y C = {i|t; > ¢;}, estos corresponden a los
elementos de la muestra cuyo tiempo de falla fue observado y los tiempos de falla que
fueron censurados, respectivamente, luego la funcién es como sigue

Loft) = T £(t:0) [] B(t5:0). (2.71)

ieU jec
En algunos casos, la funcion de verosimilitud o logverosimilitud asociada a
un parametro de alguna distribucion, es complicada de derivar, por lo que se recu-
rren a métodos numéricos como Newton-Raphson, Nelder-Mead, o algoritmos como
la Estrategia de Evolucion de Adaptacion de Matriz de Covarianza (CMA-ES), etcétera.

Para ilustrar las diferencias entre la estimacion de los parametros de una dis-
tribucion por MLE, excluyendo o incorporando a los datos de tiempo censurados, se
presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.6. Considere a los datos de tiempos para la falla de un modelo de bomba
electrosumergible, que se presentan en la Tabla 2.2, determinar si existe alguna ley de
falla que modele adecuadamente los datos, asi como la estimacion de sus respectivos pa-
rametros.

Solucion. Para realizar el ajuste se consideré como distribuciones candidatas a la expo-
nencial, Weibull y Gamma, primero sin considerar los datos censurados, y se calcularon
los MLLE correspondientes, después se desarrollo el test de bondad de ajuste de Kolmogorov-
Smirnov, los resultados se presentan en la Tabla 2.4.

A partir del nimero de elementos de la muestra, se calculan los valores criticos
para, rechazar o no, la hipétesis nula de que los elementos de la muestra provienen de
una determinada distribucion, para distintos niveles de significancia, dichos valores se
retinen en la Tabla 2.5.

53



CAPITULO 2. CALCULO DE LA CONFIABILIDAD

Tabla 2.3: Estimadores puntuales de diferentes distribuciones, para casos sin y con
censura.

Distribucion Parametros Todos los equipos han fallado Solo m equipos falla-
ron y w tienen tiem-

pos de falla censura-

dos
. _ n — m___
Exponencial A A= % A= ST ST
T
]
Weibull Q@ a = ( " 5) Q =
i= ltz m ﬁ lA
( i= ltz ] 1 _7 ) s
ﬂ_gzl " An(ts tzﬁln(tHzﬂ ltfln( ) |
’ ST Ik PR ST S
; - nlq, > iy In(t)
n . 2
Gamma A A= % Solucién numérica
1=1\"2
I6] B= % Solucién numérica
i=1\"1
Normal 14 p=t= % Soluciéon numérica
o 6% =L 50 (6 —1)? Solucién numérica

Tabla 2.4: Resultados del test de Kolmogorov para diferentes distribuciones.

Distribucion Exponencial | Weibull Gamma

Valor del estadistico de prueba | 0.06526041 | 0.06504096 | 0.06326846

En la Figura 2.11 se presenta la Fda de cada distribucion asi como las estimaciones
obtenidas para los parametros, puede verse que cualquiera de las tres distribuciones tiene
un ajuste adecuado, ademas de que el valor correspondiente a cada una queda por debajo
de los valores criticos para distintos niveles de significancia, sin embargo, con base en el
test de bondad de ajuste de la Tabla 2.4, se considera que la mejor opcion es la distribucion
Gamma con parametros A = 1465.628 y 3 = 0.9959.

Para determinar el mejor modelo, es recomendable aplicar otros criterios, se rea-
liza una comparacion por medio del criterio Akaike [16], denotado como AIC, el cual
consiste en realizar el siguiente calculo para cada distribucion:

2K (K +1)

AIC = —21(0) + 2K
(0) + t—
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Tabla 2.5: Valores criticos del estadistico de Kolmogorov-Smirnov para distintos ni-
veles de significancia.

Tamaro de muestra “n” Significancia
20 % 15% 10 % 5% 1%
a5 1.07 1.14 1.22 1.36 1.63
- Vi i Yn Vn n
N =49 0.15286 0.16286 0.17429 0.19429 0.23286

donde,

n [(0) es el logaritmo de la funciéon de maxima verosimilitud evaluada en el vector
de parametros estimados.

» K es el numero de parametros.
n 1 es el numero de observaciones.
Los valores obtenidos se retinen en la Tabla 2.6.

Tabla 2.6: Resultados del AIC para las distribuciones consideradas.

Distribucion | Exponencial | Weibull Gamma

Valor del AIC | 814.509312 | 816.684972 | 816.683746

La distribucion identificada como el mejor modelo de acuerdo con el criterio AIC'
es la exponencial, ya que es el menor valor de todos.

En este punto se propone incorporar los tiempos de falla censurados para tener
un acercamiento mas realista a la confiabilidad del sistema, y se realiza nuevamente la
estimacion puntual por MLE y se obtuvo que A = 0.000494 el cual es un valor menor al
caso sin censura.

Una posible pregunta es, si alguna de las otras leyes de falla ofreceria un mejor
ajuste al considerar a los datos censurados en comparacion con la distribucion Exponen-
cial, debido a que el valor del estadistico de prueba K-S para la distribucion Gamma,
fue el menor, también se realiza su analisis para el caso en el que se incorporan datos
censurados, y se estiman los parametros de forma y escala con el MLE correspondien-
te, de acuerdo con 2.3, se requiere hacer un calculo numeérico, para lo cual se emplearon
funciones disponibles en Pyhton y se obtuvo:

\ = 2569.1527 (2.72)

B = 0.8004 (2.73)
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Figura 2.11: Ajuste de datos a diferentes distribuciones.
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——Exponencial_censurados e F_emp —Exponencial

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
TIEMPO

Figura 2.12: Comparacion entre el ajuste a la funcién de distribuciéon acumulativa em-
pirica de los datos para el caso Exponencial cuando se consideran y cuando no se
consideran datos censurados.

De lo anterior se observa que el parametro de forma es menor. Se realiza la
comparacion de la Fda de la Exponencial y la Gamma considerando los nuevos pa-
rametros con respecto a la funcién de distribucién acumulada empirica, que también
considera los datos censurados, y se calcula por medio de los estimadores de Kaplan-
Meier [16], tal como se muestra en la Figura 2.13 y se aprecia que efectivamente tiene
un mejor ajuste cuando los estimadores incluyen la informacion censurada.

Un mejor ajuste implica una estimacion de la confiabilidad maés realista, tal
como se muestra en la Figura 2.14, cuando no se consideran los datos censurados se
puede obtener una subestimacion de la confiabilidad del sistema.
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Gamma_censurados  ——Exponencial_censurados * F_emp

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
TIEMPO

Figura 2.13: Comparacion entre el ajuste a la funcién de distribuciéon acumulativa em-
pirica de los datos para el caso Exponencial y Gamma cuando se consideran datos
censurados.
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Figura 2.14: Comparacion de la confiabilidad de un sistema para un ajuste de acuerdo
con la ley de fallas Exponencial cuando se consideran y cuando no se consideran los
datos censurados.
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CAPITULO 3

CONFIABILIDAD DE SISTEMAS
REPARABLES

En un sistema reparable los elementos de estudio son el nimero de fallas en un
periodo de tiempo determinado, el tiempo esperado para la siguiente falla o nimero
de fallas, es por ello por lo que es adecuado emplear los procesos de conteo, los cuales
son un tipo de proceso estocastico que contabiliza la ocurrencia de eventos de inte-
rés, dentro del contexto de confiabilidad este evento es la falla, en la siguiente seccion
se presentan los tipos de procesos mas empleados en el estudio de sistemas reparables.

3.1. Procesos contadores
Es importante definir un proceso de conteo como un proceso estocastico, se

tiene asi lo siguiente.

Definicion 3.1.1. Sea (2,.%, P) un espacio de probabilidad y sea {N(t),t > 0} un
proceso estocastico definido sobre él, { N (t)}1>0, se dice que es un proceso de conteo
o proceso contador si N(t) representa el niimero total de “eventos” que han ocurrido al
tiempo t, por lo que un proceso de conteo cumple.

1. N(t) > 0.

2. N(t) es de valor entero.

3. Sis < t, entonces N(s) < N(t).

4. Para s <, N(t) — N(s) corresponde al niimero de eventos en el intervalo (s, t|.
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Si el nimero de eventos que ocurren en intervalos de tiempo disjuntos son
independientes, se dice que el proceso tiene incrementos independientes, esto es que
N(t)y N(t+s)— N(t) sonv.a.i paras > 0.

Si el namero de eventos que ocurren en un intervalo de tiempo depende solo
de la longitud del intervalo, se dice que el proceso tiene incrementos estacionarios,
es decir, N (t3) — N(t;) tiene la misma distribuciéon que N (to + s) — N(¢; + s), para
t1 < 19 ys> 0, [17]

Un tipo de proceso de conteo muy importante es el proceso de Poisson, cuya
definicion se presenta a continuacion.

Definicion 3.1.2. El proceso de conteo { N (t) }+>¢ se dice que es un proceso de Poisson
con tasa A\, A > 0, si

1. N(0) = 0.

2. El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes.
3. P(N(h) =1) = A+ o(h).

4. P(N(h) > 2) = o(h).

El término o(h) expresa a una funcion con la propiedad de que converge a 0,
mas rapido que h cuando h — 0 [7], de forma mas precisa, una funcion f, se dice de
orden o(h), si satisface lo siguiente,

lim J(h)

lim == = 0. (3.1)

Esta propiedad es importante y se interpreta como la imposibilidad de la ocu-
rrencia de mas de un evento en intervalos muy pequefos de tiempo, es decir, que el
proceso no admite explosiones.

De manera equivalente se define un proceso de Poisson con tasa de ocurren-
cia \, como aquel que satisface que N(0) = 0, tiene incrementos independientes y
N(t+s) — N(s) ~ Po(\t), para cualquier s > 0.

Una propiedad importante de los procesos de Poisson es la siguiente.

Teorema 3.1.3. Dado un proceso de Poisson con tasa de ocurrencia A, sean X1, X, ...
v. a., tales que, X; es el tiempo entre la i-ésima y la (i — 1)-ésima ocurrencia del evento,
el conjunto {X,, },>1 es llamado el conjunto de tiempos de interarribo, y son v. a. i. i. d.
con distribucion exp(\).

Demostracion. Ver en [17].
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Una version de este proceso se obtiene al no considerar dentro de la definicion
que el proceso tenga incrementos estacionarios, se obtiene asilo que se denomina Pro-
ceso de Poisson No Homogeneo (NHPP), el cual se define a continuacion.

Definicion 3.1.4. El proceso de conteo { N (t)}:>¢ se dice no estacionario o Proceso de
Poisson no Homogéneo (NHPP), con funcién de intensidad \(t), parat > 0, si

1. N(0) =0.

2. El proceso tiene incrementos independientes.
3. P(N(t+h) — N(t) > 2) = o(h).

4 P(N(t+h) — N(t) =1) = A(t)h + o(h).

Tal como puede observarse la tasa de ocurrencia no es constante si no que es
una funcién del tiempo A(%), la cual se asume positiva y continua por la derecha, sea
At) = fg A(s)ds, se puede ver que,

At +s) —A(t)"
P(N(t+s)—N(t)=n) = (At +5) (t)) exp(—(A(t+s) — A(2))).

n!

Lo anterior significa que la variable aleatoria N (¢ + s) — N(t) tiene una distri-
bucién Poisson con media A(t + s) — A(t) [17], por lo que a diferencia del proceso de
Poisson ordinario u homogéneo (HPP), los tiempos de interarribo no podrian ser v. a.

i.id.

Un HPP puede convertirse en un NHPP a través por ejemplo de realizar un
muestreo sobre los eventos ocurridos.

Ejemplo 3.1.5. Sea { N (t) }+>o un HPP con tasa de ocurrencia \, que representa el tiempo
para la falla de un dispositivo eléctrico en una linea de produccion, suponer que al tiempo
t ocurre un evento, pero este se registra con probabilidad p(t), se define a N.(t) como el
numero de fallas registradas al tiempo t, el proceso contador { N.(t) }+>¢ es un NHPP.

3.2. Procesos de renovacion

Para el caso de un HPP con tasa )\, se observd que sus tiempos de interarribo
tienen una distribucion exponencial con media 1/, esto se interpreta como un reini-
cio en la distribucion del tiempo para la ocurrencia de un nuevo evento a partir de la
ocurrencia previa.

La definicion de proceso contador no involucra de alguna forma la caracteriza-
cion de tiempos de interarribo, sin embargo, es posible construir un proceso contador
a partir de la definicion de los tiempos de interarribo, lo que da lugar a una herramien-
ta importante llamada procesos de renovacion, los cuales, como su nombre lo indica,
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surgen a partir de la idea de que tras la ocurrencia de un evento se renueva la distri-
bucion del tiempo para la siguiente observacion.

Definicion 3.2.1. Sea { X, },,eN, una sucesion de v. a. i. i. d. no negativas con Fda F, tal
que F'(0) < 1, las cuales representan los tiempos de interarribo entre eventos, sea Sy = 0

y
5= X, (3.2)
i=1

paran > 1, se sigue que S,, es el tiempo para la n-ésima ocurrencia del evento de interés,
se define
N(t) = max{n|S, <t}. (3.3)

A N(t) se le llama un Proceso de Renovacién o RP(F) [17].

Un NHPP surge al considerar la tasa de ocurrencia como una funcién A(t), en
lugar de una tasa constante como el caso de un HPP, esto se puede interpretar como
una transformacion temporal al HPP, esta idea se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Sea {N(t)};>o un NHPP con \(t) = 2t, se tiene entonces que,

t
At) = / 2sds = 2.
0

La funcién A(-) es continua y monétona, a partir de ella se realiza un cambio de variable,
seaT = t2, cont(T) que indica el t que satisface que A~'(7) =t o bient = /7, se define
M (1) = N(t(1)), luego, para cualesquiera 7o > 11 > 0,
P(M(ry) — M(m1) = n) = P(N(t(r2)) — N(t(n1)) = n).
Dado que { N (t)}+>0 es un NHPP, se tiene que,
N(t(r2)) = N(t(11)) ~ Po(A(t(72)) — A(t(71)))-

Por otro lado, A(t(7)) = (t(7))? = (/7)* = 7, por lo que,

M(TQ) — M(Tl) ~ PO(TQ — 7'1). (34)
Se tiene ademas que M (0) = N(¢(0)) = N(0) = 0.

Sean (11, T2) y (73, 74) dos intervalos de tiempo disjuntos, se sigue que

M(7y) — M (1) = N(t(r2)) — N(t(m)),

M(14) = M(73) = N(t(74)) — N(t(73)),

62



CAPITULO 3. CONFIABILIDAD DE SISTEMAS REPARABLES

Los intervalos (t(71),t(72)) y (t(73),t(74)), o de forma equivalente para este
ejemplo (\/T1,/T2) y (\/T3,/Ta) son disjuntos, por lo que las variables aleatorias N (t(72))—
N(t(r1)) y N(t(14)) — N(t(73)) son independientes y en conseciencia también M (7o) —
M(m) y M(14) — M(73), de donde se concluye que el proceso contador { M (7)},.¢ es
de incrementos independientes. )

Con el resultado de (3.4) se concluye que { M (7)},>¢ es un HPP con tasa A = 1.
Con este ejemplo se presenta la interpretacion de que un NHPP se puede ver como un HPP
de tasa 1, si el tiempo se considera en el dominio T = A(t).

La idea de transformacion temporal también se aplica en los RP, dando lugar a
un tipo de proceso denominado, Proceso de Renovacion con Tendencia o TRP [5], el
cual se define a continuacion.

Definicion 3.2.3. Sea \(t) una funcién no negativa definida parat > 0, que satisface
que A(t) = [ Au)du < oo para cadat > 0y A(co) = co.

Ademas, sea F' la Fda de una v. a. positiva con valor esperado 1. El proceso
T1,Ts, ... esllamado un Proceso de Renovacién con Tendencia, denotado comoT RP(F, \(+)),
si el proceso con tiempos transformados A(T}), A(T3), ... es un Proceso de Renovaciéon
RP(F), estoes, si A(T;) — A(T;_1) parai = 1,2, ... sonv.a.i.i.d. con funcion de distri-
bucion F', donde Ty = 0.

Observacion. Los TRP, contienen como casos particulares a los RP cuando A(-) es
la funcién identidad y a los NHPP, cuando la funcién A(-) convierte a la sucesion de
tiempos en un HPP, que es un caso particular de los RP cuando los tiempos de inter-
arribo se distribuyen de forma exponencial.

El tipo de proceso utilizado para estudiar un sistema reparable depende del
nivel de reparacion que se considere, tal como se muestra en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Niveles de reparacion

Nivel de reparacion | Descripcién Modelo Ejemplo

Minima El sistema queda tan | Proceso de Poisson No | Cambiar un foco en un
mal como antes de fa- | Homogéneo sistema de alumbrado
llar. publico.

Perfecta El sistema queda tan | Proceso de Renovacién. | Reemplazar el motor en
bueno como nuevo. una bomba de agua.

General Ni tan malo como antes | Proceso de renovacién | Reacondicionamiento
de fallar ni tan bueno | con tendencia. de maquinaria textil.
€omo nuevo.
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3.3. Analisis de Confiabilidad

En lo que sigue se presentan los elementos para llevar a cabo un analisis de
confiabilidad en sistemas reparables considerando una reparacion de nivel general,
y la posibilidad de que los datos de tiempos de falla no se observen en su totalidad,
por lo que se estudia el sistema a través de un TRP, el cual se determina por medio
de parametros propios de la ley de transformacion temporal y de la distribucion de
renovacion.

3.3.1. Supuestos del modelo

Para llevar a cabo este analisis se consideran los siguientes supuestos.

1. Cuando una falla ocurre, se lleva a cabo un proceso de reparacion general para
restaurar el sistema a su estado operacional.

2. El tiempo de reparacion es despreciable.

3. La distribucion de renovacion para modelar el tiempo de vida del sistema en en
el dominio de tiempo transformado es Gamma.

4. El nimero total de fallas en un periodo determinado es conocido, aunque es
posible que no todos los tiempos de falla hayan sido observados.

El tercer punto en la lista se refiere a que la distribucion de renovacion del RP
obtenido después de una transformacion temporal en un TRP, sea Gamma, esta supo-
sicion es adecuada al considerar la propiedad que tiene dicha distribucion de modelar
tasas de falla de tipo creciente, decreciente o constante, la distribucion Weibull tam-
bién tiene dicha propiedad, sin embargo, se considera a la distribucion Gamma debido
a otras caracteristicas adicionales como la propiedad reproductiva.

El cuarto punto se puede presentar en diferentes situaciones practicas, ya que
es posible que las empresas omitan la observacion de los tiempos de falla de forma
completa (debido a ciertos factores humanos o de medicion), sin embargo, en la ma-
yoria de casos si realizan un registro del nimero de fallas y sus respectivas repara-
ciones, ya que implican un gasto de mantenimiento o interrupciones de las lineas de
produccion.

3.3.2. Datos

La informacion de los tiempos de falla y del tiempo de censura del periodo de
observacion, es importante para realizar el analisis, en lo que sigue se describe la no-
tacion empleada.
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Se denota con T} al tiempo de inicio de observacién, y a T, = 7, al tiempo
de censura. La sucesion completa de tiempos de falla del sistema se expresa como
17, Ty, ..., 17 donde [ es el numero total de fallas.

Cuando los tiempos de falla se observan de forma incompleta, los tiempos que
si han sido observados se denotan como T' = {(T},k;)|i = 1,...,n}, cada pareja
(T, k;), corresponde al i-ésimo tiempo de falla observado donde k; indica el lugar de
dicha observacion en la sucesion de fallas del sistema, y n es el nimero total de tiem-
pos de falla observados, con n < [.

Es decir que, T’ es un subconjunto de 7* = {77, 75, ..., T}, es decir, T C T*
y solo cuando todos los tiempos de falla son observados 1" = T™*. A partir de estos
conjuntos se definen los procesos de conteo de fallas completos e incompletos.

Definicion 3.3.1. Un Proceso de Conteo de Fallas Incompleto IFCP es aquel en el que
se contabiliza el niimero de fallas ocurridas en un sistema reparable hasta un tiempo de
censura T, asi como los tiempos de falla, pero estos se observan de forma incompleta, la in-
formacion de este proceso se reiine en el conjunto Data = {(T;, k;), (1, k;);i =0,...,n}
donde k., es el niumero total de fallas ocurridas y k., es el indice del ultimo tiempo de falla
observado.

Un Proceso de Conteo de Fallas Completo CFCP es aquel en el que se observan
todos los tiempos de falla en el periodo con tiempo de censura T.

A continuacion se presenta un ejemplo de un IFCP.

Ejemplo 3.3.2. Suponga que un motor de tractor fallo 5 veces dentro del periodo de ob-
servacion y que se registraron los tiempos de falla en horas de la primera, tercera y quinta
falla, sus tiempos fueronT| = 5161, T, = 11288 y'Is = 18780, por lo que la informacién
se registra como {(5161,1), (11288, 3), (18780,5)}, el tiempo de censura 7 = 20000 y
el numero de fallas acumuladas hasta el tiempo de censura k. también se registran, por
lo que la informacién recolectada se agrupa como Data = {(T;,k;), (20000,5);:7 =
0,1,2,3} conTy =0 y ko = 0.

3.3.3. Modelar TRP

De acuerdo con [21], modelar un IFCP presenta desafios, como el hecho de que
los tiempos de falla observados y no observados son estadisticamente dependientes o
bien s-dependientes, otra posible situaciéon es que los tiempos no observados previos
al tiempo de censura podrian ser consecutivos y s-dependientes, en consecuencia se
considera complicado modelar directamente el IFCP.

Como alternativa se propone modelar primero el CFCP subyacente usando un
TRP, con lo cual, la sucesion de tiempos de falla después de una transformacion del
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dominio de tiempo sigue un RP.

De acuerdo con la Definicién 3.2.3., el TRP se denota como T'RP(F, A(-)), con
F' la distribucion de los tiempos de interarribo entre eventos, sujetos a una transfor-
macion definida a partir de A, la funcion de tendencia.

Con base en el modelo de CFCP subyacente, un punto (7}, k;) del IFCP en el
dominio de tiempo original, es transformado a un punto (A(T;), k;) en el dominio de
tiempo transformado, observar Figura 3.1.

0 (Ty, 1) (T2,3) (T5,5) (,5)

. - < s TRP(F,A())
I \ '
I \ \
I \ \
I \ \
I \ \
} X X v, RP(P)
(A(T2), 1) (A(T>).3) (A(T2).5)  (A@S)

Figura 3.1: Esquema de la transformacién del dominio de tiempo por medio de la fun-
cién A(+), los circulos vacios representan tiempos de falla perdidos o no observados,
los circulos con relleno son aquellos tiempos de falla que si fueron observados.

EnlaFigura 3.1 se observa que los tiempos de falla perdidos en el dominio origi-
nal, también lo son en el dominio de tiempo transformado, en consecuencia, los tiem-
pos de falla transformados e incompletos A(7}), A(T3), ..., A(T,) no siguen un RP.
Sin embargo, los tiempos de interarribo AT; = A(T;) — A(T;_1) parai = 1,...,n son
estadisticamente independientes (s-independientes) en el dominio de tiempo transfor-
mado, esto facilita el estudio de la confiabilidad del sistema.

De manera especifica, AT} es una suma de v. a. i. i. d. con distribucién F), la
cantidad de sumandos se determina por Ak; con Ak; = k; — k;_1.

En este analisis la distribucion de renovacion F' corresponde a la de una v. a.
Gamma, en un TRP, de acuerdo con la Definicién 3.2.3, es necesario que la distribu-
cion de renovacion tenga un valor esperado igual a 1, esto implica una restriccion o
condicion sobre la funcién de densidad.

Sea T ~ Gamma(a, 3), con fdp como en (3.5), entonces, E[T] = «f, de
acuerdo con la restriccion, se debe cumplir que, a8 = 1, por lo tanto,

Se sustituye (3.6) en (3.5) y se obtiene asi la expresion para la fdp en ¢, con un
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unico parametro f3.

parat > 0.

Esta restriccion es importante para la identificacion del modelo, ya que permi-
te determinar de forma Unica a los parametros de la distribucion de renovacién y de
la funcién de tendencia [21].

Con base en (3.7) se deriva la distribucion del tiempo transcurrido entre dos
fallas observadas, denotado por AT; = A(T;) — A(T;_1). Se puede ver que AT; es la
suma de Ak; = k; — k;_1 v. a.i. i. d. Gamma(1/8, 3).

Por la propiedad reproductiva de la distribuciéon de renovacion dentro de los
supuestos del modelo, AT} es una v. a. con distribucién Gamma con parametro de
escala igual a 1/ y parametro de forma SAFk; o bien, AT; ~ Gamma(1/3, BAKk;).

Debido a que, AT; = A(T;) — A(T;_1), se requiere especificar a la funcién de
transformacion del tiempo A(+), la cual a su vez, depende de la funcién de tendencia

A().

La funcion de tendencia incorpora el efecto de deterioro del sistema a través
del tiempo asi como los efectos de las reparaciones. Para este modelo, la funcion de
tendencia \(+), es del tipo ley potencia, como en sigue,

At) = abt*™!, (3.7)
dicho modelo de funcidén es frecuentemente utilizada en la teoria de TRP.

Con base en la funcioén de tendencia, la transformacion del tiempo o temporal
expresada por A(-), es como sigue,

! (3.8)

con a y b, dos parametros constantes positivos.

67



CAPITULO 3. CONFIABILIDAD DE SISTEMAS REPARABLES

3.3.4. Estimacion de los parametros

Los parametros del modelo son § = (a, b, 3), estos se pueden estimar por me-
dio del Método de Maxima Verosimilitud, o MLE, dicho método requiere de la funciéon
de verosimilitud, L(0|Data), donde Data = {(T}, k;), (7, k;),i = 1...,n}, la infor-
macion de tiempos de falla observados, tiempo de censura y nimero de fallas antes
del tiempo de censura.

Dado que los tiempos de interarribo AT}, parai = 1, ..., n, son s-independientes,
la funcién L(6|Data), se define como,

L(6| Data) = IIUAAE,MUU}XRWth%w- (3.9)

En la ecuacion (3.11) se incorpora a la funcién de confiabilidad, R(7; T}, k-, ky,),
que se evalua en el tiempo de censura 7 y depende del ultimo tiempo de falla registra-
do T, el nimero total de fallas observadas hasta el tiempo de censura, denotado por
k., y el indice de la ultima falla observada, k,,.

La funcién de confiabilidad explica el efecto de censura, la cual no es conven-
cional ya que es posible que k, — k, fallas ocurran desde el ultimo tiempo de falla
observado hasta el tiempo de censura.

El primer tiempo de falla no observado después del tiempo de censura 7 co-
rresponde a la r-ésima falla ocurrida después de la ultima falla observada, con r =
kr —k, + 1.

Los tiempos de falla no observados desde el tiempo 7,, hasta el tiempo de la 7-

ésima falla, se denotan con X, X, ..., X,, se desarrolla asi la funcién de confiabilidad
de la siguiente forma,

P

R(7; Ty, kyry k) (X, <71, X, >7)

P(A(Xr—1) < A7), A(X;) > A(7))
P(A(X,—1) = MTn) < A7) — A(T5)
AX) = AT) > M) = MT5)).

Sedefinea U = A(X,_1) — A(T,) yaV = A(X,) — A(T,), se sigue asi que,

(3.10)

R(m; T, kv k) = P(U < A(1) — MT,),V > A1) — A(T7,))
— Fy(A(r) = A(TW)) = Fu (A(T) = A(Ta), A(r) = A(T3)
(3.11)

En la Figura 3.2 se muestra una representacion grafica de la region de interés
para calcular la funcién de confiabilidad dada en (3.13).
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[ ////

//U\[T! AT, AT = A(Ta))
ANT)=N(TR) A

i ; %é %/ 5; %; 2
%g gg

MT) = A(TR)

Figura 3.2: Interpretacion grafica de la region correspondiente a la funcion de confia-
bilidad.

En (3.13), Fy v (u, v) esla funcién de distribucién acumulada conjunta de (U, V'),
la distribucién de U y V' se pueden obtener directamente de la suposicion de que los
tiempos de renovacion se distribuyen como una Gamma.

Se observa que V. = U + A(X,) — A(X,_1), por lo tanto, U y V son s-
dependientes.

Se aborda el céalculo de R(7;T,, k., k), considerando dos casos, cuando hay
o no tiempos de falla perdidos en el intervalo (7, 7], es decir, de si k; — k, = 0 o
k. — k, > 0, como se observa en la Figura 3.3, se tiene asi el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3. La funcion de confiabilidad R(7 : T),, k-, k), se deduce para dos posi-
bles casos:
s Sik, =k, entonces

R(T§ Tna kn kn) =1- F<A(T) - A(Tn)7 1/67 5) (3-12)

» Sik, > k,, entonces

R(m; Ty kry k) =Fy(A(T) A(T )

A(T)—
/0 F@ 1B, (ke — k)B)  (3.13)
F(MT) — A(T,) — 2:1/8, 8)} de.

X

Demostracion. La prueba de divide en dos casos.
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Fallas observadas y perdidas

® Observado L]
© Perdido o ®
20 °
o}
]
15 a O o
] .
iy ]
g 0 ©
g e’
£ 10 1
2 o
L]
5 2]
L]
L]
0 T T T T
0 5 10 15 20
Numero de falla en la lista
@) ky — ky, =0
Fallas observadas y perdidas
® Observado o
20.0 1 -0 ]
- O  Perdido
L]
17.5 L]
L]
m 15.0
i o
] 0
o 125
(=8
£ .
F 100 @
o ®
7.5 ®
0
5.0
]
T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16
Numero de falla en la lista
(b) ky — Ky, > 0

Figura 3.3: Para calcular la funciéon de confiabilidad es necesario identificar si hay o
no tiempos de falla perdidos entre la ultima observacion y el tiempo de censura.

Si k; = k,, no hay tiempos de falla perdidos entre la ultima observacién y
el tiempo de censura, por lo que solo existe X7, esto implica que solo se realizan los
calculos con V, luego

R(7: Ty, kr ki) = P(V > A(1) — A(T)), (3.14)

en este caso V ~ Gamma(1/p, ), por lo tanto,

R(T; Ty brs k) = 1= F(A(T) = A(T0);1/5, B). (3.15)

Si k; > k,, es necesario obtener la Fda conjunta Fy;y (u, v), para ello se define
alWW = A(X,)—A(X,_1),porloque V = U+ W, de acuerdo a su definicion, se sigue
asi que,
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Fyy(u,v) = P(U <u,V <v)
=PU<u,U+W <v
=PU<uW<v-U) (3.16)

A diferencia de U y V/, las variables U y W son independientes, por lo que,
fow(u,w) = fu(u)fw(w), luego,

Jow(u,w) = f(u; 1/8, B(kr — ky)) x f(w; 1/5, 5). (3.17)
Es decir, U ~ Gamma(1/5,B(k: — k) y W ~ Gamma(1/5, ), de esa

forma (3.18) es como sigue,

Fyy(u,v) / / fo(@) x fw(y)dydx

- /0 fu () /0 fur(y)dyd »

:Aam@ﬁww—xmx
= [ 18,0 ~ b)) x Flwi 1/, 6)ds

Al sustituir la Fda conjunta en (3.13) se concluye la prueba del resultado 0.

Se calcula ahora la funcién de logverosimilitud, denotada como [ (0| Data), cu-
ya expresion es como sigue,

0|Data Z {log fA ( ) A(T;—l); 5) + log /\(Tl)} (3.19)

+1OgR(T7kaT,kn),

la notacidn fa(At;; B) corresponde a su respectiva fdp, por lo tanto,

MMDMa%:}:{—bgﬂﬁAh)+5Ahkgﬁ+%ﬁA&—ﬂ)bgAUD—wuﬂ_ﬁ

BIAT) — A(T1)] + 1og A(TY) } + log R(7: Ty, k., o).
(3.20)

Al evaluar en la funcién de tendencia A(t) = abt'~! y la funcién de transfor-
macién temporal A(t) = at?, se obtiene,
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[(0|Data) =Y " {—log [(BAk;) + BAk;(log a + log )+

=1 , (3.21)
(BAk; = Dlog(T7 = T71)] —Ba(Ty = T7,) + (b — 1) log T3}
+ nlogb + log R(T ,Tn,kT,kn).

El ultimo sumando depende de qué caso se tenga para la funciéon de confiabi-

lidad, si k, = k,,,

1 B(aTb—aT?)
R(m;T,) =1— W/ uP e du. (3.22)
0

Por otro lado, si k, > k,, se toma Ak = k, — k,, se tiene entonces que,

1 B(atl—aT?) B(AK)-1
.TTH]{:TJ]{;TL Y YUY “eT'd
e e, e

arb—aT? ﬁﬁ(Ak) B(Ak)—1 _—px
i /0 {Wm . (3.23)

1 /mmbaTﬁx) o
X —— e "du| dzx.
L'(B) Jo

Después de identificar el caso correspondiente se debe aplicar el logaritmo a
la funcién R(7; T, k;, k), y de esa forma se completa la expresion de la funcién de
logverosimilitud.

Los estimadores de los pardmetros del modelo 6 = (a, b, 3 ), se obtienen como,

~

0 = argméx{l(0|Data)}. (3.24)
HeR3

En este caso maximizar la funciéon de logverosimilitud de forma clasica por
medio de la derivacion es una tarea compleja, ya que se encuentra la funcion Gamma
y cuando k; > k,, la funcidn de confiabilidad es ain mas complicada.

3.3.5. Simulacién

En este trabajo se desarrollo el proceso de estimacion empleando herramientas
de optimizacion en el lenguaje de programacion Python, sobre un conjunto de datos
simulados.

De manera general, la simulaciéon de este modelo considera los siguientes pa-
sos:
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1. Simular un CFCP, a partir de valores a, b y 3 conocidos.

2. Definir un porcentaje p de pérdida, y eliminar de forma aleatoria la proporcion
de datos correspondiente a dicho porcentaje.

3. Guardar la informacién del IFCP.

4. Definir la funcion de logverosimilitud para los dos posibles casos de la funciéon

de confiabilidad.

5. Mandar a llamar a la funcion de logverosimilitud con el IFCP obtenido y aplicar
un método de optimizacion en Python.

6. Comparar las estimaciones obtenidas con los valores reales de a, b y f.

En lo que sigue se describen los pasos realizados y se presentan los resultados
obtenidos.

Primero se generan el CFCP y el tiempo de censura en el dominio de tiempo
transformado y posteriormente se transforman al dominio original de tiempo.

Eltiempo de censura 7_trans se obtiene de una distribucién uniforme, U (15, 20),
se sabe que los tiempos de falla en el dominio de tiempo transformado siguen un RP
con funcion de distribucion Gamma(1/f, ), por lo que se obtienen estos datos para
f = 2 de una funcién generadora de niimeros pseudoaleatorios.

Conforme son generados se conservan en una lista 77empos_trans hasta que
se rebasa el tiempo de censura 7_trans, y se conservan todos los tiempos de falla me-
nores con lo que se tiene un CFCP en el dominio de tiempo transformado.

La funcién de transformacién temporal es A(t) = at’, por lo que los datos
generados son tiempos {A(t1), A(t2), ..., A(t,)}, para regresar al dominio de tiempo
original, es necesario aplicar la inversa de la funcion de transformacion temporal, es
decir,

AY(t) = ¥/t/a. (3.25)

En la Figura 3.4, se representa como se llevan los tiempos de falla al dominio
original por medio de la transformacién inversa.

En Alg. 1, se presenta un esquema de la estructura para elaborar un CFCP en
el dominio de tiempo transformado, después de este paso se obtienen el tiempo de
censura y el CFCP en el dominio original de tiempo, tal como se muestra en Alg. 2.

A partir del CFCP y del tiempo de censura en el dominio de tiempo original,
sigue simular el IFCP, para ello se requiere determinar un porcentaje de pérdida, y con
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AY(A(TY) A_l(A(Tn))

0 =T 1(A(T)) =1

I TRP(F, (%))

0 . RP(F)
A(Ty) A(T2) A(T3) A(T)

Figura 3.4: Para llevar los tiempos de falla A(¢) al dominio origial es necesario aplicar
A~Y(t), a los tiempos de falla y al tiempo de censura.

Algoritmo 1 CFCP y tiempo de censura en el dominio de tiempo transformado.

function CFCP_TrANSs(/3)
7_trans <= U(a,b) > Asigna un num. pseudoaleatorio de una dist. uniforme
Tiempos_trans < [0] > Se inicializa una lista
t< 0
while ¢t < 7 _trans do
t < Gamma(1/3,5) +t > Asigna un num. pseudoaleatorio de una dist.
gamma
Tiempos_trans <t > Agrega nuevos tiempos de falla a la lista
end while
return Tiempos_trans, 7_trans
end function

base en él, seleccionar de forma aleatoria la proporcion correspondiente de datos de
tiempo de falla que se consideraran perdidos, en Alg. 3, se muestra el pseudocodigo
correspondiente.

Es importante verificar que la informacién fue correctamente simulada y guar-
dada en las variables correspondientes, para ello se puede imprimir el arreglo de ta-
mano 2 X n que contiene los tiempos de falla observados y sus respectivos indices, asi
como el tiempo de censura.

Para llevar a cabo la estimacion se desarroll6 el codigo para dos funciones,
“Logverosimilitud-1” y “Logverosimilitud-2”, para el caso en el que k; = k,, y k, > k,,
respectivamente. Debido a que las funciones involucran el uso de la funcion gamma,
la funcién gamma incompleta y en algunos casos se requiere el calculo de integrales,
es importante contar con funciones dentro del lenguaje de programacion que faciliten
la parte operativa, como las que se encuentran en scipy en Python.

En Alg. 4 y Alg. 5 se muestra el pseudocddigo correspondiente a dichas funcio-
nes, donde puede observarse que los Uinicos parametros son a, b y 3, esto es posible al
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Algoritmo 2 CFCP y tiempo de censura en el dominio original de tiempo.

function CFCP(a, b, 7_trans, Tiempos_trans)
Ensure: a,b > 0
T < v/T_trans/a
N < Longitud de Tiempos_trans
for:=1,...,N do
Tiempos[i] < /Tiempos_trans[i]/a
end for
return 7Tiempos, T
end function

Algoritmo 3 IFCP a partir del porcentaje de pérdida p.

function I[FCP(Tiempos, p)
k. < Longitud de Tiempos > En esta variable se guarda el nimero total de

fallas registradas hasta el tiempo de censura 7
n <+ [px N/100|

{k1, ..., k,} < random{1,... N} > Se extraen de forma aleatoria n
elementos en una lista ordenada
T + [0][0] * n > Se inicializa una lista de tuplas

fori=1,...,Ndo
T[i][0] <= Tiempos|k;]
TTil[1] < ki
end for
return T’ > Este arreglo contiene {(7;,k;),i =1,...,n}
end function

definir al arreglo 7', al tiempo de censura 7 y al nimero total de fallas, como variables
globales.

A partir de los valores de Data = {(T}, k;), 7, k-,i = 1,...,n}, guardados
en las variables T, 7 y k; y con base en el caso que se identifique para la funcién de
confiabilidad, se realiza una maximizacion de las funciones de logverosimilitud, para
lo cual se requiere ocupar funciones dentro de las librerias del lenguaje utilizado.

En Python existe una funcién dentro de la libreria scipy.optimize, llamada, mini-
mize, la cual permite identificar los argumentos que minimizan una funcién, en nues-
tro caso deseamos maximizar la funcién de logverosimilitud, por lo que se define la
version negativa de Logverosimilitud_1y Logverosimilitud_2, de esa forma minimizar
su forma negativa es equivalente a identificar los valores que maximizan la version
original.

La sintaxis de la funciéon minimize, es la siguiente,
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Algoritmo 4 Funcion de Logverosomilitud para el caso &k, = k,,.

function LoGvEROSIMILITUD_1(a, b, )
Ensure: a,0,3 >0
n < longitud T'

suma < 0
fori=1,...,ndo
if 1 = 1 then

suma < —log T'(BTi][1
1) * log(?[i][()}b) B a (T[i][0]")

Ak; + T[] = T[i — 1][1]

suma <+ —logD(B * Ak;) +  x Ak; x (loga + log B) + (B * Ak; —
1)[log(TA][0]° = T'[i = 1][0]*)] = Bxax (T [i][0]° = T[i — 1][0]") + (b—1) log T'[i] [0] +

suma

[)+ B+ Ti][1] * (log a +log 8) + (8 + T'[][1] —

)
+ (b —1) xlog T[i][0] 4+ suma

end if
end for
integral < gammainc(8, 8 * a x (7° — (T[n][0])®)) > Se emplea la funcién
gamma incompleta definida en (2.30)
last_term < n x log(b) + log(1 — integral) + suma
return last_term
end function

minimize(fun, x0, args=(), method=None, jac=None, hess=None,
hessp=None, bounds=None, constraints=(), tol=None, callback=None,
options=None).

Para los valores iniciales, se considerd un vector zy = (ag, by, 5p) donde cada
valor se obtiene de forma aleatoria de una distribucién uniforme con parametros (1,2)
para ag y by, y con parametros (0.5, 6), para [3.

Determinar el método (dentro de la documentacion de la funcién minimize co-
rresponde al parametro Method) a utilizar, requiri revisar y comparar el desempefio
de distintas opciones. La funcién minimize, cuenta con los siguientes métodos: Nelder-
Mead, Powell, CG, BFGS, Newton-CG, L-BFGS-B, TNC, COBYLA, COBYQA, SLSQP,
trust-constr, dogleg, trust-ncg, trust-exact, trust-krylov y custom [20].

Algunos de los métodos mencionados anteriormente requieren de una estima-
cion de gradientes o de la matriz hessiana y debido a la complejidad que presenta la
funcion de logverosimilitud para ser derivada, se opta por aquellos que no requieran de
estos elementos, los llamados métodos sin gradiente: Nelder-Mead, Powell, L-BFGS-B.

En la Tabla 3.2 se muestran el porcentaje de éxito de estimacion en 100 simu-
laciones (ya que en algunas ejecuciones no es posible obtner un resultado numeérico),
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Algoritmo 5 Funcién de Logverosomilitud para el caso k, > k.

function LoGVEROSIMILITUD_2(a, b, 3)
Ensure: a,0,3 >0
n < longitud T’

suma < 0
fori=1,...,ndo
if i = 1 then

suma <+ —log T(B«T[i][1])+ B*T[:][1] * (log a+1og B) + (8 + T[i][1] —
1) % log(T'[i][0]%) — B * a * (T[i][0]°) + (b — 1) * log T'[4][0] 4+ suma
else
Ak; < T[] — T — 1)[1]
suma <+ —logT(BAk;) + 8 % Ak; x (loga +log B) + (8 % Ak; — 1) *
[log(T'[1][0]°—T[i—1][0]®)]— B*ax(T[i][0]°—T[i—1][0]°)+(b—1)*log T'[i][0] +suma
end if
end for
Delta < k. — k,
A« ax ("= (T[n][0])")
integral_1 < gammainc( * Delta, 5 * a) > Se emplea la funciéon gamma
incompleta definida en (2.30)
function integral_externa(x)
integral_interna < gammainc(f, 8 x (A — x))
densidad < fdp_Gamma(x;1/3, 5 * Delta)
return densidad * integral_interna
end function
integral_2 <— INTEGRAL(integral_externa,0, A) > Se emplea una
funcién de integracion dentro del lenguaje.
Diferencia < integral_1 — integral_2
last_term < n = log(b) 4 log(Di ferencia) + suma
return last_term
end function

tiempo promedio por ejecucion y valor promedio obtenido para la estimacion a través
de los métodos Powell, Nelder-Mead y L-BFGS-B, para cada uno de los 3 parametros
del TRP.

Dichas simulaciones fueron realizadas a través de un cddigo elaborado en Python,
a partir de los algoritmos antes mencionados. Se generaron datos y un IFCP con un
20 % de pérdida, a partir de datos conocidos a = 0.2,b =15y 5 = 2.

De los resultados obtenidos se optd por continuar con el método L-BFGS-B,
y explorar su desempeno para diferentes niveles de pérdida, obteniendo el resultado
promedio para 1000 iteraciones asi como su Error Cuadratico Medio o MSE, para los
valores conocidos a = 0.2, 0 =15y [ = 2.
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Tabla 3.2: Resultados de 100 simulaciones en las que se realiz6 la estimacién con
los métodos: Powell, Nelder-Mead y L-BFGS-B, para datos generados a partir de
a=0.2,0 =15y =2y con porcentaje de pérdida del 20 %.

Método éxito | Tiempo promedio a b B
Powell 100 % 23144 25.6287 | 1.0249 | 1.9035
Nelder-Mead | 99% 1.1069 0.2443 | 1.5295 | 2.8191
L-BFGS-B 100 % 0.6431 0.2384 | 1.5013 | 1.9868

En la Tabla 3.4, se muestran los resultados para la estimacion de los parametros
del TRP, obtenidos para un IFCP con porcentaje de pérdida del 0 % (CFCP), 20 % y 50 %.

Tabla 3.3: Resultados de estimacion y MSE para los parametros de un TRP, con diferen-
tes niveles de pérdida en un IFCP simulado a partir de datos conocidosa = 0.2,b = 1.5
y 8 = 2 después de 1000 simulaciones.

Porcentaje de pérdida | Exito | a | MSE@)| b | MSE()) ; MSE(f)
0% 100 % | 0.2389 | 0.0324 | 1.5389 | 0.0805 2.5485 1.2235
10 % 100% | 0.2411 | 0.0381 | 1.5210 | 0.0817 2.6316 1.4231
20 % 955% | 0.2546 | 0.0839 1. 0.0828 | 2.71741 | 1.6318
50 % 99.0% | 0.3571 | 0.1817 | 1.5113 | 0.1075 3.4960 | 10.8699

Los resultados reportados en [21], son:

Tabla 3.4: Resultados de estimaciéon y MSE para los parametros de un TRP, con diferen-
tes niveles de pérdida en un IFCP simulado a partir de datos conocidosa = 0.2,b = 1.5
y 8 = 2 después de 1000 simulaciones [21].

Porcentaje de pérdida | MSE(a) | MSE(b) | MSE(53)
0% 0.0028 | 0.0042 0.030
20 % 0.0031 0.0044 0.041
50 % 0.0033 | 0.0049 0.069

Con base en el algoritmo elaborado se obtienen los resultados de la estimacion
para distintos casos de acuerdo con el nivel de reparacion.

Los parametros a y b, correspondientes a la funcién de tendencia y por lo tanto,
a la funcion de transformacion temporal, representan un RP cuando su valor es igual a
1, y son adecuados para modelar sistemas en los que hay reparaciones perfectas como

se presento en la Tabla 3.1.
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Por otro lado, cuando el IFCP es simulado considerando el parametro 5 = 1,
la distribucion subyacente del RP en el dominio de tiempo transformado es una ex-
ponencial y se habla de un NHPP, adecuado para modelar sistemas con un nivel de
reparacion minima.

Los resultados en el desemperio de la estimacion para 1000 simulaciones en
cada uno de estos casos para un IFCP con 20 % de pérdida se presenta en la Tabla 3.5.

Tabla 3.5: Desempernio de la estimacion para un IFCP cuando se tienen diferentes ni-
veles de reparacion.

Nivel de reparacion | Modelo a b Ié]

Perfecta RP(F), con F'la Fda de una | 1.0891 | 1.0311 | 2.8512
dist. Gamma(2,2)

General TRP(F,\(+)) con | 0.5718 | 1.5200 | 3.4474
a=05b=15yp3=25

Minima NHPP(A(+)) con A(t) = at’ | 0.3276 | 1.5660 | 1.4701
ya=02yb=1.5
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CONCLUSIONES

Para este trabajo se realizé un analisis de sistemas reparables por medio de la
Teoria de Confiabilidad, se hizo una revision de sus conceptos basicos y se desarrolld
el estudio para un sistema reparable en el caso de un nivel de reparacion general sobre
datos simulados. En la teoria de Confiabilidad se aplican de forma practica la teoria de
probabilidad y estadistica para estudiar la probabilidad de que un sistema falle, permi-
te caracterizar su comportamiento a través del estudio de su estructura y de las leyes

de falla.

Entre los elementos mas importantes figuran la funcion de tasa de falla, funcion
de estructura, técnicas para calcular o en su caso acotar a la funciéon de confiabilidad
y los procesos de renovacion con tendencia como una generalizacion de los procesos
de renovacion.

El tratamiento de los datos de tiempos de falla implica en muchos casos la pre-
sencia de datos censurados o perdidos, los cuales deben incluirse en los calculos para
tener estimaciones mas realistas de la confiabilidad del sistema.

Los métodos numéricos son una herramienta util ya que tal como se observé
para la distribucion Gaussiana Inversa y para un TRP, el calculo de estimadores invo-
lucra funciones de verosimilitud o logverosimilitud complicadas.

El nivel de reparacion es un factor importante para orientar el tipo de modelo
adecuado para estudiar el sistema en cuestion. Los niveles de reparacion e incluso la
clasificacion del sistema como reparable o no reparable depende de los analisis costo
beneficio y de los analisis de riesgo que permiten determinar la clasificacion o nivel
de reparacion mas conveniente.

Los estimadores propuestos en [21], mostraron un buen comportamiento en la
estimacion de los parametros de un TRP, considerando un IFCP con diferentes niveles
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de pérdida y para los distintos niveles de reparacion a partir de un codigo de simulacion
elaborado en Python.

El presente trabajo constituye un aporte metodolégico y computacional al es-
tudio de la confiabilidad de sistemas reparables, en este estudio se desarrolla un proce-
dimiento reproducible en Python que permite replicar el comportamiento del modelo
y verificar empiricamente la coherencia de los estimadores.

El trabajo aporta una herramienta util tanto para la comprension del Trend Re-
newal Process como para su aplicacion en entornos computacionales abiertos, y puede
servir de base para futuras investigaciones orientadas al analisis de confiabilidad de
sistemas reparables, en particular en contextos con informacién parcial o tiempos de
falla censurados.

Trabajo a futuro

En el desarrollo del presente trabajo se formularon diferentes preguntas e hi-
potesis en las que se propone ahondar como parte de un trabajo a futuro.

» Probar si de manera general la distribuciéon que mejor ajusta una muestra que
ignora a los datos censurados es también la mejor cuando se agregan los tiempos
de falla con censura.

» Estudiar las propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud del TRP
para el caso de la distribucion de renovacion Gamma.

» Explorar el caso de multiples sistemas asi como otra distribucion para el RP en
el dominio de tiempo transformado como la Gaussiana Inversa u otras distribu-
ciones.

» Desarrollar en enlace de la teoria de confiabilidad con la teoria de mantenimien-
to en modelos RAM y RAMS.
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APENDICE A
PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

A.1. Probabilidad

Un estudio de confiabilidad implica un analisis probabilistico, es por ello que
se hacen uso de conceptos y elementos basicos de dicha teoria. Los experimentos o fe-
noémenos aleatorios, son aquellos que pueden repetirse bajo las mismas condiciones,
sin embargo, no es posible predecir su resultado con certeza, es decir, existe incerti-
dumbre alrededor de este. Se inicia asi con la definicién de espacio de probabilidad [9].

Definicion A.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (),.%, P), en donde 2
es el conjunto que contiene a todos los posibles resultados de un experimento aleatorio

g, denominado espacio muestral, F es una o-algebra de subconjuntos de (2 y P es una
medida de probabilidad sobre .7 .

Dado un experimento aleatorio € cuyo espacio de probabilidad asociado es
(Q,.7, P), los resultados de € pueden ser no numéricos, por ejemplo, el color de una
bola tomada al azar dentro de una urna, o el estado de operaciéon de una maquina, es
por ello por lo que surge la necesidad de una herramienta importante en la teoria de
probabilidad y estadistica, llamada variable aleatoria (v. a.), las variables aleatorias (v.
a’s) permiten realizar el estudio de los fendmenos aleatorios usando valores numéri-
Cos.

Definiciéon A.1.2. Una variable aleatoria es una funcion X : 2 — R, definida en
un espacio de probabilidad (), %, P), tal que a cada elemento del espacio muestral le
asigna un numero real y es % -medible, es decir, X ' (B) € %, con B € B(R).

Observacion. En otras palabras la propiedad de que X sea .% -medible, significa que
XY B) € .7 para B € B(R), donde B(R) es la o-algebra generada por los conjuntos
abiertos de R, llamada o-algebra de Borel.
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Nota. La o-algebra de Borel, se puede generar a partir de intervalos de la forma
(a,00), (—00,a), (a,b),[a,b), (a,b],a,b], (—oc0,al], [a,00), cona,b € Rya < b, alos
elementos de B(R) se les denomina conjuntos de Borel o borelianos, se sigue entonces
que, X '((a,00)) € F es equivalente a,

{we QX (w) >a} € Z. (A1)

Definicion A.1.3. Sea X una v. a. definida sobre el espacio de probabilidad (), .7, P),
y Rx surango, si Rx es un subconjunto finito o infinito numerable de Z, se dice que, X
es una variable aleatoria discreta, esto es, que se pueden expresar a los posibles valores
de X como{xy,xs,...,2Zy,...}, en el caso finito la lista termina y en el caso infinito la
lista contintia.

Ademas, para cualquier v; € Rx siempre es posible asignarle un numero real
p(z;) = P(X = x;), el cual satisface,

» p(z;) >0, z; € Rx.

" Efil p(%) =1,z € Rx.

La funcién p(z;) es llamada funcién de probabilidad puntual (fdpp) o funcién de
masa de X.

Definicion A.1.4. Sea X una v. a. definida sobre el espacio de probabilidad (), .7, P),
y Rx surango, se dice que X es una variable aleatoria continua si Rx es de la forma
(a,00), (=00, a), (a,b),[a,b), (a,b],a,b], (—o0,a], [a,o0), cona,b € Rya < b, o
Rx = R y ademas existe una funcién f(-) que satisface,

» f(x) >0,Vz eR.
[ f(z)de =1
» Pla< X <b) = f;f(:v)dx, cona,beRya<b.
A la funcion f se le denomina funciéon de densidad de probabilidad (fdp) de X .

Observacion. Existen variables aleatorias (v. a’s) que no son discretas ni continuas, a
las cuales se les llama variables aleatorias mixtas. Sin embargo, dentro de la teoria de
confiabilidad, al igual que en otras areas de aplicacion matematica, se trabaja princi-
palmente con variables aleatorias discretas o continuas.

Una funcion que determina de forma unica a toda variable aleatoria X (dis-
creta o continua), es la llamada funcién de distribucién acumulativa, la cual se define
enseguida.
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Definiciéon A.1.5. La Funcion de Distribucion Acumulativa (Fda) denotada por
F, de una variable aleatoria X esta definida para todos los numeros reales b € R, como
sigue,

F(b) = P{X <b}.
En el caso que X es una v. a. discreta, F' tiene la siguiente expresion,
F(z) = plx).
z; <z

Analogamente, si X es una v. a. continua, I es de la siguiente forma,

F(z) = / f(s)ds.
Teorema A.1.6. Sea F' la Fda de una variable aleatoria X, I’ cumple con las siguientes
propiedades:

» F' es una funcién no decreciente, esto es, sia < b entonces F'(a) < F(b).
a lfmy o F(b) = 1.
» limy o F(b) = 0.

» F'esuna funcion continua por la derecha, esto es, para cualquierb y para cualquier
sucesion decreciente {b,},n > 1, que converge a b, se tiene 1im,,_,, (F'(b,)) =

F(b).

Demostracion: Ver [9].

En el estudio de confiabilidad existen distribuciones paramétricas que ajustan
o modelan adecuadamente los tiempos de falla de equipos, componentes o sistemas
con diferentes naturalezas o caracteristicas, por ejemplo [16]:

» Exponencial. Para el estudio de componentes eléctricas y eletronicas de sistemas
como fusibles o circuitos.

= Normal. Para estudiar componentes mecanicas como rodamientos, engranajes
asi como procesos de calibracion.

s Weibull. Para mecanismos eléctricos como transformadores, mecanicos como
resortes o estructurales como vigas.

» Gamma. Para sistemas que fallan por procesos de desgaste componentes hidrau-
licos.

= Wald. Para sistemas que fallan como efecto de un proceso de degradacion acu-
mulado o cuando se supera un umbral de margenes de resistencia en los ma-
teriales que presen tan pequeiias fracturas que propician una fractura a mayor
escala.
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» Modelo de Weibull modificado. Permite estudiar a un sistema que cuya inci-
dencia de fallas varia a lo largo de su vida mostrando tendencias decrecientes,
estables y posteriormente crecientes como computadoras o automéviles.

Definicion A.1.7. Sea X una variable aleatoria continua se dice que X tiene una dis-
tribucion exponencial con parametro A > 0, o que X ~ exp(\) si su fdp es de la
forma,

f(z) =Xe™*, conz >0, (A.2)

y f(x)=0siz <O0.

Su Fda para x > 0 es,
F(z)=1-—e", (A3)

yF(x)=0siz <0.

En la Figura A.1 se presenta la grafica de la fdp de X para el caso exponencial.

Distribucion Exponencial

2.00 — A=0.5

A=1

1.75 - — A=2
1.50 -
1.25 -
X 1.00 A
0.75 -
0.50 -
0.25 -
0.00 -

0 2 4 6 8 10

X

Figura A.1: Funcion de densidad de probabilidad Exponencial, para diferentes valores
de A, cuando A = 1 se denomina exponencial estandar.

Definicion A.1.8. Sea X una variable aleatoria continua, se dice que X tiene una dis-
tribuciéon Weibull con parametros o, § > 0 o que X ~ Weibull(c, B) si su fdp es de
la siguiente forma,

flx) = Baﬂxﬂ_le(_”)ﬁ, conx > 0, (A4)
y f(z) =0siz <0.

Su Fda para x > 0 es,

F(z)=1—e (@7 (A.5)
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yF(z)=0sixz <0.

Los parametros 3 y « corresponden a los parametros de forma y escala, res-
pectivamente. En la Figura A.2 se observa la grafica de su fdp.

Distribucién Weibull (a = 3)

0.5

0.4 1

1N

0.2 4

fix)

0.1

\

T T T T T T
0 2 4 6 8 10
X

0.04

Figura A.2: Funcion de densidad de probabilidad Weibull con « = 3y 8 = 1,2,4.5,
respectivamente.

Definicion A.1.9. Sea X una variable aleatoria continua, se dice que X tiene una dis-
tribuciéon Gamma con parametros A\, k > 0 o que X ~ Gamma(\, k) si su fdp es de
la siguiente forma,

)\k
flx) = ka_le_’\x, conx >0, (A.6)

y f(x)=0siz <O.

De la Definicion 1.1.9 implica el uso de la funcion Gamma, que se define como:

Los parametros de la distribucion Gamma, &k y A representan la forma y escala
de la funcion, respectivamente. En este caso la Fda se obtiene en cada caso calculando
la integral sobre la fdp, ya que no es posible determinarla de forma explicita de manera
general.

Esta distribucion es sesgada a la derecha, es decir, que al observar la funcion
de densidad, la curva es mas alta cerca del origen y decrece conforme los valores de
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Distribucién Gamma (A=1)

1.0 1 —_— k=2
k=35

— k=1

0.8

0.6 1

fix)

0.4 4

0.0 4

Figura A.3: Funcion de densidad de probabilidad Gamma con A = 1y k& = 2,3.5,1,
respectivamente.

aumentan, tal como se muestra en la Figura A.3.

Observacion. La distribuciéon Weibull y Gamma tienen como caso particular a la dis-
tribucién exponencial cuando sus parametros de forma [ y k, respectivamente, son
iguales a 1.

Como se ha mencionado, las v. a’s permiten estudiar fenémenos en los cuales
interviene el azar. Dentro de diferentes areas de interés existen situaciones en las que
un sistema o fenémeno evoluciona con el tiempo de forma aleatoria, en la teoria de
confiabilidad surge este escenario cuando se estudia la probabilidad de que un sistema
o componente se encuentre en funcionamiento o falla a través del tiempo, para el
estudio de este tipo de situaciones es necesaria una herramienta importante llamada
procesos estocasticos.

Definiciéon A.1.10. Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias
{X; : t € T} definidas en un mismo espacio de probabilidad, parametrizada por un con-
junto T, llamado espacio parametral, en donde las variables toman valores en un conjunto
S llamado espacio de estados.

Hay dos aspectos importantes a considerar en los procesos estocasticos: el pri-
mero es el conjunto de parametros 7" que representa el tiempo, un proceso estocastico
es llamado continuo si el conjunto 7" es un intervalo, por otro lado, es llamado discreto
si T" es un subconjunto de los enteros, el segundo aspecto es el espacio de estados, que
puede ser un conjunto finito, de dos elementos incluso, infinito numerable o infinito
no numerable.
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Notacion. Si { X, },,>0 es un proceso estocastico a tiempo discreto, se denota por X,
a la variable aleatoria que corresponde al estado del proceso al tiempo n. Si {X,} es
un proceso estocastico a tiempo continuo, se denota por X, a la variable aleatoria que
corresponde al estado del proceso al tiempo .

Observacion. Existen procesos estocasticos que son objeto de estudio por sus dife-
rentes aplicaciones.

» Cadena de Markov. Es un proceso estocastico a tiempo discreto { X, }, definido
sobre un espacio de estados .S discreto y satisface la propiedad de Markov, la
cual es,

P(Xn+1 = ZC|X0 = l’o,Xl =T1,... 7Xn = .fL'n) = P(Xn+1 = l"Xn = LEn)

La interpretacion de esta propiedad es que la probabilidad de que la cadena se
encuentre en el estado = al tiempo n + 1, dado que se tiene informacion de
todos los estados anteriores, es la misma que la probabilidad de que la cadena se
encuentre en x dado que se conoce el estado del proceso al tiempo anterior, n.

= Proceso de Poisson. Es un proceso estocastico a tiempo continuo { N (¢) }+>0, que
cuenta el nimero de ocurrencias de un evento de interés hasta el tiempo %, se
define con una tasa de ocurrencia constante \ y recibe su nombre debido a que
N(s+t)—N(s) ~ Po(\t), donde N(s+t) — N(s) es el nimero de ocurrencias
en el intervalo (s, s + t).

A.2. Estadistica

Los estudios de confiabilidad con enfoque estadistico, se basan en el historial de
tiempos de falla registrados u observados de un sistema. Estos datos permiten realizar
inferencias sobre su distribucion, la cual puede ser paramétrica o no paramétrica, es
por ello que a continuacioén se presentan algunos resultados basicos sobre los que se
desarrolla este enfoque.

Definicion A.2.1. Las variables aleatorias X, . . . , X,, forman una muestra aleatoria
de tamarion de la poblacion f(x), si X1, ..., X, son variables aleatorias independientes
con funcién de densidad f(x), para cada X; coni = 1,...,n. De manera alternativa,
X1,..., X, son llamadas variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-

das (v. a. i. i. d.) con fdp f(x).

A partir de la muestra es posible obtener informacion de interés como medidas
de tendencia central o de dispersion, en el presente trabajo la muestra se emplea para
obtener los estimadores de distribuciones candidatas para ajustar mejor los datos.
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APENDICE B
PRUEBAS

Demostracion del Teorema 2.4.1.
La prueba se realiza por induccién.

El primer paso es para n = 2, sean E; y Ej, dos eventos, se cumple que,

Luego, suponer que la proposicién se cumple para el caso n, ver que se cumple
para el cason + 1.

Por hipoétesis de induccion, se tiene que
P (U E) => P(E)-> Y P(EE)+Y_ > Y P(EEE) (B2
i=1 i=1 i<j i<j<k
e (_1)n+1p(E1E2 - By).

Luego, sea I, otro evento, entonces,

P (UE> —p ((U E) UE) ®

=P (O EZ> +P(E,.1)—P ((O E,) N En+1> ) (B.4)

i=1 i=1
La ecuacion (B.4) se obtiene de aplicar (B.1) a (B.3). Se distribuye la interseccion
del ultimo término como sigue,

P ((U E> mE) —p (L’fJ(EmEnH)), ®

95



APENDICE B. PRUEBAS

de acuerdo con la hipdtesis de induccion se tiene que,

= i P(EiEn1) = Y Y P(BEjE,0)+ Y Y > P(EE;EE,.)

i=1 fL'<j Z<]<k

Se suman (B.6) y (B.2) y se obtiene,

P <U E) = Z P(E) =Y ) P(EE)+) > > P(EE;E)

i<j i<j<k
n

— o+ ()" P(E\ By - - By)+P(Eni1)— | Y P(EiEun) = Y Y P(EiE;En.)

i=1 i<j

+Z Z ZP(EZE]EkEn-H) -t (_1)n+1P(E1E2 Tt EnEn-‘rl) ) (B7)

i<j<k
se distribuye el —1 en los términos agrupados entre corchetes y se concluye
que

P (U E) = Z P(E;) — Z ZP(EiEj) + ZZ > P(E:E;Ey)

— oo (1) P(E By - - EnEpyy), (B.8)

por lo tanto, queda probado el resultado. O
Demostracion del Teorema 2.4.2.
Esta prueba también se realiza por induccioén sobre i.

Para ¢ = 1, se recurre al siguiente resultado

3 <7Z) (—1)' =0, (B.9)
por lo tanto,

L+ (7;) (—1)" = 0. (B.10)




APENDICE B. PRUEBAS

De la ecuacion (B.10) se sigue

() () () =1 -
(ng 1) =1, (B.12)

por lo que (B.11) es igual a (B.12) y ambas son no negativas.

Por otro lado,

Luego, suponer que la proposicion se cumple para el caso 7, ver que se cumple
para i + 1, siempre que ¢ + 1 < n.

Se tiene asi que se cumple,

n n n n—1
(1)‘(”1)*”'*(71):(%1)’ B19
por lo tanto,
n n n n—1 n
_<i+1)+(z’+1>_"'i(n):<i—1)_(z’>’ (B-14)

al multiplicar por —1 ambos miembros de (B.14), se obtiene
n n n n n—1
_ oo+ = — ) B.15
() -(E)==0)=0)-() e»
Por propiedad de los coeficientes binomiales se sigue que
—1 —1
()-(G2) =07 29
l 1 —1 ?
De lo anterior se concluye el resultado. O

Demostracion de Teorema 2.4.3.

Para probar este resultado se definen las siguientes variables indicadoras, /;
conj=1,...n,

1, siocurre Fj,
L= { 0, otro caso. (B.17)
A partir de las I; se define la siguiente funcion,
N=>I,. (B.18)
i=1
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N denota el nimero de eventos F; que ocurren, con esto se define otra indi-

cadora,

0, si N =0.

Por la forma en que se define I se verifica que

I:{ 1, si N >0,

1-1=(1-1)",
Para ello se revisan los siguientes casos,
= Si N =0entonces /] =0y 1— 1 =1, ademas cumple que,

(1-1)°=0"=1.

» Por otro lado, si N > 0, entonces I =1y 1 — I =0, y se cumple que,

(1-1DY =0V =0.

Al aplicar el teorema binomial a (B.21) se sigue,

-y (V)evra

1=0

£ ()

=0

o ()-() ()

La ecuacion (B.22) es equivalente a

()4 ()<

Del Teorema 2.4.2 se tiene que

) (2= (e

por lo tanto, por ejemplo, para ¢ = 2

(£)-() ()

por otro lado,

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)
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El miembro izquierdo de la desigualdad (B.26) es igual a (B.25), por lo que
N-—I1>0, (B.27)

entonces,
I <N. (B.28)

La ecuacion (B.28) se puede deducir de la definicion de I en (B.20), sin embar-
go, este procedimiento se aplica para cada una de las desigualdades siguientes.

Se considera el caso ¢ = 3, de acuerdo con el teorema 2.3.2

N N + + N >0 (B.29)
3 4 N) =7 ’
se tiene que,

(D)) s () e

luego se cumple que,

e (V) 2o @

entonces,

v (%) o2

Conforme incrementa el valor de ¢ se verifica cada desigualdad.

Dado que, N <ny (T) = ( para cualquier ¢ > m, la ecuacioén (B.23) se puede
reescribir como

I = Z (7) (—1)h (B.33)

i=1

El resto de la prueba se verifica de obtener el valor esperado de cada miembro
de las desigualdades, ya que

E[I] = P(N > 0)

= P(al menos un evento £; ocurre)

n (B.34)
:P<UE).
=1
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Por otro lado,

= Z B[l (B.35)

De manera similar se obtiene que

N
E {( )] = E[numero de parejas E; que pueden ocurrir

2
Z Z]"]j] (B.36)

1<j

=> ) P(EE)).

1<J

=F

De manera general,

N
E [( _ )} = E[numero de agrupaciones de tamario i de eventos £ que pueden ocurrir]

| —FE LZZ lefh-.-fji]

1<g2<<Js

= ZZ P<Ej1Ej2"'Eji)'

J1<j2<--<ji
(B.37)

De los calculos anteriores se concluye la prueba. O

100



APENDICE C
CODIGO

El codigo fue disefiado e implementado en Python y se encuentra disponible
de manera publica en: https://github.com/CrisMedLop/TRP-Model.

Descripcion:

Trended Renewal Processes are a suitable model for studying the reliability of
repairable systems under the assumption of a general repair level. If the renewal dis-
tribution in the transformed time domain corresponds to a Gamma distribution, the
process is determined with three nonnegative parameters. In this code, failure times
for a repairable system with a general repair level are simulated, and the correspon-
ding parameters are estimated.

Failure times are generated from known values for the parameters a, b and S,
which are 0.1, 1.5 and 2, respectively.
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