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INTRODUCCIÓN

La teoría de confiabilidad se desarrolla en los campos de la ingeniería y la es-
tadística. En ambos casos, el objetivo es determinar la probabilidad de que una com-
ponente o sistema funcione adecuadamente bajo condiciones operativas establecidas
y en un periodo de tiempo determinado [4].

En la década de los 50’s el estudio de la confiabilidad adquirió mayor importan-
cia dentro de las distintas industrias tecnológicas que surgieron en la Segunda Guerra
Mundial, tales como la aeroespacial, aeronáutica, de energía y de equipo militar, las
exigencias de calidad y aprovechamiento de recursos para la producción en serie y de
instrumentos más sofísticados requería una mejor gestión de las fallas y la probabi-
lidad de fallas. Sin embargo, los antecedentes históricos de la teoría de confiabilidad
corresponden a trabajos en el control de pandemias y en el estudio de riesgos de se-
guros de vida [10].

Un estudio de confiabilidad implica determinar la probabilidad de que ocurra
una falla, un evento que interrumpe el correcto funcionamiento del sistema. El análisis
de las fallas puede llevarse a cabo con dos enfoques distintos: uno implica recopilar
información sobre los tiempos de operación del sistema hasta que se produce la falla,
conocido como enfoque estadístico; el segundo enfoque consiste en examinar las cau-
sas físicas que llevan a la ocurrencia de una falla, denominado estudio del proceso de
deterioro. Aunque en un análisis se pueden combinar elementos de ambos enfoques
de manera híbrida [22].

Cuando se presenta una falla, existen dos opciones, repararla o dar por termi-
nado el tiempo de vida del sistema, esto da como resultado una clasificación de los
sistemas en reparables o no reparables. Si el sistema no es reparable el análisis de con-
fiablidad atiende a preguntas tales como: ¿cuál es la probabilidad de que ocurra una
falla antes de un tiempo determinado?, ¿cuál es la vida útil esperada del sistema? ¿qué
porcentaje de artículos durará más allá de cierto tiempo? Cuando el sistema es repa-
rable el análisis debe contemplar además la "disponibilidad“ del sistema, es decir, que
este se encuentre o no en reparación a un determinado tiempo t, el número n de fallas
que puede ocurrir antes de cierto tiempo, así como la relación de dependencia entre
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CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

los tiempos de falla, la cual se relaciona con el nivel de reparación del sistema, dicho
nivel varía desde que el sistema quede tan bien como nuevo, o tan mal como antes de
haber ocurrido una falla [21].

Los análisis de confiablidad son útiles en el sector productivo para provedores
y consumidores, ya que permiten valorar la calidad y por lo tanto, la competitividad
de los sistemas en el mercado. Hacen posible la mejora de las políticas de reparación
o planes de mantenimiento así como la consideración de acuerdos de garantía, entre
otros [4].

El presente trabajo de tesis se orienta al estudio de confiabilidad bajo el en-
foque estadístico y se encuentra dividido en tres capitulos, los cuales se describen a
continuación.

En el Capítulo 1 se reúnen los elementos teóricos necesarios para llevar a cabo
un análisis de confiabilidad, tales como sus funciones básicas, las leyes de falla cuyo
uso es recurrente dentro de la teoría por sus propiedades para modelar el compor-
tamiento de los sistemas, así como la función de estructura y el concepto de sistema
coherente, que consiste en caracterizar la forma en que sus componentes se conectan,
para lo cual se emplean recursos visuales como los diagramas de bloques.

En el Capítulo 2 se presentan las técnicas para cuantificar la confiabilidad de
un sistema con base en su estructura, también se abordan los conceptos de censura de
muestras conformadas por tiempos de falla y se presenta un ejemplo que reúne estos
elementos en el análisis de los tiempos de falla de una muestra de bombas electro-
sumergibles.

En el Capítulo 3 se describen los modelos para estudiar sistemas reparables bajo
la suposición de distintos niveles de reparación (perfecta, mínima y general). En este
trabajo se retoman los resultados publicados por [21] en el que se presenta un modelo
para sistemas reparables bajo supuestos de nivel de reparación general y cuando la
muestra de tiempos de falla es incompleta. Se desarrolla un estudio de simulación
para el cual se describe la construcción del algoritmo realizado en Python así como
los resultados obtenidos.

vi



Índice general

Agradecimientos iii

Introducción v

1 Elementos de teoría de Confiabilidad 5
1.1 Conceptos básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Leyes de Falla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 Exponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2 Weibull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.3 Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.4 Modelo Weibull Modificado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.5 Gaussiana Inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Estructura de Sistemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.1 Sistema en serie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3.2 Sistema en paralelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3.3 Sistema con estructura mixta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.4 Sistema k − out− of − n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2 Cálculo de la confiabilidad 29
2.1 Técnicas para calcular la confiabilidad de un sistema . . . . . . . . . . 29

2.1.1 Valor esperado de ψ(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.2 Técnica del vector de trayectoria . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.3 Técnica del vector de corte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.1.4 Técnica de descomposición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 Trayectoria mínima y conjuntos de corte mínimos . . . . . . . . . . . 35
2.3 Cotas para la función de confiabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3.1 Método de inclusión y exclusión . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.3.2 Segundo método para obtener las cotas de r(p) . . . . . . . . 44

2.4 Enfoque estadístico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.4.1 Datos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.4.2 Estimación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3 Confiabilidad de Sistemas Reparables 59
3.1 Procesos contadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2 Procesos de renovación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1



ÍNDICE GENERAL

3.3 Análisis de Confiabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.3.1 Supuestos del modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.3.2 Datos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.3.3 Modelar TRP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.3.4 Estimación de los parámetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.3.5 Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Conclusión 79

Bibliografía 83

Índice alfabético 85

A Probabilidad y Estadística 87
A.1 Probabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
A.2 Estadística . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

B Pruebas 95

C Código 101

2



Índice de figuras

1.1 Función de confiabilidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Función de confiabilidad R(t) y confiabilidad condicional RT |T≥6(t) . 7
1.3 Curva de bañera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4 Estructuras elementales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.5 Sistema con estructura mixta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.6 Estructura mixta 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.7 Sistema k − out− of − 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1 Estructura mixta 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2 Estructura mixta 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.3 Estructura mixta 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.4 Descomposición de la confiabilidad de un sistema. . . . . . . . . . . . 34
2.5 Estructura mixta 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.6 Descomposición en paralelo de la estructura de un sistema. . . . . . . 37
2.7 Un sistema arbitrario visto como arreglo en serie de estructuras en

paralelo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.8 Árbol de falla. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.9 Sistema 3− out− of − 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.10 Censura Tipo I y Tipo II. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.11 Ajuste de datos a diferentes distribuciones. . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.12 Comparación entre el ajuste de una distribución con o sin datos cen-

surados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.13 Comparación entre el ajuste de una distribución a los datos censurados

de una muestra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.14 Confiabilidad de un sistema con o sin datos censurados. . . . . . . . . 58

3.1 Transformación del dominio de tiempo en un TRP a un RP. . . . . . . 66
3.2 Interpretación gráfica de la región correspondiente a la función de con-

fiabilidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.3 Diferencia entre casos para la función de confiabilidad . . . . . . . . . 70
3.4 Del dominio de tiempo transformado al dominio de tiempo original . 74

A.1 Función de densidad de probabilidad Exponencial. . . . . . . . . . . . 90
A.2 Función de densidad de probabilidad Weibull. . . . . . . . . . . . . . . 91
A.3 Función de densidad de probabilidad Gamma . . . . . . . . . . . . . . 92

3



Índice de tablas

1.1 Datos de tasas de falla de tres tarjetas gráficas, Datos de Hard Zone, 2
de enero 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.2 Estados de un sistema 2− out− of − 3. . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.3 Confiabilidad del sistema 2− out− of − 3 del Ejemplo 2.3.11 . . . . 26

2.1 Clasificación de sistemas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2 Datos de tiempos de falla de una muestra de bombas electrosumergibles. 50
2.3 Estimadores puntuales de diferentes distribuciones, para casos sin y

con censura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.4 Resultados del test de Kolmogorov para diferentes distribuciones. . . 54
2.5 Valores críticos del estadístico de Kolmogorov–Smirnov para distintos

niveles de significancia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.6 Resultados del AIC para las distribuciones consideradas. . . . . . . . . 55

3.1 Niveles de reparación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.2 Comparación de métodos de estimación Minimize en Python. . . . . . 78
3.3 Resultados de estimación para diferentes porcentajes de pérdida . . . 78
3.4 Resultados de estimación para diferentes porcentajes de pérdida [21] 78
3.5 Desempeño de la estimación para un IFCP cuando se tienen diferentes

niveles de reparación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4



CAPÍTULO 1

ELEMENTOS DE TEORÍA DE
CONFIABILIDAD

1.1. Conceptos básicos
La teoría de confiabilidad tiene una fuerte relación con el análisis de supervi-

vencia, ya que ambas áreas estudian la ocurrencia aleatoria de un evento de interés
en el tiempo, un cambio en el estado de un individuo u objeto, de manera general a
dicho cambio se le puede denominar falla. En lo que sigue se presentan definiciones y
conceptos básicos dentro de esta teoría.

Definición 1.1.1. La confiabilidad de un artículo es la probabilidad de que cumpla ade-
cuadamente su propósito específico durante un periodo determinado en condiciones am-
bientales u operativas específicas [12].

Un artículo puede ser un componente, sistema o subsistema. Para llevar a cabo
el estudio de confiabilidad de un artículo bajo el enfoque estadístico, se requieren datos
del tiempo de funcionamiento observado en una muestra representativa del artículo
de interés, por lo que es necesario determinar de manera específica tres elementos:
origen o inicio del tiempo de observación, escala de tiempo para registrar el periodo
de funcionamiento y la definición del evento falla.

Definición 1.1.2. Una falla, se entiende como la terminación de la capacidad de un
elemento para realizar una función requerida en las condiciones operativas específicas
para las que fue diseñado.

Observación. El desempeño adecuado de un artículo así como la falla son términos
que dependen de las políticas o condiciones del lugar en el que se pongan en funcio-
namiento.
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE TEORÍA DE CONFIABILIDAD

Definición 1.1.3. Sea T una variable aleatoria no negativa que representa el tiempo
para la falla o tiempo de vida de un artículo, f(t) su fdp y F (t) su Fda, se define;

R(t) = P (T ≥ t) =

∫ ∞

t

f(x)dx, (1.1)

a la función R(t) se le llama función de confiabilidad al tiempo t.

Una forma de interpretar la definición anterior es que la función de confiabi-
lidad corresponde a la probabilidad de que un componente funcione, o sobreviva, al
menos hasta un tiempo t [4].

Observación. La función de confiabilidad y la Fda de la variable aleatoria T se rela-
cionan de manera complementaria, es decir,

R(t) = 1− F (t).

Lo anterior se representa en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Relación complementaria entre la función de confiabilidad y la Fda de una
variable aleatoria con distribución Gamma(3, 2).

Propiedades de la función de confiabilidad R(t)

R(0) = 1.

ĺımt→∞R(t) = 0.

R(t) es no creciente y continua por la derecha.
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE TEORÍA DE CONFIABILIDAD

Ver [10].

Una función que nos permite estudiar el número de fallas por unidad de tiempo,
también llamada tasa de falla de un artículo, es la función de confiabilidad condicio-
nal RT |T≥a(t), la cual determina la confiabilidad de un artículo que ha funcionado al
menos hasta el tiempo a, se expresa como sigue [12],

RT |T≥a(t) =
P (T ≥ t, T ≥ a)

P (T ≥ a)
=
P (T ≥ t)

P (T ≥ a)
=
R(t)

R(a)
, (1.2)

para t ≥ a y 1 cuando t ∈ [0, a).

Dado que RT |T≥a(t) es un reescalamiento de R(t), tiene la misma forma que
la porción restante de la función original, como se observa en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Función de confiabilidad R(t) y confiabilidad condicional RT |T≥6(t)
para una distribución T ∼Weibull(0.1, 2).

Otro elemento importante en la teoría de confiabilidad es la función de riesgo,
que expresa la variación en el tiempo de la probabilidad de que un componente que
ha funcionado hasta un tiempo t falle en el instante siguiente t+∆t, su definición es
como sigue.

Definición 1.1.4. La función de riesgo o tasa de falla denotada como h(t), determina
la tasa de fallo de un artículo en un intervalo (t, t+∆t], para valores pequeños de∆t ≥ 0,

h(t) = ĺım
∆t→0

P (t ≤ T < t+∆t|T ≥ t)

∆t
. (1.3)
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE TEORÍA DE CONFIABILIDAD

Al desarrollar la ecuación (1.3), se sigue

P (t ≤ T ≤ t+∆t|T ≥ t) =
P (t ≤ T ≤ t+∆t)

P (T ≥ t)
=
R(t)−R(t+∆t)

R(t)
.

Conforme ∆t→ 0 se tiene

h(t) = ĺım
∆t→0

R(t)−R(t+∆t)

R(t)∆t

=
−R′(t)

R(t)
. (1.4)

Por otro lado, se tiene que F ′(t) = f(t), donde F (t) y f(t) son las Fda y fdp de T ,
respectivamente, luego R(t) = 1− F (t), por lo tanto, R′(t) = −f(t), finalmente

h(t) =
f(t)

R(t)
, (1.5)

para t ≥ 0.

Esta función permite analizar el comportamiento de la tasa de falla de un ar-
tículo o sistema a lo largo del tiempo, por ejemplo, este puede ser creciente, decreciente
o constante en las diferentes etapas de la vida útil del artículo.

Observación. La tasa de falla satisface las siguientes condiciones [12]:∫ +∞
0

h(t)dt =∞.

h(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0.

Existen diferentes distribuciones que se utilizan para estudiar el tiempo de falla
de un artículo, estas presentan diferentes tipos de tasas de falla, las cuales se presentan
a continuación.

Definición 1.1.5. Algunos tipos de tasa de falla para un artículo son [10]:

IFR (Increasing Failure Rate) , tasa de falla creciente si h(t) es no decreciente en t.

DFR (Decreasing Failure Rate) , tasa de falla decreciente si h(t) es no creciente en
t.

BT (Bathtub-shaped failure rate) , tasa de falla con forma curva de bañera, si h(t)
es no creciente hasta un punto t y a partir de ese punto es no decreciente.

Los artículos que tienen una distribución del tipo IFR son aquellos cuyas fallas
se explican principalmente como resultado de un proceso de deterioro o desgaste co-
mo lo son los sistemas o subsistemas del tipo mecánico. Ejemplos de componentes con
una distribución del tipo DFR pueden ser aquellas componentes cuyo riesgo de falla es

8
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Figura 1.3: Distribución del tiempo de vida del tipo BT o curva de bañera, se observa
que el comportamiento de la tasa de falla pasa de ser DFR a IFR a lo largo del tiempo.

muy grande en el momento de arranque como es el caso de programas informáticos, o
dispositivos programados. La distribución del tipo BT o curva de bañera se conforma
de tres etapas, una tasa de falla inicial decreciente, posteriormente adquiere un com-
portamiento constante y finalmente crece conforme ocurre un proceso de desgaste o
deterioro en el artículo, esta clase es más general, que corresponde a diversos tipos de
artículos, tal como se ilustra en la Figura 1.3.

El siguiente resultado presenta la relación entre la tasa de fallas y la fdp de T
así como con la función de confiabilidad R(t) [13].

Teorema 1.1.6. Sea T , la v.a. que representa el tiempo de falla, f su fdp, y F (0) = 0,
con F su Fda y R su función de confiabilidad, entonces:

a. R(t) = e−
∫ t
0 h(s)ds.

b. f(t) = h(t)e−
∫ t
0 h(s)ds.

Demostración. Para demostrar (a) se retoma la ecuación (1.5) de la definición de tasa
de falla, al integrar ambos miembros de 0 a t, se obtiene lo siguiente,∫ t

0

h(s)ds =

∫ t

0

−R′(s)

R(s)
ds (1.6)

= − lnR(t)|t0 (1.7)
= − lnR(t) + lnR(0) = − lnR(t). (1.8)

La ecuación (1.8) se cumple ya que lnR(0) es cero si y solo si R(0) = 1 y esto se
cumple ya que F (0) = 0, por lo que se concluye (a).

9
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En el caso de (b) se obtiene el resultado al derivar ambos miembros de (a) 2.

De modo que la tasa de fallas determina a la fdp de T y viceversa. En el área
de confiabilidad es importante el tiempo promedio para la falla (TPPF) E[T ], este se
emplea en la selección de equipos y diseño de sistemas [22], el tppf se relaciona con
la función de confiabilidad, para demostrarlo es necesario ver el siguiente lema.

Lema 1.1.7. Supóngase que el tiempo promedio de falla E[T ] es finito, entonces

ĺım
b→∞

b(1− F (b)) = 0. (1.9)

Demostración. Dado que E[T ] es finita, entonces las “colas” de la distribución tien-
den a cero, lo cual implica que se satisfacen (1.10) y (1.11)

ĺım
b→∞

∫ ∞

b

tf(t)dt = 0, (1.10)

ĺım
b→−∞

∫ b

−∞
tf(t)dt = 0. (1.11)

Por otro lado, de la desigualdad de Markov, con b > 0 se sigue,

bP [T ≥ b] ≤ E[T ]. (1.12)

También se tiene que por la definición de E[T ] es cierto que,∫ ∞

b

tf(t)dt ≤ E[T ]. (1.13)

Al realizar la resta de (1.12) con (1.13) se obtiene,

bP [T ≥ b]−
∫ ∞

b

tf(t)dt ≤ 0, (1.14)

⇒ bP [T ≥ b] ≤
∫ ∞

b

tf(t)dt. (1.15)

Tomando el límite de (1.15) cuando b→∞, se obtiene,

0 ≤ ĺım
b→∞

bP [T ≥ b] ≤ ĺım
b→∞

∫ ∞

b

tf(t)dt = 0. (1.16)

Por lo tanto,
ĺım
b→∞

bP [T ≥ b] = 0. 2

El Lema 1.1.7 se utiliza para la prueba del siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Si E[T ] es finita, entonces

E[T ] =

∫ ∞

0

R(t)dt. (1.17)

10
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Demostración. De acuerdo con la definición de la función de confiabilidad R(t) se
sigue, ∫ ∞

0

R(t) =

∫ ∞

0

[∫ ∞

t

f(s)ds

]
dt. (1.18)

Se realiza una integración por partes con las siguientes variables,

u =

∫ ∞

t

f(s)ds; du = −f(t); dv = dt; v = t.

Luego, se sigue,∫ ∞

0

[∫ ∞

t

f(s)ds

]
dt =

[∫ ∞

t

f(s)ds

]∞
0

+

∫ ∞

0

tf(t)dt (1.19)

=

[∫ ∞

t

f(s)ds

]∞
0

+ E[T ] (1.20)

(
ĺım
t→∞

t(1− F (t))− 0 ·
∫ ∞

0

f(s)ds

)
(1.21)

=
[
ĺım
t→∞

tF (t)
]
+ E[T ]. (1.22)

Al aplicar el Lema 1.1.7 a la ecuación (1.22) se concluye la prueba del resultado. 2

La función de confiabilidad, la tasa de falla y el tiempo promedio para la falla
permiten el estudio del comportamiento de la ocurrencia de falla, todas se relacionan
con la fdp y Fda de la v. a. T , la cuál representa la distribución del tiempo para la falla.
En el presente trabajo se aborda el caso en el que T es una v. a. continua, sin embargo,
también existen estudios para el caso discreto [10]. Otras funciones de interés son la
función de riesgo acumulativa, y la función media de vida residual [11][12].

Definición 1.1.9. Sea T la v.a. que representa el tiempo de vida de una componente o
sistema, con f su fdp y h su tasa de falla, se definen las siguientes funciones:

Función de riesgo acumulada al tiempo t, denotada por H(t),

H(t) =

∫ t

0

h(τ)dτ.

Función media de vida residual al tiempo t, denotada por L(t),

L(t) =
1

R(t)

∫ ∞

t

τf(τ)dτ − t.
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1.2. Leyes de Falla
Existen distribuciones de probabilidad que se utilizan en el estudio del tiempo

de vida o tiempo para la falla de diversos artículos, dichas distribuciones se denominan
leyes de falla [22]. En lo que sigue se presentan algunas de las propiedades y caracte-
rísticas de estas distribuciones.

1.2.1. Exponencial
Esta es una ley de fallas ampliamente utilizada en la teoría de confiabilidad,

corresponde al caso en el que el tiempo para fallar de un artículo se distribuye de
manera exponencial. Sea T la v. a. que representa el tiempo para fallar de un artículo,
tal que, T ∼ exp(λ), de acuerdo con la Definición A.1.7, para t > 0, se obtiene lo
siguiente:

Su función de confiabilidad es,

R(t) = e−λt. (1.23)

Su tasa de fallas es,
h(t) = λ. (1.24)

Su tiempo promedio de falla es,

E[T ] =
1

λ
. (1.25)

Una propiedad importante de esta distribución es que su tasa de fallas es cons-
tante, es decir, que el riesgo de que ocurra una falla en el artículo es la misma en cada
momento de su periodo de vida útil.

Teorema 1.2.1. Sea T , la v. a. continua no negativa que modela el tiempo para fallar
de un artículo, T tiene una distribución expoencial si y solo si tiene una tasa de fallas
constante.

Demostración: Ver [13].

De acuerdo con [11], históricamente, el modelo exponencial fue el primer mo-
delo de distribución de la vida útil ampliamente discutido, debido en parte a la dispo-
nibilidad de métodos estadísticos simples para este, sin embargo, el supuesto de una
función de riesgo o tasa de falla constante es muy restrictivo, observado principalmen-
te en artículos o componentes del tipo eléctrico, por lo que la aplicabilidad del modelo
es limitada.

Epstein y Sobel [10] trabajaron con la distribución exponencial como modelo
probabilístico para estimar el tiempo de vida de dispositivos electrónicos en 1951 y

12
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desde entonces se ha convertido en una ley tradicional de fallas. Además de la tasa
de falla constante, esta distribución es interesante porque corresponde a la del tiempo
entre ocurrencias de fenómenos que se modelan como un proceso de Poisson [10].

Observación. La distribución exponencial corresponde al modelo de tiempo para la
falla de artículos en los que no hay un efecto de uso. Considere T ∼ exp(λ), la tasa
de fallas,

P (t ≤ T ≤ t+∆t|T > t) =
e−λt − e−λ(t+∆t)

e−λt
= 1− e−λ∆t. (1.26)

Por lo tanto, esta probabilidad condicional es independiente de t y solo depende de ∆t,
es decir, de la longitud del intervalo de observación. Se concluye que una ley de fallas
exponencial implica que la probabilidad de fallar es independiente del pasado, de ahí
que se considere como una distribución con la propiedad de pérdida de memoria [13].

Así, el modelo exponencial se puede emplear en componentes que nunca se
fatigan, es decir, que si un componente no ha fallado en su operación normal es igual
de bueno que un componente nuevo, como podría ser el caso de fusibles, cojinetes de
rubíes, por ejemplo. La característica de pérdida de memoria, propia de esta distribu-
ción, no es aplicable a diversos sistemas, como aquellos que fallan por algún proceso
de fatiga o desgaste, como corrosión, sin embargo, se suele utilizar como una primera
aproximación en el modelado de datos de tiempo de falla [2].

1.2.2. Weibull
En 1939, Waloddi Weibull propuso una distribución para describir la resisten-

cia a la rotura de materiales, la cual más tarde llevaría su nombre [10]. Es utilizada
principalmente en el estudio del tiempo de vida y/o tiempo para la falla de componen-
tes mecánicas.

La distribución de Weibull se considera como una ley de fallas tradicional y es
una de las más utilizadas en confiabilidad. Esta distribución es adecuada para modelar
datos de tiempos de falla, además es muy versátil, debido a que su función de riesgo
h(t) puede ser creciente, constante o decreciente.

En particular, esta distribución permite modelar el tiempo de vida de un siste-
ma o bien, su duración hasta antes de la falla, especialmente si el sistema consta de
muchas componentes, y experimenta la falla cuando alguna de las componentes falla.
Esta distribución se utiliza en diversos campos como el que dio lugar a su origen, es
decir, en la evaluación de resistencia de materiales o en el estudio de artículos cuyo
funcionamiento es del tipo mecánico. Sin embargo, tiene limitaciones, entre las cua-
les se puede destacar que no es adecuada para modelar fallas causadas por reacciones
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químicas o dentro de un proceso de degradación como corrosión [4] [11].

Sea T la v. a. que representa el tiempo para fallar de un artículo, tal que, T ∼
Weibull(α, β), de acuerdo con la Definición A.1.8, para t > 0, se obtiene lo siguiente:

Su función de confiabilidad es,

R(t) = e(αt)
β

. (1.27)

Su tasa de fallas es,
h(t) = βαβtβ−1. (1.28)

Su tiempo promedio de falla es,

E[T ] =
1

α
Γ

(
1 +

1

β

)
. (1.29)

Observación. Cuando se considera a β = 2 se obtiene una distribución Rayleigh [12]
la cual es interesante porque su tasa de fallas puede ser creciente o decreciente.

1.2.3. Gamma
La ley de falla Gamma es importante por su buen desempeño al modelar datos

de tiempos de falla, en [21] se investigó su uso en el estudio de confiabilidad de siste-
mas reparables con datos de falla faltantes. En lo que sigue se presenta su definición
y características.

La función de confiabilidad y la tasa de falla para esta distribución requieren
de la función gamma incompleta.

Definición 1.2.2. Sean x, k > 0, la función gamma incompleta I , está definida por
la siguiente regla de correspondencia,

I(k, x) =
1

Γ(k)

∫ x

0

uk−1e−udu. (1.30)

A partir de la Definición 1.2.2, para t > 0, se determina lo siguiente:

Su función de confiabilidad es,

R(t) = 1− I(k, λt). (1.31)

Su tasa de fallas es,

h(t) =
f(t)

R(t)
. (1.32)
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Observación. De acuerdo con [6], cuando el parámetro de forma k es un entero posi-
tivo, la nueva variable aleatoria tiene una distribución de Erlang, cuya fdp para t > 0
es,

f(t) =
λ

(n− 1)!
(λt)n−1e−λt. (1.33)

Su función de confiabilidad es,

R(t) =
n−1∑
k=0

(λt)k

k!
e−λt, (1.34)

para t ≥ 0 y n un entero positivo. El origen de la distribución de Erlang es la convolu-
ción de v.a.’s con distribución exponencial, es decir, si T1, T2, . . . , Tn son v.a.i.i.d. con
distribución exp(λ), entonces T1 + T2 + · · · + Tn ∼ Erlang(λ, n). Se ve así que la
distribución exponencial es un caso particular de la distribución Gamma.

Observación. Aún cuando el parámetro de forma no sea un entero positivo, se cumple
que la suma de v.a.i.i.d. gamma con el mismo parámetro de forma, siguen una distri-
bución gamma.

El parámetro de forma debe ser un número positivo, en los casos en los que
además es entero, es decir, k = 1, 2, . . . , se tiene que,

h(t) =
λktk−1

(k − 1)!
∑k−1

i=0 (λt)
i/i!

,

por lo que la tasa de falla es constante cuando k = 1, cuando k > 1, T tiene una tasa
de falla de tipo IFR, por otro lado, cuando k < 1 se tiene una tasa de falla de tipo DFR.
En cualquier caso la tasa de falla converge a λ cuando el valor de t tiende a infinito [2].

En la literatura es posible encontrar dos formas de escribir la función de den-
sidad de una variable aleatoria Gamma, con t > 0,

f(t) = λβtβ−1e−λt

Γ(β)
.

f(t) = tβ−1e−
t
θ

Γ(β)θβ
.

La escritura difiere por la interpretación que se le asocia a los parámetros. En
ambos casos β es el parámetro de forma, por otro lado, λ representa la tasa de ocu-
rrencia, es decir, ocurrencias por unidad de tiempo, mientras que θ corresponde a una
escala de dispersión.

Para explicar mejor esta parte, considérese el caso en el que β = 1, la dis-
tribución en ambas versiones es una exponencial, que se utiliza generalmente para
modelar el tiempo de espera necesario hasta que ocurre un evento, λ es la tasa de ocu-
rrencia por unidad de tiempo, y θ es el tiempo promedio que tarda en ocurrir el evento.
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La relación entre λ y θ es
λ =

1

θ
.

Por lo que, si la tasa de ocurrencia es muy grande, la escala o dispersión de
ocurrencias es pequeña y viceversa. Comprender la diferencia entre ambas versiones
de la distribución es útil cuando se trabaja con la distribución desde una biblioteca en
algún lenguaje de programación, ya que los lenguajes utilizan una versión u otra, y la
interpretación que le damos a los resultados depende de dicha comprensión.

1.2.4. Modelo Weibull Modificado
Existen otras leyes de fallas como la normal, la Pareto, la de Wald o gaussiana

inversa, la log normal, etc. También hay distribuciones importantes para el estudio
del caso discreto como la geométrica, todas ellas se pueden considerar leyes de fa-
lla tradicionales. Las leyes de falla no tradicionales corresponden por ejemplo a las
transformaciones o modificaciones de las antes mencionadas, un ejemplo es el mode-
lo Weibull Modificado.

En el estudio del comportamiento de las tasas de falla, se mencionó a la clase
BT, la cual se conforma por una tasa de falla decreciente en la etapa inicial, conoci-
da también como “etapa de mortalidad infantil”, posteriormente la tasa de falla del
sistema adquiere un comportamiento constante y finalmente acontece una tendencia
creciente, asociada a un proceso de deterioro o desgaste en el sistema [16].

El Modelo Weibull Modificado (MWM) permite estudiar simultáneamente las
distintas etapas de la curva de bañera a diferencia de la ley tradicional Weibull. A con-
tinuación, se presenta la definición de la distribución MWM [4].

Definición 1.2.3. Sea T una variable aleatoria continua, se dice que T tiene una distri-
bución MWM con parámetros a, c ≥ 0, b > 1 y d < 1 o bien, T ∼ MWM(a, b, c, d), si
su fdp es de la forma,

f(t) = atb + ctd, para t ≥ 0. (1.35)

Luego, su Fda es como sigue,

F (t) = 1− e−atb−ctd . (1.36)

A partir de la Definición 1.2.3 se determina lo siguiente:

Su función de confiabilidad es,

R(t) = e−at
b−ctd . (1.37)

Su tasa de falla es,
h(t) = ab(at)b−1 + cd(ct)d−1. (1.38)
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El tiempo promedio para la falla es,

E[T ] =

∫ ∞

0

e−at
b−ctddt.

Existen otras modificaciones como el Modelo Weibull Transmutado [4], así co-
mo nuevas leyes de falla como la de Pham [16], que buscan ajustar de mejor forma
distintos comportamientos en las tasas de falla. Sin embargo, como alternativa a los
modelos paramétricos (tradicionales o modificados) se han desarrollado estimadores
de funciones de supervivencia (que es análogo a la función de confiabilidad), uno de
los trabajos referentes es el de Edward L. Kaplan y Paul Meier, con el estimador que
lleva su nombre [2].

1.2.5. Gaussiana Inversa
La distribución Gaussiana Inversa (GI) también se conoce como distribución

de Wald, debido a que fue introducida por el estadístico Abraham Wald en la decada
de 1940 [7] en el ámbito del análisis secuencial. Esta distribución tiene aplicación en
áreas como las finanzas, la ecología y la confiabilidad.

La distribución GI surge como el tiempo hasta que un proceso de Wiener, de
tiempo continuo con parámetro de deriva γ > 0, y parámetro de dispersión σ2, cruza
por primera vez un umbral dado d > 0.

El parámetro de deriva γ, se interpreta como una tasa media de cambio por
unidad de tiempo, y en el contexto de confiabilidad modela la tendencia de degrada-
ción de un sistema.

El proceso de Wiener con deriva positiva es un proceso estocástico Gaussiano
{X(t), t ≥ 0}, que satisface X(0) = 0 y una de sus propiedades es que X(t) ∼
N(γt, σ2t), para cualquier t > 0 [11].

Se puede mostrar que la variable aleatoria T = ı́nf{t|X(t) = d} tiene la si-
guiente función de densidad,

f(t) =
d

σ
√
2πt3

exp

{
−(d− γt)2

2σ2t

}
,

para t > 0.
Esta función de densidad depende solo de d

γ
y d
σ

, por lo que es común repara-
metrizarla al definir µ = d

γ
y λ = d2

σ2 , de donde se obtiene la siguiente expresión.

f(t) =
λ

1
2

(2πt3)
1
2

exp

{
−λ(t− µ)2

2tµ2

}
,
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para t > 0.
Sea X una v. a. con dicha fdp, se dice que X ∼ GI(µ, λ), y tiene las siguientes

propiedades,

Valor esperado, E[X] = µ.

Varianza, V ar[X] = µ3

λ
.

Función de distribución acumulativa,

F (t) = Φ

[(
t

µ
− 1

)(
λ

t

1
2

)]
+ e

2λ
µ Φ

[
−
(
t

µ
+ 1

)(
λ

t

1
2

)]
,

con Φ(z) la Fda de una normal estándar.

Este es un modelo plausible en el estudio de confiabilidad de un sistema, en los
casos en los que la falla ocurre cuando un proceso de deterioro alcanza cierto nivel
identificado.

1.3. Estructura de Sistemas
Se inicia esta sección considerando un sistema formado por n componentes,

para posteriormente realizar un estudio estructural del sistema, que consiste en carac-
terizar la forma en que dichas componentes se relacionan para garantizar el funcio-
namiento del sistema.

Cada una de las componentes puede encontrarse de forma simple en uno solo
de dos posibles estados: en funcionamiento o falla. Para indicar si el i-ésimo compo-
nente está funcionando o no, se define la variable indicadora Xi como se muestra a
continuación,

Xi =

{
1, si la i-ésima componente funciona,
0, si la i-ésima componente no funciona. (1.39)

Al vector X = (X1, . . . , Xn) se le denomina vector de estado. De manera
similar se tiene una función indicadora del estado del sistema, esta es una función
ψ : {0, 1}n → {0, 1}, con regla de correspondencia como sigue,

ψ(X) =

{
1, si el sistema funciona,
0, si el sistema no funciona. (1.40)

Aunque ψ se presenta como una función indicadora, en realidad se trata de
una función de estructura , esta es importante para estudiar el sistema y la interacción
entre sus componentes, ya que no todas tienen la misma relevancia en el funciona-
miento del sistema, es posible que algunas de sus componentes no afecten de forma
significativa el funcionamiento general, como el caso de la campana en una bicicleta,
para ello se define el término de componente irrelevante.
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Definición 1.3.1. Dado un sistema con n componentes y función de estructura ψ, la
componente i, i ∈ {1, . . . , n}, se dice irrelevante si ψ(1i,X) = ψ(0i,X), para cualquier
X ∈ {0, 1}n, la notación (1i,X) y (0i,X), son vectores donde la i-ésima componente es 1
y 0, respectivamente.

Por lo tanto, la función estructura de un sistema no debería considerar com-
ponentes irrelevantes. Otra propiedad deseable es el ser no decreciente, esto quiere
decir que ψ(X) ≤ ψ(Y) si se cumple que Xi ≤ Yi para todo i ∈ {1, . . . , n}. Con estos
elementos se define el término de sistema coherente [18].

Definición 1.3.2. Un sistema con función de estructura ψ se dice sistema coherente si
no tiene componentes irrelevantes y ψ es no decreciente.

De la Definición 1.3.2 es posible establecer algunas propiedades, para más de-
talles ver [14]. Los sistemas en serie, en paralelo y k − out− of − n, son ejemplos de
sistemas coherentes y se definen a continuación.

Definición 1.3.3. Dado un sistema formado por n componentes, se dice que es un sis-
tema en serie si este funciona solo cuando todas sus componentes funcionan, es decir,

ψ(X) =

{
1, si Xi = 1,∀i = 1, . . . , n,
0, en otro caso. (1.41)

De manera equivalente, ψ(X) =
∏n

i=1Xi, o bien, ψ(X) = mı́n{Xi}.

Definición 1.3.4. Dado un sistema formado por n componentes, se dice que es un siste-
ma en paralelo si este funciona siempre que al menos una de sus componentes funcione,
esto es

ψ(X) =

{
1, si Xi = 1, para algún i = 1, . . . , n,
0, si Xi = 0,∀i = 1, . . . , n.

(1.42)

Lo cual también corresponde a decir que ψ(X) = 1 −
∏n

i=1(1 − Xi) o bien, ψ(X) =
máx{Xi}.

Definición 1.3.5. Dado un sistema formado por n componentes, se dice que un Sistema
k − out− of − n funciona si y solo si al menos k de n componentes están funcionando.
Como

∑n
i=1Xi es igual al número de componentes que no se encuentran en estado de

falla, la función estructura está dada por,

ψ(X) =

{
1, si

∑n
i=1Xi ≥ k,

0, si
∑n

i=1Xi < k.
(1.43)
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(a) Sistema en serie.

(b) Sistema en paralelo.

(c) Sistema 2 de 3.

Figura 1.4: Esquemas de los diferentes tipos de estructuras elementales, para el caso
k − out− of − n se utiliza el ejemplo 2 de 3.

Observación. Los sistemas en serie y en paralelo son ambos casos especiales de un
sistema k−out−of−n ya que estos son sistemas n−out−of−n y 1−out−of−n,
respectivamente.

Las estructuras en serie, en paralelo y k−out−of−n son llamadas estructuras
elementales, en la Figura 1.4 se presenta un esquema de la disposición de sus compo-
nentes. Un sistema puede tener una estructura de tipo elemental o una combinación
de ellas, en cuyo caso se denomina de estructura mixta, en el Ejemplo 1.3.6 se muestra
un caso de este tipo de sistemas.

Ejemplo 1.3.6. Considere un sistema formado por 4 componentes cuya estructura es
como se ilustra en la Figura 1.5, en el que se observa que el sistema funciona si y solo
si las componentes 1 y 2 funcionan y al menos una de las componentes 3 o 4 funcionan,
determinar su función de estructura.
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Solución. Su función estructura está dada por (1.44),

ψ(X) = X1X2máx(X3, X4). (1.44)

Se hace uso de la identidad máx{X1, . . . , Xn} = 1−
∏n

i=1(1−Xi), por lo tanto,
se obtiene

máx(X1, X2) = 1− (1−X1)(1−X2) = X1 +X2 −X1X2. (1.45)

Al sustituir (1.45) en (1.44) con las variables correspondientes, la función estruc-
tura se expresa como,

ψ(X) = X1X2(X3 +X4 −X3X4). (1.46)

Figura 1.5: Ejemplo de un sistema con estructura mixta.

Así como es comprensible que el funcionamiento del sistema depende exclusi-
vamente de qué componentes estén funcionando, es adecuado suponer que la confia-
bilidad de los sistemas dependerá de la confiabilidad de cada una de sus componentes.

La función de confiabilidad de un sistema al tiempo t, se denota como R(t), el
estado de un sistema al tiempo t también puede expresarse a través de la función de
estructura al incorporar al tiempo como un argumento, es decir,

ψ(X(t)) =

{
1, si el sistema funciona al tiempo t.
0, si el sistema no funciona al tiempo t.

Donde X(t) = (X1(t), . . . , Xn(t)) es el vector de estado del sistema al tiempo
t, yXi(t) el estado de la componente i-ésima al tiempo t, para i = 1, . . . , n. Las estruc-
turas elementales y mixtas se reescriben de forma análoga, al incorporar el parámetro
del tiempo en sus respectivas expresiones.

En lo que sigue se presenta el análisis de confiabilidad para las estructuras en
serie, en paralelo y k − out− of − n.
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1.3.1. Sistema en serie
De acuerdo con la Definición 1.3.3, un sistema conectado en serie funciona si y

solo si todas sus componentes funcionan. Por ejemplo, una lámpara conectada a una
pila, si la pila o la bombilla de la lámpara no funcionan, la lámpara en su conjunto
tampoco funciona. Supóngase que las componentes de un sistema en serie funcionan
de forma independiente y se quiere obtener la confiabilidad del sistema la cual se
denotará por R(t).

Teorema 1.3.7. Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo de vida o tiempo
de falla del sistema en serie, Ti la variable aleatoria que corresponde al tiempo de vi-
da del componente i, con i = 1, 2, . . . , n; y R(t), Ri(t) sus funciones de confiabilidad
respectivas. Si Ti es independiente de Tj , con i ̸= j, entonces,

R(t) =
n∏
i=1

Ri(t). (1.47)

Demostración. Por definición de confiabilidad se cumple (1.48)

R(t) = P (T > t) = P (T1 > t, T2 > t, . . . , Tn > t) (1.48)

= P (T1 > t)P (T2 > t) · · ·P (Tn > t)

=
n∏
i=1

Ri(t).

De donde se concluye el resultado. 2

Del Teorema 1.3.7 se observa que R(t) ≤ mı́n[R1(t), R2(t), . . . , Rn(t)], es de-
cir, para un sistema de n componentes con estructura en serie, la confiabilidad del
sistema es menor o igual que la confiabilidad de cada una de sus componentes.

Observación. Note en particular que si las variables aleatorias independientes Ti se
distribuyen exponencialmente con parámetros λi, i = 1, 2, . . . , n. Se tiene que,

R(t) = e−λ1e−λ2 · · · e−λn = e−(λ1+λ2+···+λn). (1.49)

Así, la confiabilidad del sistema corresponde a la de una variable aleatoria con distri-
bución exponencial y parámetro λ = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

1.3.2. Sistema en paralelo
Las fallas de una o más componentes que están conectados en paralelo gene-

ralmente no se detectan a menos que se realicen inspecciones periódicas. Para obtener
la confiabilidad de un sistema armado en paralelo considerando que sus componentes
funcionan independientemente una de otra, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 1.3.8. Sea T la variable aleatoria que determina el tiempo de vida o tiempo
para la falla del sistema en paralelo, Ti la variable aleatoria que determina el tiempo de
vida de la componente i, con i = 1, 2, . . . , n; yR(t),Ri(t) sus funciones de confiabilidad
respectivas. Si Ti es independiente de Tj , con i ̸= j, entonces,

R(t) = 1−
n∏
i=1

Fi(t). (1.50)

Donde Fi(t) = 1−Ri(t).

Demostración. De la definición de confiabilidad se sigue que,

R(t) = P (T > t) = 1− P (T ≤ t) = 1− F (t) = 1− P (T1 ≤ t, T2 ≤ t, . . . , Tn ≤ t).

Entonces,
R(t) = 1− [P (T1 ≤ t)P (T2 ≤ t) · · ·P (Tn ≤ t)] (1.51)

= 1−
n∏
i=1

Fi(t). 2 (1.52)

Del teorema anterior se puede notar queR(t) ≥ máx[R1(t), R2(t), . . . , Rn(t)],
esto significa que la confiabilidad del sistema en paralelo es mayor o igual que la con-
fiabilidad de cualquiera de sus componentes.

Observación. En algunos casos, las componentes de un sistema además de ser in-
dependientes entre sí todas tienen la misma función de confiabilidad, esto es que,
Ri(t) = r(t) para toda i = 1, .., n. Luego la función de confiablidad del sistema en
paralelo es R(t) = 1− [1− r(t)]n.

1.3.3. Sistema con estructura mixta
Para determinar la confiabilidad de este tipo de sistemas, es necesario realizar

el cálculo de la confiabilidad por partes, es decir, obtener primero la confiabilidad de
las componentes acopladas en serie y la confiabilidad de componentes acopladas en
paralelo, para que finalmente se determine la confiablidad del sistema con estructura
mixta. El siguiente ejemplo ilustra una situación del caso mixto.

Ejemplo 1.3.9. Considérese un sistema con un arreglo en serie y componentes en pa-
ralelo como lo ilustra la Figura 1.6. Suponga que se tiene información sobre la vida útil
de cada componente para un tiempo específico, las componentes C1 y C2 se encuentran
conectadas en paralelo con una confiabilidad de 0.85 y 0.74 respectivamente, en el tiempo
t = 6; y para las componentes C3 y C4 acopladas en paralelo, tienen confiabilidad de
0.80 y 0.56 respectivamente en t = 6. ¿Cuál es la confiabilidad de este sistema para t = 6?
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Figura 1.6: Diagrama de la estructura mixta del sistema del Ejemplo 2.3.9

Solución. Se obtiene primero la confiabilidad de las componentes C1, C2 acopla-
das en paralelo, es decir,

R1,2 = 1− [F1(6)F2(6)] = 1− [(1− 0.85)(1− 0.74)] = 0.961. (1.53)
Por otro lado, las componentes C3, C4, también están conectadas en paralelo, se sigue así
que su confiabilidad en t = 6, es como sigue,

R3,4 = 1− [F3(6)F4(6)] = 1− [(1− 0.80)(1− 0.56)] = 0.9612. (1.54)
Luego, la confiabilidad del sistema completo con arreglo en serie en t = 6, es

R(t = 6) = R1,2 ·R3,4 = (0.961)(0.9612) = 0.87643. (1.55)

De manera general se puede decir que cualquier sistema se puede representar
como un arreglo en serie de estructuras en paralelo o como un arreglo en paralelo de
estructuras en serie [18].

Se presenta a continuación la función de confiabilidad para los sistemas con
estructura más general.

1.3.4. Sistema k − out− of − n
De acuerdo con la Definición 1.3.5 un ejemplo de este tipo de sistemas es

un avión que funciona con 4 motores, pero si dos se descomponen y dos están en
funcionamiento, eso es suficiente para que el avión pueda volar, este es un sistema
2− out− of − 4.
Teorema 1.3.10. Sea T la variable aleatoria que determina el tiempo de vida o tiempo
para la falla del sistema k−out−of−n, Ti la variable aleatoria que determina el tiempo
de vida de la componente i, con i = 1, 2, . . . , n; yR(t) su función de confiabilidad. Si Ti es
independiente de Tj , con i ̸= j y además todas tienen la misma función de confiabilidad
r(t). Entonces,

R(t) =
n∑
i=k

(
n

i

)
(r(t))i(1− r(t))n−i. (1.56)
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Demostración: Ver [18].

Ejemplo 1.3.11. Considere un sistema formado por 6 unidades de bombeo en el que es
necesario que al menos 4 de ellas funcionen. Cada bomba tiene una fiabilidad del 88 %
para el tiempo t. ¿Cuál es la fiabilidad del sistema para el tiempo t?

Solución. Se trata de un sistema 4− out− of − 6, se tiene r(t) = 0.88, luego,

R(t) =
6∑
i=4

(
6

i

)
(0.88)1(0.22)6−i = 0.12953 + 0.37996 + 0.46440 = 0.97389. (1.57)

El efecto de aumentar el número de unidades necesarias para el funcionamien-
to del sistema, por ejemplo, que ahora el sistema sea 5 − out − of − 6 es que la
confiabilidad disminuiría, el caso de confiabilidad máxima se alcanza cuando se pro-
pone una estructura en paralelo, y el mínimo en la estructura en serie, tal como se
ilustra en la Figura 1.7.

Figura 1.7: Gráfica de los diferentes niveles de confiabilidad, para sistemas k − out−
of − 6, para distintos valores de k.

Ejemplo 1.3.12. Una PC es equipada con 3 tarjetas gráficas: AMD RX, NVIDIA RTX y
NVIDIA GTX, las cuales se conectan de manera independiente, se asume que en el estudio
donde será instalada habrá buenas condiciones de enfriamiento, limpieza, etcétera, por
lo que la tasa de falla de las tarjetas se asumirá constante, la tasa de falla está basada en
el porcentaje de clientes que han empleado la garantía de acuerdo a un conjunto de datos
disponibles [1], estas tasas de falla se presentan en la Tabla 1.1.

Determinar la confiabilidad del sistema de imagen al tiempo t, si de acuerdo a
los estándares del usuario se considera que el sistema funciona exitosamente cuando al
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Tabla 1.1: Datos de tasas de falla de tres tarjetas gráficas, Datos de Hard Zone, 2 de
enero 2025.

no. Nombre de la tarjeta Tasa de falla
1 AMD RX 5700 XT 0.0351
2 NVIDIA RTX 21700 0.046
3 NVIDIA GTX 1660 Ti 0.0121

menos 2 de las 3 tarjetas gráficas funcionan.

Solución. Bajo las condiciones mencionadas, la estructura del sistema es 2−out−of−3,
al considerar que funcionan de manera independiente y que cada tarjeta gráfica tendrá
una tasa de falla constante, es adecuado decir que sus funciones de confiabilidad serán
del tipo exponencial, estas son: R1(t) = e(−0.0351t), R2 = e(−0.046t) y R3(t) = e(−0.0121t).
La confiabilidad del sistema, la cual se denota por R(t), se obtiene de la suma de la con-
fiabilidad de todos aquellos casos en los que el sistema funciona exitosamente los cuales
se muestran en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2: Estados de un sistema 2− out− of − 3.

Tarjeta 1 Tarjeta 2 Tarjeta 3 Estado del sistema
Funciona Funciona Funciona Funciona

Falla Funciona Funciona Funciona
Funciona Falla Funciona Funciona
Funciona Funciona Falla Funciona

Falla Falla Funciona Falla
Falla Funciona Falla Falla

Funciona Falla Falla Falla
Falla Falla Falla Falla

La confiabilidad del sistema se obtiene de los estados de las tarjetas, tal como se
ve en la Tabla 1.3.

Tabla 1.3: Confiabilidad del sistema 2− out− of − 3 del Ejemplo 2.3.11

Tarjeta 1 Tarjeta 2 Tarjeta 3 Estado del sistema
e−0.0351t e−0.046t e−0.0121t e−0.0351t · e−0.046t · e−0.0121t

1− e−0.0351t e−0.046t e−0.0121t (1− e−0.0351t) · e−0.046t · e−0.0121t

e−0.0351t 1− e−0.046t e−0.0121t e−0.0351t · (1− e−0.046t) · e−0.0121t

e−0.0351t e−0.046t 1− e−0.0121t e−0.0351t · e−0.046t · (1− e−0.0121t)

Por lo tanto, la confiabilidad del sistema al tiempo t es,

R(t) = e−(0.0351+0.046)t + e−(0.046+0.0121)t + e−(0.0351+0.0121)t − 2e−(0.0351+0.046+0.0121)t.
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R(t) = e−0.0811t + e−0.0581t + e−0.0472t + e−0.0932t. (1.58)

Si las tres tarjetas tuviesen la misma función de confiabilidad r(t), entoncesR(t) =
3r(t)2 − 2r(t)3.
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CAPÍTULO 2

CÁLCULO DE LA CONFIABILIDAD

Tal como se ha mencionado, la función de confiabilidad permite estudiar las
características de un sistema como su tasa de falla, TPPF, entre otras, también hace
posible abordar preguntas de interés como la probabilidad de que una falla ocurra
en determinado tiempo. Para calcular dicha función se utiliza la información sobre
sus componentes, como la función de confiabilidad de cada una y de manera general
cómo se encuentran conectadas a través de la función de estructura, en lo que sigue se
abordan técnicas y principios para determinar o calcular la confiabilidad de un sistema
en un tiempo determinado.

2.1. Técnicas para calcular la confiabilidad de un sis-
tema

A continuación se presentan técnicas para el cálculo de la confiabilidad de un
sistema, aplicables a estructuras elemenatales y mixtas.

La información disponible sobre la estructura del sistema y la confiabilidad de
sus componentes es de utilidad en el estudio de la confiabilidad del sistema en con-
junto, en la siguiente definición se presenta una forma de reunir dicha información.

Definición 2.1.1. El vector de confiabilidad de un sistema de n componentes, viene
dado por p = (p1, p2, . . . , pn), con pi = P (Xi = 1), para i = 1, . . . , n. La función
de confiabilidad del sistema se denota por r, con r : [0, 1]n → [0, 1], tal que r(p) =
P (ψ(X) = 1), donde ψ es la función de estructura del sistema.

La Definición 2.1.1 expresa que, pi es la probabilidad de que la componente i
funcione (con i = 1, . . . , n), mientras que r(p) es la confiabilidad del sistema.
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Figura 2.1: Sistema mixto de 5 componentes.

2.1.1. Valor esperado de ψ(X)

Esta técnica parte del hecho de que la función ψ(X) es una función que toma
únicamente dos valores posibles 1 o 0. De acuerdo con la ecuación (2.1), se cumple que
E[ψ(X)] = P (ψ(X) = 1), se deduce así,

r(p) = P (ψ(X) = 1) = E[ψ(X)]. (2.1)

Ejemplo 2.1.2. Calcular la confiabilidad de un sistema de estructura mixta conformada
por 5 componentes, conectado como se muestra en el diagrama de bloques en la Figura
2.1, con la suposición de independencia entre componentes.

Solución. La función de estructura del sistema es,

ψ(X) = X1[1− (1− (1− (1−X2)(1−X3)))(1−X4)]X5], (2.2)

por lo tanto,

r(p) = E[ψ(X)] = E[X1] + (E[X4] + E[X3]− E[X3]E[X4] + E[X2]− E[X2]E[X4]

−E[X2]E[X3] + E[X2]E[X3]E[X4])E[X5]

= p1p2p5 + p1p3p5 + p1p4p5 − p1p2p3p5 − p1p3p4p5
−p1p2p4p5 + p1p2p3p4p5. (2.3)

2.1.2. Técnica del vector de trayectoria
Para emplear esta técnica es necesario definir lo que se denomina vector de

trayectoria.

Definición 2.1.3. Seaψ la función estructura de un sistema coherente de n componentes,
un vector de estado X se dice vector de trayectoria, si ψ(X) = 1.
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De modo que, un vector de trayectoria es cualquier vector de estado que implica
el funcionamiento del sistema, en consecuencia, la confiabilidad del sistema es igual a
la probabilidad de que el sistema se encuentre en un vector de trayectoria, es decir ,

r(p) = P (X es un vector de trayectoria). (2.4)

Ejemplo 2.1.4. Considerar nuevamente el sistema mixto de 5 componentes de la Figura
2.1, calcular la confiabilidad del sistema con la técnica del vector trayectoria.

Solución. De la Figura 2.1 se observa que existen 7 vectores trayectoria:

(1, 1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 1, 1) y
(1, 0, 0, 1, 1).

Por lo tanto, de acuerdo con la suposición de independencia entre las componentes, la
confiabilidad del sistema es la suma de las probabilidades de cada vector, tal como sigue

r(p) = p1p2(1− p3)(1− p4)p5 + p1p2p3p4p5 + p1p2p3(1− p4)p5 + p1p2(1− p3)p4p5

+p1(1− p2)p3(1− p4)p5 + p1(1− p2)p3p4p5 + p1(1− p2)(1− p3)p4p5. (2.5)

= p1p2p5 + p1p3p5 + p1p4p5 − p1p2p3p5 − p1p3p4p5
−p1p2p4p5 + p1p2p3p4p5. (2.6)

El Ejemplo 1.3.12 es también un ejemplo del uso de la técnica del vector tra-
yectoria.

2.1.3. Técnica del vector de corte
El concepto opuesto al vector de trayectoria es el que se denomina como vector

de corte, cuya definición es la siguiente.

Definición 2.1.5. Seaψ la función estructura de un sistema coherente de n componentes,
un vector de estado X se dice vector de corte si ψ(X) = 0.

Se tiene así que cualquier vector de estado X, es de trayectoria o de corte, por
lo tanto, la técnica del vector de corte para calcular la confiabilidad de un sistema es
de forma análoga a la del vector trayectoria, esto es

r(p) = 1− P (X es un vector de corte). (2.7)

Ejemplo 2.1.6. Calcular la confiabilidad de un sistema mixto y coherente conformado
por 4 componentes, las cuales se conectan como se que se presenta en el diagrama de
bloques de la Figura 2.2, con la suposición de independencia entre sus componentes y uti-
lizando la técnica del vector de corte.
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Solución. El sistema posee tres vectores de corte, los cuales son: (0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0) y
(1, 0, 0, 0), por lo tanto, la confiabilidad del sistema es,

r(p) = 1− [(1− p1)(1− p2)(1− p3)(1− p4)+

p1(1− p2)(1− p3)(1− p4) + (1− p1)p2(1− p3)(1− p4)]

= p4 + p3 − p3p4 + p1p2 − p1p2p4 − p1p2p3 + p1p2p3p4. (2.8)

Figura 2.2: Sistema mixto de 4 componentes.

2.1.4. Técnica de descomposición
Esta técnica se basa en identificar o seleccionar una componente clave Xk, y

descomponer la probabilidad de que el sistema funcione dependiendo de si dicha com-
ponente funciona o no, por lo tanto, si C = {la componente Xk funciona}, entonces,
la función de confiabilidad se puede escribir como sigue,

r(p) = P (El sistema funciona |C)P (C) + P (El sistema funciona |Cc)P (Cc).

También se puede ver como

r(p) = P (Sistema A funciona)P (la componente clave funciona)
+ P (Sistema B funciona)P (la componente clave no funciona).

(2.9)

Donde el SistemaA es una versión del sistema en que la componente k siempre
funciona, mientras que el sistema B es una versión que considera que la componente
k siempre en falla, por lo tanto, es posible reescribir (2.9) como

r(p) = r(1k,p)pk + r(0k,p)(1− pk). (2.10)
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Figura 2.3: Sistema mixto de 8 componentes.

Ejemplo 2.1.7. Calcular la confiabilidad de un sistema conformado por 8 componentes,
las cuales se conectan de acuerdo con el diagrama de bloques que se presenta en la Figura
2.3, con la suposición de independencia entre sus componenes utilizando la técnica del
vector de descomposición.

Solución. El sistema se conforma de 8 componentes, algunas de las cuales son más rele-
vantes que otras, por lo que se selecciona a la componente 2 como componente clave, se
obtiene así,

r(p) = P (Sistema A funciona)P (X2 = 1) + P (Sistema B funciona)P (X2 = 0)

El sistema A y el sistema B son como se ilustra en la Figura 2.4. El desarrollo del
cálculo de la confiabilidad es

r(p) = [p1(1− (1− (1− (1− p4)(1− p5))p6(1− p3p7))p8]p2 + (p1p3p7p8)(1− p2)

= p1p3p7p8 + p1p2p4p6p8 + p1p2p5p6p8 − p1p2p4p5p6p8

−p1p2p3p4p6p7p8 − p1p2p3p5p6p7p8 + p1p2p3p4p5p6p7p8. (2.11)

La componente clave puede ser cualquiera del sistema, sin embargo, es pre-
ferible que sea una con un lugar destacado dentro del sistema, para ello se pueden
emplear las siguientes definiciones de importancia de una componente.

Definición 2.1.8. La importancia estructural de una componente i en un sistema
coherente de n componentes es,

Iψ(i) =
1

2n−1

∑
{X|Xi=1}

[ψ(1i,X)− ψ(0i,X)], (2.12)

para i = 1, . . . , n.
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(a) Sistema A

(b) Sistema B

Figura 2.4: Descomposición de la confiabilidad del sistema.

Esta función contabiliza la cantidad de vectores de estado X , en las que el fun-
cionamiento de la componente i determina que el sistema funcione y lo divide entre
el número total de vectores estado posibles en los que la componente i funciona.

La Definición 2.1.8 se basa en el papel que cada componente tiene dentro de
la estructura, sin embargo, es importante valorar también la confiabilidad de cada
componente, para ello se tiene la siguiente definición.

Definición 2.1.9. La importancia de la confiabilidad de la componente i en un
sistema coherente de n componentes es

Ir(i) =
∂r(p)
∂pi

, (2.13)

para i = 1, . . . , n.

Observación. La importancia estructural, también denominada de Birnbaum [12], se
define a partir de las derivadas parciales de la función de confiabilidad, esta siempre
existe debido a que la función de confiabilidad es del tipo polinomial definida para
valores de pi ∈ [0, 1].

Ejemplo 2.1.10. Calcular la importancia estructural y de confiabilidad de cada compo-
nente para el sistema de la Figura 2.2.

Solución. La importancia estructural considera los 23 vectores estado posibles en los que
una componente i funciona, con i = 1, 2, 3, 4, para obtener Iψ(1), se considera a los
vectores estado en los que la componente 1 funciona, es decir,

(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 1), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0) y
(1, 0, 0, 0),
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luego se contabiliza en cuantos de ellos la falla de la componente 1 implica la falla del
sistema, es decir,

Iψ(1) =
1

8
[(1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + (1− 0) + (1− 1) + (1− 1)] =

1

8
.

De manera similar con el resto de componentes, de donde se obtiene que Iψ(2) = 1
8
, Iψ(3) =

3
8

y Iψ(4) = 3
4
.

Para calcular la importancia de la confiabilidad de cada componente se considera
que p = (0.5, 0.2, 0.7, 0.2). Para obtener Ir(1) se calcula la derivada parcial de (2.68)
con respecto a p1, de donde se sigue,

Ir(1) =
∂r(p)
∂p1

= p2 − p2p4 − p2p3 + p2p3p4 = 0.048, (2.14)

de manera similar se obtiene, Ir(2) = 0.12, Ir(3) = 0.72 y Ir(4) = 0.27.

En el Ejemplo 2.1.10 puede verse que aunque las componentes 2 y 4 tienen
el mismo valor de confiabilidad, no tienen la misma importancia en el sistema, tam-
bién se observa que al sumar el valor de la importancia de confiabilidad de todas las
componentes a diferencia de la importancia estructural no necesariamente suma 1.

2.2. Trayectoria mínima y conjuntos de corte míni-
mos

En secciones anteriores se mencionó que cualquier función de estrutura puede
representarse como un arreglo en serie de estructuras en paralelo o como un arreglo
en paralelo de estructuras en serie, en lo que sigue se abordará esta propiedad de los
sistemas, para ello es necesario presentar algunas definiciones.

Definición 2.2.1. Si X es un vector de trayectoria para un sistema con función de estruc-
tura ψ, y ψ(Y) = 0, para cualquier Y < X, se dice que X es un vector de trayectoria
mínima. Si X es un vector de trayectoria mínima, entonces, el conjunto conformado por
los índices de las componentes que funcionan, A = {i|Xi = 1} es llamado conjunto de
trayectoria mínima.

Se dice así que un conjunto de trayectoria mínima es un conjunto mínimo de
componentes cuyo funcionamiento asegura el funcionamiento del sistema.

Ejemplo 2.2.2. Considerar un sistema con estructura mixta conformado por 5 compo-
nentes, las cuales se conectan como se muestra en el diagrama de bloques de la Figura
2.5, determinar sus conjuntos de trayectoria mínima.

Solución. La función de estructura de dicho sistema es,

ψ(X) = máx{X1, X2}máx{X3X4, X5} (2.15)

35



CAPÍTULO 2. CÁLCULO DE LA CONFIABILIDAD

Figura 2.5: Segundo ejemplo de sistema mixto con 5 componentes.

= (X1 +X2 −X1X2)(X3X4 +X5 −X3X4X5), (2.16)

se identifican 4 vectores de trayectoria mínima (1, 0, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 1, 0)
y (0, 1, 0, 0, 1), por lo tanto, los conjuntos de trayectoria mínima son {1, 3, 4}, {1, 5},
{2, 3, 4} y {2, 5}.

Se puede notar que, el vector X = (1, 1, 1, 1, 0) es de trayectoria, pero no es
un vector de trayectoria mínima ya que, si Y = (1, 0, 1, 1, 0), ocurre que Y < X y
ψ(Y) = 1. Si un sistema tiene s vectores de trayectoria mínima, los conjuntos de
trayectoria mínima se denotan como A1, A2, . . . , As y se define la siguiente función
indicadora.

αj(X) =

{
1, si todas las componentes de Aj funcionan,
0, otro caso. (2.17)

Se tiene así que, un sistema va a funcionar si y solo si las componentes de al
menos un conjunto de trayectoria mínima están funcionando, esto es, si αj(X) = 1
para algún j = 1, . . . , s, esto se expresa como sigue,

ψ(X) =

{
1, si αj(X) = 1 para algún j,
0, si αj = 0 ∀j = 1, . . . , s.

(2.18)

o bien, de forma equivalente,

ψ(X) = máx
j
αj(X)

=
∏
i∈Aj

Xi. (2.19)

Se observa que αj(X) es una función de estructura en serie, por lo que la ecua-
ción (2.19), describe un sistema arbitrario como un arreglo en paralelo de estructuras
en serie.
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En la Figura 2.6 se presenta un tipo de estructura denominada como sistema
puente, para cuatro componentes y cómo cambia el esquema al considerar a los con-
juntos de trayectoria mínima.

(a) Sistema puente.
(b) Conjuntos de trayectoria mínima del sis-
tema puente.

Figura 2.6: Un sistema arbitrario visto como arreglo en paralelo de estructuras en serie.

De forma análoga al vector de trayectoria mínima, se encuentra el vector de
corte mínimo, el cual se define enseguida.

Definición 2.2.3. Si X es un vector de corte para un sistema con función de estructura
ψ, y ψ(Y) = 1, para cualquier Y > X, se dice que X es un vector de corte mínimo. Si
X es un vector de corte mínimo, entonces, el conjunto de índices de las componentes que
no funcionan, C = {i|Xi = 0} es llamado conjunto de corte mínimo.

En otras palabras, un conjunto de corte mínimo es el conjunto mínimo de com-
ponentes cuya falla asegura la falla del sistema.

Si un sistema tiene k vectores de corte mínimo, los conjuntos de corte mínimo
se denotan como C1, C2, . . . , Ck y se define la siguiente función indicadora.

βj(X) =

{
1, si al menos una componente de Cj funciona,
0, si todas las componentes de Cj fallan. (2.20)

O de manera equivalente,

βj(X) = máx
i∈Cj

Xi. (2.21)

Se dice así que un sistema falla si todas las componentes de un conjunto de
corte mínimo fallan, por lo tanto, se sigue que,

ψ(X) =
k∏
j=1

máx
i∈Cj

Xi. (2.22)
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La ecuación (2.22) corresponde a una estructura en paralelo de las componentes
de Cj , por lo tanto, se puede decir que, por medio de los conjuntos de corte mínimo,
la función de estructura de un sistema arbitrario se puede estudiar como un arreglo
en serie de estructuras en paralelo.

Ejemplo 2.2.4. Determinar la función de estructura con base en los conjuntos de corte
mínimo para el sistema puente con diagrama de bloques como en la Figura 2.6a.

Solución. Primero se identifican a los vectores de corte mínimo asociados al sistema,
estos son: (0, 0, 1, 1, 1), (0, 1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 0, 1) y (1, 1, 1, 0, 0), luego, los conjuntos de
corte mínimo asociados a cada uno de los vectores anteriores son: C1 = {1, 2}, C2 =
{1, 3, 5}, C3 = {2, 3, 4} y C4 = {4, 5}, de la ecuación (2.22), se desarrolla la función de
estructura como sigue

ψ(X) =
4∏
j=1

máx
i∈Cj

Xi

= máx{X1, X2}máx{X1, X3, X5}máx{X2, X3, X4}máx{X4, X5}

= [1− (1−X1)(1−X2)][1− (1−X1)(1−X3)(1−X5)]

[1− (1−X2)(1−X3)(1−X4)][1− (1−X4)(1−X5)]. (2.23)

En la Figura 2.7 se ilustra la representación de la función estructural con base
en los conjuntos de corte mínimos.

(a) Sistema puente.

(b) Conjuntos de corte mínimo del sistema puente.

Figura 2.7: Un sistema arbitrario visto como arreglo en serie de estructuras en paralelo.
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Observación. En secciones previas se presentaron las definiciones de vector de tra-
yectoria y vector de corte, es posible verificar que cualquier vector de estado se clasi-
fica en alguno de los dos tipos, por otro lado, los vectores de trayectoria mínima y de
corte mínimo, no son complementarios, existen vectores de estado que no satisfacen
ninguna de las dos definiciones correspondientes.

Las figuras presentadas para esquematizar la estructura de un sistema son de-
nominadas diagramas de bloques, y son una herramienta muy útil en la comprensión
de la confiabilidad de un sistema, el cual, a su vez puede representarse con diferentes
diagramas de bloques como aquellos que se basan en conjuntos de corte mínimo o
trayectoria mínima.

Otra herramienta visual recurrente en el estudio de la confiabilidad de un sis-
tema son los árboles de falla , los cuales presentan a la falla u otro evento de interés
denominado “evento tope", como una contingencia de eventos o fallas previos.

En los diagramas de bloques la falla se genera cuando algunas o todas las com-
ponentes fallan, en un árbol de fallas las causas del evento tope pueden ser fallas en
subsistemas o también situaciones externas, como una mala ejecución de los operado-
res o defectos en algún sistema complementario como de ventilación o abastecimiento.
Su construcción requiere el uso de una simbología estandarizada, tal como se muestra
en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Ejemplo de un árbol de falla.

Los árboles de falla permiten cuantificar la probabilidad de falla o la confiabi-
liad del sistema, al interpretar la unión y disyunción de los eventos básicos conside-
rados, bajo reglas de operación booleana, para ahondar en el tema se sugiere revisar
[22].
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2.3. Cotas para la función de confiabilidad

Al tener información sobre la estructura de un sistema y la confiabilidad de
sus componentes, bajo suposición de independencia, las técnicas vistas anteriormente
permiten determinar la función de confiabilidad del sistema en general, sin embargo,
aplicar dichas técnicas se convierte en una tarea más complicada conforme el número
de componentes aumenta, es por ello por lo que en lugar de describir explicitamente
a la función de confiabilidad, se desarrollan métodos que la acotan. En lo que sigue se
presentan dos métodos para acotar a la función de confiabilidad r(p) de un sistema.

2.3.1. Método de inclusión y exclusión

Para iniciar esta sección se retoman algunos resultados relacionados con la
probabilidad de la unión de eventos, tal como el siguiente.

Teorema 2.3.1. Si E1, E1, . . . , En son eventos definidos en un espacio de probabilidad
(Ω,F , P ), entonces se cumple,

P

(
n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

P (Ei)−
∑∑

i<j

P (EiEj) +
∑∑∑

i<j<k

P (EiEjEk)

− · · ·+ (−1)n+1P (E1E2 · · ·En). (2.24)

Demostración. Ver en Apéndice B.

Para probar uno de los resultados de interés en el método de inclusión y exclu-
sión es necesario ver primero el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. Del cálculo combinatorio se tiene que para n > 0 se satisface lo siguien-
te, (

n

i

)
−
(

n

i+ 1

)
+

(
n

i+ 2

)
− · · · ±

(
n

n

)
=

(
n− 1

i− 1

)
≥ 0, (2.25)

para 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. Ver en Apéndice B.

A continuación se presenta el resultado sobre el que se basa el método de in-
clusión y exclusión.

Teorema 2.3.3. Si E1, E1, . . . , En son eventos definidos en un espacio de probabilidad
(Ω,F , P ), entonces se cumplen las siguientes desigualdades.
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P

(
n⋃
i=1

Ei

)
≤

n∑
i=1

P (Ei)

P

(
n⋃
i=1

Ei

)
≥

n∑
i=1

P (Ei)−
∑∑

i<j

P (EiEj)

P

(
n⋃
i=1

Ei

)
≤

n∑
i=1

P (Ei)−
∑∑

i<j

P (EiEj) +
∑∑∑

i<j<k

P (EiEjEk)

...

El sentido de la desigualdad se va alternando conforme se agrega un nuevo tér-
mino de la expansión de P (

⋃n
i=1Ei).

Demostración. Ver en Apéndice B.

Acotar la probabilidad de una unión por medio de las desigualdades del Teo-
rema 2.3.3 es un método llamado de inclusión y exclusión . Para aplicar dicho método
a la función de confiabilidad se pueden considerar a los conjuntos de trayectoria mí-
nima A1, A2, . . . As, de una estructura dada ψ, a partir de ellos se definen eventos
E1, E2, . . . , Es, de la siguiente manera,

Ei = {todas las componentes de Ai funcionan}. (2.26)

Dado que el sistema funciona si y solo si al menos uno de los eventosEi ocurre,
entonces,

r(p) = P

(
n⋃
i=1

Ei

)
. (2.27)

Al tomar la función de confiabilidad r(p) como en (2.27) se puede aplicar el
método de inclusión y exclusión, se observa que las probabilidades de los sumandos
en las cotas son como sigue

P (Ei) =
∏
l∈Ai

pl

P (EiEj) =
∏

l∈Ai∪Aj

pl

P (EiEjEk) =
∏

l∈Ai∪Aj∪Ak

pl,

(2.28)

y así sucesivamente. Para entender la forma en que se describen a los indices de cada
producto considere el caso EiEj , para que dicho evento ocurra deben funcionar todas
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las componentes de Ai y Aj , es decir, todas las componentes del conjunto Ai ∪Aj , de
manera similar ocurre con el resto de eventos.

Observación. Cuando las pi’s son pequeñas, las probabilidades de intersección de
eventos Ei toman valores más pequeños conforme aumenta el número de intersec-
tandos, por lo que las cotas convergen más rapidamente.

Ejemplo 2.3.4. Considere la estructura o sistema puente (Fig. 2.6a), en el que todas
las componentes tengan la misma probabilidad de funcionar, es decir, pi = p para
i = 1, 2, . . . , 5. Acotar su función de confiabilidad.

Solución. Del Ejemplo 2.3.10 se tiene que los conjuntos de trayectoria mínima son: A1 =
{1, 4}, A2 = {1, 3, 5}, A3 = {2, 5} y A4 = {2, 3, 4}, se sigue así,

P (E1) = P (E3) = p2,

P (E2) = P (E4) = p3.
(2.29)

El número de eventos de la forma EjEj es
(
4
2

)
= 6, en 5 de ellos Ai ∪ Aj se

conforma de 4 elementos, y solo en uno la unión contiene a las 5 componentes, por lo que,

P (E1E2) = P (E1E3) = P (E1E4) = P (E2E3) = P (E3E4) = p4,

P (E2E4) = p5.
(2.30)

Por medio del método de inclusión y exclusión a través de los conjuntos de trayec-
toria mínima se obtiene,

4∑
i=1

P (Ei)−
∑∑

i<j

P (EiEj) ≤ r(p) ≤
4∑
i=1

P (Ei), (2.31)

al sustituir los valores obtenidos en (2.30) y (2.31) se tiene que

2(p2 + p3)− 5p4 − p5 ≤ r(p) ≤ 2(p2 + p3). (2.32)

Para este ejemplo r(p) = (p, p, p, p, p), si p = 0.2 entonces las cotas para la
función de confiabilidad son,

0.08768 ≤ r(0.2) ≤ 0.096. (2.33)

Por otro lado, si p = 0.1 se tiene

0.02199 ≤ r(0.1) ≤ 0.022. (2.34)

Al utilizar la técnica del valor esperado sobre la función de estructura del sistema
puente se obtiene r(0.2) = 0.08864 y r(0.1) = 0.02152, de donde se verifica la observa-
ción de que las cotas en este caso, convergen más rápido para valores de p pequeños.
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Así como es posible definir eventos con base en los conjuntos de trayectoria
mínima cuya unión es el evento en el que el sistema funciona, también es posible de-
finir eventos con base en los conjuntos de corte mínimo cuya unión es el evento en el
que el sistema falla.

SeanC1, C2, . . . Cr los conj. de corte mínimo, se definen los eventosF1, F2, . . . , Fr
como sigue,

Fi = {todas las componentes en Ci han fallado}. (2.35)

Debido a que el sistema falla si y solo si todas las componentes de al menos un
conjunto de corte mínimo fallan, se tiene que,

1− r(p) = P

(
r⋃
i=1

Fi

)
. (2.36)

Por el método de inclusión-exclusión se sigue,

1− r(p) ≤
r∑
i=1

P (Fi),

1− r(p) ≥
r∑
i=1

P (Fi)−
∑∑

i<j

P (FiFj),

1− r(p) ≤
r∑
i=1

P (Fi)−
∑∑

i<j

P (FiFj) +
∑∑∑

i<j<k

P (FiFjFk),

(2.37)

y así sucesivamente.

La probabilidad de los eventos Fi y de sus intersecciones es como sigue,

P (Fi) =
∏
l∈Ci

(1− pl),

P (FiFj) =
∏

l∈Ci∪Cj

(1− pl),

P (FiFjFk) =
∏

l∈Ci∪Cj∪Ck

(1− pl).

(2.38)

Observación. A diferencia del caso en que se consideran a los conjuntos de trayectoria
mínima, en el caso de los conjuntos de corte mínimo, la convergencia es más rápida
cuando los valores pi’s son más grandes.
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2.3.2. Segundo método para obtener las cotas de r(p)
Otra forma de acotar la función de confiabilidad r(p) requiere expresar la pro-

babilidad de que el sistema funcione como la intersección de eventos, los cuales, al
igual que en el método de inclusión y exclusión, se basan en los conjuntos de trayec-
toria mínima y de corte mínimo.

SeanA1, A2, . . . , As que denotan a los conjuntos de trayectoria mínima de una
estructura ψ, se definen los eventos D1, D2, . . . , Ds de la siguiente manera,

Di = {al menos una componente en Ai falla}. (2.39)

Dado que el sistema falla si y solo si al menos una componente de cada conjunto
de trayectoria mínima falla, entonces se cumple que,

1− r(p) = P (D1D2 · · ·Ds),

= P (D1)P (D1|D2) · · ·P (Ds|D1D2 · · ·Ds−1),
(2.40)

lo cual se obtiene de aplicar la regla del producto.

Es adecuado pensar que la información de que al menos una componente deA1

ha fallado, solo puede incrementar la probabilidad de que al menos una componente
de A2 falle, es decir,

P (D2|D1) ≥ P (D2). (2.41)

Para probar la desigualdad (2.41) se descompone P (D2) como sigue,

P (D2) = P (D2|D1)P (D1) + P (D2|Dc
1)P (D

c
1). (2.42)

Se observa que,

P (D2|Dc
1) = P{al menos una comp. en A2 falla | todas las comp. de A1 funcionan}

(2.43)
por lo tanto,

P (D2|Dc
1) = 1−

∏
j∈A2−A1

pj,

≤ 1−
∏
j∈A2

pj,

= P (D2).

(2.44)

De las ecuaciones (2.42) y (2.43) se tiene que,
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P (D2) ≤ P (D2|D1)P (D1) + P (D2)P (D
c
1), (2.45)

entonces,

P (D2)(1− P (Dc
1)) ≤ P (D2|D1)P (D1),

P (D2)(P (D1)) ≤ P (D2|D1)P (D1),

P (D2) ≤ P (D2|D1).

(2.46)

Por medio de un razonamiento similar se verifica que,

P (Di|D1 · · ·Di−1) ≥ P (Di). (2.47)

De las ecuaciones (2.39) y (2.46) se sigue,

1− r(p) ≥
s∏
i=1

P (Di), (2.48)

o de manera equivalente,

r(p) ≤ 1−
r∏
i=1

(
1−

∏
j∈Ai

pj

)
. (2.49)

Para obtener la cota inferior se consideran a los conjuntos de corte mínimo
correspondientes a la esctructura ψ, los cuales se denotan como C1, C2, . . . , Cr, y se
definen los eventos U1, . . . , Ur como,

Ui = {al menos una componente en Ci está funcionando}. (2.50)

Se puede ver que,

P (Ui) = 1−
∏
j∈Ai

(1− pj). (2.51)

Dado que el sistema funciona si y solo si todos los eventos Ui ocurren, se cum-
ple que,

r(p) = P (U1U2 · · ·Ur)
= P (U1)P (U2|U1) · · ·P (Ur|U1U2 · · ·Ur−1).

(2.52)

Por medio de un procedimiento similar al de la cota superior, se obtiene que,

P (U1) ≤ P (U1|U2), (2.53)

y de manera general
P (Di|D1 · · ·Di−1) ≥ P (Di). (2.54)
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De (2.49) y (2.51) se obtiene que,

r(p) ≥
r∏
i=1

P (Ui). (2.55)

Al sustituir (2.55) se tiene que,

r(p) ≥
r∏
i=1

(
1−

∏
j∈Ai

(1− pj)

)
. (2.56)

Por lo tanto, las cotas para la función de confiabilidad son,

r∏
i=1

(
1−

∏
j∈Ai

(1− pj)

)
≤ r(p) ≤ 1−

r∏
i=1

(
1−

∏
j∈Ai

pj

)
. (2.57)

Observación. Las cotas superior e inferior de r(p) son más cercanas a la función de
confiabilidad conforme menos elementos haya en la intersección entre los conjuntos
de trayectoria mínima o de corte mínimo.

Figura 2.9: Sistema 3− out− of − 4.

Ejemplo 2.3.5. Considere un sistema 3−out−of−4, tal como se presenta en la Figura
2.9, acotar la función de confiabilidad.

Solución. Se identifican los conjuntos de trayectoria mínima, los cuales sonA1 = {1, 2, 5}, A2 =
{1, 2, 4}, A3 = {1, 3, 4} y A4 = {2, 3, 4}, por otro lado, los conjuntos de corte mínimo
son C1 = {1, 2}, C2 = {1, 3}, C3 = {1, 4}, C4 = {2, 3}, C5 = {2, 4} y C6 = {3, 4}.

Al aplicar el segundo método para las cotas se obtiene,

(1− q1q2)(1− q1q3)(1− q1q4)(1− q2q3)(1− q2q4)(1− q3q4)
≤ r(p) ≤ 1− (1− p1p2p3)(1− p1p2p4)(1− p1p3p4)(1− p2p3p4),

(2.58)
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donde qi = 1− pi.

En el caso pi = 0.5, por ejemplo, al sistituir en (2.58) se obtienen los siguientes
valores para las cotas,

0.18 ≤ r(p) ≤ 0.59 (2.59)

Para calcular de forma exacta la confiabilidad del sistema se sustituyen los valores
correspondientes en el Teorema 2.3.3 y se obtiene que

r(p) =
(
4

3

)
(0.5)4 +

(
4

4

)
(0.5)4

= 5(0.5)4

= 0.3125.

(2.60)

Para casos en los que los conjuntos de trayectoria mínima y de corte mínino se
traslapen menos, se espera un mejor desempeño de las cotas.

2.4. Enfoque estadístico
El recurso básico del enfoque estadístico son las bases de datos conformadas

por tiempos de falla y en el caso de sistemas reparables también por los tiempos de
reparación, por lo tanto, es importante comenzar con la clasificación de los sistemas
en dos clases, no reparables o reparables, tal como se muestra en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Clasificación de sistemas [22].

Característica Sistemas no reparables Sistemas reparables

Condición operativa No se puede restaurar luego
de una falla.

Sí puede restaurarse luego de
una falla por medio de una
reparación distinta del reem-
plazo total.

Ciclo de vida útil
Termina cuando se presenta
una falla y debe reemplazar-
se.

Puede ocurrir más de una fa-
lla a lo largo de su vida útil.

Variable aleatoria de
interés Tiempo para la falla. Número de fallas en un perio-

do específico de tiempo.
Para caracterizar pro-
babilísticamente se re-
quiere

Tasa de fallas h(t).
Tasa de ocurrencia de fa-
llas λ(t) y tasa de reparación
µ(t).

Este enfoque tiene como objetivo obtener información sobre el tiempo de fun-
cionamiento de la componente o sistema, hasta que ocurre una falla, por lo tanto, es
necesario llevar a cabo un proceso inferencial sobre una muestra representativa de la
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población que corresponde al tipo de sistema estudiado.

La muestra se puede conformar por datos de tiempo medidos en segundos,
minutos, horas, etcétera, así como por datos de funcionamiento, como el número de
ciclos concluidos (en el caso de máquinas que no operan de forma continua), cantidad
de kilómetros recorridos, entre otros.

Es deseable caracterizar el tiempo para la falla de un sistema por medio de
una ley de falla como las vistas anteriormente, si los datos son de tipo discreto se
optaría por variables aleatorias de esta naturaleza como la distribución geométrica o
la binomial negativa.

2.4.1. Datos
Un dato es un elemento de la muestra aleatoria, se puede obtener por medio

de un método experimental o investigaciones de campo, así como a través de simu-
laciones. Las empresas pueden reunir dichos datos a través del monitoreo ordinario
del sistema o sistemas de interés, o bien, mediante pruebas de vida acelerada, ambos
son ejemplos de métodos experimentales, los cuales permiten obtener una muestra
representativa de la población a partir de la cual es posible hacer inferencias sobre su
distribución.

En el proceso de recolección de datos para obtener una muestra aleatoria, revi-
sar Definición 1.2.1, existen inconvenientes que deben tomarse en cuenta para realizar
una inferencia adecuada, estos suelen estar relacionados con el diseño del método de
observación, así como con errores humanos, para aclarar estos puntos se presentan
las siguientes definiciones.

El concepto de censura puede referir a distintos casos, a continuación se pre-
sentan dos de las clasificaciones de censura más utilizadas, las cuales se representan
en la Figura 2.10.

Definición 2.4.1. En términos de las condiciones de observación se definen los siguientes
tipos de censura, para una muestra conformada por n elementos.

Tipo I. Cada artículo es observado como máximo hasta un tiempo fijo. Sea ci el
tiempo máximo hasta el cual se puede observar el i-ésimo artículo, los datos obte-
nidos de la muestra son el conjunto DATA = {mı́n(ti, ci)|i = 1, . . . , n}.

Tipo II. Todos los artículos de la muestra son observados a partir del mismo instante
y se finaliza el registro después de que r fallas ocurren. Es decir, solo se observan
los primeros r tiempos de falla de la muestra, o bien DATA = {t(i)|i = 1, . . . , r}
y los otros n− r tienen el mismo tiempo de censura en común.
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Otros términos asociados al cocepto de censura corresponden a lo que se de-
nomina censura por la derecha, que se refiere al caso en el que no se observó o se
desconoce el tiempo de la ocurrencia de la falla y censura por la izquierda que se
refiere al caso en el que no se observó o se desconoce el inicio del periodo de funcio-
namiento del sistema. En la teoría de confiabilidad es más común tener casos en los
que el tipo de censura es por la derecha.

(a) Censura tipo 1 (b) Censura tipo 2

Figura 2.10: Los datos censurados ocurren cuando no es posible observar por completo
todos los tiempos de falla de los sistemas que conforman una muestra.

Observación La definición de censura tipo I admite que para una muestra se regis-
tren distintos tiempos de censura, sin embargo, en la teoría de confiabilidad es común
que el inicio y fin del tiempo de registro sea el mismo para todos los elementos de la
muestra. Lo anterior depende principalmente del diseño de la actividad de monitoreo.
La teoría de supervivencia está fuertemente ralacionada con la teoría de confiabilidad,
en ella es frecuente que las muestras con censura tipo I presenten datos de censura
distintos, ya que registran el inicio de una condición clínica así como la ocurrencia de
complicaciones, reinsidencia, etcétera, lo cual es de una naturaleza menos susceptible
de control.

Para comprender mejor estos conceptos se presenta el siguiente ejemplo [11].

Ejemplo 2.4.2. En una planta de pozos de producción de petroleo se utiliza un modelo
de bombas electro-sumergibles, se registran los tiempos de la primera falla para 53 de
dichas bombas, sin embargo, solo se observaron 49 tiempos de falla y los otros 4 fueron
censurados, en la Tabla 2.2 se presenta la información reunida.

Los tipos de censura I y II son controlados por el investigador, sin embargo,
en el desarrollo del experimento pueden perderse datos por una mala captura o re-
gistro, o bien, situaciones fuera del control del investigador, dichos tiempos de falla
perdidos también representan censura en el estudio de confiabilidad, existen investi-
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Tabla 2.2: Datos de tiempos de falla de bombas electro-sumergibles, en color azul los
datos censurados.

21.6 298.5 719.7 1282 2072 3595
63 373.6 737.6 1373 2259 4083

65.1 430.6 746.6 1447 2290 5804
83.3 434 756.7 1519 2554 6415
120.5 446.8 758.8 1589 2773 6550
121 516.8 977.9 1676 2894 6870

135.1 597.9 1082 1769 2939 6900
184.2 629.7 1082 1789 2969 7000
246.4 647.6 1178 1832 3438

gaciones que desarrollan modelos capaces de ajustar adecuadamente las propiedades
de los datos aún con información perdida, ver [21].

2.4.2. Estimación
Un sistema o componente puede comportarse de acuerdo con alguna de las le-

yes de falla vistas en secciones anteriores, para argumentar si se cuenta con evidencia
suficiente es necesario hacer uso de la inferencia estadística, lo cual es posible al rea-
lizar una estimación puntual o por intervalo de los parámentos de la ley considerada
a representar mejor los datos.

Los parámetros de una distribución son importantes ya que ellos dan informa-
ción sobre propiedades y características de la población que la distribución modela,
como la forma y escala, en el caso de las distribuciones Weibull y Gamma, o sobre la
media y la desviación estándar en el caso de la distribución Normal.

La estimación de un parámetro puede realizarse de forma puntual o por in-
tervalo. El método de máxima verosimilitud para la estimación puntual es relevante
debido a las propiedades que posee [3].

Definición 2.4.3. SiX1, . . . , Xn son v. a. i. i. d. de una población con fdp f(x|θ1, . . . , θk),
la función de verosimilitud está definida por,

L(θ|x) = L(θ1, . . . , θk|x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

f(xi|θ1, . . . , θk).

Para cada punto muestral x, sea θ̂(x) el valor del parámetro para el cual L(θ|x) alcan-
za su máximo como una función de θ, con un x fijo, entonces este es el estimador de
máxima verosimilitud (MLE) del parámetro θ, basado en la muestra X .
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Los MLE tienen propiedades importantes como la invarianza que se expresa
en el siguiente resultado.

Teorema 2.4.4. Si θ̂ es el MLE de θ, entonces h(θ̂) es el estimador de máxima verosimi-
litud de h(θ).

Demostración. Ver en [3].

Ejemplo 2.4.5. MLE para µ y λ los parámetros de media y forma, respectivamente, de
una población que se distribuye como una GI(µ, λ).

Se considera T1, . . . , Tn v. a. i. i. d., tales que Ti ∼ GI(µ, λ), y t1, . . . , tn obser-
vaciones o realizaciones de dichas v.a.’s, la función de verosimilitud es como sigue,

L(µ, λ|t) =
n∏
i=1

f(ti;µ, λ)

=
n∏
i=1

λ
1
2

(2πt3i )
1
2

exp

{
−λ(ti − µ)2

2tiµ2

}

=
λ

n
2

(2π)
n
2

n∏
i=1

t
− 3

2
i exp

{
n∑
i=1

(
−λ(t− µ)2

2tµ2

)}
.

(2.61)

Para un desarrollo más claro, se descompone la potencia del término exponencial
de la siguiente forma,

−λ(t− µ)2

2tµ2
=
−λt2

2tµ2
+

2tλµ

2tµ2
− λµ2

2tµ2

=
−λt
2µ2

+
λ

µ
− λ

2t
.

(2.62)

Por lo que, la suma de las potencias es,

n∑
i=1

(
−λ(t− µ)2

2tµ2

)
=
−λ
2µ2

n∑
i=1

ti +
nλ

µ
− λ

2

n∑
i=1

1

ti
. (2.63)

Para facilitar los cálculos se usa la función de logverosimilitud, por lo que al sus-
tituir (2.63) en (2.62) y aplicar el logaritmo se obtiene,

logL(µ, λ) =
n

2
log(λ)− n

2
log(2π) +

n∑
i=1

log
(
t
3
2
i

)
− λ

2µ2

n∑
i=1

ti +
nλ

µ
− λ

2

n∑
i=1

1

ti
.

Para maximizar esta función se obtiene la derivada parcial de logL con respecto
a cada parámetro, de donde se sigue,
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∂ logL

∂µ
=

λ

µ3

n∑
i=1

ti −
nλ

µ2
. (2.64)

Se deduce la ecuación score con base en (2.64) y se resuelve para µ, de donde se
obtiene,

λ

µ3

n∑
i=1

ti −
nλ

µ2
= 0,

λ

µ2

(∑n
i=1 ti
µ

− n
)

= 0,∑n
i=1 ti
µ

= n.

(2.65)

De lo anterior se obtiene que µ̂ =
∑n

i=1 ti
n

= t̄.

Para el caso del parámetro de forma, primero se obtiene la derivada parcial con
respecto a λ.

∂ logL

∂λ
=

n

2λ
−
∑n

i=1 ti
2µ2

+
n

µ
− 1

2

n∑
i=1

1

ti
. (2.66)

La ecuación score es,

n

2λ
−
∑n

i=1 ti
2µ2

+
n

µ
− 1

2

n∑
i=1

1

ti
= 0. (2.67)

Dado que aparece el parámetro µ, se utiliza su estimador, se sigue que,

n

2λ
=

1

2µ2

n∑
i=1

ti −
n

µ
+

1

2

n∑
i=1

1

ti

=
n2

2(
∑n

i=1 ti)
2

n∑
i=1

ti −
n2∑n
i=1 ti

+
1

2

n∑
i=1

1

ti

=
n2

2
∑n

i=1 ti
− n2∑n

i=1 ti
+

1

2

n∑
i=1

1

ti

=
1

2

n∑
i=1

1

ti
− 1

2

n2∑n
i=1 ti

,

(2.68)

en consecuencia, se tiene que,

1

λ
=

1

n

n∑
i=1

1

ti
− 1

t̄
, (2.69)
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por lo que, el estimador del parámetro de forma es,

λ̂ =

(
1

n

n∑
i=1

1

ti
− 1

t̄

)−1

. (2.70)

Es posible que al reunir datos sobre los tiempos de falla, algunos sean censura-
dos, en cuyo caso es importante considerar esta información de forma adecuada para
realizar la estimación de parámetros, ya que de lo contrario se podría subestimar la
confiabilidad del sistema.

Para el caso de la censura tipo I, es posible realizar el cálculo de estimadores
MLE, bajo las siguientes consideraciones.

La función de verosimilitud para una muestra con datos censurados requiere
definir dos conjuntos U = {i|ti < ci} y C = {i|ti > ci}, estos corresponden a los
elementos de la muestra cuyo tiempo de falla fue observado y los tiempos de falla que
fueron censurados, respectivamente, luego la función es como sigue

L(θ|t) =
∏
i∈U

f(ti; θ)
∏
j∈C

R(tj; θ). (2.71)

En algunos casos, la función de verosimilitud o logverosimilitud asociada a
un parámetro de alguna distribución, es complicada de derivar, por lo que se recu-
rren a métodos numéricos como Newton-Raphson, Nelder-Mead, o algoritmos como
la Estrategia de Evolución de Adaptación de Matriz de Covarianza (CMA-ES), etcétera.

Para ilustrar las diferencias entre la estimación de los parámetros de una dis-
tribución por MLE, excluyendo o incorporando a los datos de tiempo censurados, se
presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.6. Considere a los datos de tiempos para la falla de un modelo de bomba
electrosumergible, que se presentan en la Tabla 2.2, determinar si existe alguna ley de
falla que modele adecuadamente los datos, así como la estimación de sus respectivos pa-
rámetros.

Solución. Para realizar el ajuste se consideró como distribuciones candidatas a la expo-
nencial, Weibull y Gamma, primero sin considerar los datos censurados, y se calcularon
los MLE correspondientes, después se desarrolló el test de bondad de ajuste de Kolmogoróv-
Smirnov, los resultados se presentan en la Tabla 2.4.

A partir del número de elementos de la muestra, se calculan los valores críticos
para, rechazar o no, la hipótesis nula de que los elementos de la muestra provienen de
una determinada distribución, para distintos niveles de significancia, dichos valores se
reúnen en la Tabla 2.5.
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Tabla 2.3: Estimadores puntuales de diferentes distribuciones, para casos sin y con
censura.

Distribución Parámetros Todos los equipos han fallado Solo m equipos falla-
ron y w tienen tiem-
pos de falla censura-
dos

Exponencial λ λ = n∑
ti

λ = m∑m
i=1 ti+

∑w
j=1 tj

Weibull α α̂ =

(
n∑n

i=1 t
β̂
i

) 1

β̂

α̂ =(∑m
i=1 t

β̂
i +

∑w
j=1 t

β
j

n

) 1

β̂

β
∑n

i=1 t
β̂
i ln(ti)∑n

i=1 t
β̂
i

− 1

β̂
= 1

n

∑n
i=1 ln(ti)

∑m
i=1 t

β̂
i ln(ti)+

∑w
j=1 t

β̂
j ln(tj)∑m

i=1 t
β̂
i +

∑w
j=1 t

β̂
j

−
1

β̂
= 1

m

∑m
i=1 ln(ti)

Gamma λ λ̂ =
(n−1)(

∑n
i=1 ti)

2

n2
∑n

i=1(ti−t̄)2
Solución numérica

β β̂ =
n
∑n

i=1(ti−t̄)2
(n−1)

∑n
i=1(ti)

Solución numérica

Normal µ µ̂ = t̄ =
∑n

i=1 ti
n

Solución numérica

σ σ̂2 = 1
n−1

∑n
i=1(ti − t̄)2 Solución numérica

Tabla 2.4: Resultados del test de Kolmogorov para diferentes distribuciones.

Distribución Exponencial Weibull Gamma

Valor del estadístico de prueba 0.06526041 0.06504096 0.06326846

En la Figura 2.11 se presenta la Fda de cada distribución así como las estimaciones
obtenidas para los parámetros, puede verse que cualquiera de las tres distribuciones tiene
un ajuste adecuado, además de que el valor correspondiente a cada una queda por debajo
de los valores críticos para distintos niveles de significancia, sin embargo, con base en el
test de bondad de ajuste de la Tabla 2.4, se considera que la mejor opción es la distribución
Gamma con parámetros λ = 1465.628 y β = 0.9959.

Para determinar el mejor modelo, es recomendable aplicar otros criterios, se rea-
liza una comparación por medio del criterio Akaike [16], denotado como AIC , el cual
consiste en realizar el siguiente cálculo para cada distribución:

AIC = −2l(θ̂) + 2K +
2K(K + 1)

n−K − 1
,
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Tabla 2.5: Valores críticos del estadístico de Kolmogorov–Smirnov para distintos ni-
veles de significancia.

Tamaño de muestra “n” Significancia
20 % 15 % 10 % 5 % 1 %

> 35
1.07√
n

1.14√
n

1.22√
n

1.36√
n

1.63√
n

N = 49 0.15286 0.16286 0.17429 0.19429 0.23286

donde,

l(θ̂) es el logaritmo de la función de máxima verosimilitud evaluada en el vector
de parámetros estimados.

K es el número de parámetros.

n es el número de observaciones.

Los valores obtenidos se reúnen en la Tabla 2.6.

Tabla 2.6: Resultados del AIC para las distribuciones consideradas.

Distribución Exponencial Weibull Gamma

Valor del AIC 814.509312 816.684972 816.683746

La distribución identificada como el mejor modelo de acuerdo con el criterioAIC
es la exponencial, ya que es el menor valor de todos.

En este punto se propone incorporar los tiempos de falla censurados para tener
un acercamiento más realista a la confiabilidad del sistema, y se realiza nuevamente la
estimación puntual por MLE y se obtuvo que λ = 0.000494 el cual es un valor menor al
caso sin censura.

Una posible pregunta es, si alguna de las otras leyes de falla ofrecería un mejor
ajuste al considerar a los datos censurados en comparación con la distribución Exponen-
cial, debido a que el valor del estadístico de prueba K-S para la distribución Gamma,
fue el menor, también se realiza su análisis para el caso en el que se incorporan datos
censurados, y se estiman los parámetros de forma y escala con el MLE correspondien-
te, de acuerdo con 2.3, se requiere hacer un cálculo numérico, para lo cual se emplearon
funciones disponibles en Pyhton y se obtuvo:

λ = 2569.1527 (2.72)

β = 0.8004 (2.73)
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(a) Exponencial, exp(0.000682)

(b) Weibull, Weibull(0.9989, 1465.6389)

(c) Gamma, Gamma(0.9959, 1465.6280)

Figura 2.11: Ajuste de datos a diferentes distribuciones.
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Figura 2.12: Comparación entre el ajuste a la función de distribución acumulativa em-
pírica de los datos para el caso Exponencial cuando se consideran y cuando no se
consideran datos censurados.

De lo anterior se observa que el parámetro de forma es menor. Se realiza la
comparación de la Fda de la Exponencial y la Gamma considerando los nuevos pa-
rámetros con respecto a la función de distribución acumulada empírica, que también
considera los datos censurados, y se calcula por medio de los estimadores de Kaplan-
Meier [16], tal como se muestra en la Figura 2.13 y se aprecia que efectivamente tiene
un mejor ajuste cuando los estimadores incluyen la información censurada.

Un mejor ajuste implica una estimación de la confiabilidad más realista, tal
como se muestra en la Figura 2.14, cuando no se consideran los datos censurados se
puede obtener una subestimación de la confiabilidad del sistema.
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Figura 2.13: Comparación entre el ajuste a la función de distribución acumulativa em-
pírica de los datos para el caso Exponencial y Gamma cuando se consideran datos
censurados.

Figura 2.14: Comparación de la confiabilidad de un sistema para un ajuste de acuerdo
con la ley de fallas Exponencial cuando se consideran y cuando no se consideran los
datos censurados.
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En un sistema reparable los elementos de estudio son el número de fallas en un
periodo de tiempo determinado, el tiempo esperado para la siguiente falla o número
de fallas, es por ello por lo que es adecuado emplear los procesos de conteo, los cuales
son un tipo de proceso estocástico que contabiliza la ocurrencia de eventos de inte-
rés, dentro del contexto de confiabilidad este evento es la falla, en la siguiente sección
se presentan los tipos de procesos más empleados en el estudio de sistemas reparables.

3.1. Procesos contadores
Es importante definir un proceso de conteo como un proceso estocástico, se

tiene así lo siguiente.

Definición 3.1.1. Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y sea {N(t), t ≥ 0} un
proceso estocástico definido sobre él, {N(t)}t≥0, se dice que es un proceso de conteo
o proceso contador si N(t) representa el número total de “eventos” que han ocurrido al
tiempo t, por lo que un proceso de conteo cumple.

1. N(t) ≥ 0.

2. N(t) es de valor entero.

3. Si s < t, entonces N(s) ≤ N(t).

4. Para s < t, N(t)−N(s) corresponde al número de eventos en el intervalo (s, t].
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Si el número de eventos que ocurren en intervalos de tiempo disjuntos son
independientes, se dice que el proceso tiene incrementos independientes, esto es que
N(t) y N(t+ s)−N(t) son v. a. i. para s > 0.

Si el número de eventos que ocurren en un intervalo de tiempo depende solo
de la longitud del intervalo, se dice que el proceso tiene incrementos estacionarios,
es decir, N(t2)−N(t1) tiene la misma distribución que N(t2 + s)−N(t1 + s), para
t1 < t2 y s > 0, [17].

Un tipo de proceso de conteo muy importante es el proceso de Poisson, cuya
definición se presenta a continuación.

Definición 3.1.2. El proceso de conteo {N(t)}t≥0 se dice que es un proceso de Poisson
con tasa λ, λ > 0, si

1. N(0) = 0.

2. El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes.

3. P (N(h) = 1) = λh+ o(h).

4. P (N(h) ≥ 2) = o(h).

El término o(h) expresa a una función con la propiedad de que converge a 0,
más rápido que h cuando h → 0 [7], de forma más precisa, una función f , se dice de
orden o(h), si satisface lo siguiente,

ĺım
h→0

f(h)

h
= 0. (3.1)

Esta propiedad es importante y se interpreta como la imposibilidad de la ocu-
rrencia de más de un evento en intervalos muy pequeños de tiempo, es decir, que el
proceso no admite explosiones.

De manera equivalente se define un proceso de Poisson con tasa de ocurren-
cia λ, como aquel que satisface que N(0) = 0, tiene incrementos independientes y
N(t+ s)−N(s) ∼ Po(λt), para cualquier s ≥ 0.

Una propiedad importante de los procesos de Poisson es la siguiente.

Teorema 3.1.3. Dado un proceso de Poisson con tasa de ocurrencia λ, sean X1, X2, ...
v. a., tales que, Xi es el tiempo entre la i-ésima y la (i− 1)-ésima ocurrencia del evento,
el conjunto {Xn}n≥1 es llamado el conjunto de tiempos de interarribo, y son v. a. i. i. d.
con distribución exp(λ).

Demostración. Ver en [17].
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Una versión de este proceso se obtiene al no considerar dentro de la definición
que el proceso tenga incrementos estacionarios, se obtiene así lo que se denomina Pro-
ceso de Poisson No Homogeneo (NHPP), el cual se define a continuación.

Definición 3.1.4. El proceso de conteo {N(t)}t≥0 se dice no estacionario o Proceso de
Poisson no Homogéneo (NHPP), con función de intensidad λ(t), para t ≥ 0, si

1. N(0) = 0.

2. El proceso tiene incrementos independientes.

3. P (N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h).

4. P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λ(t)h+ o(h).

Tal como puede observarse la tasa de ocurrencia no es constante si no que es
una función del tiempo λ(t), la cual se asume positiva y continua por la derecha, sea
Λ(t) =

∫ t
0
λ(s)ds, se puede ver que,

P (N(t+ s)−N(t) = n) =
(Λ(t+ s)− Λ(t))n

n!
exp(−(Λ(t+ s)− Λ(t))).

Lo anterior significa que la variable aleatoria N(t+ s)−N(t) tiene una distri-
bución Poisson con media Λ(t+ s)−Λ(t) [17], por lo que a diferencia del proceso de
Poisson ordinario u homogéneo (HPP), los tiempos de interarribo no podrían ser v. a.
i. i. d.

Un HPP puede convertirse en un NHPP a través por ejemplo de realizar un
muestreo sobre los eventos ocurridos.

Ejemplo 3.1.5. Sea {N(t)}t≥0 un HPP con tasa de ocurrencia λ, que representa el tiempo
para la falla de un dispositivo eléctrico en una línea de producción, suponer que al tiempo
t ocurre un evento, pero este se registra con probabilidad p(t), se define a Nc(t) como el
número de fallas registradas al tiempo t, el proceso contador {Nc(t)}t≥0 es un NHPP.

3.2. Procesos de renovación
Para el caso de un HPP con tasa λ, se observó que sus tiempos de interarribo

tienen una distribución exponencial con media 1/λ, esto se interpreta como un reini-
cio en la distribución del tiempo para la ocurrencia de un nuevo evento a partir de la
ocurrencia previa.

La definición de proceso contador no involucra de alguna forma la caracteriza-
ción de tiempos de interarribo, sin embargo, es posible construir un proceso contador
a partir de la definición de los tiempos de interarribo, lo que da lugar a una herramien-
ta importante llamada procesos de renovación, los cuales, como su nombre lo indica,
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surgen a partir de la idea de que tras la ocurrencia de un evento se renueva la distri-
bución del tiempo para la siguiente observación.

Definición 3.2.1. Sea {Xn}n∈N, una sucesión de v. a. i. i. d. no negativas con Fda F , tal
que F (0) < 1, las cuales representan los tiempos de interarribo entre eventos, sea S0 = 0
y

Sn =
n∑
i=1

Xi, (3.2)

para n ≥ 1, se sigue que Sn es el tiempo para la n-ésima ocurrencia del evento de interés,
se define

N(t) = máx{n|Sn ≤ t}. (3.3)

A N(t) se le llama un Proceso de Renovación o RP(F) [17].

Un NHPP surge al considerar la tasa de ocurrencia como una función λ(t), en
lugar de una tasa constante como el caso de un HPP, esto se puede interpretar como
una transformación temporal al HPP, esta idea se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Sea {N(t)}t≥0 un NHPP con λ(t) = 2t, se tiene entonces que,

Λ(t) =

∫ t

0

2sds = t2.

La función Λ(·) es continua y monótona, a partir de ella se realiza un cambio de variable,
sea τ = t2, con t(τ) que indica el t que satisface que Λ−1(τ) = t o bien t =

√
τ , se define

M(τ) = N(t(τ)), luego, para cualesquiera τ2 > τ1 ≥ 0,

P (M(τ2)−M(τ1) = n) = P (N(t(τ2))−N(t(τ1)) = n).

Dado que {N(t)}t≥0 es un NHPP, se tiene que,

N(t(τ2))−N(t(τ1)) ∼ Po(Λ(t(τ2))− Λ(t(τ1))).

Por otro lado, Λ(t(τ)) = (t(τ))2 = (
√
τ)2 = τ , por lo que,

M(τ2)−M(τ1) ∼ Po(τ2 − τ1). (3.4)

Se tiene además que M(0) = N(t(0)) = N(0) = 0.

Sean (τ1, τ2) y (τ3, τ4) dos intervalos de tiempo disjuntos, se sigue que

M(τ2)−M(τ1) = N(t(τ2))−N(t(τ1)),

y
M(τ4)−M(τ3) = N(t(τ4))−N(t(τ3)),
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Los intervalos (t(τ1), t(τ2)) y (t(τ3), t(τ4)), o de forma equivalente para este
ejemplo (

√
τ1,
√
τ2) y (

√
τ3,
√
τ4) son disjuntos, por lo que las variables aleatoriasN(t(τ2))−

N(t(τ1)) y N(t(τ4))−N(t(τ3)) son independientes y en conseciencia también M(τ2)−
M(τ1) y M(τ4) −M(τ3), de donde se concluye que el proceso contador {M(τ)}τ≥0 es
de incrementos independientes.

Con el resultado de (3.4) se concluye que {M(τ)}τ≥0 es un HPP con tasa λ = 1.
Con este ejemplo se presenta la interpretación de que un NHPP se puede ver como un HPP
de tasa 1, si el tiempo se considera en el dominio τ = Λ(t).

La idea de transformación temporal también se aplica en los RP, dando lugar a
un tipo de proceso denominado, Proceso de Renovación con Tendencia o TRP [5], el
cual se define a continuación.

Definición 3.2.3. Sea λ(t) una función no negativa definida para t ≥ 0, que satisface
que Λ(t) =

∫∞
0
λ(u)du <∞ para cada t ≥ 0 y Λ(∞) =∞.

Además, sea F la Fda de una v. a. positiva con valor esperado 1. El proceso
T1, T2, . . . es llamado un Proceso de Renovación con Tendencia, denotado comoTRP (F, λ(·)),
si el proceso con tiempos transformados Λ(T1),Λ(T2), . . . es un Proceso de Renovación
RP (F ), esto es, si Λ(Ti)− Λ(Ti−1) para i = 1, 2, . . . son v.a.i.i.d. con función de distri-
bución F , donde T0 = 0.

Observación. Los TRP, contienen como casos particulares a los RP cuando Λ(·) es
la función identidad y a los NHPP, cuando la función Λ(·) convierte a la sucesión de
tiempos en un HPP, que es un caso particular de los RP cuando los tiempos de inter-
arribo se distribuyen de forma exponencial.

El tipo de proceso utilizado para estudiar un sistema reparable depende del
nivel de reparación que se considere, tal como se muestra en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Niveles de reparación

Nivel de reparación Descripción Modelo Ejemplo
Mínima El sistema queda tan

mal como antes de fa-
llar.

Proceso de Poisson No
Homogéneo

Cambiar un foco en un
sistema de alumbrado
público.

Perfecta El sistema queda tan
bueno como nuevo.

Proceso de Renovación. Reemplazar el motor en
una bomba de agua.

General Ni tan malo como antes
de fallar ni tan bueno
como nuevo.

Proceso de renovación
con tendencia.

Reacondicionamiento
de maquinaria textil.
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3.3. Análisis de Confiabilidad
En lo que sigue se presentan los elementos para llevar a cabo un análisis de

confiabilidad en sistemas reparables considerando una reparación de nivel general,
y la posibilidad de que los datos de tiempos de falla no se observen en su totalidad,
por lo que se estudia el sistema a través de un TRP, el cual se determina por medio
de parámetros propios de la ley de transformación temporal y de la distribución de
renovación.

3.3.1. Supuestos del modelo
Para llevar a cabo este análisis se consideran los siguientes supuestos.

1. Cuando una falla ocurre, se lleva a cabo un proceso de reparación general para
restaurar el sistema a su estado operacional.

2. El tiempo de reparación es despreciable.

3. La distribución de renovación para modelar el tiempo de vida del sistema en en
el dominio de tiempo transformado es Gamma.

4. El número total de fallas en un periodo determinado es conocido, aunque es
posible que no todos los tiempos de falla hayan sido observados.

El tercer punto en la lista se refiere a que la distribución de renovación del RP
obtenido después de una transformación temporal en un TRP, sea Gamma, esta supo-
sición es adecuada al considerar la propiedad que tiene dicha distribución de modelar
tasas de falla de tipo creciente, decreciente o constante, la distribución Weibull tam-
bién tiene dicha propiedad, sin embargo, se considera a la distribución Gamma debido
a otras características adicionales como la propiedad reproductiva.

El cuarto punto se puede presentar en diferentes situaciones prácticas, ya que
es posible que las empresas omitan la observación de los tiempos de falla de forma
completa (debido a ciertos factores humanos o de medición), sin embargo, en la ma-
yoría de casos sí realizan un registro del número de fallas y sus respectivas repara-
ciones, ya que implican un gasto de mantenimiento o interrupciones de las líneas de
producción.

3.3.2. Datos
La información de los tiempos de falla y del tiempo de censura del periodo de

observación, es importante para realizar el análisis, en lo que sigue se describe la no-
tación empleada.

64



CAPÍTULO 3. CONFIABILIDAD DE SISTEMAS REPARABLES

Se denota con T0 al tiempo de inicio de observación, y a Tc = τ , al tiempo
de censura. La sucesión completa de tiempos de falla del sistema se expresa como
T ∗
1 , T

∗
2 , . . . , T

∗
l donde l es el número total de fallas.

Cuando los tiempos de falla se observan de forma incompleta, los tiempos que
sí han sido observados se denotan como T = {(Ti, ki)|i = 1, . . . , n}, cada pareja
(Ti, ki), corresponde al i-ésimo tiempo de falla observado donde ki indica el lugar de
dicha observación en la sucesión de fallas del sistema, y n es el número total de tiem-
pos de falla observados, con n ≤ l.

Es decir que, T es un subconjunto de T ∗ = {T ∗
1 , T

∗
2 , . . . , T

∗
l }, es decir, T ⊆ T ∗

y solo cuando todos los tiempos de falla son observados T = T ∗. A partir de estos
conjuntos se definen los procesos de conteo de fallas completos e incompletos.

Definición 3.3.1. Un Proceso de Conteo de Fallas Incompleto IFCP es aquel en el que
se contabiliza el número de fallas ocurridas en un sistema reparable hasta un tiempo de
censura τ , así como los tiempos de falla, pero estos se observan de forma incompleta, la in-
formación de este proceso se reúne en el conjuntoData = {(Ti, ki), (τ, kτ ); i = 0, . . . , n}
donde kτ es el número total de fallas ocurridas y kn es el índice del último tiempo de falla
observado.

Un Proceso de Conteo de Fallas Completo CFCP es aquel en el que se observan
todos los tiempos de falla en el periodo con tiempo de censura τ .

A continuación se presenta un ejemplo de un IFCP.

Ejemplo 3.3.2. Suponga que un motor de tractor falló 5 veces dentro del periodo de ob-
servación y que se registraron los tiempos de falla en horas de la primera, tercera y quinta
falla, sus tiempos fueronT1 = 5161, T2 = 11288 yT3 = 18780, por lo que la información
se registra como {(5161, 1), (11288, 3), (18780, 5)}, el tiempo de censura τ = 20000 y
el número de fallas acumuladas hasta el tiempo de censura kτ también se registran, por
lo que la información recolectada se agrupa como Data = {(Ti, ki), (20000, 5); i =
0, 1, 2, 3} con T0 = 0 y k0 = 0.

3.3.3. Modelar TRP
De acuerdo con [21], modelar un IFCP presenta desafíos, como el hecho de que

los tiempos de falla observados y no observados son estadísticamente dependientes o
bien s-dependientes, otra posible situación es que los tiempos no observados previos
al tiempo de censura podrían ser consecutivos y s-dependientes, en consecuencia se
considera complicado modelar directamente el IFCP.

Como alternativa se propone modelar primero el CFCP subyacente usando un
TRP, con lo cual, la sucesión de tiempos de falla después de una transformación del

65



CAPÍTULO 3. CONFIABILIDAD DE SISTEMAS REPARABLES

dominio de tiempo sigue un RP.

De acuerdo con la Definición 3.2.3., el TRP se denota como TRP (F, λ(·)), con
F la distribución de los tiempos de interarribo entre eventos, sujetos a una transfor-
mación definida a partir de λ, la función de tendencia.

Con base en el modelo de CFCP subyacente, un punto (Ti, ki) del IFCP en el
dominio de tiempo original, es transformado a un punto (Λ(Ti), ki) en el dominio de
tiempo transformado, observar Figura 3.1.

Figura 3.1: Esquema de la transformación del dominio de tiempo por medio de la fun-
ción Λ(·), los círculos vacíos representan tiempos de falla perdidos o no observados,
los círculos con relleno son aquellos tiempos de falla que sí fueron observados.

En la Figura 3.1 se observa que los tiempos de falla perdidos en el dominio origi-
nal, también lo son en el dominio de tiempo transformado, en consecuencia, los tiem-
pos de falla transformados e incompletos Λ(T1), Λ(T2), . . . ,Λ(Tn) no siguen un RP.
Sin embargo, los tiempos de interarribo ∆Ti = Λ(Ti)−Λ(Ti−1) para i = 1, . . . , n son
estadísticamente independientes (s-independientes) en el dominio de tiempo transfor-
mado, esto facilita el estudio de la confiabilidad del sistema.

De manera específica, ∆Ti es una suma de v. a. i. i. d. con distribución F , la
cantidad de sumandos se determina por ∆ki con ∆ki = ki − ki−1.

En este análisis la distribución de renovación F corresponde a la de una v. a.
Gamma, en un TRP, de acuerdo con la Definición 3.2.3, es necesario que la distribu-
ción de renovación tenga un valor esperado igual a 1, esto implica una restricción o
condición sobre la función de densidad.

Sea T ∼ Gamma(α, β), con fdp como en (3.5), entonces, E[T ] = αβ, de
acuerdo con la restricción, se debe cumplir que, αβ = 1, por lo tanto,

α =
1

β
. (3.5)

Se sustituye (3.6) en (3.5) y se obtiene así la expresión para la fdp en t, con un
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único parámetro β.

f(t; β) =
1

Γ(β)
ββtβ−1e−βt, (3.6)

para t > 0.

Esta restricción es importante para la identificación del modelo, ya que permi-
te determinar de forma única a los parámetros de la distribución de renovación y de
la función de tendencia [21].

Con base en (3.7) se deriva la distribución del tiempo transcurrido entre dos
fallas observadas, denotado por ∆Ti = Λ(Ti) − Λ(Ti−1). Se puede ver que ∆Ti es la
suma de ∆ki = ki − ki−1 v. a. i. i. d. Gamma(1/β, β).

Por la propiedad reproductiva de la distribución de renovación dentro de los
supuestos del modelo, ∆Ti es una v. a. con distribución Gamma con parámetro de
escala igual a 1/β y parámetro de forma β∆ki o bien, ∆Ti ∼ Gamma(1/β, β∆ki).

Debido a que, ∆Ti = Λ(Ti) − Λ(Ti−1), se requiere especificar a la función de
transformación del tiempo Λ(·), la cual a su vez, depende de la función de tendencia
λ(·).

La función de tendencia incorpora el efecto de deterioro del sistema a través
del tiempo así como los efectos de las reparaciones. Para este modelo, la función de
tendencia λ(·), es del tipo ley potencia, como en sigue,

λ(t) = abtb−1, (3.7)

dicho modelo de función es frecuentemente utilizada en la teoría de TRP.

Con base en la función de tendencia, la transformación del tiempo o temporal
expresada por Λ(·), es como sigue,

Λ(t) =

∫ t

0

λ(u)du

=

∫ t

0

abub−1du

= atb,

(3.8)

con a y b, dos parámetros constantes positivos.
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3.3.4. Estimación de los parámetros
Los parámetros del modelo son θ = (a, b, β), estos se pueden estimar por me-

dio del Método de Máxima Verosimilitud, o MLE, dicho método requiere de la función
de verosimilitud, L(θ|Data), donde Data = {(Ti, ki), (τ, kτ ), i = 1 . . . , n}, la infor-
mación de tiempos de falla observados, tiempo de censura y número de fallas antes
del tiempo de censura.

Dado que los tiempos de interarribo∆Ti, para i = 1, . . . , n, son s-independientes,
la función L(θ|Data), se define como,

L(θ|Data) =
n∏
i=1

{f∆(∆Ti; β)λ(Ti)} ×R(τ ;Tn, kτ , kn). (3.9)

En la ecuación (3.11) se incorpora a la función de confiabilidad,R(τ ;Tn, kτ , kn),
que se evalúa en el tiempo de censura τ y depende del último tiempo de falla registra-
do Tn, el número total de fallas observadas hasta el tiempo de censura, denotado por
kτ , y el índice de la última falla observada, kn.

La función de confiabilidad explica el efecto de censura, la cual no es conven-
cional ya que es posible que kτ − kn fallas ocurran desde el último tiempo de falla
observado hasta el tiempo de censura.

El primer tiempo de falla no observado después del tiempo de censura τ co-
rresponde a la r-ésima falla ocurrida después de la última falla observada, con r =
kτ − kn + 1.

Los tiempos de falla no observados desde el tiempo Tn, hasta el tiempo de la r-
ésima falla, se denotan conX1, X2, . . . , Xr, se desarrolla así la función de confiabilidad
de la siguiente forma,

R(τ ;Tn, kτ , kn) = P (Xr−1 ≤ τ,Xr > τ)

= P (Λ(Xr−1) ≤ Λ(τ),Λ(Xr) > Λ(τ))

= P (Λ(Xr−1)− Λ(Tn) ≤ Λ(τ)− Λ(Tn)

,Λ(Xr)− Λ(Tn) > Λ(τ)− Λ(Tn)).

(3.10)

Se define a U = Λ(Xr−1)− Λ(Tn) y a V = Λ(Xr)− Λ(Tn), se sigue así que,

R(τ ;Tn, kτ , kn) = P (U ≤ Λ(τ)− Λ(Tn), V > Λ(τ)− Λ(Tn))

= FU(Λ(τ)− Λ(Tn))− FU,V (Λ(τ)− Λ(Tn),Λ(τ)− Λ(Tn)) .

(3.11)

En la Figura 3.2 se muestra una representación gráfica de la región de interés
para calcular la función de confiabilidad dada en (3.13).
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Figura 3.2: Interpretación gráfica de la región correspondiente a la función de confia-
bilidad.

En (3.13),FU,V (u, v) es la función de distribución acumulada conjunta de (U, V ),
la distribución de U y V se pueden obtener directamente de la suposición de que los
tiempos de renovación se distribuyen como una Gamma.

Se observa que V = U + Λ(Xr) − Λ(Xr−1), por lo tanto, U y V son s-
dependientes.

Se aborda el cálculo de R(τ ;Tn, kτ , kn), considerando dos casos, cuando hay
o no tiempos de falla perdidos en el intervalo (Tn, τ ], es decir, de si kτ − kn = 0 o
kτ − kn > 0, como se observa en la Figura 3.3, se tiene así el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3. La función de confiabilidad R(τ : Tn, kτ , kn), se deduce para dos posi-
bles casos:

Si kτ = kn, entonces

R(τ ;Tn, kτ , kn) = 1− F (Λ(τ)− Λ(Tn); 1/β, β) (3.12)

Si kτ > kn, entonces

R(τ ;Tn, kτ , kn) =FU(Λ(τ)− Λ(Tn))

−
∫ Λ(τ)−Λ(Tn)

0

{f(x; 1/β, (kτ − kn)β)

× F (Λ(τ)− Λ(Tn)− x; 1/β, β)} dx.

(3.13)

Demostración. La prueba de divide en dos casos.
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(a) kτ − kn = 0

(b) kτ − kn > 0

Figura 3.3: Para calcular la función de confiabilidad es necesario identificar si hay o
no tiempos de falla perdidos entre la última observación y el tiempo de censura.

Si kτ = kn, no hay tiempos de falla perdidos entre la última observación y
el tiempo de censura, por lo que solo existe X1, esto implica que solo se realizan los
cálculos con V , luego

R(τ ;Tn, kτ , kn) = P (V > Λ(τ)− Λ(Tn)), (3.14)

en este caso V ∼ Gamma(1/β, β), por lo tanto,

R(τ ;Tn, kτ , kn) = 1− F (Λ(τ)− Λ(Tn); 1/β, β). (3.15)

Si kτ > kn, es necesario obtener la Fda conjunta FU,V (u, v), para ello se define
aW = Λ(Xr)−Λ(Xr−1), por lo que V = U +W , de acuerdo a su definición, se sigue
así que,
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FU,V (u, v) = P (U ≤ u, V ≤ v)

= P (U ≤ u, U +W ≤ v)

= P (U ≤ u,W ≤ v − U)

=

∫ u

0

∫ v−x

0

fU,W (x, y)dydx.

(3.16)

A diferencia de U y V , las variables U y W son independientes, por lo que,
fU,W (u,w) = fU(u)fW (w), luego,

fU,W (u,w) = f(u; 1/β, β(kτ − kn))× f(w; 1/β, β). (3.17)

Es decir, U ∼ Gamma(1/β, β(kτ − kn)) y W ∼ Gamma(1/β, β), de esa
forma (3.18) es como sigue,

FU,V (u, v) =

∫ u

0

∫ v−x

0

fU(x)× fW (y)dydx

=

∫ u

0

fU(x)

∫ v−x

0

fW (y)dydx

=

∫ u

0

fU(x)FW (v − x)dx

=

∫ u

0

f(u; 1/β, β(kτ − kn))× F (w; 1/β, β)dx.

(3.18)

Al sustituir la Fda conjunta en (3.13) se concluye la prueba del resultado 2.

Se calcula ahora la función de logverosimilitud, denotada como l(θ|Data), cu-
ya expresión es como sigue,

l(θ|Data) =
n∑
i=1

{log f∆(∆ti = Λ(Ti)− Λ(Ti−1); β) + log λ(Ti)}

+ logR(τ ;Tn, kτ , kn),

(3.19)

la notación f∆(∆ti; β) corresponde a su respectiva fdp, por lo tanto,

l(θ|Data) =
n∑
i=1

{− log Γ(β∆ki) + β∆ki log β + (β∆ki − 1) log[Λ(Ti)− Λ(Ti−1)]

− β[Λ(Ti)− Λ(Ti−1)] + log λ(Ti) }+ logR(τ ;Tn, kτ , kn).

(3.20)

Al evaluar en la función de tendencia λ(t) = abtt−1 y la función de transfor-
mación temporal Λ(t) = atb, se obtiene,
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l(θ|Data) =
n∑
i=1

{− log Γ(β∆ki) + β∆ki(log a+ log β)+(
β∆ki − 1)[log(T bi − T bi−1)] −βa(T bi − T bi−1) + (b− 1) log Ti

}
+ n log b+ logR(τ ;Tn, kτ , kn).

(3.21)

El último sumando depende de qué caso se tenga para la función de confiabi-
lidad, si kτ = kn,

R(τ ;Tn) =1− 1

Γ(β)

∫ β(aτb−aT b
n)

0

uβ−1e−udu. (3.22)

Por otro lado, si kτ > kn, se toma ∆k = kτ − kn, se tiene entonces que,

R(τ ;Tn, kτ , kn) =
1

Γ(β(∆k))

∫ β(aτb−aT b
n)

0

uβ(∆k)−1e−udu

−
∫ aτb−aT b

n

0

[
ββ(∆k)

Γ(β(∆k))
xβ(∆k)−1e−βx

× 1

Γ(β)

∫ β(aτb−aT b
n−x)

0

uβ−1e−udu

]
dx.

(3.23)

Después de identificar el caso correspondiente se debe aplicar el logaritmo a
la función R(τ ;Tn, kτ , kn), y de esa forma se completa la expresión de la función de
logverosimilitud.

Los estimadores de los parámetros del modelo θ̂ = (â, b̂, β̂), se obtienen como,

θ̂ = argmáx
θ∈R3
{l(θ|Data)}. (3.24)

En este caso maximizar la función de logverosimilitud de forma clásica por
medio de la derivación es una tarea compleja, ya que se encuentra la función Gamma
y cuando kτ > kn la función de confiabilidad es aún más complicada.

3.3.5. Simulación
En este trabajo se desarrolló el proceso de estimación empleando herramientas

de optimización en el lenguaje de programación Python, sobre un conjunto de datos
simulados.

De manera general, la simulación de este modelo considera los siguientes pa-
sos:
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1. Simular un CFCP, a partir de valores a, b y β conocidos.

2. Definir un porcentaje p de pérdida, y eliminar de forma aleatoria la proporción
de datos correspondiente a dicho porcentaje.

3. Guardar la información del IFCP.

4. Definir la función de logverosimilitud para los dos posibles casos de la función
de confiabilidad.

5. Mandar a llamar a la función de logverosimilitud con el IFCP obtenido y aplicar
un método de optimización en Python.

6. Comparar las estimaciones obtenidas con los valores reales de a, b y β.

En lo que sigue se describen los pasos realizados y se presentan los resultados
obtenidos.

Primero se generan el CFCP y el tiempo de censura en el dominio de tiempo
transformado y posteriormente se transforman al dominio original de tiempo.

El tiempo de censura τ_trans se obtiene de una distribución uniforme,U(15, 20),
se sabe que los tiempos de falla en el dominio de tiempo transformado siguen un RP
con función de distribución Gamma(1/β, β), por lo que se obtienen estos datos para
β = 2 de una función generadora de números pseudoaleatorios.

Conforme son generados se conservan en una lista Tiempos_trans hasta que
se rebasa el tiempo de censura τ_trans, y se conservan todos los tiempos de falla me-
nores con lo que se tiene un CFCP en el dominio de tiempo transformado.

La función de transformación temporal es Λ(t) = atb, por lo que los datos
generados son tiempos {Λ(t1),Λ(t2), . . . ,Λ(tn)}, para regresar al dominio de tiempo
original, es necesario aplicar la inversa de la función de transformación temporal, es
decir,

Λ−1(t) = b
√
t/a. (3.25)

En la Figura 3.4, se representa cómo se llevan los tiempos de falla al dominio
original por medio de la transformación inversa.

En Alg. 1, se presenta un esquema de la estructura para elaborar un CFCP en
el dominio de tiempo transformado, después de este paso se obtienen el tiempo de
censura y el CFCP en el dominio original de tiempo, tal como se muestra en Alg. 2.

A partir del CFCP y del tiempo de censura en el dominio de tiempo original,
sigue simular el IFCP, para ello se requiere determinar un porcentaje de pérdida, y con
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Figura 3.4: Para llevar los tiempos de falla Λ(t) al dominio origial es necesario aplicar
Λ−1(t), a los tiempos de falla y al tiempo de censura.

Algoritmo 1 CFCP y tiempo de censura en el dominio de tiempo transformado.
function CFCP_trans(β)

τ_trans← U(a, b) ▷ Asigna un num. pseudoaleatorio de una dist. uniforme
Tiempos_trans← [0] ▷ Se inicializa una lista
t← 0
while t ≤ τ_trans do

t← Gamma(1/β, β) + t ▷ Asigna un num. pseudoaleatorio de una dist.
gamma

Tiempos_trans← t ▷ Agrega nuevos tiempos de falla a la lista
end while
return Tiempos_trans, τ_trans

end function

base en él, seleccionar de forma aleatoria la proporción correspondiente de datos de
tiempo de falla que se considerarán perdidos, en Alg. 3, se muestra el pseudocódigo
correspondiente.

Es importante verificar que la información fue correctamente simulada y guar-
dada en las variables correspondientes, para ello se puede imprimir el arreglo de ta-
maño 2×n que contiene los tiempos de falla observados y sus respectivos índices, así
como el tiempo de censura.

Para llevar a cabo la estimación se desarrolló el código para dos funciones,
“Logverosimilitud-1” y “Logverosimilitud-2”, para el caso en el que kτ = kn y kτ > kn,
respectivamente. Debido a que las funciones involucran el uso de la función gamma,
la función gamma incompleta y en algunos casos se requiere el cálculo de integrales,
es importante contar con funciones dentro del lenguaje de programación que faciliten
la parte operativa, como las que se encuentran en scipy en Python.

En Alg. 4 y Alg. 5 se muestra el pseudocódigo correspondiente a dichas funcio-
nes, donde puede observarse que los únicos parámetros son a, b y β, esto es posible al
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Algoritmo 2 CFCP y tiempo de censura en el dominio original de tiempo.
function CFCP(a, b, τ_trans, T iempos_trans)

Ensure: a, b > 0
τ ← b

√
τ_trans/a

N ← Longitud de Tiempos_trans
for i = 1, . . . , N do

Tiempos[i]← b
√
Tiempos_trans[i]/a

end for
return Tiempos, τ

end function

Algoritmo 3 IFCP a partir del porcentaje de pérdida p.
function IFCP(Tiempos, p)

kτ ← Longitud de Tiempos ▷ En esta variable se guarda el número total de
fallas registradas hasta el tiempo de censura τ

n← ⌊p ∗N/100⌋
{k1, . . . , kn} ← random{1, . . . , N} ▷ Se extraen de forma aleatoria n

elementos en una lista ordenada
T ← [0][0] ∗ n ▷ Se inicializa una lista de tuplas
for i = 1, . . . , N do

T [i][0]← Tiempos[ki]
T [i][1]← ki

end for
return T ▷ Este arreglo contiene {(Ti, ki), i = 1, . . . , n}

end function

definir al arreglo T , al tiempo de censura τ y al número total de fallas, como variables
globales.

A partir de los valores de Data = {(Ti, ki), τ, kτ , i = 1, . . . , n}, guardados
en las variables T , τ y kτ y con base en el caso que se identifique para la función de
confiabilidad, se realiza una maximización de las funciones de logverosimilitud, para
lo cual se requiere ocupar funciones dentro de las librerías del lenguaje utilizado.

En Python existe una función dentro de la librería scipy.optimize, llamada, mini-
mize, la cual permite identificar los argumentos que minimizan una función, en nues-
tro caso deseamos maximizar la función de logverosimilitud, por lo que se define la
versión negativa de Logverosimilitud_1 y Logverosimilitud_2, de esa forma minimizar
su forma negativa es equivalente a identificar los valores que maximizan la versión
original.

La sintaxis de la función minimize, es la siguiente,

75



CAPÍTULO 3. CONFIABILIDAD DE SISTEMAS REPARABLES

Algoritmo 4 Función de Logverosomilitud para el caso kτ = kn.
function Logverosimilitud_1(a, b, β)

Ensure: a, b, β > 0
n← longitud T
suma← 0
for i = 1, . . . , n do

if i = 1 then
suma← − log Γ(βT [i][1])+β ∗T [i][1] ∗ (log a+log β)+ (β ∗T [i][1]−

1) ∗ log(T [i][0]b)− β ∗ a ∗ (T [i][0]b) + (b− 1) ∗ log T [i][0] + suma
else

∆ki ← T [i][1]− T [i− 1][1]
suma ← − log Γ(β ∗ ∆ki) + β ∗ ∆ki ∗ (log a + log β) + (β ∗ ∆ki −

1)[log(T [1][0]b−T [i−1][0]b)]−β∗a∗(T [i][0]b−T [i−1][0]b)+(b−1)∗ log T [i][0]+
suma

end if
end for
integral← gammainc(β, β ∗ a ∗ (τ b − (T [n][0])b)) ▷ Se emplea la función

gamma incompleta definida en (2.30)
last_term← n ∗ log(b) + log(1− integral) + suma
return last_term

end function

minimize(fun, x0, args=(), method=None, jac=None, hess=None,
hessp=None, bounds=None, constraints=(), tol=None, callback=None,
options=None).

Para los valores iniciales, se consideró un vector x0 = (a0, b0, β0) donde cada
valor se obtiene de forma aleatoria de una distribución uniforme con parámetros (1,2)
para a0 y b0, y con parámetros (0.5, 6), para β0.

Determinar el método (dentro de la documentación de la función minimize co-
rresponde al parámetro Method) a utilizar, requirió revisar y comparar el desempeño
de distintas opciones. La función minimize, cuenta con los siguientes métodos: Nelder-
Mead, Powell, CG, BFGS, Newton-CG, L-BFGS-B, TNC, COBYLA, COBYQA, SLSQP,
trust-constr, dogleg, trust-ncg, trust-exact, trust-krylov y custom [20].

Algunos de los métodos mencionados anteriormente requieren de una estima-
ción de gradientes o de la matriz hessiana y debido a la complejidad que presenta la
función de logverosimilitud para ser derivada, se opta por aquellos que no requieran de
estos elementos, los llamados métodos sin gradiente: Nelder-Mead, Powell, L-BFGS-B.

En la Tabla 3.2 se muestran el porcentaje de éxito de estimación en 100 simu-
laciones (ya que en algunas ejecuciones no es posible obtner un resultado numérico),
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Algoritmo 5 Función de Logverosomilitud para el caso kτ > kn.
function Logverosimilitud_2(a, b, β)

Ensure: a, b, β > 0
n← longitud T
suma← 0
for i = 1, . . . , n do

if i = 1 then
suma← − log Γ(β ∗T [i][1])+β ∗T [i][1]∗(log a+log β)+(β ∗T [i][1]−

1) ∗ log(T [i][0]b)− β ∗ a ∗ (T [i][0]b) + (b− 1) ∗ log T [i][0] + suma
else

∆ki ← T [i][1]− T [i− 1][1]
suma ← − log Γ(β∆ki) + β ∗∆ki ∗ (log a + log β) + (β ∗∆ki − 1) ∗

[log(T [1][0]b−T [i−1][0]b)]−β∗a∗(T [i][0]b−T [i−1][0]b)+(b−1)∗log T [i][0]+suma
end if

end for
Delta← kτ − kn
A← a ∗ (τ b − (T [n][0])n)
integral_1← gammainc(β ∗Delta, β ∗ a) ▷ Se emplea la función gamma

incompleta definida en (2.30)
function integral_externa(x)

integral_interna← gammainc(β, β ∗ (A− x))
densidad← fdp_Gamma(x; 1/β, β ∗Delta)
return densidad ∗ integral_interna

end function
integral_2← INTEGRAL(integral_externa, 0, A) ▷ Se emplea una

función de integración dentro del lenguaje.
Diferencia← integral_1− integral_2
last_term← n ∗ log(b) + log(Diferencia) + suma
return last_term

end function

tiempo promedio por ejecución y valor promedio obtenido para la estimación a través
de los métodos Powell, Nelder-Mead y L-BFGS-B, para cada uno de los 3 parámetros
del TRP.

Dichas simulaciones fueron realizadas a través de un código elaborado en Python,
a partir de los algoritmos antes mencionados. Se generaron datos y un IFCP con un
20 % de pérdida, a partir de datos conocidos a = 0.2, b = 1.5 y β = 2.

De los resultados obtenidos se optó por continuar con el método L-BFGS-B,
y explorar su desempeño para diferentes niveles de pérdida, obteniendo el resultado
promedio para 1000 iteraciones así como su Error Cuadrático Medio o MSE, para los
valores conocidos a = 0.2, b = 1.5 y β = 2.
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Tabla 3.2: Resultados de 100 simulaciones en las que se realizó la estimación con
los métodos: Powell, Nelder-Mead y L-BFGS-B, para datos generados a partir de
a = 0.2, b = 1.5 y β = 2 y con porcentaje de pérdida del 20 %.

Método éxito Tiempo promedio â b̂ β̂
Powell 100 % 2.3144 25.6287 1.0249 1.9035

Nelder-Mead 99 % 1.1069 0.2443 1.5295 2.8191
L-BFGS-B 100 % 0.6431 0.2384 1.5013 1.9868

En la Tabla 3.4, se muestran los resultados para la estimación de los parámetros
del TRP, obtenidos para un IFCP con porcentaje de pérdida del 0 % (CFCP), 20 % y 50 %.

Tabla 3.3: Resultados de estimación y MSE para los parámetros de un TRP, con diferen-
tes niveles de pérdida en un IFCP simulado a partir de datos conocidos a = 0.2, b = 1.5
y β = 2 después de 1000 simulaciones.

Porcentaje de pérdida Éxito â MSE(â) b̂ MSE(b̂) β̂ MSE(β̂)
0 % 100 % 0.2389 0.0324 1.5389 0.0805 2.5485 1.2235
10 % 100 % 0.2411 0.0381 1.5210 0.0817 2.6316 1.4231
20 % 95.5 % 0.2546 0.0839 1. 0.0828 2.71741 1.6318
50 % 99.0 % 0.3571 0.1817 1.5113 0.1075 3.4960 10.8699

Los resultados reportados en [21], son:

Tabla 3.4: Resultados de estimación y MSE para los parámetros de un TRP, con diferen-
tes niveles de pérdida en un IFCP simulado a partir de datos conocidos a = 0.2, b = 1.5
y β = 2 después de 1000 simulaciones [21].

Porcentaje de pérdida MSE(â) MSE(b̂) MSE(β̂)
0 % 0.0028 0.0042 0.030
20 % 0.0031 0.0044 0.041
50 % 0.0033 0.0049 0.069

Con base en el algoritmo elaborado se obtienen los resultados de la estimación
para distintos casos de acuerdo con el nivel de reparación.

Los parámetros a y b, correspondientes a la función de tendencia y por lo tanto,
a la función de transformación temporal, representan un RP cuando su valor es igual a
1, y son adecuados para modelar sistemas en los que hay reparaciones perfectas como
se presentó en la Tabla 3.1.
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Por otro lado, cuando el IFCP es simulado considerando el parámetro β = 1,
la distribución subyacente del RP en el dominio de tiempo transformado es una ex-
ponencial y se habla de un NHPP, adecuado para modelar sistemas con un nivel de
reparación mínima.

Los resultados en el desempeño de la estimación para 1000 simulaciones en
cada uno de estos casos para un IFCP con 20 % de pérdida se presenta en la Tabla 3.5.

Tabla 3.5: Desempeño de la estimación para un IFCP cuando se tienen diferentes ni-
veles de reparación.

Nivel de reparación Modelo â b̂ β̂
Perfecta RP (F ), con F la Fda de una

dist. Gamma(2, 2)
1.0891 1.0311 2.8512

General TRP (F, λ(·)) con
a = 0.5, b = 1.5 y β = 2.5

0.5718 1.5200 3.4474

Mínima NHPP (λ(·)) con λ(t) = atb

y a = 0.2 y b = 1.5
0.3276 1.5660 1.4701
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CONCLUSIONES

Para este trabajo se realizó un análisis de sistemas reparables por medio de la
Teoría de Confiabilidad, se hizo una revisión de sus conceptos básicos y se desarrolló
el estudio para un sistema reparable en el caso de un nivel de reparación general sobre
datos simulados. En la teoría de Confiabilidad se aplican de forma práctica la teoría de
probabilidad y estadística para estudiar la probabilidad de que un sistema falle, permi-
te caracterizar su comportamiento a través del estudio de su estructura y de las leyes
de falla.

Entre los elementos más importantes figuran la función de tasa de falla, función
de estructura, técnicas para calcular o en su caso acotar a la función de confiabilidad
y los procesos de renovación con tendencia como una generalización de los procesos
de renovación.

El tratamiento de los datos de tiempos de falla implica en muchos casos la pre-
sencia de datos censurados o perdidos, los cuales deben incluirse en los cálculos para
tener estimaciones más realistas de la confiabilidad del sistema.

Los métodos numéricos son una herramienta útil ya que tal como se observó
para la distribución Gaussiana Inversa y para un TRP, el cálculo de estimadores invo-
lucra funciones de verosimilitud o logverosimilitud complicadas.

El nivel de reparación es un factor importante para orientar el tipo de modelo
adecuado para estudiar el sistema en cuestión. Los niveles de reparación e incluso la
clasificación del sistema como reparable o no reparable depende de los análisis costo
beneficio y de los análisis de riesgo que permiten determinar la clasificación o nivel
de reparación más conveniente.

Los estimadores propuestos en [21], mostraron un buen comportamiento en la
estimación de los parámetros de un TRP, considerando un IFCP con diferentes niveles
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de pérdida y para los distintos niveles de reparación a partir de un código de simulación
elaborado en Python.

El presente trabajo constituye un aporte metodológico y computacional al es-
tudio de la confiabilidad de sistemas reparables, en este estudio se desarrolla un proce-
dimiento reproducible en Python que permite replicar el comportamiento del modelo
y verificar empíricamente la coherencia de los estimadores.

El trabajo aporta una herramienta útil tanto para la comprensión del Trend Re-
newal Process como para su aplicación en entornos computacionales abiertos, y puede
servir de base para futuras investigaciones orientadas al análisis de confiabilidad de
sistemas reparables, en particular en contextos con información parcial o tiempos de
falla censurados.

Trabajo a futuro
En el desarrollo del presente trabajo se formularon diferentes preguntas e hi-

pótesis en las que se propone ahondar como parte de un trabajo a futuro.

Probar si de manera general la distribución que mejor ajusta una muestra que
ignora a los datos censurados es también la mejor cuando se agregan los tiempos
de falla con censura.

Estudiar las propiedades de los estimadores de máxima verosimilitud del TRP
para el caso de la distribución de renovación Gamma.

Explorar el caso de múltiples sistemas así como otra distribución para el RP en
el dominio de tiempo transformado como la Gaussiana Inversa u otras distribu-
ciones.

Desarrollar en enlace de la teoría de confiabilidad con la teoría de mantenimien-
to en modelos RAM y RAMS.
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APÉNDICE A

PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA

A.1. Probabilidad
Un estudio de confiabilidad implica un análisis probabilístico, es por ello que

se hacen uso de conceptos y elementos básicos de dicha teoría. Los experimentos o fe-
nómenos aleatorios, son aquellos que pueden repetirse bajo las mismas condiciones,
sin embargo, no es posible predecir su resultado con certeza, es decir, existe incerti-
dumbre alrededor de este. Se inicia así con la definición de espacio de probabilidad [9].

Definición A.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (Ω,F , P ), en donde Ω
es el conjunto que contiene a todos los posibles resultados de un experimento aleatorio
ε, denominado espacio muestral, F es una σ-álgebra de subconjuntos de Ω y P es una
medida de probabilidad sobre F .

Dado un experimento aleatorio ε cuyo espacio de probabilidad asociado es
(Ω,F , P ), los resultados de ε pueden ser no numéricos, por ejemplo, el color de una
bola tomada al azar dentro de una urna, o el estado de operación de una máquina, es
por ello por lo que surge la necesidad de una herramienta importante en la teoría de
probabilidad y estadística, llamada variable aleatoria (v. a.), las variables aleatorias (v.
a.’s) permiten realizar el estudio de los fenómenos aleatorios usando valores numéri-
cos.

Definición A.1.2. Una variable aleatoria es una función X : Ω → R, definida en
un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), tal que a cada elemento del espacio muestral le
asigna un número real y es F -medible, es decir, X−1(B) ∈ F , con B ∈ B(R).

Observación. En otras palabras la propiedad de que X sea F -medible, significa que
X−1(B) ∈ F paraB ∈ B(R), donde B(R) es la σ-álgebra generada por los conjuntos
abiertos de R, llamada σ-álgebra de Borel.
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Nota. La σ-álgebra de Borel, se puede generar a partir de intervalos de la forma
(a,∞), (−∞, a), (a, b), [a, b), (a, b], [a, b], (−∞, a], [a,∞), con a, b ∈ R y a < b, a los
elementos de B(R) se les denomina conjuntos de Borel o borelianos, se sigue entonces
que, X−1((a,∞)) ∈ F es equivalente a,

{ω ∈ Ω|X(ω) > a} ∈ F . (A.1)

Definición A.1.3. Sea X una v. a. definida sobre el espacio de probabilidad (Ω,F , P ),
y RX su rango, si RX es un subconjunto finito o infinito numerable de Z, se dice que, X
es una variable aleatoria discreta, esto es, que se pueden expresar a los posibles valores
de X como {x1, x2, . . . , xn, . . . }, en el caso finito la lista termina y en el caso infinito la
lista continúa.

Además, para cualquier xi ∈ RX siempre es posible asignarle un número real
p(xi) = P (X = xi), el cual satisface,

p(xi) ≥ 0, xi ∈ RX .∑∞
i=1 p(xi) = 1, xi ∈ RX .

La función p(xi) es llamada función de probabilidad puntual (fdpp) o función de
masa de X .

Definición A.1.4. Sea X una v. a. definida sobre el espacio de probabilidad (Ω,F , P ),
yRX su rango, se dice queX es una variable aleatoria continua siRX es de la forma
(a,∞), (−∞, a), (a, b), [a, b), (a, b], [a, b], (−∞, a], [a,∞), con a, b ∈ R y a < b, o
RX = R y además existe una función f(·) que satisface,

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.∫∞
−∞ f(x)dx = 1.

P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b
a
f(x)dx, con a, b ∈ R y a < b.

A la función f se le denomina función de densidad de probabilidad (fdp) de X .

Observación. Existen variables aleatorias (v. a.’s) que no son discretas ni continuas, a
las cuales se les llama variables aleatorias mixtas. Sin embargo, dentro de la teoría de
confiabilidad, al igual que en otras áreas de aplicación matemática, se trabaja princi-
palmente con variables aleatorias discretas o continuas.

Una función que determina de forma única a toda variable aleatoria X (dis-
creta o continua), es la llamada función de distribución acumulativa, la cual se define
enseguida.
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Definición A.1.5. La Función de Distribución Acumulativa (Fda) denotada por
F , de una variable aleatoria X está definida para todos los números reales b ∈ R, como
sigue,

F (b) = P{X ≤ b}.
En el caso que X es una v. a. discreta, F tiene la siguiente expresión,

F (x) =
∑
xi≤x

p(xi).

Análogamente, si X es una v. a. continua, F es de la siguiente forma,

F (x) =

∫ x

−∞
f(s)ds.

Teorema A.1.6. Sea F la Fda de una variable aleatoria X , F cumple con las siguientes
propiedades:

F es una función no decreciente, esto es, si a < b entonces F (a) ≤ F (b).

ĺımb→∞ F (b) = 1.

ĺımb→−∞ F (b) = 0.

F es una función continua por la derecha, esto es, para cualquier b y para cualquier
sucesión decreciente {bn}, n ≥ 1, que converge a b, se tiene ĺımn→∞ (F (bn)) =
F (b).

Demostración: Ver [9].

En el estudio de confiabilidad existen distribuciones paramétricas que ajustan
o modelan adecuadamente los tiempos de falla de equipos, componentes o sistemas
con diferentes naturalezas o características, por ejemplo [16]:

Exponencial. Para el estudio de componentes eléctricas y eletrónicas de sistemas
como fusibles o circuitos.

Normal. Para estudiar componentes mecánicas como rodamientos, engranajes
así como procesos de calibración.

Weibull. Para mecanismos eléctricos como transformadores, mecánicos como
resortes o estructurales como vigas.

Gamma. Para sistemas que fallan por procesos de desgaste componentes hidráu-
licos.

Wald. Para sistemas que fallan como efecto de un proceso de degradación acu-
mulado o cuando se supera un umbral de márgenes de resistencia en los ma-
teriales que presen tan pequeñas fracturas que propician una fractura a mayor
escala.
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Modelo de Weibull modificado. Permite estudiar a un sistema que cuya inci-
dencia de fallas varía a lo largo de su vida mostrando tendencias decrecientes,
estables y posteriormente crecientes como computadoras o automóviles.

Definición A.1.7. Sea X una variable aleatoria continua se dice que X tiene una dis-
tribución exponencial con parámetro λ > 0, o que X ∼ exp(λ) si su fdp es de la
forma,

f(x) = λe−λx, con x > 0, (A.2)
y f(x) = 0 si x ≤ 0.

Su Fda para x > 0 es,
F (x) = 1− e−λx, (A.3)

y F (x) = 0 si x ≤ 0.

En la Figura A.1 se presenta la gráfica de la fdp de X para el caso exponencial.

Figura A.1: Función de densidad de probabilidad Exponencial, para diferentes valores
de λ, cuando λ = 1 se denomina exponencial estándar.

Definición A.1.8. Sea X una variable aleatoria continua, se dice que X tiene una dis-
tribución Weibull con parámetros α, β > 0 o que X ∼ Weibull(α, β) si su fdp es de
la siguiente forma,

f(x) = βαβxβ−1e(−αx)
β

, con x > 0, (A.4)
y f(x) = 0 si x ≤ 0.

Su Fda para x > 0 es,

F (x) = 1− e−(αx)β . (A.5)
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y F (x) = 0 si x ≤ 0.

Los parámetros β y α corresponden a los parámetros de forma y escala, res-
pectivamente. En la Figura A.2 se observa la gráfica de su fdp.

Figura A.2: Función de densidad de probabilidad Weibull con α = 3 y β = 1, 2, 4.5,
respectivamente.

Definición A.1.9. Sea X una variable aleatoria continua, se dice que X tiene una dis-
tribución Gamma con parámetros λ, k > 0 o que X ∼ Gamma(λ, k) si su fdp es de
la siguiente forma,

f(x) =
λk

Γ(k)
xk−1e−λx, con x > 0, (A.6)

y f(x) = 0 si x ≤ 0.

De la Definición 1.1.9 implica el uso de la función Gamma, que se define como:

Γ(n) =

∫ ∞

0

xn−1e−xdx.

Los parámetros de la distribución Gamma, k y λ representan la forma y escala
de la función, respectivamente. En este caso la Fda se obtiene en cada caso calculando
la integral sobre la fdp, ya que no es posible determinarla de forma explícita de manera
general.

Esta distribución es sesgada a la derecha, es decir, que al observar la función
de densidad, la curva es más alta cerca del origen y decrece conforme los valores de x

91



APÉNDICE A. PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA

Figura A.3: Función de densidad de probabilidad Gamma con λ = 1 y k = 2, 3.5, 1,
respectivamente.

aumentan, tal como se muestra en la Figura A.3.

Observación. La distribución Weibull y Gamma tienen como caso particular a la dis-
tribución exponencial cuando sus parámetros de forma β y k, respectivamente, son
iguales a 1.

Como se ha mencionado, las v. a.’s permiten estudiar fenómenos en los cuales
interviene el azar. Dentro de diferentes áreas de interés existen situaciones en las que
un sistema o fenómeno evoluciona con el tiempo de forma aleatoria, en la teoría de
confiabilidad surge este escenario cuando se estudia la probabilidad de que un sistema
o componente se encuentre en funcionamiento o falla a través del tiempo, para el
estudio de este tipo de situaciones es necesaria una herramienta importante llamada
procesos estocásticos.

Definición A.1.10. Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias
{Xt : t ∈ T} definidas en un mismo espacio de probabilidad, parametrizada por un con-
junto T, llamado espacio parametral, en donde las variables toman valores en un conjunto
S llamado espacio de estados.

Hay dos aspectos importantes a considerar en los procesos estocásticos: el pri-
mero es el conjunto de parámetros T que representa el tiempo, un proceso estocástico
es llamado contínuo si el conjunto T es un intervalo, por otro lado, es llamado discreto
si T es un subconjunto de los enteros, el segundo aspecto es el espacio de estados, que
puede ser un conjunto finito, de dos elementos incluso, infinito numerable o infinito
no numerable.
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Notación. Si {Xn}n≥0 es un proceso estocástico a tiempo discreto, se denota por Xn

a la variable aleatoria que corresponde al estado del proceso al tiempo n. Si {Xt} es
un proceso estocástico a tiempo continuo, se denota por Xt a la variable aleatoria que
corresponde al estado del proceso al tiempo t.

Observación. Existen procesos estocásticos que son objeto de estudio por sus dife-
rentes aplicaciones.

Cadena de Markov. Es un proceso estocástico a tiempo discreto {Xn}, definido
sobre un espacio de estados S discreto y satisface la propiedad de Markov, la
cual es,

P (Xn+1 = x|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P (Xn+1 = x|Xn = xn).

La interpretación de esta propiedad es que la probabilidad de que la cadena se
encuentre en el estado x al tiempo n + 1, dado que se tiene información de
todos los estados anteriores, es la misma que la probabilidad de que la cadena se
encuentre en x dado que se conoce el estado del proceso al tiempo anterior, n.

Proceso de Poisson. Es un proceso estocástico a tiempo continuo {N(t)}t≥0, que
cuenta el número de ocurrencias de un evento de interés hasta el tiempo t, se
define con una tasa de ocurrencia constante λ y recibe su nombre debido a que
N(s+ t)−N(s) ∼ Po(λt), dondeN(s+ t)−N(s) es el número de ocurrencias
en el intervalo (s, s+ t).

A.2. Estadística
Los estudios de confiabilidad con enfoque estadístico, se basan en el historial de

tiempos de falla registrados u observados de un sistema. Estos datos permiten realizar
inferencias sobre su distribución, la cual puede ser paramétrica o no paramétrica, es
por ello que a continuación se presentan algunos resultados básicos sobre los que se
desarrolla este enfoque.

Definición A.2.1. Las variables aleatoriasX1, . . . , Xn forman una muestra aleatoria
de tamaño n de la población f(x), siX1, . . . , Xn son variables aleatorias independientes
con función de densidad f(x), para cada Xi con i = 1, . . . , n. De manera alternativa,
X1, . . . , Xn son llamadas variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das (v. a. i. i. d.) con fdp f(x).

A partir de la muestra es posible obtener información de interés como medidas
de tendencia central o de dispersión, en el presente trabajo la muestra se emplea para
obtener los estimadores de distribuciones candidatas para ajustar mejor los datos.
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APÉNDICE B

PRUEBAS

Demostración del Teorema 2.4.1.

La prueba se realiza por inducción.

El primer paso es para n = 2, sean E1 y E2, dos eventos, se cumple que,

P (E1 ∪ E2) = P (E1) + P (E2)− P (E1 ∩ E2). (B.1)

Luego, suponer que la proposición se cumple para el caso n, ver que se cumple
para el caso n+ 1.

Por hipótesis de inducción, se tiene que

P

(
n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

P (Ei)−
∑∑

i<j

P (EiEj) +
∑∑∑

i<j<k

P (EiEjEk) (B.2)

− · · ·+ (−1)n+1P (E1E2 · · ·En).
Luego, sea En+1 otro evento, entonces,

P

(
n+1⋃
i=1

Ei

)
= P

((
n⋃
i=1

Ei

)
∪ En+1

)
. (B.3)

= P

(
n⋃
i=1

Ei

)
+ P (En+1)− P

((
n⋃
i=1

Ei

)
∩ En+1

)
. (B.4)

La ecuación (B.4) se obtiene de aplicar (B.1) a (B.3). Se distribuye la intersección
del último término como sigue,

P

((
n⋃
i=1

Ei

)
∩ En+1

)
= P

(
n⋃
i=1

(Ei ∩ En+1)

)
, (B.5)
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de acuerdo con la hipótesis de inducción se tiene que,

=
n∑
i=1

P (EiEn+1)−
∑∑

i<j

P (EiEjEn+1) +
∑∑∑

i<j<k

P (EiEjEkEn+1)

− · · ·+ (−1)n+1P (E1E2 · · ·EnEn+1). (B.6)

Se suman (B.6) y (B.2) y se obtiene,

P

(
n+1⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

P (Ei)−
∑∑

i<j

P (EiEj) +
∑∑∑

i<j<k

P (EiEjEk)

− · · ·+(−1)n+1P (E1E2 · · ·En)+P (En+1)−

[
n∑
i=1

P (EiEn+1)−
∑∑

i<j

P (EiEjEn+1)

+
∑∑∑

i<j<k

P (EiEjEkEn+1)− · · ·+ (−1)n+1P (E1E2 · · ·EnEn+1)

]
, (B.7)

se distribuye el −1 en los términos agrupados entre corchetes y se concluye
que

P

(
n+1⋃
i=1

Ei

)
=

n+1∑
i=1

P (Ei)−
∑∑

i<j

P (EiEj) +
∑∑∑

i<j<k

P (EiEjEk)

− · · ·+ (−1)n+2P (E1E2 · · ·EnEn+1), (B.8)

por lo tanto, queda probado el resultado. 2

Demostración del Teorema 2.4.2.

Esta prueba también se realiza por inducción sobre i.

Para i = 1, se recurre al siguiente resultado

n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i = 0, (B.9)

por lo tanto,

1 +
n∑
i=1

(
n

i

)
(−1)i = 0. (B.10)
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De la ecuación (B.10) se sigue(
n

1

)
−
(
n

2

)
+ · · · ±

(
n

n

)
= 1. (B.11)

Por otro lado, (
n− 1

0

)
= 1, (B.12)

por lo que (B.11) es igual a (B.12) y ambas son no negativas.

Luego, suponer que la proposición se cumple para el caso i, ver que se cumple
para i+ 1, siempre que i+ 1 ≤ n.

Se tiene así que se cumple,(
n

i

)
−
(

n

i+ 1

)
+ · · · ±

(
n

n

)
=

(
n− 1

i− 1

)
, (B.13)

por lo tanto,

−
(

n

i+ 1

)
+

(
n

i+ 1

)
− · · · ±

(
n

n

)
=

(
n− 1

i− 1

)
−
(
n

i

)
, (B.14)

al multiplicar por −1 ambos miembros de (B.14), se obtiene(
n

i+ 1

)
−
(

n

i+ 1

)
+ · · · ±

(
n

n

)
=

(
n

i

)
−
(
n− 1

i− 1

)
. (B.15)

Por propiedad de los coeficientes binomiales se sigue que(
n

i

)
−
(
n− 1

i− 1

)
=

(
n− 1

i

)
. (B.16)

De lo anterior se concluye el resultado. 2

Demostración de Teorema 2.4.3.

Para probar este resultado se definen las siguientes variables indicadoras, Ij
con j = 1, . . . n,

Ij =

{
1, si ocurre Ej,
0, otro caso. (B.17)

A partir de las Ij se define la siguiente función,

N =
n∑
i=1

Ij. (B.18)
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N denota el número de eventos Ej que ocurren, con esto se define otra indi-
cadora,

I =

{
1, si N > 0,
0, si N = 0.

(B.19)

Por la forma en que se define I se verifica que

1− I = (1− 1)N , (B.20)

Para ello se revisan los siguientes casos,

Si N = 0 entonces I = 0 y 1− I = 1, además cumple que,

(1− 1)0 = 00 = 1.

Por otro lado, si N > 0, entonces I = 1 y 1− I = 0, y se cumple que,

(1− 1)N = 0N = 0. (B.21)

Al aplicar el teorema binomial a (B.21) se sigue,

1− I =
N∑
i=0

(
N

i

)
(−1)i(1)N−i(1)i

=
N∑
i=0

(
N

i

)
(−1)i

= 1−N +

(
N

2

)
−
(
N

3

)
+ · · · ±

(
N

N

)
.

(B.22)

La ecuación (B.22) es equivalente a

I = N −
(
N

2

)
+

(
N

3

)
− · · · ±

(
N

N

)
. (B.23)

Del Teorema 2.4.2 se tiene que(
N

i

)
−
(

N

i+ 1

)
+ · · · ±

(
N

N

)
≥ 0, (B.24)

por lo tanto, por ejemplo, para i = 2(
N

2

)
−
(
N

3

)
+ · · · ±

(
N

N

)
≥ 0, (B.25)

por otro lado,

N − I = N −
[
N −

(
N

2

)
+

(
N

3

)
− · · · ±

(
N

N

)]
. (B.26)
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El miembro izquierdo de la desigualdad (B.26) es igual a (B.25), por lo que

N − I ≥ 0, (B.27)

entonces,
I ≤ N. (B.28)

La ecuación (B.28) se puede deducir de la definición de I en (B.20), sin embar-
go, este procedimiento se aplica para cada una de las desigualdades siguientes.

Se considera el caso i = 3, de acuerdo con el teorema 2.3.2(
N

3

)
−
(
N

4

)
+ · · · ±

(
N

N

)
≥ 0, (B.29)

se tiene que,

I −N +

(
N

2

)
=

(
N

3

)
−
(
N

4

)
+ · · · ±

(
N

N

)
, (B.30)

luego se cumple que,

I −N +

(
N

2

)
≥ 0, (B.31)

entonces,

I ≥ N −
(
N

2

)
. (B.32)

Conforme incrementa el valor de i se verifica cada desigualdad.

Dado que, N ≤ n y
(
m
i

)
= 0 para cualquier i > m, la ecuación (B.23) se puede

reescribir como

I =
n∑
i=1

(
N

i

)
(−1)i+1. (B.33)

El resto de la prueba se verifica de obtener el valor esperado de cada miembro
de las desigualdades, ya que

E[I] = P (N > 0)

= P (al menos un evento Ej ocurre)

= P

(
n⋃
i=1

Ei

)
.

(B.34)
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Por otro lado,

E[N ] = E

[
n∑
i=1

Ij

]

=
n∑
i=1

E[Ij]

=
n∑
i=1

P (Ej).

(B.35)

De manera similar se obtiene que

E

[(
N

2

)]
= E[número de parejas Ej que pueden ocurrir]

= E

[∑∑
i<j

IiIj

]
=
∑∑

i<j

P (EiEj).

(B.36)

De manera general,

E

[(
N

i

)]
= E[número de agrupaciones de tamaño i de eventos Ej que pueden ocurrir]

= E

[ ∑∑
j1<j2<···<ji

Ij1Ij2 · · · Iji

]
=
∑∑

j1<j2<···<ji

P (Ej1Ej2 · · ·Eji).

(B.37)

De los calculos anteriores se concluye la prueba. 2
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APÉNDICE C

CÓDIGO

El código fue diseñado e implementado en Python y se encuentra disponible
de manera pública en: https://github.com/CrisMedLop/TRP-Model.

Descripción:

Trended Renewal Processes are a suitable model for studying the reliability of
repairable systems under the assumption of a general repair level. If the renewal dis-
tribution in the transformed time domain corresponds to a Gamma distribution, the
process is determined with three nonnegative parameters. In this code, failure times
for a repairable system with a general repair level are simulated, and the correspon-
ding parameters are estimated.

Failure times are generated from known values for the parameters a, b and β,
which are 0.1, 1.5 and 2, respectively.
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