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Resumen

Se introdujo un lagrangiano electrodébil que viola el sabor lepténico a través de mezclas de
neutrinos masivos. Como aplicacion, se determiné a un lazo el vértice con violacién de sabor
lepténico h — l,lg y se calculd la amplitud de probabilidad para dicho evento. Posteriormente
se determinaron las condiciones que debe de satifacer el lagrangiano propuesto para mantener
una amplitud finita. Se obtuvieron la anchuras de decaimiento y los branching ratio para los
procesos h — ey, h — er, h — p7. Finalmente se compararon los resultados de este trabajo con
cotas experimentales y con predicciones tedricas encontrando resultados consistentes con dichos
limites.
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Introduccion

El Modelo Estédndar de las particulas elementales (ME) [1,2,3] es actualmente la descripcién
mas precisa de la naturaleza en su estado mas fundamental llamado particula. Su éxito yace en
que ha logrado reproducir y predecir en su mayoria los resultados experimentales arrojados por
la ultima tecnologia en fisica de altas energias. El ME es una teoria de norma basada en el grupo
SU¢(3) x SUL(2) x Uy (1). Una teorfa es de norma si es invariante bajo transformaciones locales
gobernadas por el grupo de simetria que rige al sistema fisico en cuestién. Particularmente las
simetrias del ME describen las interacciones entre las particulas elementales: el grupo de color
SU¢(3) describe la interaccién fuerte mientras que la teorfa electrodébil (TED) es descrita por
el grupo SUL(2) x Uy (1) el cual a bajas energias se rompe al grupo electromagnético U,(1).
Dichas interacciones (también llamadas fuerzas) son mediadas por el intercambio de particulas
bosonicas asociadas a los campos de norma de los grupos anteriormente mencionados. En la
siguiente tabla se presentan las particulas responsables de cada interaccién [4]:

Fuerza Mediador Espin
Electromagnética Fotén ~ 1
Débil W+, Z 1
Fuerte Gluones (8) 1
Gravitacional Gravitén (propuesto) 2

Tabla 1: Fuerzas fundamentales y sus particulas mediadoras.

El ME no describe a la fuerza gravitacional, la escala de esta fuerza es insignificante con respecto
al resto de ellas y hasta la fecha no se ha podido detectar a su particula mediadora.

La materia conocida estd constituida por fermiones que son particulas de espin 1/2. Los
fermiones se dividen en quarks y leptones, dicha distincién se debe a que los quarks interaccionan
fuertemente, no asi los leptones; a estas particulas se les denomina particulas de materia. En el
ME estdan agrupadas en seis familias, a saber: tres familas de quarks ((u,d), (c,s), (t,0)) v
tres familias de leptones ((ve,e€), (v, 1), (v7,7)). Los quarks al poseer carga de color y carga
eléctrica interactian fuerte, débil y electromagnéticamente, los leptones cargados (e, i, 7) no
tienen carga de color por lo que sélo interactian débil y electromagnéticamente, los neutrinos
(Ve, vy, v-) al ser eléctricamente neutros sélo lo hacen a través de la fuerza débil. En la siguiente
tabla se muestran las propiedades de los leptones!

'El rango de las masas de los neutrinos es el reportado por el Particle Data Group [5] para el decaimiento del
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Leptén Simbolo | Carga eléctrica | Masa [5]
Electrén e -1 me = 0.511 MeV
Neutrino electrénico Ve 0 m,, <2eV
Muén " -1 m,, = 105.658 MeV
Neutrino muénico vy 0 my, <2eV
Tau T -1 m, = 1776.86 MeV
Neutrino taudnico Vr 0 m,, < 2MeV

Tabla 2: Propiedades de los leptones.

La carga eléctrica de todas las particulas se mide con referencia a la carga del electrén. Existen
también seis anti-leptones, que se diferencian de sus respectivos leptones por el signo de la carga.
Hay entonces en total 12 leptones. Por otra parte, para los quarks se tiene:

Quark | Simbolo | Carga eléctrica | Masa [5]

Up u +2/3 m, = 2.375 T MeV
Down d —1/3 mg = 4.8705 MeV
Charm c +2/3 me = 1.275 £ 0.025 GeV
Strange s -1/3 ms = 95+ 5 MeV

Top t +2/3 my = 173.21 £ 0.51 GeV
Bottom b -1/3 mp = 4.18 £ 0.03 GeV

Tabla 3: Propiedades de los quarks.

Los quarks también cuentan con sus respectivas antiparticulas. Por otra parte cada quark posee
carga de color (red, blue o green) asociada a la interaccion fuerte.

Las particulas responsables de la interaccién débil son los bosones de norma masivos W+ y
Z mientras que la interaccion electromagnética se da a través del foton « el cual es un campo
vectorial de masa nula. Las interacciones mediadas por los bosones de norma cargados W+ se
conocen como corrientes cargadas, por otro lado las interacciones mediadas por el Z y el v
se denominan corrientes neutras. A pesar de que en la naturaleza existen bosones de norma
masivos, en el ME, la presencia directa de términos de masa no es compatible con la estructura
de los grupos de los cuales subyacen estas particulas. Para dotar de masa a los bosones de la
TED se hace uso del mecanismo de Higgs [6]. Dicho mecanismo deja como remanente un campo
fisico escalar. En la literatura, a la particula asociada a este campo se le conoce como bosén de
Higgs; dentro del ME esta particula se acopla con fermiones de la misma familia. A su vez, estas
interacciones no cambian la carga de los fermiones por lo que constituyen corrientes neutras.

Bosén Masa [5]
W= my = 80.385 GeV
Z myz = 91.187 GeV
Higgs (h) | mp = 125.09 GeV

Tabla 4: Bosones masivos.

Dentro del ME el agrupamiento de las particulas en familias estd motivado por las interac-
ciones entre leptones cargados y neutrinos a través de las corrientes cargadas [7,8,9]. La fuerza
débil distingue estados de helicidad. Se agrupa a los estados de helicidad izquierda en dobletes

Tritium (Hidrégeno-3).



y a los estados de helicidad derecha en singletes bajo del grupo SUL(2). Por ejemplo, para la
primer familia tenemos el doblete izquierdo (ve,e)? y el singlete derecho eg. En la literatura se
suele usar la palabra sabor para distinguir a las familias de particulas y para caracterizar sus
interacciones. A cada sabor se le asigna un nidmero cuantico L, conocido como nimero de sabor
leptonico o simplemente nimero leptonico. Dos miembros de una misma familia comparten el
mismo numero lepténico. Las corrientes cargadas en el ME, las cuales acoplan a leptones con el
bosén W, conectan exclusivamente a neutrinos y leptones de la misma familia de manera que
cada corriente cargada que involucra a una familia dada conserva el nimero lepténico. Se dice
que una corriente cargada o neutra viola el sabor si el respectivo bosén de norma (o el Higgs) se
acopla a fermiones que vienen de distintas familias. Aunque en el sector de quarks si hay cambio
de sabor mediado por corrientes cargadas a nivel arbol, es una prediccién del ME que no exista
violacién de sabor lepténico (VSL) en corrientes cargadas ni neutras en cualquier orden de la
serie perturbativa, por lo que, en la TED se tiene una ley de conservacién que prohibe eventos
como: lo, — lglyl,, Lo — lg7y, h — lolg. Si bien en el ME el niimero lepténico es una cantidad
conservada, muchas de las extensiones de esta descripcién violan dicha invariancia. En particular
el fenémeno de oscilacion de neutrinos implica que el nimero lepténico no se conserva.

Desde la primer formulacién de la teoria de las interacciones débiles propuesta por Enrico
Fermi debido a la poca capacidad tecnolégica para detectar la masa de los neutrinos quedo abierta
la posibilidad de que éstos tuvieran masa, aunque ligera. El ME se construy6 bajo la suposicién
de que los neutrinos son particulas sin masa. A finales de la década de 1950 Bruno Pontecorvo
introdujo [10], por primera vez, el concepto de oscilacion de neutrinos, el cual es un fenémeno
fisico que consiste en que un neutrino con algin sabor definido, que es producido en alguna
fuente, tiene asociada un amplitud de probabilidad, distinta de cero, de ser medido por un
detector como un neutrino de otro sabor, tras viajar a través de cierta distancia. La posibilidad
de que un neutrino de algin sabor definido pueda cambiar de sabor se debe a las mezclas entre
los diferentes eigenestados de masa de neutrinos. Fue en 1998 cuando el equipo del detector
SuperKamiokande en Japén anuncié la primer evidencia experimental de oscilacién de neutrinos
solares [11]. Lo anterior tiene un gran nimero de consecuencias fundamentales en la descripcién
de la naturaleza. Se pone de manifiesto que el ME debe de ser reformulado o extendido de
manera que se dote de masa a los neutrinos y donde se considere la oscilacion de sabor. Una de
las principales implicaciones de esto, y del hecho de que los neutrinos sean eléctricamente neutros,
es que estas particulas pueden ser descritas mediante campos fermiénicos de Dirac o de Majorana.
La diferencia esencial entre estas dos opciones radica en el nimero de grados de libertad que
caracteriza a uno u otro caso: mientras que un neutrino de Dirac masivo requiere de cuatro grados
de libertad, un neutrino de Majorana masivo sélo requiere de dos. En el caso de los neutrinos
de Majorana la particula coincide con su antiparticula, lo que se expresa, matematicamente, a
través de la condicién de Majorana v = v, donde v© es el campo de carga conjugada que
corresponde al campo fermidénico v. Para los neutrinos de Dirac se tiene escencialmente que la
particula y su antiparticula son distintas, es decir v¢ # v.

Extendiendo un poco al ME se puede dotar de masa a los neutrinos via el mecanismo de
Higgs. Sin embargo esto requiere de las componentes derechas (ya sea de Dirac o de Majorana)
para formar términos de masa. Existen versiones del ME extendido donde se introducen a mano
neutrinos derechos que no participan en las interacciones electrodébiles [12, 13]. Por otra parte
existen investigaciones centradas en el estudio de la VSL a través del decaimiento de la particula
de Higgs en pares de leptones cargados de diferentes sabores. En particular, los efectos de neu-
trinos masivos sobre este proceso han sido analizados en el contexto del ME dotado de neutrinos
derechos [14] y de la versién minima del Modelo Estdndar Supersimétrico con neutrinos derechos
[15].

En el presente trabajo, se abordé la VSL a nivel de un lazo mediada por el decaimiento de
un Higgs a dos leptones de familias distintas. Para ello se propuso un lagrangiano de corrientes



cargadas que involucra mezcla de neutrinos masivos de manera semejante a lo que ocurre en el
caso de mezcla de sabores en el sector de quarks.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el primer capitulo se hace una breve descripcién
de la teoria electrodébil del ME, se presta especial énfasis en los sectores de Higgs, de Yukawa
y el de corrientes cargadas. En el capitulo 2 se presentan de manera breve extensiones minimas
del ME con la inclusion de tres neutrinos derechos tanto de Dirac como de Majorana y se ilustra
el mecanismo de see-saw [13]; se aborda ademds la oscilacién de neutrinos a través de la matriz
PMNS [16] y su repercusién en las interacciones con corrientes cargadas. En el capitulo 3 se
presenta el lagrangiano con mezcla de neutrinos propuesto y sus respectivas reglas de Feynman.
Posteriormente implementando dicho lagrangiano se analiza el vértice hl,lg encontrando cuatro
diagramas contribuyentes. Dentro de este mismo capitulo se presenta la férmula de anchura de
decaimiento de un escalar a dos fermiones y, de acuerdo con las cotas experimentales sobre la
anchura de decaimiento total del Higgs I'j, [17,18] se calcula la férmula del branching ratio (BR)
para esta tesis. En el capitulo 4 se hace un estudio minucioso sobre la amplitud de probabilidad
en orden de garantizar un calculo finito, se analizan condiciones de consistencia sobre la misma
para finalmente calcular la anchura de decaimiento y los BR para los procesos h — eu, h — et
y h — p7 en el marco de la mezcla de neutrinos ligeros via la matriz PMNS; se comparan los
resultados obtenidos dentro de este modelo con cotas experimentales y con resultados teéricos
encontrados en el modelo de see-saw inverso que puede ser consultado en la siguiente referencia
[19]. En el capitulo 5 se presentan las conclusiones.



Capitulo 1

El sector electrodébil

El ME de las interacciones electrodébiles es una teorfa de norma basada en el grupo SUL(2) x
Uy (1). La fuerza débil distingue estados helicidad, es decir, los bosones electrodébiles se acoplan
a los fermiones con diferente intensidad dependiendo de su estado quiral. En virtud de lo ante-
rior, para describir la fenomenologia correcta, las particulas de materia se agrupan en dobletes
izquierdos y singletes derechos de SU(2), a saber, usando una notacién méas compacta para los

leptones:
€;

Ll-—(”i) e, o =123, (1.1)
L

donde ¢ es un fndice de sabor . Para los quarks 2
Qiz(ui) Cwg s di, . i=1,2,3. (1.2)
di ),

Cada campo es un campo espinorial multiplicado por el proyector izquierdo Py, = %(]I —75) en
el caso de los dobletes y por el proyector derecho Pr = %(]I + v5) para los singletes. Por ejemplo
e, = P e. Como se apreciard en las siguientes secciones, el lagrangiano del ME es invariante
bajo las transformaciones globales de U(1):

1// = eltpi

% Vig

I pWig.

e, =e¥e, (1.3)
I oWip.

Cip =€ €ig.

En consecuencia, de acuerdo con el teorema de Noether debe existir una cantidad conservada.
Esta ultima es el ntmero de sabor lepténico L;. En la tabla (1.1) se muestra la asignacién de
estos nimeros cudnticos [12]:

16156,625;},,8357’,VlEVe,I/QEVH,V3EI/-,-
Qulzu,ugzc,u35t,d1:d,dgzs,dgzb



CAPITULO 1 EL SECTOR ELECTRODEBIL

L. L, L. L. L, L.
(ve,e”) +1 0 0 Te,et) —1 0 0
W, w™) 0 41 0 Tpypw™) 0 -1 0
vey77) O 0 +1 vz, 7)) 0 0o -1

Tabla 1.1: Nimero leptonico.

La conexién entre los generadores del grupo SUy, x Uy (1) y el generador del grupo electro-
magnético U.(1) se traduce en la relaciéon de Gell-Mann-Nishijima:

Y
donde Y es el operador de hipercarga de los fermiones, 72 = ”73 con ¢ la tercer matriz de Pauli

y @ el operador de carga eléctrica. En la tabla (1.2) se muestran los eigenvalores de cada uno de
estos generadores sobre los estados derechos e izquierdos fermidnicos [12]:

Ts Y 0
(ViL7eiL)T (1/23_1/2)T -1 (Ov_l)T
€Cir 0 -2 -1

(uiLadiL)T (1/2ﬂ71/2)T 1/3 (2/3’71/3)71
iy 0 4/3 2/3

di, 0 ~2/3 ~1/3

Tabla 1.2: Valores de I3, Y, @ para los fermiones del Modelo Estandar.

Es bien sabido que los bosones W* y Z, responsables de la interaccién débil, son masivos.
Sin embargo, la introduccién directa de términos cuadraticos de estos campos (incluyendo a los
campos fermidnicos) en el lagrangiano viola explicitamente la simetria de norma por lo que no
es posible dotar de masa a estos campos de manera directa. Para resolver la situaciéon anterior se
hace uso del ya antes mencionado mecanismo de Higgs el cual serd abordado en la seccién 1.1.

El lagrangiano de la TED se divide en dos partes, una parte contiene la fisica de los campos
bosénicos (W, Z,~,h) y la otra que son acoplamientos de bosones con fermiones:

SLrep = L5+ 2B (1.5)
La parte bosénica se subdivide en dos sectores, el sector de Yang-Mills y el sector de Higgs:
LB =M (1.6)

Por otro lado, el sector bosénico-fermiénico se subdivide en los sectores de corrientes y el sector
de Yukawa:

LY =24 7Y, (1.7)

El sector de Yukawa estd constituido por acoplamientos entre el bosén de Higgs y los campos




1.1. EL SECTOR DE HIGGS

fermidnicos con lo que se les puede dotar de masa a los segundos, después del rompimiento de la
simetria.

En las secciones siguientes se describe brevemente cada uno de los sectores de la TED.

1.1. El sector de Higgs

El lagrangiano de este sector es dado por:

1

H
z 2

(D, @) (D'®) — V(@) (1.8)
donde

Y
5By (1.9)

es la derivada covariante asociada al grupo SUf(2) x Uy (1) en la representacién fundamental de
SUL(2). o son las matrices de Pauli, W son los campos de norma de SUL(2) y g la constante

g a - !
D, =0, - Zngu —1ig

de acoplamiento de dicho grupo. Por otro lado % es el generador del grupo de hipercarga, B,
es el campo de norma asociado y ¢’ la constante de acoplamiento. V(®) es el potencial de Higgs
dado por:

V(®) = 42070 + A (dT0)” (1.10)
con )
o= LTI (1.11)
3+ ipa

siendo el doblete de Higgs con valor de hipercarga ¥ = +1. Los ¢; son campos escalares reales,
A es una constante adimensional positiva. Se analiza la teorfa en torno al valor minimo de V(®)
es decir en el valor de minima energia, también llamado vacio. Se presentan dos escenarios: el
primero cuando p? > 0, en cuyo caso esta constante representa la masa del doblete. Por otro
lado, de manera no trivial, cuando p? < 0 la condicién de minimo se traduce en un estado de
vacio infinitamente degenerado correspondiente a una hiperesfera de minimo potencial:

2 2
v —p
’U2 = —_—

Old, = —
0x0 2 ) 2\

(1.12)
Todos los puntos de esta esfera son fisicamente equivalentes, pues estan conectados por trans-
formaciones de norma: ® — @ = & ¢~i% 9" (@)=131(2) Para romper espontineamente el grupo
electrodébil al grupo electromagnético uno elige un valor de ®y que sea invariante bajo el grupo
Ue(1), es decir dado U € U,(1) entonces U &g = Py lo cual es equivalente a que @ ®¢ = 0. En
otras palabras, @ aniquila al vacio. Se dice que el resto de generadores han sido rotos. Las trans-
formaciones asociadas a los generadores rotos no dejan invariante al vacio lo que muestra que el
estado de minima energia no tiene totalmente la simetria del grupo electrodébil, sino que sélo
contiene la simetria asociada al grupo electromagnético el cual puede verse como un subgrupo de
la TED. Efectuar el rompimiento espontdneo no significa destruir la simetria de norma, ya que
puede ser reinterpretado como esconder la simetria en los generadores que no generan subgrupos
(los generadores rotos) y los generadores que si generan grupos (los que satisfacen la condicién
(1.4)). Comunmente se escoge el doblete asociado al valor de expectacién del vacio

(@) = % ( 0 ) . (1.13)
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Si la teorfa es global (los pardmetros % y n de la transformacién no dependen del espacio
tiempo) como remanente aparecen 3 bosones también llamados bosones de Goldstone. Por otro
lado, cuando la teoria es local el hecho de haber elegido una direccién particular en el espacio-
tiempo hace que tres combinaciones lineales de los campos de norma asociados a los generadores
rotos aparezcan cuadraticamente con coeficientes constantes, es decir, dichos términos adquieren
masa. Por cada uno de ellos aparece un bosén de Goldstone que puede ser removido mediante
la conocida morma unitaria. En la literatura a estos campos se les conoce como seudo bosones
de Goldstone y estos son absorbidos dotando de masa a los bosones W+ y Z. En virtud de que
QP = 0, no aparecen términos de masa de los campos de norma asociados al operador de carga
Q), es decir, cierta combinacién lineal de campos de norma del grupo electrodébil tiene masa igual
a cero lo cual es consistente con el hecho de que el grupo U,(1) contiene un bosén no masivo, a
saber, el fotén ~.

El rompimiento esponédneo de la simetria aparece como consecuencia de la eleccién del valor
de ®4 antes mencionado, aunque es importante recalcar que la simetria no esta siendo destruida.
Se analiza la teoria alrededor de dicho punto, haciendo la traslacién

G+
w
D= &+ Py = (1.14)

v+h+iGz
V2

con G‘fV y Gz los seudo bosones de Golstone asociados al los bosones W*, Z. En la norma
unitaria estos campos toman el valor de GIJ,FV = Gz = 0. Sustituyendo (1.14) en la expresién del
potencial se encuentra que no aparecen términos cuadraticos de los seudo bosones por lo que son
de masa nula. Por otra parte, al sustituir (1.14) en Z# se encuentra el subsector:

D = % (0,h) (0"h) — \*h? (1.15)

donde se concluye que el campo h es un campo fisico de masa mj; = v2\v, cuya particula
asociada es el bosén de Higgs.

1.1.1. Masa de los bosones de norma

Las masas de los bosones de norma surgen de la parte cinética del sector de Higgs, a saber
de
% =(D,®)" (D'®) , & — ®+D. (1.16)
En particular
2

2 2 2 / 3u
t gt v 9°  —gg wet
(Du®o)' (Do) = =W, W+“+§( W2, B, )(_gg, 4 )( B ) (1.17)

donde Wi = (W) F lef)/\/i Se encuentra que la masa de los W’s es my = %. Definase:
tan Oy = %,
diagonalizar a la matriz presente en (1.17). Se encuentra que la matriz de rotacién es

S:( cwo sw ) . (1.18)

—Sw Cw

sw = sinfy y cw = cosfy; para pasar a eigenestados de masa se procede a
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(”éi”):s(iﬁ) . (1.19)

Sustituyendo (1.19) en (1.17) se encuentra que

Luego sea

1
(D ®0) (D" @) = m& W, WH 4 §mQZZMZ" (1.20)

donde la masa del Z es myz = mw /ew. El campo A, = sWW;:’ + cw B, tiene masa cero, siendo
éste el campo vectorial asociado al fotén ~.

1.2. El sector de Yang-Mills

Se introduce un sector que manifiesta la estructura no abeliana del grupo electrodébil. No es
posible construir invariantes usando directamente los campos de norma, sino sélo por medio de
los tensores de campo de los grupos SUL(2) y Uy (1):

W = 0, W, — 0, W, +ig[W,, W, ], (1.21)

B;Lu = a,uBu - aVB,u s (122)

respectivamete, donde W, = %Wﬁ En términos de los campos W la relacién (1.21) toma la
forma:

Wi, = 0,W3 — 8,W + ge®>WiWy (1.23)

el cual es conocido como tensor de curvatura de Yang-Mills. Bajo el grupo electrodébil los tensores
de campo se transforman de forma covariante:

W, =UW,U' | UeSUL?2), (1.24)

%
B, =B, . (1.25)
Con estos objetos se construye el sector de Yang-Mills, el cual es invariante de Lorentz y de

normas:

1 1
YM " v
LM = S Tr W WH] — B B
. ) (1.26)
=~ Wi W — BuB" .

donde los generadores se han normalizado como Tr(7°T?) = %. En términos de los eigenestados

de masa definidos en la seccién anterior el lagrangiano de Yang-Mills toma la forma:

1., - 1 1
YM _ + 14 v v
LM = = SWEW — 22,2 — Fu F"

—igew Z W HW Y —jeF,, W WY (1.27)
2
g - - - v —v
+ (W, WF = WiIw, ) (W W —wHrw ) |

donde .
W,jy = DZW,T — DyW,F + igew (W,jZV -Wrz,)) , (1.28)

Zy = 07 — 0,7, , (1.29)
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Fly = 0,4, — 0,4 (1.30)

vy

con
Dj, =0, —ieA, , e=gsw, (1.31)

la derivada covariante del grupo U,(1).

1.3. El sector de Yukawa

Tiene como propésito generar las masas de los quarks y los leptones cargados. Se divide
naturalmente en los sectores de leptones y quarks:

LY=L +2). (1.32)

1.3.1. Sector lepténico

Como se mencion6 al inicio del capitulo, las familias de leptones se agrupan en tres dobletes
izquierdos y tres singletes derechos de SUL(2) (1.1). No se introducen neutrinos derechos ya que
el ME asume que la masa de los neutrinos es identicamente cero. La estructura renormalizable
de LY es:

Y Ly
4 = =Y, L%, +he. (1.33)

donde Y es una matriz 3 x 3 compleja adimensional completamente general, cuyas entradas Yilj
son también llamadas las constantes de Yukawa.

Después del rompimiento espontaneo de la simetria trabajando en la norma unitaria:

YL
Y i -

LY = - \/%(U + h)egLe;R +h.c. (1.34)

Definase .

e
Ml _ Yl v E/ — %,R 1.35
= 75 ) L.R = ML R (1.35)

!

TL.R

donde £, g es un vector en el espacio de sabor. Con esto en cuenta el lagrangiano toma la forma:
Y nll 18l h nll L
& =-EyM'Er — —E; M'ER + h.c. (1.36)
v

Existe un teorema del algebra lineal que nos dice que dada M una matriz compleja m xn, entonces
UMYV esreal y diagonal si U de mxm y V de nxn son matrices unitarias cualesquiera. Entonces,
sean las siguientes transformaciones unitarias en el espacio de sabor

B, =V}E, N
Eé — VJZER . (Vir) =(Vigr) - (1.37)
Note que
E, =By’ = ELV;! (1.38)
con lo que ,
LY =— (1 + ) E M'ER + h.c. (1.39)
v
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donde M = VLliMlj/}l% es una matriz diagonal, a saber M = Diag(m., my, m-). Por otro lado
(ELM'ER)t = ExM'E}. Ocupando las propiedades de los proyectores se llega a que el sector
de Yukawa lepténico toma la forma:

e

LY =~ (1 + gh) EM'E , E=| p |, (1.40)
mw T

con lo que se concluye que las entradas de la diagonal de M son las masas de los leptones.

En este sector no existe VSL, ya que de acuerdo con (1.40) el bosén de Higgs no se acopla a
leptones de diferente familia. Por otra parte, el bosén de Higgs se acopla a leptones de la misma
familia proporcionalmente a la masa de éstos.

1.3.2. Sector de quarks

Es necesario introducir el siguiente campo covariante bajo SUL(2):

B v+h—igGyz
P = ic?d* = V2 . (1.41)
_GW

El lagrangiano de este sector esta dado por

Y _ dA Al &
L) =-Y5Q;d;, —YiQ; uj, +hc. (1.42)
En la norma unitaria
+h\ - v+ h
Y = v (“ ) d d. — Y ( ) @, o+ hec.
q ) JL IR ) JL IR
V2 A V2 (1.43)
= D, MDy, — U, MU}, — - (DLMDy + U, M"“Uy) +hec.,
donde
d u
D=1 ¢ L U=| ¢ R VA v 1.44
y ¢ 7 (1.44)
Sean las transformaciones unitarias
D} = VLdDL D, = V}‘%DR
/ U 9 / u (145)
Luego, como en el caso de leptones se obtiene:
LY =- <1 + gh> (DM®D +UM"U) , (1.46)
2mW

donde las matrices M9 = Diag(mg, ms,mp) y M* = Diag(m,, m., m;) contienen las masas de
los quarks. Nuevamente no existe cambio de sabor en este escenario.
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1.4. El sector de corrientes

Este sector representa la interaccién entre los bosones de norma y los fermiones quirales a
nivel drbol. A estas interacciones se les da el nombre de corrientes cargadas (acoplamientos con
los W*) y neutras (acoplamientos con el Z y 7). La construccién de este sector surge de manera
natural al sustituir la derivada ordinaria por la derivada covariante asociada al grupo electrodébil
en la parte cinética de los campos fermiénicos. Nuevamente, en el contexto del ME este sector
conserva el sabor leptonico, es decir, no puede haber términos cinéticos que relacionen leptones
de distintas familias por lo que no pueden aparecer términos de la forma f;I) f; cuando i # j.
Similarmente al sector de Yukawa, el sector de corrientes se puede escribir como

LC=L+ 20, (1.47)

donde Diplc y ch representan el sector de corrientes de leptones y de quarks respectivamente.
Se procede a escribir el lagrangiano en términos de eigenestados de norma. Se adopta la misma
nomeclatura que en sector de Yukawa donde éstos campos se priman mientras que los campos
eigenestados de masa se obtienen a través de las transformaciones unitarias (1.37) y (1.45).

1.4.1. Sector lepténico

Las corrientes en el sector lepténico surgen del siguiente lagrangiano
LF =iLPL; + i€}, De; . . (1.48)

En términos del espacio de sabor y de campos eigenestados de masa para Wﬁ, B,, el lagrangiano
toma la forma

Z° =iNLIN}, +iE'JE + \% [WJNiV“E}J +h.c] —eA,EA"E
_ 3 (1.49)
7, [N} APN} + E'y" (—cow Pr, + 25% Pr) E']

+ 2CW

donde N7 = (v}, v],, ). De la ecuacién anterior se tiene por un lado a las corrientes cargadas
leptonicas:
ZLe = % (Wi Njy* By +hee.] (1.50)

y por otro a las corrientes neutras:
L = —eAE'WWE + %Zﬂ [NLY*NL + E'y* (—cawPrL + QS%UPR) E']. (1.51)

Para conservar la estructura canénica de la teoria se procede a hacer la transformacion a eigen-
estados de masa dada por (1.37). Sin embargo la transformacién para N} no estd definida por
el sector de Yukawa asi que se estd en la libertad de elegirla. Se toma la misma matriz unitaria
que se usé con E7, es decir

N, =ViNy. (1.52)
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Sustituyendo la transformacién se encuentra que no aparece ninguna entrada de matriz de las
transformaciones unitarias ademés de que se acoplan miembros de la misma familia:

SC =iNLIN,, +iEJE + \% [WHNy"Br +hee] — eA, EA"E
(1.53)

+ 552, [N1y" Ny + By (—cow P + 253 Pr) E] -
w

No existe VSL en este marco. Es facil ver que (1.49) y (1.53) mantienen la misma forma, es
decir, (1.53) se obtiene de (1.49) cambiando términos primados a no primados. Como se verd més
adelante, la covariancia de estados de norma y estados de masa (es decir, aquellas expresiones
que lucen igual en términos de campos de norma y de masa) sélo se mantiene para corrientes
neutras. Este fendmeno se conoce como mecanismo de GIM. Es imperioso recalcar que en este
sector no hubo VSL debido a que para los neutrinos izquierdos se escogié la misma matriz de
transformacién ocupada para los leptones cargados con el fin de preservar la estructura candnica.
Sin embargo, éste es un marco muy restrictivo en el cual se asume que no existe mezcla de estados
mediada por corrientes cargadas; en la siguiente subseccién se muestra que en los quarks el cambio
de sabor es un fenémeno natural, prescripcién que motiva a tratar de introducir el fenémeno de
mezcla de neutrinos via corrientes cargadas.

1.4.2. Sector de quarks

Las corrientes del sector de quarks surgen del siguiente lagrangiano
Ly = iQuDQy + ity Puly, +idy, Pdy, . (1.54)

donde es conveniente, como en el caso de las corrientes lepténicas, mapear a la derivada D, en
términos de campos eigenestados de masa para Wli, B,,. Después de ese mapeo encontraremos
un término correspondiente a las corrientes cargadas, semejante al encontrado para las corrientes
cargadas leptdnicas. En el espacio de sabor dicho subsector toma la siguiente forma:

F0° = %WJU@*‘D’L +hec. (1.55)

De acuerdo con el sector de Yukawa, pasando a eigenestados de masa mediante el mapeo unitario
(1.45):

FC — \%WJULVETVI%“DL +he (1.56)
Sin embargo, dado que V}* y V& son matrices complejas distintas, en general su producto no es
una matriz diagonal como en el sector de Yukawa, lo cual indica que existe mezcla de estados
de masa de diferente sabor a nivel arbol. Se concluye que las corrientes cargadas no preservan
el sabor de quarks. A la matriz KT = V#TV{ se le conoce como la matriz Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa (CKM) [20,21]. Su tratamiento es de suma importancia tanto para este sector como
para una ampliaciéon del ME donde se aborde la mezcla de neutrinos obteniendo un resultado
andlogo. La matriz CKM se puede parametrizar con 3 dngulos de mezcla y una fase fisica de la
siguiente manera:

0

€12€13 $12€13 S13€
s s
K = | —s12c23 — c12523513€" C12€23 — S12523513¢€" $23C13 ; (1.57)
S s
512823 — C12C€23513€" —C12523 — S12C23513€"°  C23C13
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donde cup = cosbyp, Sqp = sinb,p. Las magnitudes de las entradas de la matriz K reportadas por
el Particle Data Group (PDG) [5] son:

0.97427 + 0.00014  0.22536 + 0.00061  0.00355 & 0.00015
K= 0.2252240.00061 0.97343 4+0.00015 0.0414 + 0.00012 | - (1.58)
0.008860 0003s 0.0405709912  0.99914 =+ 0.00005
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Capitulo 2

Fisica de los neutrinos mas
alla del Modelo Estandar

La informacién presentada en este capitulo fue obtenida de las siguientes referencias: la resena
sobre las evidencias de la masa de neutrinos, seccién 2.1, fue consultada en [22]. Por otra parte
la teoria de neutrinos masivos de Dirac y Majorana, secciones 2.2.1 y 2.2.2, se encuentra en el
libro [12]. Finalmente, la discusién sobre el mecanismo del see-saw, seccién 2.3, se extrajo del
articulo [13].

Desde el siglo pasado la fisica de neutrinos ha sido uno de los temas con mas relevancia en el
universo de las particulas elementales hacia el entendimiento de la naturaleza en su estado fun-
damental. Su existencia fue propuesta por Wolfgang Pauli a finales de 1930. En 1932, Chadwick
descubri6 una particula neutra, sin embargo era demasiado pesada para corresponder a la particu-
la predicha por Pauli. Esta particula es la que en la actualidad conocemos como neutrén. Poco
después, Enrico Fermi renombré al neutrén propuesto por Pauli llaméndolo neutrino (neutrén
pequeno) y lo incluyé en lo que fue el primer modelo de las interacciones débiles (1934). Fue has-
ta 1956 cuando Clyde Cowan y Fred Reines detectaron por primera vez auntineutrinos emitidos
por un reactor nuclear. Dos anos después Maurice Goldhaber, Lee Grodniz y Andrew Sunyar
midieron la helicidad de los neutrinos encontrando que estos son siempre izquierdos [23] lo que
sugirié que dichas particulas carecen de masa.

2.1. Evidencias de masas de neutrinos

Como se menciond en la introduccion la oscilacion de neutrinos es un fenémeno fisico que
permite concluir que los neutrinos son particulas masivas. La primer evidencia experimental de
oscilacién de neutrinos fue encontrada en 1998 por el equipo del detector SuperKamiokande en
Japon. Su trabajo se centré en detectar neutrinos producidos cuando rayos césmicos bombar-
deaban nucleos de oxigeno o nitrégeno en la atmosfera. Esos neutrinos atmosféricos son en su
mayoria neutrinos mudnicos e interactian débilmente con la materia. El detector SuperKamio-
kande, llenado con 50000 toneladas de agua esta localizado en la mina de Kamioka en Japdn. Es
tan larga que puede detectar neutrinos atmosféricos. Los neutrinos incidentes interactian con
ntcleos atomicos en el agua y producen electrones, muones o leptones tau que viajan més rapido
que la luz en este medio produciendo una onda luminosa llamada radiacién Cherenkov. Esta
radiaciéon puede ser detectada en tubos fotomultiplicadores sensitivos que rodean el tanque de

11
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agua y de esas senales se pueden determinar las direcciones desde las cuales llegan los neutrinos.
Dado que la Tierra es escencialmente transparente para estas particulas, aquellos producidos en
la atmésfera en el lado opuesto de la Tierra pueden llegar al detector sin ningin problema. El
equipo descubrié que alrededor de la mitad de los neutrinos atmosféricos del otro lado de la Tierra
habian “desaparecido”, mientras que los provenientes de arriba no. Aun ma4s, si los neutrinos se
convierten en algo mds por su propia cuenta, concluimos que deben estar viajando mas lento que
la velocidad de la luz y entonces deben de tener masa. El SuperKamiokande también era utilizado
para monitorear neutrinos solares. Las reacciones de fusiéon que toman lugar en el Sol solamente
producen neutrinos electrénicos, pero esos subsecuentemente pueden oscilar en ambos, neutrinos
mudnicos o neutrinos taudnicos. Aunque el experimento estaba disenado para detectar neutrinos
solares, no estaba diseanado para distinguir diferencias entre los diferentes tipos de neutrinos.
En contraste, el observatorio SNO en Canadé podia detectar neutrinos electrénicos, sin embargo
se detectaron pocos de ellos. Combinando la informaciéon del SuperKamiokande y sus propios
experimentos, el equipo del SNO determiné cudntos neutrinos muénicos o taudnicos incidian en
el detector japonés. Los resultados del SNO también proporcionaron evidencia de la masa de
neutrinos y confirmaron que el niimero total de neutrinos provenientes del Sol corresponde a los
calculos tedricos.

Una vez sabido que los neutrinos son particulas masivas es preciso determinar si éstos son
particulas de Dirac o de Majorana. En las secciones siguientes, para ambos casos, se hara una bre-
ve descripcion tedrica de modelos ampliados del ME en donde se dota de masa a estas particulas
via el mecanismo de Higgs.

2.2. Términos de masa, Dirac vs. Majorana

2.2.1. Neutrinos de Dirac

Como se sabe, en el ME se prescinde de la existencia de neutrinos derechos, lo cual se traduce
en la ausencia de términos de masa para estos campos. En una extension del ME, se han de
incluir las componentes derechas de los neutrinos. Sin embargo dado que estos no participan
en ninguna de las interacciones son denominados neutrinos estériles, por lo que son singletes
de SUL(2) x Uy(1). Como consecuencia no existe restriccién sobre el nimero de componentes
derechas que se pueden introducir en este modelo ampliado. Por simplicidad se trabaja en la
versiéon minima donde se introducen solamente 3 componentes derechas. Lo anterior permite
analizar la mezcla se sabores y la parametrizacién de la matriz PMNS abordada en la seccién
2.4.

Partiendo del lagrangiano de Yukawa lepténico (1.33) se introducen las componentes derechas
de los neutrinos de manera similar a lo que se hace en el lagrangiano de Yukawa para los quarks
(1.42). Se tiene entonces el lagrangiano de Yukawa para neutrinos:

L) =-YjLi® v, +he., (2.1)

v

donde Y} es la matriz de Yukawa asociada a las masas de los neutrinos y ® es el mismo vector
que en (1.41). Trabajando en la norma unitaria

Lf(v+hY\ _
&) ==Y (ﬁ) Vi Vi T hec. (22)
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Definiendo MP = ”\}g y pasando al espacio de sabor:

_ h
LY = —N;MPNj, — ;N’LMDNI’;{ + h.c. (2.3)

Como en el caso de leptones y quarks, se mapean los eigenestados de norma a eigenestados de
masa. Tomando las siguientes transformaciones unitarias

N, =V/N, ., Nj=VENg, (2.4)

se tiene que

£ = —NLMPNg — =N MPNp + hee., (2.5)

donde MP = diag(m,,, m,,,, My, ). Sumando el hermitico conjugado,

Y = (1 + gh) NIMPN . (2.6)
2mW

En este modelo, justo como en el caso de quarks y leptones cargados, el valor de las masas de

los neutrinos es proporcional al valor de expectacion del vacio v. Cabe recalcar que el orden de

magnitud de las masas de los neutrinos es mucho menor que el del resto de los fermiones, por lo

que en este contexto no surge explicacion alguna sobre lo pequeno de estos valores.

2.2.2. Neutrinos de Majorana

En el ME, los neutrinos son descritos por espinores izquierdos de Weyl por lo que requieren
unicamente de dos componentes para su completa descripcién. Para el caso de particulas masivas
de Dirac se necesitan tanto de la parte derecha e izquierda de cada espinor para poder generar
un término de masa, es decir se necesita de cuatro componentes por cada fermién masivo. Ettore
Majorana demostré que no son necesarias cuatro componentes independientes para describir un
fermién masivo. De hecho, éstas se reducen a dos si consideramos que v;, y v, son dependien-
tes. Motivados por este hecho, dado que en las interacciones quirales sélo participan neutrinos
izquierdos, a partir de los campos v;, es posible crear una funcién derecha que se transforme
covariantemente bajo transformaciones de Lorentz con el fin de reemplazar a las componentes
Vjr- Sin perdida de generalidad se puede escoger al campo de carga conjugada a v;, , a saber

ve =¢0m;, T, (2.7)

donde C es la matriz de conjugacion de carga, y £ una fase asociada a la operacién de conjugacién
(|€]? = 1). Dado que los neutrinos sélo interacttian débilmente la fase £ no tiene significado fisico
por lo que puede ser tomada arbitraria. Por simplicidad se le asigna el valor de la unidad. Usando

C(HP)TC =77 (2.8)

se tiene que P, C' = CPF por lo que

PL(07") = € 7 P)" = € [(Pary,) '] =0, (2.9
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CAP{TULO 2 FISICA DE LOS NEUTRINOS MAS ALLA DEL MODELO ESTANDAR

es decir que, efectivamente, Vﬁ es una funcién derecha. El acoplamiento Vﬁ v;, no se desvanece
por lo que es posible construir el término de masa de Majorana:

1
M
L= —imllﬁuj‘L +h.c. (2.10)
Se ha introducido un factor de un medio para evitar contar dos términos identicos debido a
que los campos Vﬁ y 7;, no son independientes. El espinor completo, con su parte izquierda y
derecha toma la forma

. c
Vi = Vi TV

(2.11)

el cual claramente satisface la condiciéon de Majorana v; = ujc. El lagrangiano libre para neutrinos
de Majorana resulta ser:

1

Qszf C
2

v id v, +1/ﬁ: i vj —m(VJCLI/jL +1/]74L1/f;>] (2.12)
Mediante las ecuaciones de Lagrange se obtiene la ecuaciéon de Majorana:

idv;, =mCr;, " . (2.13)

2.3. El mecanismo del sube y baja (see-saw)

En virtud de que los neutrinos derechos y estériles estdn permitidos por las simetrias del ME,
es posible incorporar al ME minimamente extendido un sector de masas de Dirac y un sector
de masas de Majorana dependiente de las componentes derechas de estos campos sin afectar
la fenomenologia. Motivados por la ecuacién (2.3) podemos escribir un término de masa para
neutrinos derechos de Majorana de la siguiente forma:

L, r R
L= 5, CTMji v, +hee. (2.14)
donde C es la matriz de conjugacién de carga y M® es una matriz compleja simétrica. Con esto
en cuenta es permisible crear el siguiente término de masas tipo Dirac - Majorana:

gDJrM =%+, (2.15)

donde B
% = N, M"Np (2.16)

es el término correspondiente a las masas de la ecuacién (2.3). En este caso, es 1til redefinir al
vector N’ de tal manera que se incluya a los neutrinos derechos:

N/LT = (VéL7V,l/LL’V‘/I'L7 (VQR)C ’ (VéR)C ) (VéR)C> ’ (217)

donde, de acuerdo con la ecuacién (2.7), se define (V; )C = CVTRT. No se colocan etiquetas de
sabor en los neutrinos estériles puesto que no se pueden definir interacciones con ellos, al menos
en este marco. Recuérdese que puede ser introducido cualquier nimero de estos singletes. Sin
embargo, en este caso, se toman 3 en analogia a sus tres versiones izquierdas; otra justificacién
es por simplicidad: teniendo un nimero igual de componentes derechas e izquierdas se trabaja
con una matriz cuadrada que, como en el caso del sector de Yukawa, puede ser diagonalizada a
través de una transformacién biunitaria. El resultado serd tener las masas de los neutrinos (en

este caso 6) en la diagonal de dicha matriz. En efecto, el sector £pynm, en términos del vector

14
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en (2.17), puede ser escrito como:

1
Loim = §N'LT0TMD+MN’L +he., (2.18)

donde o7
MO = ( ]\ED %R ) (2.19)

es una matriz cuadrada 6 x 6. Para pasar a eigenestados de masa se procede a diagonalizar a la
matriz MP+M. Tomando como referencia (2.4), bajo la misma prescripcién:

N£:VNL ’ Ng:(yle'vVﬁL) (220)
con lo que (2.18) toma la forma:

1 _
Loim = 5NLTCTM Ny +h.c.

1
imjyjq;CT vj, +he , j=1,..,6

(2.21)

1 —
= —§mj1/j%:1/j + h.c.
1

= —§mj1/j1/j

con v; = v, + I/j(’; campos de Majorana. Los neutrinos del sector £piy son neutrinos de
Majorana.

En las extensiones del ME que introducen neutrinos derechos de Majorana se asume que
éstos al no participar en ninguna de las interacciones electrodébiles gobernadas por el grupo
SUL(2) x Uy(1), provienen de otras simetrias a una escala mayor de energia (teorias de gran
unificacién) que en cierto limite se rompen a las simetrias del ME. En este marco, las masas de
los neutrinos derechos deben de ser de orden superior al orden de masas del ME, siendo incluso
mayores a la masa del bosén de Higgs. Bajo esta suposicién, la matriz de masas MPTM puede
ser diagonalizada en dos bloques bien definidos de masas ligeras y masas pesadas asociadas a
las masas de los neutrinos izquierdos y derechos respectivamente, bajo correcciones del orden
(M®)=1MP se tiene que, aproximandamente:

My 0
VIMPMY o (- loeht 2.22
0 MHeavy ( )
con
1— 1mP' (MRMR*)_1 MP ()™ MDT
V 2 5 I : (2.23)
_(MR) MP 1— %(MR)flMDMD (MR )71

donde . .
Miyigne ~ —MP" (M%) M7, (2.24)
Migeavy = M®. (2.25)

El orden de magnitud de las masas de los neutrinos ligeros Mp,gpi, s fuertemente reducido
por el factor MP" (M R)_l, lo cual explicarfa el valor tan diminuto de las mismas, esto es
conocido como el mecanismo del see-saw. En efecto, a grosso modo, de acuerdo con (2.25) M®
es aproximadamente diagonal, por lo que las entradas de la matriz M R 5on de la forma 1 /M,
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con M representando una masa pesada. De acuerdo con lo anterior y con la ecuacién (2.24), las
masas de los neutrinos ligeros tienen aproximadamente una expresion de la forma
m
MLight ™~ mM (226)
donde m y M corresponden de manera genérica a una masa de Dirac y a una masa de neutrino
derecho respectivamente.

2.4. La matriz PMNS

El lagrangiano del ME estd escrito en términos de eigenestados de norma (los campos prima-
dos). Estos estados son los que participan en las interacciones electrodébiles y fuertes. Después
a través de una transformacién unitaria es posible mapear a los sectores en términos de campos
eigenestados de masa; como se puede apreciar en el caso del lagrangiano de corrientes leptonicas
£ (seccién 1.4.1), las expresiones de norma y de masa lucen exactamente igual, no asf en el
caso de las corrientes cargadas de los quarks donde el mapeo de eigenestados de norma a eigenes-
tados de masa deja una mezcla de estados de masa reflejado en la matriz CKM. En los modelos
vistos en este capitulo, la oscilaciéon de neutrinos puede ser abordada de manera completamen-
te andloga al caso de los quarks en el ME: se toma a las expresiones para neutrinos de sabor
(eigenestados de norma) para después ser mapeadas en eigenestados de masa. Sin embargo, el
fenémeno de oscilacién de neutrinos sugiere que, para los neutrinos masivos, los estados de masa
no necesariamente estan asociados a algtin sabor particular. La oscilacién de neutrinos puede ser
interpretada de la siguiente manera: los neutrinos de sabor son una combinacién lineal unitaria
de estados de masa. Esto les permite oscilar de sabor con cierta amplitud de probabilidad. En
particular, para los neutrinos izquierdos:

3
Vap = Z Uajvj, » a=ep,T (2.27)
k=1

donde en este caso v;, son eigenestados de masa y U es una matriz unitaria de mezcla de tamano
3 X 3

Uel UeQ Ue3
U= Un Uwn Us |. (2.28)
UTl U7'2 U‘r3

A dicha matriz se le conoce con el nombre de matriz PMNS, que es el acronimo de Pontecorvo-
Maki-Nakagawa-Sakata. Para que las oscilaciones de neutrinos ocurran es necesario que la matriz
PMNS no sea diagonal. Las amplitudes de probabilidad de transicién asociadas a oscilaciones de
neutrinos dependen de diferencias entre las masas de estas particulas, lo que significa que para
que este fendmeno tenga lugar es imperioso que la masa de al menos dos de los neutrinos activos
sea diferente de cero.

Tomando el acoplamiento de eigenestados de masa de los leptones con el W de la expresién
(1.53)

ZCC — Z

a=e,u,T

- ¥

a=e,u,T

[W;NL’}/}LEL + hC]
(2.29)

Sle Sle

W vay"la, +hel,
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donde l. = e, I, = p, I = 7. Pasando a estados de masa v;, de acuerdo con (2.25):

= Z Z W VJL 3’7 lOéL+hC] (230)

a=e,u,T j= 1

Este resultado sugiere que la mezcla de neutrinos requerida por la oscilacién de sabor, es un
fenémeno que puede ser observado a través de interacciones con bosones cargados. La mezcla de
estados masivos en (2.30) es andloga a la mezcla de quarks en el sector chc del ME, por lo que
para neutrinos de Dirac, una posible parametrizacién de la matriz U es la misma utilizada para
la matriz CKM [16]:

€12€13 512€13 s1ze”"
_ is i
U= | —s12c23 — c12523513€" C12C23 — S12523513€" 523C13 (2.31)
is is
512523 — C12€23513€" —C12823 — 512C23513€"°  C23C13

donde nuevamente cqp = c0S 04p, Sap = Sin Ogp, con b2, 013, 023 los angulos de mezcla y § una fase
que en este contexto se conoce como fase de Dirac. Los valores de los angulos de mezcla y de la
fase de Dirac se encuentran comprendidos en los siguientes rangos: 0 < 0, < 7/2,0 < § < 27. La
parametrizaciéon de la matriz PMNS para el caso de neutrinos de Majorana es un tanto distinta
puesto que se requiere de dos fases complejas adicionales, mismas que reciben el nombre de fases
de Majorana. En este marco las fases de Majorana se pueden factorizar de modo que la matriz
PMMS se expresa como:

U=UPDM (2.32)

donde DM es una matriz diagonal de la forma DM = diag(ei)‘1 , ei’\z,ei)‘S), con A1 = 0. Por otra
parte la matriz UP se parametriza exactamente igual a la matriz (2.31). Una de las principales
implicaciones de la factorizacién exhibida en la ecuacién (2.32) es que los experimentos que
involucran a oscilaciones de neutrinos no son sensibles a las masas de Majorana [13]. Las fases
complejas son fuentes de violacién de la simetria discreta CP, que ya por si sola es interesante,
pero que, ademds, es necesaria para explicar la asimetria bariénica en el universo [24].

Si bien no se conoce el valor de las masas de los neutrinos v; si se conoce la diferencia
cuadrética de sus masas y los senos cuadréticos de los dngulos de mezcla 619, 013 y 023 [5]:

Angulos de mezcla Diferencia cuadratica de masas

sin”(012) = 0.30470 013 Am3; =753 £0.18 x 10~ eV?

sin”(fa3) = 0.51470 528 Am32, = 2.49 £0.06 x 107 eV?
sin?(f13) = 2.19 £ 0.12 x 102 Am3, = 2.56 £0.06 x 1073 eV~

Tabla 2.1: Pardmetros de oscilacion de neutrinos masivos.

De acuerdo con el experimento T2K llevado a cabo en las instalaciones del J-PARC en Tokai
Japén [25], se observé desde el 2010 la aparicién de neutrinos electrénicos en un haz de neutrinos
muonicos. Dicho andlisis fue hecho en el marco de oscilacién de neutrinos a través de la mezcla
parametrizada por la matriz PMNS. Dentro de esta investigacién se encontrd por una parte un
mejor ajuste para el valor de sin 26;3 en el contexto en el que no existe violacién de CP (6 = 0).
Por otro lado se encontré que algunos valores de la fase ¢ son menos favorecidos que otros en un
nivel de confianza del 90 %. Dentro de este articulo se presenta la siguiente grafica:
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90% CL {Am3,>0)
90% CL (Am3,<0)

II.'I.rIIIIIIIIIIIIIIII

1 I
-0.5 0 0.5

Bep (9

Figura 2.1: Rango de valores favorecidos de é de acuerdo con el experimento T2K.

0

-2Alnl
)
— TTTT IIIII IIIIIIIIIIIIII

donde se grafica —2Alog(¥) contra d(m), con £ la mdzima probabilidad conjunta de ajuste
de los parametros de oscilacion. Las lineas solidas son graficadas en el contexto de la jerarquia
normal de las masas de neutrinos (Am3, > 0), mientras que las lineas punteadas estdn valuadas
en la jerarquia inversa (Am2, < 0). Las lineas que conectan puntos y cuadros representan el
limite del nivel de confianza, los valores de —2Alog(.¥) que estdn por debajo de estas lineas
garantizan un nivel de confianza del 90 % para los valores de § . Combinando los resultados del
T2K con las medidas obtenidas en reactores nucleares hay una preferencia para el valor de la
fase de Dirac de

§=—2

3 (2.33)
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Capitulo 3

El decaimiento h — lalﬁ

En este capitulo se estudia un lagrangiano de corrientes cargadas que incorpora mezcla de
neutrinos masivos de Dirac. A diferencia de la ecuacién (2.30), el lagrangiano presentado para-
metriza de manera general a la parte vectorial y axial de esta interaccién. Se establecen las reglas
de Feynman y se analiza el vértice hl,lg a un lazo. Posteriormente se determina la amplitud de
decaimiento para este proceso. Finalmente se presentan las formulas del célculo de la anchura de
decaimiento y del BR que seran utilizadas en el capitulo 4.
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CAP{TULO 3 EL DECAIMIENTO H — L,Lg

3.1. Lagrangiano de corrientes cargadas y reglas de Feyn-
man

Independientemente de modelos, suponiendo que los neutrinos son masivos y que, en alguna
extension del ME, existen nuevos bosones de norma cargados, consideremos la siguiente parame-
trizacién de corrientes cargadas vectorial y axial:

Zoc = Z Z Z [WJplTj'Yp (Ua, joo aa,ja'ys) lo + Wa_pE’Yp (UZ, ja T GZ,joﬁs) Vj} ) (3-1)
a 7 a

donde V4, jo ¥ @a, jo SOn pardmetros que adquieren diferentes expresiones en distintos modelos.
lo = €™, u=, 77 etiqueta a leptones cargados, v; denota eigenestados de masa de neutrinos y
los bosones cargados, tanto del ME como aquellos asociados a nueva fisica, se denotan como
w,- ,- Acorde con esto, los indices empleados corren sobre j =1, 2, 3, mientras que o = e, u, T
ya=1,2,3,..., con a =1 correspondiendo al bosén W del ME. El indice griego p etiqueta a
componentes del espacio-tiempo.

Trabajando en un modelo semejante al ME minimamente extendido asumiremos sélo inter-
acciones con el bosén W del ME, por lo que definiendo

=
Wlp:Wp ,
V1, ja = Yja

a1, jo = Gja s
el lagrangiano (3.1) toma la forma
Lo =2 W7 (vie = 0jan”) o+ W Tat” (0 = i) ]+ (3
7 a

Los valores v;q y ajq son las entradas de matrices cuadradas de 3 x3 a y v. Dentro de este modelo
dichas matrices caracterizan a las corrientes cargadas vectoriales y axiales respectivamente. Del
lagrangiano (3.2) se deducen las siguientes reglas de Feynman:

la vj la

Figura 3.1: Reglas de Feynman.
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3.2. Proceso h — l,lz

El proceso general se puede representar con el siguiente vértice:

Iy Iy

Figura 3.2: Proceso general h — l;l;.

donde las interacciones internas estdn gobernadas por los acoplamientos del lagrangiano (3.2).
Se trabaja en la capa de masa por lo que los resultados vienen dados solamente en términos de
las masas de las particulas involucradas. Por conservacién del cuadrimomento, la cinematica del
proceso general es la siguiente:

P =p1+p2 (3.3)

con p el cuadrimomento entrante del Higgs y p1, p2 los cuadrimomentos salientes de los leptones
cargados [, y lg respectivamente. Elevando al cuadrado la ecuacién anterior se obtiene la siguiente
relacién util para cédlculos posteriores:

2 2 2
my —mg, —m
propr= " (3.4)

donde my, es la masa del Higgs, y m,, mg son las masas de los leptones cargados.

Dentro del lazo apareceran neutrinos virtuales propagandose en los vértices. Ahora bien, dado
que el neutrino es un campo fermiénico masivo de Dirac, debe de tener un propagadador analogo
al del resto de los fermiones. En el espacio de momentos éste toma la forma:

g—l—mj

R E—m——
2 _ 2 1
q® —mj + e

vj(q)
Figura 3.3: Propagador del neutrino.

donde m; y g son la masa y el cuadrimomento del neutrino respectivamente. En el Apéndice 6
se muestran las reglas de Fenynman y los propagadores de las particulas del ME en la norma
unitaria [26] que son necesarios para este célculo . Procedemos a calcular todos los diagramas de
norma a un lazo:
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3.2.1. Diagrama 1

El primer diagrama es:

....)....
15 (p2) g v(k)

Figura 3.4: Primer diagrama.

donde lo que estd entre paréntesis etiqueta al cuadrimomento de cada particula, las flechas
puntuadas representan la direccién de éstos. Por conservacién del cuadrimomento:

@ =—(k+p2),

3.5
g2=p1—k, (8:5)

con k el momento a ser integrado. La amplitud de probabilidad de este diagrama es:

3
d*k . . . f+my
m = Z/ my e Prsn) [ (Vo = a5a7”)] i~ mJ?
=1

o { — <gl/p (k+p2)" (k +p2)p>} y

(k+p2)? —m2, m?2

el (AR ‘W)] (igmay rp)

(k= p1)? —mg, W

[ivy (vig — a;7°)] va(pa, s2)x

(3.6)

donde s1 y sy son etiquetas de espin que serdn sumadas en la amplitud cuadratica. Se realiza
una suma sobre j para considerar la contribucién de cada uno de los tres neutrinos que pueden
circular dentro del lazo.

22



3.2. PROCESO H — L,Lg

3.2.2. Diagrama 2

El segundo diagrama es:

Figura 3.5: Segundo diagrama.

Por conservacion del cuadrimomento:
g=p1—k. (3.7)
La amplitud de probabilidad es:

Ladic s

3
d*k . . .
=3 [ Gmgetatonn) o (0 = ") |15 g —m
j=1 J B

x g (D2, 52) (*—Z (g”” _ (kpl)y(kpl)")} <_Z.g mg > .

i (vjs — aj87°)]

k—p1)?—m2 m?2 2m,,
(3.8)
3.2.3. Diagrama 3
El tercer diagrama es:
...... .(
Jr
lﬁ (p2)
Figura 3.6: Tercer diagrama.
Por conservacién del cuadrimomento:
qg=k—ps. (3.9)
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Se tiene la amplitud:

3 4 - Ma — e
o0 :Zl/(;lﬂl;aa(ph&) [z <7:§+>] [ (Ve — a5a”)] [z( F+m;

—m2 M)] [iv (vsp — aj57°)] %

% 05 (pa, 52) {M (gyu ~(k—p2)i(k —pz)uﬂ (_Z_g s ) |

2
ms, 2m,,

(3.10)

3.2.4. Diagrama 4

Para considerar todas las contribuciones de norma a este proceso se propone introducir el
siguiente diagrama :

Figura 3.7: Cuarto diagrama.

Sin embargo el acoplamiento entre el Higgs y los neutrinos a través del vértice hv;v; no ha sido
definido en este contexto. A priori se propone que dicho vértice tenga la siguiente forma:

h
I
I
I

_ig §
//\ 2muy

Vj Vi

Figura 3.8: Vértice h v;v;.

Donde £ es un valor a determinar. Por otro lado, por conservacién del cuadrimomento:

= k—|— R
Z; =D f; (3.11)

1De hecho dentro de este trabajo se encontré que éste diagrama es necesario para cancelar las divergencias de
la teoria.
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3.3. CALCULO DE LA ANCHURA DE DECAIMIENTO

Luego:

3 d4k il k?-i-mj . %-‘rm]
T (P

2
J=1 J
) 5 —1 y kY EH
X i (vjs — a;87°) | vs(p2; s2) [(g“— )}( )
[ivw (vis — a;j87")] vs k2 _ m2 m2, 93 w
(3.12)

/—\

La amplitud total se obtiene sumando las cuatro amplitudes anteriores:

4
m=>y mo. (3.13)

=1
3.3. Calculo de la anchura de decaimiento
La anchura de decaimiento tiene la forma [27]:

|92
167rm

Nl
Nl

T'(h—1; l+) [my — (ma +mg)?]? [mi — (ma —mgp)?]? | (3.14)

donde en \931\2 se debe de efectuar una suma sobre los estados de espin s; y s de los leptones
cargados [, y Ig respectivamente. La amplitud 9 tiene la forma general:

9

M= —i
Z47r)2

Ua(p1,s1) [FLPr + FrPr| vg(p2,s2) , (3.15)

—~

con Fp, y Fg coeficientes que dependen de las masas y de las entradas de las matrices a y v. A los
coeficientes F7, g los denominaremos genéricamente como amplitud izquierda y amplitud derecha
respectivamente. En el capitulo 4 se hard un analisis extenso de ellos. Ocupando explicitamente
la forma de los proyectores Pr, g, la amplitud se puede reescribir de la siguiente manera:

M= —i

2(47)2 [(FR + Fp)ta(p1, Sl)vﬁ(p% s2) + (Fr — Fp)ta(p1, 31)'757)5(272, 82)] . (3.16)

Para calcular la amplitud cuadritica, se toma el complejo conjugado de (3.16):

M =1

2(4r)2 [(Fi + Ff)vg(p2, s2)ua(pr, 51) — (Ff — F1)vg(pa, s2)7ua(p1,s1)] - (3.17)

Con esto:
2 *
o2 =2 oo (3.18)
S1 S9

En el Apéndice 7 se presenta el cilculo de la suma de espines s; y s2 de la ecuacién anterior.
Como resultado se obtiene que:

I = s (Pt Pl [ = Oma %)+ Fi = Fof? [ = (o = m ]} (329
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3.4. Branching Ratio

El BR es la fraccién de eventos que ocurren para cierto decaimiento. Para este proceso el BR

se define como:
I'(h — lalp)

Iy ’
donde T'j, es la anchura de decaimiento total del Higgs. Usando las mediciones del LHC y del

Tevatron sobre la seccién eficaz de varios canales de decaimiento del bosén de Higgs del ME con
una masa de 125GeV [17], se determiné que el valor de T';, estaba comprendido en:

BR(h — lolg) = (3.20)

Ty =6.6777 MeV . (3.21)

Por otra parte, los resultados del decaimiento 27 — 'l llevado a cabo por el CMS [18]
abre la posibilidad de que esta anchura sea incluso 4.2 veces mayor que la predicha por el ME
(Thye = 4.15 MeV [28]), con lo cual se establece la siguiente cota:

I, < 17.43 MeV (3.22)

la cual bien puede alojar eventos fuera del ME como por ejemplo neutrinos masivos y VSL. Dado
que el orden de magnitud de I'p,,, v el de las dos cotas presentadas I'y, es el mismo, y estamos
trabajando en un modelo ampliado del ME, se supondra en esta tesis que I', = 17.43 MeV.

Los resultados anteriores son bastante generales. Sin embargo, es necesario realizar un estudio
minucioso de la amplitud 9t para poder determinar las condiciones que se deben de imponer al
lagrangiano introducido (3.2) para tener una teorfa finita.
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Capitulo 4

Analisis de resultados

Para el calculo de la amplitud 9 se hizo uso de la paqueteria FeynCalc [29, 30] del pro-
grama Wolfram Mathematica 10 ademds del Software libre LoopTools [31] para calcular
numéricamente funciones Cy de Passarino-Veltman (PV) [32, 33].

Se presenta primero a la amplitud Fp,. En una siguiente seccién se analiza la parte divergente
de dicho resultado y se procede a imponer condiciones sobre las matrices a y v y sobre el término
& del vértice 3.8 para que en conjunto garanticen una amplitud finita. Una vez establecida la
convergencia de la amplitud, verificamos condiciones de consistencia sobre la misma (simetria
de la componente izquierda y derecha, limite de masas pesadas, etc.). Posteriormente se hace
un estudio sobre cancelacién de términos no contribuyentes a la amplitud bajo la suposicion de
que las matrices a y v son unitarias. En un ultimo apartado el célculo se restringe al “Modelo
Estdndar minimamente extendido”[12] y se calcula explicitamente la anchura de decaimiento y
los BR para los procesos: h — eji, h — ey h — p7 en el intervalo de masas ligeras: 0 < m; < 2
eV.
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CAPITULO 4 ANALISIS DE RESULTADOS

4.1. Amplitud exacta de probabilidad 91

La amplitud izquierda Fp, de la ecuacién (3.15) tiene la forma:

3 r 7
S aaais | £V + Z FO mECo(m) + > gV Bo(m)
j=1 m=1

m=1

3 M 2
* 2
+Zajavﬂ3 f(g ) + Z fr(r?) m%OO Z gm
j=1 L m=1

3 - - (4.1)
+ 3 haass | f” + Z I miCo(m Z
! : N ’"7 ' :
+ Zv;‘ang Y4 Z D m2Co(m) + Z 9 B )
j=1 L m=1 ]
donde By(m) y Co(m) son funciones escalares de PV dadas por:
Co(1) = Cy (mi,m%,m,%,m?,m%v,m?) , (4.2)
Co(2) = Co (m2,m3, mj, m%v,m?,mﬁv) , (4.3)
Boy(1) = By (0,m3,m7) , (4.4)
By (2) = By (0, m3y, myy) (4.5)
By(3) = By (0,m?, miy) (4.6)
By(4) = By (m m2 m%,[,) , (4.7)
By (5) = By (m%,mz,m%‘,) , (4.8)
By(6) = By (mh,m2 m?) (4.9)
By(7) = By (mj,, miy, myy) - (4.10)

De ahora en adelante se analiza sélo a Fr. Fg se obtiene a través de Fr cambiando m, <+ mg.

4.2. Cancelacion de divergencias

Las funciones escalares By contienen divergencias ultravioleta . Sin embargo se sabe que las
funciones By(m) se pueden descomponer en una parte divergente y en una parte finita siendo la
parte divergente comun en todas ellas:

Bo(m) = A + bo(m) , (4.11)

con A la parte divergente. Entonces, de acuerdo con (4.11) es posible aislar a la parte divergente
de la amplitud F, (algo semejante ocurre con Fg). En efecto, sustituyendo (4.11) en (4.1) se
encuentra que el término divergente de la amplitud izquierda tiene la forma:

3 7
AMTS { W ar a8 + 92 alavis + 95 viaais + gl %W} . (4.12)
j=1m=1
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4.2. CANCELACION DE DIVERGENCIAS

En un primer escenario es posible remover a las divergencias si ocurre que el coeficiente que
acompafia a A es idénticamente cero. De no ser asi se busca redefinir a las constantes de acopla-
miento de los grupos de simetria para absorber a las divergencias en un proceso conocido como
renormalizacion [34]. En éste cdlculo se encuentra que:

A

3
i, > [D1a},a8 + Da a5,v;8 + D3 05008 + Daviav;s) (4.13)

j=1

Dy =

con
Dy = mj (mg +mg + 2m;) + (m; — &) (=3m;(ma +mp) + (me — mp)* — 6m§ +6miy), (4.14)
Dy = mj(ma — mg + 2m;) + (m; — &)(3m;(ms — ma) + (mqa +mg)* — 6m3 + 6myy,), (4.15)
D3 = m3(mg — mg —2m;) — (m; — &) (3mj(ma —mg) + (ma + mg)2 — Gm? +6m¥;), (4.16)

Dy = mj,(mq +mg — 2m;) — (m; — £)(3m;(mqa + mg) + (ma —mp)* — 6m; + 6miy) . (4.17)
En el siguiente apartado analizaremos casos particulares para las matrices a y v y para £ que
garanticen que el término divergente (4.13) se anule.
4.2.1. Caso particular: v = a, { = m;

En analogia a la mezcla de quarks a través de la matriz CKM, supondremos que las matrices
a y v son unitarias. Por otra parte, tomando v = a, (4.13) se reduce a:

3
M .
Dy, = Am—g E alnajs [my + 3m;(€ —my)] . (4.18)
w j=1

Ahora bien, si consideramos que £ = m; la ecuacién anterior toma la forma

9 3
MaMm .
Dy =A— h Zajaajg
my
Mam? 1
= A5 (afa)ag (4.19)
myy

2

MaMj,
=A 3 0o

w

donde se ha utilizado la unitariedad de a (a' = a~'). Dado que los leptones cargados I, y lg son
de familias distintas o # 3 se tiene que d,8 = 0. Por lo que Dy, = 0.

En este contexto se concluye que para garantizar que la amplitud sea finita:

1. La parametrizacién de las corrientes vectorial (v) y axial (a) debe de ser la misma.

2. El acoplamiento entre los neutrinos masivos m; y el Higgs es igual al del resto de los
fermiones. Esto sugiere que el mecanismo de Higgs es un ingrediente en la generacién de
las masas de los neutrinos.
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CAPITULO 4 ANALISIS DE RESULTADOS

La parte divergente de la amplitud también se anula cuando v = —a. Sin embargo en este
modelo se respeta la fenomenologia donde los bosones W se acoplan a la componente izquierda
de los fermiones. En este contexto se escoge v = a. De ahora en adelante se trabajara con esta
condicién. El lagrangiano de corrientes cargadas (3.2) toma la forma:

,Z(% = Z Z [W;ajaﬁvp (1 — 'ys) lo + W;EWP (1 — 75) a;ayj] . (4.20)
7 [e%

4.3. Amplitud exacta de probabilidad 971, modelo v = a

: : : . 2 2 . 2/2 2 2
Pasando a variables adimensionales: zo,5 = mZ 5/mj, x; = mj/my, xw = my,/mj., se
encuentra que:

e
Fr = —E @00
zyy L TP
J

Fr se relaciona con la amplitud izquierda como:

2 7
fot+ Y fmmiCo(m)+Y " g Bo(l)| - (4.21)
m=1 =1

FR = FL(CEQ e xg) . (422)

La amplitud cumple con las siguientes condiciones de consistencia:

1) Las amplitudes del primer y segundo diagrama (3.6) y (3.8) se desvanecen cuando m, =
mp = 0.

11) Las amplitudes Fy, y Fr estdn libres de divergencias ultravioletas una vez que se usa la
unitariedad de la matriz a y £ = m;.

111) En el limite cuando mg — 0 (m, — 0), la amplitud derecha (izquierda) Fr (F},) se desvanece
y la amplitud izquierda (derecha) es diferente de cero.

Se deben de remover aquellos términos que sean independientes de las masas de los neutrinos
m;, es decir aquellos términos de la forma

3

Z a’;aajﬁ f(mot7mﬂ7mW7mh) ) (423)
j=1

ya que son ceros por unitariedad de a. Bajo esta prescripcién los factores de forma que aparecen
en la amplitud son:

—2213]'
= —F——— =T+ T +Tw], 194
/o Tw(To — 2p) [=zp + 5 + 2w (4.24)
2z;
h :.IWJI_I [22(zp + j — 22w ) — 2o (25 (225 + 22w — 1) + 2(z; — zw)(z; + 2zw)

+a; = 3aw) — @) + 23(x; + daw + 1) + 25((22; — Vaw + z;(2x; — 3) — daiy) (4.25)

+2(xj — xw) () + 2ew) — Tw]
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4.3. AMPLITUD EXACTA DE PROBABILIDAD 9, MODELO V = A

2
fo :xWH [ — 23 2y + xi(ZmW(Qacg +x;+2)—xp+z,)+ xa(—xw(llx% + x5+ 23:? +z;+2)

+ a4 223y (x5 — x5 — 1) + 25 — 27 — 25 + 4afy) + (25 + Dl 2zw + 1)
— (zp + Dz (2zp2Ww + 25 — 223 + 29 — 1)
+ zw (25 — 2zw) (223 + 22w — 1) + 2w — 1)]

(4.26)
2.’Ej
_ oz —9 4.27
g1 l‘W(-Ta — .Z‘/j) [xﬁ Z :L'W] ) ( )
2 ;
g = i , (4.28)
Lo —Xp
To +28)(xw —xi)(Xe —x; — 22
= b 8)(zw — ;) i = 2w) (4.29)
TaZw (To — 28)
1
Ga :xal‘w(ﬂﬁa T 2t (—(zp — 225 + dzw)) + x2(2x2ﬁ + xg(dx; + 3zw — 2)
—4d(zj —ow)(z; + 22w) + dow) — xi(m% + Qx%(ij +aw —3)+ acg(xf +z;(zw +4)
—2zw(zw + 1)+ 1) —4(z; — zw)(z; + 2zw) + 22;) + zozs((6zg — 2)m?
+ xj(6xgrw —4drg — 2ow +4) + aw(2s(3xs — 120w — 2) + dow — 1))
— (x5 = 1)?wp(z; — 2w)(z; + 2~TW)} :
(4.30)
1
g5 =——— xz(asg —zj+3zw) + xi(—2x% —xp(3z; + daw) + x? +zj(zw +2)

zw(xq —xp)II

—2zw (zw + 3)) + 2o (2] + 23 (x; + Taw — 2) + 25(6(zx; — aw)(z; + 2zw) + 22w — 1)
—2(x; —aw)(z; + 2zw) — x; + 3zw) + m%(?)mj — 6z —2) + x%(—?:ﬂ? +2;(6 — Tzw)
+ 14z}, +2) — 25225 — 22w + 1) (x5 + 22w) + (2, — zw) (2 + 2xw)] ,

(4.31)
g6 = xwmfjl [4zw (—2a + xp + 1) + 2Taws — 2002 + To — 223 + 2xpx; + 15 + 205 — 1],
(4.32)
—21'j
g7 = [Czw + 1)(zq — zg — 1], (4.33)
an
donde
I = a2 — 2wq(2p + 1) + (25 — 1) (4.34)

Los términos de fy que no dependen de m; fueron removidos, de la misma manera para los
factores de forma asociados a las funciones By(2) y Bo(7) ya que éstas no dependen de m;. Para
eliminar cualquier término no contribuyente, se debe de introducir a las soluciones analiticas de
las integrales By(l) y remover aquellos términos que no dependan de m;. Las soluciones analiticas
a las integrales By(l) de este proceso son:
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CAPITULO 4 ANALISIS DE RESULTADOS

By(1) = A —log[z,] (4.35)
By(2) = A = log[zw], (4.36)
Bo(3)=A+1— —  loglz;]+ —Y  loglew] (4.37)
Tj—Tw J Tj —Tw ’
Bo(4) = A — —loglz;] + —Y—log[aw] + 1 + Flza, 2, 2w] , (4.38)
Tj—Tw Tj—Tw
By(5) = A — L - log[xz;] + W loglzw| + 1+ Flag, zj, zw], (4.39)
Tj —ITw Tj —ITw
B0(6) =A+2-— log[xj] + F[iﬂj] y (440)
Bo(7) = A +2 — loglew] + Flaw] (4.41)
donde
1 (2 — : s.6-  [84 +5
Flosy oy aw] =1+ & <xj Tw T +9cw) log {:cw} LR F+ +‘f } ’
’ 2 Z(a,B) T —Tw T T(a,B) Sy — 5=

1— /1 —4x;
J

Flow] = 2y/4zw — Larctan [Vdzw — 1] — 7v/dzw — 1 .

2
Ademds 54 = \/(,/xj + /Zw)? — T(a,p) y POT otra parte A = 1 —y5 —log [47:7’12} es el factor
divergente comun en todas las By.

Antes de establecer la amplitud libre de términos no contribuyentes, como parte de las con-
diciones de consistencia sobre la estructura matematica de las amplitudes F, r puede explorarse
el limite de masas pesadas para las particulas virtuales que aparecen en el lazo. En la seccién
4.3.1 se detalla este punto.

Finalmente, a causa de fallas en la precisién del programa Wolfram Matematica es dificil
explorar el intervalo de masas ligeras 0 < m; < 2 eV. Debido a la gran diferencia en el orden
de magnitud de las masas de los neutrinos y las masas del resto de las particulas masivas, el
programa se vuelve muy sensible al calcular las funciones B0(4), BO(5) y B0(6) cuando se varia
el valor de m; en el intervalo antes mencionado. Para solucionar este problema se opta por
expandir en serie de Taylor con respecto a z; a las soluciones analiticas de dichas funciones y
trabajar a primer orden. Este anélisis es presentado en la seccién 4.3.2. Posteriormente se procede
a eliminar todos los términos que no contribuyen a la amplitud por la unitariedad de la matriz
a. Los resultados de esta tesis se desprenden de este punto.
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4.3. AMPLITUD EXACTA DE PROBABILIDAD 9, MODELO V = A

4.3.1. Primer analisis. Consistencia matematica de la amplitud. Limite
de masas pesadas

Existe una investigacién centrada en el cambio de sabor de quarks en el decaimiento h — ¢;q;
a un lazo en el contexto del ME [35]. Dentro de dicho articulo se aborda el cambio de sabor
mediado por corrientes cargadas que involucran mezcla de quarks a través de la matriz CKM
(1.56). En este caso dentro del lazo circulan W’s y quarks virtuales. Dentro del ME al dotar de
masa a las particulas a través del mecanismo de Higgs se encuentra que la masa del bosén W
y de los quarks es proporcional al valor de expectacién del vacio v, por lo que la masa de estas
particulas esta asociada a la misma escala de energia. En virtud de lo anterior, dentro de esta
investigacion, como parte de las pruebas de consistencia sobre la amplitud obtenida se explora el
limite en el cual la masa de las particulas virtuales toma valores muy grandes (my = my — oo,
con my la masa de los quarks virtuales gi). En dicho limite la amplitud total se desvanece
(Fr.r — 0) por lo que existe desacoplamiento entre las particulas virtuales y el Higgs. El trabajo
de esta tesis es estructuralmente semejante al que se aborda en [35], ambos son decaimientos a
un lazo del Higgs a dos fermiones cargados. Para ambos casos las interacciones de norma estan
gobernadas por corrientes cargadas que involucran mezcla de estados masivos. Sin embargo a
diferencia del articulo antes mencionado, en esta tesis el fermién que circula dentro del lazo es
un neutrino ligero. Ademaés de acuerdo con lo obtenido la seccién 4.2.1, aunque el mecanismo de
Higgs interviene en la generacion de las masas de los neutrinos ligeros, no se puede determinar
si el orden de magnitud de las mismas estd asociado al valor de expectacion del vacio v o es
suprimido por interacciones con particulas que subyacen de una escala de energia mayor (por
ejemplo lo que ocurre en el modelo del see-saw, seccién 2.3). Dicho lo anterior fisicamente no
tiene sentido explorar el limite cuando my = m; — oco. Sin embargo en virtud de que nuestro
célculo es andlogo matema&ticamente al efectuado en el articulo antes mencionado, el obtener
Fr g — 0 cuando mw = m; — oo otorga consistencia matemdtica a nuestra amplitud. En los
siguiente se calcula la amplitud F, en el limite de masa pesadas.

De la ecuacién (4.21) se toma my = m;. En este limite

C0(1) =C0(2) = CO[mi,m%,m%,m?,mz m?],

ERL]
BO(1) = BO(2) = BO(3) = B0O[0,m}, m]] (4.43)
BO(Z) = BO[ml,mi,mﬂ 5 | = 4,5 5 m(4,5) = m(a,g) .
Entonces
N Tq 1 —log|z;
Fr :Zajaajﬁ (\/ [2‘*‘ g[J]] + c12f ()
Tw—T; Zj €L
k (4.44)
+ blF[l‘a, Ilfj} + bQF[.Tﬁ,xj] + bﬁ7F[l‘j]> 5
donde
2 a
crp == [ 22 [ = 223x; + 2} (2p(5x; — 1) + aj(x; +5)) + za(—4(af + 1)z;
zilly (4.45)
+ a2 — 2(wp + Da? +2p) + (05— 1)205(zp + 25+ 1)] |
1 To | —7j(20a — 325)11 — Taup(—2(xa + 3)xs + (2o +1)* + 23)
b= ———,/— ,  (4.46)
(xa —x8) \ z; ;11
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b — 1 7o | 25(—2(22 4 20 — Dag + 2o (22 — 1) + (20 — Q)x%) + 2, (2z4 — 3p)II)
*T (wa—wp)\ @y ;11 7
(4.47)
Ta ijH—in—?xa—x%—Fl
— ) 7 4.48
o7 Tj x ;11 ( )
y ademas

1

flay) =2 farcsin ()| C (4.49)

V5

4x;
4z 1-=2+1
Flz,x;] = 1—ﬁ10g | (4.50)
J :
T 14

x

donde f(x;) es la solucién analitica para la funcién mj CO[m2, m3, mj, m3, m3, m7] para mq =
mg = 0 bajo la suposicién de que depende débilmente de estas masas. De éstas expresiones se

verifica que FL|1:W~>I]' se desvanece en el limite cuando x; — oo.

4.3.2. Segundo anadlisis. Amplitud F; con neutrinos de masas ligeras

La expansién en serie de potencias a primer orden con respecto a x; alrededor de z; = 0 para
las soluciones analiticas de las funciones By(4), Bo(5) y Bo(6) es:

1

Bo.(4) = _QxQ(xa —zw)

s

[—220 (224 + j — 22w) + (2o — 2w ) log(azw ) (xq — 2 + Tw)

+2z 425 log(x;) + 2 (sz(2:L'a +z;) +zal(za — ) + I%V) log (W\/;W:Ea)} ,

(4.51)
Bo,(5) =Bo(4) , xa—azp, (4.52)
By, (6) = 2x(1 —log(z;) —im) + 2 +im . (4.53)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (4.21) y las soluciones para el resto de las By, se
procede a remover todos los términos independientes de x; ya que no contribuyen debido a la
unitariedad de a. La amplitud izquierda finalmente toma la forma:

X %
Fo=y2, > aaasp
J
(4.54)

donde fy, f1, f2, 91, 92, 96 ¥ g7 son los factores de forma presentados al inicio de esta seccién. Las
funciones Cy no tienen solucién analitica por lo que seran calculadas con el programa LoopTools.
El nuevo término G aparece en el Apéndice 8, puesto que es muy extenso. Los cdlculos numéricos
presentados en esta tesis se obtienen usando (4.54) con Fr = Fi, (x4 <> 23).

2
fo+ Go+ 91Bo(1) + g2B0(2) + g6 Bo(6) + g7 Bo(7) + Y fimj, Co(l)
=1
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4.4. MODELO ESTANDAR MINIMAMENTE EXTENDIDO

4.4. Modelo Estandar minimamente extendido

Como caso particular se analiza la amplitud 9t en el marco de mezcla de neutrinos a través
de la matriz PMNS. De acuerdo con (2.30) definimos:

9
Gjo = ——=U7, , 4.55
’ 2\/? J ( )

con Uj, las entradas de la matriz (2.31). Los valores de los senos y cosenos de los dngulos de
mezcla se toman de la tabla 2.1 como:

sin 912 = 0.551 s COS 912 =0.834 y
sin fa3 = 0.717, cos B3 = 0.697, (4.56)
sinf13 = 0.148 , cos 13 = 0.989.

De acuerdo con el T2K [25] tomamos la fase de Dirac con el valor de 6 = —7/2. Tanto en Fp,
como en Fp existe suma sobre j es decir, al expandir la sumatoria en (4.54) tendremos una
expresion de la forma:

F = F(mi)aj,a1 + F(ma)ag,azp + F(ms)az,azg , (4.57)

donde los coeficientes F'(m;) dependen de la masa de cada neutrino y de la masa del resto de las
particulas. Usando las relaciones entre las diferencias cuadréaticas de las masas de los neutrinos
es posible hacer que F7, dependa sélo de la masa de uno de ellos. En efecto, de la tabla 2.1 se
encuentra que:

me = \/7.53 x 10=%eV? +m? | (158)
4.58

ms = \/2.56 x 10=3eV? +m? .
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4.5. Resultados numeéricos

Establecidos los pardmetros del modelo, la anchura de decaimiento I'(h — l,l3) y los BR(h —
lolg) quedan como funcién de m; una vez que se definen los productos: I, ¥ l3. Los valores de las
masas de los leptones son los mostrados en la tabla 2 mientras que los pardametros de oscilacién
son los presentados en la seccién anterior.

4.5.1. h—etpu”

Se tiene la anchura de decaimiento y el BR como funcién de my:
I'(h—eput)y=T(h—=e p")mi) , BR(h—e ut)=BR(h—=e puh)(m). (4.59)

De los cuales obtenemos las siguientes graficas en funcion de m; en el rango 0 < m; < 2 eV.
Para la anchura de decaimiento:

I(h-el)
1.x10%0 L
8.x10°%1 [
R —— Mh-eut)
431031 |
2x1031 [
: = mi(eV)

o5 10 15 20
Figura 4.1: Anchura de decaimiento para h — e~ u™.

Para el BR:

BR(h-ey)
6.x10°%
5.x10%
4.x10°38
X0 mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm. TTTT BRh-e1r)
2x1038
1.x10-%8
- R - S—T R
Figura 4.2: BR para h — e~ put.
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En dicho intervalo estas cantidades toman los valores aproximadamente constantes:
T(h—eut)=55x10"eV | BR(h—e pu")=32x10"3. (4.60)

Algo completamente andlogo ocurre para el proceso h — " e™.

4.5.2. h—e 71t
La anchura de decaimiento y el BR son:
F'(h—erH)=T(h—e 1) (m1) , BR(h—e 77)=BR(h—e 77)(m1). (4.61)
La anchura de decaimiento en funcién de m; se mapea como:
I(h—eD
4.x10°31 w
3.x10°31 »
2101 ' """""""""""""""""""""""

1.x1031 [

- T R T S—T R

Figura 4.3: Anchura de decaimiento para h — e~ 7.

Por otro lado, para el BR:
BR(h~eD)
25x10-%8
2.x10°%8
15x10-38

1.x10-38

5.x10-%

[ e R

Figura 4.4: BR para h — e~ 7.
Donde:
T(h—e 77)=23x10"%eV | BR(h—e 77)=13x10"%. (4.62)

Lo mismo ocurre para el proceso h — 7 e™.
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4.53. h—u 7t

La anchura de decaimiento y el BR son:

L(h—=p ) =T(h—pu 7H)(m1) , BR(h— p 77)=BR(h— p 77)(m1).

Para la anchura de decaimiento:

[ (h>p)
2x10%8 [
15x108 [
1.x10°33 ? ----------------------------------

5.x10°34 w

B T R T-a—T R

Figura 4.5: Anchura de decaimiento para h — p~77.

Para el BR:

1axtod 2 H

1.2x104%V
1.x10%0
8.x104!
G x104 [T T T T T T T T T T T T s T s s e
4.x104

2.x10#

----- BRh - )

s e s 20 M

Figura 4.6: BR para h — p~77.

Donde:
D(h—pu 7T)=12x10"%eV | BR(h— pu 77)=6.6x 107"

Lo mismo ocurre para el proceso h — 7~ put.

(4.63)

(4.64)
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4.6. COTAS EXPERIMENTALES Y TEORICAS

4.6. Cotas experimentales y tedricas

Se presentan en un primer apartado resultados experimentales arrojados por la colaboracién
del CMS. Posteriormente se presentan resultados tedricos sobre los procesos h — p~ 77 vy h —
e~ 7T obtenidos por el método del see-saw inverso (ISS por sus siglas en inglés)[19]. Aunque
el ISS es un modelo de neutrinos masivos derechos, el orden de magnitud de los BR obtenidos
en este contexto otorga consistencia a los resultados obtenidos en esta tesis en donde asumimos
masas ultraligeras para neutrinos izquierdos.

4.6.1. Cotas experimentales

La busqueda del VSL llevada a cabo por el CMS [36] a inicios del 2015 arrojé el siguiente BR
para el decaimiento h — pr:
BR(h — pr) = 0.84132 % . (4.65)

Sin embargo, en un nivel de confianza del 95 % se establece la siguiente cota:

BR(h — pur) < 1.51% . (4.66)

4.6.2. Cotas tedricas. Modelo del see-saw inverso (ISS)

A diferencia del modelo del see-saw visto en la seccién 2.3 en donde el valor de las masas
de los neutrinos ligeros surge de la supresién en un factor de la forma m/M, el ISS incorpora la
masa de neutrinos ligeros a través de un término que contiene VSL. En este escenario se trabaja
en un modelo minimo en donde se introducen tres pares de singletes de neutrinos derechos dentro
del ME donde el valor de sus masas corre desde 200 hasta 107 GeV. En este modelo se obtiene
una prediccién sobre el valor maximo de las siguientes razones[19]:

BR™(h — pu~7mT) ~ 107", (4.67)

BR™(h — e 71T) ~1077. (4.68)

El orden de magnitud de los BR obtenidos en esta tesis se encuentra enormemente alejado de

la evidencia experimental (4.66). Por otra parte es natural esperar que en el caso de neutrinos

ligeros, que es el modelo en el que nos basamos, los BR obtenidos (4.62) y (4.64) sean de un
orden de magnitud mucho menor en comparacién con los resultados del ISS.
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Capitulo 5

Conclusiones

Después de introducir un lagrangiano de corrientes cargadas que incorpora mezcla de neu-
trinos masivos de Dirac que ademas parametriza de manera general a la parte vectorial y axial,
logramos calcular de manera exacta a un lazo los efectos de norma de este lagrangiano sobre el
decaimiento h — l,lg. Para garantizar una amplitud de probabiliad finita se restringié el modelo
a una parametrizacién idéntica para las corrientes vectorial (v) y axial (a). Sin embargo queda
abierta la posibilidad de explorar otras condiciones menos restrictivas sobre estas matrices que
garanticen la cancelacion de las divergencias ultravioletas. Dentro de este marco se concluyé que
el mecanismo de Higgs es participe en la generacion de las masas de los neutrinos ligeros. Aunque
no se puede concluir que sea el Gnico mecanismo involucrado. Por ejemplo en la discusién del
mecanismo del see-saw, el mecanismo de Higgs genera contribuciones a las masas de los neutri-
nos, pero no es lo unico que las produce, y la forma precisa de éstas depende de, al menos, dos
escalas de energia y de un proceso de diagonalizacion.

La estructura unitaria de las matrices a y v permite eliminar términos que no contribuyen en
la amplitud. Para esto es necesario introducir las soluciones analiticas a las funciones escalares
By ya que algunas de ellas dependen de la masa de los neutrinos. Sin embargo tres de estas
funciones mostraban un comportamiento altamente sensible en el intervalo de masas ligeras
0 <mj; <2 eV debido a la gran diferencia del orden de magnitud de las masas de los neutrinos
en comparacion con las masas de los leptones cargados, el bosén W y h en combinaciéon con
la precision intrinseca del programa Wolfram Mathematica. Para solucionar este problema
en virtud de que las masas m; son mucho menores que la masa del resto de las particulas
(condicién que se traduce en z; < 1) optamos por expandir a dichas funciones en serie de Taylor
a primer orden en x; alrededor de x; = 0. Hecho esto es posible determinar las amplitudes F, g
en el intervalo de masas ligeras; en este rubro es necesario investigar si existe alglin programa
que cuente con una mejor precision con el cual se pueda efectuar este calculo sin necesidad
de hacer la expansion en serie de Taylor. Una vez determinada la amplitud de probabilidad se
pueden calcular las anchuras de decaimiento y los BR. Para ello restringimos el modelo al ME
minimamente extendido. La amplitud 9t queda como funcién de las tres masas ligeras m;. Sin
embargo usando la diferencia cuadratica de estas es posible reducir la dependencia a una sola de
ellas con lo que se puede mapear a la anchura de decaimiento y al BR en términos de la masa
de cualquiera de los tres neutrinos introducidos. Finalmente calculamos estas cantidades para
cada uno de los procesos en el intervalo 0 < m; < 2eV. Por cada proceso se tiene un valor de
I' y BR aproximadamente constante. Aunque los resultados no son concluyentes para establecer
nuevas cotas sobre el decaimiento con VSL h — l,lg al compararlos con cotas experimentales y
con resultados arrojados por el modelo ISS, obtenemos consistencia en el orden de magnitud de
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los resultados de esta tesis.

Como trabajo posterior se plantea hacer un estudio extenso sobre la cuantizaciéon de campos
masivos de Majorana para analizar el mismo proceso dentro de este contexto y obtener nuevas
cotas tedricas.
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Capitulo 6

Reglas de Feynman del Modelo
Estandar

Las reglas de Feynman del ME en la norma unitaria ocupadas en esta tesis son la siguientes:

p ) p+m
> 1

p? —m?2 + ie

Figura 6.1: Propagador para leptones en el ME.

W (k) i ki,
R~~~V kQ—m%/[/+Z€ v m%/V

Figura 6.2: Propagador del W en el ME.

h
|
1
1 my

[ [

Figura 6.3: Vértice hll.
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Figura 6.4: Vértice hWTW .
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Capitulo 7

Propiedades de las matrices 7" y
suma sobre estados de espin en la

amplitud cuadratica

En la representacién espinorial del grupo de Lorentz se introducen los generadores de la

siguiente forma:
i

4

con v* 4 matrices que satisfacen el algebra de Clifford

{77} =2¢"",

SMV [’yﬂ Y fyl’] i

y la condicién
POy = 4.
Se define a la matriz quiral ¥5 como

75 =" =iy

Estas matrices cumplen con las siguientes propiedades:

m (1) =1, (M) ==t = = (=)
) {7°,"} =0,

v) ()% =1

v) (%) =77

Usando el dlgebra de Clifford y las propiedades anteriores, se tienen ademas que:
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7.1. SUMA SOBRE ESTADOS DE ESPIN EN |92

b) Tr(l) =4,
N
c) Tr(y*)=0 , Tr(y*+4"4°...) =0 N impar,
d) Tr(y#y") = 49",
e) Tr(y”) =0,
f) Tr(y#9"7°) =0

Por 1ltimo se tiene el siguiente resultado importante que involucra suma sobre estados de espin:

L >, ulp, s)u(p,s) =p+m,
2. Zs U(p,S)’L_/(p, 5) :ﬁfm )

con m la masa del fermion.

7.1. Suma sobre estados de espin en |90|?

En la seccién 3.3 se encuentra que:

2
g _ _
o ~1(4n)? E E [|Fr + Fr|*tia(p1, 51)vs (P2, 52)06(p2, 52)ua (p1, 51)

S1 S2

+ (Fr+ FL)(Fg — Ff)ua(p1, 51)vp(p2, 52)08(p2, 52)7 ta(p1, 51) (7.5)
+ (Fr — FL)(Ff + F7)ua(p1, s1)7 vs(p2s 2)03(p2, $2)ua(p1, 51)
—|Fr — Fp %t (p1, 51)7°vs(p2, 52)0s(p2, 52)7 ta(p1, 51)] -

Se procede a realizar la suma sobre s; y so en los términos que contienen a los espinores u, y

vg. Ocupando los resultados anteriores concernientes a las matrices v, v° y la cinemdtica del
proceso (3.4) se tiene que:

ZZﬂ(pl,81)71(]92,82)77(272,82)”(271’81) =Tr [(gp —mp) (ph + ma)]

=4[p1 - p2 — mamg] (7.6)
=9 [m,% — (mq + mﬁ)z] ,
DD alpr,s1)v(p2, 52)0(p2, )7 ulpr, 51) = Tr [(6 — ms) 7 (ph +ma)] -
=0, .
Z Zﬁ(ph 51)7°v(pa, $2)(p2, s2)u(p1, s1) = Tr [75 (Hé —mpg) (1'71 +ma)] (7.8)
s1 s2 7.8

:07
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CAPITULO 7 PROPIEDADES DE LAS MATRICES v* 'Y SUMA SOBRE ESTADOS DE
ESPIN EN LA AMPLITUD CUADRATICA

D a(pr, 51)7°v(p2, 52)0(p2, 52)77ulpr, s1) = —Tr [(gh + mp) (g + ma)]

S1 S92
7.9
= —4[p1 - p2 + mamg] (7.9)

=2 [mi — (Mma — mg)z} ,

con lo que finalmente:

jm|? = 2(Z7r)4 {IFr+ Ful? [mj — (ma +mp)?] + |Fr — FL|* [m}, — (ma —mp)’]} . (7.10)
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Capitulo 8
Amplitud izquierda F7}
En la subseccién (4.3.2) se encontré que la amplitud Fr, toma la forma:

Lo
Fr = 75 ot a;
T : Jjo JB
J

donde el término Gy es:

2
fo+Go+ g1Bo(1) + g2B0(2) + g6 Bo(6) + g7Bo(7) + Z fimi, Co(D)]
=1

(8.1)

T
Go :Hiél
+2(—23 — (zw + 2)z; + 2(zw + 2aw)zw )z, + (—(z; — dow)zd + (27 + Bzw — 4); + 6ajy )zh
+ (2(xw + 1)96]2 + 8xwaj + x; — 2xw (@ +aw + 1)zg + 2((aw — 2)37]2 + (x5, — daw — D)a;
= 2aw (afy — 3zw — 1)aw)zl + ((z; — 2zw)ah + (27 — 2(aw + 1) + 2zw (3 — baw))2
+((4- lOa:W)x§ + (=623, + 122 + D) + 16(xw — 1)3:‘2/[,)3:?3 — ((2zwz; + z4)?
— 4223y + 22w + Vaty, + 2223y + 22w + 3)zjaWw)Ts + 2mw(w3 + 3zwa; — dafy)) T,
+2((Bzw + 1):032 + 223,25 — oy (bow + 3))93% + (—A(xw — B)aty, + 2(xd, — 6rw + )ajow
+ (223, — S8xw — 1)3:?)1‘?3 +2((4zw + 1) + dxfya; — oy (8aw + 1)) zgaw — 23:%,(303 +zwr; — 2rY)
- x%(x? +2zwax; — 6;10‘24,)):35 log(xj)a:i + ((2zpx; + (daw — xj)xw)xi — (2(z; + QxW)x%
+ 2(33? + (zw +2)z; + (2w + Daw )z + (—:1:? —2x; + (3zw + 8)rw )rw)rt + (—2(z; — 43:W)m%—|—
2(1‘? +2(xw —2)x; — m%v)x% + 2(=3x3, + 3zxw + xw + (zw + 2);13]2 +xj)xs
+ (721? —x; + 23zw + 2)zw)zw)zd + (2(z; — QxW)xé + 2(1]2 + (zw — 2)z; — 3a3, + xw)l'?é
+ (—=8(xw — 1)acj2 + (22zw + 2)z; + 2(1223, — 22w — 1)xw)x% +2(=3zy, + o3y — dxjow
+ (zw — 1)3@?)365 + xw(ac? —3x3,))x2 + (—2(96% — Brw +2)xs +zw + 1):10]2 + (—3x% + 225+ Dawe;
- 29:%[,(73:17% + (9zw +2)zs — 3zw + 1))m%za + (x5 — I)Zx%(Sx%V - m?)xw)(:r(, —aw)(zs — zw) log(zw)
+ 22w (w0 (25 ((225 — ) + 22w )2l + (:c? + (5ow + 2)x; + (—6x; — 1Taw + 6)zs + (5ow — 12)zw vk
— (623 + (—14z; — 25zw + 8)x% + (223 + Bwwa; — 22 + 4afy — 8zw + 8)xp + (22 + baw + 1)z,

[ —2((xpz; — 2(z; — 2rw)Tw )rh — ((zj + 2xw)z?3 + (1‘? +2(zw + 1)a; +2(3zw — )aw)zg
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CAPITULO 8 AMPLITUD IZQUIERDA Fy,

+ (11z3y, — 102w — 10)zw + 25(2 — 3zw))ad, + (4o} + (—6x; — Tow + 10)z3 — (827 + (9zw + 10)a;
+ 43y 4+ 162w — 6)23 + ((2 — Saw)zT + 4(aw + Dower; + (1923 — 2zw + 5)zw)2s + 3(2zw — 5)ziy
+ zjzw + 3 (1= 2zw))zl — ((z; + 3mw)x% + (=623 + (2 = Tow)z; + dow)zd + (—(zw — 2)z;
+ (223 — 6w — 3)z; + (5o, — 22xw + 9)xw)x% + (—4:5? + (8zw +5)x; + 2(102w — 3)zw)rwas
+ aw (2] — 2zwa; — 5xiy))za + (x5 — 1)°2s(3a5y — 27)(zs — aw)) + (=325 + (10z; + Tow — 8)1:?3
+ (—795? + (8 — 18zw)x; — 9aiy + 12w + 3)x) — ((Tow + 2)90? +2x; + 3(=Tajy + 2xw + Daw)z3
+((1- 2xW)x§ + 2z + (6zw — D)oy )zs + (xf’; — (dz; + 13zw + 2):3% + (:c? +2z; — zw(zw +2))zgs
+ (xf +22; — 2w (3zw + 8))aw)z2 + ((—5z; + dow — 2)33% + (6x§ + (192w + 2)x; + 2(3zw + l)xw)x%
+ ((6zw — 2)93]2 — (6zw + )a; + 223, (1 — 92w ))zs + (—2:5? —z; +23zw + 2)azw)rw)Ta

Tw — T
+ 3,203 — mjws + 2ewrp + 4ty — vjzw) + vw (2] — 3xfy))Tal(ra — 2w ) log <meﬁ>)
—zg(xp — aw) 2z, + (brg — 6x; — daw)z), + (—8x3 — (5 + Llaw + 2)as + 427
+ 62y, + 4z, + 1020w — 2)xy + (23 + 2(62; + Izw — 5)a + (x? — (z2w — 2)zj + 2}y + 6w + 5)zp
+2(2(xw — 1)1:]2 — 6zwr; +x; — 2w (3ryy, +aw — 1))z — ((z; + 3$W)x% + 2(33:? + (6zw — 3)z;
+ 2zw — 3aw)2 + (—(aw + 2)95]2 + (5 — 10zw)z; + (323, + 6zw + T)aw)zs
+ QZw(Ql'? —x; — 6z} + aw))2d + ((x% — 6rwag — 208 + 2zw + 1)x§ + (3:5% —2z3 — zwa;

) 5 9 2 2 TW — Za
+ (=325 + 8rwrp — 225 — 6zw + 5)zyy )Tp70 + (25 — 1) 22w (75 — 373))) log ( W>) } )

(8.2)

con
O = 2032 pay (0 — 05) (20 — aw)(Ts — Tw) - (8.3)
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