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Resumen

Esta tesis tiene como objetivo calcular la susceptibilidad magnética anisétropa de un
sistema coloidal cuadrupolar debida a la presencia de un campo externo.

Siguiendo las ideas de Landau-de Gennes proponemos un parametro de orden para
describir la magnetizacion del cuadrupolo, que se obtiene a partir de la funcién de
densidad de probabilidad (pdf por sus siglas en inglés), que es solucion de la ecuacion
de Smoluchowski en equilibrio térmico.

Utilizando la aproximacion de Boltzmann en la funcion de correlacion a pares, cal-
culamos magnetizacion para sistemas cuadrupolares muy diluidos, y la comparamos
con la de sistemas coloidales dipolares. Esta ultima estda dada en funciéon del para-
metro de orden uno, < Pj(cosf) >, y para sistemas cuadrupolares esta en funcion
del parametro de orden dos, < Py(cosf) >.

Graficamos las curvas de magnetizaciéon para el cuadrupolo y a campos pequenos

obtenemos una expresion analitica para la susceptibilidad magnética, la cual compa-
ramos con la del dipolo.

Sistema coloidal, Coloide cuadrupolar, Susceptibilidad Magnética, Funcion de den-
sidad de probabilidad, Potencial cuadrupolar.
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Introduccion

Un cristal coloidal es un sistema heterogéneo en el que las particulas de sélidos,
con dimensiones de 10nm a 10um, estan dispersas en un medio liquido [1,2]. Ejem-
plos conocidos de estos sistemas incluyen productos industriales y domésticos como
pinturas y tintas, productos alimenticios como mayonesas, miel, helados y fluidos
biologicos como la sangre [3]. Estamos interesados en este tipo de sistemas porque
presentan propiedades mecanicas de los liquidos, como el autofactor de estructura es-
tatico orientacional, pero al mismo tiempo, propiedades fisicas de los cristales, como
la susceptibilidad magnética anisétropa [4,5]. En este trabajo de tesis nos ocuparemos
solamente de las propiedades de equilibrio térmico. Nos interesa analizar la respuesta
inicial de un coloide cuadrupolar muy diluido debido a la aplicacién de un campo
externo. Este estudio teorico se realizara usando el enfoque de Smoluchowski |7] en
equilibrio térmico, que implicitamente considera a la escala difusiva, 7p, en la que
las velocidades (traslacional y angular) de las particulas coloidales han relajado a su
limite asintotico a tiempos largos (equilibrio térmico). Por lo tanto, en esta escala
de tiempos se tiene acceso a una descripciéon mecanico-estadistica de las posiciones
y orientaciones de las particulas coloidales.

La respuesta inicial del cuadrupolo al campo externo es la susceptibilidad magnética
inducida. Nosotros recurriremos a la teoria de Landau-de Gennes |6, 8] para relacio-
nar a esta propiedad fisica con el parametro de orden dos [5].

En general, un parametro de orden es una variable de estado que es cero en una
fase menos ordenada (is6tropa) y uno en donde se da el ordenamiento (nemética).

Dado un estado de equilibrio el ordenamiento promedio en un sistema coloidal puede
deberse a las interacciones entre particulas o inducido por la accién de un campo
externo: Esta tltima situacion es la que se considera en el presente trabajo de tesis.
Estudiamos un coloide cuadrupolar diluido en presencia de un campo externo y cal-
culamos el parametro de orden dos usando la ecuaciéon de Smoluchowski que es la
ecuacion para la funcién de densidad de probabilidad de una particula.

Los coloides cuadrupolares pueden estar en una fase isdétropa en la que los centros
de masa y las orientaciones de las particulas estan distribuidas homogéneamente.
En trabajos recientes, se determin6 una expresion analitica para la susceptibilidad
magnética de un sistema dipolar [9,10], en nuestro caso también la obtuvimos para
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

el caso cuadrupolar.

En el estudio del cuadrupolo obtenemos una fase normal, que es un caso especial
de la fase nemaética biaxial (dos ejes de simetria). La busqueda de las fases neméatico
biaxial, cuya existencia fue conjeturada por primera vez por Freiser [11| hace mas
de cuarenta anos, es un tema cientificamente peculiar, que se desarroll6 mas por los
tedricos que por los experimentales en sus principios. La fase biaxial resultd ser de
gran interés para los tedricos de diferentes areas del conocimiento. Este fue sin duda,
al menos en parte, porque las matemaéticas proporcionaron un campo de exploracion
para los métodos desarrollados previamente. Pero, ademas, los experimentadores fue-
ron atraidos debido a los retos de la sintesis de moléculas de complejidad suficiente
para mantener una fase de dos ejes, y porque, incluso, el acto de reconocimiento de
una fase biaxial resulté ser un reto mayor de lo que cabria pensarse al principio.
Como toque final, recientemente, también se ha propuesto que las fases biaxiales
pueden ser empleados en dispositivos optoelectronicos debido a que tales materiales
pueden cambiar su fase rapidamente [11].

En nuestro trabajo, seguiremos las ideas de Landau-de Gennes [8] y proponemos
un parametro de orden para describir la susceptibilidad magnética [6,12], que parte
de la solucién a la ecuacion de Smoluchowski [13,14]. Nuestro interés en dicho para-
metro radica en que la curva de magnetizacion se obtiene en términos del parametro
de orden dos. La pendiente inicial de la curva de magnetizacion es la susceptibilidad
magnética anisotropa, que queda en términos del parametro de orden a campos pe-
quenos, obtenemos una expresion analitica para la susceptibilidad magnética de un
coloide cuadrupolar.

Nosotros estamos interesados en la susceptibilidad magnética de los cristales co-
loidales debido a que esta nos proporciona la respuesta de los cristales coloidales a
la aplicacion de campos pequenos. Compararemos la susceptibilidad para cristales
coloidales dipolares y cuadrupolares para ver cual es el que nos proporciona una
respuesta mas rapida ante la presencia del campo.

En el desarrollo de esta tesis se van proporcionando los conceptos necesarios pa-
ra tener una mayor comprension de este trabajo. En el Capitulo 1 se presenta la
definiciéon y las caracteristicas de un cristal coloidal. En el Capitulo 2 se dan de
manera general las teorias necesarias: la de Landau-de Gennes, el formalismo de
Smoluchowski, asi como la definicion de pardmetro de orden, entre otras més. En
el Capitulo 3 se discuten los potenciales de interaccion que se presentan en nues-
tro sistema. En el Capitulo 4 se muestra la forma matematica de la susceptibilidad
magnética anisoétropa. En el Capitulo 5 calculamos la susceptibilidad magnética an-
isotropa en coloides rigidos cuadrupolares. En el Capitulo 6 se discuten los resultados
de este trabajo. Finalmente se dan las conclusiones.







Capitulo 1

Cristales coloidales

1.1. Cristales liquidos

1.1.1. ;Qué es un cristal liquido?

Hasta finales del siglo XIX se pensaba que la materia se presentaba siempre en tres
fases: solido, liquido o gas. Sin embargo, en 1888 el botanico y quimico austriaco Frie-
drich Reinitzer hizo un descubrimiento del comportamiento anémalo del Colesteril
de Benzoato cuando éste pasaba del estado solido al liquido [2]. Tras los posteriores
trabajos de Lehmann (1889, 1900, 1906), Schenk (1905), Vorlédnder (1908) y Friedel
(1922) quedo finalmente establecido que las fases intermedias de éste y otros com-
puestos similares constituyen nuevos estados de la materia, entre el estado liquido
y el estado solido. Lehmann dio el nombre de cristales liquidos (CL) a estas fases
debido a que en su aspecto externo tienen muchas de las propiedades de los liquidos,
mientras que estructuralmente poseen parte de la ordenaciéon que caracteriza a los
cristales. Aunque éste es el nombre con el que se han popularizado, Friedel propuso
la denominacion, tal vez mas descriptiva, de estados mesomorficos o mesofases.

Para entender el significado de estos nuevos estados de la materia conviene recordar
la distincién que existe entre un cristal y un liquido. En un cristal, sus componen-
tes (4tomos, moléculas, agregados moleculares) estan dispuestos de modo que sus
centros de gravedad ocupan los nodos de una red periddica tridimensional; en un
liquido, por el contrario, no existe ningin tipo de orden posicional de los centros de
gravedad de sus componentes (vea la Figura 1.1).

Debido a las propiedades que caracterizan a los liquidos y los sélidos podemos deducir
dos mecanismos para la aparicion de fases intermedias [§]:

a) Imponiendo un orden posicional en una o dos dimensiones en lugar de tres.
En el primer caso, el que mas comunmente se encuentra en la naturaleza,
tendremos un conjunto de capas liquidas equiespaciadas, mientras que en el
segundo tendriamos un cristal bidimensional formado por columnas liquidas.



CAPITULO 1. CRISTALES COLOIDALES
1.1. CRISTALES LIQUIDOS
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Figura 1.1: Estructura de los estados de la materia

b) Introduciendo algtn grado de libertad adicional como, por ejemplo, la orienta-
cion molecular en el caso de un fluido de moléculas no esféricas.

Estudios posteriores a este nuevo estado de la materia mostraron que los cristales
liquidos son 6pticamente anisétropos.

Hasta el descubrimiento de los cristales liquidos, la anisotropia 6ptica habia sido
considerada como una funcién de la estructura cristalina, y a menudo se consideraba
como parte del estudio de la mineralogia 6ptica. Por anisotropia queremos decir que
las velocidades de ondas de luz en una direcciéon particular dependen de la polariza-
cion de las ondas. Una forma alternativa de considerar esto es sefialar que cuando un
haz de luz incide sobre un material anisétropo, éste generalmente se divide en dos
haces dentro del material; el material se dice que se presenta una doble refraccién o
birrefringencia [6].

Historicamente hablando, los medios birrefringentes tradicionalmente se dividieron
en dos categorias, conocido como uniaxial y biaxial, que describiremos més adelante.

1.1.2. Simetrias de los cristales liquidos

Los medios que poseen simetria uniaxial son bastante simples. Los cristales exhiben
simetria triangular, tetragonal o hexagonal [11|. Todos estos materiales poseen un
eje Optico, que es también un eje de simetria para el cristal. La propiedad clave de
un medio uniaxial es que hay una direccién en el eje 6ptico, a lo largo del cual la
velocidad de las ondas con polarizaciones perpendiculares son iguales.

Cuando comparamos las propiedades 6pticas de los materiales cristalinos biaxiales
con materiales uniaxiales, encontramos que ahora hay dos ejes diferentes; a lo largo




CAPITULO 1. CRISTALES COLOIDALES
1.1. CRISTALES LIQUIDOS

de ellos la velocidad de la luz es independiente de la polarizacion. Es la existencia de
estos dos ejes opticos lo que da origen al término biaxial. Este comportamiento apa-
rece en las estructuras cristalinas del tipo monoclinicas, triclinicas y ortorrémbicas.

Matematicamente hablando, la existencia de la birrefringencia 6ptica estd asocia-
da con un tensor dieléctrico € del eje principal de la forma:

€z 0 0
e=10 ¢, 0
0 0 e,

En un medio 6pticamente isotropo, €,, = €,, = €... En un medio uniaxial dos de estos
son iguales €,, = €,, # €., mientras que en un medio biaxial las tres componentes
son diferentes: €, 7# €,y 7 €.

1.1.3. Clasificacion de las fases

La primera clasificacion de las mesofases la hizo Friedel (1922) [2|, introduciendo
en ella la terminologia bésica que actualmente se utiliza. Segun él, los CL pueden
agruparse en tres clases: nematicos, colestéricos y esmécticos. En la actualidad se
han catalogado catorce fases esmécticas diferentes, se ha probado la existencia de la
llamada fase nematica biaxial y se han descubierto nuevos tipos de mesofases, como
la fase columnar. En lo que sigue vamos a comentar las caracteristicas principales de
las fases nematicas.

Fase Nematica axial

La palabra nemético viene del griego vrua, que significa hilo. El nombre alude a
las estructura en forma de hilo de ciertos defectos (lineas de declinacion [8]) obser-
vados en los materiales nematicos. En la fase nematica, los centros de gravedad de
las moléculas carecen de cualquier tipo de ordenamiento. Las correlaciones entre las
posiciones de las moléculas son similares a las de un liquido convencional y, de hecho,
un nematico fluye igual que un liquido. Sin embargo, si hay una ordenacién macros-
copica en las orientaciones de las moléculas, que tienden a alinearse en torno a un
eje comun arbitrario, descrito por la direccién del vector unitario n, conocido como
vector director (vea la Figura 1.2). Todas las propiedades tensoriales de un neméatico
estan afectadas por este hecho. Por lo demas, los nematicos poseen perfecta simetria
rotacional en torno a u; ademas, tienen simetria en la direcciéon u, es decir, los estados
del vector director 4 y -u son indistinguibles.

Fase nematica biaxial

La fase nemética biaxial, N,, aparece en sustancias cuyos componentes no tienen
simetria de rotacion en torno a un eje (vea Figura 1.3). Esta fase se caracteriza porque
tiene tres ejes Opticos, a diferencia de la fase uniaxial, N,, en la que solamente existe
un eje. La fase NV, fue descubierta por Yu y Saupe (1980) en un sistema liotropico
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Figura 1.2: Nematica axial: presenta un solo eje de simetria

(cambia de fase con la concentracion); més tarde se observo biaxialidad en polimeros
neméticos. El interés de esta fase reside en que sus propiedades son sustancialmente
diferentes de las de la fase N, , como por ejemplo en sus propiedades elasticas y

LS
R

Figura 1.3: Nemética biaxial: presenta dos ejes de simetria

viscosas.

Un caso particular de la fase biaxial, es la fase normal en la que solo se tiene un
eje de simetria, el cual se alinea perpendicular al campo externo aplicado (vea Figura

la 1.4).
1
- = =
- = Q=
| #

Figura 1.4: Nematica Normal: presenta un eje de simetria @ que es perpendicular al vector del

campo externo n,
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1.2. Suspensiones Coloidales

Los coloides son pequenas particulas solidas dispersas en un fluido [1]. El didmetro de
las particulas coloidales es tipicamente entre 1nm-1pm y son mucho més grandes que
el tamano atomico de las particulas del medio dispersor (1A = 107'° (1 Angstrom)).
Este limite para el tamano de las particulas coloidales se establece por el requisito
de que deben exhibir movimiento térmico y que el fluido en el que estan inmersas
las particulas coloidales puede ser tratado como un continuo sin estructura (vea la
Figura 1.5).

El movimiento térmico de las particulas coloidales (o movimiento Browniano [13]) se
vuelve mas débil a medida que las particulas se hacen mas grandes, ya que las fuerzas
que ejercen las moléculas del solvente sobre la superficie de las particulas coloidales
son muy pequenas. Por lo tanto, los sistemas coloidales pueden ser considerados como
soluciones de moléculas muy grandes, termicamente activas. Los sistemas coloidales
presentan transiciones de fase que se pueden describir por medio de la termodinamica
y la fisica estadistica de equilibrio térmico.

Figura 1.5: Suspencion Coloidal

1.2.1. Ciristales Coloidales

Como hemos visto, los estados de la materia son: cristalino donde las moléculas
presentan orden; el liquido, donde los grados de libertad de las moléculas se en-
cuentran desordenadas, y los cristales liquidos donde las moléculas se encuentran
semi-ordenadas (un estado entre cristal y liquido).

En nuestro caso consideraremos un cristal liquido coloidal formado por particulas
esféricas con un momento cuadrupolar en su centro de masa; esta propiedad le con-
fiere orientacion a las particulas coloidales. Las particulas coloidales son lo suficien-
temente grandes como para formar una fase distinta a la del liquido y, a la vez, lo
suficientemente pequenas como para que las fluctuaciones térmicas sean relevantes
en su descripcion (vea la Figura 1.5).




Capitulo 2

Teorias

2.1. Escala difusiva

En la dinamica de sistemas coloidales existen multiples tiempos o escalas de tiempo
que caracterizan al sistema, las cuales nos dan una descripcion estadistica adecuada
del sistema. Estas escalas de tiempo se establecen por el intervalo de tiempo en el que
se promedian observables durante una medicion. La escala de tiempo del solvente es
del orden del tiempo de relajacién para las coordenadas del solvente y es del orden
de 107 s. El tiempo de relajacion relevante de las particulas brownianas es de al
menos tg = M/y ~ 107%s [7]. Aqui M es la masa de la particula coloidal y v el
coeficiente de friccion del solvente.

Una descripcion estadistica en la escala de tiempo (vea Figura la 2.1) del solven-
te involucra las coordenadas de posicion y momento de las moléculas del solvente y
las particulas Brownianas. En la escala de tiempo de Fokker-Planck, que es mucho
mayor que el tiempo de relajacion del solvente, las coordenadas del solvente relajan
(equilibrio térmico) y solo se necesita considerar el momento y la posicion de las
particulas brownianas. Por ultimo, en la escala de tiempo Browniana o difusiva,p,
las coordenadas del momento de las particulas Brownianas llegan al equilibrio tér-
mico con las moléculas del solvente y solo se consideran las coordenadas de posicion
y orientacion de las particulas Brownianas. Esta escala es para tiempos ¢ > M /~,
y el desplazamiento cuadratico medio de la particula seréd lineal con el tiempo. Si
consideramos tiempos t < M/, el desplazamiento cuadratico medio de la particula
Browniana sera proporcional a t2, teniendo asf un movimiento balistico.

Esta separacion en las escalas de tiempo son consecuencia de que las masas de las
particulas Brownianas son mucho mayor en comparaciéon con la masa de las mo-
léculas del solvente, esto ocasiona que el movimiento de agitacion de las particulas
Brownianas sea mas lento en comparaciéon con las moléculas del solvente dando como
resultado, colisiones aleatorias sobre la superficie de una particula coloidal (Brow-
niana).
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Figura 2.1: Escalas de tiempo

Para particulas Brownianas la escala de tiempo difusiva 7p es la escala de tiem-
po de interés.

2.2. Teoria de Landau De Gennes

Siguiendo la idea de Landau (1937) [6]; Landau y Lifshitz (1958) la densidad de
energia libre de Gibbs U(p, T, Q) es una funcion analitica del tensor parametro de
orden Q. Analizamos la consecuencia fisica de la transicion de fase isdtropa-nematica
debida a un campo externo. La idea es proponer una generalizaciéon de la teoria de
Landau-de Gennes para coloides multipolares. Partiremos definiendo una generali-
zacion del tensor parametro de orden, para el momento multipolar

AY

Xnaz

donde AY! es la parte anisotropa del tesor susceptibilidad generalizado y x! . es
la maxima anisotropia que se puede observar para una fase nemética perfectamente
ordenada. La eleccion de Q' refleja que el orden de orientacion es el tinico aspecto
general en el que se diferencia la fase nematica e is6tropa. En la teoria de Landau-de
Gennes [4], la presencia del campo externo conduce a un término adicional en la
energia libre, que en nuestro caso seria:

Q' (2.1)

U= .. Q ®F. (2.2)

donde F! es el tensor de campo de acuerdo con el orden del momento multipolar
l-ésimo y ® representa un producto interno generalizado.

En una descripciéon microscopica, la definicion general del potencial de campo externo
es [14]:

1
L= —liPl ® VITE, (2.3)
donde P! es el tensor polinomio de Legendre de orden I, M; es el momento multi-
polar de orden [, con 1 y 2 correspondiente a dipolo y cuadrupolo, respectivamente,
v Eg es el campo externo. De las ecuaciones (2.2 y 2.3) podemos asociar x!, . con
ﬁMl, Q! con < P! > y F! con VI"'E, . Esto se basa en las definiciones de los
parametros de orden que son el promedio de ensamble en equilibrio de los polinomios
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de Legendre.

La teorfa de Landau de Gennes dice que para x!,,. positiva la orientacion de las
particulas coloidales es paralela a la direccion del campo, por otro lado cuando X!, .
es negativa la orientaciéon no es paralela, esta es perpendicular a la orientacion del
campo. Estas caracteristicas fisicas importantes predicen la existencia de una fase
nemética biaxial.

2.3. Ecuacion de Smoluchowski

Consideremos un ensamble de N contenedores llenos con solvente y que tiene una
particula coloidal esférica con un eje de simetria. Las coordenadas de posicion de la
particula lo denotamos por 7'y su orientacion la caracterizamos por el vector unitario

A

u.

.

g

y

Figura 2.2: Posicién y orientacién para una particula

Un micro-estado de este ensamble esta dado por N puntos en R* y N puntos en
la superficie de la esfera unitaria. Denotemos un volumen arbitrario WW en R? y una
superficie arbitraria A sobre la superficie esférica, vea la Figura 2.3. La densidad de
puntos en una determinada posicion 7y orientacion 4 es proporcional a la proba-
bilidad de encontrar a la particula en un elemento de volumen dr y de superficie
du alrededor del punto del espacio de configuracion de una particula donde dr’ y
du son, respectivamente, un elemento de volumen infinitesimal centrado en 7y un
elemento de area infinitesimal. Para encontrar una ecuacién de movimiento para la
probabilidad vamos a necesitar la variaciéon del nimero de puntos en el interior de
Wy A. El ntmero de puntos en funciéon del tiempo N(t) esta relacionada con la
funcion de densidad de probabilidad P(7,u,t) para la posicion 7y la orientacion ,
de la siguiente manera:

N(t) = /W d7 /A diP(F. i, 1) (2.4)

La variacion en el tiempo del nimero de puntos en W y A esta dado por:




CAPITULO 2. TEORIAS
2.3. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

Figura 2.3: Micro-estado del ensamble esta dado por la distribucién de puntos en R3 y sobre la
superficie esférica unitaria. W y A son subespacios arbitrarios en R3 y sobre la superficie esférica
unitaria respectivamente.

dN(t) L .0
T—Adr/‘lduatf’(r,u,t) (2.5)

Este cambio en el nimero de puntos esta relacionado con el flujo de puntos que en-
tran y salen a través de las fronteras OW y 0A de W y A respectivamente.

Consideremos el flujo de puntos a través de W. Sea v la velocidad de traslacion
del centro de masa de la particula. La componente de v que contribuye al flujo de
puntos en el interior o exterior de VW es la componente perpendicular a W, n - v,
donde 7 es un vector perpendicular a W (vea la Figura 2.4a)).

La contribucion local al cambio del niimero de puntos en W, es igual a la densi-
dad local de puntos P(7,w,t) multiplicada por la componente 7 - U. Mientras que la
contribucion local al cambio de niimeros de puntos en A es el vector perpendicular
localmente a d.A por la densidad local de punto P(7,,t).

dNyy

o> debido al flujo de punto que entran y salen a tra-

La razoén local al cambio
vés de OW es igual a:

oy _]{ ds/da[ﬁ-ﬁP(ﬁa,tﬂ
ow A

= —]{ dﬁ./dwp(m,t)
ow A

donde dS = ndS , 1 es un vector perpendicular a la superficie y dS es una peque-
na superficie infinitesimal. El signo menos indica que n apunta afuera de W.

Aplicando el teorema integral de Gauss de la divergencia se tiene:
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CAPITULO 2. TEORIAS
2.3. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

dNW /dr/duv [UP (7, 0,t)] (2.6)

La siguiente contribucion es dd—tA es la razon de cambio debido al flujo de puntos

hacia el interior y exterior de la frontera de A, esta frontera es una curva cerrada en
la superficie esférica unitaria.

dl

a)Frontera de W b)Frontera de A

Figura 2.4: Flujo de puntos a través de las fronteras W y 0.A.

El vector que es perpendicular localmente a 0.A es dl x @, donde dl es un vector
unitario que es localmente tangencial a la curva A (vea la Figura 2.4 b).

(dixa)-%:dﬁ(ax%)

La razoén de cambio dNA del nimero de puntos en A es igual:

dNA / dr/ di - (u X —) P(7,a,t)
0A

Aplicando el teorema de Stokes y usando la identidad del producto triple, a- <I; X 5) =

(axz}’)-&

dNA /dr/duu v x GP(7, i )}

Sea la velocidad angular Q= dt y el operador rotacional R = 4 x Vg,
entonces:
dN. A=
A _ | ar | dak- [QP(F, i, t)] (2.7)
dt w A
10
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CAPITULO 2. TEORIAS
2.3. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

Sumando las ecuaciones (2.6 y 2.7) obtenemos:

w _/Wdf/Ada{v-wa,t)] +R- [QP@ W]}

Por lo tanto,

/ df/ da{gp(f,a,twv.[ap(f,a,t)]ﬂfz- [ﬁp(m,t)” —0
WL o

Dado que esto es para volimenes W y superficies A arbitrarias, el integrando debe
ser igual a 0. Por lo tanto,

2 p(, i, t) = —V - [0P(F, i, )] — R- [ﬁP(F, a, t)]

Aqui se ha considerado que el sistema tenia una sola particula. Para una suspen-
cion coloidal de N particulas, en lugar del espacio fase {7, 4} se considera el espacio
fase de N cuerpos

{71, 7y, ooy Py, Ay, gy oy iy ) = {7, 0N}

donde 7} y 4, son el vector de posicién y orientacion de la j-ésima particula coloidal
respectivamente.

La ecuacion de movimiento de la funcién de densidad de probabilidad P(#, 4, t)
del espacio fase de coordenadas se determina de la ecuaciéon anterior, anadiendo los
flujos entrantes y salientes de todas las particulas.

Mz

2PN N ) = {Vi 5P+ R |%P|} (2:8)

Jj=1

Esta es la ecuacién de continuidad.

En la escala de tiempo Browniana, los momentos traslacional y dngular han rela-
jado al equilibrio térmico. De modo que la fuerza total, Fi,q, v la torca total,Tiosar,
sobre cada particula Browniana es cero.

h

Sobre cada particula hay 3 tipos de fuerzas y torcas: la hidrodindmica Fj h , la

de interaccion directa F; o F y la Browniana F; B B , tal que en esta escala temporal

Fipg = 0= Fh + FI + FB (2.9)

Tiotat =0 =7"+ 71 + 78 (2.10)

1 KF1
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CAPITULO 2. TEORIAS
2.3. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

Las fuerza y torca hidrodinamicas se deben a la friccion que ejerce el solvente
sobre cada particula,

F} = = 7= -G, (2.11)

donde v, es el coeficiente de friccion traslacional y v, es el coeficiente de friccion
rotacional.

Las fuerzas y torca de interaccion directa se pueden expresar en términos de la
energia potencial ® de las particulas brownianas de la siguiente manera:

E]I _ _vrjq)(FN’ﬁN) ,f;f — _]A{jq)(f‘N’ﬁN) (2.12)

sustituyendo en las ecuaciones (2.11 y 2.12) en las ecuaciones (2.9 y 2.10), respecti-
vamente, obtenemos la velocidad traslacional y rotacional

7 = 8D, (~Vi @+ F7) G, = 6D, (~R0+77) (2.13)

recordemos que 7y, 1= BD;., con = 1/kgT y donde los subindices ¢, r indican tras-
lacional y rotacional respectivamente. Para tiempos muy grandes, la pdf P(#, 4V, t)
es independiente del tiempo y la derivada temporal en la ecuacién de continuidad
es cero, por lo que podemos relacionar la pdf con la fuerza y torca brownianas de la
siguiente manera:

FP = —kpTVymP ; 7= —kgTR;InP (2.14)

Sustituyendo estos resultados en las ecuaciones de velocidad (2.13) y a su vez en
la ecuacion de continuidad para N cuerpos, ecuacion (2.8), llegamos a la ecuacion de
Smoluchowski para N particulas

N
aP(#N aN t)

A0 N DV - [BV 0, V) + Vi ] P, AN, 1)
- (2.15)

+ DR, - [mizjcb(fN, aNy + Rj] P, N, 1)}
La pdf orientacional de un cuerpo P(i, t) se obtiene integrando P(#, 4, t) sobre

todos los vectores de posicion 7 y sobre las (N-1) orientaciones @'V de las particulas.
Para ello definimos:

P(i,t) = /difdaNlp(fN,aN,t)

Aplicando este proceso a la ecuacion (2.15), y usando el teorema de Gauss y
Stokes, llegamos a
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ol —  p,R?P(a,t) + D,BR - / dr, - - / di'y jf dity
(2.16)
7{ dity [R@(FN, aN)] P,V t)
donde la energia potencial total es & = ®; + ®.,,. Consideremos que el potencial
de interaccion entre las particulas ®; es aditivo a pares

N
¢ = Z or(|7i51, i, 1) (2.17)
1=i<j
con |7;;| = |73 — 7|. Por otro lado la energia potencial de las N particulas coloidales

en presencia de un campo externo esté dada por:

N
q)ea:t - Z qbea:t(al) (218)
=1

entonces reescribiendo la ecuacion de Smoluchowski para particulas identicas ob-
tenemos:

oLt — P, R2P(ii,t) + (N — 1)D,BR - / 7 / A, 7{ i,

(2.19)
1175 = oLy, @) + G (@) | PP, T, )
Para un sistema homogéneo, isétropo y en equilibrio térmico, tenemos
— — A~ ~ ]‘ — — A A~ A~ ~
P(7, Ty, Uy, Ug) = Wg(\rl — 7y, Uy, o) P (1) P(1s) (2.20)

donde V es el volumen del sistema y P(1;) es la funcion de densidad de probabilidad
orientacional de una particula y g(|ry — 3|, 1, Uo) es la funcion de correlacion a pares
en equilibrio definida como:

g(\ﬂﬂl,&g) :exp{—ﬁq)(ﬁ &1,112)} (221)

donde r = |r| = |} — 73|. Por lo tanto, la ecuacion (2.15) se reescribe como:
0 = DRP(@) + DyBR- [Roelin)| P(2)
(2.22)
— BD,BRP(i1)) ]{ i 7 (1, i) PO (1)

donde P°(iy) es la solucion de la ecuacion de Smoluchowski a dilucién infinita en un
campo externo, p = N/V y T es la torca definida como:

13
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) CAPITULO 2. TEORIAS
>4, FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD ORIENTACIONAL PDF

Fin, ) = — / 47 [0, (7., )] 9(|71 i, ) (2.23)

2.4. Funcién de densidad de probabilidad orienta-
cional pdf

Para distinguir la fase nematica de la isétropa, consideramos la distribucion de la
orientacién molecular. Sea @ un vector unitario en la direccion del eje de la molécula,
vea la Figura 2.5. En la fase isétropa, @ estd orientado de manera aleatoria sobre
la esfera de radio unitario, |a| = 1. En la fase nemaética, la orientacion de @ ya no

es aleatoria, tiene una direccion preferencial n. Sea P(u) la funcion de densidad de
probabilidad de 4 sobre la esfera unitaria. Normalizando la funcién como:

/ diP(i) = 1 (2.24)

donde du representa un elemento de la superficie de la esfera de radio |4| = 1, la
integral se realiza sobre la superficie de esta esfera.

Z\\/yy, 0
gﬂ// )
NVl 0

(@) (b)

Figura 2.5: (a) fase is6tropa, (b) en la fase nematica hay una orientacion a lo largo de 7, el vector
director

En la fase isotropa, P(u) es constante, independiente de @, y por lo tanto

1

Pli) = o

(2.25)

Por otro lado, en la fase neméatica P(u) muestra preferencia por una orientacion
dada, la direccion del vector director n, y P() se vuelve anisotropa.

14
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2.5. Parametro de orden orientacional

Vamos a considerar un parametro que caracteriza la anisotropia de P(4) en la fase
nematica. En un principio un candidato para un parametro de orden de este tipo es
el promedio del primer momento, < cosf >=< u > -n, donde # es el angulo entre
la orientacion @ y el vector director n (vea la Figura 2.6). Sin embargo, debido a la
simetria, la orientacion +u es igualmente probable que la orientaciéon —u, por lo que
< @ >= 0. La siguiente medida mas simple serfa < cos? >=< i >: nn. Por lo
tanto, la cantidad més simple que caracteriza el estado de orientacion es el llamado
tensor parametro de orden orientacional.

A

2

=)

Figura 2.6: Una particula coloidal esférica, mostrando el angulo 6, entre el eje de simetria @ y la
direcciéon del campo 71

S =< i >= fda aiP (1) (2.26)

donde el rango de integraciéon es sobre la superficie esférica unitaria. Ademas,
P(u) es la funcion de densidad de probabilidad (pdf) de la orientacion @, que en
un principio puede obtenerse de la soluciéon de la ecuacion de Smoluchowski de N
particulas ecuacion (2.22), notemos que

P(a):/dfl"'/dFN%dQQ”'%dﬂNP(Fb"'FNaaaa%"'aN) (2.27)

La pdf de 4 puede ser dependiente del tiempo, en este caso la dinamica orienta-
cional puede ser estudiada.
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Capitulo 3

Potenciales de interaccion

El interés en los cristales coloidales va mucho mas allda de obtener conocimiento
en las cuestiones fundamentales que se aplican también a los sistemas moleculares.
Los sistemas coloidales tienen sus propias propiedades especificas que no tienen los
sistemas moleculares. Hay dos razones por las que los cristales coloidales presentan
fenémenos especificos que no se encuentran en los sistemas moleculares:

1 Los distintos tipos de potenciales de acciéon interrelacionados que pueden existir
entre las particulas coloidales que no exiten para las moléculas

2 La dindmica lenta de las particulas coloidales que da lugar a fenémenos de no
equilibrio que no se encuentran en los sistemas moléculares

Los potenciales de interaccion entre moléculas esté fijado por la estructura electronica
de los coloides. En primer lugar, la superficie de una particula coloidal puede ser
cubierta por cadenas de polimeros cortos o largos o grupos cargados. Cuando el
solvente no interacciona con los polimeros unidos a la superficie, y como las cadenas
de polimeros son muy cortas en comparacion con el tamano del nicleo de la particula,
el potencial de interaccion es escencialmente llamado potencial de ntcleo duro: el
potencial de interacciéon es infinito cuando la separaciéon intermolecular es mucho
més pequena que el tamano de nucleo y tiende a cero en el caso contrario (vea la
Figura 3.1 a). Cuando el solvente afecta a los polimeros unidos a la superficie, el
potencial de interaccion tiene una parte atractiva de muy corto alcance y en la parte
superior una repulsion de nicleo duro (vea la Figura 3.1 b).

3.1. Potencial externo

Para el momento cuadrupolar, estudiamos la respuesta del sistema coloidal al aplicar
un gradiente de campo constante, positivo o negativo. Para la orientacion del campo
proponemos un caso en la direccion del eje z (caso II) y otro en la direccion del
plano perpendicular a z (Caso I), para ello definimos el campo externo para el caso
paralelo a z, como

16



CAPITULO 3. POTENCIALES DE INTERACCION
3.1. POTENCIAL EXTERNO

V() «

(a) (b)

Figura 3.1: Potenciales de repulsion y atraccion

E = +2Ek (3.1)

y para el caso perpendicular a z como

E = +Ey(zi +yj) (3.2)

de la definicion del campo externo en multipolos, vamos a estudiar estas dos diferentes
situaciones. Primero observemos que la alineaciéon de la particula es similar para
el signo negativo de la ecuacion (3.2) y positivo para la ecuacion (3.1), entonces
denotamos el campo como

1 1 1 1
¢§$t(cos 0,) = —§@E0 cos? 0, + g@Eo = §@E0 sin® 0, — g@Eo (3.3)

y la otra situacion es cuando toma el signo positivo de la ecuacion (3.2) y signo
negativo en la ecuacion (3.1), asi

1 1 1 1
¢% (cos b)) = §@E0 cos® O — EGEO = —§®EO sin® 6 + §@E0 (3.4)

en estas dos ecuaciones 6; es el dngulo del eje de simetria del momento cuadrupolar
con el eje z. En la ecuacion (3.3), la primera igualdad corresponde al caso con gra-
diente positivo, las particulas se orientan de manera paralela al campo, y la segunda
igualdad corresponde al gradiente negativo, las particulas se orientan de manera per-
pendicular al campo. Por otro lado en la ecuacion (3.4), la situacion es inversa, la
primera igualdad corresponde al caso de gradiente negativo y la otra igualdad co-
rresponde al caso gradiente positivo. Con el fin de simplificar el estudio tomamos la
primera igualdad de la ecuacion (3.3) y la segunda igualdad de la ecuacion (3.3) y
la denominaremos caso I, y la primera igualdad de la ecuacion (3.4) y la segunda
igualdad de la ecuacion (3.3) sera el caso II.

17 KM

Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas



CAPITULO 3. POTENCIALES DE INTERACCION
3.2. POTENCIAL A PARES

3.2. Potencial a pares

De acuerdo con J.P. Hansen y I.R. McDonald (2013), la caracteristica més impor-
tante del potencial es la interacciéon altamente repulsiva a pares entre los d&tomos o
moléculas que estén a corta distancia, el efecto de estas fuerzas repulsivas es crear la
caracteristica de orden de corto alcance.

Para ello consideremos un sistema de N particulas coloidales esféricas rigidas con
un cuadrupolo en su centro de masa. Tomemos dos de ellos, estas tienen un momen-
to cuadrupolar y una orientacion independiente y se encuentran separados por un
vector 77;. El potencial de interaccion cuadrupolo-cuadrupolo en términos de armo-
nicos esféricos, estd dado por:

P(7ij, Uy, Ug) = Z Ugg%(ﬁa)c(m‘l;m1m2m)Y2m1Y2Jm2Y*T” (3.5)

donde ug55(r;) es potencial de interacion cuadrupolar C'(224;mymaym) es el coefi-

ciente de Clebsh-Gordan y V¥ es el armoénico esférico, los superindices denotan la
particula coloidal. El coeﬁ(:lente cuadrupolar correspondiente es:

87 [l4m ©?
uzs (r; i) =51\ — (3.6)
QQ 3 3 Tij5

En la ecuacion (3.6), O es el momento cuadrupolar y r;; = |7

3.3. Potencial efectivo

El potencial efectivo estéd dado por la siguiente expresion [5]:

Vel (a,t) = —p/dr/d 'P(,t) exp{—BO(F, 0, 4') — 1} (3.7)
desarrollando para particulas coloidales cuadropolares esféricas llegamos a:
. 4 . o« 20 1
Veff(u,t) :—§7Tp @2 |:1—|—49P2 <P2>+49P4 <P4> (38)

(vea el Apéndice A) donde p* = po? es la densidad de particulas adimensional,
2
0% = 32 (9—2) es el momento cuadrupolar adimensional, o es el didmetro de las

particulas coloidales y § = 5= el inverso de la energfa térmica.
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Capitulo 4

Modelo e informacion estatica

4.1. Ecuacién de Smoluchowski para potenciales efec-
tivos
Como hemos visto la ecuacion de Smoluchowski ecuacion (2.22), nos proporciona una

solucion para la pdf. Otra forma de escribir dicha ecuacion es a través de potenciales
efectivos de la siguiente manera:

anZ,t) — R?P(0,t) + BR | (R () P(01, )| — BR[P (0, t)7 (0, 1)] (4.1)

g(Fv fb, ﬂ/) = exp{—BCI)(F, fb, ﬂ,)} (42>

donde ahora la torca 7(1,t) (ecuacion (2.23)) la podemos escribir en términos de un
potencial efectivo que depende de la orientacion @ y del tiempo t:

1 4
7(1,t) = BRVeff(ﬁ,t) (4.3)
donde:

Veffut:—p/dr/d "P(d,t) exp{—pBP(F, u,u') — 1} (4.4)

Este potencial efectivo es comunmente llamado potencial tipo Mair-Saupe. Sustitu-
yendo la ecuacion (4.3) en la ecuacion (4.1)

OP (i, t)
ot

— R*P(a,t) + BR - (I?d)ext(a))P(ﬁ,t)]+Z%[P(ﬁ,t)-l%veff(a,t)] (4.5)

obtenemos la ecuacion de Smoluchowski para potenciales efectivos. Esta es la ecua-
cion de trabajo que emplearemos para nuestros céalculos.
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CAPITULO 4. MODELO E INFORMACION ESTATICA
4.2. FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE UN CUERPO

4.2. Funciéon de densidad de probabilidad de un cuer-
po

Como se ha mencionado anteriormente, para poder obtener la pdf para una particula
con campo externo debemos hacer p = 0 en la ecuacién de Smoluchowki, ecuaciéon
(4.5), correspondiente a este caso es:

0= B2P(a) + AR - R (@) P(2) (4.6)

La solucién de esta ecuacion proporciona la probabilidad orientacional de una parti-
cula expuesta a un campo externo en equilibrio térmico, la cual es de la forma:

PO(@) - Cexp{_6¢e$t} (47)

donde c es una constante de normalizaciéon. Y como hemos mencionado en la seccién
3.1, dert se analizard para el caso en que el campo esta en la direccion del eje z (caso
II) y el caso en el que el campo esta en el plano perpendicular al eje z (caso I).

4.3. Funcion de densidad de probabilidad para sis-
temas diluidos

Reescribiendo la ecuacion de Smoluchowki en equilibrio térmico, ecuacion (4.5), te-
nemos

0 l
0= RP(in) + BR-{(Rowr) P} =B D" vV (48)

=0 m=—1

donde v, (vea el Apéndice B) es:

Yim = —B / dity {p%an ]5 ditaF(iiy, 1) P° (i) - ﬁmml)} (4.9)

donde 1 corresponde al movimiento respecto al angulo 6 y m corresponde al movi-
miento respecto al angulo ¢.

Para resolver la ecuacion (4.8) para p muy pequenios, es decir, para sistemas diluidos
se propone una solucién en serie de potencias para la ecuacion de Smoluchowski, que
es:

00 l

P(a) =" > amYim (4.10)

=0 m=—1
con

00 l

=0 m=—1
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CAPITULO 4. MODELO E INFORMACION ESTATICA
4.4. PARAMETROS DE ORDEN ORIENTACIONAL

Como el sistema es independiente de ¢, debido a que ¢.,; depende solo del angulo 6,
entonces m = 0, por lo que podemos identificar que oy equivalen a los parametros
de orden ayg =< p; >. Asi obtenemos que:

P(it) =) Vg (4.12)
=0

Que es la soluciéon a la ecuacion de Smoluchowski.

4.4. Parametros de orden orientacional

Como hemos visto los parametros de orden construidos a partir de un modelo mo-
lecular especifico nos puede proporcinar una descripciéon microscopica del sistema.
Por definicién estos parametros de orden pueden contener mas informacién que so-
lo la simetria de la fase. Diversos enfoques se han adoptado para referirse a estos
parametros de orden orientacional [6].

Figura 4.1: N particulas coloidales esféricas con un eje de simetria orientadas por un campo
externo en direccion de n

En nuestro modelo, la parte orientacional queda descrito a través de los polinomios
de Legendre, por lo que los parametros de orden orientacionales son definidos por:

<p>= /d&pl(cose)P(&) (4.13)

donde 6 es el angulo entre el vector director n, el cual esta en direccion del campo,
que como hemos visto para el cuadrupolo esta dividido en dos casos, uno es en
direccion del eje z y el otro en el plano perpendicuar al eje z, 4 nos da la orientacion
de la molécula, P(@) es la pdf en el equilibrio con un campo aplicado y < p; > es el
promedio de ensamble del 1-ésimo polinomio de Legendre.

4.5. Susceptibilidad Magnética Anisétropa

Como se ha mencionado, los cristales coloidales poseen propiedades mecanicas
de liquidos simples, pero al mismo tiempo las propiedades fisicas de cristales. Al-
gunos ejemplos de estos ultimos son birrefringencia y la susceptibilidad anisotropa,
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CAPITULO 4. MODELO E INFORMACION ESTATICA
4.5. SUSCEPTIBILIDAD MAGNETICA ANISOTROPA

A

=)

Figura 4.2: Una particula coloidal esférica, mostrando el dngulo § entre la orientacion 4 y la
direcciéon del campo n

ya sea magnética o eléctrica. Para modelar la susceptibilidad magnética anisoétropa
en neméticos y siguiendo la idea de Landau-de Gennes para la transicion de fase
is6tropa-nematico elegimos un parametro de orden apropiado.

Cuando el campo externo es cero, los momentos multipolares se encuentran en es-
tado isotropo, particularmente resulta que la magnetizacion es igual a cero. Por lo
tanto, cuando aplicamos un campo externo, los momentos multipolares en promedio
tienden a orientarse en una direccién preferencial. En el limite de campos pequenos,
la magnetizacion es lineal con el campo externo, y el factor de proporcionalidad es
la susceptibilidad.

En capitulo 2 vimos que en la teoria de Landau-de Gennes la presencia de un campo
externo conduce a un término adicional en la energia libre, la cual es:

U'= X Q O F (4.14)

donde X!, . es la maxima anisotropfa que puede ser observada en una fase nematica
perfectamente ordenada, Q' es el tensor pardmetro de orden, F! es el tensor de
campo que se toma de acuerdo con el orden del l-esimo momento multipolar y ©®
representa un producto interno generalizado. De la descomposicion multipolar de
la energia de interaccion de una distribucion de carga con un campo externo dado
se encuentra el elemento correspondiente en cada momento [19], por lo tanto, para
nuestra descripcion microscopica la definicion generalizada del potencial externo se
escribe como [14]

l

ext(W) = _liPl ® VE, (4.15)

donde P! es el tensor polinomio de Legendre de orden 1, M, es el momento multipolar
con 1 y 2 correspondientes al momento dipolar y momento cuadrupolar, respectiva-
mente, y E; es el campo externo para cada momento. De las ecuaciones (4.14, 4.15)
es natural asociar Ax!  con ﬁsz Q! con < P! > y F! con VI7'E;. V7! re-
presenta VV ---V es decir [ — 1 veces el operador, que cuando se aplica a la fuerza
externa da un tensor de orden /.
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Por otro lado sabemos que podemos relacionar la parte macroscopica y la micros-
copica a través de los promedios de ensamble. Dicha relacion la podemos obtener a
través de la solucion a la ecuacion de Smoluchowski.

Partiendo del parametro de orden 2 y haciendo una aproximacién a campos pe-
quenos, llegamos a:

2 2\ 2
< Py>= —3—71',0*52@3 (@—) +FE (4.16)

11, (0%
735 P 5T (05)
el parametr6 de orden 2 nos proporciona la curva de magnetizaciéon del sistema, de
esta curva obtenemos la susceptibilidad magnética anisétropa, que es la pendiente
de la curva de magnetizacion a campos pequenos, haciendo un desarrollo en serie de
Taylor a campos pequenos de la ecuacion (4.16), determinamos la Susceptibilidad
Magnética Anisotropica es:

1,1, (0%
X—i15i717rﬁ © (05) (4.17)
donde § = 1/kgT, o es el didmetro de las particulas coloidales, © es el momento
cuadrupolar y p* es la densidad de las particulas adimensional. El sigo positivo y
negativo de la susceptibilidad corresponden al gradiente positivo y negativo del cam-
po respectivamente, i.e., corresponden a la orientaciéon de las particulas de manera
paralela y perpendicular al campo.
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Capitulo 5

Resultados

Consideramos un sistema coloidal formado por N esferas duras en equilibrio térmico
a una temperatura (T) y contenido en un volumen (V); que se encuentra en fase
isotropa; cada particula coloidal es de diametro ¢ y tiene un cuadrupolo en su centro
de masa. Dicho sistema es expuesto a un campo externo; que al interactuar con las
particulas coloidales, las ordena y produce un cambio de fase; pasando el sistema de
una fase isdétropa a una nematica axial o normal.

Un estado de equilibrio esta caracterizado por la densidad de nimero adimensio-
nal p* = po® (p* = 0,005) y ©** = 30?%/0° = 0,4, donde © momento cuadrupolar y
[ es el inverso de la energia térmica, con kg la constante de Boltzmann. El campo
externo adimensional aplicado esta definido como E, = % BOFEy v Ey es la magnitud
del campo externo.

Con la aplicacion del campo externo, realizamos un estudio de la susceptibilidad
magnética anisdtropa, mediante el uso de la teoria de Landau-de Gennes.

5.1. Funcién de densidad de probabilidad

En esta seccion mostramos la funcion de densidad de probabilidad orientacional (pdf)
para un sistema coloidal cuadrupolar muy diluido.

Como observaremos en las pdf, las particulas coloidales en presencia de los cam-
pos externos se alinean perpendicular y paralelo a estos, que son descritos por los
casos [ y II (ecuacion (3.3),(3.4)).

Funcién de densidad de probabilidad de un sistema diluido

En seguida presentaremos los resultados para los diferentes casos.
En la Figura 5.1 se presenta la pdf orientacional de un sistema diluido para diferentes
valores de campo externo para el caso II, en funcion del angulo polar . Como se
puede observar en la grafica, la maxima alineacion se presenta cuando el momento
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cuadrupolar es paralelo o antiparalelo a la direcciéon del campo, es decir, para 8 = 0
y 6 = 7, presentando una fase nematica axial simétrica.

0 1 2 3 4 5 6
T T T T T T ¢ T T T T T
0.35 . o 0.35
J . J
0.30 - 0.30
J ° . E“O L
0254, D4 | 02
1" a® [ ] n e 99 1
020 " . . 4 30 " {020
- . .. - -
S - me [
S o154 T . . < Hots
4 " . A . 4
0.10 L . s % o - 0.10
) '. -.' ..l .. 4 1
0054 * o', e . Lo - 4 0.05
| A o L T L . 4 . '. l-:-l' o a l
‘ : . . ot A . H O
0.00 4 . : :ool.: . ., LLTYYYTYS 20N N -4 0.00
A N A A A A, Ay A
-0.05 T T T T T T T T T T T T -0.05
0 1 2 3 4 5 6
0

Figura 5.1: Funcién de densidad de probabilidad para un sistema coloidal diluido como fun-
cion de 0 (en radianes), para un coloide cuadrupolar para diferentes intensidades del campo. Esta
orientacion corresponde al caso II.

Ahora, estudiaremos el caso I, para diferentes valores de campo externo. En la
Figura 5.2 se muestra que la méxima alineacién se presenta cuando el momento
cuadrupolar es perpendicular a la direccién del campo, es decir, para § = 7/2 y
0 = 37 /2, presentando una fase nemética normal.

De los resultados podemos observar que el sistema presenta una fase nematica
axial simétrica o normal.
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Figura 5.2: Funcién de densidad de probabilidad para un sistema coloidal diluido como fun-
cion de 0 (en radianes), para un coloide cuadrupolar para diferentes intensidades del campo. Esta
orientacion corresponde al caso 1.
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CAPITULO 5. RESULTADOS
5.2. PARAMETROS DE ORDEN

5.2. Parametros de orden

En esta seccion presentaremos los parametros de orden que se calculan utilizando la
pdf , por medio de la ecuacion (4.13). Podemos calcular infinidad de pardmetros, pero
para nuestro proposito bastaré con obtener los primeros 12, ya que como podemos
observar en las Figuras 5.3 y 5.4, conforme crece el orden del parametro, este tiende
a cero.

0 2 4 6 8 10
0.2 T T T T T T T T T 0.2
0.1 . o do1
L] ° °
L] ° ° ‘
o o °
00 »« 2 2 2 « s« 2 2 2 32 T 33333 ¥ 3 400
AC -0.1_ - - <P2> = -0.1
o " e <P,>
\ " - A < Pe >
0.2 " v <P>  d.02
n . * < P10 >
" . ‘< < P12 >
0.3 1 e 4-03
-04 T T T T T T T T T -0.4
0 2 4 6 8 10
£

Figura 5.3: Parametros de orden de un sistema diluido de particulas coloidales esféricas rigidas
cuadrupolares en funcién de un campo, Ef, para V - E < 0.

Notamos que para coloides cuadrupolares solo los pardmetro de orden par son
diferentes de cero. Para el caso I (VE < 0) los parametros de orden 2, 6 y 10 son
negativos, mientras que los pardmetros 4, 8 y 12 son positivos (vea la Figura 5.3),
mientras que para el caso I (VE > 0) todos los parametros de orden son positivos,
Figura 5.4, el signo negativo en los parametros de orden 2, 6 y 10 del caso I es debido
a que la alineacién es perpendicular a la orientacién del campo.
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Figura 5.4: Parametros de orden de un sistema diluido de particulas coloidales esfericas rigidas
cuadrupolares en funcién de un campo, Ej, para V- E > 0.
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5.3. Susceptibilidad Magnética Anisétropa

De acuerdo a la teoria de Landau-de Gennes, podemos asociar el parametro de orden
con la magnetizacion. Para el caso del dipolo el pardmetro de orden 1 corresponde a

la magnetizacion [10], mientras que para cuadrupolo esta asociado con el parametro
de orden 2.

Graficamos el parametro de orden 2 para el coloide cuadrupolar contra el campo
adimensional como se indica en la Figura 5.5. La alineacion de las particulas para el
caso del cuadrupolo depende de la orientacion del campo y el signo del gradiente.

Como podemos ver de la Figura 5.6, la velocidad de la inversion de la suscetibi-
lidad magnética anisotropa es mas rapida para el dipolo que para el cuadrupolo. Por
otro lado podemos observar que el sistema presenta una susceptibilidad positiva para
el caso II, Figura 5.7 y una susceptibilidad negativa para el caso I, Figura 5.8 que
concuerda con la teorfa de Landau de Gennes que predice una fase nematica biaxial.

20 -15  -10 5 0 5 10 15 20
1.0 -— 111 1.0
084 e d0s8
0.6 406
0.4 404
A s
o 02 . d02
o .
\" Lt
0.0 g 400
0.2 4-02
R I 104
0.6 —F—7F——1——7——7—— 0.6
20 15  -10 5 0 5 10 15 20
.

Figura 5.5: Parametros de orden 2 como funcién del campo adimensional para un coloide cua-
drupolar de esferas rigidas.
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Figura 5.6: Parametros de orden 1 y 2, como funcién del campo para un coloide dipolar < Py >
y cuadrupolar < Py >.

De las Figuras 5.7 y 5.9, podemos observar que el rango de la susceptibilidad
magnética anisdétropa para un sistema diluido de particulas dipolares es mayor que
él para el caso de un sistema diluido de particulas cuadrupolares para diferentes
valores de p*, que habfamos observado en las curvas de magnetizacion.

La Biaxialidad se presenta debido a la simetria que presenta el cuadrupolo.
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Figura 5.7: Susceptibilidad magnética anisétropa de un sistema diluido de particulas coloidales
. 2 . . -
cuadrupolares como funcién de (@*2) adimensional, con ©*? = 50?2 s
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Figura 5.8: Susceptibilidad magnética anisotropa de un sistema diluido de particulas coloidales
. 2 . . =
cuadrupolares como funcion de (@*2) adimensional, con ©*2 = 30?2 Jo®.
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Conclusiones

En esta tesis, analizamos la susceptibilidad magnética anisétropa de un coloide cua-
drupolar diluido en equilibrio térmico, formado por N de esferas rigidas con momento
cuadrupolar, expuesto a un campo externo.

En el desarrollo de este trabajo obtuvimos la funciéon de distribuciéon de probabi-
lidad orientacional (pdf) a través de la ecuacién de Smoluchowski de equilibrio que
depende del angulo polar, a través de una serie de polinomios de Legendre, que son
funcién del campo externo aplicado. Estos promedios de ensamble son muy impor-
tantes en la fase nematica, ya que, a través de ellos podemos obtener la fase normal,
que es un caso especial de la fase biaxial, asi como informaciéon de las propiedades
fisicas del sistema, al relacionarlos por medio de la teoria de Landau-de Gennes de la
susceptibilidad magnética anisétropa con el promedio de los polinomios de legendre
con el parametro de orden 2.

En nuestros resultados podemos observar que los pardmetros de orden para el cua-
drupolo son pares y que el sistema presenta una fase nematica normal, la eleccion
del segundo parametro de orden es el apropiado para describir adecuadamente la
fase normal en el cuadrupolo, debido al comportamiento del segundo polinomio de
Legendre.
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Potencial Efectivo

El potencial efectivo que experimenta una particula coloidal con orientacion 4, debido
a la presencia de las particulas coloidales restantes, esta definido por:

Vell(a, t) = —p / di / di' P(i,t) [exp{—B®(7, 0,4')} — 1] (A. 1)

donde P(1,t) es la funcion de densidad de probabilidad ® (7, u, ) es el potencial
de interaccion entre pares de particulas Ahora recordemos que

1

exp{—BP(F, 0, @)} = 1—5¢(f,a,a)+ 52<1>( i a)2—§/33c1>(m,a')3+--- (A.2)

Considerando términos hasta de segundo orden y sustiyendo en la Ec. A. 1

1
Verf(a,t) = _p/dr/d 'P(d',t) {1 — BO(F, 0, 0") + EBQCI)(F, a, 1) — 1]

1
— —p/dr/duP (1) { BO(F, a0 + Qlﬁ%b(f,a,a')ﬂ
(A. 3)
Ahora tenemos que considerar el potencial cuadrupolar en la base de los armonicos
esféricos:

(I)(F,ﬂ, ﬂ/) - Z U%M( )0(224; m1m2m)}/2m1 (a))/QWQ (a,)nﬁ(ﬁ (A 4)

mimam

donde C'(224; mymam) son los coeficientes de Clebsch-Gordan y Y () se refiere
a la orientacion del vector relativo.

Sustituyendo en la Ec.A. 3
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Vell(a,t) = pﬁ/d?/ di'P(a,t)[ Z w3 (r)C(224; mymam) Yo, Yom, Yo |

mimam

— %pﬁQ/dF/df/P(ﬁ’,t)[ Z Z (u%24(r))20(224;m1m2m)

mima2m mimhm’

C (2245 Yo, Vi VeV Vi Y]

2m

= pﬁ Z 0(224a mlmZm)/dF/ dalp(’&/7t)u%%(r)}éml}émzyz;;

mimam

- 5pB? Z Z C'(224; mymam)C(224; mimom”)

mima2m mmhm/

/ dF / di' (i, ) (43(1))* Yo, Ve Yoms Yoy Yo Yoy

(A.5)
Aqui d7 = r?drdi,, donde di, es la diferencial de superficie. Resolviendo las
integrales:

/ il YT = (—1)™ jf QY] = (—1)"VAT S19 6o =0 (A. 6)

/ di, Y Y = (=)™ ]{ A, Y, Yy = (1) 04 O (A7)

Esta ultima integral es diferente de cero solo si —m = m/.
Asi obtenemos que:

vell(a,t) = —5pB? Z 20(224;m1m2m)0(224;m'1m'2)

mimam m’ml

[ [ PG () Vo (05, (0o (Y3 )

(A. 8)
Ahora tenemos que:
2
994 2 896 4 e? 1
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donde z = Z. Integrando respecto de r y sutituyendo r = zo:

/dr( 224(7")) _ 03/ dra? (uf%(:v)) 203/ dza? (%7& <_
s06 3 3 (02)2 [ L 128 1358 ony
= i <0_5> i dx #s) "2 7\

Sustituyendo en la Ec.A. 8:

|
=T

(A. 10)

velf(at) = —1 [12278 3 3( ) }pﬁQ S S 224 mimam)C(224: miymhy)

m1mam m} m

/ d’&/P(u ) t)}/le YVQ/m’l Yémz Yv2/m’2

_ 64 303[)52( ) Z 20(224;m1m2m)0(224;m/1m/2)

mima2m m)m)

[ AP )Y, Vi Yo Vi

_ 64 303P62< ) Z Z C(224; mymam)C (224; m)ymb,)

mimam m! "b

Vo Yo, [ it P00V Vi

vell(at) = -8 303,0B2< ) Z Z C'(224; mymaom)

mimam m/ "b

C'(224; mimb)Yom, Yom, < Y’le’m/2 >

Finalmente, expandiendo las sumatorias llegamos a:

16 196

2
velf(a,t)y = -8 3a3p62< ) [ + 1= P(cos§) < Ps(cosb) >

+ 2 Ps(cos ) < Py(cos) > |

Simplificando finalmente llegamos a:

vell(a,ty = —3r%0%ps? (?5) [1+ 22 Py(cosb) < Ps(cost) >

+ £ Pi(cos) < Py(cost) > |

(A. 11)

(A. 12)

(A. 13)

(A. 14)
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Gamma

Gamma es definida como:

Vim = —5/05111 {Po(ﬁl)j{dﬁﬁ(ﬁl,ﬁz)Po(%) - kY, (i) (B. 1)

donde

P, i) = — / 07 [Raasr) (7 i ) (B. 2)
para el coloide cuadrupolar:

g(f’, 121, ’&2) = 67’8(}MP (B 3)

donde

Qup= Y ugg(r)C(224;mimaem)Ys,, Vs

2m1 -~ 2me

Yim (B.4)

mi,ma,m

8t /147 ©2
224 _
uqq(rij) = 3V 3

Primero calculemos 7; para ello hagamos un desarrollo en series de Taylor para
g(7, g, Usg):

con

o 1
g(F i, ) =1 — BPyp + 552@MP2 +
A primer orden tenemos que la torca es:
iy, i) = — / dr [R@MP] [1— BDyp] (B. 5)
sustituyendo B. 4 en B. 5:
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Flan, dy) = — / A7 [R@MP} + 3 / d7 [R@MP} [P rp]
= —(C(224;000) / diugsg(r) [RlYglo} Yo Vi (B. 6)

+  BC(224;000) / diugg(r) [Rlchp} Ya3 Y Vi

Calculemos la primera integral:

/ aF () [y vidvh, = / / ridrdi, uBa(r) | RiYa| YadYi,
(B. 7)
- / ridr uZs(r) [Rlyﬂ Yyl / i, Y

pero

21 ™ ™
/ dit, Y, = / / sin 0d0deY], = 2 / sin 0dOY], = 0 (B. 8)
0 0 0

Asi obtenemos:

T(ty,42) = Z Z BC(224;7rz17712m)0(224;m'lm'gm')/df(ué%(r))2

mimaom m/im/om/

» 1 1 2 2 *T kT
Y3, | Y YRR Y

=F Z Z 0(224;mlm?m)c(224?m/1m/2m/)/TZdrdﬁr (UQQ%(T))Q

mimam m/1m/om/

Y2

2m/o

» 1 2 *7 kT
|:R1 )/le )/ng }/Zlmnm’

E

2m/1

= B Z Z C(224;m1m2m)0(224;m’lm'gm')/ r2dr (ugé(r))Q

mimom m/im/om/
s
RYL |Vl ,v2 y2 da, YY"
14 2m, 2m/1* 2ma ¥ 2m/o rtamtam’
0

Primero calculemos la segunda integral:

/ di, Yy Yim, = (=1)" / diYir Yy = (1) 610 = m' = m
0 0 -
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aqui hemos denotado a —m’ = m’. Ahora calculamos la primera integral, para
ello sea r = ox, entonces dr = odx:

00 00 2
9 224, 2 dr 5 51 |896 4 (©? 1
/U T d?" (UQQ(T)) = /1 7 [0' X ] [—27 Vs ; ﬁ
2 [ 128 , (077
_ Sk _ 3 3
= o9 (%) / R T (a—)
Asi, sustituyendo tenemos:

T(Uy,ug) = B03128 3< ) Z Z C'(224; mymaom)

m1m2mm 1m 2

Y2

2m/o

Y2

2myo

C(224; m'ym/om/) (—1)™ [RIY

2m1:| Yl

2m/’y

Sustituyendo este resultado 7(uy, u2) en B. 1 tenemos:

128Y /18 02\’
N P di { 1) s (20
5/ “ “1)74 St (27)(35)” (a)
[RaY3h + BaY3 + RaYoh + RaYh + RaYh] + [Vih + Y + Vi
FYR Y] + [V + Y3 + Yo + Y3 + Y] + [V + Y5 + Yo
YA+ YB] fPOi) - RY (i)
2 A
— -2 () (8) 7 (%) [ din [Pl B ()
ﬂ&%+&n+&%+&n+&ﬁﬁw@+@+%
(B. 9)
+@@hﬁwméﬂﬁwﬁw&mgﬂ@+@+@

YA + V3] P ()|

Pero, tenemos que:

~

RYim = [$(VT=m)T+m+ Wi + /T +m) = m+1)Yi1) |i
+ BV T=m)I+m+ Wina — VU +m)T = m+1)Yip1) )
+ imYik
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por lo que tenemos:

RYj, = 5(2Y5)i+3(2¥i)] — 20k
RYY = $(VOYh+VAVE)i + L(VEYH — V)] — ivhh
R = $(VBYh+ VOYR)i + 3 (VBY - VEYA)]
RY}, = §(VAY] + VBY5)i + § (VA — VYR +ivik

RY;, = $(2Y5))i+3(—2Y3h)j + 2i¥ohhk

RY + RYj, + RYh + R, + Ry = 52V + (2 + V)Y, +2v673,
+H(2 4+ VE)Y5 + 2}/212}2 +1 [ — 2V + (2= VBV — (2 — VOV + 2V
i - 2vh YA+ V3 ovh)h

RY}5 = RYig = $3/10+ 1) (Yo + Yin) + /1L + 1) (Yo + Yay)

|3+ R + RYGh + RY3 + Ry - Ry = — I+ DYAYE — /310 + DYahYa
—\/5\/5(1 T DYaYi — 0+ DYaYs — /I 1) YasYi — \/5\/1(5 1) Yo Yo
\/} ST+ 1)YaoYin — /10 + 1) YarYar

[+ RY, + RV + RYS + Rvh) - R = = IT+ DYV - [3/I0 DYaYa
—ﬁwa + 1)V Yy — I+ 1) YooY — /11 + 1) Yo Yy — \/g /10 + 1)Yay Yir—
VT DYaoY — VT + DYar Y

Sustituyendo en la ecuaciéon B. 9:
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2 2 ~
i = =% () (8) 7 (%) [ din[vh+ v+ i + V¥R [ - VAT+ DvY
—\/}/5(1 + 1)Yy0 Y — \/§\/1(z + 1)Yor Y — I+ 1)Yoo Vi — /U1 + 1) Yo Yy
—EVRTF DYari = 3T DYao¥i = ITF D¥Yi] +  dia[V + V3

TR+ YA + VB + YA+ YR + YA+ YA + 3]} P
(B. 10)
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