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Resumen

En este trabajo se derivan las ecuaciones de campo de una Teoria Extendida de la Gravedad
conocida como “Gravedad de Cotton” y se muestra como el tensor de Cotton puede describir
los efectos de la gravedad maés alla de la relatividad general. Asimismo, se obtiene una solucién
exacta en el vacio para una fuente esféricamente simétrica y estatica que puede considerarse una
generalizacion de la métrica de Schwarzschild, ademas se analizan sus singularidades asi como
también el comportamiento de las geodésicas para particulas con y sin masa. Como una aplicaciéon
directa de la métrica encontrada se hallan expresiones analiticas para el corrimiento al rojo y al
azul en términos de los pardmetros del espaciotiempo.

Palabras clave: Gravitacion, Relatividad General, Corrimiento al rojo, Teorias Extendidas de
la Gravedad, Gravedad de Cotton.
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Introducciéon

La teoria de la relatividad general proporciona una descripcion del espacio, el tiempo, la gra-
vedad y la materia a nivel macroscopico. Einstein formulé su teoria de tal manera que el espacio
y el tiempo no son entidades absolutas, como en la mecénica clasica, sino cantidades dinamicas
determinadas por la distribucién y el movimiento de la materia y la energia, usando una elegante
estructura matemaética que conduce a predicciones que han recibido una espectacular confirmacion
experimental.

Sin embargo, en los ultimos anos han surgido varios problemas y deficiencias al tratar de explicar
fen6menos astrofisicos y cosmologicos en el contexto de la relatividad general, que han llevado a
la conclusiéon de que esta no es la teoria definitiva de la interacciéon gravitacional. Por ejemplo,
para explicar el descubrimiento de 1998 de la expansion acelerada del Universo, en el contexto de
la relatividad general, es necesario introducir la energia oscura, pero qué es esta sigue siendo una
pregunta abierta. La energia oscura constituye aproximadamente el 68 % del Universo y ademas se
distribuye uniformemente a través de él, no sélo en el espacio sino también en el tiempo, por lo tanto,
su efecto no se diluye a medida que este se expande. Esta distribucién uniforme da como resultado
que la energia oscura no tenga ningan efecto gravitacional local, sino més bien un efecto global en
el Universo, produciendo asi una fuerza repulsiva que tiende a acelerar su expansion [1]. Por otro
lado, como es bien sabido, el gas, el polvo y las estrellas que constituyen a las galaxias y las galaxias
que forman a los camulos de galaxias, giran a tal velocidad que la gravedad generada por la materia
observable no podria mantenerlas unidas, deberian haberse “desintegrado” hace mucho tiempo, este
fenémeno es conocido como el problema de las curvas de rotacion galdcticas. Estas observaciones
llevaron a los fisicos a creer que algo que todavia no se ha podido detectar directamente, esta dando
masa adicional a las galaxias y a los ciimulos, generando la gravedad adicional que necesitan para
permanecer intactas y que ademéas constituye el 26 % de la materia del Universo, esta extrana y
desconocida materia fue llamada materia oscura ya que no es visible [2]. Por estas y otras razones
se han propuesto varias teorias gravitacionales alternativas que intentan formular al menos un
esquema semiclasico en el que la relatividad general y sus logros podrian replicarse. Unos de los
enfoques mas prometedores son las llamadas Teorias Extendidas de la Gravedad, estas se basan en
correcciones y ampliaciones de la teoria de Einstein [3].

El enfoque estandar, en cosmologia y astrofisica, que se utiliza para subsanar las deficiencias de
la relatividad general es tomar las ecuaciones de Einstein como la teoria correcta de la gravedad
y siempre que se encuentre que la teorfa estd en discrepancia con las observaciones en cualquier
escala de distancia, se deben hacer modificaciones al tensor de energia-momento mediante la in-
troduccion ad hoc de nuevas fuentes gravitacionales para poder restablecer la concordancia con las
observaciones. Un punto de vista diferente es el siguiente: aumentar la accién de Einstein-Hilbert
con invariantes de curvatura adicionales, la eleccién de los posibles términos adicionales es prac-
ticamente ilimitada, pues abarca contracciones apropiadas de potencias arbitrariamente altas del
tensor de Riemann [3, 4]. Ya que no existe un principio fundamental, a priori casi nada se puede
decir ni a favor ni en contra de ningtn candidato a tal adicién y esta libertad se debe al hecho de
que en primer lugar no fue un requerimiento de un principio fundamental lo que llevo a la eleccion
especifica de la accion de Einstein-Hilbert. En 2021 Junpei Harada propuso una nueva teoria y
mostrd coémo el tensor de Cotton puede describir los efectos de la gravedad mas alla de la relati-
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e Introduccion

vidad general; a esta nueva teoria él la llamo “Gravedad de Cotton” [6]. En este trabajo, a partir
de una accién y un principio variacional (el formalismo de Palatini), se deducen las ecuaciones de
campo y se explica en qué sentido estas extienden la relatividad general de Einstein.

Los agujeros negros son predicciones de la teoria de la relatividad general de Albert Einstein
v han sido el foco de intensos estudios durante muchos afnos ya que proporcionan una rica fuente
de desafios teoricos y experimentales. Los agujeros negros, por su propia definicién, son imposibles
de detectar directamente, sin embargo, recientes avances tecnolégicos han dado lugar a nuevos
métodos de deteccion a través de ondas gravitacionales y mediante la observacion de sus sombras.
Un testimonio de la importancia de estos objetos astrofisicos es el Premio Nobel de Fisica de
2020, el cual se dividi6é: una mitad fue otorgada a Roger Penrose “por el descubrimiento de que
la formaciéon de agujeros negros es una prediccion solida de la teoria general de la relatividad”,
la otra mitad a Reinhard Genzel y Andrea Ghez “por el descubrimiento de un objeto compacto
supermasivo en el centro de nuestra galaxia” [5].

De acuerdo con lo mencionado previamente, las Teorias Extendidas de la Gravedad plantean
el problema de recuperar y ampliar los resultados bien establecidos de la relatividad general,
en particular, la cuestiéon de encontrar nuevas soluciones. Como es bien sabido, ademés de las
soluciones cosmologicas, las soluciones con simetria esférica y axial juegan un papel fundamental
en varios problemas astrofisicos que van desde los agujeros negros hasta los ntcleos galacticos
activos. Es por ello que este nuevo enfoque, para ser consistente con los resultados de la teoria de
Einstein, deberian incluir soluciones como las de Schwarzschild y Kerr, pero presentar, en general,
nuevas soluciones que podrian ser fisicamente interesantes. La soluciéon de Schwarzschild describe
el campo gravitacional fuera de un cuerpo aislado, estatico y esféricamente simétrico con masa M
[16]. En la teoria propuesta por Harada también existe una solucion similar a la de Schwarzschild
para una fuente con las mismas caracteristicas, la cual es la primera solucién exacta no trivial a las
ecuaciones de Cotton en el vacio descubierta, su deduccion se presenta en este trabajo, se analizaran
las singularidades coordenadas que tiene y como estas pueden corresponder a horizontes, ademas
se estudiard el movimiento geodésico de particulas de prueba en este espaciotiempo y también se
discutiran las modificaciones hechas al potencial efectivo debido al parametro v que aparece en la
solucion.

Asimismo, considerando que la solucién obtenida en el vacio puede representar de manera
general el campo gravitacional externo generado por un objeto esféricamente simétrico, se mostrara
una expresion analitica del corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos por particulas
geodésicas masivas, como estrellas o planetas, que orbitan alrededor de dicho objeto. Este analisis
se llevara a cabo bajo la suposicion de que las particulas de prueba que emiten los fotones siguen
orbitas circulares ecuatoriales, mientras que los detectores estan en movimiento radial. La expresion
resultante se formulara en términos de los parametros del espaciotiempo: la masa M de la fuente,
la constante cosmologica A y un factor totalmente nuevo 7, ademas de los radios orbitales tanto
de la particula emisora como del detector distante [34|. En principio, estas expresiones permiten
estimar estadisticamente los parametros del espaciotiempo mediante un ajuste bayesiano, es decir,
con la ayuda de datos observacionales: el corrimiento al rojo y al azul medidos en determinados
puntos de las érbitas de las particulas de prueba y sus radios, con sus respectivos errores [35].



Capitulo 1

Ecuaciones de campo y principio
variacional

En 2021 Junpei Harada [6] propuso una nueva Teorfa Extendida de la Gravedad la cual llamo
“Gravedad de Cotton”, donde la parte geométrica (el tensor de Einstein con o sin el término
cosmologico) se reemplaza por el tensor de Cotton y la parte de la materia se reemplaza por
divergencias del tensor de energia-momento. En concreto, las ecuaciones de campo en esta teoria
son

Cypo = 167GV T, 0, (1.1)
donde C,,, es el tensor de Cotton, el cual esta definido por
Copr = VR~ Vo Ry~ & 000V, ~ 01,V R). (1.2
con R, y R, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura (o de Ricci), respectivamente, y
VT sp0 = 3 (VLo = VoTup) = ¢ (600V,T ~ 60pVoT), (1.3)

donde T, es el tensor de energia-momento y 1" = g"*T},, es su traza. El tensor de Cotton debe su
nombre al matemético francés Emile Cotton, quien fue el primero en introducir este objeto para
describir la curvatura de variedades riemannianas de dimension n [7]. En lo que sigue se trabajara
en n = 4 dimensiones, se adoptara la conexion habitual de Levi-Civita para definir la derivada
covariante [10, 13, 16], ademas, la signatura de la métrica serd (—,+,+,+). El tensor de Cotton
satisface las siguientes propiedades:

(I) Cl/po' = _Cl/ap-
Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicion del tensor de Cotton.
(11) Cypo + Cpov + Coup = 0.
Demostracion. El tensor de Cotton puede escribirse de la siguiente manera Cy e = V5,5 —

VoSup, siendo Sye = Ry — %gwR; es claro que S,, = S,,, entonces

Copo +Crov +Covp =V pS0s —VoSup +VeSp —ViuSpe + ViuSsp =V, 8., =0.  (1.4)

(1) g"?Cppe =0y g"?Chpo = 0.

Demostracion. Una forma especialmente ttil de las identidades de Bianchi proviene de con-
traerlas dos veces:

0= guag,u)\ (V)\Rpauu + VpRO')\uu + VUR)\puV)

(1.5)
= V*R,, — V,R+V'R,,,
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0, equivalentemente,

1
VERy = 5V, R (1.6)
Al utilizar la identidad anterior:
1
ngCVpO' = ngVpRuo - ngngVp - 6 (gyngUVpR - gupgupvaR)

1
= VVRIJO’ - VO'R s (guavyR - 4VO'R)

6 (1.7)
—EVR VoR lv R—l—gVR
- 2 g g 6 o 3 g
= 0,
similarmente:
1
gygcupa = guavayU - gygvaRup - 6 (gyagl/a'va - gyogvpvoR)
1
=V,R-V'R,,— - (4V,R—g,,V'R
p "7 5 4V, Gvp ) (1.8)
1 2 1
= VPR - iva - gva + éva
=0.
(1v) V¥Cypo = 0.
Demostracion. Al hacer el calculo explicito se observa que:
1
VYCypo =V'V,Rye —V'VR,, — 6 (9ve V'V ,R — 9,,V'V,R)
1
=V,(V'R,s) — Vs (V'R,,) — 5 (VoV,R—-V,V,R)
(1.9)

1 1 1
= QVPVUR — ingpR ~ % (VoV,R—-V,V,R)
2
=3 (Vo,Ve —V,V,)R,
ya que la conexién es la de Levi-Civita, el resultado anterior es cero: V¥C, e = 0.

Puede observarse que, al igual que en la relatividad general, la conservacién del tensor de
energia-momento esta garantizada:

0= g""Chpo = 167Gg""V ,, T" s = 167GV, T",. (1.10)

Asimismo, si las ecuaciones de Einstein se cumplen, las ecuaciones de Cotton también se satisfacen,
pues al insertar G, = R, — %gw =8rGT,, y R = —8nGT en el lado derecho de (1.3) se obtiene:

1 1 1 1 1 1
H = — N R S
AV A 5 (87TGVPGVU SWGVUGVP> 5 < SWGgMVpR + 87TGgl,pVUR) ,

1 1 1 1
SWGV,LLTMVpU = 5 (vaua - iguava - vaRup + 29upvaR> - 6 (gl/pvaR - guava) ’

1 1
BTGV, T s = 5 (VpRuo = VaRup) = 15 (900 VoR = 90, Vo R).
167GV, T ps = Cypor-

Incluso si se agrega el término cosmolégico, G, + Agy, = 81GT,, y R = 4A — 87 GT, también
se recuperan las ecuaciones (1.1). Esto implica que si las ecuaciones de campo de la relatividad
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general se cumplen, las de Gravedad de Cotton también, por ello cualquier solucion a las ecuaciones
de Einstein con o sin la constante cosmolégica son soluciones de (1.1), sin embargo, su inverso no es
cierto, es decir, incluso si la ecuacion (1.1) se cumple, las ecuaciones de Einstein no necesariamente
se satisfacen. Asi pues, la teoria desarrollada por Harada tiene otras soluciones que no cumplen
las ecuaciones de Einstein, es decir, Gravedad de Cotton tiene més informacién que relatividad
general, pues en el caso de un espaciotiempo cualquiera de cuatro dimensiones, el tensor (1.2) tiene
16 componentes algebraicamente independientes [8], mientras que el tensor métrico g, tiene 10.
En conclusion, las ecuaciones de Einstein son condiciones suficientes para las ecuaciones de Cotton
y las ecuaciones de Cotton son condiciones necesarias para las ecuaciones de Einstein [6].

Como sefiala Harada [6], las ecuaciones de campo (1.1) pueden derivarse a partir de una accion
y un principio variacional: en esta nueva teoria la accion de Einstein-Hilbert se sustituye por la
accion de Weyl [9]:

1
Iy = 3 /d%M—gCW””CWpU, (1.11)
donde g = det(gu) ¥ Cuvpo es el llamado tensor conforme o de Weyl una combinacion especial

del tensor de Riemann R, ., €l tensor de Ricci R,, = R*, s y el escalar de curvatura R = R",,
en cuatro dimensiones este esté definido de la siguiente manera [10]:

1 1
Cuupo’ = Ruupo’ + 6 (gupgua - gupguo) R— 5 (gupRuo - guple - guaRVp + gwfRup) . (1'12)

Este tensor posee las mismas simetrias que el tensor de Riemann y ademaés la contraccién sobre
cualquier par de indices da cero:

Cuupa = _C;wcrp = _Cuupav (113)
C[LD[)(T = Cpa/wa (114)
Opl/po’ + Cupau + Cua'up = Oa (115)
C*y e =0. (1.16)

Asimismo, la accion para la materia en esta teoria estd dada por
I = —87G / d*a/=gT" " " Ry pors (1.17)

donde
1 1

THrT = 3 (g"°T"" — g"PT"? — gh7T"" + "7 THP) — 6 (979”7 — g"PTH) T, (1.18)

con T}, el tensor de energfa-momento y T' = g"*T},, su traza, ademas 7}, es una fuente que no
depende de la conexion (esto se mostrara explicito mas adelante). Debido a la forma en que esta
definido el tensor TH*P?  es facil convencerse de que este objeto también comparte las mismas
simetrias que el tensor de Riemann, esto es:

TMI/pO’ = _Tuuap = _Typpa, (119)
Tuupo’ = Tpap,ln (120)
Tpupa + T,upa'l/ + T,ua’up =0. (121)

La variacion de la accion de Weyl con respecto a la métrica llevo a R. Bach [4] a reescribir las
ecuaciones de campo gravitacionales en presencia de un tensor de energia-momento 7),, de la
siguiente manera:

1

WLV = -
! doyg

Tyuw (1.22)
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1.1 Variacion de la accién

donde a4 es una constante de acoplamiento gravitacional. El “tensor de Bach” W, desempeia
el papel del tensor de Einstein de la relatividad general, este objeto tiene una estructura mucho
més complicada que la que aparece en las ecuaciones de campo de relatividad general: se define de
forma compacta como

WHV = 20&“’//3;,8;& + CQ#VBROﬁ? (123)

pero si se expresa de tal manera que el tensor de Weyl no aparezca explicitamente, surgird una
expresion mas engorrosa para el tensor de Bach la cual involucra derivadas de hasta cuarto orden
de la métrica con respecto a las coordenadas espaciotemporales [11]. A la teorfa que surge de
este enfoque se le conoce como Gravedad Conforme [9], sin embargo, la teoria de la gravedad
desarrollada por Harada es diferente de la Gravedad Conforme, aunque la accién coincide. La
diferencia no se origina en la accién sino en el principio variacional, pues como ya se menciond, en
gravedad conforme, se varia la acciéon de Weyl con respecto a la métrica. En Gravedad de Cotton
el principio variacional que produce C,,, = 167GV, T", ,, es el formalismo de Palatini [6].

En geometria diferencial, la métrica y la conexiéon son dos cantidades independientes y re-
presentan dos propiedades esencialmente diferentes del espaciotiempo, la métrica mide longi-
tudes mientras que la conexién define la derivada covariante y el transporte paralelo por lo

tanto la nocién de curvatura se puede definir para una conexién arbitraria r: R o (I‘) =
auFél, — 8,,11A + Fl’\thlp,U — Ff)pffw Al suponer que la conexién sea simétrica (F’;y = Fﬁg) y
la métrica covariantemente constante (V,g,, = 0), se encuentra que la conexion (y por lo tan-
to la curvatura de la variedad) estd determinada tunicamente por los componentes métricos:

2 Oxk
la relatividad general, normalmente se supone (tacitamente) que la conexion de Levi-Civita des-
cribe correctamente la fisica de la naturaleza y, por lo tanto, que la métrica es la tnica variable
dindmica en la teorfa.

El formalismo de Palatini [12] consiste en suponer que la variedad (el espaciotiempo) esta
equipada con una conexién arbitraria I‘m,, independiente de la métrica, de modo que la accién es
funcion tanto de la métrica como de la conexion, que ahora deben considerarse como dos campos
independientes. En general, el formalismo de Palatini puede conducir a conexiones més generales
que la de Levi-Civita, sin embargo, en este trabajo se impondré que la conexién sea la de Levi-Civita
como un ansatz en el formalismo de Palatini.

Su = Lgve (89“” + 90w _ 689;3)7 esta conexion se llama la conezion de Levi-Civita [13]. En

1.1. Variacion de la accion

Como primer paso se variara la accién de Weyl respecto a la conexién manteniendo fija la mé-
trica. Utilizando la siguiente identidad (ver Apéndice A): C***7C,,, ,; = R*"?" R, p6 —2R" R, +
%R2, Iy puede reescribirse asi

1 1
=3 / d'zy/—g (R“”""RWW —2R"™R,,, + 3R2> . (1.24)
El término de Gauss-Bonnet [14] esta dado por
G = R"" R,y — AR R, + R?, (1.25)
puede demostrarse a través de un calculo directo [15] que
/ d*z/—gG = / d*z/=g (R*"° Ry po — 4R"™ Ry, + R?) = 0, (1.26)

por lo tanto, la siguiente expresion sera equivalente a (1.24), pero escrita de una forma mas simple:
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1.1 Variacion de la accién

1 1
Iy =3 / diay/=g <C“””"C,“,pg = 2G>
1 4 Qv po LV 1 2 1 uvpo y1i% 1 2
=5 [ d'oV=g | R Rups —2R* Ry + gR* — ( GR"*° Ruypy — 2R" R + SR
1
=g [
1

1
= - / d*zy/=g (RWWRWW - 3R2>.

1
RYPTR po — 6R2>

N | =

4
(1.27)

Al variar Iy respecto a la conexion, manteniendo fija la métrica, se encuentra que
1 [ 1
Shy = i / d*z/=g |8 (R""° Rype) — 55 (RQ)]
1 4 [ vVpo D 2
=1 d*xy/—g |6 (R,SPTRY pe) — gRéR
1 : vpo vpo 2 17
_ Z/d%.ﬁg (FR27) R s + R (5RMp0) — 5 RS (" Ry (1.28)

- i / d*z/—g |2R,""° (§R",,0) — gRg‘“’d(RW)]

1 o 1
=5 / d*z/=g |R,"P76R"p — 3Rg”"6RW},
donde 6 = 5%, ademaés se ha hecho uso de las siguientes identidades:
By
RMVPO-R,U,VpG‘ = gurygu)\R’yypgR)\upa
= QRWWJUR)\VPU
=R, R po

_ vpo
- Rp, R vpo

(1.29)

(JR/LVPU) R#upa =4 (Q/LagyﬁgpvgaéRaB'yé) guegucgpngaeRecne
= 009" 909" 997 9oo (5R°‘;375Rf"9)
= 55605758 (51«2%51%64"9) (1.30)

= 6R 5,5 R,"7°
= R,"P"SR" 0.

Para determinar la variacion del tensor de Riemann se hara uso de la identidad de Palatini (ver
Apéndice B)

OR!,pe =V, (6Th,) =V, (0T4,), (1.31)
al contraer el primer y tercer indices se obtiene la variacion del tensor de Ricci:
6R,e =V, (6T%,) =V, (01%,) . (1.32)

Ahora se considerara el primer término de la tltima igualdad en (1.28), R,"”76R*, »:
R,"PP6RY e = R,P7 [V, (6T4,) =V, (0T%,)]

vpo " vpo (133)
— RV, (6T%,) — RV, (dT%,) .
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Al integrar por partes cada uno de los términos:
R,)"P7OR", 0 =V, (R,7TY,)—(V,R,"7) 0Tk, -V, (Rﬂ”pgéfﬁy) + (Vo R,P7) 61, (1.34)

Al utilizar la antisimetria del tensor de Riemann en sus dos tltimos indices y notar que todos
los indices que aparecen estan contraidos, se pueden renombrar de manera conveniente algunos de
ellos en los términos tercero y cuarto:

Vo (RJP7OTY,) = ¥, (R,P6TS,) =V, (R,"P76TE,), (1.35)
(Vo R,P7) 6T, = (V,R,P) 6T, = = (V,R,"7)0TE,, 1.36)
por lo tanto
R, 6R!, 0 =2V, (R,"P70TE,) —2(V,R,"7)TY,. (1.37)
Ademaés, el ultimo término de la ecuaciéon anterior puede reescribirse asi:
—2(V,R,"7) T, = =2[V, (guaR*?7)] 6T,
= -2V, R 9,017, (1.38)
=2V, ,R"?"*T aou,
donde 6I'aor = guadlt,, entonces
R,"P7OR", 0 =2V, (R,"P7TH,)) + 2V ,RP7V%T 450 (1.39)

Si ademas se utiliza la siguiente identidad de Bianchi V,Rf7"® = V7 R"® — VR, se obtiene:
R,"P7OR!, 0 =2V, (R,"P70TH,) +2(VR" —V*R) 6T aou, (1.40)

aunque la expresion anterior es correcta, es conveniente renombrar los indices del ultimo término
de la siguiente manera: « — o, 0 - vy v — p:

R,"P7O0R" 0 =2V, (R,"P7Th,) +2 (VPR —V°R") 0l 5,p. (1.41)
Ahora se considerara el segundo término de la tltima igualdad en (1.28), Rg""dR,,,:

Rg" R, = Rg"” [vp (5FZV) -V, (5F5p)]

1.42
= Rg""'V, (él“fw) — Rg"*'V,, (61“,%) , ( )

al integrar por partes cada uno de los términos se obtiene:
Rg" R, =V, (Rg””dl“ﬁy) —g""V R, =V, (Rg“”éI‘ﬁp) + 9"V, ROLY, . (1.43)

Al utilizar el tensor métrico y notar que todos los indices que aparecen estéan contraidos, se pueden
renombrar de manera conveniente algunos de ellos en los términos segundo, tercero y cuarto:

9"V ,RoTY, = g" g, VRO, = g"'V* RoT o, (1.44)
V. (Rg"oTY, ) =V, (Rg"oTY,,), (1.45)
9"V ROTY,, = g 9o VO ROTY, , = 64V RgP" 6T 5,5 = g*° V' ROT g, (1.46)
por lo tanto,
Rg" R, =V, (Rg" T, — Rg"0TY,,) + g°7 V" RoT 4, — g™V ROT o 11 (1.47)

Al hacer el cambio y = py p = ven g??VFR g p; y 0 = v,v = py a — o en gV Ry,
se observa que

Rg"§R,, =V, (Rg"' 80, — Rg"6T",) + ¢""V*RéTy,, — ¢"’V° RoT 4,

nY STP Qv STV vo7p vp70o (148)
=V, (Rg""oT%, — Rg"oTY,,) + (9" VR — g"’VR) 6T 4,
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Ecuaciones de campo y principio variacional
1.1 Variacion de la accién

Entonces, al sustituir (1.41) y (1.48) en (1.28), se obtiene

1 1
0w =5 / d*z/=g|R,"P7ORM, 0 — 3 R9" R, (1.49)
1
=3 / d*z\/=g|2V,(R,"*76T4,) + 2(VPR" — V°R"*)éT .,
1 nv P Hv 1% 1 vo P vp [ed
- gvp(Rg 5T, — Rg™orY,) — g(g VPR — ¢"*V°R)6T 40, (1.50)
vpo 1 1% v 1%
- / dizv=g|V, (RM PoSTH E(Rg“ 6T, — Rg" 6FW>)
1
+ (VR = VIR — (VR g””V”R))(SFm,p] (1.51)
vpo 1 1% v 1%
= / d*z/=gV, [Ru POSTH, — 5 (Rg""oT%,, — Rg" JFW)}
1
+ / d*zy/—g (vaW — VIR — < (¢"°V’R — g””V”R)) 6Toup- (1.52)

En esta dltima igualdad puede observarse que el primer sumando es la derivada total de cierta
cantidad, por lo tanto, al imponer la condicién de frontera oI';, = 0, el resultado de integrarlo sera
cero. El segundo término corresponde exactamente al tensor de Cotton, entonces

Sy = / d*x\/=gC"" T 5, (1.53)

por lo tanto, §Iyy = 0 implica que C*?? = 0, bajo la condicién de frontera antes mencionada.
Regresando a la parte de la materia, se observa que la variacién de esta accién con respecto a
la conexién, otra vez manteniendo la métrica fija, produce:

§Iy = —87G / A o /=gT" P76 Ry por
(1.54)

—87TG/d4w\/—gT‘“’”"gM5R”\l,pg,
ya que la T" es una fuente que no incluye a la conexion, se tendra que 6T#"*? = (0. Nuevamente,

usando la identidad de Palatini se encuentra que:

TWMQM/\‘SRAVPU =T""7 gux [VP (61“;,) - Vo (51‘2,,)] (1.55)
= T"P7 g, \V, (0T3,) — T"7 g2V, (5T, , '

al integrar por partes ambos términos:
TWMQ;M‘SRAVM =V, (TWPUQ#AM‘:)V) - guAvaWM‘;Fc);u*
Vo (T"77 gux0T,) + guaVeTHP76T),.  (1.56)

Si se renombran algunos indices de los siguientes términos y se utilizan la simetrias del tensor
TH¥Po | la expresion se simplifica:

—Vo (T gua0T),) = =V, (T gux0T5,) =V, (TH*7 g,x6T5,) (1.57)
— gV, T 76Ty, = =g Vo THPST), = —gn VTP 6T, (1.58)
gV TH P70, = =gV THP6T, , = —gn VTP T, (1.59)




Ecuaciones de campo y principio variacional
1.1 Variacion de la accién

Por lo tanto
THP7 g6 R ype = 2 [V, (T gun0T5,,)] — 2,0V TP 6T, (1.60)

Al hacer el cambio o <+ py p <> v en el segundo término de la expresién anterior y tomar en
cuenta las simetrias de TH”P? se observa que

GunVoTPH ST, = goaV, TH7PSTy = =V, TP 6T g, (1.61)
donde g,,)\(SF,))p = 6I'5,,, por lo tanto
THP7 gun0 R pe = 2V, (T gux0T,, ) + 2V, T"*7 6T 4, (1.62)
entonces

81y = —87G / d*zy/=g (2V, (T"*7 g,x6T5,) + 2V, T 6T ,,)
(1.63)
= —167G / d*x/=gV  T"P7 6T o, .

Asi pues, se ha encontrado que dlw + 0l = 0 implica que C?? — 167GV, TH*? = 0, o
equivalentemente
Crpo = 167GV, T, 0. (1.64)

A continuacion se hard un comentario acerca de la condicién de frontera impuesta Jfﬁp = 0:
ya que se ha adoptado la conexion de Levi-Civita, su variacion (teniendo en cuenta que la métrica
es fija) viene dada por:

1 gy 0gux dg
oTh, = —g" |6 | == S| =2 ) =0 | 2K 1.65
w = 39 { ( Ozt > + < dxv ozr )|’ (1.65)
por lo tanto, se esta variando la accion con respecto a la derivada de la métrica manteniendo fija
la propia meétrica [6].




Capitulo 2

Solucién exacta en el vacio

En el vacio, T},, = 0, las ecuaciones de campo de Cotton se reducen a

Cypo = 0. (2.1)

Harada menciona en su articulo, [6], que la ecuacion anterior debe de considerarse como una
generalizacion de R, = 0 de la relatividad general, pues se desprende claramente de la definicién
del tensor de Cotton que si Ry, es cero, entonces C,,, también es cero, y mas aun, si R, = Agu.,
entonces C,,, €s cero automaticamente pues el tensor métrico es covariantemente constante, es
decir, Vogsy = 0.

Aunque es plausible el argumento de Harada, puede no ser del todo correcto, una de las razones
esta relacionada con el tensor (1.3), pues en las ecuaciones de campo (1.1) parece desempenar
el papel de una fuente generalizada de materia y energia en Gravedad de Cotton. Claramente
T,, = 0 implica que V,T*,,, = 0 en (1.3), pero el inverso no necesariamente es verdadero, es
decir, V, 7", ,, = 0 no asegura que 7},, = 0, el cual representarfa una fuente de materia no trivial.
El segundo motivo se debe a una propiedad importante del tensor de Cotton que se mostrara a
continuacién, primero es importante recordar que el tensor de Weyl

1

1
Opupa = R;wpo + 6 (gupgua - gypgw) R— 5 (gupRua - ngR/uf - guoRup + gVaRup) > (22)

juega un papel importante en geometria pues una de sus propiedades méas notables es que es
invariante bajo transformaciones conformes [16], esto significa que si se calcula C*,,, para alguna
métrica g, y luego se vuelve a calcular para otra métrica dada por QQgW, donde Q = Q(z") es
una funcién diferenciable distinta de cero, se obtiene lo mismo. De forma mas precisa, se dice que
dos métricas g, y guv son conformes entre si si

G = Vg, (2.3)

Dada una variedad con dos métricas definidas en ella las cuales son conformes entre si, se puede
demostrar que los 4ngulos entre vectores y las proporciones de las magnitudes de los vectores, pero
no las longitudes, son los mismos para cada métrica [19]. Ademas, las métricas también poseen el
mismo tensor de Weyl, es decir, este es invariante bajo transformaciones de la métrica:

G — Pgu = OFype = CF o (2.4)

Cualquier cantidad que satisfaga una relaciéon como la anterior se dice que es conformemente
invariante, en particular, una métrica es conformemente plana si se puede reducir a la forma
Guv — O (z) Ny, donde 7, es una métrica plana, ademés, puede demostrarse que una condiciéon
necesaria y suficiente para que una métrica sea conformemente plana es que su tensor de Weyl sea
cero en todas partes [21].



Solucién exacta en el vacio
2.1 Solucién esféricamente simétrica y estatica

Al utilizar las siguientes identidades de Bianchi VF R, 0 = V,Ry6—VoRy,y VFR,, = %VVR,
y la definicion del tensor de Weyl, se demostrara que este ultimo esté relacionado con el tensor de
Cotton de la siguiente manera:

1
VHCMUpU = v'uRMl/pO' + 6 (gupgua - gl/pguo) VHR—
1
3 (9upV*Ruo — 9upV"Ryuo — guoe V" Ryp + guo VF Ryp)
1
= vaua' - voRup + 6 (guanR - gl/pVUR) -
1 1 1
5 vaVO' - §ngVUR - VO'RVp + §gyava (25)
1 1
=3 (VoRve —VoR,,) — 1 (GvoVoR — 9upVoR)
1 1
= 5 |:va1/0 - VU'RVP - 6 (guo'va - gupvaR):|
1
= 501“,17.

Se observa entonces que C, 0 = 2V#Clyp0, por lo tanto, cualquier métrica conformemente plana
sirve como solucion a las ecuaciones de Cotton (2.1), esto puede ser potencialmente un problema, ya
que permitiria soluciones no fisicas: por ejemplo, en cosmologia, la métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) es conformemente plana [16], por lo tanto, esta seria una solucion a las
ecuaciones de Cotton en el vacio, sin embargo, es ampliamente conocido que los modelos FLRW
son soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein con materia.

Por lo tanto, la afirmacion hecha por Harada no es del todo correcta, ya que ambas condiciones
son distintas: R,, = 0 es una restriccién no trivial, mientras que C,,, = 0 es una identidad que
se cumple automaticamente para todos los espaciotiempos conformemente planos, independiente-
mente de sus fuentes o propiedades de simetria [17, 18].

2.1. Solucién esféricamente simétrica y estatica

Como ya se mencion6 anteriormente, las ecuaciones (2.1) tienen otras soluciones que no sa-
tisfacen las ecuaciones de Einstein en el vacio. A continuacién se presentard una solucién exacta
que puede considerarse como una generalizacion de la métrica de Schwarzschild que aparece en la
relatividad general.

Un espaciotiempo esféricamente simétrico y estatico admite una métrica de la forma [20]:

ds® = —e“dt* + ePdr® 4 r*(df* + sen® 0dp?), (2.6)
donde o y B son funciones solo de r. Tomando en cuenta esto, se resolveran las ecuaciones (2.1)

utilizando como ansatz (2.6), para lograr esto se necesitan primero algunos resultados previos: es
claro que las componentes diferentes de cero del tensor métrico son:

a 00 —«
goo = —€, g = —¢€ )
11 -
911 = eﬂ, g =€ ’Ba
1
2 22
g22 =T, g =3
r
g33 = r°sen® 0 g* = !
’ r2sen? f

10



Solucién exacta en el vacio
2.1 Solucién esféricamente simétrica y estatica

Al igual que en el capitulo anterior, la conexion que se utilizara es la de Levi-Civita, por lo tanto,
los simbolos de Christoffel pueden calcularse utilizando la siguiente formula

7. = =g (ag‘“’ 1 90w ag’“) , (2.7)

M= 59 oz Oxh oxv

o escribiendo las ecuaciones geodésicas a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange del lagrangiano
L = %gm, df;%. Al establecer t = 20,7 = 2!, = 2%2,p = 2® y denotar con una prima (')
la derivada respecto de 7, se encuentra que (ver Apéndice C) los tnicos simbolos de Christoffel

distintos de cero son:

1 1 1
0 1 - 1
Lo1 = 50/’ Too = §O‘/€a g Iy = 55/’
1
[y = —re ?, I, = —rsen’fe?, rz, = -,
r
1
I'Z2, = —senf cos¥, i, =—, '3, = cot 6.
r

Las componentes del tensor de Ricci se pueden determinar a partir de la formula

ore are
_ S B | A pa
T re O Ty

A pa
R . (2.8)

at Av

un célculo explicito (ver Apéndice D) revela que las tinicas componentes distintas de cero son

o 0/2 o' B o
Roozea_’ﬁ (-‘r - p +>,

2 "4 4 oy

Bu==5 -7+

Ry = —e % [1+ 5o/ = ] +1.

R33 = sen2 eRQQ.

El escalar de Ricci se calcula (ver Apéndice E) a partir de su definicién: R = g"”R,,,,, por lo tanto

S =B -t

/2 1l B
_ B X B . 2 2 2e 5
R=e [ a 5 + 5 " ol (2.9)

Ahora que se tienen todos los elementos necesarios, se pueden determinar las componentes distintas
de cero del tensor de Cotton a partir de su definicion (1.2):

1
Cvl/po’ = V,O‘Ryo' - VO'RVp - 6 (guava - ngVJR) ; (210)

de acuerdo con los resultados del Apéndice F, de las sesenta y cuatro componentes iniciales, solo
sobreviven tres: Cp19, C212 v Cs13, sin embargo, las taltimas dos son proporcionales a la primera:

1 1 1 9 1, 5 B 1 1
Coro = @B Za/a” — 2B — —a/%8' + 2 _ Z4/B% _ Lo L 1
010 =€ (30‘0‘ gV g P gl g T s
2/ 2" B 2 ,6/2 26
- AR 2.11
3r2 + 3r + 3r + 3r3 3r 3r3 ( )
1 2 —«
Coia = ST e Coro, (2.12)
0313 = Sen2 90212. (213)

11



Solucién exacta en el vacio
2.1 Solucién esféricamente simétrica y estatica

Al igualar a cero la expresion Cpig, se tiene una sola ecuacion diferencial para dos incognitas (o y
B), la cual implica un acoplamiento de los coeficientes métricos gog y g11, por lo tanto, admite un
namero infinito de soluciones con, en general, cinco constantes de integracion, sin embargo, como
se argumenta en [25], para obtener una solucion en el vacio de Gravedad de Cotton no trivial con
una correspondencia consistente con la teoria de Einstein se debe tomar 8 = —a, tal como ocurre
en la solucién de Schwarzschild de la relatividad general. Lo anterior permite que la componente
Co1o se reduzca a

" /2

2 2/ 2
3¢ *Ch1o = —— + (o/" +3da” +af + Dy 3> e, (2.14)
T T T r T

por lo tanto, la ecuacion a resolver es 3¢~ *Cp1g = 0. Si se introduce el cambio de variable y(r) =
(o/ 4+ 1) e™ en (2.14), esta ultima podra reescribirse de una manera més simple:

2
3¢ “Cog=y"' — = =0, 2.15
e 010 =Y 3 ( )
la ecuacién anterior tiene como solucion (después de integrar dos veces) y = %+61T+62, al deshacer
el cambio de variable se obtiene
!/ 1 (o3 1
o+ - )e*=—4cr+ e, (2.16)
r r
al multiplicar (2.16) por rdr (en la notacion de Leibniz o/ = ‘fi—i‘), se observa que esta se puede
reescribir de la siguiente manera
(e* —e1r® — cor — 1) dr + re®da = 0. (2.17)

Si se define P(r,a) = e* —c17? —cor — 1y Q(r, o) = re®, se observa que la ecuacion diferencial

(2.17) es exacta, ya que % =e% = w, por lo tanto, existe una funcion f(r, «) tal que
E’f(a%a) = P(r,a) y iﬁ(a%a) = Q(r,«), asi, la ecuacion se reduce a df(r,a) = 0 cuya solucién
general es f(r,a) = C, siendo C una constante arbitraria.

Al integrar w respecto a r, puede hallarse f(r, @):

f(r,a) = / (e“ —r? —cor — 1) dr

) (2.18)
:—r—i—reo‘—%—i—l—g(a)
2 3 ’
donde g(«) es una funcion arbitraria de .. Al derivar f(r, &) con respecto a «:
of (r,« 0 cor?  errd
ifa(a - 30 (""“ar s ! (a))
(2.19)
_ o, d9(a)
da
Al sustituir la expresion anterior en % = Q(r, a), se observa que
dg (a)
* =e%r, 2.20
e“r+ Ta e“r (2.20)
esto implica que % =0y, por lo tanto, que g (o) es una constante arbitraria:
g(a)=c. (2.21)

12



Solucion exacta en el vacio
2.2 Singularidades

2 3 . .
En resumen, f (r,a) = —r +e%r — &~ — <= + ¢ = C, esto implica que e® = 1 + = + %17"2 + Zr
(con ¢ = C'—¢), por la manera en que aparece la coordenada r, si se renombran las tres constantes
de integracion como c3 = —2M, ¢; = —A y co = 2, entonces la solucién puede reescribirse asi
2M A
e =1— — — §r2 + 7. (2.22)
r

Por lo tanto, la métrica (2.6) toma la siguiente expresion

oM A oM A !

ds? = — (1= "= = =2 4 yr ) dt* + (1 - — = =r2 49| dr® +72d0?, (2.23)
r 3 T 3

donde d? = d#* + sen? 9d<,02. Al igual que en el caso de Schwarzschild, se supondra que las

coordenadas t, 7, 6 y ¢ pueden tomar los siguientes valores

te(—o0,00), 1TE]Jrg,00), 0€(0,m), ¢el0,2m), (2.24)

donde 7 es el radio del cuerpo; (2.23) es la primera solucion exacta no trivial descubierta de las
ecuaciones de campo de Gravedad de Cotton en el vacio [6].

Aunque 2M, % y 7 son constantes de integraciéon con dimensiones de longitud, (longitud)=2
y (longitud) !, respectivamente, como sugiere la notaciéon M es la masa del cuerpo central y A
la constante cosmologica en “unidades relativistas” (que hacen que ¢ = G = 1), pues en el limite
en que A,y — 0, la métrica encontrada se reduce a la de Schwarzschild, mientras que si solo
v — 0 se obtiene la de Schwarzschild—(anti) de Sitter. Asi A > 0, y el término correspondiente
%’I“Q, deberian indicar un espaciotiempo de fondo tipo de Sitter que seria relevante sélo a distancias
cosmologicas, pues en la actualidad A se estima que es del orden de ~ 107?2m=2, si A < 0
senalarfa un espaciotiempo de fondo tipo anti-de Sitter. Por otro lado, el término yr es totalmente
nuevo, sin anélogo en la relatividad de Einstein, pues no puede obtenerse de sus ecuaciones de
campo; como senala Harada [6], puede considerarse que v mide una desviacion de la métrica de
Schwarzschild, ademas el término yr deberia de ser significativo a escalas de distancias galacticas.
En otras palabras, para valores de v ~ 10726 — 1072® m~!, que es aproximadamente el valor de la
longitud inversa de Hubble, Dy, el término newtoniano estandar % todavia domina a distancias
pequenas, de modo que esta teorfa produciria el mismo éxito experimental de la relatividad general
a escalas del sistema solar. La “longitud de Hubble” se refiere a la escala caracteristica de la
expansion del universo y esté relacionada con el pardmetro de Hubble Hy [16], que describe la
velocidad a la que las galaxias se estan alejando entre si y se define de la siguiente manera:
Dy = 4 ~ 1,4 x10% m.

Ya que la constante cosmologica A aparece naturalmente como una constante de integracion,
esta caracteristica proporciona una ventaja teérica notable sobre las ecuaciones de campo de Eins-
tein en la relatividad general pues alli, la presencia o ausencia de la constante cosmolégica se fija
“a mano” desde el principio. En lo que sigue se explorara el efecto del pardmetro 7y en la dinamica
de particulas y en particular como esta métrica puede representar un espaciotiempo similar al de
un agujero negro.

2.2. Singularidades

Si se desea escribir una solucién de las ecuaciones de campo de relatividad general o de Gravedad
de Cotton, se debe utilizar algin sistema de coordenadas particular, sin embargo, en general, un
sistema de coordenadas solo cubre una parte de la variedad que pretende describir [13, 16, 21]. Por
ejemplo, en la solucién de Schwarzschild, las coordenadas no cubren el eje # = 0 ni § = 7, pues
el elemento de linea se degenera ahi, otros dos valores para los cuales la solucién de Schwarzschild
tiene problemas son r = 2M y r = 0. Puntos como los anteriores que reflejan las deficiencias
del sistema de coordenadas utilizado se denominan singularidades coordenadas y se dicen que

13
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2.2 Singularidades

son eliminables o remowibles, pues la introduccién de otro sistema podria resolver este problema.
Ya que la soluciéon encontrada por Harada puede considerarse una generalizaciéon a la métrica de
Schwarzschild—(anti) de Sitter, sera conveniente primero hablar acerca de sus singularidades.

2.2.1. Singularidades de la métrica de Schwarzschild—(anti) de Sitter

En relatividad general, la solucién de Schwarzschild suele interpretarse como un agujero negro
de masa M en un espaciotiempo asintéticamente plano. Como ahora es bien sabido, la aparente
singularidad de la métrica en » = 2M corresponde a un horizonte de eventos, si bien esta superficie
localmente es regular, globalmente funciona como un punto de no retorno: una vez que una particula
de prueba la atraviesa, nunca puede regresar (aunque esta es una definicién aproximada y poco
precisa), como nada puede escapar del horizonte de eventos, resulta imposible ver el interior, de
ahi el nombre de agujero negro. En resumen, un agujero negro es simplemente una region del
espaciotiempo separada del infinito por un horizonte de eventos [16].

Existe una solucion en el vacio, para una métrica esféricamente simétrica y estatica, a las ecua-
ciones de campo de Einstein modificadas con el término cosmologico A, esta es una generalizacion
sencilla a la solucién de Schwarzschild, que representa un agujero negro en un espacio asintotica-
mente de de Sitter (para A > 0) o anti-de Sitter (para A < 0) [10, 28|. La forma explicita de esta

métrica es )
2M A 2M A B
ds® = — (1 -— = 3r2) dt* + (1 -— = 3r2) dr® 4 r2dQ?. (2.25)
r r

En los modelos cosmoldgicos con un término A positivo aparecen horizontes de eventos distintos:
el efecto de este término es hacer que el Universo se expanda tan rapidamente que para cada
observador existen regiones desde las cuales la luz nunca puede llegarle, al limite de esta region se
le conoce como el horizonte de eventos cosmoldgico del observador [26]. Esta singularidad es muy
parecida a la singularidad coordenada del espaciotiempo de Schwarzschild, excepto que ahora se
esta dentro del horizonte, por lo tanto, se pueden enviar senales a través del horizonte, pero no hay
forma de recibir informacién desde fuera del horizonte.

De acuerdo con [22], para hallar las singularidades de una métrica es necesario resolver la
ecuacion ¢"" (r) = 0, que en este caso es:

2M A,
_ —_r2 =9 2.26
L (2:26)
la cual es una ecuacién ctibica para r si se reescribe asi: > +pr+¢ =0, con p = —% yq= —%.

En general, un polinomio ctbico tiene tres raices en C, pero ya que los coeficientes de (2.26) son
elementos de R, la naturaleza de sus raices dependera de la funcion [23]:

~2 ~3
_ e 7 _ 108 2
=108 ( i 27) =1z (9AM? — 1), (2.27)

la cual se conoce como el discriminante de (2.26). En concreto, si D < 0, entonces (2.26) tendra
una raiz real y dos complejas conjugadas, si D = 0, entonces todas las raices de (2.26) seran reales
y dos ellas seran iguales y si D > 0, entonces (2.26) tendra tres raices reales distintas. Si M > 0,
entonces se tendran las siguientes situaciones de acuerdo con [24]:

1. para A < 0, D es negativa y solo hay una raiz real que satisface 0 < Ry < 2M,
2. para A > 0 hay tres casos distintos:

a) si 3M > A’%, D es negativa y solo hay una raiz real e igual a —Ry,

b) para 3M = A*%, D es igual a cero y hay tres raices reales, dos de ellas positivas e
iguales a Ry = v/A y la otra negativa e igual a —2v/A,
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¢) para 3M < A*%, D es positiva y hay tres raices reales distintas que satisfacen 0 < 2M <
Ry < 3M < Rz y Ry < 0. Tal como se describe en [26], R3 representa un horizonte de
eventos distinto al ya conocido de la solucion de Schwarzschild conocido como horizonte
de eventos cosmoldgico.

2.2.2. Singularidades de la solucién de Harada

Ahora se considerara la solucion de Harada, en este caso la ecuacion a resolver para encontrar
sus singularidades es

2M A
[ R =0, 2.28
M 229)
0, equivalentemente,
A
~3 (r* +ar® +br+c) =0, (2.29)
siendo a = -2, b= -3 y e = %L Ya que A y r son distintas de cero, serd necesario entonces

resolver la ecuaciéon r3 + ar? 4 br 4+ ¢ = 0, al reemplazar en esta la incoégnita r por una nueva
incognita x relacionada con r a través de

p=g—2 (2.30)

se obtiene una ecuacién para x, la cual, como se puede verificar facilmente, no contiene el término
cuadratico, es decir se obtiene una ecuacion reducida de la forma

3+ pr+q=0, (2.31)
3(A4~2 : 2 5.3
conp=b-— %—2 = —% yg=c— %“ + % = W. Nuevamente la naturaleza de sus

raices dependera de la funcion:

2 3
- ¢ . P
D=-108 ( L+ 27)
, (2.32)
= 108 [ L (0AM? — 1) — 2 (3MAy+ L oMe?
A A 1 ’

la cual es el discriminante de (2.31). En concreto, si D < 0, entonces (2.31) tendréa una raiz real
y dos complejas conjugadas, si D = 0, entonces todas las raices de (2.31) seran reales y dos ellas
seran iguales y si D > 0, entonces (2.31) tendré tres raices reales distintas, sin embargo, puede
sospecharse que el caso D = 0 es poco probable que ocurra pues implicaria una combinacién
muy especifica entre M, A y . Para establecer cual de los tres casos anteriores corresponde al de
(2.32) se necesita saber con certeza cual es la naturaleza, el signo y el orden de magnitud de =,
pues al igual que la “masa” M, debe determinarse individualmente para cada sistema fisico. En
un segundo trabajo, Harada lo aplic6é a galaxias y encontré que, en promedio, v toma valores del
orden de ~ 1km?s~2 pc! [27].

Motivados por las razones fisicamente interesantes que presentan las tres singularidades del
caso 2. ¢) de la métrica de Schwarzschild-de Sitter y para poder hacer un analisis especifico, en lo
que sigue se supondra que tanto M como A son positivas y que 3M < A~z. Es claro que si v > 0,
entonces D siempre es estrictamente positivo y se tendran asi tres raices reales diferentes, por ello
es conveniente introducir el cambio de variable

/ 2 (A+~2
x = —%0089:%6059 (2.33)
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en (2.31), en consecuencia la ecuacion ctibica se reescribe asi:

1
2

113
2(A++2)2 5 3(A+9%) | 2(A+4?) 6MA% — 3yA — 273
— | cos 0+ |- e A cosf + e =0, (2.34)
al simplificar la expresién anterior se obtiene
3yA + 273 — 6 M A2
dcos® 0 — 3cosh — 2L kg =0, (2.35)

2(A+12)*

considerando la identidad trigonomeétrica 4 cos® 6 — 3 cos — cos 30 = 0 puede despejarse 6:

3yA 4+ 273 — 6MA?
cos™! Aty 3 + 27n
2(A+~+2)2

3YA + 273 — 6M A2
2(A +12)*

. (2.36)

}, 7

para n = 0, 1, 2. Por lo tanto, si M, A, y « son positivas, entonces D > 0 y las singularidades

estaran localizadas en r,, = x — %, es decir:

1
‘39 = 0: —_
COs 3

va que el periodo de la funcion coseno es 27n. De esta manera se tiene que

2(A++2)2 1 _1 [ 37A + 293 — 6MA?
r=-——1—""-¢c08q 7 |cos 3 + 2mn
A 3 2 (A ++2)2

r1 = @cos (§ 2;)—1—1, (2.38)
rg—ozcos<§+4;r>+z,
con
2(A 2 %
L2t
2.39
3YA + 293 — 6MA? ( )
cos B = 3 .
2(A+92)2

Ya que r esta definida solo para valores positivos, véanse ecuaciones (2.24), los valores que tome
B deben acotarse, para esto, puede observarse que las singularidades (2.38) pueden reescribirse ast:

7 [ B
=—|1+2 =
0 Al + @cos<3>},
v [ B 27
=—|1+2 =4+ — 2.4
1 A_+ @cos(3+3>}, (2.40)
v [ B 4w
=11 2
ro A_—i—2®cos<3—|—3>}7

donde ©® = ,/1+ % Utilizando las tres ecuaciones anteriores se deduce que para que 7o, 71 y T2

sean positivas, 8 debe estar acotada en el intervalo

1 1
— *71 R 71 —_—
3 cos ( 29) < B < 3cos ( 2@>. (2.41)




Solucion exacta en el vacio
2.2 Singularidades

Si ahora se considera que v < 0, entonces D podria tomar valores mayores, menores o incluso
iguales a 0, esto dependera de cudl es el resultado de evaluar el factor A = 3M Ay + 1—2 + 2M~?
para un sistema especifico: por ejemplo, si A >00A <0y |9AM2 — 1| > %, esto implica que
D > 0 y las raices seguiran estando dadas por las expresiones (2.38). Sin embargo, para que ahora
ro, T1 y T2 sean positivas, 5 debe estar acotada en el intervalo

3cos™! (—21@) < B < —3cos! (—21@> + 67 (2.42)

En cualquier caso, para tener analogos de los dos horizontes aparentes fisicamente interesantes que
ocurren en el caso de Schwarzschild—de Sitter, implicaria que 7 < 0 esté restringida a un conjunto
muy especifico de valores que dependen a su vez de los otros dos parametros de la soluciéon de
Harada: M y A.

Ahora se considerara el caso en que v < 0y D es estrictamente negativo, entonces se tendréa
una sola raiz real y dos complejas conjugadas, por lo tanto es 1til introducir el cambio de variable:

/ 2(A++2
x = —Z%p coshv = % cosh v (2.43)

en (2.31), por ende la ecuacion cubica se reescribe asi:

N|=

3YA + 293 —6MA%

4 cosh® 9 — 3 cosh ) — - =0, (2.44)
2(A+12)?

utilizando la identidad 4 cosh® ¥ — 3 cosh 9 — cosh 39 = 0 puede despejarse U:

1 3yA 4 293 — 6 MA?
9 == |cosh™! [ X ke < + 2mni
3 2(A+12)2

, (2.45)

}, (2.46)
asi que para D < 0, las singularidades estan localizadas en

. . B 2mne o
= acosh [ 2 x 2.47
T, = & COS ( 3 + 3 + A (2.47)

va que el periodo de la funcién coseno hiperboélico es 27mni. En consecuencia

2(A 2 % 3 _ 2
T = ﬂ cosh 1 cosh™! A +2y Gf\M + 2mni
A 3 2 (A +~2)2

paran=20,1,2 con &y B dadas por

1
2(A+12)2
dzi( A’Y) ,
24
~ 3YA + 293 — 6MA? (2.48)
cosh f = 3 .
2(A+~2)7

Como r solo toma valores reales positivos, la tnica singularidad real aparece cuando n = 0, por lo
tanto esta sera la tnica que vale la pena considerar.

De acuerdo con [16], un criterio sencillo para determinar cuando las singularidades de una
métrica se deben al sistema de coordenadas utilizado, es el siguiente: la curvatura se mide mediante
el tensor de Riemann y a partir de este objeto se pueden construir varias cantidades escalares y
dado que los escalares son independientes de las coordenadas, tiene sentido decir que se vuelven
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infinitos. El escalar mas simple es el de Ricci R = g"”R,,,, otros escalares de orden maés alto son
RF R, 0 RFP7 R, 6, este Ultimo recibe el nombre de escalar de Kretschmann. Por lo tanto, si
alguno de estos escalares tiende a infinito cuando se toma el limite en algiin punto, se dird que ese
punto es una singularidad de la curvatura y del espaciotiempo. En este trabajo se considerara que
esta condicion es suficiente para que un punto sea considerado una singularidad, pero en general un
analisis mas cuidadoso implicaria verificar si la variedad es completa (sin ser rigurosos esto quiere
decir que comenzando en cualquier punto, se puede seguir una curva indefinidamente en cualquier
direccion). Un célculo directo [6], muestra que para la métrica de Harada se tiene que

A48M7* 8y 8yA | 8A?

RHYP R oo = _ - , 2.49
wep R r 3 (2.49)
107 129A
RMR,, = rz - Z A2, (2.50)
6
R= —77 +4A. (2.51)

Es interesante observar que cuando A,y — 0 los invariantes de curvatura anteriores se reducen
exactamente a los de la solucion de Schwarzschild. Es evidente que r = 0 presenta problemas,
asi que esta singularidad en el origen no es removible, en la literatura a este tipo se le denomina
singularidad intrinseca, de curvatura, fisica, esencial o real [21]. Sin embargo, ninguna de las tres
raices halladas para v > 0, ni la raiz encontrada para v < 0 presentan dificultades, el espaciotiempo
se comporta perfectamente bien alli, independientemente del signo de -, las coordenadas (¢,r) se
vuelven singulares en r = rq, 71, 12 ¥ 7o: ya no estan en correspondencia uno a uno con los eventos
del espaciotiempo. Como ya se menciond, este problema se puede solucionar introduciendo otro
sistema de coordenadas, por ejemplo, seguir un procedimiento similar al que hicieron Kruskal y
Szekeres [13], de forma independiente, y construir la maxima extension analitica de la soluciéon de
Harada, al igual que ellos lo hicieron para la de Schwarzschild, sin embargo, esto va mas alla de
los objetivos del presente trabajo.

Para tener una idea de qué pueden representar las singularidades r,, de la métrica de Harada
para v > 0, sin hacer un anéalisis riguroso, se hara lo siguiente: puede observarse que si se utiliza
la siguiente identidad trigonométricas cos (x — y) = cosx cosy + sen  sen y, entonces 1o, r2 y '3 Se
pueden reescribir de la siguiente manera

To = Q.COS <§> + %, (2.52)
ry = —%a cos <§> - ?a sen <§) + %, (2.53)
ro = —%a cos <§> + @a sen (g) + % (2.54)

Escritas de esta modo, un célculo explicito muestra que las tres raices satisfacen las siguientes
relaciones:

ro+ri+ry =, (2.55)

TT1 +ToT2 + 71T = N (2.56)
6M

Tor17T = —T. (257)

Al tomar el limite cuando v — 0 (por la izquierda o por la derecha) en (2.52), (2.53) y (2.54)
y utilizar las identidades trigonométricas cos™! (—x) = sen™!x + 5y cos(x—y) = coswcosy +
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sen x sen y, las tres raices encontradas se simplifican de la siguiente manera:

3 1

Y — —sen), 2.58
g A cos 1 \/Ksenw (2.58)

f= /2 cost — = senyy (259)
r7 = —1/—cosyp — —sen, :

1 A A

2

ry = ﬁsenz/), (2.60)

donde sen (31)) = 3M+/A y ademas 0 < sen (31)) < 1. Al considerar el limite cuando M — 0 en

(2.58) se obtiene
3
1\141,210 Ty =1/ T (2.61)

de la relatividad general [10], se sabe que para una constante cosmologica positiva el término %
puede identificarse con %, el cual es el horizonte cosmoldgico aparente del espaciotiempo de de
Sitter, siendo H el parametro de Hubble. Por lo tanto, se dira que 7y es el horizonte cosmologico
del espaciotiempo descrito por la métrica de Harada, ademas, ya que se esta considerando el caso en
que 7y es positiva, es claro que 79 > r{j, en consecuencia se puede inferir que el efecto de una v > 0
en el espaciotiempo es atractivo, ya que estd produciendo que el horizonte cosmolbgico aparente
sea mas grande.
Similarmente, al tomar el limite cuando A — 0 en (2.60) se obtiene

&’

/{13%7"2 =2M, (2.62)

el cual coincide exactamente con el horizonte de eventos del agujero negro de la soluciéon de Sch-
warzschild, por lo tanto, se dird que r2 es el horizonte de eventos de la solucién de Harada.
Nuevamente, puede observarse que ro > 15 y, otra vez, concluir que el efecto de una v > 0 es
atractivo, ya que esta produciendo que el horizonte de eventos aparente sea més grande.

El caso de r} es mas sencillo de analizar ya que a partir de (2.59) puede observarse que siempre
toma valores negativos y por lo tanto no tiene relevancia fisica. Sin embargo, de r; puede decirse lo
siguiente: ya que los valores de /3 se restringieron al intervalo (2.41), las tres raices estan ordenadas
asi 0 < rp < ro < rp, como 79 fue asociado a un horizonte de eventos aparente, entonces 71
corresponderia a un horizonte interno aparente.

Ahora se considerara la singularidad 7y de la métrica de Harada para v < 0: al tomar el limite
cuando v — 0, se observa que 7( se reduce a

7o = % cosh [; cosh™! <3M\/K>] , (2.63)

nuevamente, al tomar el limite cuando M — 0 en la expresién anterior se obtiene

o 3
1\141210 o=\ 1 (2.64)

el cual coincide con el horizonte cosmolégico aparente del espaciotiempo de de Sitter, es claro que
79 < g, por lo tanto, se puede inferir que el efecto de una « negativa es repulsivo, pues produce
que el horizonte cosmoldgico sea més pequeno, atin asi, en lo que sigue se dird que 7y representa el
horizonte cosmologico aparente del espaciotiempo para una D y + menores a cero. Debe resaltarse
que en este caso “falta” un segundo horizonte que represente o esté asociado al horizonte de eventos
aparente que se tiene en el caso de Schwarzschild, lo cual podria representar una inconsistencia,
ademés, como ya se mostro, incluso si v < 0 y D > 0, para que esto ocurra v depende de los
valores que tomen M y A. Lo anteriormente discutido, da indicios de que una + negativa deberia
descartarse, mas adelante se presentardn mas evidencias para excluirla.
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Capitulo 3

(Geodésicas en el espaciotiempo de la
solucion de Harada

Con el fin de comprender mejor la solucién encontrada por Harada es conveniente considerar
el comportamiento de las geodésicas: dada alguna métrica, se puede determinar el movimiento de
particulas de prueba en caida libre en esa geometria. La suposicién clave, contenida en la palabra
“particula de prueba”; es que se explorara el espaciotiempo de tal manera que se pueden ignorar las
perturbaciones producidas en el campo gravitacional debido a su presencia. En ausencia de fuerzas
no gravitacionales, el principio de equivalencia de Einstein afirma que las trayectorias que siguen
las particulas de prueba con masa son geodésicas tipo tiempo, mientras que las no masivas siguen
geodésicas nulas [10, 16, 21|. En Gravedad de Cotton se dara por valido este principio y, por lo
tanto, lo discutido anteriormente seguira siendo verdadero.

Para determinar el movimiento geodésico se necesitan los simbolos de Christoffel distintos de
cero de la métrica (2.23) en términos de los parametros del espaciotiempo, estos se pueden deducir a

partir de los resultados del Apéndice C, pues tomando en cuenta que e* = e™# = 1— QTﬂ +r+ %2,
se obtiene:

2Ar3 — 3yr2 —6M
2r (Ar3 — 3yr2 — 3r + 6M)’

Foo = # (2A7° = 3yr? — 6M) (Ar® = 39r% = 3r + 6M) ,

2A7r3 — 3yr? — 6M

I, =-—
H 27 (Ar3 — 3yr2 — 3r + 6 M)’
1
I, = 3 (Ar® —3yr* — 3r + 6M), o)
1 :
I, = 3 (Ar® — 3yr? — 3r + 6M) sin® ),
1
I3, =-
12 ’I’,
'3, = —sinfcosb,
1
m, ==
13 r’
'3, = cot 6.
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Al sustituir las cantidades anteriores en la ecuacién geodésica % +I7, % % = 0 se obtiene:
L%+ 2Ar® —3yr® —6M  dt dr
d\2 " r(Ar3 —3yr2 —3r + 6M)dNd\
d*r

1 3 2 3 2 dt )
2 + 13,3 (2Ar 3yr 6M) (AT 3yre —3r + 6M) N

2A7r3 — 3yr?2 — 6M dr 2
2r(Ar3 — 3yr2 — 3r + 6M) \ d\

1 3 2 do\’ .2 do ’ _
+3(Ar 3yr 3r+6M) [(dA) + sin” 0 N =0,

d20  2dr do dp\?
GO L 28T nbeosd L) =
D2 T ranay T omrees (d)\> 0
d*>p  2drdy df dy

A s T PN it )
D T ravay T

Aunque no parece haber muchas esperanzas de resolver este conjunto de ecuaciones diferen-
ciales no lineales acopladas, al ser (2.23) una métrica esféricamente simétrica, el trabajo se puede
simplificar enormemente.

3.1. Cantidades conservadas

El movimiento geodésico de una particula de prueba en un espaciotiempo descrito por una
’ . . . M v . L , L .
meétrica g, se rige por el lagrangiano £ = % v % %, siendo A un parametro afin de la geodésica.

Al considerar la solucion de Harada, la forma que toma L es:

2L = gitt? + grri? + 9000 + gpp

2M 2

A : M A ! : (3:3)
= — (1— - 7“2—1—77“) £+ (1— - 3r2+'y7“) 72 +120% + r? sen® 05,

3

donde z* = %. En el lenguaje de la mecénica clasica, tanto ¢ como ¢ en (3.3) son coordenadas
ciclicas (si el lagrangiano de un sistema no contiene una coordenada determinada, se dice que
la coordenada es ciclica o ignorable), por lo tanto, los momentos canoénicos asociados p: y Py,
respectivamente, son constantes:

oL . 2M A :
Pt = i = gut = — (1 T §T2 +'771> t, (3.4)
oL . 2 2,.
Pp=—==g = r*sen” 0. 3.5
i 95 P ¥ ( )

Las dos son cantidades conservadas pues el momento canénico conjugado a una coordenada ciclica
lo es. Estas constantes de movimiento se pueden interpretar de la siguiente manera: p,, esté asociado
con la componente axial del momento angular de la 6rbita de la particula y —p; esta relacionado
con su energia (como se explicard mas adelante, para particulas sin masa, las dos cantidades en
verdad pueden relacionarse con la energia y la componente axial del momento angular, mientras
que para particulas masivas son la energia y la componente axial del momento angular, ambas por
unidad de masa de la particula).

Otra constante de movimiento esté relacionada con la magnitud del momento angular, esto
no es dificil de ver ya que (3.3) es un lagrangiano esféricamente simétrico, ain asf esto se puede
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comprobar mediante un calculo explicito: la ecuaciéon de movimiento para 6 es

oo d (0L _oc
A\ 90 00

d R

== (r20) — 72 sen 6 cos H> (3.6)

_ 4 () - ppeost
d\ r2sens 6

al multiplicar la expresién anterior por 720 se obtiene una derivada total:
d N2 d /p 2
0= = ( 20) + 2 (L2 ), 3.7

o (70) + 35 (o5) (37)

La simetria esférica permite imponer la condicién inicial 6 (\o) = 5 y 6 (Ao) = 0 para algan A = Ag,
esto no es una pérdida de generalidad porque no hay una direccién preferencial en un espaciotiempo
esféricamente simétrico. Asi, la integracion de (3.7) produce

(r29>2 = —pi cot? 0, (3.8)

es claro que el primer miembro nunca es negativo, mientras que el segundo miembro nunca es
positivo, por lo tanto, ambos tienen que ser cero, esto implica que 6 = 5 y =0 siempre. En
conclusion, si se orienta el sistema de coordenadas de modo que inicialmente la particula se mueva
en el plano ecuatorial, entonces la particula permanecera en él. Este resultado se deriva del teorema
de unicidad para soluciones de tales ecuaciones diferenciales, ya que § = 7 para todo A satisface la
ecuacion, fisicamente, el resultado es obvio a partir de la simetria esférica. De esta manera, (3.4)
y (3.5) se convierten en

oM A, dt
Py = (1 - g?” +’77‘> T E, (3.9)
de
pp=r'r = L. (3.10)

Otra manera de comprobar que la energia y el momento angular son cantidades conservadas
es emplear el enfoque de los vectores de Killing: un espaciotiempo posee una simetria si admite
un campo vectorial £#, llamado vector de Killing, tal que £¢g,,, = 0. El simbolo £¢ representa un
operador conocido como la derivada de Lie, es un tipo especial de derivada que se puede aplicar a
tensores de cualquier rango, esté definida de tal manera que es lineal, satisface la regla de Leibniz
y es independiente de la conexién [16, 21]. La derivada de Lie de un tensor arbitrario T ... esta
definida por

ST = €10, TR — THT0,6" — o+ T0587 + - (31)
En particular, puede demostrarse [13] que la derivada de Lie del tensor métrico es £¢9,, = V&, +
V.&,, si ademas, en un sistema de coordenadas dado, las componentes de la métrica no dependen
de z, entonces £¢g,,, = 0, donde £* = (9,)", el vector £ se denomina entonces vector de Killing.
Asi pues, la condicion para que £* sea un vector de Killing es que

0= 259#1/ = foz/ + vué';u (312)

por lo tanto, el tensor V£, es antisimétrico si £” es un vector Killing. Los vectores de Killing se
pueden utilizar para encontrar constantes asociadas con el movimiento a lo largo de una geodésica
[16]. Suponiendo que u® es tangente a una geodésica parametrizada afinmente por A, entonces
d
d\ (u*éa) = Vg (uéa) u’
= (Vgu®) uPé, + (V&) u®uP
0,

(3.13)
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en la segunda linea, el primer término desaparece en virtud de la ecuacién geodésica y el segundo
término desaparece porque Vg, es un tensor antisimétrico mientras que u®uP es simétrico. Por
lo tanto, u®&, es constante a lo largo de la geodésica.

Al ser la solucion de Harada una métrica esféricamente simétrica y estatica se sabe que existen
dos vectores de Killing relacionados con la energia y la componente axial del momento angular
[16]. La energia surge del vector de Killing temporal

& = ()" =(1,0,0,0); (3.14)

mientras que el vector de Killing cuya cantidad conservada asociada es la magnitud del momento
angular es
YH = (9,)" = (0,0,0,1); (3.15)

puede observarse que ambos vectores de Killing conmutan: [¢,9*] = 0. En ambos casos es conve-
niente bajar el indice para obtener

2M A
€, = (— (1 - — —=r’y4 w) ,0,0,0) (3.16)
r 3
y
Y, = (0,0,0,7%sen”6) . (3.17)
Como ya se demostré anteriormente, si K,, es un vector de Killing, se sabe que
xh
N constante. (3.18)

Ademaés, siempre se tiene otra constante del movimiento para las geodésicas: la ecuacion geodésica
junto con la condicion de que la métrica sea covariantemente constante, implica que la cantidad

__ datdx”
T I TN T

es constante a lo largo de la trayectoria. Para una particula con masa A = 7 siendo 7 el tiempo
propio de la particula de prueba y ¢ = 1, entonces esta relacién se convierte en € = —g,, U*U" = 1.
Para particulas sin masa, como los fotones que se mueven a lo largo de trayectorias nulas, siempre
se tiene € = 0 y la relacién original se convierte en € = —g,,, k*k” = 0, siendo k* el cuadrimomento
o cuadrivector de onda del foton.

Nuevamente, no es dificil de ver que la simetria esférica de la métrica permite la conservaciéon
de la direccion del momento angular, lo cual significa que la particula se movera en un plano.
Puede elegirse que este sea el plano ecuatorial del sistema de coordenadas; si la particula no esta
en este plano, puede hacerse una rotaciéon de coordenadas hasta que lo esté. Asi, la conservacion
de la magnitud del momento angular implica que, para una sola particula, puede elegirse

(3.19)

o
0= (3.20)

El hecho anterior implica que % =0ysenf =1 alo largo de las geodésicas, por lo tanto las dos
cantidades conservadas son

dah oM A, dt
Y dxt d
= 7£C = 27¢.
L=, TN (3.22)

de nueva cuenta, para particulas sin masa, estos pueden considerarse como la energia y el momento
angular conservados, mientras que para las particulas con masa son la energia y el momento angular
por unidad de masa de la particula conservados.
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3.2. Ecuaciones de movimiento

Al considerar en la expresion (3.19) que =0 y 0 = 5, se obtiene

oM A, dt\? oM A, “Lrdr\? o, (de?
(1—71—37" +’)/7”) (d)\) —|—<1—r—3r +’Y’I") (d>\> +7r a = —€, (323)

si se multiplica la ecuacién anterior por 1 — % -

(3.9) y (3.10), se obtiene la siguiente relacion

dr\?> 2Me A L2 oM A
(T> 636r2+'yer+r2<1r3r2+’yr>E26. (3.24)

%rg + vr y se utilizan las expresiones dadas por

dX r

De esta manera se tiene que el movimiento geodésico de una particula de prueba en el espacio-
tiempo descrito por la soluciéon de Harada se rige por las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.24), con E
y L constantes. Estas constituyen un sistema de tres ecuaciones diferenciales para tres funciones
desconocidas: t(A), ©(A), r(\). Puede observarse que esta tltima esta desacoplada de las primeras
dos, en principio, la tarea consistiria en resolver primero para r(\) y sustituir la solucion en (3.9)
y (3.10), las cuales después pueden integrarse por separado [29, 31].

Un caso particular ocurre cuando el momento angular es idénticamente cero, la ecuaciéon de
movimiento (3.10) implica que ¢ = ¢y = constante. La geodésica se limita entonces a la superficie
tipo tiempo bidimensional (6, ¢) = (g, cpo) y se dice que esta es una geodésica radial. En el caso
maés general, L # 0, puede elegirse a ¢ como parametro afin a lo largo de cualquier geodésica tipo
tiempo o nula y a partir de (3.10) puede verse que

dr _drdp Ldr

= 3.25
dx  dpdh  r?dy’ (3:25)
al sustituir esto en (3.24) se obtiene
1 [dr 2_2M+1+ 2Me 1 € +Ae 2 E 2+A € (3.26)
M\dp) — @ T2 2 )T T\L 3 I '

Para simplificar esta ecuacion, es natural introducir la variable u = %, tal como se hace en el
analisis de las orbitas keplerianas de la mecanica clésica, y obtener el analogo de la ecuacidon de

Binet:
du\ 2 2Me € v A e EN? A €
:2M 3 2 _ _ L [ — — _—— — 327
(d(p> W +u +<L2 7)u L2u+3T2L2+(L> +3 -1 (3.27)

esta ecuacion diferencial determina completamente la parte (r, ) de la geodésica. En general,
ecuaciones como la anterior no tienen soluciones en términos de funciones elementales, a menudo
las soluciones exactas que se encuentran se expresan en términos de las funciones elipticas de
Weierstrass y de las funciones elipticas de Jacobi [29].

3.2.1. Geodésicas tipo tiempo

Cuando se consideran particulas de prueba masivas, es natural usar el tiempo propio 7 como
el parametro afin de la geodésica en lugar de la A, la cual estd vinculada con el cuadrimomento
P# de dicha particula. Dado que el vector tangente asociado con 7 es la cuadrivelocidad U* y
ademas P* y U* estan relacionados entre si, puede demostrarse que también ambos pardmetros
estan conectados de la siguiente manera: 7 = mA. La ecuacién (3.24) se convierte en

1 /dr\? E? -1
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donde
M L*> ML* ~yL* ~y AL? A,
=4 REETP R 2
Vir) r + 2r2 r3 2r + 2r 6 6T (3.29)
Ademas, las ecuaciones (3.9) y (3.10) se transforman en
2M A dt
1— 2 —_— = E .
( 3 J”r) i (3.30)
dt
2
— =1L 3.31
" (3:31)

En las expresiones anteriores, ahora E' y L representan la energia y momento angular por unidad
de masa, respectivamente. Puede observarse que (3.28) tiene la forma de una primera integral de

movimiento de una particula no relativista en el potencial V (r) (llamado en adelante potencial

. . . 2 . . .
efectivo), interpretandose el término % ([di—:) como la energia cinética por unidad de masa, V (r)

2
como la energia potencial por unidad de masa y el lado derecho constante E22_1

mecéanica total por unidad de masa. El perfil de V (r) para algunos valores de ﬁ se representa en

como la energfa

la Figura 3.1. Los valores extremos del potencial efectivo estan dados por la condicién d‘gy) =0,
lo que equivale a la siguiente ecuacioén de quinto grado
2Ar® — 3yr' + (3yL? — 6M) r* + 6L°r — 18L*M = 0. (3.32)
2

Las raices de este polinomio y la condicién d ;jé” = 0 definen la 6rbita circular estable més interna
risco-

8

— UM=10
6 -
4 -
s
2 .
0-
_2 T T T T
0 10 20 30 40 50

r

Figura 3.1: Grafica del potencial efectivo (3.29) para distintos valores de ﬁ y valores fijos positivos
de A y 7. Los puntos marcan los minimos de V (r), ubicando las orbitas circulares estables.
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3.2.2. Geodésicas nulas

Las ecuaciones de movimiento (3.9), (3.10) y (3.24) para una particula sin masa (e = 0) son

2M A dt
1— _ 2 — —F .
( . 37 +")/T) I s (3.33)
do
7"25 :Lry, (334)
dr\*> L2 oM A, )
(dA) R ( r 3 4'W) ” (339

donde E, y L. son la energia y el momento angular de la particula de prueba, respectivamente. A
continuacion se consideraré a lo largo de la geodésica un nuevo parametro afin definido por

A= AL, (3.36)

en lugar de la \ original, siendo esta ultima el parametro afin asociado con el cuadrimomento de la
particula de prueba. Cuando L es distinto de cero a lo largo de una geodésica, la férmula anterior
en verdad define un nuevo parametro afin. El valor absoluto asegura que A aumenta hacia el futuro,
al igual que A, cualquiera que sea el signo de L, es decir, se preserva causalidad. Ademas A tiene
las mismas unidades que L, es decir, una longitud al cuadrado, dado que A es adimensional. En
términos de A, el sistema de ecuaciones diferenciales anterior se convierte en

2M A dt 1
1-=——=r? —= == :
< . 37 +'y7’> DR (3.37)
240 _ 4y (3.38)
dA
— r)= 5, .
d\ ! b3
donde I
by = o (3.40)
1 oM A,
Vw(?")—rg<1—r—37" +7?">~ (3.41)

Al igual que en el caso de las geodésicas tipo tiempo, (cf. ecuacion (3.28)), se observa que
la ecuacion (3.39) tiene la forma de una primera integral de movimiento de una particula no
relativista en el potencial efectivo V., (r). La principal diferencia es que V4 (r) no depende de L,
contrariamente al potencial efectivo V (r) para particulas con masa. Puede concluirse entonces
que una geodésica nula de una particula de prueba sin masa estd completamente caracterizada
por la constante b,, esta cantidad puede interpretarse como el pardmetro de impacto, analogo al
que aparece en la mecanica clasica. Este importante resultado también pudo hacerse deducido sin
haber reparametrizado la geodésica con (3.36), ya que en las ecuaciones (3.26) y (3.27) con e =0
se reducen, respectivamente, a

1 /dr\? 1 oM A 1

— = —1 =222 2,2 = — 3.42

rd (d<p> +r2< T 3" +’W’) b2’ (342)
du\? A1
=) —o2Mu® +u? - = 3.43
(d<P> u® +u 4 yu 3 b?y ( )
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Figura 3.2: Grafica del potencial efectivo (3.41) con valores arbitrarios positivos para M, A y ~.
La linea punteada vertical marca la ubicaciéon del horizonte de eventos. Las lineas horizontales
marcadas del 1 al 4 corresponden a las érbitas que los fotones siguen para distintos valores de b,,.

Cualquiera que sea la forma en que se escriba la ecuacion diferencial de la o6rbita, solo un
término depende de la eleccién de la 6rbita: el término b, pues M, A y < son propiedades de la
geometria de la solucion de Harada, no dependen de la eleccion de la orbita. Si en (3.39) el término

2
(%) se hace cero antes de que un fotén impacte con la fuente, esta particula alcanza un punto

de inflexion y luego regresa al infinito, en el caso contrario, el foton incide sobre el objeto, de esta
manera, el valor extremo b,, que toma el pardmetro de impacto separa las érbitas de los fotones

2
capturados y dispersados. Haciendo (%) = 0 en (3.39) se encuentra la siguiente relacion entre

by y la coordenada radial:

(3.44)

by (r) = + ! .
%1—%—%7‘24—77“

A partir de la expresion anterior se deduce que el valor extremo del parametro de impacto esta
dado por

_ [t i A1
b, = {541\42 (\/67M+ 1+ 1) + o (2\/W+ 3) - 3] : (3.45)

puede observarse que cuando v — 0 y A — 0, entonces b,, — 3v/3M al igual que en el caso de la
solucion de Schwarzschild. El valor extremo encontrado en (3.45) es una posicion estacionaria en
r, por lo tanto, r (b,,) corresponde a una orbita circular, generalmente llamada drbita circular de
fotones o anillo de fotones. Al conjunto de todos los anillos de fotones (uno por eleccion del plano
ecuatorial) a menudo se le llama esfera de fotones.
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Se pueden inferir varios tipos de érbitas de los fotones a partir de la Figura 3.2, siguiendo un
analisis cualitativo como en [29, 30]. En vista de la ecuacion de movimiento (3.39), cada geodésica
que siguen los fotones se puede representar mediante una linea horizontal con ordenada b 2 en

2
esta figura, la cual debe estar por encima de la curva V, (r) debido a que (%) es una cantidad

positiva. Por lo tanto, se excluye la region bajo la curva V, (r). En concreto:

1. Para un fotén inicialmente entrante, es decir, un fotén emitido con 2= < 0 desde una posicion
r = 1¢, existen dos posibilidades, dependiendo de los valores de r. y ci\el parametro de impacto
by:

a) Si re > 7(by,) y by es lo suficientemente grande como para cumplir b7 2 <V, (r)
(trayectoria 1 en la Figura 3.2), el foton “rebota” en la barrera de potencial en algin
valor minimo r, de r, el periastro.

b) Sire. <r(by,) (trayectoria 4 en la Figura 3.2) o b, es lo suficientemente pequeno como
para cumplir b;Q >V, (r) (trayectoria 2 en la Figura 3.2), el fotén no es detenido por
la barrera de potencial y alcanza valores arbitrariamente pequenos de r y finalmente es
absorbido por la fuente.

2. Para un fotén inicialmente saliente, es decir, un fotéon emitido con ¢ > 0, necesariamente se
tiene r, > ry, siendo ro el horizonte de eventos de la solucién de I(iIAarada entonces hay dos
posibles resultados:

a) Sire > r(by,) (trayectoria 1 en la Figura 1) o b, es lo suficientemente pequefio como
para cumplir b 2 <V, (r) (trayectoria 3 en la Figura 3.2), el fotén escapa al infinito.

b) siry < 7re <7(by,)y by% <V, (r) (trayectoria 4 en la Figura 3.2), el foton “rebota”
en el lado izquierdo de la barrera de potencial, alcanzando un valor maximo r, de r, el
apoastro.

Un anélisis mas completo de las distintas érbitas que siguen los fotones en el espaciotiempo
descrito por la solucién de Harada consistiria en resolver la ecuacion (3.42) o (3.43), tal como se
describe en [31] para el caso de la solucién de Schwarzschild, sin embargo, esto va mas alla de los
propositos de este trabajo.
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Capitulo 4

Cambio de frecuencia

Los tres primeros tests, propuestos por Albert Einstein en 1916 [32], para probar la teoria de
la relatividad general, se referian a la precesion del perihelio de Mercurio, la curvatura de la luz
en presencia de campos gravitacionales y el corrimiento al rojo gravitacional, estas tres pruebas se
conocen hoy como las pruebas cldsicas de la relatividad general. Originalmente se pensé que el test
del corrimiento al rojo gravitacional era una demostracion directa de la validez de esta teoria, ya que
empleaba una solucién exacta de las ecuaciones de campo de Einstein, la solucién de Schwarzschild,
pero pronto se comprendié que en realidad era solo una demostracion del principio de equivalencia
débil [33] y ahora esta claro que cualquier teoria relativista de la gravitacion consistente con este
principio predecirad un corrimiento al rojo.

En términos generales, en la teoria de la gravedad de Einstein cuando dos observadores que
se encuentran en un espaciotiempo curvo, sujetos a potenciales gravitacionales locales diferentes,
intercambian fotones o pulsos luminosos y observan que las senales de luz enviadas por la fuente
con una frecuencia inicial determinada son detectadas por el receptor con una frecuencia diferente
medida localmente, a este fenémeno se le conoce como corrimiento al rojo gravitacional [33]. Cabe
sefialar que en la mayorfa de los libros de texto [16, 20, 21, 22] cuando se analiza este problema
utilizando la métrica de Schwarzschild suponen, por simplicidad, que el fotén emitido parte del
reposo y que también el observador lo esté, por reposo se refieren a que la parte espacial de la
cuadrivelocidad del emisor y del observador son cero, es decir, U* = (U?,0,0,0). Como ya se expuso
en el capitulo anterior, la solucién encontrada por Harada puede representar, en general, el campo
gravitacional exterior de un objeto esférico en un espaciotiempo de fondo tipo (anti) de Sitter,
en el cual ademés esté presente un efecto extra producido por el parametro -y. En los siguientes
capitulos se mostraré cudl es la expresion general para el corrimiento al rojo de fotones emitidos
por particulas de prueba que orbitan este objeto.

Tal como se senald previamente, un hecho importante acerca de la luz en el contexto de la
relatividad especial y general, es que esta viaja a través de geodésicas nulas: a partir de la relacion
—gw%% = ¢, se identifica a % con k*, siendo este el cuadrimomento o cuadrivector de onda
de los fotones que forman la luz, ademés para este caso se elige e = 0, entonces se tiene la ecuacion
geodésica k, k" = 0, la cual de forma explicita y en coordenadas esféricas, k* = (kt, kT K9, k“"), se
escribe de la siguiente manera

gie (k)7 + g (K7)2 + oo ()" + gy ()* = 0. (4.1)

De manera similar, las particulas masivas viajan a través de geodésicas tipo tiempo y, nue-
ir de la relacion —g,,, 2927 = ¢ al identifi A 1 ti io d
vamente, a partir de la relacion —g,, <55 "5 = €, al identificar a A con 7, el tiempo propio de

. . H . . I3 . s
la particula, se tendra que ddL/\ corresponde a la cuadrivelocidad U* = dfT de dicha particula.
Ademas, para este caso se escoge € = 1, por lo tanto, se tiene la ecuaciéon geodésica U,U* = —1,

la cual al expandir y utilizar también coordenadas esféricas, U* = (U tur,ul U W), se escribe de

31



Cambio de frecuencia

la siguiente manera

Git (Ut)2 + grr (U2 + goo (Ue)2 + G (U®)? = —1. (4.2)

Otro resultado importante en el contexto de la teoria de Einstein, es que la frecuencia we de un
foton con cuadrivector de onda k7, medida por un observador con cuadrivelocidad UE esta dada
por

we = = (kU™ (43)

donde el subindice C' se refiere al punto de emisiéon e o deteccién d en algiin punto correspon-
diente Po del espaciotiempo. Por lo tanto, la frecuencia de las sefiales luminosas medidas por un
observador en movimiento con la particula de prueba en el punto de emisién e es

we = — (k,U") (4.4)

e’

mientras que la frecuencia detectada en el punto de deteccién d por un observador ubicado lejos
de la fuente viene dada por

Wg = — (k:MU”)|d, (4.5)

donde las cuadrivelocidades y cuadrimomentos del emisor y del detector son, respectivamente,
Uk = (U, un,u’,u%)|, . kb= (k' K7 RO K9 (4.6)
Uy = (ut,ur,u’,u?)|,, k= (k' kK k)] (4.7)

En Gravedad de Cotton se daré por hecho que todo lo anteriormente discutido sigue siendo verda-
dero. En lo que sigue, se considerara que el emisor de fotones es una particula de prueba masiva
que se mueve geodésicamente alrededor del objeto compacto en el espaciotiempo descrito por la
métrica (2.23), con cuadrivelocidad dada por la ecuacion anterior. Las condiciones que U¥, U},
k! y k! satisfacen se consideraran en los capitulos siguientes. No obstante, es importante tener en
cuenta que si se supone que las 6rbitas del emisor se encuentran en el plano ecuatorial, es decir, en
el plano con coordenada angular § = 7, el cuerpo en 6rbita no experimenta movimiento a lo largo
de la direccion @, en consecuencia, se deduce que U? debe ser igual a cero de manera inherente.
Del mismo modo, al considerar que los fotones siguen trayectorias de geodésicas nulas en el plano
ecuatorial, se concluye que kY también debe anularse inevitablemente.
El cambio de frecuencia z esta definido de la siguiente manera

We — Wy

©
If

) (4.8)
wq

donde w, es la frecuencia emitida y wy la frecuencia detectada. La expresion anterior, aunque util,

se expresa de manera més conveniente asi:

we
l+z="—". 4.9
e Wy ( )

De este modo, el cambio de frecuencia asociado a la emisiéon y deteccién de fotones viene dado en
general por la siguiente relacion:

14+2= Ce
Wd
—k, UM,
—k. UM, (4.10)
(_g”ktUt — grrk"U™ — gook?U? — g¢¢k“’U‘/’) ‘e
(=guk'U' — grrk"UT — gook?U? — 9o, ke U %),

Como se vio en el capitulo anterior, debido a la existencia de los campos vectoriales Killing
&t = (1,0,0,0) y ¥* = (0,0,0,1), hay dos cantidades conservadas, para particulas masivas estas

32



Cambio de frecuencia

estan relacionadas con la energia y el momento angular por unidad de masa en reposo de la particula
de prueba:

E
E=—=-g,8U" = *gttUta (4.11)
m
L v
L= p— GuPHUY = g, U?. (4.12)

Algo similar se tiene para las particulas sin masa, como los fotones, en este caso las cantidades
conservadas son su energia y su momento angular:

Eﬂy = _guygliky = —gttkt, (413)
LW = g/ywquUV = gtpwkgj' (414)

Cualesquiera de las cuatro relaciones anteriores pueden utilizarse para reescribir (4.10): si se
utiliza (4.11) y (4.12) se tiene

(EE' — grrk™UT — gook®U? — LE#) |

14+ 2= : 415
R -/ e o (419)
mientras que si se usa (4.13) y (4.14)
E U — g k"U™ — gook®U® — L, U¥
o BU =g 906 V)], (4.16)

(B, U = gk U — goggk®U° — L,U%)|,°

Sin embargo, como se vera mas adelante, es (4.16) la que es de mas relevancia, pues en ella algunas
de las cantidades involucradas se pueden medir o reescribir en términos de otras que también se
pueden medir. Cabe senalar que esta es la expresion més general para el cambio de frecuencia
que experimentan las senales de luz emitidas por particulas masivas en su camino a lo largo de
geodésicas nulas hacia un observador distante. Es de suma importancia enfatizar que hay dos
cambios de frecuencia diferentes en (4.16) relacionados con la propagaciéon de la luz en la misma
direccion y en la direccion opuesta con respecto al movimiento del emisor de fotones que orbita el
objeto compacto, es decir, los cambios de frecuencia corresponden a una fuente de fotones que se
aleja (desplazamiento al rojo) o se acerca (desplazamiento al azul), respectivamente [35].

Como ya se comento, los objetos masivos radiantes (estrellas, por ejemplo) que orbitan el objeto
esférico emiten ondas electromagnéticas hacia el detector, de modo que los fotones correspondientes
viajan a lo largo de geodésicas nulas desde su emisién hasta su deteccién y en ellos esté contenida
informacion de la geometria del espaciotiempo, la cual esta codificada en su cambio de frecuencia.

En los siguientes capitulos se mostrara una expresion para el cambio de frecuencia de fotones
en términos de parametros orbitales de objetos masivos radiantes (estrellas, por ejemplo) y los
parametros del espaciotiempo (el conjunto de parametros M, A y v), para el caso particular en que
las particulas que emiten los fotones siguen érbitas circulares en el plano ecuatorial y los detectores,
debido a la expansién del Universo producida por la constante cosmoloégica, estan alejandose de la
fuente siguiendo un movimiento radial.
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Capitulo 5

Emisores en 6rbitas circulares y en el
plano ecuatorial

Con el fin de obtener expresiones para Ut = (U',U", U‘Q,U‘9)|e y kt = (kt,kr,ke,k“’ﬂe, en
este capitulo se estudiara el importante caso de las érbitas circulares y en el plano ecuatorial 8 =
de particulas de prueba, esto es, cuando U” = 0 = U?.

Para el caso de particulas con masa, se ha establecido la conservacién de dos cantidades, repre-

s
2

sentadas por E = —guU' y L = g,,U?. Estas ecuaciones pueden invertirse para obtener:
E E
Ut = - = = e , (5.1)
g  1—55—3gri4ar
L L
U¥=—=—. (5.2)
Jop T

En consecuencia, es crucial hallar expresiones para E y L que dependan solo de M, v y A, para
lograr esto se seguira el siguiente enfoque: a partir de las ecuaciones (3.28) y (3.29)

1(dr\? E*—1
Z(dT) V=TS (53)
M L MIL*> ~L*> ~y AL?> A,
Vin=-Tton - Yy et e T (54)

al identificar a % con la componente U" de la cuadrivelocidad de una particula masiva, se tiene
que

E? -1

1 2 -
SO 4V () = =

(5.5)
Las érbitas circulares se definen como geodésicas tipo tiempo con r = constante. Tenemos entonces
que U" =0 y ademas

E? -1 dv (r)

Vir) = 2 dr

=0. (5.6)

Si, adicionalmente, se consideran oOrbitas circulares estables el potencial debera tener un minimo
estable, es decir, debe satisfacer que

d?V (r)

5 >0, (5.7)
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Puede hallarse una expresion para L utilizando la segunda igualdad en (5.6):

d

0=—V(r)
dr
_d M L ML?> ~L? ~r AL?  Ar?
_dr<_r 2r2 3 2 2_6_6>
M L[* 3ML?> ~L?> ~ Ar (58)
T T T T2 Ty
(5.9)

Una expresion para E puede encontrarse utilizando la expresion anterior y la primera igualdad en
(5.6):

E* =142V (r)
_ M IR oMIP gL AL? A
r r2 r3 r g 3 3
1 2M n Ar? n L2 1 2M n Ar?
= _— _— - - O ——
r g 3 r2 i 3
oM A2 (Moo A oM Ar?
=1 == _ r 2 3 — — _— 5.10
+r 3 +<1 ¥+ﬂg. ( +r 3 ) ( )
2M 2 JW_F%_A?':
:<1—+7r—3><1+’i B o

oy, AN 1
N r K 3 1—37M+% ’
2M  Ar? 1
E=(1-" -2 S — 5.11
< r 3+WMH—W+¥ (5:11)

Al sustituir (5.9) y (5.11) en (5.1) y (5.2), respectivamente, se encuentra que

/ 1

M AT2+ﬂ

1 EAC
U¥=+-4/ 38 2 5.13
r{ 1-3M 42 (5.13)

Por lo tanto, la cuadrivelocidad en el punto de emision es

Uk = (Utur,ut,u) |,

5.14
_ (0,0,0,0%) ., (5:14)
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Emisores en orbitas circulares y en el plano ecuatorial

donde

(5.15)

(5.16)

los valores permitidos por la coordenada radial estan dados por la ecuacion (2.24), es claro que
deben excluirse aquellos que produzcan un signo negativo dentro de la raiz cuadrada.

Para el caso de los fotones, estos también siguen orbitas circulares y en el plano ecuatorial, por
lo tanto, se tiene que k" = 0 = kY y en consecuencia

K= (K710 ) |
. ¢ (5.17)
= (k 70707 k%@) ‘67
las expresiones para k! y k¥ pueden deducirse de manera analoga a como se hizo para el caso
de particulas masivas: a partir de las cantidades conservadas representadas por E, = —gukt y
L., = g,,k?, al invertir estas dos ecuaciones se obtiene

E E
L | = Ve
ke B gt e B 1 — % — %Tg _’_/y/r-e (518)
L L
K= el T (5.19)
G e re

De manera similar a como se abordé el caso de las particulas masivas, es posible aplicar un
enfoque analogo para los fotones y derivar expresiones para E, y L, en términos de los parametros
del espaciotiempo, sin embargo, como se vera en capitulos siguientes, esto resulta innecesario.

Tal como se menciond en el Capitulo 3, en relatividad general, para una particula de prueba
masiva que orbita un agujero negro existe un radio minimo, r;sco, en el que todavia es posible un
movimiento circular estable [10, 16, 21] y un radio maximo, rosco, el primero define la llamada
orbita circular estable mds interna y el segundo la drbita circular estable mds externa; en un
espaciotiempo de fondo determinado, a menudo se considera que estos dos radios marcan el borde
interior y exterior, respectivamente, de un disco de acrecién alrededor de un agujero negro. Para
calcular r;gco se debe de resolver d‘gy) =0y d2dvr§” > 0. Para la métrica de Schwarzschild
rrsco = 6 M, mientras que para la métrica de Harada aparece una ecuacién de quinto grado que
no se puede resolver analiticamente (cf. con la ecuacion (3.32)). En este trabajo se considerara que
las particulas que emiten los fotones se mueve en oOrbitas circulares estables, de tal manera que su
radio de emision r. satisface que rysco < re < rosco-
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Capitulo 6

Detectores en movimiento radial

En el espaciotiempo descrito por la soluciéon encontrada por Harada, este experimenta una
expansion debido a una constante cosmoldgica positiva que domina a grandes escalas, al igual que
en el modelo actual del Universo. Por lo tanto, un detector deberia alejarse radialmente de la fuente
que produce el campo gravitacional en el caso de estar muy distante, estos detectores son los de
interés en este trabajo. Lo discutido anteriormente implica que la cuadrivelocidad del detector en
el punto de deteccion es

vh = (007007,

= (U',U",0,0) (6.1)

s

en consecuencia, es necesario encontrar expresiones para U! y U}, para lograrlo se aplicara el
siguiente procedimiento: tal como se detall6 en el capitulo previo, utilizando la conservacion de la

energfa para particulas con masa, F/ = —g;,U", se puede obtener una expresion para U*
E E
Ut _ _— _ 53T T ) (62)
git 1*7*37’24”}/7’

Para particulas masivas en movimiento radial, L es idénticamente cero y, por lo tanto, el potencial
efectivo (3.29) se reduce a
M v A
Vir=——+4=-r— —TQ, 6.3

y a partir de la ecuacion (3.28) puede hallarse una expresion para U":

R T
= (U)Y=E*- (1—W—A;2+w> (6.4)
= UTZ\/E2—(1—W—A3T2+’W>
Por lo tanto, la cuadrivelocidad del detector es
Uq = Fa (6.5)

2M A3 ’
1= — 3+

2M  Ar?
Un = \/Eg— (1——”+m«d>. (6.6)

Td 3
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Detectores en movimiento radial

Ya sea en (6.5) o en (6.6), es necesario hallar una expresion para E4 en términos de M, vy A.
Como la energia es una cantidad conservada, el valor que tenga en un punto dado del espaciotiempo
serd el mismo que en cualquier otro. Un punto de particular importancia es aquel en donde la
atraccion gravitacional generada por la masa M de la fuente estd completamente equilibrada por
la expansion del Universo producida por la constante cosmolégica A y el efecto atractivo o repulsivo
producido por el parametro -, a este punto se le denominaré radio de gravedad cero ry. Aunque se
ha dicho “un punto” en realidad son un conjunto infinito de puntos que forman una esfera de radio
To concéntrica a la fuente del campo gravitacional en la que las particulas de prueba experimentan
lo descrito anteriormente.

En 7y la componente espacial de la cuadrivelocidad de una particula de prueba sera cero, lo
cual implica que estara en reposo, por lo tanto

Uty = (U070 U%) | (67
= (U*,0,0,0) |,, '

usando este hecho se podra encontrar una expresion para 7qo: recordando que la velocidad angular
de una particula masiva que sigue orbitas circulares esta dada por la ecuacion (5.13):

M _ Ar2 | o7
1 + 35

— T 3
Uw_i; —1_M+L2r’ (6.8)
se observa que U W‘Fo = 0 cuando % - %?’5 + 379 = 0, 0 equivalentemente, cuando
A (s 3y, 3M
- ——7rg——— | =0. 6.9
370 (ro 2A'0 T A (6.9)
Es necesario entonces hallar las raices de la ecuacion cibica
7o+ arg +c =0, (6.10)
con a = —;’—X yc= _Sz\ﬂ' El cambio de variable 7p = = — §, transforma la ecuacién (6.10) en
22+ pr+q=0, (6.11)
donde p = —%2 = —% yg=c+ % = 7%. El discriminante de la ecuacion (6.11) es
2 3
q p
D=-108(—+ =
( i 27>
942 3 (6.12)
_ 108 18M=A* + 3M~
B 8A4 ’

es claro que si v > 0, el discriminante seré estrictamente negativo y, de acuerdo con lo mencionado
en el Capitulo 2, la ecuacion (6.10) tendra una raiz real y dos complejas conjugadas. Si en cambio,
v < 0, entonces D podria tomar valores mayores (si v < v/ —6MA?), menores (si v > v/ —6MA?)
o iguales a cero (si v = v/—6MA2), segtin sea el resultado de evaluar 18 M2A2% + 3M~3 para un
sistema en especifico; si en particular el discriminante es estrictamente positivo se tendran tres
raices reales distintas, pero si es cero dos de ellas seran iguales.

Al considerar D < 0y v > 0 sera conveniente introducir el cambio de variable

| 4p 0
sho — sh 1
T = cosh ¢ cosh ¢ (6.13)

en (6.11), de esta forma la ecuacion cubica se reescribe asi:

12M A2 )
=1

4 cosh® ¢ — 3 cosh ¢ — ( 3 =0, (6.14)
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Detectores en movimiento radial

utilizando la identidad 4 cosh® ¢) — 3 cosh ¢ — cosh 3¢ = 0 puede despejarse ¢:

1 12M A?
b= 3 {cosh1 ( v + 1) + 27Tm} , (6.15)
ya que el periodo de la funcién coseno hiperbolico es 27ni. En consecuencia
1 12M A2
z= %cosh {3 [coshl ( . 1) + 27rm'] } (6.16)

es claro que la tnica raiz real ocurre cuando n = 0, por ello sera la tnica que se conservari. En
consecuencia, se tiene que el radio de gravedad cero para v > 0 esta localizado en

- a
v (6.17)
N U B S 12M A2 v ‘

fAcosh [3cosh ( -3 +1 +—2A,

una prueba de consistencia es que al tomar el limite cuando v — 0% se recupera el radio de
gravedad cero en el espaciotiempo de Schwarzschild-de Sitter y en el de Kerr-de Sitter [34]:

1
~ 3M\ 3
’Ylig)l+ ro = <A> . (618)

Como se menciond anteriormente, todavia puede ocurrir que para algunas v < 0 se tenga que
D > 0, solo basta con que v < v/—6MA2, en este caso el radio de gravedad cero seguird estando
dado por (6.17), sin embargo al considerar el limite cuando v — 0~ se obtiene

1
3M\ 3
lim 79 = [ — 6.19
e ()’ o

lo cual también es consistente con el resultado hallado en [34].

Ahora, si D > 0 y 7 < 0 se introduce el cambio de variable x = ,/—%p cos¢ = Fcos¢ y al
fijarse en la identidad trigonométrica 4 cos® ¢ — 3 cos ¢ — cos 3¢ = 0, se deduce que los radios de

gravedad cero en este caso son

~ ~ 1 4 [ 12MA? ~
*9g = —COS{ — 5 1 2 — 2
o = 4 cos { 3 [cos ( 3 +1)+2mm) e+ or, (6.20)

paran = 0, 1, 2. Sin embargo, si en cualquiera de las tres raices se toma el limite cuando v — 07,
este no existe y no habria forma de comparar estas cantidades con otros resultados previos bien
establecidos, ademas, tener tres raices reales seria un problema, pues implicaria que existen tres
distancias respecto a la fuente en las cuales una particula de prueba estaria completamente estatica,
por ello, de esto y lo discutido anteriormente, se descartara que v pueda tomar valores negativos
para sistemas astrofisicos reales y en lo que sigue se considerara que solo toma valores positivos.

Ya que en 7y también sucede que U 7'\% = 0, a partir de la ecuacién (6.4), se observa que esto
ocurre cuando

por lo tanto, si se coloca el detector en d = 7y, la energia que este tendré seréa

oM A~y 1, [12MA2 Av\?
E;=<1- % cosh {lcosh71 (12MA2 +1)} L — <9008h [3COSh ( -3 +1 +ﬁ
A 3 ~3 2A

2 1 12M A2
+ % cosh {3 cosh™! ( 3 + 1)} +

=
—

(6.22)




Detectores en movimiento radial

En este trabajo se considerara que los detectores se estan alejando radialmente de la fuente
del campo gravitacional y ademés satisfacen que 7y < rq4 < rg, siendo rg el horizonte cosmologico
aparente encontrado en la secciéon 2.2.

Para el caso de los fotones detectados, estos tienen un cuadrimomento
) kt, kr, k_97 k¥

o= , a (6.23)

= (k JcT,O,k*”) ld,

ahora sera necesario hallar expresiones para kfi, kL y kY, para ello se adoptara un enfoque similar
al empleado previamente para analizar los fotones en 6rbitas circulares y en el plano ecuatorial: a

partir de las cantidades conservadas E, = —guk' y L, = g,,k¥, estas se invierten para obtener
dos componentes del cuadrimomento de los fotones en el punto de deteccion
E E
kfi — _ | = d , (624)
7 P v
L L
k)= —| =—2. (6.25)
oo lq Ta
Una expresion para k/, puede deducirse a partir de (3.35): como se estan considerando fotones, se
identifica a j—f\ con la componente k" de su cuadrimomento, entonces
L2 2M  Ar?
™2 _ 2 ol
por lo tanto
L? 2M  Ar?
k= | E2 — 4 7777d+r . 6.27
d \/ - ( vy 3 T (6.27)

Aunque es tutil la expresion anterior, en el siguiente capitulo se mostrara que es mas conveniente
hacer la siguiente manipulacién algebraica con el fin de introducir, otra vez, una cantidad de
fundamental importancia:

1 oM Ar? L.\’
Ky = | E2, 1_2< ——rd+wd) (vd>
' rs T4 3 E,,
(6.28)
1 2M  Ar?
Ew\/l 3(17}1 - —+ 7“d>bw,
donde b,, = % En general puede definirse el cociente anterior para cualquier punto P del
Yd
espaciotiempo, en particular para el punto de emisién e o deteccion d:
L
by = 2| (6.29)
Yc E’Y o

puede observarse que b, es una cantidad que se conserva a lo largo de toda la trayectoria en la
que viajan los fotones: desde su punto emisién hasta el de su deteccion, debido a que E, y L,
son constantes de movimiento, por esta razén siempre se tendré que b,, = b,,. Esta cantidad ya
habia sido introducida en el Capitulo 3 y se le denominé pardmetro de impacto (cf. con la ecuacion
(3.44)), sin embargo, en el contexto del modelo desarrollado por Herrera y Nucamendi [35] se le
conoce como el pardmetro de la deflexion de la luz, pues representa la desviacion de la luz debido al
campo gravitacional en las proximidades de la fuente [34] y los efectos de la constante cosmologica
A y el parametro .

Los valores permitidos que puede tomar la coordenada radial tanto de U] como de &, son los
de la ecuacion (2.24), es claro que deben excluirse aquellos valores que producen un signo negativo
dentro de la raiz cuadrada.

42



Capitulo 7

Corrimientos al rojo y al azul en
términos de los parametros del
espaclotiempo

Para la configuracion que se esta considerando, es decir, emisores en orbitas circulares y en el
plano ecuatorial, cf. ecuaciones (5.14) y (5.17), y detectores en movimiento radial, cf. ecuaciones
(6.1) y (6.23), la expresion para el cambio de frecuencia (4.16) de los fotones se reduce a

(B,U* — L,U%)
1 = € Nl
T2 U g kU, @)

al introducir el parametro de deflexion de la luz (6.29) y tomar en cuenta que la energia de los
fotones es una cantidad conservada siempre se tiene que E, = E,,, la expresiéon anterior puede
reescribirse de la siguiente manera:

142= Ey <Ut (gersa) e
B (U= () V7)), 72
(Uf — vaSD ‘e

En principio, lo tinico que resta por hacer es sustituir las expresiones encontradas en los capitulos
anteriores de todas las cantidades involucradas en la tltima igualdad. Sin embargo, es importante
tomar en cuenta lo siguiente: la ecuacion (3.40) da el parametro de impacto o parametro de deflexion
de la luz en términos de M, A y « y el radio de emision de la particula que emite los fotones, de
tal manera que se puede considerar que b, estd parametrizada como funcién del vector de posicion
R de dicha particula con respecto al centro de la fuente del campo gravitacional, pero tal como
se discutio al final del Capitulo 4, existen dos cambios de frecuencia diferentes en (7.2) los cuales
estan relacionados con la propagaciéon de la luz en la misma direccién o en la direccidén opuesta
con respecto al movimiento del emisor de fotones que orbita el objeto compacto, es decir, los
cambios de frecuencia corresponden a una particula masiva (la fuente de los fotones) que se aleja
(desplazamiento al rojo) o se acerca (desplazamiento al azul), respectivamente [35], esto permite
inferir que para una coordenada r dada, el parametro de deflexiéon también se puede encontrar
como funcién del angulo ¢ entre la trayectoria de la particula y la direcciéon hacia el centro de la
fuente y la apertura angular § del observador.
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045 s — | | r.cosptand
R S |

| ‘ rsing
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Figura 7.1: Ilustracion del vector K y las relaciones geométricas entre el angulo azimutal ¢ y
el angulo de apertura ¢ para un observador colocado en el plano ecuatorial a una distancia D.
Diagrama tomado de [36].

Para obtener el parametro de deflexion de la luz de los fotones provenientes de un punto general
de la orbita circular en el plano ecuatorial (ver Figura 7.1), se seguira el enfoque desarrollado en
[36]: al desarrollar la contraccion (3.19) y tomar € = 0 se obtiene

2 2
Gk K = gee (k') + gpr (K7) + gao (F)” + g (k%) = 0, (7.3)
ya que el movimiento tiene lugar en el plano ecuatorial, entonces k? = 0, ademas, al invertir
las expresiones encontradas para las dos cantidades conservadas, B, = —guk' y Ly = gupk?, y
sustituirlas en (7.3) se sigue que
E2 2
g (k)2 + 2+ 22—, (7.4)
gt Yoo

esta ultima expresion puede emplearse para expresar k" en términos de las constantes de movi-
miento y las componentes de la métrica como se muestra a continuaciéon

] 1 <E3 L%)
(k) =——(—+—"]. (7.5)

9rr Gtt gtp(p

En lo que sigue, se supondra que la particula emisora esta lo suficientemente lejos de la fuente
del campo gravitacional para asi poder considerar la configuracion ilustrada en la Figura 7.1 en la
cual aparece la apertura angular § del observador y el angulo azimutal ¢, ademés se ha introducido
geométricamente el vector bidimensional auxiliar K definido por la siguiente descomposicion:

k" = K cos (¢ + 9), (7.6)
rek? = Ksin (o + 9), (7.7)

con
K2 = (k") + 12 (k%)%. (7.8)

De esta manera, al sustituir L, = g,,k? y (7.5) en (7.8) puede expresarse K? en términos de
las constantes de movimiento y los componentes métricos de la siguiente manera

1 [ E? L? L2
ST e B B (7.9)
Grr it gtptp ggpgp
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Por otro lado, al sustituir (7.6) en (7.5), se encuentra otra relacién similar para K>
K2=—+ <E§+L%> (7.10)
grrcos? (@ +0) \ gre Gy
Si se igualan las dos expresiones anteriores, se encuentra la siguiente ecuacion para b,
(gttbiﬁ + ng) Jpp tan? (o + 0) + rﬁgwgttbie =0, (7.11)
al resolver esta tdltima se encuentra que
oo Sin (¢ + 6)
VG G0 5% (0 4 0) + 2y co5? (9 +6)

el cual es el parametro de flexion de la luz para un punto arbitrario de la érbita circular en el plano
ecuatorial. Para el caso de la solucién de Harada, se tiene que

by, = — (7.12)

resin (o + 9)
\/1 - (2M + & Pyre) sin? (o + 0)

Ahora se pueden sustituir Uf, U¢, UL, Uy, kI y b, de las ecuaciones (5.15), (5.16), (6.5),
(6.6), (6.28) y (7.13), respectivamente, en (7.2) para obtener la expresion final para el cambio
de frecuencia de fotones emitidos por particulas geodésicas masivas en un punto arbitrario de las
orbitas circulares ecuatoriales en el espaciotiempo descrito por la solucion de Harada de la siguiente
manera:

(7.13)

b'Ye:_

14 1 1 2M A, n

g =—1—- 22 — =42 r
H E, ra 3'd Ira

Tesin (¢ + 9) % - %r,? + %Te

3M 3M o ’
V 1—=2= 497
\/ 2 A2 — yr, ) sin? (p + ) o T2l
(7.14)

donde Eq estd dada por (6.22). En el término U¥ de la ecuacion (7.2) esta contenido el momento
angular L y este también posee signos +, de acuerdo con la ecuacion (3.22), esto esta relacionado con
el sentido de la rotacion de las particulas masivas alrededor de la fuente del campo gravitacional: 4
o — para sentido horario o antihorario, respectivamente. Sin embargo, debido a la simetria esférica
del fondo, se elige el signo + sin pérdida de generalidad.

La expresion (7.14) contiene dos componentes que incluye el corrimiento al rojo gravitacional
zg, asi como el corrimiento al rojo/azul cinemdtico zey, [34, 35, 36, de tal manera que

ZH = Zg + Zein. (7.15)

El corrimiento al rojo gravitacional esté definido por

1 2M A 1
Te 2°¢€

mientras que el corrimiento al rojo cinemético esta determinado por

1 Tesin (¢ + 0) % T‘2+77‘e

Zein =

E 1_LM Iy,
d\/l(%f\/[Jrr2 'yre)sin2(90+5) e 127

(7.17)
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@ Blueshift

@ Redshift

/ Observador

Figura 7.2: Representacion esquemética de la configuraciéon en la que una particula geodésica
masiva de prueba se mueve alrededor del objeto esférico en una oOrbita circular estable. Aqui, el
emisor, el observador y la trayectoria de los fotones se encuentran en el plano ecuatorial 6 = 7.
Ademés, el angulo azimutal de la particula emisora es de ¢ = £7.

Para explorar cuél puede ser el efecto de la nueva constante y que aparece en la solucién
encontrada por Harada, se considerard el caso en que los fotones son emitidos por particulas
ubicadas en la linea media, donde ¢ = &7, entonces, el vector de posiciéon de estas particulas con
respecto al centro del agujero negro es ortogonal a la linea de visién del observador, ver Figura 7.2.
Por lo tanto, al sustituir ¢ = +7 en la férmula del cambio de frecuencia (7.14) y considerar ademés
que la apertura angular del observador es muy pequefia § =~ 0, se encuentra que los corrimientos
al rojo (gp = +§) y al azul ((p = —g) son:

1 2M

1 =—(1-—
+ ZH, , E, ( T

3
' 7.18
x ! + L v~ BTEH 3T (7.18)
4 3M )
R IRV A

El comportamiento general de los corrimientos al rojo zp, y al azul zg, como funcién del radio
del detector r4 para diferentes valores del parametro «y se ilustra en la Figura 7.3, ambos ejes estan
en unidades adimensionales. Se puede ver que el cambio en la frecuencia de los fotones aumenta,
en valor absoluto, a medida que  disminuye, esto debido a que el término cuadratico en el que
aparece la constante cosmoldgica A comienza a ser relevante a grandes distancias.

A, >
—3Tatrd
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Figura 7.3: Corrimiento al rojo zg, y al azul zp, como funcién de la distancia del detector r4 para
distintos valores de «y. El emisor orbita circularmente en el radio r. = 12M para cualquier curva,
ademés se ha establecido M = 1 y A = 1071%. Las curvas comienzan en el radio de gravedad
cero a la izquierda y terminan antes del horizonte cosmoldgico aparente a la derecha, es decir,
o < 1rg < TQ-
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Conclusion

En este trabajo se han deducido las ecuaciones de campo de Gravedad de Cotton a partir
de la accién propuesta por Junpei Harada, utilizando un principio variacional conocido como
el formalismo de Palatini. Ademés se ha explicado en qué sentido esta nueva teoria extiende a la
relatividad general: el conjunto de las soluciones de las ecuaciones de Einstein con o sin la constante
cosmologica esta contenido en el de las soluciones de las ecuaciones de campo Gravedad de Cotton,
por ello, siempre que se satisfacen las ecuaciones de Einstein, las de Harada también se cumplen.
Sin embargo, el inverso de esta proposiciéon no es cierto, incluso si las ecuaciones de Cotton se
satisfacen, las de Einstein no necesariamente lo haréan.

Asimismo se demostré porqué, en general, C,,, = 0 no son las ecuaciones de campo de Cotton
en el vacio ni tampoco pueden considerarse como una generalizacion de R, = 0 de la relatividad
general, ya que estas dltimas son una restricciéon no trivial, mientas que las primeras son una
identidad que se cumple automaticamente para todos los espaciostiempo conformemente planos,
independientemente de sus fuentes o propiedades de simetria, lo cual, podria ser potencialmente
una desventaja, ya que permitiria soluciones no fisicas.

También, utilizando como ansatz una métrica esféricamente simétrica y estatica se dedujo una
solucion a Cy,s = 0. En el proceso se descubrié que para este caso existe un acoplamiento de los
coeficientes métricos gog ¥ 911, pues el tensor de Cotton solo tiene una componente independiente,
por lo tanto, la ecuacién diferencial resultante admite un ntmero infinito de soluciones con, en
general, cinco constantes de integracion. Este detalle impide que a partir de las ecuaciones se
deduzca que goo = g%, tal y como se hace directamente al resolver R,,,, = 0 en relatividad general
para un elemento de linea igual. Sin embargo, al suponer que dichas componentes estan relacionadas
como se indico, se obtiene una métrica con gran parecido a la solucién de Schwarzschild-de Sitter,
con la gran ventaja de que la constante cosmoldgica, surge como una constante de integracion vy,
més aun, aparece un término lineal de la forma ~r, donde v es un nuevo parametro o constante
del espaciotiempo el cual no tiene un analogo en la teoria de Einstein.

Al analizar las singularidades de la métrica obtenida por Harada se encontr6 que para una vy > 0
en general existen tres, estas se pudieron interpretar de la siguiente manera: una de ellas repre-
senta un horizonte de eventos aparente, otra un horizonte cosmologico aparente y la tercera puede
corresponder a un horizonte interno aparente. Ademaés, al considerar limites apropiados cuando
M — 00 A — 0, de forma independiente, se encontrd que el horizonte de eventos aparente de la
solucion de Harada tiende exactamente al de Schwarzschild, mientras que el horizonte cosmologico
aparente se reduce al del espaciotiempo de de Sitter, el analisis también llevo a la conclusion de que
una 7y > 0 tiene un efecto atractivo, pues ocasiona que el horizonte cosmologico sea mas grande.
Para una v < 0 también se pueden tener los mismos horizontes anteriores, pero sus existencias
estan comprometidas por los valores que tomen los parametros del espaciotiempo. Sin embargo, en
general solo existe una singularidad coordenada, ademaés, al tomar limites apropiados se encontro
que esta también tiende al horizonte del espaciotiempo de de Sitter, por ello esta singularidad pudo
interpretarse como el horizonte cosmolégico aparente, esto a su vez llevo a la conclusion de que
una v < 0 tiene un efecto repulsivo, ya que produce que dicho horizonte sea mas pequeno.

De igual manera, al considerar el comportamiento de las geodésicas para particulas con y sin
masa se hall6 una expresion general para el potencial efectivo que experimentaria una particula
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Corrimientos al rojo y al azul en términos de los parametros del espaciotiempo

de prueba y se discutio la relevancia de que en él aparezcan términos lineales, cuando se ignora la
constante cosmolobgica.

Finalmente, se dedujo una expresion general para el corrimiento al rojo y al azul que expe-
rimentan los fotones en el espaciotiempo descrito por la soluciéon de Harada, considerando que
las particulas de prueba que emiten los fotones siguen o6rbitas circulares y en el plano ecuatorial,
mientras que los detectores estan en movimiento radial. En el proceso de la deducciéon pudo con-
firmarse que una v > 0 tiene un efecto atractivo, pues el radio de gravedad cero en este soluciéon
es mayor que en el de otros modelos, también pudo descartarse que v < 0, ya que presentaria pro-
blemas conceptuales en un sistema astrofisico real, pues implicaria que existiesen tres distancias
a las cuales una particula de prueba estd completamente estatica. Asimismo, pudo observarse que
el cambio en la frecuencia de los fotones aumenta a medida que ~ disminuye, esto debido a que
el término cuadratico en el que aparece la constante cosmolégica A comienza a ser relevante y a
dominar a grandes escalas. La expresion deducida para el cambio de frecuencia esta en términos de
los parametros del espaciotiempo M, A y ~y, asi como también del radio de la érbita del detector
rq y el radio orbital de la particula emisora r., esto en principio puede utilizarse para estimar
estadisticamente el orden de magnitud de v y compararse con los resultados obtenidos por Junpei
Harada, lo cual es de mucha relevancia ya que el modelo relativista general utilizado en este trabajo
no considera una distribucién de materia en particular tal como lo supuso Harada.
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Apéndice A

Cuadrado del tensor de Weyl

A continuaciéon se demostrara que el cuadrado del tensor de Weyl, denotado por C***?C,,, 0,
se puede expresar en términos del tensor de curvatura de Riemann R*"?? R,,, ., el tensor de Ricci
R* R, y el escalar de Ricci R; en cuatro dimensiones, la féormula estd dada por

1
CH P Cpe = R*P7 Rype — 2RM R, + gRQ. (A1)

Es necesario recordar que, en cuatro dimensiones, el tensor de Weyl esté definido de la siguiente
manera [21] :

1 1
C;Lupa = Ruupa + 6 (gupgua - gypguo) R - 5 (g;wRuo— - gpruU - g;LURup + gVURup) ; (AQ)

al utilizar el tensor métrico para subir y bajar indices puede observarse que el cuadrado del tensor
de Weyl puede reescribirse asi:

CHVPUC[}.VpU = g'uagyﬁgp’yggécaﬁ’y&cpupa~ (A3)

Al combinar (A.2) y (A.3) se tendra que

1
Cuypgcuupa = guaguﬂgp'ygoé |:RO¢B’Y5 + = (ga'ygﬂﬁ - gﬂvgaé) R

6
1
- § (ga'yR,B6 - g,@’yRaé - gaéRﬂ'y + g,@(;Row) X
1
R;wpo + 6 (gupgua - gupgp,a) R
1
-3 (GupBoo — GvpBuoc — Guo Bup + Guo Ryup) (A.4)
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Cuadrado del tensor de Weyl

al distribuir cada uno de los términos en (A.4) se obtiene lo siguiente

1
Cul’pac,uypa = guagyﬁgp’ygaéRaﬁ’yéRuupa + gguagyﬁgp’yggéRaﬁ'yd (gypgucr - gupg,ug) R

1
B iguaguﬂgpvggéRaﬁ’ﬂs (gupRW = 9vpRus — guo Rup + guaRuP)

1
- Eg“ag”ﬂ 9°79%° (9ar985 — 9p~9as) Ruvpo R

1 v
+ %guag ﬂgp’ygmS (ga'ygﬁé - g[ﬁgaé) (g#pgua - gupg;w) R?

1 v
- Eguag ,@gp'yga5 (ga’ygﬁé - gﬂvgaé) (gupRuo - gl/pRp,a - glLO’RVp + guaRp,p) R

1
- 59”0(9”69]07906 (ga'yRﬂE - gﬂ’yRaé - gaéRﬂ'y + gﬂéRa'y) R,uupo

1 o v o
- ﬁgl g [3gp'yg 4 (ga'yR,B(S - g,BvRatS - 9a6R,8'y + gBéRa'y) (gupguo - gl/pguo’) R
1 a, v o
+ Zg” g ngﬂyg J (ga'yR,(i’6 - g,B’yRoc(S - gaéR,@'y + g,@éRa'y) (gupRua - gl/pRMO'
- guaRVp + guoRup) . (A5)

Puede observarse que los siguientes términos en (A.5) son semejantes entre sf

" %g#aguﬁgp’ygijaﬂ'yé (g,upgua - gupgp,a) Ry
59"°9"2 9" 9% (9ar 985 — 98~9as) Ruvpo R,

. lguagyﬁgp’ygUéRaB'yts (gupRua - ngRua - gp,O'Rup + guaRup) y
EQHQQVBQMQWS (goz'yRBts - gﬁ'yRaé - ga5RB'y + gBtsRa'y) R;,Ll/po'7

. %g“"‘g”"gmg"g (90v985 = 98v9as) (GupRuo = GupRuo — Guo Rup + gvo Ryup) Ry
Eguaguﬁgp'yga (ga’yRﬁé - gﬁ'yRaé - gmiRﬁ’y + gﬁéRa’y) (g,upgua - gu,ogucr) R;

ya que todos los indices estan contraidos y solo basta hacer el cambio p — a, v — B, p = 7y
o — 6. Entonces (A.5) se reduce a

1
C*"P? Cripo = §"*9"P 977 9%° Rergys Rywpo + gg’“g”ﬂ 9”797 Rags (GupGvo — Gupduo) R
- guagyﬁgp’ygU&Raﬁfyé (g/LpRuo - gpr;uT - g/urRup + gunR;Lp)
1 (L (o
+ 56999 2 (Gar 985 — 9~ 9as) (GupGve — Gupdus) R

1
- éguaguﬁgp'ygo'ﬁ (ga’ygﬂ5 - g,@’ygaé) (gupRVU - gupRua - guaRVp + gVO'R/,Lp) R

1 a, v o
+ Zgu g ﬁgp’yg d (ga’yRﬂ6 - gﬂ’yRaé - gaéRﬁ"/ + gﬂéRa'\/) (g;tpRua - ngRua
= GuoBup + guoRyp) . (A6)

Es conveniente analizar cada uno de los sumandos en (A.6) por separado para observar como
pueden reescribirse:

guaguﬁgpvgaéRaﬁvé R,uupcr = RMVPUR[J,UPO’
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Cuadrado del tensor de Weyl

1 "
~9"* 9" 977 9°° Rugrs (JupGvo — GupGuo) R

3
;Raﬁ'yé (""" 9" 97° Gupgve — 9" 9" 9”7 9°° GupGuc)
il’) wfvé (504559/)79 5?5/ljgp’vgt75) R
;Raﬁ’w& (979" — g*°9") R
; (9°79”° Rapys + 9°°9” Rapsy) R
é(QR)R
2
= SR

g#agyﬁgp’ygU(sRaﬂws (gupRl/a - gupR;LU - g;LURVp + gVUR;Lp)

= RHre (gMpRVU - gupRp,U - guaRVp + guaRp,p)

= g,upRNVpURua - gupRMVpUR,uU - g;m'RMVpURVp + guURMVpURup
=R"Ryo+ 9oy R"""° Ryo + gua R" P Rup + guo R""P R,

= R" R,y + R* R,y + R"’R,, + R*R,,,

— 4R" R,

1 174
—g"% ngwggé (gawgﬁé - gﬁwgad) (g,upguo - gupg;w) R?

36
36 (9"“9"" 9”797 gargps — 9" 9" 9”7 9°° 9~ 9as) GupGve — Gvpgua) R
= % (64659797 — 65649”79%°) (GupGvo — GupYo) B
= % (9”97 = 9°"9°") (GupGvo — Gvp9uo) R
% (997" GupGvo — 9”97 Gupvo — 9”97 GupGuo + 97 97" GupGue) R
3i (16 — 6;,64 — 610 +16) R?
= 3i(32—5f;—5f;)R2
= 3i (32 —4—4)R?
2
=R
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Cuadrado del tensor de Weyl

1
éguaguﬁgp'ygoé (gavgﬁS - gb”ygaé) (g,upRua - ngR,u,o' - g}LO’RVp + guaR,up) R

1
= 6 ( uaguﬁg/)'ygoéga’ygﬁé - gu(yguﬁgp’ygmsgﬁ’ygaé) (gupRVU - gupRp,a - g/,LURVp + gVG'R;,Lp) R
1 " o (on
= 6 (&y&ggp’yg - 65;63ng9 6) (gupRVU - gUpRy,G' - gHO’RVp + guaRp,p) R
1
=5 (9797 — 6" 9°") (9upRuo — GupRuo — GuoRup + GuoRyup) R
1
= 6 (gp#gaygupRuo - gp#gm/gupRua - gp#gauguURVp + gpﬂgm/guaRup
_gpygg'ugupRua + gpugangple + QPUQWQWRD,; - gp"g”ngup)
1
=5 (4R — 009" Ry — 009° " Ryp + 4R — 679" Ry + 4R + 4R — 6ﬁgp”Rup) R
= é (16R—-¢°"Ryue — 9" Rup — 9°"Rue — 9""Ryp) R
1
= 5 (16R — 4R) R
=2R%.

1
Zguozguﬁgp’ygaé (ga’yRBE - gﬁ'yRa5 - gaﬁRﬂ'y + gBERa'y) (gﬂpRua - gt/pRp,U - g;Lo’RVp + guURp,p)

1
=3 (g‘“‘g”ﬁ 9°79°° gar Rps — 9" 9" 977 97° g5, Ras

- guagVﬁgpvgaégaéRm + gﬂaguﬁgpwgoégﬂéRaAy) X (GupBuo = GupBuo — GuoRup + Guo Rpup)
1

= 1 (&;guﬁgmgoéRﬂé _ (529“0‘9”59”5}3@ _ 5ggua9Vﬁng57 + 6§g“o‘gp'yg”5Rm)
X (gupRl/a - gupRuU - g;LoRl/p + guaRW;)

1
= 1 (gyﬁgpugaéRﬁﬁgupRua - guagypgaéRozég,upRud - guagyﬁgp’yRﬁwgupRuo

+ g“o‘gPVg"”ngWRW) X (GupBRvo = GupBuc — GuoRup + Guo Ryp)
1

— 1 (4R”0Ryg _ gw)gupR/wRV” _ guagupRuﬂRmf + 5:)lgﬁ’YRa7R

— 9°"9,yR" Ryyy + 4R" Ry + 609" Rg, R — 4°" 9,,p R"* Ry1s
— gPugHJRuaRVp + 5?906RQ6R + 4RVpRVp _ gol/gugRMPRVp

+829"PRasR — 9" 9o R" R,y — 6" 9o RV R, + 4R”pRW>
1 v 2
=1 (SR" R,, +4R )
=2R" R, + R*.
Al sustituir las seis expresiones anteriores en (A.6) se tiene que

1
C#vpacﬂypo — RHUPUR/W/JG _ QRMVRHV 4 §R2. (A.7)
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Apéndice B

Identidad de Palatini

Si se considerara una variacién de la conexién I'},, a una nueva conexioén Ff;u [21]

i

A A A
L, =T, =T, +460,, (B.1)

puede observarse que la cantidad

ory, =T3, — T (B.2)

pvo

al ser la diferencia de dos conexiones, es un tensor del tipo (1, 2): en efecto, bajo una transformacion
de coordenadas 2* — z'", se sabe que Fﬁy se transforma como

'™ 9z dx7 _, x> 9z
Oz dx'™ §'V " P T GO’V B
el segundo término impide que la conexién se transforme como un tensor, pero bajo una transfor-
macién de coordenadas xz* — TV, 51"21, se transforma como

A
™, =T, = (B-3)

AT 8P o
A yxes a B
m ox® O+ Oxv ( By ﬁ”)’) ) ( '4)

\ -
ory, =T

y més aun, ya que 5I‘f;v esta formado por objetos evaluados en el mismo punto (objetos pertene-
cientes al mismo espacio tangente) es, por lo tanto, un tensor. La variacion (B.1) da como resultado
un cambio en el tensor de Riemann:

RQHBV - Eﬁp(r = Rauﬂu + 6Rau,81/- (B5)

Para averiguar a qué corresponde 6,3, se procedera de la siguiente manera: a partir de la
definicion del tensor de Riemann

ore e
« _ 1224 Hﬁ « «
R% gy = 0P Oxv + 708 — Fxplﬂrpw (B.6)
se calculara su variacion respecto a la conexién:

ore are

_ v B
6Rauﬁlf =9 ( al’ﬂ — v + Fﬁy ?B — FZ[%F?V>

are ore
P [ /U'ﬁ [ «
=0 ( oxB > =9 < oY ) +0 (FZV pﬁ) -0 (FZBF/)V> (B.7)

o (ore,) O (5Fﬁs) . . § )
- 8955 v + (6FZ") Tos + Ty (5FPB) - <5FZB) Loy — FZB (5Fpu) )
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Identidad de Palatini

si se suma y se resta la cantidad I' (M‘fjp) en la expresién anterior y se agrupan términos de
manera conveniente se tendra

0 (5rgy)

6RQMBV - oz

T, (5T4,) — T, (6T%) — %, <6rf:p>]

- 7) +15, (9T05) = T4 (0T5s) ~ T4, (3T5,) | - (BS)

Ya que 6T, es un tensor del tipo (1,2), tiene sentido calcular su derivada covariante: recordando

nv

que la derivada covariante de un tensor de este tipo es

_ 04

VA po = TR I5, AN e =T, A o — T3, A i, (B.9)
no es dificil ver que
« 8 51—‘&“/) (e} 0 (o7 «
Vs (6FI“/) = (('hé + 108 (6FZV) —Ths (6sz’) - 1%, (5Fup) (B.10)
y (130
0| ore
Vo (0T55) = —5m + T3 (9T0s) — T (9T55) — T4, (4T5,) (B11)
por lo tanto
OR® 8y = Vg (6Fij) -V, ((SFﬁﬁ) , (B.12)

a la expresion anterior se le conoce como la identidad de Palatini. Si se contrae el primer y tercer
indices se obtiene una expresion similar para el tensor de Ricci:

6Ryu, = 0R® oy = Vo (61,) =V, (T%,) - (B.13)

o6



Apéndice C

Simbolos de Christoftfel

Como se discuti6 en el Capitulo 1, al suponer que la conexién sea simétrica (Fg,y = ny‘ﬁ) y que

el tensor métrico sea covariantemente constante (V,gas = 0), se encuentra que la conexion esta
determinada tinicamente por los componentes métricos

1 Ogus | 99 9gp
o T oo H Y . 1
o =39 <3x7 T8 T ) (C.1)

en este contexto, los I'g, se denominan los simbolos de Christoffel [13]. A continuacion, se determi-
naran los simbolos de Christoffel distintos de cero de una métrica esféricamente simétrica y estéatica
como (2.6):

ds® = —e®dt® + ePdr? + r? (d92 + sen? Gdgaz) , (C.2)

con a = a(r)y B =B (r). Por fines “practicos” se establecerd que t = 2% r =21, 0 = 22 y p = 23;

ademas se denotara como una prima (') la derivada con respecto a r. Aunque podria utilizarle
directamente la expresion (C.1), la forma mas rapida de calcular los simbolos de Christoffel es
escribir las ecuaciones geodésicas

d?zt dxf dx?
b —_ =0 C.3
e e an ©3)
a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange
d OL oL
il - = C.4
dX\ oz+ Ozt (C4)
del lagrangiano
1 dxt dx¥
L=-g,——, .
2917 0x "d (C5)
donde &# = % y Aes el tiempo propio de la particula (para geodésicas tipo tiempo) o un parametro

afin (para geodésicas nulas). Utilizando la métrica (C.2), se observa que (C.5) se reescribe de la
siguiente manera

1adm0215d1;1212dx2212 9 da3\’
L= —56 <dA) + 56 K + §T K + §T sen” 6 ﬁ . (06)
Entonces, para p = 0, la ecuaciéon de Euler-Lagrange es
d da®
— [ —e*=_ ) =0
dA( ¢ dA) ’

d?z° ,da® dat

o Ty (1)
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Simbolos de Christoffel

Puede observarse que los simbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo 1"?“, son
0 0 1 /
FOl = FlO = 50{ . (08)
Similarmente, para g = 1 se tiene
d [ gdat\ 1 dz®\* 1 det\ a2\’ da\
el p e PN Bl - 1N Bt . Dbl o 20 o =0
d)\(e d)\>+2ae <d)\> 2ﬂ6<d)\> T<d)\> reen (d)\> ’
d?zt 1, dz®\> 1 dz'\? dz?\ > a3\’
—— 4 e P == =) —re P == — 2P =) =o0. C.9
% (dA) +2B<d>\) e (d)\) reen e (dA) (€-9)
De esta manera se tiene que los simbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo F}w son
1 L ap 1 L, 1 -8 1 29,8
Ty = Fae™", Iy = 56 , Doy =—re™, Ty3=—rsen”fe ". (C.10)
De la misma forma, para u = 2 se tiene
d [ yda? ) a3\
d)\(r d}\)—r sen 6 cos 6 N =0,
d’z?  2dxt da?

dz3\ >
2 +Td/\d)\—sent9czost9(d)\> =0. (C.11)

Por lo tanto, los simbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo I‘fw son
2 2 1 2 . 0 0
Iy =T% = o I'ss = —senfcosb. (C.12)
Finalmente, para u = 3 se tiene

d (5 o d*\
i\ (r sen 95 =0,

d?x® 2dat dad dx? dz?
SO AT 9ot 9 . 1
D iy ay TRttty =0 (C.13)

En consecuencia, los simbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo Ff’w son
3 3 1 3 3
I'{s=T%, = - I'5 =I'5y = cot 6. (C.14)

En resumen, los simbolos de Christoffel son:

1 1 1
0 1 - 1
Loy = 50/7 Loo = 50/60‘ B» I'n= 55,7
1
F%Q =—re P, Fég = —rsen?fe?, FfQ = -,
r
1
I'2, = —senfcosf, I3, =, '3, = cot .
r
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Apéndice D
Componentes del tensor de Ricci

El alto grado de simetria de una métrica esféricamente simétrica y estatica implica que muchas
componentes del tensor de Ricci son autométicamente cero. Es claro que la métrica

ds® = —e“dt’ + e’ dr® + r? (d6” + sen® 0dyp?) (D.1)
(con @ =a(r)y 8= p8(r)) es invariante bajo las siguientes transformaciones de coordenadas
=’ =—2°, oz =—x", 0oz’ =-a7; (D.2)

(al establecer t = 20, r = 2!, 0 = 2%, ¢ = 2®) por ello las componentes del tensor de Ricci también
deberian ser invariantes: las transformaciones (D.2) tienen el siguiente efecto en las componentes
del tensor de Ricci:

0x0 Oz”

Ry, — Ry = 520 B v = —Ro, (para p #0), (D.3)
0z?* Oz

RQ;J, — R2’p, = W@ v = _R2M (para H 7& 2)v (D4)
oz Oz

Rs, — Ry = ——~—Ry,, = —Rs,  (para p # 3), (D.5)

Ox3 Oxr” ¥

por lo tanto, las componentes del tensor de Ricci con esta forma desaparecen. En consecuencia,
las componentes que son necesarias calcular son Rgg, R11, R22 v Rs3; para ello se hara uso de la
férmula

ore, ore, ) 3
RIW: axi - 837#” +Fﬁu oz)\irl;)/\‘a Av (DG)

y los resultados del Apéndice C:
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Componentes del tensor de Ricci

= Roo:
arg,  org, 3 N
Roo = W?,O - 8$00 +F(/}O aX I‘(/)\a A0
I g0 11 1 12 1 13 0 1
= al +Tool11 + Tool'3r + Tool'ss — o1l'oo
78 1/a—6 1/a75 1/ 1la—ﬁ 1 1/&75 1
ar<2a6 )*(2‘” 27 ) T gee » )T lgee ;
1 1 1 ! a—p3
() (5)
1 1 1
Zae® B 4 2o (O/ 5/) B 4 70‘/B/6a718 + Zqle® B laﬂeafﬂ
2 2 4 r
. o 0/2 O/ﬂ/ o
—e a o @
2 4 4 T
(D.7)
= Ry
ore,  org,
Ry = 8%10‘1 - (91'11 +F?1 g)\_F%a i\ll
orvY or? ors
=- 8;10 - 8:v112 - 5.;13 + T + T T, + T T — T9Ig, — T T
—THT%, —T9505,
91\ o (1\ /(1 1N\ /1, 1N/ (1N (1
o <2“>‘ar (J‘ar @*(2/3) (z“ 7)) TR G
2 2 2
(roy (Y (L
2 T r
o O/ﬂ/ B/ 0/2
ettty
(D.8)
n Roo:
org,  org, N N
Ry = 63712 - 6.2322 + ]'—‘92 ax Féa]'—‘)ﬂ
O3,  OT3, 1 10 1 1 1 12 1 13 2 1 1 12 3 13
= ol o2 + Daollgy + Tool'1y 4+ D'aolsy + Topl'yy — I'51 gy — oI’y — 5310
0 0 1 1 1
_ -8 - - -
=35 (—re™”) — o (cot ) + (—re B) <20/> + (—re ﬁ) (25') + (—re 3) <r>

T (—re?) (7{) - (i) (cre ) — (—re?) (7{) ~ cot?0

=—e

=—e" [1 + g(o/ - ﬂ/)} +1

1 1
P pesc?0+rple? — iro/efﬁ — irﬁ'efﬂ —cot? 6

(D.9)
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Componentes del tensor de Ricci

* Ras:
org,  org, .
R33 = 8;1:35 - 8;3 + 33Ty — T3,
_ aréi; 8F§3 1—\1 1—\0 1—\1 1—\1 1—\1 1—\2 1—\1 1—\3 _ 1—\3 1—\1 _ 1—\3 1—\2 _ 1’\1 1’\3
= Bl + 22 + Lggligr + 133l + 13315 + 13315 31133 32133 33113
= 9 (—rsen® Ge*ﬁ) + 9 (—senfcos) + (—rsen’ 967’6) 1o/
or 00 2

1 1

+ (fr sen? 9675) (;ﬁ') + (fr sen? Qe*ﬁ) <r) — (7‘) (fr sen? 0676)

— (cot ) (—sen 6 cos 0)
= —sen?fe P —rfB' sen? e’ —2cos%0 + 1 — %o/r sen? fe P — %ﬁ'r sen? fe™? + cos? 0
= —sen?fhe P — %r senfe (o’ — ') + sen?
= sen? 0 {e‘ﬂ [1 - %r(a’ — ﬁ’)} + 1}

= sen? 0 Rao
(D.10)

En conclusién, las componentes distintas de cero del tensor de Ricci son

o 0/2 o' B o
Roozea_ﬁ<+4— B+>,

Ryp = —¢ 7 [1 + g (o — 5/)} +1,
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Apéndice E
Escalar de Ricci

Al utilizar los resultados del Apéndice D y la definiciéon del escalar de Ricci, puede hallarse una
expresion para este ultimo a través de un calculo explicito:

R =g¢""R,,
— g()()ROO +911R11 +g22R22 +933R33

" /2 1l /
S L . )
N [e <2+4 PR

+ (1) <T2 SeIl2 GRQQ)

o 04/2 o' 8 / 1
+e <——+ ) +€> + 5 Ra

r2 sen? 6
S e o R e ) KT Y
v O‘; + O"f )|+ et (1t S —8)—e)]
S B S (-2-te-s+2)]
— B :O//O;/era,f/ 2(a/5’)7‘22+2f:] .
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Apéndice F

Componentes del tensor de Cotton

A continuacioén, se calcularan las componentes distintas de cero del tensor de Cotton para una
métrica esféricamente simétrica y estatica como (2.6). Como se vio en el Capitulo 1, este tensor
esta definido de la siguiente manera

1
Cupa' = VpRl/U - vaRup - 6 (gua'va - gupvaR) ) (F]-)

en principio, en 4 dimensiones, tendra 43 = 64 componentes; sin embargo, debido a que es antisi-
métrico respecto a sus dos tltimos indices (Cypo = —Cusp), puede observarse que las componentes
en las que p y o sean iguales, automéaticamente se reducen a cero. Ademés, usando el caracter
diagonal de la métrica (2.6), es claro que las componentes en las que v, p y o sean todas diferentes
entre si también desapareceran.

De lo anteriormente discutido, se concluye que las componentes con alguna posibilidad de ser
no triviales son las de la forma Couo, Cip1, Cop2 y Cp3, Para p # 0, p # 1, p # 2y p # 3,
respectivamente; sin embargo, ya se puede anticipar que todas ellas estaran relacionadas entre si
debido a la siguiente propiedad del tensor de Cotton ¢*?C,,,, = 0.

Explicitamente, se tiene que (F.1) es

1
Cupo = OpRug = Ty Rag = T3, Rua = 0s Ry + TS0 Rap + Ty Rua = & (9000, — 9,0 R)

1
= 0pRys — 0o Ryp + 1, Rap — 1), Rao — 6 (9v00,R — 9,,0-R) , (F.2)

tomando en cuenta los resultados de los Apéndices C, D y E, se obtiene:
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Componentes del tensor de Cotton

. COlO:

» Coso:

1
Co1o = 01 Roo + TgoR11 — T, Roo — 6900313

o d ] . o///+oé/2 a/ﬁ/+a/
“dr | 2 T4 4 Ty
L, ap alt alfr B ar?
+(2ae )( B + 1 +r 1
2
[ooms (O 0P _atBr o
@ [6 (2 LR I

d R ) 2
ea{eﬁ [_a//_a+a5 _7(0/_5/)_7

D= N

e 2 2 r 72

a/2 1 5 Oé/ﬂ/

_ 3 1 )2 1 3
— ,a—f N N - N - Y
e (aa 4a[3 2a 6+404 + " +4a[3

1

r2 4 8 8

a— 1 ron 1 13 1 12 o1 O/Q
+e ( 4aa 8a —|—8a I5) o
B

3 1 20/ 2a”
(OzmO/Oz”+20//ﬂ/+20/[3”+ o a

r2 r
1

20/ 3 2 12
a/Qﬂ/_ia/ﬁ/Q_’_ o'p + B )
2 r T

L, 1y, 1,2, O/2 1, 2 o' f
R T e = A

2 20" B 2 ﬂ/Q 2
- 1 Q! _ = - = P ¢/
o'p 3r2 + 3r + 3r + 33 3r 33

1
2

1

Co20 = D2 Roo + T3gRaz — Ty Roo — 8900323 =0,
3 0 1

Coso = 03Roo + I'goRas — T3 Roo — 690063R =0,
1

Cio1 = OoR11 + 19 Rog — T R11 — 6911303 =0,
1

Cio1 = OaRy1 + T3 Rog — TRy — 691182R =0,
1

Ci31 = 03R11 + T3 Rag — T'}3R11 — 6911333 =0,

1
Ca02 = OoRaz + T9,Rog — T'3g Raz — 6922303 =0,

2eP
+ ’[‘72

1
2
_ 10/5” o + O‘) LB (—104’@” _ la’?’ . 10/25' N o/ﬁ’)
r

}

2

(e

~g5°

1
"
-

T3

(F.3)
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Componentes del tensor de Cotton

n Oyt
1 2 1
Ca1g = 01Ras + T'59Ri1 — I'5 R — 692281R
d r
(et b))
dr{ € [ + Q(Q B) +
" 12 ! Q! /
Bt B fl{f 75[1 "ol } 1}
re(2 ruleii Rl S L 1C b s
L,d | 4 , o? op 2, 2 2P
GTdT{e [oz 2 T2 r(a #) 2t
3 1 1 1 1 1
= e_ﬂ (25/ — 50/ — QTCYH + 57"0/6/ + 57"6” — 27"5/2)
1 1 1 1 1 1
Jreiﬁ <2T04'/+47’O/241°0/ﬂ/6/) +67ﬁ <T+2O/2 /er)
- 17,2 —o — " + §O//B/ + 10/,8” + E _ 20" + 23"
6 2 2 72 r r
4 1 1 2a/ 8’ 23’2
+ — + -a?p — =d/p*+ 2ap + &
r3 2 2 r r
1 1 1 1 1 1
=e P (—30/ + gro/’ - Ero/ﬁ' + 67"6” - 87“5/2 + 17“0/2 (F.4)
1 1 2 m 1 2 1. 1 2 Il 1 2 Il
+3r—|—67‘04 +6raa 4ro¢ﬂ 127"046
1 2 121 1 2 12 1
DU T U 3
v Caso:
1
Cazz = O3Roo + '3y Raz — '35 Rog — 692283R =0,
n Cyps3:
1
C303 = OoR33 + I35 Roo — g Raz — 6933303 =0,
v Csis:
1
C313 = O1Ra3 + T35 Ryy — T53Ras — 693351R
1 1
=0 (sen2 9R22> —rsen’fe PRy — = (sen2 9R22) — 67“2 sen’ 00, R
r
1 1
= Sen2 0 (&Rgg — T’eiﬁRll — ;R22 — 67‘261R>
= SeIl2 002127 (F5)
s C3o3:

1
C393 = OaR33 + T'33Roy — 'y Raz — 6933323 = 0.

Por lo tanto, las componentes distintas de cero son Cy1g, Ca12 y Cs13; sin embargo, de (F.4) y

67



Componentes del tensor de Cotton

(F.5) se observa que Cs13 = sen? 0Ch12; mas atn, si en (F.3) se factoriza $e® se obtiene

3 1 3% 1 '8
3e=Coyo = e P (a/a” _ §O¢Nﬂ/ _ 50/261 + ;ﬂ + 50/5/2 _ O;f Lo
1 2 20" BN 2 ,6/2 2 (FG)
1 Q! « «
2046 7’2+ r +r+r3 7‘) r3’
y si en (F.4) se factoriza £r?, entonces
6 2 20/ o' B " 12 30/2 2
70212=€_ﬁ —— Tt - 64-6*—57-&- + =
r r r 2r r r 2r r
(F.7)
3 1 1 1 2
+a" +d'a — 50//6/ _ 50/5” - §Oél2ﬂ/ + 20/6/2) _ 737
es claro que Ca1o = %7‘26_(10010, lo cual verifica la afirmacion hecha en parrafos anteriores:
97 Crpe = gOOCOpO + gllclpl + 92202,)2 + 93303/73
= ¢"Co10 + g*' C111 + g*2Ca12 + ¢**Ca13 (F.8)

=0.

En conclusion, se tiene solo una componente independiente distinta de cero, la cual es Cpyg.
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