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Resumen

En este trabajo se derivan las ecuaciones de campo de una Teoría Extendida de la Gravedad
conocida como “Gravedad de Cotton” y se muestra cómo el tensor de Cotton puede describir
los efectos de la gravedad más allá de la relatividad general. Asimismo, se obtiene una solución
exacta en el vacío para una fuente esféricamente simétrica y estática que puede considerarse una
generalización de la métrica de Schwarzschild, además se analizan sus singularidades así como
también el comportamiento de las geodésicas para partículas con y sin masa. Como una aplicación
directa de la métrica encontrada se hallan expresiones analíticas para el corrimiento al rojo y al
azul en términos de los parámetros del espaciotiempo.

Palabras clave: Gravitación, Relatividad General, Corrimiento al rojo, Teorías Extendidas de
la Gravedad, Gravedad de Cotton.
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Introducción

La teoría de la relatividad general proporciona una descripción del espacio, el tiempo, la gra-
vedad y la materia a nivel macroscópico. Einstein formuló su teoría de tal manera que el espacio
y el tiempo no son entidades absolutas, como en la mecánica clásica, sino cantidades dinámicas
determinadas por la distribución y el movimiento de la materia y la energía, usando una elegante
estructura matemática que conduce a predicciones que han recibido una espectacular confirmación
experimental.

Sin embargo, en los últimos años han surgido varios problemas y deficiencias al tratar de explicar
fenómenos astrofísicos y cosmológicos en el contexto de la relatividad general, que han llevado a
la conclusión de que esta no es la teoría definitiva de la interacción gravitacional. Por ejemplo,
para explicar el descubrimiento de 1998 de la expansión acelerada del Universo, en el contexto de
la relatividad general, es necesario introducir la energía oscura, pero qué es esta sigue siendo una
pregunta abierta. La energía oscura constituye aproximadamente el 68 % del Universo y además se
distribuye uniformemente a través de él, no sólo en el espacio sino también en el tiempo, por lo tanto,
su efecto no se diluye a medida que este se expande. Esta distribución uniforme da como resultado
que la energía oscura no tenga ningún efecto gravitacional local, sino más bien un efecto global en
el Universo, produciendo así una fuerza repulsiva que tiende a acelerar su expansión [1]. Por otro
lado, como es bien sabido, el gas, el polvo y las estrellas que constituyen a las galaxias y las galaxias
que forman a los cúmulos de galaxias, giran a tal velocidad que la gravedad generada por la materia
observable no podría mantenerlas unidas, deberían haberse “desintegrado” hace mucho tiempo, este
fenómeno es conocido como el problema de las curvas de rotación galácticas. Estas observaciones
llevaron a los físicos a creer que algo que todavía no se ha podido detectar directamente, está dando
masa adicional a las galaxias y a los cúmulos, generando la gravedad adicional que necesitan para
permanecer intactas y que además constituye el 26% de la materia del Universo, esta extraña y
desconocida materia fue llamada materia oscura ya que no es visible [2]. Por estas y otras razones
se han propuesto varias teorías gravitacionales alternativas que intentan formular al menos un
esquema semiclásico en el que la relatividad general y sus logros podrían replicarse. Unos de los
enfoques más prometedores son las llamadas Teorías Extendidas de la Gravedad, estas se basan en
correcciones y ampliaciones de la teoría de Einstein [3].

El enfoque estándar, en cosmología y astrofísica, que se utiliza para subsanar las deficiencias de
la relatividad general es tomar las ecuaciones de Einstein como la teoría correcta de la gravedad
y siempre que se encuentre que la teoría está en discrepancia con las observaciones en cualquier
escala de distancia, se deben hacer modificaciones al tensor de energía-momento mediante la in-
troducción ad hoc de nuevas fuentes gravitacionales para poder restablecer la concordancia con las
observaciones. Un punto de vista diferente es el siguiente: aumentar la acción de Einstein-Hilbert
con invariantes de curvatura adicionales, la elección de los posibles términos adicionales es prác-
ticamente ilimitada, pues abarca contracciones apropiadas de potencias arbitrariamente altas del
tensor de Riemann [3, 4]. Ya que no existe un principio fundamental, a priori casi nada se puede
decir ni a favor ni en contra de ningún candidato a tal adición y esta libertad se debe al hecho de
que en primer lugar no fue un requerimiento de un principio fundamental lo que llevó a la elección
específica de la acción de Einstein-Hilbert. En 2021 Junpei Harada propuso una nueva teoría y
mostró cómo el tensor de Cotton puede describir los efectos de la gravedad más allá de la relati-
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x Introducción

vidad general; a esta nueva teoría él la llamó “Gravedad de Cotton” [6]. En este trabajo, a partir
de una acción y un principio variacional (el formalismo de Palatini), se deducen las ecuaciones de
campo y se explica en qué sentido estas extienden la relatividad general de Einstein.

Los agujeros negros son predicciones de la teoría de la relatividad general de Albert Einstein
y han sido el foco de intensos estudios durante muchos años ya que proporcionan una rica fuente
de desafíos teóricos y experimentales. Los agujeros negros, por su propia definición, son imposibles
de detectar directamente, sin embargo, recientes avances tecnológicos han dado lugar a nuevos
métodos de detección a través de ondas gravitacionales y mediante la observación de sus sombras.
Un testimonio de la importancia de estos objetos astrofísicos es el Premio Nobel de Física de
2020, el cual se dividió: una mitad fue otorgada a Roger Penrose “por el descubrimiento de que
la formación de agujeros negros es una predicción sólida de la teoría general de la relatividad”,
la otra mitad a Reinhard Genzel y Andrea Ghez “por el descubrimiento de un objeto compacto
supermasivo en el centro de nuestra galaxia” [5].

De acuerdo con lo mencionado previamente, las Teorías Extendidas de la Gravedad plantean
el problema de recuperar y ampliar los resultados bien establecidos de la relatividad general,
en particular, la cuestión de encontrar nuevas soluciones. Como es bien sabido, además de las
soluciones cosmológicas, las soluciones con simetría esférica y axial juegan un papel fundamental
en varios problemas astrofísicos que van desde los agujeros negros hasta los núcleos galácticos
activos. Es por ello que este nuevo enfoque, para ser consistente con los resultados de la teoría de
Einstein, deberían incluir soluciones como las de Schwarzschild y Kerr, pero presentar, en general,
nuevas soluciones que podrían ser físicamente interesantes. La solución de Schwarzschild describe
el campo gravitacional fuera de un cuerpo aislado, estático y esféricamente simétrico con masa M
[16]. En la teoría propuesta por Harada también existe una solución similar a la de Schwarzschild
para una fuente con las mismas características, la cual es la primera solución exacta no trivial a las
ecuaciones de Cotton en el vacío descubierta, su deducción se presenta en este trabajo, se analizarán
las singularidades coordenadas que tiene y cómo estas pueden corresponder a horizontes, además
se estudiará el movimiento geodésico de partículas de prueba en este espaciotiempo y también se
discutirán las modificaciones hechas al potencial efectivo debido al parámetro γ que aparece en la
solución.

Asimismo, considerando que la solución obtenida en el vacío puede representar de manera
general el campo gravitacional externo generado por un objeto esféricamente simétrico, se mostrará
una expresión analítica del corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos por partículas
geodésicas masivas, como estrellas o planetas, que orbitan alrededor de dicho objeto. Este análisis
se llevará a cabo bajo la suposición de que las partículas de prueba que emiten los fotones siguen
órbitas circulares ecuatoriales, mientras que los detectores están en movimiento radial. La expresión
resultante se formulará en términos de los parámetros del espaciotiempo: la masa M de la fuente,
la constante cosmológica Λ y un factor totalmente nuevo γ, además de los radios orbitales tanto
de la partícula emisora como del detector distante [34]. En principio, estas expresiones permiten
estimar estadísticamente los parámetros del espaciotiempo mediante un ajuste bayesiano, es decir,
con la ayuda de datos observacionales: el corrimiento al rojo y al azul medidos en determinados
puntos de las órbitas de las partículas de prueba y sus radios, con sus respectivos errores [35].



Capítulo 1

Ecuaciones de campo y principio
variacional

En 2021 Junpei Harada [6] propuso una nueva Teoría Extendida de la Gravedad la cual llamó
“Gravedad de Cotton”, donde la parte geométrica (el tensor de Einstein con o sin el término
cosmológico) se reemplaza por el tensor de Cotton y la parte de la materia se reemplaza por
divergencias del tensor de energía-momento. En concreto, las ecuaciones de campo en esta teoría
son

Cνρσ = 16πG∇µT
µ
νρσ, (1.1)

donde Cνρσ es el tensor de Cotton, el cual está definido por

Cνρσ ≡ ∇ρRνσ −∇σRνρ −
1

6
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR) , (1.2)

con Rµν y R, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura (o de Ricci), respectivamente, y

∇µT
µ
νρσ =

1

2
(∇ρTνσ −∇σTνρ)−

1

6
(gνσ∇ρT − gνρ∇σT ) , (1.3)

donde Tµν es el tensor de energía-momento y T = gµνTµν es su traza. El tensor de Cotton debe su
nombre al matemático francés Émile Cotton, quien fue el primero en introducir este objeto para
describir la curvatura de variedades riemannianas de dimensión n [7]. En lo que sigue se trabajará
en n = 4 dimensiones, se adoptará la conexión habitual de Levi-Civita para definir la derivada
covariante [10, 13, 16], además, la signatura de la métrica será (−,+,+,+). El tensor de Cotton
satisface las siguientes propiedades:

(i) Cνρσ = −Cνσρ.
Demostración. Se sigue inmediatamente de la definición del tensor de Cotton.

(ii) Cνρσ + Cρσν + Cσνρ = 0.
Demostración. El tensor de Cotton puede escribirse de la siguiente manera Cνρσ = ∇ρSνσ −
∇σSνρ, siendo Sνσ = Rνσ − 1

6gνσR; es claro que Sνσ = Sσν , entonces

Cνρσ + Cρσν + Cσνρ = ∇ρSνσ −∇σSνρ +∇σSρν −∇νSρσ +∇νSσρ −∇ρSσν = 0. (1.4)

(iii) gνρCνρσ = 0 y gνσCνρσ = 0.
Demostración. Una forma especialmente útil de las identidades de Bianchi proviene de con-
traerlas dos veces:

0 = gνσgµλ (∇λRρσµν +∇ρRσλµν +∇σRλρµν)

= ∇µRρµ −∇ρR+∇νRρν ,
(1.5)

1



Ecuaciones de campo y principio variacional

o, equivalentemente,

∇µRρµ =
1

2
∇ρR. (1.6)

Al utilizar la identidad anterior:

gνρCνρσ = gνρ∇ρRνσ − gνρ∇σRνρ −
1

6
(gνρgνσ∇ρR− gνρgνρ∇σR)

= ∇νRνσ −∇σR− 1

6
(gνσ∇νR− 4∇σR)

=
1

2
∇σR−∇σR− 1

6
∇σR+

2

3
∇σR

= 0,

(1.7)

similarmente:

gνσCνρσ = gνσ∇ρRνσ − gνσ∇σRνρ −
1

6
(gνσgνσ∇ρR− gνσgνρ∇σR)

= ∇ρR−∇νRνρ −
1

6
(4∇ρR− gνρ∇νR)

= ∇ρR− 1

2
∇ρR− 2

3
∇ρR+

1

6
∇ρR

= 0.

(1.8)

(iv) ∇νCνρσ = 0.
Demostración. Al hacer el cálculo explícito se observa que:

∇νCνρσ = ∇ν∇ρRνσ −∇ν∇σRνρ −
1

6
(gνσ∇ν∇ρR− gνρ∇ν∇σR)

= ∇ρ (∇νRνσ)−∇σ (∇νRνρ)−
1

6
(∇σ∇ρR−∇ρ∇σR)

=
1

2
∇ρ∇σR− 1

2
∇σ∇ρR− 1

6
(∇σ∇ρR−∇ρ∇σR)

=
2

3
(∇ρ∇σ −∇σ∇ρ)R,

(1.9)

ya que la conexión es la de Levi-Civita, el resultado anterior es cero: ∇νCνρσ = 0.

Puede observarse que, al igual que en la relatividad general, la conservación del tensor de
energía-momento está garantizada:

0 = gνσCνρσ = 16πGgνσ∇µT
µ
νρσ = 16πG∇µT

µ
ρ. (1.10)

Asimismo, si las ecuaciones de Einstein se cumplen, las ecuaciones de Cotton también se satisfacen,
pues al insertar Gµν ≡ Rµν− 1

2gµν = 8πGTµν y R = −8πGT en el lado derecho de (1.3) se obtiene:

∇µT
µ
νρσ =

1

2

(
1

8πG
∇ρGνσ − 1

8πG
∇σGνρ

)
− 1

6

(
− 1

8πG
gνσ∇ρR+

1

8πG
gνρ∇σR

)
,

8πG∇µT
µ
νρσ =

1

2

(
∇ρRνσ − 1

2
gνσ∇ρR−∇σRνρ +

1

2
gνρ∇σR

)
− 1

6
(gνρ∇σR− gνσ∇ρR) ,

8πG∇µT
µ
νρσ =

1

2
(∇ρRνσ −∇σRνρ)−

1

12
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR) ,

16πG∇µT
µ
νρσ = Cνρσ.

Incluso si se agrega el término cosmológico, Gµν +Λgµν = 8πGTµν y R = 4Λ− 8πGT , también
se recuperan las ecuaciones (1.1). Esto implica que si las ecuaciones de campo de la relatividad
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Ecuaciones de campo y principio variacional

general se cumplen, las de Gravedad de Cotton también, por ello cualquier solución a las ecuaciones
de Einstein con o sin la constante cosmológica son soluciones de (1.1), sin embargo, su inverso no es
cierto, es decir, incluso si la ecuación (1.1) se cumple, las ecuaciones de Einstein no necesariamente
se satisfacen. Así pues, la teoría desarrollada por Harada tiene otras soluciones que no cumplen
las ecuaciones de Einstein, es decir, Gravedad de Cotton tiene más información que relatividad
general, pues en el caso de un espaciotiempo cualquiera de cuatro dimensiones, el tensor (1.2) tiene
16 componentes algebraicamente independientes [8], mientras que el tensor métrico gµν tiene 10.
En conclusión, las ecuaciones de Einstein son condiciones suficientes para las ecuaciones de Cotton
y las ecuaciones de Cotton son condiciones necesarias para las ecuaciones de Einstein [6].

Como señala Harada [6], las ecuaciones de campo (1.1) pueden derivarse a partir de una acción
y un principio variacional: en esta nueva teoría la acción de Einstein-Hilbert se sustituye por la
acción de Weyl [9]:

IW =
1

2

∫
d4x

√
−gCµνρσCµνρσ, (1.11)

donde g = det(gµν) y Cµνρσ es el llamado tensor conforme o de Weyl una combinación especial
del tensor de Riemann Rµνρσ, el tensor de Ricci Rνσ = Rµ

νµσ y el escalar de curvatura R = Rν
ν ,

en cuatro dimensiones este está definido de la siguiente manera [10]:

Cµνρσ = Rµνρσ +
1

6
(gµρgνσ − gνρgµσ)R− 1

2
(gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ) . (1.12)

Este tensor posee las mismas simetrías que el tensor de Riemann y además la contracción sobre
cualquier par de índices da cero:

Cµνρσ = −Cµνσρ = −Cνµρσ, (1.13)
Cµνρσ = Cρσµν , (1.14)

Cµνρσ + Cµρσν + Cµσνρ = 0, (1.15)
Cµ

νµσ = 0. (1.16)

Asimismo, la acción para la materia en esta teoría está dada por

IM = −8πG

∫
d4x

√
−gTµνρσRµνρσ, (1.17)

donde

Tµνρσ =
1

2
(gµρT νσ − gνρTµσ − gµσT νρ + gνσTµρ)− 1

6
(gµρgνσ − gνρTµσ)T, (1.18)

con Tµν el tensor de energía-momento y T = gµνTµν su traza, además Tµν es una fuente que no
depende de la conexión (esto se mostrará explícito más adelante). Debido a la forma en que está
definido el tensor Tµνρσ, es fácil convencerse de que este objeto también comparte las mismas
simetrías que el tensor de Riemann, esto es:

Tµνρσ = −Tµνσρ = −Tνµρσ, (1.19)
Tµνρσ = Tρσµν , (1.20)

Tµνρσ + Tµρσν + Tµσνρ = 0. (1.21)

La variación de la acción de Weyl con respecto a la métrica llevó a R. Bach [4] a reescribir las
ecuaciones de campo gravitacionales en presencia de un tensor de energía-momento Tµν de la
siguiente manera:

Wµν =
1

4αg
Tµν , (1.22)

3



Ecuaciones de campo y principio variacional
1.1 Variación de la acción

donde αg es una constante de acoplamiento gravitacional. El “tensor de Bach” Wµν desempeña
el papel del tensor de Einstein de la relatividad general, este objeto tiene una estructura mucho
más complicada que la que aparece en las ecuaciones de campo de relatividad general: se define de
forma compacta como

Wµν = 2Cα
µν

β
;β;α + Cα

µν
βRαβ , (1.23)

pero si se expresa de tal manera que el tensor de Weyl no aparezca explícitamente, surgirá una
expresión más engorrosa para el tensor de Bach la cual involucra derivadas de hasta cuarto orden
de la métrica con respecto a las coordenadas espaciotemporales [11]. A la teoría que surge de
este enfoque se le conoce como Gravedad Conforme [9], sin embargo, la teoría de la gravedad
desarrollada por Harada es diferente de la Gravedad Conforme, aunque la acción coincide. La
diferencia no se origina en la acción sino en el principio variacional, pues como ya se mencionó, en
gravedad conforme, se varía la acción de Weyl con respecto a la métrica. En Gravedad de Cotton
el principio variacional que produce Cνρσ = 16πG∇µT

µ
νρσ es el formalismo de Palatini [6].

En geometría diferencial, la métrica y la conexión son dos cantidades independientes y re-
presentan dos propiedades esencialmente diferentes del espaciotiempo, la métrica mide longi-
tudes mientras que la conexión define la derivada covariante y el transporte paralelo, por lo
tanto la noción de curvatura se puede definir para una conexión arbitraria Γ̃: Rλ

σµν

(
Γ̃
)

=

∂µΓ̃
λ
σν − ∂ν Γ̃

λ
σµ + Γ̃λ

µρΓ̃
ρ
νσ − Γ̃λ

νρΓ̃
ρ
µσ. Al suponer que la conexión sea simétrica

(
Γ̃µ
σν = Γ̃µ

νσ

)
y

la métrica covariantemente constante (∇ρgµν = 0), se encuentra que la conexión (y por lo tan-
to la curvatura de la variedad) está determinada únicamente por los componentes métricos:
Γσ
λµ = 1

2g
νσ
(

∂gµν

∂xλ + ∂gλν

∂xµ − ∂gµλ

∂xν

)
, esta conexión se llama la conexión de Levi-Civita [13]. En

la relatividad general, normalmente se supone (tácitamente) que la conexión de Levi-Civita des-
cribe correctamente la física de la naturaleza y, por lo tanto, que la métrica es la única variable
dinámica en la teoría.

El formalismo de Palatini [12] consiste en suponer que la variedad (el espaciotiempo) está
equipada con una conexión arbitraria Γ̃µ

σν , independiente de la métrica, de modo que la acción es
función tanto de la métrica como de la conexión, que ahora deben considerarse como dos campos
independientes. En general, el formalismo de Palatini puede conducir a conexiones más generales
que la de Levi-Civita, sin embargo, en este trabajo se impondrá que la conexión sea la de Levi-Civita
como un ansatz en el formalismo de Palatini.

1.1. Variación de la acción

Como primer paso se variará la acción de Weyl respecto a la conexión manteniendo fija la mé-
trica. Utilizando la siguiente identidad (ver Apéndice A): CµνρσCµνρσ = RµνρσRµνρσ−2RµνRµν+
1
3R

2, IW puede reescribirse así

IW =
1

2

∫
d4x

√
−g
(
RµνρσRµνρσ − 2RµνRµν +

1

3
R2

)
. (1.24)

El término de Gauss-Bonnet [14] está dado por

G = RµνρσRµνρσ − 4RµνRµν +R2, (1.25)

puede demostrarse a través de un cálculo directo [15] que∫
d4x

√
−gG =

∫
d4x

√
−g
(
RµνρσRµνρσ − 4RµνRµν +R2

)
= 0, (1.26)

por lo tanto, la siguiente expresión será equivalente a (1.24), pero escrita de una forma más simple:
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Ecuaciones de campo y principio variacional
1.1 Variación de la acción

IW =
1

2

∫
d4x

√
−g
(
CµνρσCµνρσ − 1

2
G

)
=

1

2

∫
d4x

√
−g
[
RµνρσRµνρσ − 2RµνRµν +

1

3
R2 −

(
1

2
RµνρσRµνρσ − 2RµνRµν +

1

2
R2

)]
=

1

2

∫
d4x

√
−g
(
1

2
RµνρσRµνρσ − 1

6
R2

)
=

1

4

∫
d4x

√
−g
(
RµνρσRµνρσ − 1

3
R2

)
.

(1.27)

Al variar IW respecto a la conexión, manteniendo fija la métrica, se encuentra que

δIW =
1

4

∫
d4x

√
−g
[
δ (RµνρσRµνρσ)−

1

3
δ
(
R2
)]

=
1

4

∫
d4x

√
−g
[
δ (Rµ

νρσRµ
νρσ)−

2

3
RδR

]
=

1

4

∫
d4x

√
−g
[
(δRµ

νρσ)Rµ
νρσ +Rµ

νρσ (δRµ
νρσ)−

2

3
Rδ (gµνRµν)

]
=

1

4

∫
d4x

√
−g
[
2Rµ

νρσ (δRµ
νρσ)−

2

3
Rgµνδ (Rµν)

]
=

1

2

∫
d4x

√
−g
[
Rµ

νρσδRµ
νρσ − 1

3
RgµνδRµν

]
,

(1.28)

donde δ ≡ δ
δΓα

βγ
, además se ha hecho uso de las siguientes identidades:

RµνρσRµνρσ = gµγgµλRγ
νρσRλ

νρσ

= δγλRγ
νρσRλ

νρσ

= Rγ
νρσRγ

νρσ

= Rµ
νρσRµ

νρσ

(1.29)

y

(δRµ
νρσ)Rµ

νρσ = δ
(
gµαg

νβgργgσδRα
βγδ

)
gµϵgνζgρηgσθRϵ

ζηθ

= gµαg
µϵgνβgνζg

ργgρηg
σδgσθ

(
δRα

βγδRϵ
ζηθ
)

= δϵαδ
β
ζ δ

γ
η δ

δ
θ

(
δRα

βγδRϵ
ζηθ
)

= δRα
βγδRα

βγδ

= Rµ
νρσδRµ

νρσ.

(1.30)

Para determinar la variación del tensor de Riemann se hará uso de la identidad de Palatini (ver
Apéndice B)

δRµ
νρσ = ∇ρ (δΓ

µ
σν)−∇σ

(
δΓµ

ρν

)
, (1.31)

al contraer el primer y tercer índices se obtiene la variación del tensor de Ricci:

δRνσ = ∇ρ (δΓ
ρ
σν)−∇σ

(
δΓρ

ρν

)
. (1.32)

Ahora se considerará el primer término de la última igualdad en (1.28), Rµ
νρσδRµ

νρσ:

Rµ
νρσδRµ

νρσ = Rµ
νρσ
[
∇ρ (δΓ

µ
σν)−∇σ

(
δΓµ

ρν

)]
= Rµ

νρσ∇ρ (δΓ
µ
σν)−Rµ

νρσ∇σ

(
δΓµ

ρν

)
.

(1.33)
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Ecuaciones de campo y principio variacional
1.1 Variación de la acción

Al integrar por partes cada uno de los términos:

Rµ
νρσδRµ

νρσ = ∇ρ (Rµ
νρσδΓµ

σν)− (∇ρRµ
νρσ) δΓµ

σν −∇σ

(
Rµ

νρσδΓµ
ρν

)
+(∇σRµ

νρσ) δΓµ
ρν . (1.34)

Al utilizar la antisimetría del tensor de Riemann en sus dos últimos índices y notar que todos
los índices que aparecen están contraídos, se pueden renombrar de manera conveniente algunos de
ellos en los términos tercero y cuarto:

−∇σ

(
Rµ

νρσδΓµ
ρν

)
= −∇ρ (Rµ

νσρδΓµ
σν) = ∇ρ (Rµ

νρσδΓµ
σν) , (1.35)

(∇σRµ
νρσ) δΓµ

ρν = (∇ρRµ
νσρ) δΓµ

σν = − (∇ρRµ
νρσ) δΓµ

σν , (1.36)

por lo tanto
Rµ

νρσδRµ
νρσ = 2∇ρ (Rµ

νρσδΓµ
σν)− 2 (∇ρRµ

νρσ) δΓµ
σν . (1.37)

Además, el último término de la ecuación anterior puede reescribirse así:

−2 (∇ρRµ
νρσ) δΓµ

σν = −2 [∇ρ (gµαR
ανρσ)] δΓµ

σν

= −2∇ρR
ρσανgµαδΓ

µ
σν

= 2∇ρR
ρσναδΓασν ,

(1.38)

donde δΓασν ≡ gµαδΓ
µ
σν , entonces

Rµ
νρσδRµ

νρσ = 2∇ρ (Rµ
νρσδΓµ

σν) + 2∇ρR
ρσναδΓασν . (1.39)

Si además se utiliza la siguiente identidad de Bianchi ∇ρR
ρσνα = ∇σRνα −∇αRσν , se obtiene:

Rµ
νρσδRµ

νρσ = 2∇ρ (Rµ
νρσδΓµ

σν) + 2 (∇σRνα −∇αRσν) δΓασν , (1.40)

aunque la expresión anterior es correcta, es conveniente renombrar los índices del último término
de la siguiente manera: α→ σ, σ → ν y ν → ρ:

Rµ
νρσδRµ

νρσ = 2∇ρ (Rµ
νρσδΓµ

σν) + 2 (∇ρRνσ −∇σRνρ) δΓσνρ. (1.41)

Ahora se considerará el segundo término de la última igualdad en (1.28), RgµνδRµν :

RgµνδRµν = Rgµν
[
∇ρ

(
δΓρ

µν

)
−∇ν

(
δΓρ

µρ

)]
= Rgµν∇ρ

(
δΓρ

µν

)
−Rgµν∇ν

(
δΓρ

µρ

)
,

(1.42)

al integrar por partes cada uno de los términos se obtiene:

RgµνδRµν = ∇ρ

(
RgµνδΓρ

µν

)
− gµν∇ρRδΓ

ρ
µν −∇ν

(
RgµνδΓρ

µρ

)
+ gµν∇νRδΓ

ρ
µρ. (1.43)

Al utilizar el tensor métrico y notar que todos los índices que aparecen están contraídos, se pueden
renombrar de manera conveniente algunos de ellos en los términos segundo, tercero y cuarto:

gµν∇ρRδΓ
ρ
µν = gµνgρα∇αRδΓρ

µν = gµν∇αRδΓαµν , (1.44)

∇ν

(
RgµνδΓρ

µρ

)
= ∇ρ

(
RgµνδΓν

µν

)
, (1.45)

gµν∇νRδΓ
ρ
µρ = gµνgνα∇αRδΓρ

µρ = δµα∇αRgρσδΓσµρ = gρσ∇µRδΓσµρ, (1.46)

por lo tanto,

RgµνδRµν = ∇ρ

(
RgµνδΓρ

µν −RgµνδΓν
µν

)
+ gρσ∇µRδΓσµρ − gµν∇αRδΓαµν . (1.47)

Al hacer el cambio µ → ρ y ρ → ν en gρσ∇µRδΓσµρ; y µ → ν, ν → ρ y α → σ en gµν∇αRδΓαµν

se observa que

RgµνδRµν = ∇ρ

(
RgµνδΓρ

µν −RgµνδΓν
µν

)
+ gνσ∇ρRδΓσνρ − gνρ∇σRδΓσνρ

= ∇ρ

(
RgµνδΓρ

µν −RgµνδΓν
µν

)
+ (gνσ∇ρR− gνρ∇σR) δΓσνρ.

(1.48)
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Ecuaciones de campo y principio variacional
1.1 Variación de la acción

Entonces, al sustituir (1.41) y (1.48) en (1.28), se obtiene

δIW =
1

2

∫
d4x

√
−g

[
Rµ

νρσδRµ
νρσ − 1

3
RgµνδRµν

]
(1.49)

=
1

2

∫
d4x

√
−g

[
2∇ρ

(
Rµ

νρσδΓµ
σν

)
+ 2
(
∇ρRνσ −∇σRνρ

)
δΓσνρ

− 1

3
∇ρ

(
RgµνδΓρ

µν −RgµνδΓν
µν

)
− 1

3

(
gνσ∇ρR− gνρ∇σR

)
δΓσνρ

]
(1.50)

=

∫
d4x

√
−g

[
∇ρ

(
Rµ

νρσδΓµ
σν − 1

6

(
RgµνδΓρ

µν −RgµνδΓν
µν

))
+
(
∇ρRνσ −∇σRνρ − 1

6

(
gνσ∇ρR− gνρ∇σR

))
δΓσνρ

]
(1.51)

=

∫
d4x

√
−g∇ρ

[
Rµ

νρσδΓµ
σν − 1

6

(
RgµνδΓρ

µν −RgµνδΓν
µν

)]
+

∫
d4x

√
−g
(
∇ρRνσ −∇σRνρ − 1

6
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR)

)
δΓσνρ. (1.52)

En esta última igualdad puede observarse que el primer sumando es la derivada total de cierta
cantidad, por lo tanto, al imponer la condición de frontera δΓµ

ρν = 0, el resultado de integrarlo será
cero. El segundo término corresponde exactamente al tensor de Cotton, entonces

δIW =

∫
d4x

√
−gCνρσδΓσνρ, (1.53)

por lo tanto, δIW = 0 implica que Cνρσ = 0, bajo la condición de frontera antes mencionada.
Regresando a la parte de la materia, se observa que la variación de esta acción con respecto a

la conexión, otra vez manteniendo la métrica fija, produce:

δIM = −8πG

∫
d4x

√
−gTµνρσδRµνρσ

= −8πG

∫
d4x

√
−gTµνρσgµλδR

λ
νρσ,

(1.54)

ya que la Tµν es una fuente que no incluye a la conexión, se tendrá que δTµνρσ = 0. Nuevamente,
usando la identidad de Palatini se encuentra que:

TµνρσgµλδR
λ
νρσ = Tµνρσgµλ

[
∇ρ

(
δΓλ

σν

)
−∇σ

(
δΓλ

ρν

)]
= Tµνρσgµλ∇ρ

(
δΓλ

σν

)
− Tµνρσgµλ∇σ

(
δΓλ

ρν

)
,

(1.55)

al integrar por partes ambos términos:

TµνρσgµλδR
λ
νρσ = ∇ρ

(
TµνρσgµλδΓ

λ
σν

)
− gµλ∇ρT

µνρσδΓλ
σν−

∇σ

(
TµνρσgµλδΓ

λ
ρν

)
+ gµλ∇σT

µνρσδΓλ
ρν . (1.56)

Si se renombran algunos índices de los siguientes términos y se utilizan la simetrías del tensor
Tµνρσ, la expresión se simplifica:

−∇σ

(
TµνρσgµλδΓ

λ
ρν

)
= −∇ρ

(
TµνσρgµλδΓ

λ
σν

)
= ∇ρ

(
TµνρσgµλδΓ

λ
σν

)
, (1.57)

−gµλ∇ρT
µνρσδΓλ

σν = −gµλ∇σT
µνσρδΓλ

ρν = −gµλ∇σT
σρµνδΓλ

ρν , (1.58)

gµλ∇σT
µνρσδΓλ

ρν = −gµλ∇σT
µνσρδΓλ

σν = −gµλ∇σT
σρµνδΓλ

ρν . (1.59)
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Ecuaciones de campo y principio variacional
1.1 Variación de la acción

Por lo tanto

TµνρσgµλδR
λ
νρσ = 2

[
∇ρ

(
TµνρσgµλδΓ

λ
σν

)]
− 2gµλ∇σT

σρµνδΓλ
ρν . (1.60)

Al hacer el cambio σ ↔ µ y ρ ↔ ν en el segundo término de la expresión anterior y tomar en
cuenta las simetrías de Tµνρσ se observa que

gµλ∇σT
σρµνδΓλ

ρν = gσλ∇µT
µνσρδΓλ

νρ = −∇µT
µνρσδΓσνρ, (1.61)

donde gσλδΓλ
νρ ≡ δΓσνρ, por lo tanto

TµνρσgµλδR
λ
νρσ = 2∇ρ

(
TµνρσgµλδΓ

λ
σν

)
+ 2∇µT

µνρσδΓσνρ, (1.62)

entonces

δIM = −8πG

∫
d4x

√
−g
(
2∇ρ

(
TµνρσgµλδΓ

λ
σν

)
+ 2∇µT

µνρσδΓσνρ

)
= −16πG

∫
d4x

√
−g∇µT

µνρσδΓσνρ.

(1.63)

Así pues, se ha encontrado que δIW + δIM = 0 implica que Cνρσ − 16πG∇µT
µνρσ = 0, o

equivalentemente
Cνρσ = 16πG∇µT

µ
νρσ. (1.64)

A continuación se hará un comentario acerca de la condición de frontera impuesta δΓλ
νρ = 0:

ya que se ha adoptado la conexión de Levi-Civita, su variación (teniendo en cuenta que la métrica
es fija) viene dada por:

δΓρ
µν =

1

2
gρλ

[
δ

(
∂gνλ
∂xµ

)
+ δ

(
∂gµλ
∂xν

)
− δ

(
∂gµν
∂xλ

)]
, (1.65)

por lo tanto, se está variando la acción con respecto a la derivada de la métrica manteniendo fija
la propia métrica [6].
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Capítulo 2

Solución exacta en el vacío

En el vacío, Tµν = 0, las ecuaciones de campo de Cotton se reducen a

Cνρσ = 0. (2.1)

Harada menciona en su artículo, [6], que la ecuación anterior debe de considerarse como una
generalización de Rµν = 0 de la relatividad general, pues se desprende claramente de la definición
del tensor de Cotton que si Rµν es cero, entonces Cνρσ también es cero, y más aún, si Rµν = Λgµν ,
entonces Cνρσ es cero automáticamente pues el tensor métrico es covariantemente constante, es
decir, ∇αgβγ = 0.

Aunque es plausible el argumento de Harada, puede no ser del todo correcto, una de las razones
está relacionada con el tensor (1.3), pues en las ecuaciones de campo (1.1) parece desempeñar
el papel de una fuente generalizada de materia y energía en Gravedad de Cotton. Claramente
Tµν = 0 implica que ∇µT

µ
νρσ = 0 en (1.3), pero el inverso no necesariamente es verdadero, es

decir, ∇µT
µ
νρσ = 0 no asegura que Tµν = 0, el cual representaría una fuente de materia no trivial.

El segundo motivo se debe a una propiedad importante del tensor de Cotton que se mostrará a
continuación, primero es importante recordar que el tensor de Weyl

Cµνρσ = Rµνρσ +
1

6
(gµρgνσ − gνρgµσ)R− 1

2
(gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ) , (2.2)

juega un papel importante en geometría pues una de sus propiedades más notables es que es
invariante bajo transformaciones conformes [16], esto significa que si se calcula Cµ

νρσ para alguna
métrica gµν y luego se vuelve a calcular para otra métrica dada por Ω2gµν , donde Ω = Ω(xµ) es
una función diferenciable distinta de cero, se obtiene lo mismo. De forma más precisa, se dice que
dos métricas gµν y g̃µν son conformes entre sí si

g̃µν = Ω2gµν . (2.3)

Dada una variedad con dos métricas definidas en ella las cuales son conformes entre sí, se puede
demostrar que los ángulos entre vectores y las proporciones de las magnitudes de los vectores, pero
no las longitudes, son los mismos para cada métrica [19]. Además, las métricas también poseen el
mismo tensor de Weyl, es decir, este es invariante bajo transformaciones de la métrica:

gµν → Ω2gµν ⇒ Cµ
νρσ → Cµ

νρσ. (2.4)

Cualquier cantidad que satisfaga una relación como la anterior se dice que es conformemente
invariante, en particular, una métrica es conformemente plana si se puede reducir a la forma
gµν → Ω2 (x) ηµν , donde ηµν es una métrica plana, además, puede demostrarse que una condición
necesaria y suficiente para que una métrica sea conformemente plana es que su tensor de Weyl sea
cero en todas partes [21].
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Solución exacta en el vacío
2.1 Solución esféricamente simétrica y estática

Al utilizar las siguientes identidades de Bianchi ∇µRµνρσ = ∇ρRνσ−∇σRνρ y ∇µRµν = 1
2∇νR,

y la definición del tensor de Weyl, se demostrará que este último está relacionado con el tensor de
Cotton de la siguiente manera:

∇µCµνρσ = ∇µRµνρσ +
1

6
(gµρgνσ − gνρgµσ)∇µR−

1

2
(gµρ∇µRνσ − gνρ∇µRµσ − gµσ∇µRνρ + gνσ∇µRµρ)

= ∇ρRνσ −∇σRνρ +
1

6
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR)−

1

2

(
∇ρRνσ − 1

2
gνρ∇σR−∇σRνρ +

1

2
gνσ∇ρR

)
=

1

2
(∇ρRνσ −∇σRνρ)−

1

12
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR)

=
1

2

[
∇ρRνσ −∇σRνρ −

1

6
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR)

]
=

1

2
Cµνρ.

(2.5)

Se observa entonces que Cνρσ = 2∇µCµνρσ, por lo tanto, cualquier métrica conformemente plana
sirve como solución a las ecuaciones de Cotton (2.1), esto puede ser potencialmente un problema, ya
que permitiría soluciones no físicas: por ejemplo, en cosmología, la métrica de Friedmann-Lemaître-
Robertson-Walker (FLRW) es conformemente plana [16], por lo tanto, esta sería una solución a las
ecuaciones de Cotton en el vacío, sin embargo, es ampliamente conocido que los modelos FLRW
son soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein con materia.

Por lo tanto, la afirmación hecha por Harada no es del todo correcta, ya que ambas condiciones
son distintas: Rµν = 0 es una restricción no trivial, mientras que Cνρσ = 0 es una identidad que
se cumple automáticamente para todos los espaciotiempos conformemente planos, independiente-
mente de sus fuentes o propiedades de simetría [17, 18].

2.1. Solución esféricamente simétrica y estática

Como ya se mencionó anteriormente, las ecuaciones (2.1) tienen otras soluciones que no sa-
tisfacen las ecuaciones de Einstein en el vacío. A continuación se presentará una solución exacta
que puede considerarse como una generalización de la métrica de Schwarzschild que aparece en la
relatividad general.

Un espaciotiempo esféricamente simétrico y estático admite una métrica de la forma [20]:

ds2 = −eαdt2 + eβdr2 + r2(dθ2 + sen2 θdφ2), (2.6)

donde α y β son funciones solo de r. Tomando en cuenta esto, se resolverán las ecuaciones (2.1)
utilizando como ansatz (2.6), para lograr esto se necesitan primero algunos resultados previos: es
claro que las componentes diferentes de cero del tensor métrico son:

g00 = −eα, g00 = −e−α,

g11 = eβ , g11 = e−β ,

g22 = r2, g22 =
1

r2
,

g33 = r2 sen2 θ, g33 =
1

r2 sen2 θ
.
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Solución exacta en el vacío
2.1 Solución esféricamente simétrica y estática

Al igual que en el capítulo anterior, la conexión que se utilizará es la de Levi-Civita, por lo tanto,
los símbolos de Christoffel pueden calcularse utilizando la siguiente fórmula

Γσ
λµ =

1

2
gνσ

(
∂gµν
∂xλ

+
∂gλν
∂xµ

− ∂gµλ
∂xν

)
, (2.7)

o escribiendo las ecuaciones geodésicas a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange del lagrangiano
L = 1

2gµν
dxµ

dλ
dxν

dλ . Al establecer t = x0, r = x1, θ = x2, φ = x3 y denotar con una prima (′)
la derivada respecto de r, se encuentra que (ver Apéndice C) los únicos símbolos de Christoffel
distintos de cero son:

Γ0
01 =

1

2
α′, Γ1

00 =
1

2
α′eα−β , Γ1

11 =
1

2
β′,

Γ1
22 = −re−β , Γ1

33 = −r sen2 θe−β , Γ2
12 =

1

r
,

Γ2
33 = − sen θ cos θ, Γ3

13 =
1

r
, Γ3

23 = cot θ.

Las componentes del tensor de Ricci se pueden determinar a partir de la fórmula

Rµν =
∂Γα

µν

∂xα
−
∂Γα

µα

∂xν
+ Γλ

µνΓ
α
αλ − Γλ

µαΓ
α
λν , (2.8)

un cálculo explícito (ver Apéndice D) revela que las únicas componentes distintas de cero son

R00 = eα−β

(
α′′

2
+
α′2

4
− α′β′

4
+
α′

r

)
,

R11 = −α
′′

2
− α′2

4
+
α′β′

4
+
β′

r
,

R22 = −e−β
[
1 +

r

2
(α′ − β′)

]
+ 1,

R33 = sen2 θR22.

El escalar de Ricci se calcula (ver Apéndice E) a partir de su definición: R ≡ gµνRµν , por lo tanto

R = e−β

[
−α′′ − α′2

2
+
α′β′

2
− 2

r
(α′ − β′)− 2

r2
+

2eβ

r2

]
. (2.9)

Ahora que se tienen todos los elementos necesarios, se pueden determinar las componentes distintas
de cero del tensor de Cotton a partir de su definición (1.2):

Cνρσ ≡ ∇ρRνσ −∇σRνρ −
1

6
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR) ; (2.10)

de acuerdo con los resultados del Apéndice F, de las sesenta y cuatro componentes iniciales, solo
sobreviven tres: C010, C212 y C313, sin embargo, las últimas dos son proporcionales a la primera:

C010 = eα−β

(
1

3
α′α′′ − 1

2
α′′β′ − 1

6
α′2β′ +

α′2

2r
− 1

6
α′β′2 − α′β′

6r
+

1

3
α′′′ − 1

6
α′β′

− 2α′

3r2
+

2α′′

3r
+
β′′

3r
+

2

3r3
− β′2

3r

)
− 2eα

3r3
, (2.11)

C212 =
1

2
r2e−αC010, (2.12)

C313 = sen2 θC212. (2.13)
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Al igualar a cero la expresión C010, se tiene una sola ecuación diferencial para dos incógnitas (α y
β), la cual implica un acoplamiento de los coeficientes métricos g00 y g11, por lo tanto, admite un
número infinito de soluciones con, en general, cinco constantes de integración, sin embargo, como
se argumenta en [25], para obtener una solución en el vacío de Gravedad de Cotton no trivial con
una correspondencia consistente con la teoría de Einstein se debe tomar β = −α, tal como ocurre
en la solución de Schwarzschild de la relatividad general. Lo anterior permite que la componente
C010 se reduzca a

3e−αC010 = − 2

r3
+

(
α′′′ + 3α′α′′ + α′3 +

α′′

r
+
α′2

r
− 2α′

r2
+

2

r3

)
eα, (2.14)

por lo tanto, la ecuación a resolver es 3e−αC010 = 0. Si se introduce el cambio de variable y(r) =(
α′ + 1

r

)
eα en (2.14), esta última podrá reescribirse de una manera más simple:

3e−αC010 = y′′ − 2

r3
= 0, (2.15)

la ecuación anterior tiene como solución (después de integrar dos veces) y = 1
r+c1r+c2, al deshacer

el cambio de variable se obtiene (
α′ +

1

r

)
eα =

1

r
+ c1r + c2, (2.16)

al multiplicar (2.16) por rdr (en la notación de Leibniz α′ = dα
dr ), se observa que esta se puede

reescribir de la siguiente manera(
eα − c1r

2 − c2r − 1
)
dr + reαdα = 0. (2.17)

Si se define P (r, α) = eα− c1r2− c2r− 1 y Q(r, α) = reα, se observa que la ecuación diferencial
(2.17) es exacta, ya que ∂P (r,α)

∂α = eα = ∂Q(r,α)
∂r , por lo tanto, existe una función f(r, α) tal que

∂f(r,α)
∂r = P (r, α) y ∂f(r,α)

∂α = Q(r, α), así, la ecuación se reduce a df(r, α) = 0 cuya solución
general es f(r, α) = C, siendo C una constante arbitraria.

Al integrar ∂f(r,α)
∂r respecto a r, puede hallarse f(r, α):

f(r, α) =

∫ (
eα − c1r

2 − c2r − 1
)
dr

= −r + reα − c2r
2

2
− c1r

3

3
+ g(α),

(2.18)

donde g(α) es una función arbitraria de α. Al derivar f(r, α) con respecto a α:

∂f (r, α)

∂α
=

∂

∂α

(
−r + eαr − c2r

2

2
− c1r

3

3
+ g (α)

)
= eαr +

dg (α)

dα
.

(2.19)

Al sustituir la expresión anterior en ∂f(r,α)
∂α = Q(r, α), se observa que

eαr +
dg (α)

dα
= eαr, (2.20)

esto implica que dg(α)
dα = 0 y, por lo tanto, que g (α) es una constante arbitraria:

g (α) = c. (2.21)
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En resumen, f (r, α) = −r + eαr − c2r
2

2 − c1r
3

3 + c = C, esto implica que eα = 1+ c3
r + c1

3 r
2 + c2

2 r
(con c3 = C−c), por la manera en que aparece la coordenada r, si se renombran las tres constantes
de integración como c3 = −2M , c1 = −Λ y c2 = 2γ, entonces la solución puede reescribirse así

eα = 1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr. (2.22)

Por lo tanto, la métrica (2.6) toma la siguiente expresión

ds2 = −
(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
dt2 +

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)−1

dr2 + r2dΩ2, (2.23)

donde dΩ2 = dθ2 + sen2 θdφ2. Al igual que en el caso de Schwarzschild, se supondrá que las
coordenadas t, r, θ y φ pueden tomar los siguientes valores

t ∈ (−∞,∞) , r ∈ [r0,∞) , θ ∈ (0, π) , φ ∈ [0, 2π) , (2.24)

donde r0 es el radio del cuerpo; (2.23) es la primera solución exacta no trivial descubierta de las
ecuaciones de campo de Gravedad de Cotton en el vacío [6].

Aunque 2M , Λ
3 y γ son constantes de integración con dimensiones de longitud, (longitud)−2

y (longitud)−1, respectivamente, como sugiere la notación M es la masa del cuerpo central y Λ
la constante cosmológica en “unidades relativistas” (que hacen que c = G = 1), pues en el límite
en que Λ, γ → 0, la métrica encontrada se reduce a la de Schwarzschild, mientras que si solo
γ → 0 se obtiene la de Schwarzschild–(anti) de Sitter. Así Λ > 0, y el término correspondiente
Λ
3 r

2, deberían indicar un espaciotiempo de fondo tipo de Sitter que sería relevante sólo a distancias
cosmológicas, pues en la actualidad Λ se estima que es del orden de ∼ 10−52m−2, si Λ < 0
señalaría un espaciotiempo de fondo tipo anti-de Sitter. Por otro lado, el término γr es totalmente
nuevo, sin análogo en la relatividad de Einstein, pues no puede obtenerse de sus ecuaciones de
campo; como señala Harada [6], puede considerarse que γ mide una desviación de la métrica de
Schwarzschild, además el término γr debería de ser significativo a escalas de distancias galácticas.
En otras palabras, para valores de γ ≈ 10−26 − 10−28 m−1, que es aproximadamente el valor de la
longitud inversa de Hubble, DH , el término newtoniano estándar 1

r todavía domina a distancias
pequeñas, de modo que esta teoría produciría el mismo éxito experimental de la relatividad general
a escalas del sistema solar. La “longitud de Hubble” se refiere a la escala característica de la
expansión del universo y está relacionada con el parámetro de Hubble H0 [16], que describe la
velocidad a la que las galaxias se están alejando entre sí y se define de la siguiente manera:
DH ≡ c

H0
≈ 1,4× 1026 m.

Ya que la constante cosmológica Λ aparece naturalmente como una constante de integración,
esta característica proporciona una ventaja teórica notable sobre las ecuaciones de campo de Eins-
tein en la relatividad general pues allí, la presencia o ausencia de la constante cosmológica se fija
“a mano” desde el principio. En lo que sigue se explorará el efecto del parámetro γ en la dinámica
de partículas y en particular cómo esta métrica puede representar un espaciotiempo similar al de
un agujero negro.

2.2. Singularidades
Si se desea escribir una solución de las ecuaciones de campo de relatividad general o de Gravedad

de Cotton, se debe utilizar algún sistema de coordenadas particular, sin embargo, en general, un
sistema de coordenadas solo cubre una parte de la variedad que pretende describir [13, 16, 21]. Por
ejemplo, en la solución de Schwarzschild, las coordenadas no cubren el eje θ = 0 ni θ = π, pues
el elemento de línea se degenera ahí, otros dos valores para los cuales la solución de Schwarzschild
tiene problemas son r = 2M y r = 0. Puntos como los anteriores que reflejan las deficiencias
del sistema de coordenadas utilizado se denominan singularidades coordenadas y se dicen que
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son eliminables o removibles, pues la introducción de otro sistema podría resolver este problema.
Ya que la solución encontrada por Harada puede considerarse una generalización a la métrica de
Schwarzschild–(anti) de Sitter, será conveniente primero hablar acerca de sus singularidades.

2.2.1. Singularidades de la métrica de Schwarzschild–(anti) de Sitter

En relatividad general, la solución de Schwarzschild suele interpretarse como un agujero negro
de masa M en un espaciotiempo asintóticamente plano. Como ahora es bien sabido, la aparente
singularidad de la métrica en r = 2M corresponde a un horizonte de eventos, si bien esta superficie
localmente es regular, globalmente funciona como un punto de no retorno: una vez que una partícula
de prueba la atraviesa, nunca puede regresar (aunque esta es una definición aproximada y poco
precisa), como nada puede escapar del horizonte de eventos, resulta imposible ver el interior, de
ahí el nombre de agujero negro. En resumen, un agujero negro es simplemente una región del
espaciotiempo separada del infinito por un horizonte de eventos [16].

Existe una solución en el vacío, para una métrica esféricamente simétrica y estática, a las ecua-
ciones de campo de Einstein modificadas con el término cosmologico Λ, esta es una generalización
sencilla a la solución de Schwarzschild, que representa un agujero negro en un espacio asintótica-
mente de de Sitter (para Λ > 0) o anti-de Sitter (para Λ < 0) [10, 28]. La forma explícita de esta
métrica es

ds2 = −
(
1− 2M

r
− Λ

3
r2
)
dt2 +

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2
)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.25)

En los modelos cosmológicos con un término Λ positivo aparecen horizontes de eventos distintos:
el efecto de este término es hacer que el Universo se expanda tan rápidamente que para cada
observador existen regiones desde las cuales la luz nunca puede llegarle, al límite de esta región se
le conoce como el horizonte de eventos cosmológico del observador [26]. Esta singularidad es muy
parecida a la singularidad coordenada del espaciotiempo de Schwarzschild, excepto que ahora se
está dentro del horizonte, por lo tanto, se pueden enviar señales a través del horizonte, pero no hay
forma de recibir información desde fuera del horizonte.

De acuerdo con [22], para hallar las singularidades de una métrica es necesario resolver la
ecuación grr (r) = 0, que en este caso es:

1− 2M

r
− Λ

3
r2 = 0, (2.26)

la cual es una ecuación cúbica para r si se reescribe así: r3 + p̃r + q̃ = 0, con p̃ ≡ − 3
Λ y q̃ ≡ − 6M

Λ .
En general, un polinomio cúbico tiene tres raíces en C, pero ya que los coeficientes de (2.26) son
elementos de R, la naturaleza de sus raíces dependerá de la función [23]:

D ≡ −108

(
q̃2

4
+
p̃3

27

)
= −108

Λ2

(
9ΛM2 − 1

)
, (2.27)

la cual se conoce como el discriminante de (2.26). En concreto, si D < 0, entonces (2.26) tendrá
una raíz real y dos complejas conjugadas, si D = 0, entonces todas las raíces de (2.26) serán reales
y dos ellas serán iguales y si D > 0, entonces (2.26) tendrá tres raíces reales distintas. Si M > 0,
entonces se tendrán las siguientes situaciones de acuerdo con [24]:

1. para Λ < 0, D es negativa y solo hay una raíz real que satisface 0 < R0 < 2M ,

2. para Λ > 0 hay tres casos distintos:

a) si 3M > Λ− 1
2 , D es negativa y solo hay una raíz real e igual a −R0,

b) para 3M = Λ− 1
2 , D es igual a cero y hay tres raíces reales, dos de ellas positivas e

iguales a R1 =
√
Λ y la otra negativa e igual a −2

√
Λ,
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c) para 3M < Λ− 1
2 , D es positiva y hay tres raíces reales distintas que satisfacen 0 < 2M <

R2 < 3M < R3 y R4 < 0. Tal como se describe en [26], R3 representa un horizonte de
eventos distinto al ya conocido de la solución de Schwarzschild conocido como horizonte
de eventos cosmológico.

2.2.2. Singularidades de la solución de Harada

Ahora se considerará la solución de Harada, en este caso la ecuación a resolver para encontrar
sus singularidades es

1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr = 0, (2.28)

o, equivalentemente,

− Λ

3r

(
r3 + ar2 + br + c

)
= 0, (2.29)

siendo a ≡ − 3γ
Λ , b ≡ − 3

Λ y c ≡ 6M
Λ . Ya que Λ y r son distintas de cero, será necesario entonces

resolver la ecuación r3 + ar2 + br + c = 0, al reemplazar en esta la incógnita r por una nueva
incógnita x relacionada con r a través de

r = x− a

3
, (2.30)

se obtiene una ecuación para x, la cual, como se puede verificar fácilmente, no contiene el término
cuadrático, es decir se obtiene una ecuación reducida de la forma

x3 + px+ q = 0, (2.31)

con p ≡ b− a2

3 = − 3(Λ+γ2)
Λ2 y q ≡ c− ba

3 + 2a3

27 = 6MΛ2−3γΛ−2γ3

Λ3 . Nuevamente la naturaleza de sus
raíces dependerá de la función:

D ≡ −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

[
1

Λ3

(
9ΛM2 − 1

)
− 3

Λ4

(
3MΛγ +

γ2

4
+ 2Mγ3

)]
,

(2.32)

la cual es el discriminante de (2.31). En concreto, si D < 0, entonces (2.31) tendrá una raíz real
y dos complejas conjugadas, si D = 0, entonces todas las raíces de (2.31) serán reales y dos ellas
serán iguales y si D > 0, entonces (2.31) tendrá tres raíces reales distintas, sin embargo, puede
sospecharse que el caso D = 0 es poco probable que ocurra pues implicaría una combinación
muy específica entre M , Λ y γ. Para establecer cuál de los tres casos anteriores corresponde al de
(2.32) se necesita saber con certeza cuál es la naturaleza, el signo y el orden de magnitud de γ,
pues al igual que la “masa” M , debe determinarse individualmente para cada sistema físico. En
un segundo trabajo, Harada lo aplicó a galaxias y encontró que, en promedio, γ toma valores del
orden de ∼ 1 km2 s−2 pc−1 [27].

Motivados por las razones físicamente interesantes que presentan las tres singularidades del
caso 2. c) de la métrica de Schwarzschild-de Sitter y para poder hacer un análisis específico, en lo
que sigue se supondrá que tanto M como Λ son positivas y que 3M < Λ− 1

2 . Es claro que si γ > 0,
entonces D siempre es estrictamente positivo y se tendrán así tres raíces reales diferentes, por ello
es conveniente introducir el cambio de variable

x =

√
−4p

3
cos θ =

2
(
Λ + γ2

) 1
2

Λ
cos θ (2.33)
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en (2.31), en consecuencia la ecuación cúbica se reescribe así:2 (Λ + γ2
) 1

2

Λ

3

cos3 θ +

[
−
3
(
Λ + γ2

)
Λ2

]
2
(
Λ + γ2

) 1
2

Λ
cos θ +

6MΛ2 − 3γΛ− 2γ3

Λ3
= 0, (2.34)

al simplificar la expresión anterior se obtiene

4 cos3 θ − 3 cos θ − 3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

= 0, (2.35)

considerando la identidad trigonométrica 4 cos3 θ − 3 cos θ − cos 3θ = 0 puede despejarse θ:

cos 3θ =
3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
1
2

⇒ θ =
1

3

[
cos−1

(
3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

)
+ 2πn

]
, (2.36)

ya que el periodo de la función coseno es 2πn. De esta manera se tiene que

x =
2
(
Λ + γ2

) 1
2

Λ
cos

{
1

3

[
cos−1

(
3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

)
+ 2πn

]}
, (2.37)

para n = 0, 1, 2. Por lo tanto, si M , Λ, y γ son positivas, entonces D > 0 y las singularidades
estarán localizadas en rn = x− a

3 , es decir:

r0 = α cos

(
β

3

)
+
γ

Λ
,

r1 = α cos

(
β

3
+

2π

3

)
+
γ

Λ
,

r2 = α cos

(
β

3
+

4π

3

)
+
γ

Λ
,

(2.38)

con

α ≡
2
(
Λ + γ2

) 1
2

Λ
,

cosβ ≡ 3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

.

(2.39)

Ya que r está definida solo para valores positivos, véanse ecuaciones (2.24), los valores que tome
β deben acotarse, para esto, puede observarse que las singularidades (2.38) pueden reescribirse así:

r0 =
γ

Λ

[
1 + 2Θcos

(
β

3

)]
,

r1 =
γ

Λ

[
1 + 2Θcos

(
β

3
+

2π

3

)]
,

r2 =
γ

Λ

[
1 + 2Θcos

(
β

3
+

4π

3

)]
,

(2.40)

donde Θ ≡
√

1 + Λ
γ2 . Utilizando las tres ecuaciones anteriores se deduce que para que r0, r1 y r2

sean positivas, β debe estar acotada en el intervalo

−3 cos−1

(
− 1

2Θ

)
< β < 3 cos−1

(
− 1

2Θ

)
. (2.41)
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Si ahora se considera que γ < 0, entonces D podría tomar valores mayores, menores o incluso
iguales a 0, esto dependerá de cuál es el resultado de evaluar el factor ∆ ≡ 3MΛγ + γ2

4 + 2Mγ3

para un sistema específico: por ejemplo, si ∆ > 0 o ∆ < 0 y
∣∣9ΛM2 − 1

∣∣ > 3∆
Λ , esto implica que

D > 0 y las raíces seguirán estando dadas por las expresiones (2.38). Sin embargo, para que ahora
r0, r1 y r2 sean positivas, β debe estar acotada en el intervalo

3 cos−1

(
− 1

2Θ

)
< β < −3 cos−1

(
− 1

2Θ

)
+ 6π (2.42)

En cualquier caso, para tener análogos de los dos horizontes aparentes físicamente interesantes que
ocurren en el caso de Schwarzschild–de Sitter, implicaría que γ < 0 esté restringida a un conjunto
muy específico de valores que dependen a su vez de los otros dos parámetros de la solución de
Harada: M y Λ.

Ahora se considerará el caso en que γ < 0 y D es estrictamente negativo, entonces se tendrá
una sola raíz real y dos complejas conjugadas, por lo tanto es útil introducir el cambio de variable:

x =

√
−4p

3
coshϑ =

2
(
Λ + γ2

) 1
2

Λ
coshϑ (2.43)

en (2.31), por ende la ecuación cúbica se reescribe así:

4 cosh3 ϑ− 3 coshϑ− 3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

= 0, (2.44)

utilizando la identidad 4 cosh3 ϑ− 3 coshϑ− cosh 3ϑ = 0 puede despejarse ϑ:

ϑ =
1

3

[
cosh−1

(
3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

)
+ 2πni

]
, (2.45)

ya que el periodo de la función coseno hiperbólico es 2πni. En consecuencia

x =
2
(
Λ + γ2

) 1
2

Λ
cosh

{
1

3

[
cosh−1

(
3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

)
+ 2πni

]}
, (2.46)

así que para D < 0, las singularidades están localizadas en

r̂n = α̂ cosh

(
β̂

3
+

2πni

3

)
+
γ

Λ
, (2.47)

para n = 0, 1, 2, con α̂ y β̂ dadas por

α̂ ≡
2
(
Λ + γ2

) 1
2

Λ
,

cosh β̂ ≡ 3γΛ + 2γ3 − 6MΛ2

2 (Λ + γ2)
3
2

.

(2.48)

Como r solo toma valores reales positivos, la única singularidad real aparece cuando n = 0, por lo
tanto esta será la única que vale la pena considerar.

De acuerdo con [16], un criterio sencillo para determinar cuándo las singularidades de una
métrica se deben al sistema de coordenadas utilizado, es el siguiente: la curvatura se mide mediante
el tensor de Riemann y a partir de este objeto se pueden construir varias cantidades escalares y
dado que los escalares son independientes de las coordenadas, tiene sentido decir que se vuelven
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infinitos. El escalar más simple es el de Ricci R = gµνRµν , otros escalares de orden más alto son
RµνRµν o RµνρσRµνρσ, este último recibe el nombre de escalar de Kretschmann. Por lo tanto, si
alguno de estos escalares tiende a infinito cuando se toma el límite en algún punto, se dirá que ese
punto es una singularidad de la curvatura y del espaciotiempo. En este trabajo se considerará que
esta condición es suficiente para que un punto sea considerado una singularidad, pero en general un
análisis más cuidadoso implicaría verificar si la variedad es completa (sin ser rigurosos esto quiere
decir que comenzando en cualquier punto, se puede seguir una curva indefinidamente en cualquier
dirección). Un cálculo directo [6], muestra que para la métrica de Harada se tiene que

RµνρσRµνρσ =
48M2

r6
+

8γ2

r2
− 8γΛ

r
+

8Λ2

3
, (2.49)

RµνRµν =
10γ2

r2
− 12γΛ

r
+ 4Λ2, (2.50)

R = −6γ

r
+ 4Λ. (2.51)

Es interesante observar que cuando Λ, γ → 0 los invariantes de curvatura anteriores se reducen
exactamente a los de la solución de Schwarzschild. Es evidente que r = 0 presenta problemas,
así que esta singularidad en el origen no es removible, en la literatura a este tipo se le denomina
singularidad intrínseca, de curvatura, física, esencial o real [21]. Sin embargo, ninguna de las tres
raíces halladas para γ > 0, ni la raíz encontrada para γ < 0 presentan dificultades, el espaciotiempo
se comporta perfectamente bien allí, independientemente del signo de γ, las coordenadas (t, r) se
vuelven singulares en r = r0, r1, r2 y r̂0: ya no están en correspondencia uno a uno con los eventos
del espaciotiempo. Como ya se mencionó, este problema se puede solucionar introduciendo otro
sistema de coordenadas, por ejemplo, seguir un procedimiento similar al que hicieron Kruskal y
Szekeres [13], de forma independiente, y construir la máxima extensión analítica de la solución de
Harada, al igual que ellos lo hicieron para la de Schwarzschild, sin embargo, esto va más allá de
los objetivos del presente trabajo.

Para tener una idea de qué pueden representar las singularidades rn de la métrica de Harada
para γ > 0, sin hacer un análisis riguroso, se hará lo siguiente: puede observarse que si se utiliza
la siguiente identidad trigonométricas cos (x− y) = cosx cos y+ senx sen y, entonces r0, r2 y r3 se
pueden reescribir de la siguiente manera

r0 = α cos

(
β

3

)
+
γ

Λ
, (2.52)

r1 = −1

2
α cos

(
β

3

)
−

√
3

2
α sen

(
β

3

)
+
γ

Λ
, (2.53)

r2 = −1

2
α cos

(
β

3

)
+

√
3

2
α sen

(
β

3

)
+
γ

Λ
. (2.54)

Escritas de esta modo, un cálculo explícito muestra que las tres raíces satisfacen las siguientes
relaciones:

r0 + r1 + r2 =
3γ

Λ
, (2.55)

r0r1 + r0r2 + r1r2 = − 3

Λ
, (2.56)

r0r1r2 = −6M

Λ
. (2.57)

Al tomar el límite cuando γ → 0 (por la izquierda o por la derecha) en (2.52), (2.53) y (2.54)
y utilizar las identidades trigonométricas cos−1 (−x) = sen−1 x + π

2 y cos (x− y) = cosx cos y +
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senx sen y, las tres raíces encontradas se simplifican de la siguiente manera:

r∗0 =

√
3

Λ
cosψ − 1√

Λ
senψ, (2.58)

r∗1 = −
√

3

Λ
cosψ − 1√

Λ
senψ, (2.59)

r∗2 =
2√
Λ
senψ, (2.60)

donde sen (3ψ) = 3M
√
Λ y además 0 < sen (3ψ) < 1. Al considerar el límite cuando M → 0 en

(2.58) se obtiene

ĺım
M→0

r∗0 =

√
3

Λ
, (2.61)

de la relatividad general [10], se sabe que para una constante cosmológica positiva el término
√

3
Λ

puede identificarse con 1
H , el cual es el horizonte cosmológico aparente del espaciotiempo de de

Sitter, siendo H el parámetro de Hubble. Por lo tanto, se dirá que r0 es el horizonte cosmológico
del espaciotiempo descrito por la métrica de Harada, además, ya que se está considerando el caso en
que γ es positiva, es claro que r0 > r∗0 , en consecuencia se puede inferir que el efecto de una γ > 0
en el espaciotiempo es atractivo, ya que está produciendo que el horizonte cosmológico aparente
sea más grande.

Similarmente, al tomar el límite cuando Λ → 0 en (2.60) se obtiene

ĺım
Λ→0

r∗2 = 2M, (2.62)

el cual coincide exactamente con el horizonte de eventos del agujero negro de la solución de Sch-
warzschild, por lo tanto, se dirá que r2 es el horizonte de eventos de la solución de Harada.
Nuevamente, puede observarse que r2 > r∗2 y, otra vez, concluir que el efecto de una γ > 0 es
atractivo, ya que está produciendo que el horizonte de eventos aparente sea más grande.

El caso de r∗1 es más sencillo de analizar ya que a partir de (2.59) puede observarse que siempre
toma valores negativos y por lo tanto no tiene relevancia física. Sin embargo, de r1 puede decirse lo
siguiente: ya que los valores de β se restringieron al intervalo (2.41), las tres raíces están ordenadas
así 0 < r1 < r2 < r0, como r2 fue asociado a un horizonte de eventos aparente, entonces r1
correspondería a un horizonte interno aparente.

Ahora se considerará la singularidad r̂0 de la métrica de Harada para γ < 0: al tomar el límite
cuando γ → 0, se observa que r̂0 se reduce a

r̂∗0 =
2√
Λ
cosh

[
1

3
cosh−1

(
3M

√
Λ
)]
, (2.63)

nuevamente, al tomar el límite cuando M → 0 en la expresión anterior se obtiene

ĺım
M→0

r̂∗0 =

√
3

Λ
, (2.64)

el cual coincide con el horizonte cosmológico aparente del espaciotiempo de de Sitter, es claro que
r̂0 < r̂∗0 , por lo tanto, se puede inferir que el efecto de una γ negativa es repulsivo, pues produce
que el horizonte cosmológico sea más pequeño, aún así, en lo que sigue se dirá que r̂0 representa el
horizonte cosmológico aparente del espaciotiempo para una D y γ menores a cero. Debe resaltarse
que en este caso “falta” un segundo horizonte que represente o esté asociado al horizonte de eventos
aparente que se tiene en el caso de Schwarzschild, lo cual podría representar una inconsistencia,
además, como ya se mostró, incluso si γ < 0 y D > 0, para que esto ocurra γ depende de los
valores que tomen M y Λ. Lo anteriormente discutido, da indicios de que una γ negativa debería
descartarse, más adelante se presentarán más evidencias para excluirla.
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Capítulo 3

Geodésicas en el espaciotiempo de la
solución de Harada

Con el fin de comprender mejor la solución encontrada por Harada es conveniente considerar
el comportamiento de las geodésicas: dada alguna métrica, se puede determinar el movimiento de
partículas de prueba en caída libre en esa geometría. La suposición clave, contenida en la palabra
“partícula de prueba”, es que se explorará el espaciotiempo de tal manera que se pueden ignorar las
perturbaciones producidas en el campo gravitacional debido a su presencia. En ausencia de fuerzas
no gravitacionales, el principio de equivalencia de Einstein afirma que las trayectorias que siguen
las partículas de prueba con masa son geodésicas tipo tiempo, mientras que las no masivas siguen
geodésicas nulas [10, 16, 21]. En Gravedad de Cotton se dará por válido este principio y, por lo
tanto, lo discutido anteriormente seguirá siendo verdadero.

Para determinar el movimiento geodésico se necesitan los símbolos de Christoffel distintos de
cero de la métrica (2.23) en términos de los parámetros del espaciotiempo, estos se pueden deducir a
partir de los resultados del Apéndice C, pues tomando en cuenta que eα = e−β = 1− 2M

r +γr+ Λr2

3 ,
se obtiene:

Γ0
01 =

2Λr3 − 3γr2 − 6M

2r (Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M)
,

Γ1
00 =

1

18r3
(
2Λr3 − 3γr2 − 6M

) (
Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M

)
,

Γ1
11 = − 2Λr3 − 3γr2 − 6M

2r (Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M)
,

Γ1
22 =

1

3

(
Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M

)
,

Γ1
33 =

1

3

(
Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M

)
sin2 θ,

Γ2
12 =

1

r
,

Γ2
33 = − sin θ cos θ,

Γ3
13 =

1

r
,

Γ3
23 = cot θ.

(3.1)
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3.1 Cantidades conservadas

Al sustituir las cantidades anteriores en la ecuación geodésica d2xµ

dλ2 +Γµ
ρσ

dxρ

dλ
dxσ

dλ = 0 se obtiene:

d2t

dλ2
+

2Λr3 − 3γr2 − 6M

r(Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M)

dt

dλ

dr

dλ
= 0,

d2r

dλ2
+

1

18r3
(
2Λr3 − 3γr2 − 6M

) (
Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M

)( dt
dλ

)2

− 2Λr3 − 3γr2 − 6M

2r(Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M)

(
dr

dλ

)2

+
1

3

(
Λr3 − 3γr2 − 3r + 6M

) [( dθ
dλ

)2

+ sin2 θ

(
dφ

dλ

)2
]
= 0,

d2θ

dλ2
+

2

r

dr

dλ

dθ

dλ
− sin θ cos θ

(
dφ

dλ

)2

= 0,

d2φ

dλ2
+

2

r

dr

dλ

dφ

dλ
+ 2 cot θ

dθ

dλ

dφ

dλ
= 0.

(3.2)

Aunque no parece haber muchas esperanzas de resolver este conjunto de ecuaciones diferen-
ciales no lineales acopladas, al ser (2.23) una métrica esféricamente simétrica, el trabajo se puede
simplificar enormemente.

3.1. Cantidades conservadas

El movimiento geodésico de una partícula de prueba en un espaciotiempo descrito por una
métrica gµν se rige por el lagrangiano L = 1

2gµν
dxµ

dλ
dxν

dλ , siendo λ un parámetro afín de la geodésica.
Al considerar la solución de Harada, la forma que toma L es:

2L = gttṫ
2 + grr ṙ

2 + gθθ θ̇
2 + gφφφ̇

2

= −
(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
ṫ2 +

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)−1

ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sen2 θφ̇2,
(3.3)

donde ẋµ ≡ dxµ

dλ . En el lenguaje de la mecánica clásica, tanto t como φ en (3.3) son coordenadas
cíclicas (si el lagrangiano de un sistema no contiene una coordenada determinada, se dice que
la coordenada es cíclica o ignorable), por lo tanto, los momentos canónicos asociados pt y pφ,
respectivamente, son constantes:

pt =
∂L
∂ṫ

= gttṫ = −
(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
ṫ, (3.4)

pφ =
∂L
∂φ̇

= gφφφ̇ = r2 sen2 θφ̇. (3.5)

Las dos son cantidades conservadas pues el momento canónico conjugado a una coordenada cíclica
lo es. Estas constantes de movimiento se pueden interpretar de la siguiente manera: pφ está asociado
con la componente axial del momento angular de la órbita de la partícula y −pt está relacionado
con su energía (como se explicará más adelante, para partículas sin masa, las dos cantidades en
verdad pueden relacionarse con la energía y la componente axial del momento angular, mientras
que para partículas masivas son la energía y la componente axial del momento angular, ambas por
unidad de masa de la partícula).

Otra constante de movimiento está relacionada con la magnitud del momento angular, esto
no es difícil de ver ya que (3.3) es un lagrangiano esféricamente simétrico, aún así esto se puede
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comprobar mediante un cálculo explícito: la ecuación de movimiento para θ es

0 =
d

dλ

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L
∂θ

=
d

dλ

(
r2θ̇
)
− r2 sen θ cos θφ̇2

=
d

dλ

(
r2θ̇
)
−
p2φ cos θ

r2 sen3 θ
,

(3.6)

al multiplicar la expresión anterior por r2θ̇ se obtiene una derivada total:

0 =
d

dλ

(
r2θ̇
)2

+
d

dλ

( pφ
sen θ

)2
. (3.7)

La simetría esférica permite imponer la condición inicial θ (λ0) = π
2 y θ̇ (λ0) = 0 para algún λ = λ0,

esto no es una pérdida de generalidad porque no hay una dirección preferencial en un espaciotiempo
esféricamente simétrico. Así, la integración de (3.7) produce(

r2θ̇
)2

= −p2φ cot2 θ, (3.8)

es claro que el primer miembro nunca es negativo, mientras que el segundo miembro nunca es
positivo, por lo tanto, ambos tienen que ser cero, esto implica que θ = π

2 y θ̇ = 0 siempre. En
conclusión, si se orienta el sistema de coordenadas de modo que inicialmente la partícula se mueva
en el plano ecuatorial, entonces la partícula permanecerá en él. Este resultado se deriva del teorema
de unicidad para soluciones de tales ecuaciones diferenciales, ya que θ = π

2 para todo λ satisface la
ecuación, físicamente, el resultado es obvio a partir de la simetría esférica. De esta manera, (3.4)
y (3.5) se convierten en

pt =

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
dt

dλ
= E, (3.9)

pφ = r2
dφ

dλ
= L. (3.10)

Otra manera de comprobar que la energía y el momento angular son cantidades conservadas
es emplear el enfoque de los vectores de Killing : un espaciotiempo posee una simetría si admite
un campo vectorial ξµ, llamado vector de Killing, tal que Lξgµν = 0. El símbolo Lξ representa un
operador conocido como la derivada de Lie, es un tipo especial de derivada que se puede aplicar a
tensores de cualquier rango, está definida de tal manera que es lineal, satisface la regla de Leibniz
y es independiente de la conexión [16, 21]. La derivada de Lie de un tensor arbitrario Tα···

β··· está
definida por

LξT
α···
β··· = ξγ∂γT

α···
β··· − T γ···

β··· ∂γξ
α − · · ·+ Tα···

γ··· ∂βξ
γ + · · · . (3.11)

En particular, puede demostrarse [13] que la derivada de Lie del tensor métrico es Lξgµν = ∇µξν +
∇νξµ, si además, en un sistema de coordenadas dado, las componentes de la métrica no dependen
de xα, entonces Lξgµν = 0, donde ξµ = (∂α)

µ, el vector ξµ se denomina entonces vector de Killing.
Así pues, la condición para que ξµ sea un vector de Killing es que

0 = Lξgµν = ∇µξν +∇νξµ, (3.12)

por lo tanto, el tensor ∇µξν es antisimétrico si ξν es un vector Killing. Los vectores de Killing se
pueden utilizar para encontrar constantes asociadas con el movimiento a lo largo de una geodésica
[16]. Suponiendo que uα es tangente a una geodésica parametrizada afínmente por λ, entonces

d

dλ
(uαξα) = ∇β (u

αξα)u
β

= (∇βu
α)uβξα + (∇βξα)u

αuβ

= 0,

(3.13)
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en la segunda línea, el primer término desaparece en virtud de la ecuación geodésica y el segundo
término desaparece porque ∇βξα es un tensor antisimétrico mientras que uαuβ es simétrico. Por
lo tanto, uαξα es constante a lo largo de la geodésica.

Al ser la solución de Harada una métrica esféricamente simétrica y estática se sabe que existen
dos vectores de Killing relacionados con la energía y la componente axial del momento angular
[16]. La energía surge del vector de Killing temporal

ξµ = (∂t)
µ
= (1, 0, 0, 0) ; (3.14)

mientras que el vector de Killing cuya cantidad conservada asociada es la magnitud del momento
angular es

ψµ = (∂φ)
µ
= (0, 0, 0, 1) ; (3.15)

puede observarse que ambos vectores de Killing conmutan: [ξµ, ψµ] = 0. En ambos casos es conve-
niente bajar el índice para obtener

ξµ =

(
−
(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
, 0, 0, 0

)
(3.16)

y
ψµ =

(
0, 0, 0, r2 sen2 θ

)
. (3.17)

Como ya se demostró anteriormente, si Kµ es un vector de Killing, se sabe que

Kµ
dxµ

dλ
= constante. (3.18)

Además, siempre se tiene otra constante del movimiento para las geodésicas: la ecuación geodésica
junto con la condición de que la métrica sea covariantemente constante, implica que la cantidad

ϵ = −gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
(3.19)

es constante a lo largo de la trayectoria. Para una partícula con masa λ = τ siendo τ el tiempo
propio de la partícula de prueba y ϵ = 1, entonces esta relación se convierte en ϵ = −gµνUµUν = 1.
Para partículas sin masa, como los fotones que se mueven a lo largo de trayectorias nulas, siempre
se tiene ϵ = 0 y la relación original se convierte en ϵ = −gµνkµkν = 0, siendo kµ el cuadrimomento
o cuadrivector de onda del fotón.

Nuevamente, no es difícil de ver que la simetría esférica de la métrica permite la conservación
de la dirección del momento angular, lo cual significa que la partícula se moverá en un plano.
Puede elegirse que este sea el plano ecuatorial del sistema de coordenadas; si la partícula no está
en este plano, puede hacerse una rotación de coordenadas hasta que lo esté. Así, la conservación
de la magnitud del momento angular implica que, para una sola partícula, puede elegirse

θ =
π

2
. (3.20)

El hecho anterior implica que dθ
dλ = 0 y sen θ = 1 a lo largo de las geodésicas, por lo tanto las dos

cantidades conservadas son

E = −ξµ
dxµ

dλ
=

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
dt

dλ
(3.21)

y

L = ψµ
dxµ

dλ
= r2

dφ

dλ
; (3.22)

de nueva cuenta, para partículas sin masa, estos pueden considerarse como la energía y el momento
angular conservados, mientras que para las partículas con masa son la energía y el momento angular
por unidad de masa de la partícula conservados.
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3.2. Ecuaciones de movimiento
Al considerar en la expresión (3.19) que θ̇ = 0 y θ = π

2 , se obtiene(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)(
dt

dλ

)2

+

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)−1(
dr

dλ

)2

+ r2
(
dφ

dλ

)2

= −ϵ, (3.23)

si se multiplica la ecuación anterior por 1− 2M
r − Λ

3 r
2 + γr y se utilizan las expresiones dadas por

(3.9) y (3.10), se obtiene la siguiente relación(
dr

dλ

)2

− 2Mϵ

r
− Λ

3
ϵr2 + γϵr +

L2

r2

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
= E2 − ϵ. (3.24)

De esta manera se tiene que el movimiento geodésico de una partícula de prueba en el espacio-
tiempo descrito por la solución de Harada se rige por las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.24), con E
y L constantes. Estas constituyen un sistema de tres ecuaciones diferenciales para tres funciones
desconocidas: t(λ), φ(λ), r(λ). Puede observarse que está última está desacoplada de las primeras
dos, en principio, la tarea consistiría en resolver primero para r(λ) y sustituir la solución en (3.9)
y (3.10), las cuales después pueden integrarse por separado [29, 31].

Un caso particular ocurre cuando el momento angular es idénticamente cero, la ecuación de
movimiento (3.10) implica que φ = φ0 = constante. La geodésica se limita entonces a la superficie
tipo tiempo bidimensional (θ, φ) =

(
π
2 , φ0

)
y se dice que esta es una geodésica radial. En el caso

más general, L ̸= 0, puede elegirse a φ como parámetro afín a lo largo de cualquier geodésica tipo
tiempo o nula y a partir de (3.10) puede verse que

dr

dλ
=
dr

dφ

dφ

dλ
=
L

r2
dr

dφ
, (3.25)

al sustituir esto en (3.24) se obtiene

1

r4

(
dr

dφ

)2

=
2M

r3
+

1

r2
+

(
2Mϵ

L2
− γ

)
1

r
− ϵ

L2
γr +

Λ

3

ϵ

L2
r2 +

(
E

L

)2

+
Λ

3
− ϵ

L2
. (3.26)

Para simplificar esta ecuación, es natural introducir la variable u = 1
r , tal como se hace en el

análisis de las órbitas keplerianas de la mecánica clásica, y obtener el análogo de la ecuación de
Binet : (

du

dφ

)2

= 2Mu3 + u2 +

(
2Mϵ

L2
− γ

)
u− ϵ

L2

γ

u
+

Λ

3r2
ϵ

L2
+

(
E

L

)2

+
Λ

3
− ϵ

L2
, (3.27)

esta ecuación diferencial determina completamente la parte (r, φ) de la geodésica. En general,
ecuaciones como la anterior no tienen soluciones en términos de funciones elementales, a menudo
las soluciones exactas que se encuentran se expresan en términos de las funciones elípticas de
Weierstrass y de las funciones elípticas de Jacobi [29].

3.2.1. Geodésicas tipo tiempo
Cuando se consideran partículas de prueba masivas, es natural usar el tiempo propio τ como

el parámetro afín de la geodésica en lugar de la λ, la cual está vinculada con el cuadrimomento
Pµ de dicha partícula. Dado que el vector tangente asociado con τ es la cuadrivelocidad Uµ y
además Pµ y Uµ están relacionados entre sí, puede demostrarse que también ambos parámetros
están conectados de la siguiente manera: τ = mλ. La ecuación (3.24) se convierte en

1

2

(
dr

dτ

)2

+ V (r) =
E2 − 1

2
, (3.28)
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donde

V (r) ≡ −M
r

+
L2

2r2
− ML2

r3
+
γL2

2r
+
γ

2
r − ΛL2

6
− Λ

6
r2. (3.29)

Además, las ecuaciones (3.9) y (3.10) se transforman en(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
dt

dτ
= E, (3.30)

r2
dt

dτ
= L. (3.31)

En las expresiones anteriores, ahora E y L representan la energía y momento angular por unidad
de masa, respectivamente. Puede observarse que (3.28) tiene la forma de una primera integral de
movimiento de una partícula no relativista en el potencial V (r) (llamado en adelante potencial
efectivo), interpretándose el término 1

2

(
dr
dτ

)2
como la energía cinética por unidad de masa, V (r)

como la energía potencial por unidad de masa y el lado derecho constante E2−1
2 como la energía

mecánica total por unidad de masa. El perfil de V (r) para algunos valores de L
M se representa en

la Figura 3.1. Los valores extremos del potencial efectivo están dados por la condición dV (r)
dr = 0,

lo que equivale a la siguiente ecuación de quinto grado

2Λr5 − 3γr4 +
(
3γL2 − 6M

)
r2 + 6L2r − 18L2M = 0. (3.32)

Las raíces de este polinomio y la condición d2V (r)
dr2 = 0 definen la órbita circular estable más interna

rISCO.

Figura 3.1: Gráfica del potencial efectivo (3.29) para distintos valores de L
M y valores fijos positivos

de Λ y γ. Los puntos marcan los mínimos de V (r), ubicando las órbitas circulares estables.
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3.2.2. Geodésicas nulas
Las ecuaciones de movimiento (3.9), (3.10) y (3.24) para una partícula sin masa (ϵ = 0) son(

1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
dt

dλ
= Eγ , (3.33)

r2
dφ

dλ
= Lγ , (3.34)(

dr

dλ

)2

+
L2
γ

r2

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
= E2

γ , (3.35)

donde Eγ y Lγ son la energía y el momento angular de la partícula de prueba, respectivamente. A
continuación se considerará a lo largo de la geodésica un nuevo parámetro afín definido por

λ̃ = λ |L| , (3.36)

en lugar de la λ original, siendo esta última el parámetro afín asociado con el cuadrimomento de la
partícula de prueba. Cuando L es distinto de cero a lo largo de una geodésica, la fórmula anterior
en verdad define un nuevo parámetro afín. El valor absoluto asegura que λ̃ aumenta hacia el futuro,
al igual que λ, cualquiera que sea el signo de L, es decir, se preserva causalidad. Además λ̃ tiene
las mismas unidades que L, es decir, una longitud al cuadrado, dado que λ es adimensional. En
términos de λ̃, el sistema de ecuaciones diferenciales anterior se convierte en(

1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
dt

dλ̃
=

1

b2γ
, (3.37)

r2
dφ

dλ̃
= ±1, (3.38)(

dr

dλ̃

)2

+ Vγ (r) =
1

b2γ
, (3.39)

donde
bγ ≡ Lγ

Eγ
, (3.40)

Vγ (r) ≡
1

r2

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
. (3.41)

Al igual que en el caso de las geodésicas tipo tiempo, (cf. ecuación (3.28)), se observa que
la ecuación (3.39) tiene la forma de una primera integral de movimiento de una partícula no
relativista en el potencial efectivo Vγ (r). La principal diferencia es que Vγ (r) no depende de L,
contrariamente al potencial efectivo V (r) para partículas con masa. Puede concluirse entonces
que una geodésica nula de una partícula de prueba sin masa está completamente caracterizada
por la constante bγ , esta cantidad puede interpretarse como el parámetro de impacto, análogo al
que aparece en la mecánica clásica. Este importante resultado también pudo hacerse deducido sin
haber reparametrizado la geodésica con (3.36), ya que en las ecuaciones (3.26) y (3.27) con ϵ = 0
se reducen, respectivamente, a

1

r4

(
dr

dφ

)2

+
1

r2

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2 + γr

)
=

1

b2γ
, (3.42)

(
du

dφ

)2

− 2Mu3 + u2 + γu− Λ

3
=

1

b2γ
. (3.43)
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Figura 3.2: Gráfica del potencial efectivo (3.41) con valores arbitrarios positivos para M , Λ y γ.
La línea punteada vertical marca la ubicación del horizonte de eventos. Las líneas horizontales
marcadas del 1 al 4 corresponden a las órbitas que los fotones siguen para distintos valores de bγ .

Cualquiera que sea la forma en que se escriba la ecuación diferencial de la órbita, solo un
término depende de la elección de la órbita: el término bγ , pues M , Λ y γ son propiedades de la
geometría de la solución de Harada, no dependen de la elección de la órbita. Si en (3.39) el término(

dr

dλ̃

)2
se hace cero antes de que un fotón impacte con la fuente, esta partícula alcanza un punto

de inflexión y luego regresa al infinito, en el caso contrario, el fotón incide sobre el objeto, de esta
manera, el valor extremo bγc

que toma el parámetro de impacto separa las órbitas de los fotones

capturados y dispersados. Haciendo
(

dr

dλ̃

)2
= 0 en (3.39) se encuentra la siguiente relación entre

bγ y la coordenada radial:
bγ (r) = ± r√

1− 2M
r − Λ

3 r
2 + γr

. (3.44)

A partir de la expresión anterior se deduce que el valor extremo del parámetro de impacto está
dado por

bγc =

[
1

54M2

(√
6γM + 1 + 1

)
+

γ

18M

(
2
√

6γM + 1 + 3
)
− Λ

3

]− 1
2

, (3.45)

puede observarse que cuando γ → 0 y Λ → 0, entonces bγc
→ 3

√
3M al igual que en el caso de la

solución de Schwarzschild. El valor extremo encontrado en (3.45) es una posición estacionaria en
r, por lo tanto, r (bγc

) corresponde a una órbita circular, generalmente llamada órbita circular de
fotones o anillo de fotones. Al conjunto de todos los anillos de fotones (uno por elección del plano
ecuatorial) a menudo se le llama esfera de fotones.
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Se pueden inferir varios tipos de órbitas de los fotones a partir de la Figura 3.2, siguiendo un
análisis cualitativo como en [29, 30]. En vista de la ecuación de movimiento (3.39), cada geodésica
que siguen los fotones se puede representar mediante una línea horizontal con ordenada b−2

γ en

esta figura, la cual debe estar por encima de la curva Vγ (r) debido a que
(

dr

dλ̃

)2
es una cantidad

positiva. Por lo tanto, se excluye la región bajo la curva Vγ (r). En concreto:

1. Para un fotón inicialmente entrante, es decir, un fotón emitido con dr

dλ̃
< 0 desde una posición

r = re, existen dos posibilidades, dependiendo de los valores de re y del parámetro de impacto
bγ :

a) Si re > r (bγc) y bγ es lo suficientemente grande como para cumplir b−2
γ < Vγ (r)

(trayectoria 1 en la Figura 3.2), el fotón “rebota” en la barrera de potencial en algún
valor mínimo rp de r, el periastro.

b) Si re < r (bγc
) (trayectoria 4 en la Figura 3.2) o bγ es lo suficientemente pequeño como

para cumplir b−2
γ > Vγ (r) (trayectoria 2 en la Figura 3.2), el fotón no es detenido por

la barrera de potencial y alcanza valores arbitrariamente pequeños de r y finalmente es
absorbido por la fuente.

2. Para un fotón inicialmente saliente, es decir, un fotón emitido con dr

dλ̃
> 0, necesariamente se

tiene re > r1, siendo r2 el horizonte de eventos de la solución de Harada, entonces hay dos
posibles resultados:

a) Si re > r (bγc) (trayectoria 1 en la Figura 1) o bγ es lo suficientemente pequeño como
para cumplir b−2

γ < Vγ (r) (trayectoria 3 en la Figura 3.2), el fotón escapa al infinito.

b) si r2 < re < r (bγc
) y b−2

γ < Vγ (r) (trayectoria 4 en la Figura 3.2), el fotón “rebota”
en el lado izquierdo de la barrera de potencial, alcanzando un valor máximo ra de r, el
apoastro.

Un análisis más completo de las distintas órbitas que siguen los fotones en el espaciotiempo
descrito por la solución de Harada consistiría en resolver la ecuación (3.42) o (3.43), tal como se
describe en [31] para el caso de la solución de Schwarzschild, sin embargo, esto va más allá de los
propósitos de este trabajo.
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Capítulo 4

Cambio de frecuencia

Los tres primeros tests, propuestos por Albert Einstein en 1916 [32], para probar la teoría de
la relatividad general, se referían a la precesión del perihelio de Mercurio, la curvatura de la luz
en presencia de campos gravitacionales y el corrimiento al rojo gravitacional, estas tres pruebas se
conocen hoy como las pruebas clásicas de la relatividad general. Originalmente se pensó que el test
del corrimiento al rojo gravitacional era una demostración directa de la validez de esta teoría, ya que
empleaba una solución exacta de las ecuaciones de campo de Einstein, la solución de Schwarzschild,
pero pronto se comprendió que en realidad era solo una demostración del principio de equivalencia
débil [33] y ahora está claro que cualquier teoría relativista de la gravitación consistente con este
principio predecirá un corrimiento al rojo.

En términos generales, en la teoría de la gravedad de Einstein cuando dos observadores que
se encuentran en un espaciotiempo curvo, sujetos a potenciales gravitacionales locales diferentes,
intercambian fotones o pulsos luminosos y observan que las señales de luz enviadas por la fuente
con una frecuencia inicial determinada son detectadas por el receptor con una frecuencia diferente
medida localmente, a este fenómeno se le conoce como corrimiento al rojo gravitacional [33]. Cabe
señalar que en la mayoría de los libros de texto [16, 20, 21, 22] cuando se analiza este problema
utilizando la métrica de Schwarzschild suponen, por simplicidad, que el fotón emitido parte del
reposo y que también el observador lo está, por reposo se refieren a que la parte espacial de la
cuadrivelocidad del emisor y del observador son cero, es decir, Uµ = (U t, 0, 0, 0). Como ya se expuso
en el capítulo anterior, la solución encontrada por Harada puede representar, en general, el campo
gravitacional exterior de un objeto esférico en un espaciotiempo de fondo tipo (anti) de Sitter,
en el cual además está presente un efecto extra producido por el parámetro γ. En los siguientes
capítulos se mostrará cuál es la expresión general para el corrimiento al rojo de fotones emitidos
por partículas de prueba que orbitan este objeto.

Tal como se señaló previamente, un hecho importante acerca de la luz en el contexto de la
relatividad especial y general, es que esta viaja a través de geodésicas nulas: a partir de la relación
−gµν dxµ

dλ
dxν

dλ = ϵ, se identifica a dxµ

dλ con kµ, siendo este el cuadrimomento o cuadrivector de onda
de los fotones que forman la luz, además para este caso se elige ϵ = 0, entonces se tiene la ecuación
geodésica kµkµ = 0, la cual de forma explícita y en coordenadas esféricas, kµ =

(
kt, kr, kθ, kφ

)
, se

escribe de la siguiente manera

gtt
(
kt
)2

+ grr (k
r)

2
+ gθθ

(
kθ
)2

+ gφφ (kφ)
2
= 0. (4.1)

De manera similar, las partículas masivas viajan a través de geodésicas tipo tiempo y, nue-
vamente, a partir de la relación −gµν dxµ

dλ
dxν

dλ = ϵ, al identificar a λ con τ , el tiempo propio de
la partícula, se tendrá que dxµ

dλ corresponde a la cuadrivelocidad Uµ ≡ dxµ

dτ de dicha partícula.
Además, para este caso se escoge ϵ = 1, por lo tanto, se tiene la ecuación geodésica UµU

µ = −1,
la cual al expandir y utilizar también coordenadas esféricas, Uµ =

(
U t, Ur, Uθ, Uφ

)
, se escribe de
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la siguiente manera

gtt
(
U t
)2

+ grr (U
r)

2
+ gθθ

(
Uθ
)2

+ gφφ (Uφ)
2
= −1. (4.2)

Otro resultado importante en el contexto de la teoría de Einstein, es que la frecuencia ωC de un
fotón con cuadrivector de onda kµC medida por un observador con cuadrivelocidad Uµ

C está dada
por

ωC = − (kµU
µ)|C , (4.3)

donde el subíndice C se refiere al punto de emisión e o detección d en algún punto correspon-
diente PC del espaciotiempo. Por lo tanto, la frecuencia de las señales luminosas medidas por un
observador en movimiento con la partícula de prueba en el punto de emisión e es

ωe = − (kµU
µ)|e , (4.4)

mientras que la frecuencia detectada en el punto de detección d por un observador ubicado lejos
de la fuente viene dada por

ωd = − (kµU
µ)|d , (4.5)

donde las cuadrivelocidades y cuadrimomentos del emisor y del detector son, respectivamente,

Uµ
e =

(
U t, Ur, Uθ, Uφ

)∣∣
e
, kµe =

(
kt, kr, kθ, kφ

)∣∣
e
, (4.6)

Uµ
d =

(
U t, Ur, Uθ, Uφ

)∣∣
d
, kµd =

(
kt, kr, kθ, kφ

)∣∣
d
. (4.7)

En Gravedad de Cotton se dará por hecho que todo lo anteriormente discutido sigue siendo verda-
dero. En lo que sigue, se considerará que el emisor de fotones es una partícula de prueba masiva
que se mueve geodésicamente alrededor del objeto compacto en el espaciotiempo descrito por la
métrica (2.23), con cuadrivelocidad dada por la ecuación anterior. Las condiciones que Uµ

e , Uµ
d ,

kµe y kµd satisfacen se considerarán en los capítulos siguientes. No obstante, es importante tener en
cuenta que si se supone que las órbitas del emisor se encuentran en el plano ecuatorial, es decir, en
el plano con coordenada angular θ = π

2 , el cuerpo en órbita no experimenta movimiento a lo largo
de la dirección θ, en consecuencia, se deduce que Uθ debe ser igual a cero de manera inherente.
Del mismo modo, al considerar que los fotones siguen trayectorias de geodésicas nulas en el plano
ecuatorial, se concluye que kθ también debe anularse inevitablemente.

El cambio de frecuencia z está definido de la siguiente manera

z ≡ ωe − ωd

ωd
, (4.8)

donde ωe es la frecuencia emitida y ωd la frecuencia detectada. La expresión anterior, aunque útil,
se expresa de manera más conveniente así:

1 + z =
ωe

ωd
. (4.9)

De este modo, el cambio de frecuencia asociado a la emisión y detección de fotones viene dado en
general por la siguiente relación:

1 + z =
ωe

ωd

=
−kµUµ|e
−kµUµ|e

=

(
−gttktU t − grrk

rUr − gθθk
θUθ − gφφk

φUφ
)∣∣

e

(−gttktU t − grrkrUr − gθθkθUθ − gφφkφUφ)|d
.

(4.10)

Como se vio en el capítulo anterior, debido a la existencia de los campos vectoriales Killing
ξµ = (1, 0, 0, 0) y ψµ = (0, 0, 0, 1), hay dos cantidades conservadas, para partículas masivas estas
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están relacionadas con la energía y el momento angular por unidad de masa en reposo de la partícula
de prueba:

E =
Ẽ

m
= −gµνξµUν = −gttU t, (4.11)

L =
L̃

m
= gµνψ

µUν = gφφU
φ. (4.12)

Algo similar se tiene para las partículas sin masa, como los fotones, en este caso las cantidades
conservadas son su energía y su momento angular:

Eγ = −gµνξµkν = −gttkt, (4.13)
Lγ = gµνψ

µUν = gφφk
φ. (4.14)

Cualesquiera de las cuatro relaciones anteriores pueden utilizarse para reescribir (4.10): si se
utiliza (4.11) y (4.12) se tiene

1 + z =

(
Ekt − grrk

rUr − gθθk
θUθ − Lkφ

)∣∣
e

(Ekt − grrkrUr − gθθkθUθ − Lkφ)|d
, (4.15)

mientras que si se usa (4.13) y (4.14)

1 + z =

(
EγU

t − grrk
rUr − gθθk

θUθ − LγU
φ
)∣∣

e

(EγU t − grrkrUr − gθθkθUθ − LγUφ)|d
. (4.16)

Sin embargo, como se verá más adelante, es (4.16) la que es de más relevancia, pues en ella algunas
de las cantidades involucradas se pueden medir o reescribir en términos de otras que también se
pueden medir. Cabe señalar que esta es la expresión más general para el cambio de frecuencia
que experimentan las señales de luz emitidas por partículas masivas en su camino a lo largo de
geodésicas nulas hacia un observador distante. Es de suma importancia enfatizar que hay dos
cambios de frecuencia diferentes en (4.16) relacionados con la propagación de la luz en la misma
dirección y en la dirección opuesta con respecto al movimiento del emisor de fotones que orbita el
objeto compacto, es decir, los cambios de frecuencia corresponden a una fuente de fotones que se
aleja (desplazamiento al rojo) o se acerca (desplazamiento al azul), respectivamente [35].

Como ya se comentó, los objetos masivos radiantes (estrellas, por ejemplo) que orbitan el objeto
esférico emiten ondas electromagnéticas hacia el detector, de modo que los fotones correspondientes
viajan a lo largo de geodésicas nulas desde su emisión hasta su detección y en ellos está contenida
información de la geometría del espaciotiempo, la cual está codificada en su cambio de frecuencia.

En los siguientes capítulos se mostrará una expresión para el cambio de frecuencia de fotones
en términos de parámetros orbitales de objetos masivos radiantes (estrellas, por ejemplo) y los
parámetros del espaciotiempo (el conjunto de parámetros M , Λ y γ), para el caso particular en que
las partículas que emiten los fotones siguen órbitas circulares en el plano ecuatorial y los detectores,
debido a la expansión del Universo producida por la constante cosmológica, están alejándose de la
fuente siguiendo un movimiento radial.
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Capítulo 5

Emisores en órbitas circulares y en el
plano ecuatorial

Con el fin de obtener expresiones para Uµ
e =

(
U t, Ur, Uθ, Uφ

)∣∣
e

y kµe =
(
kt, kr, kθ, kφ

)∣∣
e
, en

este capítulo se estudiará el importante caso de las órbitas circulares y en el plano ecuatorial θ = π
2

de partículas de prueba, esto es, cuando Ur = 0 = Uθ.
Para el caso de partículas con masa, se ha establecido la conservación de dos cantidades, repre-

sentadas por E = −gttU t y L = gφφU
φ. Estas ecuaciones pueden invertirse para obtener:

U t = − E

gtt
=

E

1− 2M
r − Λ

3 r
2 + γr

, (5.1)

Uφ =
L

gφφ
=
L

r2
. (5.2)

En consecuencia, es crucial hallar expresiones para E y L que dependan solo de M , γ y Λ, para
lograr esto se seguirá el siguiente enfoque: a partir de las ecuaciones (3.28) y (3.29)

1

2

(
dr

dτ

)2

+ V (r) =
E2 − 1

2
, (5.3)

V (r) = −M
r

+
L2

2r2
− ML2

r3
+
γL2

2r
+
γ

2
r − ΛL2

6
− Λ

6
r2, (5.4)

al identificar a dr
dλ con la componente Ur de la cuadrivelocidad de una partícula masiva, se tiene

que
1

2
(Ur)

2
+ V (r) =

E2 − 1

2
. (5.5)

Las órbitas circulares se definen como geodésicas tipo tiempo con r = constante. Tenemos entonces
que Ur = 0 y además

V (r) =
E2 − 1

2
,

dV (r)

dr
= 0. (5.6)

Si, adicionalmente, se consideran órbitas circulares estables el potencial deberá tener un mínimo
estable, es decir, debe satisfacer que

d2V (r)

dr2
> 0. (5.7)
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Puede hallarse una expresión para L utilizando la segunda igualdad en (5.6):

0 =
d

dr
V (r)

=
d

dr

(
−M
r

+
L2

2r2
− ML2

r3
+
γL2

2r
+
γr

2
− ΛL2

6
− Λr2

6

)
=
M

r2
− L2

r3
+

3ML2

r4
− γL2

2r2
+
γ

2
− Λr

3

= −L
2

r3

(
1− 3M

r
+
γr

2

)
+
M

r2
+
γ

2
− Λr

3
,

(5.8)

al despejar L en la ecuación anterior se obtiene

L = ±r

√
M
r − Λr2

3 + γr
2

1− 3M
r + γr

2

. (5.9)

Una expresión para E puede encontrarse utilizando la expresión anterior y la primera igualdad en
(5.6):

E2 = 1 + 2V (r)

= 1− 2M

r
+
L2

r2
− 2ML2

r3
+
γL2

r
+ γr − ΛL2

3
− Λr2

3

= 1− 2M

r
+ γr − Λr2

3
+
L2

r2

(
1− 2M

r
+ γr − Λr2

3

)
= 1− 2M

r
+ γr − Λr2

3
+

(
M
r + γr

2 − Λr2

3

1− 3M
r + γr

2

)(
1− 2M

r
+ γr − Λr2

3

)

=

(
1− 2M

r
+ γr − Λr2

3

)(
1 +

M
r + γr

2 − Λr2

3

1− 3M
r + γr

2

)

=

(
1− 2M

r
+ γr − Λr2

3

)2
(

1

1− 3M
r + γr

2

)
,

(5.10)

al despejar E en la ecuación anterior se obtiene

E =

(
1− 2M

r
− Λr2

3
+ γr

)√
1

1− 3M
r + γr

2

. (5.11)

Al sustituir (5.9) y (5.11) en (5.1) y (5.2), respectivamente, se encuentra que

U t =

√
1

1− 3M
r + γr

2

, (5.12)

Uφ = ±1

r

√
M
r − Λr2

3 + γr
2

1− 3M
r + γr

2

. (5.13)

Por lo tanto, la cuadrivelocidad en el punto de emisión es

Uµ
e =

(
U t, Ur, Uθ, Uφ

)
|
e

=
(
U t, 0, 0, Uφ

)
|e,

(5.14)
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donde

U t
e =

√
1

1− 3M
re

+ γre
2

, (5.15)

Uφ
e = ± 1

re

√√√√ M
re

+ γre
2 − Λr2e

3

1− 3M
re

+ γre
2

, (5.16)

los valores permitidos por la coordenada radial están dados por la ecuación (2.24), es claro que
deben excluirse aquellos que produzcan un signo negativo dentro de la raíz cuadrada.

Para el caso de los fotones, estos también siguen órbitas circulares y en el plano ecuatorial, por
lo tanto, se tiene que kr = 0 = kθ y en consecuencia

kµe =
(
kt, kr, kθ, kφ

)
|
e

=
(
kt, 0, 0, kφ

)
|e,

(5.17)

las expresiones para kte y kφe pueden deducirse de manera análoga a como se hizo para el caso
de partículas masivas: a partir de las cantidades conservadas representadas por Eγ = −gttkt y
Lγ = gφφk

φ, al invertir estas dos ecuaciones se obtiene

kte = − Eγ

gtt

∣∣∣∣
e

=
Eγe

1− 2M
re

− Λ
3 r

2
e + γre

(5.18)

kφe =
Lγ

gφφ

∣∣∣∣
e

=
Lγe

r2e
. (5.19)

De manera similar a como se abordó el caso de las partículas masivas, es posible aplicar un
enfoque análogo para los fotones y derivar expresiones para Eγ y Lγ en términos de los parámetros
del espaciotiempo, sin embargo, como se verá en capítulos siguientes, esto resulta innecesario.

Tal como se mencionó en el Capítulo 3, en relatividad general, para una partícula de prueba
masiva que orbita un agujero negro existe un radio mínimo, rISCO, en el que todavía es posible un
movimiento circular estable [10, 16, 21] y un radio máximo, rOSCO, el primero define la llamada
órbita circular estable más interna y el segundo la órbita circular estable más externa; en un
espaciotiempo de fondo determinado, a menudo se considera que estos dos radios marcan el borde
interior y exterior, respectivamente, de un disco de acreción alrededor de un agujero negro. Para
calcular rISCO se debe de resolver dV (r)

dr = 0 y d2V (r)
dr2 > 0. Para la métrica de Schwarzschild

rISCO = 6M , mientras que para la métrica de Harada aparece una ecuación de quinto grado que
no se puede resolver analíticamente (cf. con la ecuación (3.32)). En este trabajo se considerará que
las partículas que emiten los fotones se mueve en órbitas circulares estables, de tal manera que su
radio de emisión re satisface que rISCO < re < rOSCO.
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Capítulo 6

Detectores en movimiento radial

En el espaciotiempo descrito por la solución encontrada por Harada, este experimenta una
expansión debido a una constante cosmológica positiva que domina a grandes escalas, al igual que
en el modelo actual del Universo. Por lo tanto, un detector debería alejarse radialmente de la fuente
que produce el campo gravitacional en el caso de estar muy distante, estos detectores son los de
interés en este trabajo. Lo discutido anteriormente implica que la cuadrivelocidad del detector en
el punto de detección es

Uµ
d =

(
U t, Ur, Uθ, Uφ

)∣∣
d

=
(
U t, Ur, 0, 0

)∣∣
d
,

(6.1)

en consecuencia, es necesario encontrar expresiones para U t
d y Ur

d , para lograrlo se aplicará el
siguiente procedimiento: tal como se detalló en el capítulo previo, utilizando la conservación de la
energía para partículas con masa, E = −gttU t, se puede obtener una expresión para U t

U t = − E

gtt
=

E

1− 2M
r − Λ

3 r
2 + γr

. (6.2)

Para partículas masivas en movimiento radial, L es idénticamente cero y, por lo tanto, el potencial
efectivo (3.29) se reduce a

V (r) ≡ −M
r

+
γ

2
r − Λ

6
r2, (6.3)

y a partir de la ecuación (3.28) puede hallarse una expresión para Ur:

1

2
(Ur)

2
+ V (r) =

E2 − 1

2
⇒ 1

2
(Ur)

2
+

1

2
− M

r
+
γr

2
− Λr2

6
=

1

2
E2

⇒ (Ur)
2
= E2 −

(
1− 2M

r
− Λr2

3
+ γr

)
⇒ Ur =

√
E2 −

(
1− 2M

r
− Λr2

3
+ γr

)
.

(6.4)

Por lo tanto, la cuadrivelocidad del detector es

U t
d =

Ed

1− 2M
rd

− Λr2d
3 + γrd

, (6.5)

Ur
d =

√
E2

d −
(
1− 2M

rd
−

Λr2d
3

+ γrd

)
. (6.6)
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Detectores en movimiento radial

Ya sea en (6.5) o en (6.6), es necesario hallar una expresión para Ed en términos de M , γ y Λ.
Como la energía es una cantidad conservada, el valor que tenga en un punto dado del espaciotiempo
será el mismo que en cualquier otro. Un punto de particular importancia es aquel en donde la
atracción gravitacional generada por la masa M de la fuente está completamente equilibrada por
la expansión del Universo producida por la constante cosmológica Λ y el efecto atractivo o repulsivo
producido por el parámetro γ, a este punto se le denominará radio de gravedad cero r̃0. Aunque se
ha dicho “un punto” en realidad son un conjunto infinito de puntos que forman una esfera de radio
r̃0 concéntrica a la fuente del campo gravitacional en la que las partículas de prueba experimentan
lo descrito anteriormente.

En r̃0 la componente espacial de la cuadrivelocidad de una partícula de prueba será cero, lo
cual implica que estará en reposo, por lo tanto

Uµ|r0 =
(
U t, Ur, Uθ, Uφ

)
|
r0

=
(
U t, 0, 0, 0

)
|r0 ,

(6.7)

usando este hecho se podrá encontrar una expresión para r̃0: recordando que la velocidad angular
de una partícula masiva que sigue órbitas circulares está dada por la ecuación (5.13):

Uφ = ±1

r

√
M
r − Λr2

3 + γr
2

1− 3M
r + γr

2

, (6.8)

se observa que Uφ|r̃0 = 0 cuando M
r̃0

− Λ
3 r̃

2
0 +

γ
2 r̃0 = 0, o equivalentemente, cuando

− Λ

3r̃0

(
r̃30 −

3γ

2Λ
r̃20 −

3M

Λ

)
= 0. (6.9)

Es necesario entonces hallar las raíces de la ecuación cúbica

r̃30 + ar̃20 + c = 0, (6.10)

con a ≡ − 3γ
2Λ y c ≡ − 3M

Λ . El cambio de variable r̃0 = x− a
3 , transforma la ecuación (6.10) en

x3 + px+ q = 0, (6.11)

donde p ≡ −a2

3 = − 3γ2

4Λ2 y q ≡ c+ 2a3

27 = − 12MΛ2+γ3

4Λ3 . El discriminante de la ecuación (6.11) es

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

(
18M2Λ2 + 3Mγ3

8Λ4

)
,

(6.12)

es claro que si γ > 0, el discriminante será estrictamente negativo y, de acuerdo con lo mencionado
en el Capítulo 2, la ecuación (6.10) tendrá una raíz real y dos complejas conjugadas. Si en cambio,
γ < 0, entonces D podría tomar valores mayores (si γ < 3

√
−6MΛ2), menores (si γ > 3

√
−6MΛ2)

o iguales a cero (si γ = 3
√
−6MΛ2), según sea el resultado de evaluar 18M2Λ2 + 3Mγ3 para un

sistema en específico; si en particular el discriminante es estrictamente positivo se tendrán tres
raíces reales distintas, pero si es cero dos de ellas serán iguales.

Al considerar D < 0 y γ > 0 será conveniente introducir el cambio de variable

x =

√
−4p

3
coshϕ =

γ

Λ
coshϕ (6.13)

en (6.11), de esta forma la ecuación cúbica se reescribe así:

4 cosh3 ϕ− 3 coshϕ−
(
12MΛ2

γ3
+ 1

)
= 0, (6.14)
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Detectores en movimiento radial

utilizando la identidad 4 cosh3 ϕ− 3 coshϕ− cosh 3ϕ = 0 puede despejarse ϕ:

ϕ =
1

3

[
cosh−1

(
12MΛ2

γ3
+ 1

)
+ 2πni

]
, (6.15)

ya que el periodo de la función coseno hiperbólico es 2πni. En consecuencia

x =
γ

Λ
cosh

{
1

3

[
cosh−1

(
12MΛ2

γ3
+ 1

)
+ 2πni

]}
, (6.16)

es claro que la única raíz real ocurre cuando n = 0, por ello será la única que se conservará. En
consecuencia, se tiene que el radio de gravedad cero para γ > 0 está localizado en

r̃0 = x− a

3

=
γ

Λ
cosh

[
1

3
cosh−1

(
12MΛ2

γ3
+ 1

)]
+

γ

2Λ
;

(6.17)

una prueba de consistencia es que al tomar el límite cuando γ → 0+ se recupera el radio de
gravedad cero en el espaciotiempo de Schwarzschild-de Sitter y en el de Kerr-de Sitter [34]:

ĺım
γ→0+

r̃0 =

(
3M

Λ

) 1
3

. (6.18)

Como se mencionó anteriormente, todavía puede ocurrir que para algunas γ < 0 se tenga que
D > 0, solo basta con que γ < 3

√
−6MΛ2, en este caso el radio de gravedad cero seguirá estando

dado por (6.17), sin embargo al considerar el límite cuando γ → 0− se obtiene

ĺım
γ→0−

r̃0 =

(
3M

Λ

) 1
3

, (6.19)

lo cual también es consistente con el resultado hallado en [34].

Ahora, si D > 0 y γ < 0 se introduce el cambio de variable x =
√
− 4p

3 cosϕ = γ
Λ cosϕ y al

fijarse en la identidad trigonométrica 4 cos3 ϕ − 3 cosϕ − cos 3ϕ = 0, se deduce que los radios de
gravedad cero en este caso son

r̃∗0 =
γ

Λ
cos

{
1

3

[
cos−1

(
12MΛ2

γ3
+ 1

)
+ 2πn

]}
+

γ

2Λ
, (6.20)

para n = 0, 1, 2. Sin embargo, si en cualquiera de las tres raíces se toma el límite cuando γ → 0−,
este no existe y no habría forma de comparar estas cantidades con otros resultados previos bien
establecidos, además, tener tres raíces reales sería un problema, pues implicaría que existen tres
distancias respecto a la fuente en las cuales una partícula de prueba estaría completamente estática,
por ello, de esto y lo discutido anteriormente, se descartará que γ pueda tomar valores negativos
para sistemas astrofísicos reales y en lo que sigue se considerará que solo toma valores positivos.

Ya que en r̃0 también sucede que Ur|r̃0 = 0, a partir de la ecuación (6.4), se observa que esto
ocurre cuando

Er̃0 =

√
1− 2M

r̃0
− Λr̃20

3
+ γr̃0, (6.21)

por lo tanto, si se coloca el detector en d = r̃0, la energía que este tendrá será

Ed =

1− 2M

γ
Λ cosh

[
1
3 cosh

−1
(

12MΛ2

γ3 + 1
)]

+ γ
2Λ

−
(
Λγ

9
cosh

[
1

3
cosh−1

(
12MΛ2

γ3
+ 1

)]
+

Λγ

18

)2

+
γ2

Λ
cosh

[
1

3
cosh−1

(
12MΛ2

γ3
+ 1

)]
+
γ2

2Λ

} 1
2

.

(6.22)
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Detectores en movimiento radial

En este trabajo se considerará que los detectores se están alejando radialmente de la fuente
del campo gravitacional y además satisfacen que r̃0 < rd < r0, siendo r0 el horizonte cosmológico
aparente encontrado en la sección 2.2.

Para el caso de los fotones detectados, estos tienen un cuadrimomento

kµd =
(
kt, kr, kθ, kφ

)
|
d

=
(
kt, kr, 0, kφ

)
|d,

(6.23)

ahora será necesario hallar expresiones para ktd, k
r
d y kφd , para ello se adoptará un enfoque similar

al empleado previamente para analizar los fotones en órbitas circulares y en el plano ecuatorial: a
partir de las cantidades conservadas Eγ = −gttkt y Lγ = gφφk

φ, estas se invierten para obtener
dos componentes del cuadrimomento de los fotones en el punto de detección

ktd = − Eγ

gtt

∣∣∣∣
d

=
Eγd

1− 2M
rd

− Λ
3 r

2
d + γrd

, (6.24)

kφd =
Lγ

gφφ

∣∣∣∣
d

=
Lγd

r2d
. (6.25)

Una expresión para krd puede deducirse a partir de (3.35): como se están considerando fotones, se
identifica a dr

dλ con la componente kr de su cuadrimomento, entonces

(kr)
2
= E2

γ −
L2
γ

r2

(
1− 2M

r
− Λr2

3
+ γr

)
, (6.26)

por lo tanto

krd =

√
E2

γd
−
L2
γd

r2d

(
1− 2M

rd
−

Λr2d
3

+ γrd

)
. (6.27)

Aunque es útil la expresión anterior, en el siguiente capítulo se mostrará que es más conveniente
hacer la siguiente manipulación algebraica con el fin de introducir, otra vez, una cantidad de
fundamental importancia:

krd =

√√√√E2
γd

[
1− 1

r2d

(
1− 2M

rd
−

Λr2d
3

+ γrd

)(
Lγd

Eγd

)2
]

= Eγd

√
1− 1

r2d

(
1− 2M

rd
−

Λr2d
3

+ γrd

)
b2γd

,

(6.28)

donde bγd
=

Lγd

Eγd
. En general puede definirse el cociente anterior para cualquier punto PC del

espaciotiempo, en particular para el punto de emisión e o detección d:

bγC
=

Lγ

Eγ

∣∣∣∣
C

, (6.29)

puede observarse que bγC
es una cantidad que se conserva a lo largo de toda la trayectoria en la

que viajan los fotones: desde su punto emisión hasta el de su detección, debido a que Eγ y Lγ

son constantes de movimiento, por esta razón siempre se tendrá que bγe
= bγd

. Esta cantidad ya
había sido introducida en el Capítulo 3 y se le denominó parámetro de impacto (cf. con la ecuación
(3.44)), sin embargo, en el contexto del modelo desarrollado por Herrera y Nucamendi [35] se le
conoce como el parámetro de la deflexión de la luz, pues representa la desviación de la luz debido al
campo gravitacional en las proximidades de la fuente [34] y los efectos de la constante cosmológica
Λ y el parámetro γ.

Los valores permitidos que puede tomar la coordenada radial tanto de Ur
d como de krd son los

de la ecuación (2.24), es claro que deben excluirse aquellos valores que producen un signo negativo
dentro de la raíz cuadrada.
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Capítulo 7

Corrimientos al rojo y al azul en
términos de los parámetros del
espaciotiempo

Para la configuración que se está considerando, es decir, emisores en órbitas circulares y en el
plano ecuatorial, cf. ecuaciones (5.14) y (5.17), y detectores en movimiento radial, cf. ecuaciones
(6.1) y (6.23), la expresión para el cambio de frecuencia (4.16) de los fotones se reduce a

1 + z =
(EγU

t − LγU
φ)|e

(EγU t − grrkrUr)|d
, (7.1)

al introducir el parámetro de deflexión de la luz (6.29) y tomar en cuenta que la energía de los
fotones es una cantidad conservada siempre se tiene que Eγe

= Eγd
, la expresión anterior puede

reescribirse de la siguiente manera:

1 + z =
Eγ

(
U t −

(
Lγ

Eγ

)
Uφ
)∣∣∣

e

Eγ

(
U t − grr

(
kr

Eγ

)
Ur
)∣∣∣

d

=
(U t − bγU

φ)|e
(U t − grr

(
kr

Eγ

)
Ur)

∣∣∣
d

.

(7.2)

En principio, lo único que resta por hacer es sustituir las expresiones encontradas en los capítulos
anteriores de todas las cantidades involucradas en la última igualdad. Sin embargo, es importante
tomar en cuenta lo siguiente: la ecuación (3.40) da el parámetro de impacto o parámetro de deflexión
de la luz en términos de M , Λ y γ y el radio de emisión de la partícula que emite los fotones, de
tal manera que se puede considerar que bγ está parametrizada como función del vector de posición
R de dicha partícula con respecto al centro de la fuente del campo gravitacional, pero tal como
se discutió al final del Capítulo 4, existen dos cambios de frecuencia diferentes en (7.2) los cuales
están relacionados con la propagación de la luz en la misma dirección o en la dirección opuesta
con respecto al movimiento del emisor de fotones que orbita el objeto compacto, es decir, los
cambios de frecuencia corresponden a una partícula masiva (la fuente de los fotones) que se aleja
(desplazamiento al rojo) o se acerca (desplazamiento al azul), respectivamente [35], esto permite
inferir que para una coordenada r dada, el parámetro de deflexión también se puede encontrar
como función del ángulo φ entre la trayectoria de la partícula y la dirección hacia el centro de la
fuente y la apertura angular δ del observador.

43



Corrimientos al rojo y al azul en términos de los parámetros del espaciotiempo

Figura 7.1: Ilustración del vector K y las relaciones geométricas entre el ángulo azimutal φ y
el ángulo de apertura δ para un observador colocado en el plano ecuatorial a una distancia D.
Diagrama tomado de [36].

Para obtener el parámetro de deflexión de la luz de los fotones provenientes de un punto general
de la órbita circular en el plano ecuatorial (ver Figura 7.1), se seguirá el enfoque desarrollado en
[36]: al desarrollar la contracción (3.19) y tomar ϵ = 0 se obtiene

gµνk
µkν = gtt

(
kt
)2

+ grr (k
r)

2
+ gθθ

(
kθ
)2

+ gφφ (kφ)
2
= 0, (7.3)

ya que el movimiento tiene lugar en el plano ecuatorial, entonces kθ = 0, además, al invertir
las expresiones encontradas para las dos cantidades conservadas, Eγ = −gttkt y Lγ = gφφk

φ, y
sustituirlas en (7.3) se sigue que

grr (k
r)

2
+

E2
γ

gtt
+

L2
γ

gφφ
= 0, (7.4)

esta última expresión puede emplearse para expresar kr en términos de las constantes de movi-
miento y las componentes de la métrica como se muestra a continuación

(kr)
2
= − 1

grr

(
E2

γ

gtt
+

L2
γ

gφφ

)
. (7.5)

En lo que sigue, se supondrá que la partícula emisora está lo suficientemente lejos de la fuente
del campo gravitacional para así poder considerar la configuración ilustrada en la Figura 7.1 en la
cual aparece la apertura angular δ del observador y el ángulo azimutal φ, además se ha introducido
geométricamente el vector bidimensional auxiliar K definido por la siguiente descomposición:

kr = K cos (φ+ δ), (7.6)

rek
φ = K sin (φ+ δ), (7.7)

con
K2 = (kr)

2
+ r2e (k

φ)
2
. (7.8)

De esta manera, al sustituir Lγ = gφφk
φ y (7.5) en (7.8) puede expresarse K2 en términos de

las constantes de movimiento y los componentes métricos de la siguiente manera

K2 = − 1

grr

(
E2

γ

gtt
+

L2
γ

gφφ

)
− r2e

L2
γ

g2φφ

. (7.9)

44



Corrimientos al rojo y al azul en términos de los parámetros del espaciotiempo

Por otro lado, al sustituir (7.6) en (7.5), se encuentra otra relación similar para K2

K2 = − 1

grr cos2 (φ+ δ)

(
E2

γ

gtt
+

L2
γ

gφφ

)
. (7.10)

Si se igualan las dos expresiones anteriores, se encuentra la siguiente ecuación para bγe(
gttb

2
γe

+ gφφ

)
gφφ tan2 (φ+ δ) + r2egrrgttb

2
γe

= 0, (7.11)

al resolver esta última se encuentra que

bγe
= − gφφ sin (φ+ δ)

√
−gtt

√
gφφ sin2 (φ+ δ) + r2egrr cos

2 (φ+ δ)
, (7.12)

el cual es el parámetro de flexión de la luz para un punto arbitrario de la órbita circular en el plano
ecuatorial. Para el caso de la solución de Harada, se tiene que

bγe
= − re sin (φ+ δ)√

1−
(

2M
re

+ Λ
3 r

2
e − γre

)
sin2 (φ+ δ)

. (7.13)

Ahora se pueden sustituir U t
e, Uφ

e , U t
d, U

r
d , krd y bγe

de las ecuaciones (5.15), (5.16), (6.5),
(6.6), (6.28) y (7.13), respectivamente, en (7.2) para obtener la expresión final para el cambio
de frecuencia de fotones emitidos por partículas geodésicas masivas en un punto arbitrario de las
órbitas circulares ecuatoriales en el espaciotiempo descrito por la solución de Harada de la siguiente
manera:

1 + zH =
1

Ed

(
1− 2M

rd
− Λ

3
r2d + γrd

)

×


√

1

1− 3M
re

+ γ
2 re

− re sin (φ+ δ)√
1−

(
2M
re

+ Λ
3 r

2
e − γre

)
sin2 (φ+ δ)

√√√√ M
re

− Λ
3 r

2
e +

γ
2 re

1− 3M
re

+ γ
2 re

 ,

(7.14)

donde Ed está dada por (6.22). En el término Uφ de la ecuación (7.2) está contenido el momento
angular L y este también posee signos ±, de acuerdo con la ecuación (3.22), esto está relacionado con
el sentido de la rotación de las partículas masivas alrededor de la fuente del campo gravitacional: +
o − para sentido horario o antihorario, respectivamente. Sin embargo, debido a la simetría esférica
del fondo, se elige el signo + sin pérdida de generalidad.

La expresión (7.14) contiene dos componentes que incluye el corrimiento al rojo gravitacional
zg, así como el corrimiento al rojo/azul cinemático zcin [34, 35, 36], de tal manera que

zH = zg + zcin. (7.15)

El corrimiento al rojo gravitacional está definido por

1 + zg =
1

Ed

(
1− 2M

rd
− Λ

3
r2d + γrd

)√
1

1− 3M
re

+ γ
2 re

, (7.16)

mientras que el corrimiento al rojo cinemático está determinado por

zcin =
1

Ed

re sin (φ+ δ)√
1−

(
2M
re

+ Λ
3 r

2
e − γre

)
sin2 (φ+ δ)

√√√√ M
re

− Λ
3 r

2
e +

γ
2 re

1− 3M
re

+ γ
2 re

. (7.17)
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Corrimientos al rojo y al azul en términos de los parámetros del espaciotiempo

Figura 7.2: Representación esquemática de la configuración en la que una partícula geodésica
masiva de prueba se mueve alrededor del objeto esférico en una órbita circular estable. Aquí, el
emisor, el observador y la trayectoria de los fotones se encuentran en el plano ecuatorial θ = π

2 .
Además, el ángulo azimutal de la partícula emisora es de φ = ±π

2 .

Para explorar cuál puede ser el efecto de la nueva constante γ que aparece en la solución
encontrada por Harada, se considerará el caso en que los fotones son emitidos por partículas
ubicadas en la línea media, donde φ = ±π

2 , entonces, el vector de posición de estas partículas con
respecto al centro del agujero negro es ortogonal a la línea de visión del observador, ver Figura 7.2.
Por lo tanto, al sustituir φ = ±π

2 en la fórmula del cambio de frecuencia (7.14) y considerar además
que la apertura angular del observador es muy pequeña δ ≈ 0, se encuentra que los corrimientos
al rojo

(
φ = +π

2

)
y al azul

(
φ = −π

2

)
son:

1 + zH1,2
=

1

Ed

(
1− 2M

rd
− Λ

3
r2d + γrd

)

×

√ 1

1− 3M
re

+ γ
2 re

± 1√
1− 2M

re
− Λ

3 r
2
e + γre

√√√√ M
re

− Λ
3 r

2
e +

γ
2 re

1− 3M
re

+ γ
2 re

 ,

(7.18)

El comportamiento general de los corrimientos al rojo zH1
y al azul zH2

como función del radio
del detector rd para diferentes valores del parámetro γ se ilustra en la Figura 7.3, ambos ejes están
en unidades adimensionales. Se puede ver que el cambio en la frecuencia de los fotones aumenta,
en valor absoluto, a medida que γ disminuye, esto debido a que el término cuadrático en el que
aparece la constante cosmológica Λ comienza a ser relevante a grandes distancias.
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(a) zH1

(b) zH2

Figura 7.3: Corrimiento al rojo zH1
y al azul zH2

como función de la distancia del detector rd para
distintos valores de γ. El emisor orbita circularmente en el radio re = 12M para cualquier curva,
además se ha establecido M = 1 y Λ = 10−10. Las curvas comienzan en el radio de gravedad
cero a la izquierda y terminan antes del horizonte cosmológico aparente a la derecha, es decir,
r̃0 < rd < r0.
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Conclusión

En este trabajo se han deducido las ecuaciones de campo de Gravedad de Cotton a partir
de la acción propuesta por Junpei Harada, utilizando un principio variacional conocido como
el formalismo de Palatini. Además se ha explicado en qué sentido esta nueva teoría extiende a la
relatividad general: el conjunto de las soluciones de las ecuaciones de Einstein con o sin la constante
cosmológica está contenido en el de las soluciones de las ecuaciones de campo Gravedad de Cotton,
por ello, siempre que se satisfacen las ecuaciones de Einstein, las de Harada también se cumplen.
Sin embargo, el inverso de esta proposición no es cierto, incluso si las ecuaciones de Cotton se
satisfacen, las de Einstein no necesariamente lo harán.

Asimismo se demostró porqué, en general, Cνρσ = 0 no son las ecuaciones de campo de Cotton
en el vacío ni tampoco pueden considerarse como una generalización de Rµν = 0 de la relatividad
general, ya que estas últimas son una restricción no trivial, mientas que las primeras son una
identidad que se cumple automáticamente para todos los espaciostiempo conformemente planos,
independientemente de sus fuentes o propiedades de simetría, lo cual, podría ser potencialmente
una desventaja, ya que permitiría soluciones no físicas.

También, utilizando como ansatz una métrica esféricamente simétrica y estática se dedujo una
solución a Cνρσ = 0. En el proceso se descubrió que para este caso existe un acoplamiento de los
coeficientes métricos g00 y g11, pues el tensor de Cotton solo tiene una componente independiente,
por lo tanto, la ecuación diferencial resultante admite un número infinito de soluciones con, en
general, cinco constantes de integración. Este detalle impide que a partir de las ecuaciones se
deduzca que g00 = 1

g11
, tal y como se hace directamente al resolver Rµν = 0 en relatividad general

para un elemento de línea igual. Sin embargo, al suponer que dichas componentes están relacionadas
como se indicó, se obtiene una métrica con gran parecido a la solución de Schwarzschild-de Sitter,
con la gran ventaja de que la constante cosmológica, surge como una constante de integración y,
más aún, aparece un término lineal de la forma γr, donde γ es un nuevo parámetro o constante
del espaciotiempo el cual no tiene un análogo en la teoría de Einstein.

Al analizar las singularidades de la métrica obtenida por Harada se encontró que para una γ > 0
en general existen tres, estas se pudieron interpretar de la siguiente manera: una de ellas repre-
senta un horizonte de eventos aparente, otra un horizonte cosmológico aparente y la tercera puede
corresponder a un horizonte interno aparente. Además, al considerar límites apropiados cuando
M → 0 o Λ → 0, de forma independiente, se encontró que el horizonte de eventos aparente de la
solución de Harada tiende exactamente al de Schwarzschild, mientras que el horizonte cosmológico
aparente se reduce al del espaciotiempo de de Sitter, el análisis también llevó a la conclusión de que
una γ > 0 tiene un efecto atractivo, pues ocasiona que el horizonte cosmológico sea más grande.
Para una γ < 0 también se pueden tener los mismos horizontes anteriores, pero sus existencias
están comprometidas por los valores que tomen los parámetros del espaciotiempo. Sin embargo, en
general solo existe una singularidad coordenada, además, al tomar límites apropiados se encontró
que esta también tiende al horizonte del espaciotiempo de de Sitter, por ello esta singularidad pudo
interpretarse como el horizonte cosmológico aparente, esto a su vez llevó a la conclusión de que
una γ < 0 tiene un efecto repulsivo, ya que produce que dicho horizonte sea más pequeño.

De igual manera, al considerar el comportamiento de las geodésicas para partículas con y sin
masa se halló una expresión general para el potencial efectivo que experimentaría una partícula
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de prueba y se discutió la relevancia de que en él aparezcan términos lineales, cuando se ignora la
constante cosmológica.

Finalmente, se dedujo una expresión general para el corrimiento al rojo y al azul que expe-
rimentan los fotones en el espaciotiempo descrito por la solución de Harada, considerando que
las partículas de prueba que emiten los fotones siguen órbitas circulares y en el plano ecuatorial,
mientras que los detectores están en movimiento radial. En el proceso de la deducción pudo con-
firmarse que una γ > 0 tiene un efecto atractivo, pues el radio de gravedad cero en este solución
es mayor que en el de otros modelos, también pudo descartarse que γ < 0, ya que presentaría pro-
blemas conceptuales en un sistema astrofísico real, pues implicaría que existiesen tres distancias
a las cuales una partícula de prueba está completamente estática. Asimismo, pudo observarse que
el cambio en la frecuencia de los fotones aumenta a medida que γ disminuye, esto debido a que
el término cuadrático en el que aparece la constante cosmológica Λ comienza a ser relevante y a
dominar a grandes escalas. La expresión deducida para el cambio de frecuencia está en términos de
los parámetros del espaciotiempo M , Λ y γ, así como también del radio de la órbita del detector
rd y el radio orbital de la partícula emisora re, esto en principio puede utilizarse para estimar
estadísticamente el orden de magnitud de γ y compararse con los resultados obtenidos por Junpei
Harada, lo cual es de mucha relevancia ya que el modelo relativista general utilizado en este trabajo
no considera una distribución de materia en particular tal como lo supuso Harada.
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Apéndice A

Cuadrado del tensor de Weyl

A continuación se demostrará que el cuadrado del tensor de Weyl, denotado por CµνρσCµνρσ,
se puede expresar en términos del tensor de curvatura de Riemann RµνρσRµνρσ, el tensor de Ricci
RµνRµν y el escalar de Ricci R; en cuatro dimensiones, la fórmula está dada por

CµνρσCµνρσ = RµνρσRµνρσ − 2RµνRµν +
1

3
R2. (A.1)

Es necesario recordar que, en cuatro dimensiones, el tensor de Weyl está definido de la siguiente
manera [21] :

Cµνρσ = Rµνρσ +
1

6
(gµρgνσ − gνρgµσ)R− 1

2
(gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ) ; (A.2)

al utilizar el tensor métrico para subir y bajar índices puede observarse que el cuadrado del tensor
de Weyl puede reescribirse así:

CµνρσCµνρσ = gµαgνβgργgσδCαβγδCµνρσ. (A.3)

Al combinar (A.2) y (A.3) se tendrá que

CµνρσCµνρσ = gµαgνβgργgσδ
[
Rαβγδ +

1

6
(gαγgβδ − gβγgαδ)R

− 1

2
(gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ)

]
×[

Rµνρσ +
1

6
(gµρgνσ − gνρgµσ)R

− 1

2
(gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

]
, (A.4)
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al distribuir cada uno de los términos en (A.4) se obtiene lo siguiente

CµνρσCµνρσ = gµαgνβgργgσδRαβγδRµνρσ +
1

6
gµαgνβgργgσδRαβγδ (gµρgνσ − gνρgµσ)R

− 1

2
gµαgνβgργgσδRαβγδ (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

+
1

6
gµαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ)RµνρσR

+
1

36
gµαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ) (gµρgνσ − gνρgµσ)R

2

− 1

12
gµαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ) (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)R

− 1

2
gµαgνβgργgσδ (gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ)Rµνρσ

− 1

12
gµαgνβgργgσδ (gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ) (gµρgνσ − gνρgµσ)R

+
1

4
gµαgνβgργgσδ (gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ) (gµρRνσ − gνρRµσ

− gµσRνρ + gνσRµρ) . (A.5)

Puede observarse que los siguientes términos en (A.5) son semejantes entre sí

1
6g

µαgνβgργgσδRαβγδ (gµρgνσ − gνρgµσ)R y
1
6g

µαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ)RµνρσR,

1
2g

µαgνβgργgσδRαβγδ (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ) y
1
2g

µαgνβgργgσδ (gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ)Rµνρσ,

1
12g

µαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ) (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)R y
1
12g

µαgνβgργgσδ (gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ) (gµρgνσ − gνρgµσ)R;

ya que todos los índices están contraídos y solo basta hacer el cambio µ → α, ν → β, ρ → γ y
σ → δ. Entonces (A.5) se reduce a

CµνρσCµνρσ = gµαgνβgργgσδRαβγδRµνρσ +
1

3
gµαgνβgργgσδRαβγδ (gµρgνσ − gνρgµσ)R

− gµαgνβgργgσδRαβγδ (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

+
1

36
gµαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ) (gµρgνσ − gνρgµσ)R

2

− 1

6
gµαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ) (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)R

+
1

4
gµαgνβgργgσδ (gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ) (gµρRνσ − gνρRµσ

− gµσRνρ + gνσRµρ) . (A.6)

Es conveniente analizar cada uno de los sumandos en (A.6) por separado para observar cómo
pueden reescribirse:

gµαgνβgργgσδRαβγδRµνρσ = RµνρσRµνρσ
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1

3
gµαgνβgργgσδRαβγδ (gµρgνσ − gνρgµσ)R

=
1

3
Rαβγδ

(
gµαgνβgργgσδgµρgνσ − gµαgνβgργgσδgνρgµσ

)
=

1

3
Rαβγδ

(
δαρ δ

β
σg

ργgσδ − δασ δ
β
ρ g

ργgσδ
)
R

=
1

3
Rαβγδ

(
gαγgβδ − gαδgβγ

)
R

=
1

3

(
gαγgβδRαβγδ + gαδgβγRαβδγ

)
R

=
1

3
(2R)R

=
2

3
R2.

gµαgνβgργgσδRαβγδ (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

= Rµνρσ (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

= gµρR
µνρσRνσ − gνρR

µνρσRµσ − gµσR
µνρσRνρ + gνσR

µνρσRµρ

= RνσRνσ + gνρR
νµρσRµσ + gµσR

µνσρRνρ + gνσR
νµσρRµρ

= RνσRνσ +RµσRµσ +RνρRνρ +RµρRµρ

= 4RµνRµν .

1

36
gµαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ) (gµρgνσ − gνρgµσ)R

2

=
1

36

(
gµαgνβgργgσδgαγgβδ − gµαgνβgργgσδgβγgαδ

)
(gµρgνσ − gνρgµσ)R

2

=
1

36

(
δµγ δ

ν
δ g

ργgσδ − δµδ δ
ν
γg

ργgσδ
)
(gµρgνσ − gνρgµσ)R

2

=
1

36
(gρµgσν − gρνgσµ) (gµρgνσ − gνρgµσ)R

2

=
1

36
(gρµgσνgµρgνσ − gρνgσµgµρgνσ − gρµgσνgνρgµσ + gρνgσµgνρgµσ)R

2

=
1

36

(
16− δνµδ

µ
ν − δµν δ

ν
µ + 16

)
R2

=
1

36

(
32− δµµ − δµµ

)
R2

=
1

36
(32− 4− 4)R2

=
2

3
R2.
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1

6
gµαgνβgργgσδ (gαγgβδ − gβγgαδ) (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)R

=
1

6

(
gµαgνβgργgσδgαγgβδ − gµαgνβgργgσδgβγgαδ

)
(gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)R

=
1

6

(
δµγ δ

ν
δ g

ργgσδ − δµδ δ
ν
γg

ργgσδ
)
(gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)R

=
1

6
(gρµgσν − gρνgσµ) (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)R

=
1

6
(gρµgσνgµρRνσ − gρµgσνgνρRµσ − gρµgσνgµσRνρ + gρµgσνgνσRµρ

−gρνgσµgµρRνσ + gρνgσµgνρRµσ + gρνgσµgµσRνρ − gρνgσµgνσRµρ)

=
1

6

(
4R− δσρ g

ρµRµσ − δρσg
σνRνρ + 4R− δσρ g

ρνRνσ + 4R+ 4R− δµν g
ρνRµρ

)
R

=
1

6
(16R− gσµRµσ − gρνRνρ − gσνRνσ − gρµRµρ)R

=
1

6
(16R− 4R)R

= 2R2.

1

4
gµαgνβgργgσδ (gαγRβδ − gβγRαδ − gαδRβγ + gβδRαγ) (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

=
1

4

(
gµαgνβgργgσδgαγRβδ − gµαgνβgργgσδgβγRαδ

− gµαgνβgργgσδgαδRβγ + gµαgνβgργgσδgβδRαγ

)
× (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

=
1

4

(
δµγ g

νβgργgσδRβδ − δρβg
µαgνβgσδRαδ − δσαg

µαgνβgργRβγ + δνδ g
µαgργgσδRαγ

)
× (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

=
1

4

(
gνβgρµgσδRβδgµρRνσ − gµαgνρgσδRαδgµρRνσ − gµσgνβgργRβγgµρRνσ

+ gµαgργgσνRαγgµρRνσ

)
× (gµρRνσ − gνρRµσ − gµσRνρ + gνσRµρ)

=
1

4

(
4RνσRνσ − gνρgµρR

µσRνσ − gµσgµρR
νρRνσ + δαρ g

ργRαγR

− gρµgνρR
νσRµσ + 4RµσRµσ + δβρ g

ργRβγR− gσνgνρR
µρRµσ

− gρµgµσR
νσRνρ + δασ g

σδRαδR+ 4RνρRνρ − gσνgµσR
µρRνρ

+ δδνg
νβRβδR− gνρgνσR

µσRµρ − gµσgνσR
νρRµρ + 4RµρRµρ

)
=

1

4

(
8RµνRµν + 4R2

)
= 2RµνRµν +R2.

Al sustituir las seis expresiones anteriores en (A.6) se tiene que

CµνρσCµνρσ = RµνρσRµνρσ − 2RµνRµν +
1

3
R2. (A.7)
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Apéndice B

Identidad de Palatini

Si se considerará una variación de la conexión Γλ
µν , a una nueva conexión Γ̃λ

µν [21]

Γλ
µν → Γ̃λ

µν = Γλ
µν + δΓλ

µν , (B.1)

puede observarse que la cantidad
δΓλ

µν = Γ̃λ
µν − Γλ

µν , (B.2)

al ser la diferencia de dos conexiones, es un tensor del tipo (1, 2): en efecto, bajo una transformación
de coordenadas xµ → x′

µ, se sabe que Γλ
µν se transforma como

Γλ
µν → Γ′λ

µν =
∂x′

λ

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
Γα
βγ +

∂2xα

∂x′µ∂x′ν
∂x′

λ

∂xα
, (B.3)

el segundo término impide que la conexión se transforme como un tensor, pero bajo una transfor-
mación de coordenadas xµ → x̃µ, δΓλ

µν se transforma como

δΓλ
µν → Γ̃λ

µν =
∂x̃λ

∂xα
∂xβ

∂x̃µ
∂xγ

∂x̃ν
(
Γ′α

βγ − Γα
βγ

)
, (B.4)

y más aún, ya que δΓλ
µν está formado por objetos evaluados en el mismo punto (objetos pertene-

cientes al mismo espacio tangente) es, por lo tanto, un tensor. La variación (B.1) da como resultado
un cambio en el tensor de Riemann:

Rα
µβν → R̃µ

νρσ = Rα
µβν + δRα

µβν . (B.5)

Para averiguar a qué corresponde δRα
µβν se procederá de la siguiente manera: a partir de la

definición del tensor de Riemann

Rα
µβν =

∂Γα
µν

∂xβ
−
∂Γα

µβ

∂xν
+ Γρ

µνΓ
α
ρβ − Γρ

µβΓ
α
ρν , (B.6)

se calculará su variación respecto a la conexión:

δRα
µβν = δ

(
∂Γα

µν

∂xβ
−
∂Γα

µβ

∂xν
+ Γρ

µνΓ
α
ρβ − Γρ

µβΓ
α
ρν

)
= δ

(
∂Γα

µν

∂xβ

)
− δ

(
∂Γα

µβ

∂xν

)
+ δ

(
Γρ
µνΓ

α
ρβ

)
− δ

(
Γρ
µβΓ

α
ρν

)
=
∂
(
δΓα

µν

)
∂xβ

−
∂
(
δΓα

µβ

)
∂xν

+
(
δΓρ

µν

)
Γα
ρβ + Γρ

µν

(
δΓα

ρβ

)
−
(
δΓρ

µβ

)
Γα
ρν − Γρ

µβ

(
δΓα

ρν

)
,

(B.7)
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si se suma y se resta la cantidad Γρ
βν

(
δΓα

µρ

)
en la expresión anterior y se agrupan términos de

manera conveniente se tendrá

δRα
µβν =

[
∂
(
δΓα

µν

)
∂xβ

+ Γα
ρβ

(
δΓρ

µν

)
− Γρ

µβ

(
δΓα

ρν

)
− Γρ

βν

(
δΓα

µρ

)]

−

∂
(
δΓα

µβ

)
∂xν

+ Γα
ρν

(
δΓρ

µβ

)
− Γρ

µν

(
δΓα

ρβ

)
− Γρ

βν

(
δΓα

µρ

) . (B.8)

Ya que δΓλ
µν es un tensor del tipo (1, 2), tiene sentido calcular su derivada covariante: recordando

que la derivada covariante de un tensor de este tipo es

∇µA
ν
ρσ =

∂Aν
ρσ

∂xµ
+ Γν

λµA
λ
ρσ − Γλ

ρµA
ν
λσ − Γλ

σµA
ν
ρλ, (B.9)

no es difícil ver que

∇β

(
δΓα

µν

)
=
∂
(
δΓα

µν

)
∂xβ

+ Γα
ρβ

(
δΓρ

µν

)
− Γρ

µβ

(
δΓα

ρν

)
− Γρ

βν

(
δΓα

µρ

)
(B.10)

y

∇ν

(
δΓα

µβ

)
=
∂
(
δΓα

µβ

)
∂xν

+ Γα
ρν

(
δΓρ

µβ

)
− Γρ

µν

(
δΓα

ρβ

)
− Γρ

βν

(
δΓα

µρ

)
, (B.11)

por lo tanto
δRα

µβν = ∇β

(
δΓα

µν

)
−∇ν

(
δΓα

µβ

)
, (B.12)

a la expresión anterior se le conoce como la identidad de Palatini. Si se contrae el primer y tercer
índices se obtiene una expresión similar para el tensor de Ricci:

δRµν = δRα
µαν = ∇α

(
δΓα

µν

)
−∇ν

(
δΓα

µα

)
. (B.13)
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Apéndice C

Símbolos de Christoffel

Como se discutió en el Capítulo 1, al suponer que la conexión sea simétrica
(
Γα
βγ = Γα

γβ

)
y que

el tensor métrico sea covariantemente constante (∇γgαβ = 0), se encuentra que la conexión está
determinada únicamente por los componentes métricos

Γα
βγ =

1

2
gαµ

(
∂gµβ
∂xγ

+
∂gµγ
∂xβ

− ∂gβγ
∂xµ

)
; (C.1)

en este contexto, los Γα
βγ se denominan los símbolos de Christoffel [13]. A continuación, se determi-

narán los símbolos de Christoffel distintos de cero de una métrica esféricamente simétrica y estática
como (2.6):

ds2 = −eαdt2 + eβdr2 + r2
(
dθ2 + sen2 θdφ2

)
, (C.2)

con α = α (r) y β = β (r). Por fines “prácticos” se establecerá que t = x0, r = x1, θ = x2 y φ = x3;
además se denotará como una prima (′) la derivada con respecto a r. Aunque podría utilizarle
directamente la expresión (C.1), la forma más rápida de calcular los símbolos de Christoffel es
escribir las ecuaciones geodésicas

d2xµ

dλ2
+ Γµ

ρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0, (C.3)

a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dλ

∂L

∂ẋµ
− ∂L

∂xµ
= 0 (C.4)

del lagrangiano

L =
1

2
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
, (C.5)

donde ẋµ ≡ dxµ

dλ y λ es el tiempo propio de la partícula (para geodésicas tipo tiempo) o un parámetro
afín (para geodésicas nulas). Utilizando la métrica (C.2), se observa que (C.5) se reescribe de la
siguiente manera

L = −1

2
eα
(
dx0

dλ

)2

+
1

2
eβ
(
dx1

dλ

)2

+
1

2
r2
(
dx2

dλ

)2

+
1

2
r2 sen2 θ

(
dx3

dλ

)2

. (C.6)

Entonces, para µ = 0, la ecuación de Euler-Lagrange es

d

dλ

(
−eα dx

0

dλ

)
= 0,

d2x0

dλ2
+ α′ dx

0

dλ

dx1

dλ
= 0. (C.7)
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Símbolos de Christoffel

Puede observarse que los símbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo Γ0
µν son

Γ0
01 = Γ0

10 =
1

2
α′. (C.8)

Similarmente, para µ = 1 se tiene

d

dλ

(
eβ
dx1

dλ

)
+

1

2
α′eα

(
dx0

dλ

)2

− 1

2
β′eβ

(
dx1

dλ

)2

− r

(
dx2

dλ

)2

− r sen2 θ

(
dx3

dλ

)2

= 0,

d2x1

dλ2
+

1

2
α′eα−β

(
dx0

dλ

)2

+
1

2
β′
(
dx1

dλ

)2

− re−β

(
dx2

dλ

)2

− r sen2 θe−β

(
dx3

dλ

)2

= 0. (C.9)

De esta manera se tiene que los símbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo Γ1
µν son

Γ1
00 =

1

2
α′eα−β , Γ1

11 =
1

2
β′, Γ1

22 = −re−β , Γ1
33 = −r sen2 θe−β . (C.10)

De la misma forma, para µ = 2 se tiene

d

dλ

(
r2
dx2

dλ

)
− r2 sen θ cos θ

(
dx3

dλ

)2

= 0,

d2x2

dλ2
+

2

r

dx1

dλ

dx2

dλ
− sen θ cos θ

(
dx3

dλ

)2

= 0. (C.11)

Por lo tanto, los símbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo Γ2
µν son

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, Γ2

33 = − sen θ cos θ. (C.12)

Finalmente, para µ = 3 se tiene

d

dλ

(
r2 sen2 θ

dx3

dλ

)
= 0,

d2x3

dλ2
+

2

r

dx1

dλ

dx3

dλ
+ 2 cot θ

dx2

dλ

dx3

dλ
= 0. (C.13)

En consecuencia, los símbolos de Christoffel distintos de 0 del tipo Γ3
µν son

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
, Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ. (C.14)

En resumen, los símbolos de Christoffel son:

Γ0
01 =

1

2
α′, Γ1

00 =
1

2
α′eα−β , Γ1

11 =
1

2
β′,

Γ1
22 = −re−β , Γ1

33 = −r sen2 θe−β , Γ2
12 =

1

r
,

Γ2
33 = − sen θ cos θ, Γ3

13 =
1

r
, Γ3

23 = cot θ.
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Apéndice D

Componentes del tensor de Ricci

El alto grado de simetría de una métrica esféricamente simétrica y estática implica que muchas
componentes del tensor de Ricci son automáticamente cero. Es claro que la métrica

ds2 = −eαdt2 + eβdr2 + r2
(
dθ2 + sen2 θdφ2

)
, (D.1)

(con α = α (r) y β = β (r)) es invariante bajo las siguientes transformaciones de coordenadas

x0 → x0
′
= −x0, x2 → x2

′
= −x2, x3 → x3

′
= −x3; (D.2)

(al establecer t = x0, r = x1, θ = x2, φ = x3) por ello las componentes del tensor de Ricci también
deberían ser invariantes: las transformaciones (D.2) tienen el siguiente efecto en las componentes
del tensor de Ricci:

R0µ → R0′µ =
∂x0

∂x0′
∂xν

∂xµ
Rtν = −R0µ (para µ ̸= 0), (D.3)

R2µ → R2′µ =
∂x2

∂x2′
∂xν

∂xµ
Rθν = −R2µ (para µ ̸= 2), (D.4)

R3µ → R3′µ =
∂x3

∂x3′
∂xν

∂xµ
Rφν = −R3µ (para µ ̸= 3), (D.5)

por lo tanto, las componentes del tensor de Ricci con esta forma desaparecen. En consecuencia,
las componentes que son necesarias calcular son R00, R11, R22 y R33; para ello se hará uso de la
fórmula

Rµν =
∂Γα

µν

∂xα
−
∂Γα

µα

∂xν
+ Γλ

µνΓ
α
αλ − Γλ

µαΓ
α
λν (D.6)

y los resultados del Apéndice C:
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Componentes del tensor de Ricci

R00:

R00 =
∂Γα

00

∂xα
− ∂Γα

0α

∂x0
+ Γλ

00Γ
α
αλ − Γλ

0αΓ
α
λ0

=
∂Γ1

00

∂x1
+ Γ1

00Γ
1
11 + Γ1

00Γ
2
21 + Γ1

00Γ
3
31 − Γ0

01Γ
1
00

=
∂

∂r

(
1

2
α′eα−β

)
+

(
1

2
α′eα−β

)(
1

2
β′
)
+

(
1

2
α′eα−β

)(
1

r

)
+

(
1

2
α′eα−β

)(
1

r

)
−
(
1

2
α′
)(

1

2
α′eα−β

)
=

1

2
α′′eα−β +

1

2
α′ (α′ − β′) eα−β +

1

4
α′β′eα−β +

1

r
α′eα−β − 1

4
α′2eα−β

= eα−β

(
α′′

2
+
α′2

4
− α′β′

4
+
α′

r

)
(D.7)

R11:

R11 =
∂Γα

11

∂xα
− ∂Γα

1α

∂x1
+ Γλ

11Γ
α
αλ − Γλ

1αΓ
α
λ1

= −∂Γ
0
10

∂x1
− ∂Γ2

12

∂x1
− ∂Γ3

13

∂x1
+ Γ1

11Γ
0
10 + Γ1

11Γ
2
12 + Γ1

11Γ
3
13 − Γ0

10Γ
0
01 − Γ1

11Γ
1
11

− Γ2
12Γ

2
21 − Γ3

13Γ
3
31

= − ∂

∂r

(
1

2
α′
)
− ∂

∂r

(
1

r

)
− ∂

∂r

(
1

r

)
+

(
1

2
β′
)(

1

2
α′
)
+

(
1

2
β′
)(

1

r

)
+

(
1

2
β′
)(

1

r

)
−
(
1

2
α′
)2

−
(
1

r

)2

−
(
1

r

)2

= −α
′′

2
+
α′β′

4
+
β′

r
− α′2

4
(D.8)

R22:

R22 =
∂Γα

22

∂xα
− ∂Γα

2α

∂x2
+ Γλ

22Γ
α
αλ − Γλ

2αΓ
α
λ2

=
∂Γ1

22

∂x1
− ∂Γ3

23

∂x2
+ Γ1

22Γ
0
01 + Γ1

22Γ
1
11 + Γ1

22Γ
2
21 + Γ1

22Γ
3
31 − Γ2

21Γ
1
22 − Γ1

22Γ
2
12 − Γ3

23Γ
3
32

=
∂

∂r

(
−re−β

)
− ∂

∂r
(cot θ) +

(
−re−β

)(1

2
α′
)
+
(
−re−β

)(1

2
β′
)
+
(
−re−β

)(1

r

)
+
(
−re−β

)(1

r

)
−
(
1

r

)(
−re−β

)
−
(
−re−β

)(1

r

)
− cot2 θ

= −e−β + csc2 θ + rβ′e−β − 1

2
rα′e−β − 1

2
rβ′e−β − cot2 θ

= −e−β
[
1 +

r

2
(α′ − β′)

]
+ 1

(D.9)
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Componentes del tensor de Ricci

R33:

R33 =
∂Γα

33

∂xα
− ∂Γα

3α

∂x3
+ Γλ

33Γ
α
αλ − Γλ

3αΓ
α
λ3

=
∂Γ1

33

∂x1
+
∂Γ2

33

∂x2
+ Γ1

33Γ
0
01 + Γ1

33Γ
1
11 + Γ1

33Γ
2
21 + Γ1

33Γ
3
31 − Γ3

31Γ
1
33 − Γ3

32Γ
2
33 − Γ1

33Γ
3
13

=
∂

∂r

(
−r sen2 θe−β

)
+

∂

∂θ
(− sen θ cos θ) +

(
−r sen2 θe−β

)(1

2
α′
)

+
(
−r sen2 θe−β

)(1

2
β′
)
+
(
−r sen2 θe−β

)(1

r

)
−
(
1

r

)(
−r sen2 θe−β

)
− (cot θ) (− sen θ cos θ)

= − sen2 θe−β − rβ′ sen2 θe−β − 2 cos2 θ + 1− 1

2
α′r sen2 θe−β − 1

2
β′r sen2 θe−β + cos2 θ

= − sen2 θe−β − 1

2
r sen2 θe−β(α′ − β′) + sen2 θ

= sen2 θ

{
e−β

[
1− 1

2
r(α′ − β′)

]
+ 1

}
= sen2 θR22

(D.10)

En conclusión, las componentes distintas de cero del tensor de Ricci son

R00 = eα−β

(
α′′

2
+
α′2

4
− α′β′

4
+
α′

r

)
,

R11 = −α
′′

2
− α′2

4
+
α′β′

4
+
β′

r
,

R22 = −e−β
[
1 +

r

2
(α′ − β′)

]
+ 1,

R33 = sen2 θR22.
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Apéndice E

Escalar de Ricci

Al utilizar los resultados del Apéndice D y la definición del escalar de Ricci, puede hallarse una
expresión para este último a través de un cálculo explícito:

R = gµνRµν

= g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33

= −e−α

[
eα−β

(
α′′

2
+
α′2

4
− α′β′

4
+
α′

r

)]
+ e−β

(
−α

′′

2
− α′2

4
+
α′β′

4
+
β′

r

)
+

1

r2
R22

+

(
1

r2 sen2 θ

)(
r2 sen2 θR22

)
= e−β

(
−α

′′

2
− α′2

4
+
α′β′

4
− α′

r

)
+ e−β

(
−α

′′

2
− α′2

4
+
α′β′

4
+
β′

r

)
+

2

r2
R22

= e−β

[
−α′′ − α′2

2
+
α′β′

2
− 1

r
(α′ − β′)

]
+

2

r2

[
−e−β

(
1 +

r

2
(α′ − β′)− eβ

)]
= e−β

[
−α′′ − α′2

2
+
α′β′

2
− 1

r
(α′ − β′)

]
+ e−β

[(
− 2

r2
− 1

r
(α′ − β′) +

2eβ

r2

)]

= e−β

[
−α′′ − α′2

2
+
α′β′

2
− 2

r
(α′ − β′)− 2

r2
+

2eβ

r2

]
.

(E.1)

63





Apéndice F

Componentes del tensor de Cotton

A continuación, se calcularán las componentes distintas de cero del tensor de Cotton para una
métrica esféricamente simétrica y estática como (2.6). Como se vio en el Capítulo 1, este tensor
está definido de la siguiente manera

Cνρσ ≡ ∇ρRνσ −∇σRνρ −
1

6
(gνσ∇ρR− gνρ∇σR) , (F.1)

en principio, en 4 dimensiones, tendrá 43 = 64 componentes; sin embargo, debido a que es antisi-
métrico respecto a sus dos últimos índices (Cνρσ = −Cνσρ), puede observarse que las componentes
en las que ρ y σ sean iguales, automáticamente se reducen a cero. Además, usando el carácter
diagonal de la métrica (2.6), es claro que las componentes en las que ν, ρ y σ sean todas diferentes
entre sí también desaparecerán.

De lo anteriormente discutido, se concluye que las componentes con alguna posibilidad de ser
no triviales son las de la forma C0ρ0, C1ρ1, C2ρ2 y C3ρ3, para ρ ̸= 0, ρ ̸= 1, ρ ̸= 2 y ρ ̸= 3,
respectivamente; sin embargo, ya se puede anticipar que todas ellas estarán relacionadas entre sí
debido a la siguiente propiedad del tensor de Cotton gνσCνρσ = 0.

Explícitamente, se tiene que (F.1) es

Cνρσ = ∂ρRνσ − Γα
νρRασ − Γα

σρRνα − ∂σRνρ + Γα
νσRαρ + Γα

ρσRνα − 1

6
(gνσ∂ρR− gνρ∂σR)

= ∂ρRνσ − ∂σRνρ + Γα
νσRαρ − Γα

νρRασ − 1

6
(gνσ∂ρR− gνρ∂σR) , (F.2)

tomando en cuenta los resultados de los Apéndices C, D y E, se obtiene:
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Componentes del tensor de Cotton

C010:

C010 = ∂1R00 + Γ1
00R11 − Γ0

01R00 −
1

6
g00∂1R

=
d

dr

[
eα−β

(
α′′′
2

+
α′2

4
− α′β′

4
+
α′
r

)]
+

(
1

2
α′eα−β

)(
−α′′

2
+
α′β′
4

+
β′
r

− α′2

4

)
− 1

2
α′
[
eα−β

(
α′′
2

+
α′2

4
− α′β′

4
+
α′
r

)]
− 1

6
eα

d

dr

{
e−β

[
−α′′ − α′2

2
+
α′β′

2
− 2

r
(α′ − β′)− 2

r2
+

2eβ

r2

]}

= eα−β

(
α′α′′ − 3

4
α′′β′ − 1

2
α′2β′ +

1

4
α′3 +

α′2

r
+

1

4
α′β′2 − α′β′

r
+

1

2
α′′′

− 1

4
α′β′′ − α′

r2
+
α′′

r

)
+ eα−β

(
−1

4
α′α′′ − 1

8
α′3 +

1

8
α′2β′ +

α′β′

2r

)
+ eα−β

(
−1

4
α′α′′ − 1

8
α′3 +

1

8
α′2β′ − α′2

2r

)

− 1

6
eα−β

(
−α′′′ − α′α′′ +

3

2
α′′β′ +

1

2
α′β′′ +

2α′

r2
− 2α′′

r

+
2β′′

r
+

4

r3
+

1

2
α′2β′ − 1

2
α′β′2 +

2α′β′

r
+

2β′2

r

)
− 2

3r3
eα

= eα−β

(
1

3
α′α′′ − 1

2
α′′β′ − 1

6
α′2β′ +

α′2

2r
+

1

6
α′β′2 − α′β′

6r
+

1

3
α′′′

− 1

6
α′β′′ − 2α′

3r2
+

2α′′

3r
+
β′′

3r
+

2

3r3
− β′2

3r

)
− 2

3r3
eα,

(F.3)

C020:

C020 = ∂2R00 + Γ2
00R22 − Γ0

02R00 −
1

6
g00∂2R = 0,

C030:

C030 = ∂3R00 + Γ3
00R33 − Γ0

03R00 −
1

6
g00∂3R = 0,

C101:

C101 = ∂0R11 + Γ0
11R00 − Γ1

10R11 −
1

6
g11∂0R = 0,

C121:

C121 = ∂2R11 + Γ2
11R22 − Γ1

12R11 −
1

6
g11∂2R = 0,

C131:

C131 = ∂3R11 + Γ3
11R33 − Γ1

13R11 −
1

6
g11∂3R = 0,

C202:

C202 = ∂0R22 + Γ0
22R00 − Γ2

20R22 −
1

6
g22∂0R = 0,
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Componentes del tensor de Cotton

C212:

C212 = ∂1R22 + Γ1
22R11 − Γ2

21R22 −
1

6
g22∂1R

=
d

dr

{
−e−β

[
1 +

r

2
(α′ − β′)

]
+ 1
}

− re−β

(
−α

′′

2
− α′2

4
+
α′β′

4
+
β′

r

)
− 1

r

{
−e−β

[
1 +

r

2
(α′ − β′)

]
+ 1
}

− 1

6
r2
d

dr

{
e−β

[
−α′′ − α′2

2
+
α′β′

2
− 2

r
(α′ − β′)− 2

r2
+

2eβ

r2

]}
= e−β

(
3

2
β′ − 1

2
α′ − 1

2
rα′′ +

1

2
rα′β′ +

1

2
rβ′′ − 1

2
rβ′2

)
+ e−β

(
1

2
rα′′ +

1

4
rα′2 − 1

4
rα′β′ − β′

)
+ e−β

(
1

r
+

1

2
α′ − 1

2
β′ − eβ

r

)
− 1

6
r2
(
−α′′ − α′α′′ +

3

2
α′′β′ +

1

2
α′β′′ +

2α′

r2
− 2α′′

r
+

2β′′

r

+
4

r3
+

1

2
α′2β′ − 1

2
α′β′2 +

2α′β′

r
+

2β′2

r

)
= e−β

(
−1

3
α′ +

1

3
rα′′ − 1

12
rα′β′ +

1

6
rβ′′ − 1

6
rβ′2 +

1

4
rα′2

+
1

3r
+

1

6
r2α′′′ +

1

6
r2α′α′′ − 1

4
r2α′′β′ − 1

12
r2α′β′′

− 1

12
r2α′2β′ +

1

12
r2α′β′2

)
− 1

3r
,

(F.4)

C232:

C232 = ∂3R22 + Γ3
22R33 − Γ2

23R22 −
1

6
g22∂3R = 0,

C303:

C303 = ∂0R33 + Γ0
33R00 − Γ3

30R33 −
1

6
g33∂0R = 0,

C313:

C313 = ∂1R33 + Γ1
33R11 − Γ3

13R33 −
1

6
g33∂1R

= ∂1
(
sen2 θR22

)
− r sen2 θe−βR11 −

1

r

(
sen2 θR22

)
− 1

6
r2 sen2 θ∂1R

= sen2 θ

(
∂1R22 − re−βR11 −

1

r
R22 −

1

6
r2∂1R

)
= sen2 θC212, (F.5)

C323:

C323 = ∂2R33 + Γ2
33R22 − Γ3

32R33 −
1

6
g33∂2R = 0.

Por lo tanto, las componentes distintas de cero son C010, C212 y C313; sin embargo, de (F.4) y
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(F.5) se observa que C313 = sen2 θC212; más aún, si en (F.3) se factoriza 1
3e

α se obtiene

3e−αC010 = e−β

(
α′α′′ − 3

2
α′′β′ − 1

2
α′2β′ +

3α′2

2r
+

1

2
α′β′2 − α′β′

2r
+ α′′′

− 1

2
α′β′′ − 2α′

r2
+

2α′′

r
+
β′′

r
+

2

r3
− β′2

r

)
− 2

r3
,

(F.6)

y si en (F.4) se factoriza 1
6r

2, entonces

6

r2
C212 = e−β

(
−2α′

r2
+

2α′′

r
− α′β′

2r
+
β′′

r
− β′2

r
+

3α′2

2r
+

2

r3

+ α′′′ + α′α′′ − 3

2
α′′β′ − 1

2
α′β′′ − 1

2
α′2β′ +

1

2
α′β′2

)
− 2

r3
;

(F.7)

es claro que C212 = 1
2r

2e−αC010, lo cual verifica la afirmación hecha en párrafos anteriores:

gνσCνρσ = g00C0ρ0 + g11C1ρ1 + g22C2ρ2 + g33C3ρ3

= g00C010 + g11C111 + g22C212 + g33C313 (F.8)
= 0.

En conclusión, se tiene solo una componente independiente distinta de cero, la cual es C010.
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