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Resumen

El objetivo de este trabajo es dar una descripcién matematica del Aprendizaje
por Refuerzo; un paradigma inspirado en la interaccién con el ambiente como me-
dio de aprendizaje. Se presentada la teoria de Procesos de Decision de Markov y el
problema de control 6ptimo, la base que transcribe el paradigma de aprendizaje al
lenguaje matematico. Las técnicas de Programacién Dindamica y la Aproximacion
Estocéstica son representadas mediante los algoritmos de Iteracién de Valores y Q-
learning respectivamente. Ambos algoritmos son implementados para la solucion
en distintos sistemas tomados como ejemplos. Finalmente se comentan posibles

trabajos futuros que den continuacion a este.
Palabras Clave— Aprendizaje por Refuerzo; Proceso de Decisién de Markov;

Programacién Dindmica.
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Introduccion

El Aprendizaje por Refuerzo (AR), es un paradigma basado en la idea de que la
obtencion de conocimiento es motivada por la recepcion de recompensas debido al hacer
del aprendiz [35]. Tal paradigma es inspirado en la forma que los seres vivos aprenden:
con base en a la exploracién e interaccién con su ambienteE] [30]. Por ejemplo, un nifo,
aprende a caminar probando un conjunto de movimientos con su cuerpo; a lo mejor
una serie de pasos logran desplazarlo a su lugar deseado, desencadenando emociones de
felicidad por obtener su logro; tal vez decide explorar los que resultan unos movimientos
equivocados y hacen que se tropiece, recibiendo senales de dolor en el proceso. El nifio
aprende de sus acciones y de la respuesta recibida por estas, y para su proxima caminata,
conoce la sucesiéon de movimientos correctos para obtener lo deseado.

Los Procesos de Decision de Markov (PDMs) son una herramienta en la teoria de
decisién |26, 35]. En PDMs, un ambiente o sistema es modelado como un conjunto de
estados y acciones (en literatura del AR, se dice que tales acciones son realizadas por
un agente controlador del sistema) que pueden ser aplicadas al sistema para modificar
su estado presente. Una componente importante del PDM es una funcién recompensa,
cuya responsabilidad es gratificar o penalizar las decisiones tomadas. De acuerdo al
ejemplo del nino que aprende a caminar, él es el agente controlador, y debe realizar a
su cuerpo (el sistema) los movimientos (acciones) que logren su objetivo de aprender
a caminar. El proceso de aprendizaje serd en base a sus movimientos realizados y la
retroalimentacion que obtiene de su entorno.

En conjunto, los elementos de un PDM permiten dar una descripcién con elementos

matemadticos a las ideas que sigue él AR [30]. El objetivo deseado por el agente es

!No es el tinico tipo de aprendizaje presente en los seres vivos. En el contexto de la psicologia,
las teorias del aprendizaje difieren respecto al proceso involucrado [12].
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codificado en los elementos del PDM. La meta es controlar el sistema de forma que se
logre lo propuesto por el agente. De acuerdo al paradigma de AR, tal meta es lograda
realizando las acciones que proporcionen la mayor cantidad de recompensa.

En el contexto de computacion, se entiende como aprendizaje por refuerzo a algo-
ritmos dentro del area de aprendizaje maquina [35]. El objetivo de estos es obtener
un PDM que se comporte de la forma esperada, segin un criterio de optimizacién que
depende de la suma de las recompensas obtenidas por el control aplicado al sistema.
Particularmente, este trabajo se enfoca en un criterio llamado <caso descontado> [26,
34).

El aumento en el poder de cémputo ha disparado el uso de AR a un sin fin de
aplicaciones como la robdtica [38], videojuegos [27, 35|, y otras en la industria [5].
Recientemente, con el auge de las redes neuronales profundas, han aparecido las primeras
soluciones de AR basadas en aprendizaje profundo (deep learning) [24].

Dado el réapido desarrollo del AR en los tltimos afios, las referencias de esta area
son principalmente enfocadas a la parte algoritmica, dejando de lado los bloques bésicos
que justifican el funcionamiento de estos. El objetivo de este trabajo es presentar un
desarrollo matemético del AR, complementando con implementaciones a sistemas que
sirvan como ejemplo para relacionar los conceptos expuestos.

El primer capitulo de este trabajo aborda la teoria de los PDM, cuya relevancia es
importante para el marco abstracto del AR; a la vez se plantea el objetivo que busca
resolver el AR en términos del control éptimo: una optimizacién de las <funciones de
valors> cuya dependencia es la recompensa obtenida con base en las acciones realizadas.
El segundo capitulo es respecto a la Programacién Dindmica (PD), una técnica basada
en la recursividad de las funciones de valor y que es capaz de resolver el problema de
control 6ptimo; al final del capitulo se exponen ejemplos de sistemas capaces de ser
descritos como un PDM y resueltos mediante PD. El tercer capitulo es respecto a la
teoria de las <@-funciones> y su relacién con PD; también, se plantea otra técnica de
AR basada en simulaciones del sistema a resolver; después, se presentan ejemplos de
sistemas adecuados para ser resueltos mediante dicha técnica basada en simulaciones. El
ultimo capitulo es para discutir cuestiones complementarias a este trabajo, problemas

que la teoria presentada no es capaz de resolver, y posibles lineas de investigacién; todas



como posible trabajo futuro que de continuacién a éste. Finalmente se da un apéndice,
cuyo tema son dos resultados utilizados en el contenido principal del trabajo.

Todas las implementaciones mencionadas en las secciones de ejemplos, fueron rea-
lizadas en el lenguaje de programaciéon Python 3, junto con las librerias de cémputo
cientifico comunes. Los cédigos estan disponibles para consulta dentro del repositorio

de GitHub: https://github.com/JosueJuarez/PD-AR.


https://github.com/JosueJuarez/PD-AR




Capitulo 1

Procesos de Decision de Markov

En este capitulo se presenta la teoria referente a Procesos de Decision de Markov. Se
trata de un modelo matematico, el cual describe un proceso estocéastico cuya evolucion
es debida a un control realizado al sistema mediante acciones en periodos de tiempo
secuencialedl]

Es por esta razéon que los PDMs constituyen la base matematica sobre la cual los
algoritmos de aprendizaje por refuerzo trabajan. Pues el primer paso para resolver un
problema de control, es describir el sistema como un PDM; posteriormente sigue la
eleccién de un algoritmo de AR adecuado.

Las definiciones y el desarrollo presentado en este capitulo siguen las ideas de Pu-
terman |26 capitulos 2 y 5]. Otras exposiciones pueden consultarse en |4, [34]. Las

referencias 6} 30, 35 contienen capitulos més breves respecto al tema.

1.1. Modelo de Decision de Markov

El siguiente objeto matematico es el puente para dar descripcién con elementos
abstractos al sistema que se desea controlar. Dependiendo el objetivo a lograr, el primer
paso a realizar es una correcta eleccién de los siguientes elementos presentados a fin de

tener una correcta descripcién del sistema.

ITales modelos también se encuentran en la literatura como multi-stage decision process

26).
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Definicién 1.1.1. El Modelo de Decision de Markov estacionario (MDM) se define
como la coleccion:

(X, A {A(z) |z € X},p,r),
donde:

» (X,F) es un espacio medible, donde X es un conjunto no vacio denominado

espacio de estados y F su correspondiente o-algebra.

» (A, G) es un espacio medible, donde A es un conjunto llamado espacio de acciones

y G su correspondiente g-algebra.

» {A(z)|z € X} es una familia formada por los conjuntos A(z) de acciones admi-

sibles para cada estado =z € X; A(zx) C A.

» Se define K = {(z,a) |z € X,a € A(x)} el conjunto de parejas compuestas por

estados-acciones admisibles.

p es un kernel estocastico en X dado K, es decir:

a) p(-|x,a) es una medida de probabilidad en X, para todo (z,a) € K.

b) p(B]|-) es una funcién medible en K, para todo B € F.

r : K — R es una funcién conocida llamada funcion recompensa.

Dependiendo del sistema a modelar, el conjunto de estados y acciones puede ser
continuo o numerable (finito o infinito). En general, a lo largo de este trabajo se
consideran finitos o numerables, aunque bien, al inicio de cada capitulo se especifica
como seran considerados.

La dindmica del MDM se describe de la siguiente manera:
1. Dado un estado inicial 2y € X, se aplica una accién ag € A(xg).

2. A continuacién, el sistema realiza una transicién al estado x; € X de acuerdo con

la probabilidad de transicién p y se genera una recompensa g = (g, ag).

3. Cada decisién es realizada en un punto del tiempo llamado época. El conjunto de

épocas se denota por {0,1,2,...,T}, donde T es un entero positivo o infinito, el
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cual se denomina horizonte. El proceso se repite de esa misma manera en cada

época.

Dada alguna época t, la historia del proceso hasta la época t se guarda en el
vector hy = (z0,a0,71,0a1,-..,%4—1,a1—1,7¢). Definiendo H; = K! x X = K x H;_1,
t=1,2,3,...; Hy := X; como el conjunto de historias admisibles hasta la época t, se

tiene que h; € H;.

Observacion 1.1.1.

a) Puterman [26, pagina 20] presenta una definiciéon méas general del MDM, donde
sus elementos son dependientes de la época de decision a diferencia de la definicién
dada aqui. Por esa razoém se le ha dado el adjetivo estacionario, pues cada uno de

sus componentes no cambian conforme transcurren las épocas.

b) En los problemas de horizonte finito, dado que no se realiza accién en la dltima
época, es necesario anadir como elemento del MDM a una funcién recompensa

terminal r7 : X — R.

1.2. Reglas y Politicas de Decisién

En la dindmica del MDM descrita, es necesario realizar una accién para efectuar
una transiciéon entre dos estados. ;Cémo escoger tal accién? Pues bien, la eleccién se
realiza siguiendo una regla; estas se clasifican dependiendo la informacién que requieran
y la forma en que asignan la accion.

Las decisiones pueden realizarse de manera aleatoria, es decir, se escogeria una
accién con probabilidad dada por una funcién de distribucién. Denotamos P(A) como
el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre los subconjuntos de A. De esta
manera, escoger una accion aleatoriamente, significa tomar una distribucién ¢(-) € P(A)

y realizar la accién a € A con probabilidad ¢(a).

Definiciéon 1.2.1. Se define una regla de decision estocdstica en una época t, como el
mapeo:

dth%P(A), tZO,].,...,T.
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El conjunto de todas las reglas de decision estocasticas en una época t, se denota

como DI,

Se tiene el esquema siguiente: en una época t siguiendo la regla de decision estocasti-
ca d, se escoge la accion a; con una probabilidad 7 ({a:} | he).
Cuando la decision no depende de toda la historia del proceso, sino, inicamente en

el estado anterior, entonces el mapeo:
d: X — P(A);

recibe el nombre de regla de decision markoviana estocdstica. El conjunto de todas las
reglas de decisién markovianas estocésticas se denota como DME,

Existen los casos en que la distribuciéon de probabilidad estd concentrada en alguna
accién particular (m({a}|hy) = 1, para algiin a € A); cuando esto sucede, la eleccién

de la acciéon a dado la historia h; es completamente determinista. Lo anterior motiva

para definir una regla de decision determinista en una época t, como el mapeo:
dy : Hy — A; tal que dt(ht) S A(.’lﬁt)7 t=20,1,...,T.

Cuando la decision determinista no depende de toda la historia, entonces es una regla

de decision markoviana determinista:
d: X — A; tal que d(x) € A(z).

Se denota al conjunto de todas las reglas de decision deterministas a la época t como

DJP | a las markovianas deterministas como DMP.

Observacion 1.2.1. Para un MDM no estacionario, las reglas de decision de clase M R y
M D son también dependientes de las épocas de decisiéon; es decir, Dg” R representaria
al conjunto de reglas de decisién markovianas en la época t. Sin embargo, para el caso
estacionario, estos conjuntos coinciden en todas las épocas de decision. Cuando sea
necesario se dejard el subindice ¢ solamente para enfatizar la época en que sucede la
decision.

Definiciéon 1.2.2. Una politica de decision de clase K es una sucesién de reglas de
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decisién:

m = (do,dy,da, ..., dr_1), di € Df;
siendo K una de las clases HR, HD, MR, M D.

Como se verda mas adelante en la seccién las politicas de clase MR y MD
cumplen un papel importante en la teoria de los PDMs.

Una politica de decisién se le dice estacionaria cuando d; = d para cualquier época
t; tal politica tendria entonces la forma my = (d,d,...,d). El conjunto de todas las
politicas de decisién de clase K se denota por IT¥ := DI x ... x Djlffl; mientras que

HSD

todas las politicas de decisién estacionarias deterministas se denotan por y a las

estacionarias estocasticas como IT°F.

Por las definiciones anteriores, reconocemos las siguientes jerarquias en las politicas:

HSD C HSR C HMR C HHR,
HSD C HMD C HMR C HHR,

%P c iMP - P ik,

Una politica contiene el plan a seguir por un agente a fin de controlar el MDM. Son
elementos esenciales para el agente, pues son suficientes para determinar el comporta-

miento del sistema.

1.3. Proceso de Decision de Markov

Dado un MDM estacionario (X, A,{A(z)|xz € X},p,r) y un conjunto de épocas
{0,1,2,...,T}; denotamos el espacio producto 2 := (X x A)*® y la o-dlgebra producto
H = (F x G)*°. Un elemento w € 2 es de la forma (zg, ag, z1, a1, z2,a2,...) y recibe el
nombre de realizacion del proceso.

Definimos las siguientes variables aleatorias:

XtZQ—>X, Y%ZQ—)A, ZtZQ—)Ht,

W > Ty W > ag; w > hy;
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es decir, Xy (Y}) es el estado ocupado por el (la accién realizada al) sistema en la época
t dada la realizacién w del proceso. Mientras que Z; es la historia del proceso hasta la
época t dada la realizacion.
Observacion 1.3.1. Respecto a las probabilidades de transicién, en lo subsecuente de-
notaremos a p(X;y1 = j| Xy =14,Y; = a) como p(j|i,a).

Sea 1 € TP R una politica de decisién estocéastica y = € X un estado inicial. El teore-

ma de Ionescu—Tulceaﬂ asegura la existencia y unicidad de una medida de probabilidad

PT sobre el espacio de medible (€2, H), tal que para todo w € €2, cumple lo siguiente:

P™(Xo =) = 1; (1.3.1)
Pg(yvt =a ’ Zt = ht> = 7Tt<a ’ ht); (132)
Pg(XtJ’_l =X | Zt = ht,Y;j = CLt> = p({E | T, CLt). (133)

Definicién 1.3.1. El proceso estocastico (2, H, P;,{X:}), recibe el nombre de Proceso

de Decision de Markow.

Observacion 1.3.2. Cuando el estado inicial x es escogido de acuerdo a una distribucién

de probabilidad inicial ¢y € P(X )E| entonces la ecuacién (|1.3.1)) se escribe como:

P7(Xo(w) = z) = wo().

Si 7 € PR es una politica estocéstica, como puede observarse en la ecuacién
(1.3.3)), la variable aleatoria X;;; depende de la historia del proceso h; Ginicamente para

la eleccion de la accién ap ~ m(- | hy), es decir:
/
X1 = F' (e, a);

siendo F' : Hy x A — X. Por otro lado, si 7 € IIME es markoviana, entonces la

dependencia es tnicamente sobre xy, pues a; ~ m(- | x¢):

X1 = F(xg, a4);

2Para mas detalle respecto a la medida producto, ver la referencia |2, capitulo 2].
3P(X) representa el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre los subconjuntos de
X.
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F:K — X,y por lo tanto {X;} es una cadena de Markov.

1.4. Control C)ptimo

Los PDMs proveen la estructura matematica para describir un sistema y su dindmi-
ca. El siguiente paso es controlar tal sistema, de manera que éste siga algtin criterio
predeterminado a largo plazo, o bien que llegue a un estado final deseado.

Tales criterios y objetivos se encuentran implicitos en la funciéon recompensa que
se escoja para el MDM |[35]. Esta nos dice qué accién es mejor tomar en algin estado
dado, por lo tanto, son la base para modificar una politica: si siguiendo una politica, en
alguna época obtenemos recompensa baja debido a la accién elegida, entonces para la
préxima vez se escoge una politica que provea mayor recompensa. Sin embargo, no se
debe perder de vista, que el enfoque de aprendizaje es obtener la mayor recompensa a

largo plazo y no al revés.

1.4.1. Funcion de Valor Descontado

Con el fin de relacionar el enfoque de aprendizaje y un PDM se dan las siguientes

definiciones.

Definicién 1.4.1. Dado z € X y 7 € IT¥ arbitrarios. Sea (Q, H, PT, {X;}) el respectivo
PDM con estado inicial Xg = 2 y sea v € [0,1). Las funciones v,vr : X x II¥ — R

definidas como:

T—1
vp(z, ) =K (Z Vor(Xe, Yi) + fyTrT(XT)>, T < oo (1.4.1)
=0

v(x,m) =ET (i (X, Yt)>, T = o0; (1.4.2)

t=0

reciben el nombre de funcion de valor descontado.

Observacion 1.4.1. La esperanza E7 es respecto a la medida de probabilidad P .

El propésito de los términos 7 es penalizar <descontars el valor de la recompensa

para acciones realizadas en épocas muy tardias. Por tal, la constante v recibe el nombre
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de factor de descuento. El caso v = 0 en la literatura se le refiere como miope, en el
sentido de que solamente son de interés las recompensas inmediatas |35 pdgina 14].

La esperanza de la suma de las recompensas descontadas es conocida en la literatura
como criterio descontado; siendo el mas utilizado debido a las diversas interpretaciones
(tasa de interés, probabilidad de supervivencia, etc.) y a las conveniencias matematicas
que facilita [35].

Otros criterios encontrados en la literatura:

» Recompensa total acumulada (T < 00):

T-1
ET (Z (X, Vi) + rT(XT)> .

t=0

= Recompensa promedio:
N Rl
Jim Eg (T t:ZO (X, Yt)) :

Estos criterios junto al caso descontado son los principales y mas utilizados, pues son
capaces de resolver la mayoria de problemas encontrados en la literatura [35]. Por otro
lado, como se aprecia en el titulo de este trabajo, solamente se estudia el criterio
descontado. Teoria para estos otros criterios puede encontrarse en las referencias [22|
206, [34].

Si bien se present6 la funcién de valor descontado para el caso de horizonte finito, en
este trabajo se van a considerar solamente MDM de horizonte infinito. Puter-

man [26, capitulo 4], también desarrolla teoria y algoritmos de programacién dindmica

para MDM de horizonte finito.

1.4.2. Problema de Control Optimo

Dado que las funciones de valor toman en cuenta las decisiones seguidas por la
politica y las recompensas obtenidas. La funcién de éstas es cuantificar el buen desem-
peno a largo plazo de una politica para todos los estados del sistema. ;Qué politica nos

proporciona la mayor cantidad de recompensa descontada?

Definicién 1.4.2. Una politica de decisién 7* € ITH% que cumple:

v(z,m) <v(z,7*), Ve Xyvrelllk
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recibe el nombre de politica de decision optima.

Definicién 1.4.3. Sea ¢ > 0. Una politica de decisién 7* € II7F que cumple:

v(z,7) <v(z,7*) +e, Ve XyvVrellh,

recibe el nombre de politica de decision e-optima.

Definicion 1.4.4. La funcién v* : X — R definida como:

v*(x) = sup v(z,7);
rellHR

recibe el nombre de recompensa dptima o funcion de valor dptimo.

De este modo, una politica 7* € IR

v (z) = v(x, 7)), VreX;

(v*(z) <wv(z,7m*)+e VreX).

1.5. Politicas de Decision Markovianas

13

(1.4.3)

es 6ptima (e-6ptima) cuando satisface:

Los siguientes resultados muestran que basta considerar politicas de decisién mar-

kovianas para el estudio de los PDMs.

Teorema 1.5.1. Sea © € IR arbitraria. Se tiene que para cada x € X, existe una

IME que satisface

politica de decision ' €

P (X, =j,Y,=a|Xo=2) =P (X; =4,Y; =a| Xg = x);

parat=0,1,2,...

(1.5.1)

Demostracion. Sea x € X fijo. Para cada s € X y a € A(s), se define la regla de decisién

d;/ € DM de forma que

m(a|s)=P"(Vi=a|Xo=2,X:=5s); t=0,1,2,...

(1.5.2)
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Sea 7' = (do’,dy’,ds’, . ..), entonces, por se cumple que
PY(Y,=a|X;=s)=m(a|s) =P (Vi =a|Xo=12,X; =s).

Se va a demostrar la ecuacién (|1.5.1) mediante induccién. Para ¢ = 0 se cumple.

Suponemos se cumple para t =0,1,2,...,n — 1. Calculamos:

]P)ﬂ(Xn =S ‘ Xo = x) = Z Z ]P)Tr(Xn—l =JYn1=a ’ Xo = .%')p(S |]a a) (1'5'3)

JEX acA(j)

=3 3 P (X1 =4, Va1 =a| Xo=a)p(s]j,a) (1.5.4)
JEX acA(j)

=P (X, = 5| Xo = ). (1.5.5)

Entonces

P (Xp=5Y,=a|Xo=a)=P" (Y, =a|Xo =z, X, =5)P" (X, =s5| X0 =)
=P (Y, =a|Xo=2,X, =3P (X, =s5|Xo=12)

=P"(X, =sY,=a|Xo=2x).
En conclusién el resultado es valido. O

Teorema 1.5.2. Supongamos © € IIHE. Entonces para cada x € X existe . € ME

para la cual

v(z,m) = v(z, 7).

Demostracién. Construimos 7, como en el Teorema y observamos que

v(z,m) =FE" <i Yir(Xe, Vi) | Xo = w)

t=0

Mg

~ E”(T(Xt, Y:) | Xo = )
t

Il
o

t”/Jg

Z P"(X;=s,Yi=a|Xy=12x)
eXa A()

ZZ Z br(s,a)P™(X; = s,Y; = a| Xo = x)
=0 s€X acA(s)
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=Y A'E™ (r(X1, V) | Xo = )
t=0

o0
=E" (Z Vr(Xe, Vp) | Xo = 96)

t=0

= v(z,m,);

por lo tanto, el Teorema [1.5.2] es valido. O

1.6. Representacion Vectorial de un PDM

Sea (V, ||-||) el espacio vectorial normado de funciones reales acotadas sobre X con
la norma del suprem(ﬂ Cuando X es discreto, los elementos de V se identifican como

vectores y los operadores lineales sobre V como matrices’}

Observacion 1.6.1. Lo anterior es un abuso de notacién. Estrictamente, un elemento
u de V es una funciéon u : X — R. Por otro lado se tiene al conjunto de sucesiones
{(u(z1),u(z2),...) :uw € V; z; € X,i = 1,2,...}. Sin embargo, con el propésito de
simplificar, no se hace distinciéon entre estos espacios. En particular, para un conjunto

X finito, la notacion se reduce a la de vectores.

Sea d € DMP y x € X, definimos los siguientes elementos:

ra(x) = r(z,d(z)); pa(jlz) = p(j|z,d(z));

y para d € DME .

ra(z) = ) w(a]z)r(z,a); pa(ile) = Y w(alz)p(j|z,a).

acA(x) a€A(x)

Si X es finito con un nimero de estados | X|, denotamos por r4 al vector de tamafio

| X | cuyos entradas son r4(x); asi mismo a Py a la matriz | X| x | X| cuya (7, s)-entrada

Yl = sup,cx |u(z)], uweW.
5Si H es una matriz:

1H]| = supiex Y [H(j|1);
JjEX

donde H(j|1) es el (i, j)-ésimo elemento de H.
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es pa(s|j). ra y Py reciben el nombre de wvector recompensa y matriz de transicion

correspondiente a la decision d.

Lema 1.6.1. Supongamos que X es discreto, |r(x,a)] < M € RT para todo (x,a) € K,

y v €[0,1]. Entonces para todo w € V y d € DME se cumple:

rq +vPyu € V.
Demostracion. Por suposicién ||ry|| < M VYd € DME ie. ry € V. Por otro lado, Py es
una matriz de probabilidad y entonces || Py|| = 1, luego || Pyu|| < || Pyl|||w| = ||u||, por lo
tanto Pyu € V. Concluimos que rq + yPyu € V. O

Observacion 1.6.2. El término rq+~P,u lo interpretamos como la recompensa esperada

total descontada en un paso usando la regla de decisién d y recompensa terminal u.

Sear € X y 7= (do,dy,da,...,dr_1) € DME, Calculamos las siguientes probabili-

dades de transicién:

PT(X1=j|Xo=2)= ) molal2)p(j|z,a)=p4(j]2);

a€A(x)
P"(Xy=j|Xo=12) = Z Z mi(a|s)p(jls,a)P" (X1 =s| Xo=2) (1.6.1)
SEX acA(s)
= Z pd1(j | S)pdo(s ‘ :E) = [Pdlpdo](j | 1:);
seX
P"(X5=j|Xo=1x) Z Z ma(a|s)p(jls,a)P"(Xe = s| Xo =) (1.6.2)
s€X acA(s)
= Z Pds (J ‘ S)[Pdlpdo](s |z) = [szpdlpdo](j | z);
seX
PT(Xy = j| Xo = 2) = [Pa,_, -+ Pay Pap] (4 | ©); (1.6.3)

denotaremos a PL(j|z) =[Py, , - Pa, Pa,)(j ] x).

La ecuacién nos dice que bajo la politica markoviana 7, la cadena de Markov
{X}} tiene como probabilidad de transicién en ¢ pasos del estado Xy, = z al estado
X; = j el elemento (x, j)-ésimo del producto de las ¢ primeras matrices de transicion,

definida como la matriz PL.
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Con lo anterior se puede tener una representacion vectorial de la esperanza respecto

a la medida producto. Dado Xg =z y u € V:

E7(w(Xy)) = Y PT(Xy = j| Xo = 2)u(j) = PL(j| z)u(j);
jeX

de esta forma:






Capitulo 2

Programacion Dinamica

La Programacién Dindmica fue desarrollada por Bellman [3] como una técnica para
resolver problemas de optimizaciéon. La idea principal de PD es que un problema de
optimizaciéon puede descomponerse en sub-problemas; el conjunto de soluciones 6ptimas
a estos sub-problemas constituye la soluciéon 6ptima al problema original.

En general, el término PD es muy amplio y su significado depende del area de apli-
cacion. En el caso de AR, se entiende por PD como el conjunto de técnicas y algoritmos
para resolver un PDM. En especifico para un MDM donde se conoce su modelo por com-
pleto [30, 35]. La descomposicién en sub-problemas aparece debido a la recursividad que
hay en las funciones de valor.

El desarrollo de este capitulo sigue al de Puterman [26, capitulo 6]. Otras referencias
con desarrollos completos de PD son [4} |11} |34]. Las referencias |30} 135] contienen un
tratado méas breve sobre PD.

Como se vio en la seccion dado z € X y 7 € T existe una politica n’ € TIMFE

con el mismo valor de la funcién de valor. Entonces

v*(x) = sup wv(z,7)= sup v(x,m);
TelIHR TelIMR

por lo tanto, se puede restringir el estudio de los algoritmos de programacién dindmica
a las politicas markovianas.
Recordamos que en este trabajo se consideran MDM de horizonte infinito. Ademés,

en este capitulo se tienen en cuenta las siguientes suposiciones al MDM:

19
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Suposicién 2.0.1.
a) Conjunto de estados X finito o numerable.

b) Funcién de recompensa acotada: existe M € R tal que |r(z,a)| < M, para todo

(x,a) € K.

c) Factor de descuento vy € [0,1).

2.1. Recursividad en las Funciones de Valor

En el siguiente resultado aparece la nocién de PD, pues se tiene que para realizar el
calculo de una funcién de valor, se puede utilizar el resultado de otra funcién de valor

anterior.

Proposicién 2.1.1. Sea © = (do, d1,d, ds, ...) € IME, Entonces
v(z, ) = EX (r(Xo,Y0) + (X1, 7)), € X; (2.1.1)
siendo ' = (dy,ds,ds, . ..).

Demostracion.

v(z,m) =E" (i Vir(Xe, Vi) | Xo = x)

t=0

y
t—
g (ZVt ! Xt,Yt)\Xl—l‘l> |Xo—93>

= E"(r(Xo,Yp) | Xo = ) +7E7 (v(Xy, 7') | Xo = z)

—_

o0
=E"(r(Xo, Yo) | Xo = 7) +~yE“(Z (X, V) X0—90>
= E"(r(Xo, Yo) | Xo = ) +’YEW<

= E3 (r(Xo, Yo) + yv(X1,7)).

O]

De acuerdo a la seccién la ecuacién (2.1.1)) se denota en forma vectorial como

!
v =rq, + YPgyv" ;
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incluso, si 7 = (d,d,d,...), para d € DM entonces coincide con 7’ y lo anterior se
simplifica a

V" =rq +yPpT.

Definicién 2.1.1. Bajo las condiciones del Lemal[I.6.1]se define el operador Ly : V — V
como:

Lgu :==rq + vPyu.

Por lo tanto, vemos que v™ (7 estacionaria) es un punto fijo del operador Ly en V.
Los siguientes resultados completan la idea: dada una politica estacionaria, su funciéon

de valor resuelve el sistema de ecuaciones anterior.
Proposicién 2.1.2. Dado d € DME. El operador Ly es una contmccz’o’vﬂ en V.

Demostracion. Sean u,w € V. Supongamos que Lgu < Lgw, entonces para x € X

[Law)(z) — [Lqu](z) = 7[Paw](z) — v[Pau)(z)
= [Pa(w — u)](z)
<A Pallljw = ull

< vllw — ul].
Suponiendo ahora que Lgu > Lgw, y repitiendo el mismo argumento, se obtiene que
|[Law](x) = [Laul(2)] < vllw = ul;
tomando el supremo sobre z € X implica que:
[ Lgw — Laul| < [lw — ul|.

O

Teorema 2.1.3. Supongamos que vy € [0,1). Entonces, para cualquier politica de deci-

sion estacionaria T4 = (d,d,d,...), d € DME y™ es la tinica solucién en V de

u = rq + vFPu.

1Ver Definicién
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Ademas, v™ puede escribirse como
-1
v = (I —yPy)" rg.

Demostracion. Ver referencia |26, capitulo 6, péagina 145]. O

2.2. Ecuaciones de Bellman

Con el fin de comenzar la bisqueda de acciones que proporcionen mayor recompensa
descontada, se da la definicién del siguiente operador, el cual tiene gran relevancia en

la teoria de programacion dindmica.

Definicién 2.2.1 (Operador de Bellman). Considerando las Suposiciones defini-

mos el operador L :V — V:

Lu(x) == sup {r(x,a) +9Y (| a:,a)u(j)}, reX. (2.2.1)

a€A(x) jex

Observacion 2.2.1. Cuando el conjunto A es finito, el supremo es obtenido dentro del
conjunto considerado, y por lo tanto podemos escribir las ecuaciones de Bellman como

el maximo.

A continuacion, se relaciona el operador de Bellman con la funcién de valor 6ptimo.

Mas adelante se apreciara la utilidad del resultado para encontrar politicas éptimas.

Teorema 2.2.1. Dadas las Suposiciones[2.0.1], se cumple que
Lv*(z) = v*(x), Vze X;

es decir, v* es solucion al sistema de ecuaciones

u(z) = sup {r(x,a)—i—va(j\x,a)u(j)}, Ve € X,u € V.

a€A(x) jex

Al conjunto de estas ecuaciones se conoce como ecuaciones de programacion dindmi-

ca o ecuaciones de optimalidad o ecuaciones de Bellman.
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Demostracion. Sean x € X y m = (do,dy,ds,ds, ...) € IME arbitrarios. Continuando

el desarrollo de la ecuacién (2.1.1))...

v(z, ) =EI (r(Xo, Yo) + yv(X1, 7))

= Z 7T0(CL|.Z') r(m,a)—|—’)/Zp(j’33‘,a)v(j,ﬂ'/)]

acA(x) L jEX
< Y mlalz)|r(@,a) +y Y pli |z a)” }
a€A(x) L jeX

< Z mo(a|x)| sup {r(ac,a/)—l—’yZP(ﬂ%a/)U*(j)}]

acA() [ €A) jex

a’€A(x) jex

= sup {T(:I?,a')+72p(j|$aa’)v*(j)};

siendo 7" = (dy,dz,ds,...). Como x y 7 son arbitrarios concluimos que

v*(z) < sup {r(:z:,a’) +vY p(ila, a’)v*(j)}, Vo e X. (2.2.2)

a’€A(x) jex

Dado z € X, sea a* € A(z) tal que

jex acA(x) jex

r(z,a*) +v Y plilz,a)v*(j) = sup {T(waa)+72p(j!w,a)v*(j)};

y sea ¢ > 0 arbitrario. Definimos la politica 7 = (dg, d1, da, ds, ...) € IME de forma que

cumpla lo siguiente: dy € DM® es tal que mo(a* | z) = 1 y ademés
v(g,m) 20" (j) —e, VieX.
Luego
vz, m) = r(z,a") +v ) p(j |z, a”)o(j, )

jeX

> r(z,a%) +v ) p(ile,a”)(v*(5) — )
jEX

=r(z,a*)+7 > pljlz a ) (j) — e
jeX
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= sup {T(xaa)Jerp(j\x,a)v*(j)}—76;

ac€A(z) jex

siendo 7" = (dy,da,ds, . ..). Haciendo € — 0 obtenemos que

a€A(x) jex

v(z,m) > sup {T(az a)+v Y pil, a)v*(j)};

como v*(z) > v(z, ), entonces tenemos

v*(xz) > sup {r(m, a)+v > pj| x,a)v*(j)}, Vo e X. (2.2.3)

a€A(x) jex
Por lo tanto de (2.2.2) y (2.2.3)) concluimos el resultado. O

La representacion vectorial del operador de Bellman y el Teorema[2.2.T]es presentado

en la siguiente subseccién (Teorema [2.2.4]).
Proposicién 2.2.2. El operador de Bellman es una contraccion en V.

Demostracion. Sean w,u € V y x € X arbitrarios. Supongamos que Lw(z) > Lu(z), y

sea

ay € argmax{r(a: a)+y Z ]ac,a)w(j)}.

acA(x) jex

Entonces

Lw(z) — Lu(w) < r(z,az) +7 ) p(j |2, a0)w(i) — r(z,az) =7 Y (i |2, az)u(j)
JjeEX jeEX

=Y p(ile,az)(w(i) —u(j))

JEX

<y p(ileag)lw—ull
jeX

=7llw —ul.

Suponiendo ahora Lu(x) > Lw(z), y repitiendo el mismo argumento, se obtiene que

| Lw(z) = Lu(z)| < ~llw — ull;
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tomando el supremo sobre z € X implica que:

[Lw = Lul[ < ~flw — ul]

2.2.1. Representacion Vectorial de las Ecuaciones de Bell-
man

La representacién vectorial es 1til para mostrar la relacién del operador de Bellman
con las reglas de decisiéon y el operador dado en la Definicién Para més detalles

respecto a esta seccién constltese Puterman |26, capitulo 6].

Definicién 2.2.2 (Operador de Bellman vectorial). Bajo las Suposiciones defi-

nimos el operador L : V — V por:

Lu:= sup {rq+~yPyu} = sup Lgu. (2.2.4)
deD]WD dED]MD

Observacion 2.2.2.

a) De la misma forma que en las Observaciones si el supremo es obtenido

dentro del conjunto en cuestion, el operador se escribe como el maximo.

b) El supremo es evaluado respecto al ordenamiento parcial componente a compo-

nente en W
c) El Lema nos asegura que Lu € V para todo u € V.

d) La definicién considera el supremo sobre reglas decisién deterministas, pues se
obtiene el mismo valor si se tomara el supremo respecto a las reglas estocasticas.

La siguiente Proposicion formaliza esto.

Proposicién 2.2.3. Para todou eV y~v € [0,1],

sup {rq+yPqu} = sup {rq+yPgu}.
deD]WD deD]\/IR

2Si hyu € V. h > usii h(z) > u(z), Yz e X.
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Demostracion. Ver referencia |26, capitulo 6, péagina 147]. O

De esta forma las ecuaciones de programacién dindmica son las siguientes.

Teorema 2.2.4. Dadas las Suposiciones[2.0.1], se cumple que
Lv* = v*;
es decir, v* es solucion al sistema de ecuaciones
Lu=u, ue. (2.2.5)

Demostracién. Este es el mismo resultado que el del Teorema [2.2.1] solamente que

escrito en forma vectorial. ]

Es decir, soluciones a las ecuaciones de optimalidad son puntos fijos de L en V; y de
haber solucién, esta debe de ser la funcién de valor éptimo v*. En la seccién siguiente

se demuestra esta afirmacion.

2.3. Soluciones a las Ecuaciones de Bellman

Se ha mostrado que funciones son solucién a la ecuacién de punto fijo de los opera-

dores definidos. Lo siguiente es asegurar la unicidad de dichas soluciones.
Teorema 2.3.1. Bajo las Suposiciones se tiene lo siguiente.

a) Eziste un dnico elemento u* €V el cual satisface Lu* = u*. Ademds, u* = v*.
)

b) Para cada d € DME, existe un tinico elemento u € V el cual satisface Lqu = u.
Ademds, uw = v™, siendo mg = (d,d,d,...).
Demostracion.
a) Dado que V es un espacio lineal normado y completo, y la Proposicién dice
que L es una contracciéon en V, entonces el Teorema de Punto Fijo de Banac}ﬁ

asegura la existencia y unicidad de un elemento u* € V satisfaciendo Lu* = u*.

Finalmente, el Teorema nos dice que u* = v*.

3Ver Teorema
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b) El resultado es directo por el paso anterior tomando DMP = {d}. O

Puterman [26, capitulo 6, péagina 147] presenta una demostraciéon utilizando la

notacion vectorial.

2.4. Existencia de Politicas Optimas

El siguiente Teorema es de utilidad, asegura poder identificar politicas 6ptimas sim-
plemente observando si su respectiva funcién de valor es solucién a las ecuaciones de

Bellman.

Teorema 2.4.1. Una politica de decision m* € TIHE es éptima si y sélo si v™ es

solucion a las ecuaciones Bellman ([2.2.5).

.’ 7 . *
Demostracidn. Supongamos que 7 es Optima, entonces v = v* y por el Teorema
. * .
2.3.1fa), se tiene que v™ satisface Lu = u.

Supongamos ahora que Lv™ = v™ , entonces por el Teorema sabemos que

T

v™ = v* y por lo tanto * es 6ptima. ]

Definicién 2.4.1. Dado u € V. Una regla de decisién d, € DMP se dice que es u-
perfeccionistd si:

ra, + Py, u= max {ro+yPqu},  (La,u= Lu);

donde se entiende que el supremo es obtenido dentro el conjunto en cuestion (Lu =

méXdeDMD {T’d + 'deu}).

Escrita en términos de componentes, d,, es u-perfeccionista si es tal que:

dy(z) = argmax | r(z,a) + v Z p(j|z,a)u(j)p, VreX.
acA(x) jex

“Este nombre es el dado por Puterman en [26, pagina 152]; en otras referencias, por ejemplo,
[30L 35], se les encuentra con el nombre de avariciosas (greedy en inglés).
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Definicién 2.4.2. Se define una regla de decisién conservadora d* € DMP si ésta es

v*-perfeccionista, es decir, si:

*

Lgv" =rge +yPpv™ =0
Teorema 2.4.2. Sea X discreto, y supongamos que en la ecuacion (2.2.4]) el supremo
es obtenido para todo u € V. Entonces
a) existe una regla de decision conservadora d* € DMP;

b) para d* conservadora, la politica de decision estacionaria wg« = (d*,d*,d*,...) es

optima; y
c) v* =supgepmp v, g = (d,d,d,...).
Demostracion.

a) Dado que v* € V, entonces por suposicién se tiene que 3d* € DMP tal que

Lg«v* = Lv*, y por Teorema Lg«v* = v*, por lo tanto d* es conservadora.

b) Definiendo la politica estacionaria w4« = (d*,d*,d*,...), el Teorema nos dice
que v™¢* € V es la Unica funciéon que cumple Lg«v™* = Lv™* y por lo tanto debe

de ser que v™* = v*, entonces wg+ es 6ptima.
c) Es una consecuencia directa de (b). O

Se observa que bajo las condiciones del Teorema anterior, se restringe la busqueda
de politicas 6ptimas a las estacionarias deterministas.

En resumen: las suposiciones del Teorema [2.4.2] implica la existencia de reglas de
decisién conservadoras y por lo tanto, politicas deterministas estacionarias éptimas.
El siguiente Teorema proporciona otras condiciones para las cuales también existen el

mismo tipo de politicas 6ptimas.
Teorema 2.4.3. Supongamos que existe
a) una regla de decision conservadora, o

b) una politica de decision dptima.
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Entonces existe una regla de decision determinista estacionaria la cual es éptima.
Demostracion.

a) Es el resultado del Teorema [2.4.2|b).

b) Supongamos ©* = (d, '), d € DM es la politica 6ptima. Luego

*

* / * *
Uﬂ- = Ld'l)ﬂ- S LdUﬂ- S L’Uﬂ- = ,Uﬂ' .

?

donde la ultima igualdad es por el hecho de que 7* es 6ptima. Se tiene entonces
que Lgv™ = v™ , pero v™ = v* y por lo tanto d es conservadora. El resto de la

prueba sigue directo de (a). O

La demostracién de los siguientes Teoremas puede consultarse en [26, capitulo 6].

El primero de ellos da condiciones suficientes para obtener el supremo en la ecuacion

(2.2.4) y por lo tanto politicas éptimas.

Teorema 2.4.4. Suponiendo el conjunto X discreto, y cualquiera de los siguientes

afirmaciones
a) A(z) es finito para todo x € X, o

b) A(z) es compacto, r(x,a) es continua en a para cada x € X, y para cada z,j € X,

p(j|x,a) es continua en a, o

c) A(x) es compacto, r(x,a) es semi-continua superiormente en a para cada x € X,

y para cada x,j € X, p(j|x,a) es semi-continua en a.
Entonces existe una politica de decision determinista estacionaria optima.
Demostracion. Ver referencia [26, capitulo 4, pagina 90]. O

Teorema 2.4.5. Suponiendo X finito o numerable, entonces, para todo € > 0 existe

una politica de decision determinista estacionaria e-optima.

Demostracién. Ver referencia |26, capitulo 6, péagina 156]. O
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2.5. Iteracion de Valores

El siguiente algoritmo es la culminacién de los resultados de la seccién anterior.
Fijando € > 0; se genera con el operador L, la sucesién de funciones (v™) de acuerdo al
Teorema de Punto Fijo de Banach; una vez alcanzado el criterio de paro, se escoge la
regla de decisién v™-perfeccionista. El resultado es una politica de decisién determinista

estacionaria e-6ptima.

Algoritmo 2.5.1 (Iteracién de valores (Value Iteration)).
1. Fijamos v° € V,e >0y n =0.
2. Para cada z € X, calculamos v"!(z) como:

o (2) = mix {r(rc, Q) +7 Y p(j| x,a>v”<j>}.

JjeEX

[ott = o] < et = 9)/2m (2.5.1)
ir al paso 4. En caso contrario incrementar n en una unidad y regresar al paso 2.
4. Para cada x € X, escogemos
d-(z) € arg max {T(x, a)+y Z p(j ]m,a)v"(j)}; (2.5.2)
a€A(x) jex
y el algoritmo concluye.
El siguiente Teorema es respecto a la convergencia del algoritmo.

Teorema 2.5.1. Sea v° € V, ¢ > 0 y (v") generada mediante el Algoritmo para

n > 1. Entonces
a) ||v" —v*|| = 0 cuando n — .

b) Para todo N finito tal que la ecuacion (2.5.1)) se cumple para todo n > N; enton-

ces la politica de decision determinista estacionaria 74, = (de,de,de,...) con d.

escogida de acuerdo a (2.5.2)), es e-dptima, y
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) |[v"T —v*|| < /2 siempre que (2.5.1) sea cierta.

Demostracion.
a) Es consecuencia directa del Teorema de Punto Fijo de Banach.

b) Sea N tal que ([2.5.1]) es cierto para todo n > N, y sea d. escogida de acuerdo a
(2.5.2)). Calculamos

)

”,Uﬂ'da o ,U*H < H,Uﬂds o ,UnJrlH + H,UnJrl — ¥

por otro lado, el Teorema [2.1.3]dice que L4 v™= = v™=, ademds, por construcciéon

Ly o™t = Lu™t! entonces

€

[ores = ot = [ Eacome —on
< HLdsvﬂda _ LanrlH + HLvnH . UnHH
= HLdav”de — Ldav”HH + HLU”Jrl — LU"H

R |

9

es decir

e
e ot < g5 ot v < 5

de forma similar se obtiene que

<

anJrl _ ’U*

€.
27

lo cual demuestra (c). Finalmente se observa que

|vTde — 0| < e.
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2.6. Error en las Politicas Aproximadas

Singh & Yee, [28]; presentaron cotas superiores para el error entre la funcién de
valor 6ptimo y la funcién de valor siguiendo una politica de decisién u-perfeccionista,

u € VY.

Teorema 2.6.1. Dados los conjuntos de estados y acciones, X y A finitos, yy € [0, 1).
Siu €V es tal que |[v* —ul| <e;ymg, = (dy,dy,dy,-..), con d, una regla de decision

u-perfeccionista. Entonces

2ve
1—7’

v (x) —v(z,mg,) < Vo e X.

Demostracion. Ver referencia [28]. O

Con el resultado anterior y notando que mediante el algoritmo de iteracién de valo-
res, se tiene que para v"t! €V, Hv”“ — U*H < /2, entonces la politica de decision my.
(la cual se construyé de manera que sea v !-perfeccionista) es en realidad (ye/(1—7))-

optima.

2.7. Desventajas de Programacion Dinamica

Se escogid presentar el algoritmo de iteracion de valores por el desarrollo natural que
surge a partir de los conceptos e ideas del PDM y el AR. Sin embargo, en la literatura
clésica los algoritmos de PD se dividen en tres clases: iteracién de valores, iteracién de
politicas (policy iteration) y busqueda de politicas (policy search) [6].

En iteracién de valores, mediante el proceso de iteracion, se busca la funcién de valor
optima, de la cual se construye la regla y politica de decisién éptima. En cambio, para
iteracién de politicas, se genera una sucesiéon de politicas de decisién, donde en cada
iteracion se mejora la politica de acuerdo al calculo de sus respectivas funciones de valor
[6]. Por otro lado los algoritmos de busqueda de politicas utilizan métodos directos de
aproximacién [6].

En las referencias [4, |26, [34] desarrollan teoria respecto a iteracién de politicas, en

[6] desarrolla mas la idea de busqueda de politicas y proporciona mas referencias.
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A pesar de esta clasificacién, todos los algoritmos de PD se basan en la estructura del

PDM y por lo tanto comparten las siguientes desventajas que se discuten a continuacion.

2.7.1. MDM Perfecto

Al inicio del capitulo se mencioné que los algoritmos de programacién dindmica se
caracterizan por necesitar el MDM perfecto o completamente conocido. Observamos tal
necesidad en el operador de Bellman y en la sucesién de funciones generada mediante
iteracién de valores. En cada paso se promedia la funcién anterior, por lo que es necesario
conocer todas las probabilidades de transicién.

No siempre es posible conocer el MDM por completo (la literatura hace mencién a
esto como la maldicién del modelo —curse of modeling— [4]). En situaciones de la vida
real, la complejidad de un sistema hace imposible saber las dinamicas de este. Para
tales casos, una posible solucién es realizar simulaciones o experimentar con el sistema,
a fin de realizar una estimacién de las probabilidades de transicién. Una vez se tengan
estas, se procede a los algoritmos de PD. A esta técnica se le conoce como AR indirecto

(indirect reinforcement learning en inglés [35]).

2.7.2. Dimension del MDM

En iteracién de valores, es necesario mantener en la memoria los valores de las
dos tltimas aproximaciones a la funcién de valor 6ptimo, es decir, se necesita reservar
memoria para 2|X| valores numéricos. Algoritmos donde cada elemento de la funcién
a aproximar es guardado en una lista (o tabla, como se verd en capitulo [3)) reciben el
adjetivo de tabulares (tabular methods o lookup-tables methods en inglés [30, [35]).

Como se mencion6 anteriormente, los algoritmos de PD se caracterizan por necesi-
tar de todas las probabilidades de transicion. Para un conjunto de acciones finito, hay
|A]|X|? probabilidades de transicién. Como se verd en uno de los ejemplos del capitulo
[2.8] en ciertos sistemas, las probabilidades de transicién pueden definirse como una fun-
cién definida por casos, sin embargo, si la naturaleza del sistema no admite la definicion
de alguna funcién, no queda mas remedio que guardar individualmente los |A|| X |? va-

lores numéricos de las probabilidades. Si los conjuntos X y A son muy grandes, tal cosa
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resulta imposible. A esta problematica se le conoce en la literatura como maldicion de

dimensionalidad (curse of dimensionality) [4].

2.8. Ejemplos

A fin de ejemplificar el modelo de decisién secuencial, presentamos el mundo de la
rejilla (gridworld), que principalmente se enfoca en encontrar el camino mas corto entre
dos puntos. Es de utilidad en distintas areas, como lo puede ser la robdtica, sistemas de
navegaciéon, videojuegos, etc. [27, |36} 38].

Otro modelo presentado es el de bandidos armados (multi-armed bandit), el cual
es de utilidad cuando en alguna situacion, se debe de elegir entre distintas opciones
posibles. El desarrollo presentado sigue el de Puterman [26, capitulo 3|; otras referencias
a consultar que presentan una discusién breve y mas completa respecto a los modelos
de bandidos son [19, [30], respectivamente.

Para ambos ejemplos, se plantean los PDM correspondientes y sus soluciones son

obtenidas mediante el Algoritmo [2.5.1

2.8.1. Mundo de la Rejilla

Consideremos una rejilla de tamanio N x M y supongamos que un objeto se encuentra
posicionado en una casilla inicial dentro de ella. El objetivo es llegar a una casilla distinta
que escogemos como meta. También suponemos que el objeto puede dar un paso a la vez
en direccién arriba, abajo, derecha, izquierda o realizando ninguna accién, de acuerdo
con la configuracién de la rejilla (ver Figura . Lo anterior se puede describir

mediante un MDM estacionario de la siguiente manera:

= Fl espacio de estados corresponde a las casillas accesibles de la rejilla:

X = {(0,0),(1,0),...,(N,0),...,(0,1),...,(n,1),...,(0,M),....(N, M)}

Denotamos a la casilla objetivo como X eta-



2.8. EJEMPLOS 35

= Representamos simbolicamente el espacio de acciones como los cuatro movimien-

tos posibles en una casilla mas la accién hacer nada:
A = {T? \1’7 <_7 _>7 O}'

= Los subconjuntos de acciones admisibles son los siguientes: para una casilla x € X
rodeada por las cuatro casillas adyacentes, A(xz) = A; una esquina, por ejemplo,
para la primera casilla, A((0,0)) = {1, —,O}; en cambio, una casilla (0,1) € X,
0 <l < M, en el borde lateral izquierdo, A((0,1)) = {1, ], —, O}; etcétera.

= Posicionado el objeto en una casilla x € X, la acciéon elegida determina com-
pletamente la siguiente casilla donde el objeto es movido; entonces la funcién de

transicion estd concentrada en dicha posicién.

Por ejemplo p((1,0)|(0,0),7) = 1, en cambio p((0,1)(0,0),7) = 0. De mane-
ra andloga se define la funciéon de transicién para el resto de estados-acciones

admisibles.

= Una funcién recompensa r de forma que su valor sea 0 para todo par de estados-

acciones admisibles, excepto para el par (Zmeta, O):

1, si (I‘,a) = (xmetavo);
r(xz,a) =

0, de otra forma.

Dado un factor de descuento v € (0, 1), este incentiva a alcanzar la casilla objetivo
en una trayectoria corta. De esta manera, la politica 6ptima es aquella que nos lleva
por el camino mas corto.

Como se podra apreciar en las siguientes secciones, el AR es capaz de resolver
problemas relacionados al mundo de la rejilla. Estudios mas recientes, han explorado
versiones del algoritmo presentado en la seccion utilizando redes neuronales [23,
25, 29, 137, |38|. Los resultados y rendimientos obtenidos no muestran mucha ventaja
respecto los algoritmos cldsicos como los de Dijkstra o A* [25]. Sin embargo, no por eso

deja de ser una linea de investigacién activa el uso de AR para el mundo de la rejilla.
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(a) Acciones posibles en la configuracién de la rejilla. (b) Resultados obtenidos mediante iteracién de valores.

Figura 2.8.1

2.8.2. Ejemplo: rejilla 5 x 5

Consideramos el MDM anterior con una rejilla de tamano 5 x 5, con casilla objetivo
ZTmeta = (4,4). No es complicado convencerse que las distintas reglas de decisién éptimas
que controlan el sistema son las que se observan en la Figura 2.8:15 Por ejemplo, una

posible regla de decisiéon 6ptima es:

O, si(z,y)=(4,4);
d((z,y)) =11, si (z,y) = (4,1),0 <1 < 4;

—, de otra forma.

De esta forma, siguiendo la politica 7* = (d*,d*,d*,...) en la casilla objetivo (4, 4),
ésta dictaria repetir constantemente la acciéon <«O=, por lo que la funcién de valor para

esa casilla es:

o((4,4),7) = E(r((4,4),0) +17((4,4), 0) +7*r((4,4), 0) + 7*r((4,4),0) + - - )

2 3 1
=1l+9+y"+y"+--= 11—

En cambio, en la casilla (0,0), la funcién de valor es:

0((0,0),7%) =E(0+ -+ +0+%r((4,4),0) +°r((4,4), 0) + 71r((4,4),0) + -+ )
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=78+79+710+-~-:ﬁ.

En general, la funcién de valor evaluada en cualquier casilla toma el valor v¢/(1—7~),
siendo £ el ntimero de pasos necesarios para llegar a la casilla objetivo.

Fijando v = 0.8 y € = 0.15, iteracién de valores converge a la funcién de valor
observada en la Figura en 19 iteraciones, aunque las reglas de decision éptimas
son encontradas en 9 iteraciones. A continuacién, se describe brevemente el cdédigo hecho:
#carga de librerias mnecesarias
import numpy as np

from scipy.spatial import distance

import matplotlib.pyplot as plt

después se crean los elementos que describen el modelo:

#casilla inicial (0,0), casilla meta (N-1,N-1)

N =5

goal = (N-1,N-1)

#conjunto de acciones : up, down, right, left, mnothing (arriba,

abajo, derecha, izquierda, no hacer nada)

actions = {"up" : (1,0), "dwn" : (-1,0),
"rght": (0,1), "1ft" : (0,-1), "nthng" : (0,0)}
vn = np.zeros ((N,N)) #funcion inicial v_0 = 0 para todos los

elementos
vni = np.zeros((N, N)) #funcion donde se guarda la nueva

iteracion

decision_grid = [] #lista para guardar las acciones optimas
iterations = 1 #conteo de iteraciones
e = 0.15 #epstilon

g 0.80 #gamma

mediante dos ciclos «for>, se barre todo el espacio de estados y se calcula la primera

iteracién de valores:

for i in range(O,N):
for r in range(O,N): #estado = = (i,7)
values = BellmanOp((i,r), vn) #aqui se calcula el

operador de Bellman
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20

(a) Laberinto tamafio 40 x 40. (b) Solucién comenzando desde (1,1).

Figura 2.8.2

vnil[i,r] = values["max"] #walor obtenido
decision_grid.append(values ["argmax"]) #la accion

codictiosa

se continua con todo el esquema de iteracion de valores:

while distance.chebyshev(np.ravel(vni), np.ravel(vn)) >= ex(l-g)
/(2xg): #norma del supremo
vn = np.copy(vni)
decision_grid = [] #nueva lista para las acciones
actualizadas

for i in range(O,N):

for r in range(O0,N): #estado z = (i,7)
values = BellmanOp((i,r), vn)
vnil[i,r] = values["max"]

decision_grid.append(values["argmax"])

iterations += 1

Siguiendo este esquema, solo es necesario modificar la estructura de las funciones
y objetos que guardan los datos, para que el cédigo quede adaptado a los siguientes

ejemplos.
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2.8.3. Ejemplo: laberinto

En aplicaciones mas realistas es natural la necesidad de considerar obsticulos. El
MDM anterior no necesita modificacion alguna, mas que la restriccién del conjunto
de estados a las casillas libres de obstaculo. Como ejemplo, se prob6 un laberinto de
tamano 40 x 40 y casilla objetivo (39, 39) (Figura . Fijando v = 0.95, se encontré
experimentalmente que se necesita ¢ = 3.8 x 10710 para que el algoritmo realice las
suficientes iteraciones (495) a fin de encontrar la regla de decisién 6ptima para todas las
casillas accesibles. Ain asi, el resultado es una regla de decisién que permite resolver el
laberinto comenzando desde cualquier casilla deseada (Figura [2.8.2D)).

Para ambos ejemplos, la implementacion realizada permite considerar cualquier con-

figuracién del MDM para el mundo de la rejilla.

2.8.4. Bandidos Armados

En la literatura se conoce como <bandido armado> (multi-armed bandit) a un mo-
delo de decision en donde un observador tiene la posibilidad de elegir entre distintos
sistemas o acciones. Dependiendo la eleccién, se obtiene una recompensa y el sistema
escogido realiza su transiciéon de estado de acuerdo a su distribucién de probabilidad
estacionaria; mientras que el estado de los otros sistemas no se ven afectados.

La descripcion para un modelo de K > 1 bandidos armados se describe mediante

un MDM de la forma siguiente:
= Sean X% i=1,2,3,..., K, los espacios de estados del i-ésimo sistema.

= El espacio de estados global es X = X' x X2 x --- x XX es decir, un elemento

x € X es de la forma:

donde cada uno de los z’, representa el estado en que se encuentra el i-ésimo

sistema.

= La accién que se realiza en cada época de decisiéon es escoger uno de los K sistemas,

por loque A={1,2,...,K},y A(z) = A, Vz € X.
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» Sii€ A, p' representa una probabilidad de transicién correspondiente al sistema

X". De igual forma, 7* es la funcién recompensa instantanea del sistema X*.

s La funcién de transicion global es entonces de la siguiente forma:

pi(st|x?), sis™=a™, Vm # i

0, de otra forma.

= Mientras que la funcién recompensa global es tal que:

El nombre que recibe este modelo viene de la situacién, donde un apostador juega
una serie de K méquinas tragamonedas (los bandidos). El jugador debe escoger qué
maquinas jugar y en que orden, a la vez que debe ir estimando las probabilidades de
victoria de cada tragamoneda.

Los modelos de bandidos armados han encontrado varias aplicaciones en areas co-
mo las de salud, finanzas, comercio, telecomunicaciones, etc. [5]. Una de las principales
aplicaciones son en sistemas de recomendacién, como lo pueden ser noticias, compras,
peliculas, musica, etc. Tales recomendaciones son descritas como un bandido armado,
donde la decisién es realizada junto con informacién adicional (contexto), como lo puede
ser, los gustos del consumidor. Estos modelos se encuentran en la literatura como ban-
didos contextuales (contextual multi-armed bandits) [21]. La relevancia de estos modelos

es tal que se desarrollan algoritmos especificos para su solucién |749, [18-21].

2.8.5. Ejemplo: bandido 2-armado

El siguiente es un ejemplo modificado de la referencia [26], capitulo 6, pagina 275]. Un
jugador puede escoger entre dos maquinas, las cuales toman los estados {zg, z1, x2, x3}

y {y0,¥y1,Y2,y3} respectivamente. En la primera maquina, los estados transitan entre



2.8. EJEMPLOS

ellos de acuerdo a la matriz de probabilidad:

Zo
i) 0.3
I 0.2
P =
i) 0.1
T3 0.4

1

0.4
0.3
0.0
0.0

T2

0.2
0.5
0.8
0.0

T3

0.1
0.0
0.1
0.6

mientras que a cada estado z;, entrega recompensa ¢ + 7, ¢ = 0,1,2, 3.

Por otro lado, en la segunda maquina, estos transitan de acuerdo a la matriz:

Yo
2o ( 0.1
0.1
Py — n
Y2 0.1
y3 \ 0.0

n

0.1
0.1
0.1

0.0

Y2
0.1
0.1
0.1

0.0

Y3

0.7
0.7
0.7
1.0

I
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y al estado y;, concede recompensa ¢ + 17,2 = 0,1,2 y a y3, le corresponde recompensa

cero.

Como puede observarse, en la primera maquina, los estados transitan reiteradamen-

te entre ellos a la vez que entrega una recompensa moderada. La segunda maquina en

cambio, otorga mas recompensa; pero a riesgo de quedar atrapada en el estado absor-

bente y3, el cual no concede recompensa. Dado un factor de descuento =, el jugador

debe escoger cuales maquinas jugar a fin de maximizar la recompensa total.

Lo anterior se plantea como un modelo de bandido 2-armado de la siguiente manera:

» Espacios de estados X! = {xg, 21,29, 73}; X2 = {90,%1,¥2,y3}; espacio global

X =X!'x X2

» y espacio de acciones A = {1, 2}.
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= La funcién de transicién global es:

Pi(xg, 1), sij=1,y Yn = Yn;

p((x1, yn) | (T, Ym), ) = Py(Ymsyn), Sij=2,yxr =2y

0, de otra forma;

donde Pj(z;,x;), l = 1,2; representa la probabilidad de transicién de x; a x; (y;

a y;), es decir, el elemento (7,7) de F.

= Las funciones recompensa son:
ri(x) =i+7, i=0,1,2,3;

P17, i=0,1,2:
ra(yi) =
0, i=3.

y funcién recompensa global:

, ri(z)  sij=1;
r((z1,ym), J) =
r2(Ym) sij=2.

Dados v = 0.95 y € = 0.15, iteracién de valores encuentra la regla de decision e-
6ptima d. en 151 iteraciones. Los resultados se muestran en la Tabla [2.8.1] Por ejemplo,
la regla de decision para el estado (x2,y1), es de(z2,y1) = 2, y comenzando a jugar a
partir de ese estado siguiendo la politica m = (d., d¢, d., . . .), obtendria aproximadamente
v (29, 1) = 186.77 unidades de recompensa. De forma andloga se lee el resto de la

tabla.
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Yo Y1 Y2 Ys
(IEi, yj) d. 151 d. 151 d. p151 d. 151
Zg 2 182.67 2 183.67 2 184.67 1 170.42
T 2 184.05 2 185.05 2 186.05 1 171.9
To 2 18577 2 186.77 2 18777 1 173.76
I3 2 18586 2 18686 2 187.86 1 173.85
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Tabla 2.8.1. Regla de decisiéon y recompensa descontada esperada encontrada mediante itera-

cién de valores.






Capitulo 3

Aprendizaje por Refuerzo

Como se menciono en la introduccién, en la literatura es comun referirnos a apren-
dizaje por refuerzo como la familia de algoritmos para los cuales no es necesario conocer
por completo su respectivo PDM. Esto marca una clara separacién respecto a los algo-
ritmos de PD.

Sin embargo, es necesario mencionar que el algoritmo presentado en este capitulo
(seccién corresponde a una familia contenida en los algoritmos de AR; y ademas,
de las ideas presentadas, surgen otros tipos de algoritmos con enfoques muy distintos.

La mayor parte de las definiciones y resultados pueden encontrarse con mayor o
menor detalle en las referencias [4} 6, 11, |30} |35].

Recordamos que en este trabajo solo se presenta el caso de horizonte infinito; ademas

de que en este capitulo se van a considerar las siguientes suposiciones:
Suposicién 3.0.1.
a) Espacio de estados X y conjunto de acciones A finitos.

b) Funcién de recompensa cuya varianza es acotada: existe R € R tal que:
Var(r(X;,Y;)) <R, t>0.

c) Factor de descuento « € [0, 1).

La Suposicién (3.0.1)(a) es utilizada en todo el capitulo.
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3.1. (@-funciones de Valor

Una funcién de valor retorna el rendimiento esperado de una politica de decisién
comenzando desde un estado inicial. Con el propésito de medir el mismo rendimiento,

pero ahora considerando un estado y accién inicial, se introduce la siguiente definicion.

Definicién 3.1.1. Dados (7,a) € K y 7 € II¥ arbitrarios. Sea (2, H, PT,{X;}) el
respectivo PDM con estado-accién inicial (X, Yp) = (z,a). Dado v € [0, 1), la funcién

Q : K x I — R definida como:

Q((z,a),7) =FE" <Z Yr(Xe,Yy) | Xo=2,Yy = a> (3.1.1)
=0
=r(z,a) +E" (i Yr( Xy, Vi) | Xo = 2, Yo = a); (3.1.2)
t=1

recibe el nombre de Q-funcién de valor. A fin de simplificar los argumentos, se denotara

como Q7 (z,a).

Su finalidad es la misma que las funciones de valor: evaluar el rendimiento de una
politica de decisién partiendo de un par estado-accién inicial. Ambas funciones se rela-

cionan de acuerdo al siguiente lema.

Lema 3.1.1. Dada una politica de decision arbitraria © = (do,dy,da,ds,...) € TI¥, se

tiene que

v(z,m) = Z Q™ (xz,a)mp(a]|x); (3.1.3)
a€A(x)
Q™ (z,a) =r(z,a) + VE™ (v(X1,7") | Xo = z,Yp = a); (3.1.4)

siendo ' = (dy,ds,ds, . ..).

Demostracion. Sean xz € X y m € II%, calculamos

v(z,m) = E° <§ +r(X0, Vi) | Xo = x>

t=0

(o]
=Y (@, )P (X = 24, Yy = ar | Xo = 2)
=0
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o0
=Y A'r(zear)
t=0

Z P Xy =2, Y, = a | Xo =z, Yo = a)mo(a| m)]
acA(z)

= Z lZ’yrﬂ;t,at Xt—xt,Yt—at|X0—:L‘Yo—a)]wo(ahz)
acA(x)

(e.o]
= ) E”(thr X, Y1) |X0—33Y0—a>7rg(aac)

a€A(x) t=0

= Y Q(z,a)mo(a]a).

acA(zx)

Por otro lado
e.@)
Q™ (x,a) =r(z,a) +E" (Z Yr(Xe,Yy) | Xo=2,Yy = a)
t=1

o0
=r(z,a) +~E" (E”’ (Z A (XL V) | X = x1> | Xo=2,Yy = a)

t=1

=r(z,a) + vE" (v(X1,7') | Xo = 2, Yo = a).

O]

Se observa que si m = (d,d,d,...), con d € DMP la ecuacién ([3.1.3) dice v(z,m) =
Q" (z,d(x)).

Por otro lado, la ecuacion (3.1.4]) sugiere una definicién alternativa a las Q-funciones

de valor. Definimos @ : K x II®¥ — R como:
Q((x,a),7) = r(z,a) + YE@W(X1,7)| Xo = 2, Yo = a);

siendo la esperanza E respecto a la medida de probabilidad p(-|z,a). Es decir, in-
terpretamos a Q7 (x,a) como la recompensa inmediata del estado-accién (x,a) méas la
esperanza condicionada de la funcién de valor siguiendo la politica .

Al igual que con la funcién de valor 6ptimo, se tiene el analogo con las @Q-funciones.

Definiciéon 3.1.2. La funcién Q* : K — R definida como:

Q" (z,a) = sup Q"(z,a); (3.1.5)

wellHR

recibe el nombre de Q-funcion optima.
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Por lo tanto, planteamos el problema de control éptimo diciendo que una politica

de decisién 7% € 7 es éptima (e-6ptima) cuando satisface:

Q*($7a) = QW*(xa a)7 V(ZL‘,(L) € K;

(Q*(z,0) < Q" (z,a) +¢, V(z,a) €K).
Proposicién 3.1.2. Para todo x € X se cumple que

v*(x) ZQE%)Q (2, a).

Demostracion. Sea xz € X y 7 € IR arbitrarios. De la ecuacién (3.1.3)) tenemos que

la funcién de valor es el promedio de las Q-funciones de valor, entonces debe de ser que

< méix QT < méix Q* :
v(z,m) < aré%)Q (z,a) < ag%)Q (z,a);

y como 7 es arbitrario

v*(z) < mix Q*(z,a).
ac€A(x)
Sea 7* = (d*,7**) € ! una politica éptima, usando la ecuacion (3.1.4)) se tiene

que

Q”*(x, a) = Eﬂ*(r(x, a) +yu(X1, 7)) | Xo =2,Yy = a)
<E™ (r(w,a’) + yo(X1,7) | Xo = x)

= v(z,7");

por lo tanto

y por ser a € A(x) arbitraria

z * < * .
aglf(’i)Q (z,a) < v¥(z)
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Observacion 3.1.1. En la proposiciéon anterior es posible cambiar méximo por supremo

en caso de que se estén considerando conjuntos de estados y acciones numerables.

3.2. Operador de Bellman para ()-funciones

Representamos por (Q, ||-||) el espacio vectorial normado de funciones reales acotadas

sobre K con la norma del supremo.

Definicién 3.2.1 (Operador de Bellman para @Q-funciones). Considerando las Suposi-

ciones definimos el operador T: Q@ — Q:

Tq(x,a) =r(z,a) 4+~ Z p(jlz,a) ;Ielji(‘) q(4,a"), (z,a) € K. (3.2.1)
jeX @Al

Teorema 3.2.1. Dadas las Suposiciones se cumple que
TQ(x,a) = Q*(z,a), V(z,a)€K;
es decir, Q* es solucion al sistema de ecuaciones

a(z.a) =r(@.a)+7 3 plilea) mix q(.d), Ve@aeKgeQ  (322)
jeX aeal

Tal sistema se conoce como ecuaciones de Bellman para Q-funciones.

Demostracion. Sean (x,a) € Ky 7 = (do,dy,ds,ds,...) € IIME arbitrarios. Calculamos

Q" (x,a) = r(z,a) + yE" (v(X1,7") | Xo = 2, Yo = a)

= (@) +7 Y p(i |z, a)o(j, ™)
jeX

<r(z,a) +v ) p(j |z, a)v*(j)
JEX

= r(z,a) +7 Y p(j| 2, a) méx Q*(j.a));
= a/€A()
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siendo 7' = (dy,ds,ds,...). Como 7 es arbitrario, tenemos que

Q*(z,a) <r(z,a) +v Y p(jlz,a) mix Q*(j,a').

jex a’€A(j)
Dado (z,a) € K, sea £ > 0. Construimos m € IIM# de forma que
vz, m) > v () — €
entonces
Q™ (z,a) = r(z,a) + 7Y p(j|z,a)v(j, )

jEX

> r(z,a) +7 ) p(i |z, a)(v(j) — )
jEX

=r(z,a) +v ) p(jlz,a)v™(j) — e
jeX

=r(w,a) +7 Y p(jlz,a)o*(j) — e
jeX

=r(z,a) +7 ) p(j|e,a) mix Q*(j,a') — ve;
jeX a’€A(j)

siendo 7’ = (dy,da,ds, . ..). Haciendo € — 0, tenemos

Q" (x,a) > r(z,a) +v Y p(j|z,a) mix Q*(j,d);
jEX a’€A(j)

pero Q*(z,a) > Q™ (x,a), por lo tanto debe de ser que
Q*(z,a) > r(z,a) +v > p(jlz,a) méx Q*(j,d).
: a'€A()
jeX
O

Usando el resultado anterior y junto a la Proposicién [3.1.2] se puede expresar a Q*

COmo:

Q" (x,a) :r(x,a)—i—fyZp(j\:c,a)v*(j), (z,a) € K.
JEX
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Proposicién 3.2.2. El operador de Bellman para Q-funciones es una contraccion en

Q.

Demostracion. Dados g, w € O, se tiene que

z,a

il Z p(j|z,a) (a/méx q(j,a") — méx w(j, a’))‘

|Tq — Tw|| = max
( jex €A®) a'€A(j)

< max N 2.a) max d) —wiid
< gudx 1 2 2 12,0) el o) - wli,a)

< méx 7> p(jlwz,a)|g—wl|
(z,a)€K jex

=7llg = wll.

3.3. Existencia de Politicas ()ptimas

Como consecuencia de los dos resultados de la seccién anterior, se tiene el siguiente

Teorema andlogo a [2.3.1]y 2-4.1]

Teorema 3.3.1. Bajo las suposiciones [3.0.1] se tiene lo siguiente.

a) Existe un unico elemento q* € Q el cual satisface Tq* = q*. Ademds, ¢* = Q™.

HHR

/sy . . ./ 7 . . 7z . * ./
b) Una politica de decision m* € es optima si y sélo si Q7 es solucion a las

ecuaciones Bellman (3.2.2]).

Demostracidn. Se prueba de forma similar a como se hizo en los Teoremas [2.3.1] y

247 O

Los resultados de la seccién 2.4 son de ayuda para asegurar la existencia de politicas
Optimas obtenidas por medio de ()-funciones.

Sige Qyde DMP definimos a gz € V como qq(z) == q(z,d(z)).

Definicién 3.3.1. Dado ¢ € Q. Una regla de decision d, € DMD es g-avariciosa (¢-
greedy en inglés) si:

qd, = MA4x qq
q deDMD
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Escrita en términos de componentes, d, es g-avariciosa si es tal que:

dq¢(z) = argméxq(x,a), Vre X.
acA(z)
Corolario 3.3.2. Si d* € DMP es una regla de decision Q*-avariciosa, entonces la

politica de decision T = (d*,d*,d*,...) es dptima.

Demostracion. Dado que
V(@) = mix Q'(r.0)
= Q" (z,d"(z))
=r(z,d"(x)) +~ ) p(j |2, d*(x)v*(5)

jEX

= r¢-(2) + v[Pav™](2);

y como Lv* = v*, concluimos que d* también es una regla de decisién conservadora.

Por lo tanto, el Teorema b) nos dice que 7 es 6ptima. O

Dado que los conjuntos X y A son finitos, siempre se puede construir una regla de
decisién QQ*-avariciosa, y por lo tanto siempre existe al menos una politica de decision

optima.

3.4. (-learning

Con los resultados presentados hasta ahora, es posible formular una version de ite-
racién de valores para las ()-funciones, del cual se puede obtener politicas de decisiéon
6ptimas. Tal algoritmo puede encontrarse en la literatura como Q-iteration [6, |11]; alli
mismo también se presenta una versién de iteracién de politicas para las Q-funciones.
Estos algoritmos siguen formando parte de PD, por lo que contintian con las mismas
desventajas ya mencionadas en la secciéon

A fin de prescindir del modelo completo correspondiente al PDM, Watkins [32, [33]

desarroll6 el algoritmo Q-learning, basado en los algoritmos tipo RobbinsfMonr(ﬂ y la

1Ver Teorema
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teoria de aproximacion estocdstica.
Algoritmo 3.4.1 (Q-learning).

1. Fijamos Q° € Q; N > 0; n = 0; y () una sucesién que cumple con Y, oy, (7, a) =

00, 3, 2(r,a) < oo, ¥(z,a) € K.

2. Seleccionamos un estado X,, = x, € X de manera arbitraria. Después escogemos

Y, = a, € A(x,) siguiendo algun procedimiento.

3. Observamos los resultados de realizar la accién a, en el sistema. Es decir, obte-

nemos r(z,, ay) y el nuevo estado del sistema X, 11 = s.

4. Para todo (,a) € K, calculamos Q""!(z,a) como:

(]‘ 70571('1‘7@))@”(1’7 a) .
- si (z,a) = (xn, an);
Q" (z,a) = + an(x,a)(r(z,a) + YWh(s)), (3.4.1)

Q"(z,a), si (2,a) # (@n, an);
siendo Wy, (z) = mdxye o) Q" (7, a’).

5. Sin+1 = N, ir al paso 6. En caso contrario incrementar n en una unidad y

regresar al paso 2 con X, = s.

6. Para cada x € X, escogemos

dy(z) = argméx Q" (2, a); (3.4.2)
acA(x)

y el algoritmo concluye.

Una libertad que se tiene en el paso 2 es la accién a tomar. Para tal eleccion
aparecen dos opciones naturales por las que uno puede optar; la primera es <explo-
tar> el conocimiento obtenido de las iteraciones realizando acciones codiciosas: Y,, =
arg MaX,e A(z,,) Q" (xp,a); la segunda opcién natural, es escoger Y,, de manera aleato-
ria con probabilidad 1/|A(zy)|, de esta forma el algoritmo tiene mas oportunidad de

<explorars el rendimiento de otras acciones.
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Ambas opciones pueden combinarse de la siguiente manera: dado ¢ € [0, 1] escogemos

la accion en la iteracion n como:

_Jarg MAX e A(g,) @ (Tn;a), con probabilidad 1 — e;

' an, ~ Uniforme(A(zy,)), con probabilidad e.

El ntimero ¢ recibe el nombre de probabilidad de exploracion, y las acciones elegidas
de esa forma reciben el nombre de e-codiciosas (e-greedy), éstas permiten un balance
entre la explotacién y exploracion de las Q-funciones. Incluso puede considerarse una
sucesién (e,,) de probabilidades de transicién, que para iteraciones muy avanzadas, fa-
vorezca mas la eleccién de acciones codiciosas (ver el algoritmo de @Q-learning de la
referencia [6}, pagina 30]).

El balance entre explotar el conocimiento y explorar el sistema (exploration - exploi-
tation trade-off [35]) es algo que tener en cuenta en los algoritmos de AR. En el caso
del apostador que se menciond en la seccién éste juega con el fin de maximizar
sus ganancias de acuerdo (explotando) a su experiencia que tiene con las distintas tra-
gamonedas; sin embargo, jugar (explorar) aleatoriamente otras tragamonedas le puede
llevar a nuevas estrategias que mejoren a largo plazo su ganancia.

Respecto a la sucesion (ay,), sus términos reciben el nombre de tamarno de paso o
tasa de aprendizaje (step size, learning rate [11]). Como puede apreciarse en el proceso
de actualizacién del algoritmo, su funcién es asignar un peso a los términos Q" (x,a) y
r(z,a) +~yWy,(s) con los que la nueva funcién se actualiza. Algunos ejemplos son (otros

pueden consultarse en |11} capitulo 7]):

—_

_ log(n)

(3.4.3)

Qp = —; Qn

3

Finalmente, mencionamos la falta de necesidad de las probabilidades de transicién
en el paso 3, inicamente se requiere de la realizacién del siguiente estado. Tal resultado
puede ser obtenido mediante simulacién o una interaccién en tiempo real con el sistema.
Algoritmos que requieren el uso de un simulador se dice que son implementaciones fuera
de linea (off-line), mientras que los algoritmos que utilizan la observacién en tiempo real

del verdadero sistema, se denominan implementaciones en linea (on-line) |11, 35].
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El siguiente teorema respecto la convergencia del algoritmo de @-learning fue pro-
bado por Watkins & Dayan en [33], sin embargo las pruebas dadas por Jaakkola et al.

[15, [16], siguen més las ideas de la aproximacion estocéstica.

Teorema 3.4.1. Sea Q° € Q y (Q™) generada mediante el Algoritmo paran > 1.
Bajo las Suposiciones se tiene que ||Q™ — Q*|| = 0 cuando n — co.

Demostracion. La demostracion utiliza el resultado de convergencia estocastica presen-
tado en el Teorema Dado (z,a) € K y suponiendo X,,+1 = s, al proceso de
actualizacion restamos de ambos lados de la igualdad el término Q*(z,a), y al lado

derecho sumamos y restamos oy, (x,a)Q*(z,a); de forma que se tiene

Q" (x,a) — Q*(x,a) = (1 — an(z,a))(Q"(x,a) — Q*(x,a))
+ an('%a)(r(x?a) + 7Wn(3) - Q*<$, a));

definiendo

B = an;
An(x,a) = Qn(x7a) - Q*($aa);
Fn($7a) = T‘(:L’, (I) + ’VWn(S) - Q*(IL‘,CL);

observamos que el procedimiento de actualizacion tiene la forma del proceso en la ecua-
cion (A.2.1). Ahora, la esperanza condicional de F,, respecto a la historia del proceso

es

E(r(xz,a) + YWn(Xnt1) — Q" (z,a) | Fpn) = Z p(s|x,a) [r(x,a)
seX

+7 méx Q"(s,a’) —Q*(:v,a)]

a’'€A(s)
= TQ”(.’E,G) - Q*(xa a)

= TQn(x7 CL) - TQ*(QZ, a)§
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entonces

[E(Fn(z, a) [ Fo)l| = I1TQ"(x,a) = TQ(z,a)]|
<Q"(x,a) = Q*(x,a)||
=714

Por otro lado, la varianza

Var(F,(z,a) | Fn) = E((r(2, a) + yWn(Xny1) — Q% (2, a)
~TQ"(x,a) + TQ*(x,0))* | F,)
= E((r(z, a) + 1 Wa(Xns1) — TQ"(z,))* | F)
= Var(r(z, a) + yWn(Xn41) [ Fn)
= Var(r(z,a) | F) + v Var(Wp(Xnt1) | Fn)
+ vCov(r(z,a), Wp(Xn+t1))
< Var(r(z,a) | Fp) + 7> Var(Wy (Xnt1) | Fn) +7
< Rty 7 (BOV (K1) | Fa) = EX(Wa(Xoir) | F))
< R+ 7+ EWe (Xn1) | Fa)
< R+7+7°11Q"?
= R+ +7°01Q" + Ay
< R+ +22(1Q7] + 1 Aal)?
<Rty )

= C(L+ Al

2
siendo M = méx(g gyex (, a), y C = (R 2 (2L + A1) )/(1 IAD2.
Por lo tanto todas las condiciones del Teorema se cumplen y concluimos que A,, — 0

c.s. O]

Observacion 3.4.1. La convergencia también sucede cuando v = 1. Tal caso es discutido

en las referencias |15, |16].
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3.4.1. Sistemas Episédicos

Puede ser que la dindmica de un sistema contenga un estado final o bien que sea un
sistema de horizonte finito. En ambos casos, nos referimos a una configuracion del siste-
ma y su respectiva evoluciéon hasta su estado final u horizonte finito como un episodio.
Con los debidos ajustes al Algoritmo [3.4.1], es posible resolver sistemas episdicos.

En el caso de un sistema con estado terminal xp € X (o varios), una modificacién

al quinto paso del algoritmo es:

5. Si s = xp, ir al paso 6. En caso contrario incrementar n en una unidad y regresar

al paso 2 con X,, = s.

Junto con una funcién recompensa adecuada, el algoritmo aprenderia a controlar el
sistema, con el fin de alcanzar o evitar tal estado terminal. Un problema surge cuan-
do tales estados terminales son accedidos en épocas de decision muy tempranas; pues
el algoritmo no tendria el suficiente tiempo para lograr una buena aproximacién (lo
mismo puede suceder para un sistema con horizonte finito muy corto). Tal problema
es solventado repitiendo todos los pasos completos del algoritmo una cantidad fija de
episodios, empezando cada episodio con funcién inicial la tltima @-funcién aprendida.
Es precisamente esta versién del algoritmo Q-learning presentado en las referencias 30,

35)

3.5. Error en las ()-funciones de Valor Aproxi-
madas

En la misma referencia 28], Singh & Yee, presentan un resultado similar al Teorema

para Q-learning.

Teorema 3.5.1. Dados los conjuntos de estados y acciones, X y A finitos, y v € [0, 1).
Siq e Q es tal que ||Q* —q|| < ¢e; y mq, = (dg,dg,dy, . ..), con dy una regla de decision

q-avariciosa. Entonces

2e

Q (o7 (@) — Q7 (2. dy () < 1=

(3.5.1)
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siendo 7 = (d*,d*,d*,...), d* € DMP una politica de decision éptima.

Demostracion. Sea z € X tal que
Q" (z, 7" (x)) — Q™4 (x,dg(x)) < Q7(2,77(2)) — Q" (2,dg(2)), VreX.

Escribimos d*(z) = a y dy(2) = b. Dado que d, es g-avariciosa, entonces debe de ser
que

q(z,a) < q(2,b);

y utilizando la suposicion

Q*(z,a) —e < Q*(2,b) + ¢

reescribiendo

r(z,a) —r(z,b) <2+~ Y p(jlzb) }naX Q*(j,d) =~ _ p(jlza) maX Q (4, a).
jeX €A jeX a'€A

Por otro lado

Q*(z,a) — Q™ (2,b) = r(z,a) +v > _ p(j| 2,a) rg%Q(J, a’)

JjeX

—r(z,b) —v > _ p(jl2zb)v(j,ma,)

jeX
< 2s+vzp(j|z,b)< ,max Q*(j,a) — v(]km,))
jex €A®)

=244 Y plj] 2,b) (a,méx, Q"(G.a') ~ Q™. dqm))

jex €A®)

<2+ ) p(i126)(Q (2 a) — QT (2,0));

jEX

por lo tanto

Q(z,a) — Q™4 (z,0) <
O

Observacion 3.5.1. El resultado original (ecuacion (3.5.1])) presentado en la referencia
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[28] es el siguiente:
2e

1—7

Q" (z, 7 (x)) — q(x,dy(z)) <

Suponemos se trata de un error de escritura, y el resultado correcto es el presentado

en este trabajo.

El resultado anterior proporciona el error de aproximacién para una politica de
decisién obtenida mediante ()-learning. Si (Q™) es generada mediante el Algoritmo

dado € > 0, existe N > 0 tal que HQN — Q|| < (1—7)e/2. Entonces la regla de decisién

dy € DMP construida de forma que sea QV-avariciosa, cumple que:
Q*(xz,a) — Q™ (z,a) <eg, V(z,a)€K;

siendo 7 = (dn,dn,dn,...). Es decir, mx es una politica e-6ptima.
Si bien se puede conocer el error de aproximacién, el resultado no deja de ser tedrico,
pues es necesario conocer por completo la funcién Q*, lo cual en la practica no siempre

es posible.

3.6. Desventajas de (J-learning

No es dificil observar que la teoria referente a (Q-learning sigue las ideas de PD. Hay
relaciones y recursividad entre las ()-funciones y las funciones de valor; se designa una Q-
funcién éptima y un operador de programacién dindmica que resulta ser una contracciéon
en el espacio de estados-acciones admisibles y cuyo punto fijo es esta funcién 6ptima. La
relevancia de este ultimo resultado se aprecia en la prueba respecto a la convergencia
del algoritmo.

Los dos siguientes puntos son las principales diferencias entre el algoritmo de itera-

cién de valores y QQ-learning:

= (Q-learning no requiere del modelo completo del MDM a diferencia de iteracién

de valores.

= En iteracién de valores, durante el proceso de una actualizacion, se genera una

nueva aproximacion para todos los estados del sistema. En cambio, para el caso
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de una iteracién de Q-learning, inicamente se genera una nueva aproximaciéon

para el elemento del espacio de estados-acciones correspondiente a esa iteracion.

El dltimo punto es debido a la naturaleza estocéstica del algoritmo. El aprendizaje
de la Q-funcién éptima sucede conforme van ocurriendo las parejas de estados-acciones
en las observaciones que se hacen al sistema. Como es comentado en la referencia [33|
pégina 281], en las suposiciones respecto a la convergencia del Algoritmo viene
implicito la necesidad de que todos los pares de estados-acciones sean visitados un
numero infinito de veces.

Q-learning pertenece a la familia de algoritmos tipo <diferencia temporal> (tempo-
ral difference learning -TD-). El proceso de actualizacién de la ecuacién puede

reescribirse como

Q" (x,a) = Q"(x,a) + an(z,a)d,(z, a);

siendo 8" (z,a) = r(z,a) + YW, (s) — Q" (x, a) el error (TD error) entre la aproximacién
Q" (z,a) y la nueva estimacién r(z,a) + YW, (s). La similitud entre los algoritmos tipo
TD y los de PD, es que utilizan estimaciones pasadas para las siguientes aproximaciones
a realizar; con diferencia que los algoritmos tipo TD realizan un bootstrap a las estima-
ciones ya conocidas [30]. Otros algoritmos de esta familia se distinguen principalmente

por su TD error [30]:

= TD(0):
0" () = r(s, ans1) + " (s) —v"(2);

= SARSA:
6n('r7 a’) - 7"(.7), a) + ’YQn(& an+1) - Qn(xa a’);

= Double Q-learning [13]:

517}1(337 a) = T(xv a’) + ’7Q%(57 a/) - QZ(‘% a),

0p(x,a) =r(z,a) +yQ4(s,V) — Qp(x, a);

donde @' = argmax, e a(5) Q%(5,a), V' = argmax,c 55 QB(s,a); y 0% 6 0% son

escogidos aleatoriamente.
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La naturaleza estocéstica de esta familia de algoritmos solventan «la maldicién del

modelo» que PD presenta.

3.6.1. Dimension del MDM

Q-learning es un método tabular. Sin embargo, el hecho de que en cada iteracién se
actualice inicamente un valor de una pareja de estado-accién, permite que en la practica
sea necesario reservar memoria para solo una @-funcién. Adn asi, para conjuntos de
estados y acciones muy grandes, tal cosa puede llegar a ser imposible.

Por otro lado, cuando la dimensién es demasiado grande, el proceso de aprendizaje
es muy lento. Esto debido a que deben pasar muchas iteraciones para que el algoritmo
haya recorrido todas las parejas de estados-acciones las suficientes veces como para tener
una aproximaciéon adecuada.

Entonces, Q)-learning y el resto de algoritmos basados en la aproximacion estocastica,

siguen presentando la maldicién de dimensionalidad.

3.7. Ejemplos

Los siguientes son ejemplos de sistemas cuyas probabilidades de transicién son difici-
les de conocer y por lo tanto el algoritmo de @Q-learning se presta para resolverlos. Tales
ejemplos son simuladores de un taxi y del juego de blackjack; los cuales estan implemen-
tados en la libreria Gymnasiurrﬂ Dicha libreria contiene implementaciones de diversos
sistemas aptos para probar algoritmos de AR; la ventaja que se obtiene es la consistencia
que se tiene para acceder a los elementos correspondientes de los MDM, asi como para
realizar evoluciones de los sistemas; por lo que se vuelve muy facil reutilizar y adaptar
codigos ya realizados.

Debido a la naturaleza episédica de los sistemas, se utilizaron las adaptaciones al
algoritmo de (Q-learning mencionadas en la subseccién Para ambos sistemas se
realizaron simulaciones siguiendo las politicas obtenidas con las aproximaciones realiza-
das. Los resultados obtenidos fueron los célculos de la recompensa promedio y la tasa de

éxito del sistema, los cuales dan una idea del rendimiento de la aproximacién realizada.

’https://gymnasium.farama.org
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3.7.1. Ejemplo: Taxi

El ejemplo del taxi es un sistema de rejilla con la tarea extra de recoger a un pasajero
y llevarlo a su destino. La implementacién que se encuentra en la libreria Gymnasiumﬂ
consiste en una rejilla de tamano 5 x 5; la posiciéon inicial del taxi es en un punto
aleatorio de la rejilla; mientras que el pasajero inicia aleatoriamente en una de las casillas
roja, verde, amarilla, o azul; con alguna de las casillas antes mencionadas como destino
(ver Figura . Nos referimos a un episodio del sistema desde que comienza en el
estado inicial hasta que el sistema termina, lo cual ocurre cuando el pasajero es llevado
correctamente a su destino, o bien, pasan doscientas épocas de decisién. Intentamos dar

su descripcion como un MDM de la siguiente manera:

= Aparte de las veinticinco casillas accesibles para el taxi, se debe de tomar en
cuenta la ubicacién del pasajero y de su destino. Se asignan los valores de 0 a la
casilla roja, 1 a la verde, 2 amarilla, 3 azul, y 4 a si el pasajero se encuentra en
el taxi. Por otro lado, si (7,7) es la posicién del taxi en la rejilla, entonces, un

elemento x del espacio de estados es codificado de la siguiente manera:
x = ((i x5+ j) * 5 + ubicacién del pasajero) x 4 + destino del pasajero;

entonces X = {0,1,2,3,...,497,498,499}; y | X| = 500, pues hay 5 x 5 x 5 x 4

posibles estados.

» Al igual que en la seccién [2.871] el conjunto de acciones corresponde a los cuatro
movimientos que el taxi puede realizar en la rejilla, con el extra de que ahora hay

acciones correspondientes para recoger y bajar al pasajero:

A={l,T,—, <, “Recoger pasajero”, “Bajar pasajero”}.

= Respecto a los conjuntos de acciones admisibles, estos coinciden con el de acciones:
A(x) = A, Vo € X. De esta forma |K| = 3000. Realizar acciones que no tienen

sentido para algin estado del sistema se vera reflejado en la funcién recompensa.

3https://gymnasium.farama.org/environments/toy_text/taxi/
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= Las transiciones de estado son deterministas, es decir, la accion T desplaza al taxi
una casilla arriba. Realizar acciones inadmisibles, como mover el taxi fuera de la

rejilla, simplemente no cambian el estado del sistema.

» La funcién de recompensa retorna lo siguiente: —1 por cada accién realizada en
cada época de decisién; a menos que el pasajero sea llevado a su destino, para lo
cual proporciona el valor de 20; finalmente realizar la accién de recoger o bajar

pasajero donde no corresponde, devuelve —10.

Simulaciones correspondientes a las Q-funciones aproximadas
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Figura 3.7.1. Para el proceso de aprendizaje se fijaron los valores de v = 0.95, ¢ = 0.60 (para

la busqueda e-codiciosa); y como tasa de aprendizaje a,, = log(n)/n.

Se midid el rendimiento de @-learning en funcién del niimero de episodios que se
hayan utilizado para el entrenamiento. Con cada Q-funcién y (regla de decisién derivada)
a probar, se simulé el sistema cinco mil veces, a fin de obtener la recompensa descontada
promedio y la tasa de éxito (si el pasajero fue llevado a su destino correctamente). Como
se aprecia en la Figura [3.7.1] a partir de dos mil episodios, la recompensa promedio se
estabiliza y las aproximaciones superan el 95% de tasa de éxito.

Se realizé una aproximacion a la @Q-funciéon con dos mil episodios. Tal aproximacion

la podemos observar en la Figura [3.7.2] Realizando cinco mil simulaciones con la regla
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de decisiéon derivada; ésta obtiene 0.975 unidades de recompensa descontada promedio,
asi como una tasa de éxito de 95.7%. Sin embargo, por la naturaleza estocastica del
algoritmo, estos valores pueden cambiar si se vuelve a aproximar otra ()-funcién. Una
realizaciéon del sistema siguiendo la regla de decisién obtenida aprecia en la Figura3.7.3

Describimos brevemente el cédigo utilizado: como siempre, se inicia cargando las

librerias necesarias

import numpy as np
import gymnasium as gym

from gymnasium.wrappers import TimeLimit

después, con fin de poder entrenar varios sistemas con configuraciones distintas, es ttil

crear una clase que contenga lo necesario para entrenar cada uno de ellos:

class TaxiEnv:
def __init__(self, episodes):

self .episodes = episodes # k episodios para
entrenar

self .rng = np.random.default_rng()

self.env = gym.make("Taxi-v3", render_mode="
rgb_array") .env #sistema de tazi

self.env = TimelLimit (self.env, max_episode_steps

=200) #timpo mazimo de iteraciones

self.states_n = self.env.observation_space.n
self.actions_n = self.env.action_space.n
self .epsilon = 0.60 # para la busqueda codiciosa

self .gamma = 0.95 #gamma
self.q_func = np.zeros((self.states_n, self.

actions_n)) #4niciar {-funcion como cero

def _eg_action(self, x): #seleccionar accion epislon-
codictosa
y = self.rng.random()
if y >= self.epsilon:
a = self.env.action_space.sample() #
exploracion

else:
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a = self.q_func[x].argmax() #codiciosa

return a

def q_learn(self): #procedimiento de {-learning

for k in range(self.episodes): #los k episodes

n =20

xn, info = self.env.reset() #inicializa el
sistema

episode_finished = False

episode_truncation = False

while episode_finished == False:

if episode_truncation == True:

break #detenerse si se alcanza
maxzimo de <teraciones

else:

an = self._eg_action(xn)

s, reward, episode_finished,
episode_truncation, info =
self .env.step(an) #aplica
accion y observa transicion de

sistema

n += 1

#calculo y actualizacion de
valores

alphan = (np.log(n))/(n) #
alpha_n(zn,an)

Qn = self.q_func[xn,an] # @n(zn,
an)

Wn = self.q_func[s].max() # Wn(s)

Qit = (1 - alphan)*Qn + alphanx*(
reward + self.gamma*Wn) #{_n+1

self.q_func[xn,an] = Qit

Xxn = 8

def max_qfunc(self):
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return self.q_func.max(axis = 1)

def d_rule(self):

return self.q_func.argmax(axis = 1)

con la clase definida, solamente es cuestion de crear los objetos

taxi_env = TaxiEnv (2000) #crear objeto
taxi_env.q_learn() #entrenarlo

#guardar resultados

q_func taxi_env.q_func

d_rule taxi_env.d_rule ()

Es facil ver como la libreria Gymnasium facilita poder reutilizar cédigo en otros

sistemas u otro tipo de algoritmo.

3.7.2. Ejemplo: Blackjack

El siguiente ejemplo es planteado en la referencia |30, capitulo 5, pégina 93|, y es
analizado mediante métodos tipo Monte Carlo; sin embargo, aqui es resuelto mediante
Q@-learning. El objetivo del blackjack es obtener cartas cuya suma se acerque los mas
posible sin sobrepasar el valor de 21. El jugador compite contra el dealer; al inicio del
juego ambos reciben dos cartas, una carta del dealer se mantiene boca abajo, mientras
que las dos del jugador son visibles; en base a lo que el jugador observa, escoge pedir
més cartas al dealer (hits), o bien mantenerse con las que ya tiene (sticks). Si el jugador
pide més cartas y su suma sobrepasa 21, pierde y el juego termina; cuando decide
mantenerse, finaliza su turno y comienza el del dealer, el cual debe sacar cartas hasta
que su suma sea de 17 6 maés; si la suma del dealer excede 21, la victoria es para el
jugador, en caso contrario, la victoria (o empate) depende de cual suma es més cercana
a 21. Los valores de las cartas son los siguientes: los J, Q y K valen 10; el as, su
valor es de 1 6 11 a conveniencia del jugador (cuando el valor es de 11 sin que haga
perder la partida al jugador, se dice que es un as usable); para el resto de cartas su
valor corresponde a su valor numérico. Puede suceder que al inicio del juego, el jugador
obtenga 21 inmediatamente, en tal caso, es victoria para el, a menos que el dealer

también haya obtenido inmediatamente 21 (empate).
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Q-funcioén aproximada con 2000 episodios
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Figura 3.7.2. El orden de las acciones coincide con la dada en la descripcién como MDM.
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(a) Una posible configuracién inicial del sistema. (b)

(c) (d) La duracién del trayecto fue de diez épocas de

decisién.

Figura 3.7.3. En el repositorio donde se encuentran los codigos, se puede apreciar una anima-

cién similar a esta en formato de video.
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A continuacion damos su descripciéon como un MDM:

= Fl jugador en todo momento tiene conocimiento de lo siguiente: la suma de sus
cartas, la carta visible del dealer, y si el jugador cuenta con algtin as. Entonces

representamos un elemento x del espacio de estados como la tripleta

x = (“suma del jugador”, “carta dealer”, “as usable”);
con “suma del jugador” tomando los valores {4,5,6,...,19,20,21}. “As usable”
los valores {0,1}; donde 1 representa si se cuenta con el as usable y 0 el caso

contrario.
» El espacio de acciones es A = {0,1}; donde 0 corresponde a stick y 1 a hit.

» En cualquier estado del sistema es posible realizar ambas acciones, por lo que

A(z) = A, Ve € X.

= FEn esta version del juego consideramos que el dealer cuenta con un mazo de cartas
infinito, es decir, siempre cuenta con un mazo de cartas completo. Por lo que en
cada accién hit, el dealer reparte una carta con distribuciéon Uniforme(52), luego

el sistema se actualiza a las correspondientes sumas.

= La funciéon de recompensa devuelve el valor de 1 en caso de victoria del jugador,
—1 en caso de derrota y 0 de cualquier otra forma. Dado que la recompensa se
obtiene al final del juego, se utiliza factor de descuento v = 1, pues no tiene

sentido penalizar la recompensa.

La libreria Gymnasiumlﬂ tiene implementado este sistema. A fin de intentarlo resolver
con (Q-learning, se calcularon las aproximaciones mediante ()-learning en un rango de
cien a quinientos mil episodios. Con cada aproximacion obtenida, se simularon diez mil
juegos de blackjack siguiendo las reglas de decisién derivadas, a fin de calcular sus tasas
de éxito. Una primera exploracion fue probar el rendimientos de las aproximaciones
con las tasas de aprendizaje , y distintos valores de epsilon: € = 0.35, € = 0.50,
e = 0.65. Los resultados se observan en la primera fila de la Figura lo primero que

“https://gymnasium.farama.org/environments/toy_text/blackjack/
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se observa es que a partir de cien mil episodios, ya no hay mejora en la tasa de éxito;
lo segundo en observarse es que el valor de € no mejora la tasa en ninguno de los dos
casos; sin embargo, la funcién «,, = log(n)/n, obtiene en general mayor rendimiento.
Para tratar de obtener una mayor tasa, se intent6 con sucesiones de la probabilidad
de exploracion (ey,): €, =1 — (1/n), e, = 1/n, ¢, = 1/(1 4+ n). Los resultados corres-
ponden a la segunda fila de la Figura [3.7.4} donde se aprecia una ligera mejora en la

tasa de éxito con g, = 1/n.

Recompensa normal de Gymnasium (v = 1)
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Figura 3.7.4

A fin de intentar mejorar el rendimiento de 38 %, se modificé la funcién recompensa,
asignando el valor de 0.5 a las acciones hit que no terminen el juego. Esto con el fin de
motivar al algoritmo a jugar un poco mas arriesgado. Los resultados se aprecian en la
Figura[3.7.5] Aun asi, se obtienen resultados similares a los anteriores con la recompensa
sin modificar.

La Figura [3.7.6) es un ejemplo de las politicas de decisién que el algoritmo aprende.
Para la mayor parte de estados decide realizar acciones stick, sin ningtin patrén aparente
para las acciones hit.

Simulando diez mil juegos, donde se realizaban las acciones stick y hit de manera

aleatoria, se obtuvo que la tasa de éxito fue 28.15 %; mientras que realizando acciones
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Recompensa modificada (y = 0.95)
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Figura 3.7.5. Dado que ahora hay recompensas durante el transcurso del juego, se utiliza el

factor de descuento.

stick a partir de una suma de dieciocho y hit para sumas menores, la tasa es de 40.31 %;
por otro lado, siempre realizar acciones stick resulta en 38.36 % de tasa de éxito. El
gran numero de posibles resultados que tiene el juego, le dificulta al algoritmo descubrir

algin patrén de juego.
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Recompensa modificada (y = 0.95), 500000 episodios, ¢ = 0.50
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Figura 3.7.6. Los graficos de la izquierda corresponden a méx,e 4() Q(z, a); y los de la derecha

a la regla de decision. La tasa de éxito lograda por esta aproximacién fue de 37.41 %.



Resumen y Conclusiones

Se abordé la teoria de los Procesos de Decision de Markov, junto con el problema
del control 6ptimo en el caso descontado. Este criterio de recompensa y la teoria de los
espacios lineales, juega un papel importante en la Programacién Dindmica.

Otro concepto relevante son las reglas de decision llamadas conservadoras y avaricio-
sas. En primer lugar se demostré que solo es necesario el estudio de reglas markovianas,
para después, probar que las politicas estacionarias que siguen las reglas conservadoras,
sus funciones de valor coinciden con las funcién de valor 6ptimo, y por lo tanto, resuel-
ven el problema de control 6ptimo. Sin restar importancia, los resultados que aseguran
la existencia de politicas conservadoras (y por lo tanto de reglas de decisién 6ptimas),
son relevantes para delimitar los sistemas que pueden ser resueltos. Se presento el algo-
ritmo de Iteracién de Valores, como el método para encontrar aproximaciones a reglas
de decisién 6ptimas que sirvan como solucién a tales sistemas.

Bajo esos conceptos fue planteado en términos matemaéticos el paradigma de Apren-
dizaje por Refuerzo. Sin embargo, se presentan dos problemas comunes en la mayor
parte de sistemas. Estos dos problemas son la <«maldicién del modelo y dimensionali-
dad>; ambos presentes en la mayoria de problemas que surgen en la vida real.

Tanto el criterio descontando como la Programacién Dinamica continuaron siendo
elementos importantes en la teoria de las Q-funciones. Asi mismo, la relacién entre las
reglas de decisién codiciosas y conservadoras sirven como puente para la existencia de
politicas de decision 6ptimas. La teoria de la aproximacién estocéstica es una primera
solucion a la «maldiciéon del modelo>. Mediante el algoritmo de ()-learning, se pueden
obtener aproximaciones a la Q-funcién 6ptima realizando simulaciones del sistema, y
de donde se construye la regla de decisién que resuelve el sistema. Sin embargo, la

<maldicién de dimensionalidad> sigue estando presente.

73
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Finalmente, los ejemplos desarrollados, cumplen el objetivo de representar los con-
ceptos expuestos. Asi como los cédigos realizados ensenan a implementar estos algorit-

mos.

Continuacion y Trabajos Futuros

Los siguientes son temas que pueden seguirse estudiando e investigando a modo de

continuacién de este trabajo.

Tasas de Convergencia

Sea una sucesion (u") con limite v* en un espacio U. Se dice que (u") converge en

orden al menos « (a > 0), si existe una constante K > 0 tal que

«
“un+1 . U*

S KHUTL—I-l o U*

)

paran = 1,2,3, ... Mientras méas pequena sea la constante K, mas rapido converge (u")
a u*.

Puterman [26, capitulo 6, pagina 159] desarrolla estos conceptos; mientras que [26,
Teorema 6.3.3], provee resultados respecto a la tasa de convergencia de iteraciéon de
valores.

Un complemento interesante a este trabajo seria respecto a la tasa de convergencia

del algoritmo Q-learning.

Restriccion a Politicas de Decision Clase M R

En la seccién se demostrd que el problema de control éptimo se puede restringir
a la bisqueda de politicas Markovianas. Mas adelante, en la seccién el problema
de control 6ptimo fue presentado en términos de las Q)-funciones, por lo que se intentd

proponer un resultado analogo al Teorema [1.5.2

Corolario. Supongamos 7 € IR, Entonces para cada (z,a) € K existe 7' € IME (lq
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cual depende de (x,a)) tal que
Q"(z,a) = Q" (z,a).

Sin embargo, no fue posible establecer una demostracion satisfactoria. De ser ver-

dadero este resultado, seria un buen complemento para la teoria de las @-funciones.

()-learning y error en las Politicas de Decisiéon Aproximadas

Como se mencion6 en la seccién conociendo la @-funciéon de valor 6ptimo, es
posible conocer el nivel de optimalidad de la politica de decisién obtenida mediante el
algoritmo de @)-learning. Pero un resultado mas interesante seria como al que se tiene en
iteracion de valores: conocer el nivel de optimalidad de la politica en base a la cercania
de las dos ultimas iteraciones de QQ-learning; o bien, al menos que el nivel de optimalidad

sea en términos del ntimero de iteraciones realizadas.

Aproximaciéon de Funciones

Es posible aproximar una ()-funcién mediante un mapeo F' : R" — Q, de forma que

un parametro 6 € R™ representa
4(@,a) = [F(O))(z,a), ¥(z,a) € K.

De esta forma, solamente es necesario guardar n parametros, en vez de un valor para
todos los elemento de K. Este esquema de aproximaciéon permite resolver problemas de
AR donde los espacios de estados y acciones son de cardinalidades muy grandes, o
incluso continuos.

El uso de aproximaciones paramétricas lineales, lleva a una versién modificada del
algoritmo Q-iteration, el cual utiliza regresiéon por minimos cuadrados como método
para estimar los parametros[6]. Otros algoritmos son basados en técnicas de descenso
por gradiente [30]. En general, la aproximaciéon puede ser de tipo no lineal, para lo
que tipicamente se utilizan redes neuronales como funcién aproximadora [4]. En anos

mas recientes, con el uso de redes neuronales profundas como aproximadores, fueron
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desarrollados los algoritmos deep Q-learning [24] y double deep Q-learning [14]. Algunos
resultados tedricos respecto a convergencias se han realizado [10, 31], sin embargo, sigue

siendo una linea de investigacién activa.



Apéndice A
Resultados Auxiliares

A continuacion se presentan los dos resultados principales utilizados para probar la

convergencia de los Algoritmos y

A.1. Teorema de Punto Fijo de Banach

La teoria respecto a espacios lineales normados es de relevancia para el anélisis de al-
goritmos de PD. Los siguientes conceptos son abordados por Puterman [26, apéndice C],
cuyos resultados son empleados en algunos teoremas (ej. Teorema [2.1.3]).

Sea (U, ||-||) un espacio de Banach.

Definicion A.1.1. Un operador T : U — U se dice que es una contraccion en U si

existe A € [0,1) tal que para todo w,u € U:
ITw — Tl < Alw — ],

Teorema A.1.1. Sea T : U — U una contraccion en U. Entonces
a) existe un unico u* € U tal que Tu* = u*; y

b) para un u® € U arbitrario, la sucesion (u") definida como:

"t = Ty = T O (A.1.1)

7



78 APENDICE A. RESULTADOS AUXILIARES

converge a u*.

Demostracion. Primero se prueba que la sucesion definida en (A.1.1)) es de Cauchy lo
cual asegura la existencia del limite, posteriormente se prueba su unicidad.
Sea (u") definida como en (A.1.1). Para un m > 1, se tiene por la desigualdad

triangular que
m—1
Hun-i-m _ unH < Z Hun+k+1 _ un+sz
k=0

m—1
_ Z HTn-Hful - Tn+kuoH
k=0

m—1
< Z /\n+kHu1 . uoH
k=0

(1 aAm)
=W

—~

)

dado que A € [0,1), entonces el lado derecha de la desigualdad se puede hacer arbitra-
riamente pequeno para un n lo suficientemente grande. Esto demuestra que la sucesion

(u™) es de Cauchy y por la completes de U, esta tiene limite u* € U. Ahora,

0 <|Tw” —u'|| <[ Tu” — u[| + flu® — u™]]
= HTU* — Tu”le + [Ju" — u*]

<\

w7

tomando el limite cuando n — oo se tiene que ||Tu* — u*|| = 0, por lo tanto debe de ser
que Tu* = u*. Para demostrar la unicidad, supongamos que w* € U es otro punto fijo
de T', luego

1 Tw” = Tu|| = lw* = u*]| < Aw” —u|;

lo cual es una contradiccién al hecho de que T es una contraccién. Por lo tanto u* es el

unico punto fijo de T'. O
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A.2. Aproximaciéon Estocastica

El aumento en poder de computo ha inspirado a resolver problemas de optimizacién
mediante procesos de simulacién. El siguiente resultado es encontrado en la literatura
como algoritmo tipo Robbins—Monro. Su implicacién es utilizada para las pruebas de

los algoritmos tipo TD mencionados en la seccién

Teorema A.2.1. El proceso estocdstico actualizado de forma iterativa como
Ans1(@) = (1= an(®) D (@) + Ba() Fr(2); (A:2.1)

converge a cero c.s. bajo las siguientes suposiciones:

1. El espacio de estados es finito.

2. S, an(r) =00; 3,02 (x) < 00; 3, Bu() = 00; 32, B2(x) < 00; ¥

E(Bn(z) | Fn) < E(an(z) | Fn), uniformemente c.s.

3. NE(Fu(@) [ Fa)llw < v Anlly, con v € (0,1).
4. Var(F, ()| Fo) < C(1+ [[Anllyy)?, con C alguna constante.

Siendo Fr, = {An, A1,y Fuety oo oy @1y ooy Bp—1,- ..} €l pasado del proceso hasta

el tiempo n, y |||y es alguna norma del supremo ponderada.
Demostracion. Ver referencia [16]. O

Miés bibliografia referente a la aproximacion estocastica son las referencias |1} |6} |11}

17).
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