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Introduccion

0.1. Motivacion

Las siguientes definiciones de semineteriano son dadas por dis-

tintos autores:

Definicién 0.1 (Kourki, F., Tribak, R. [1]). Sean A un anillo
conmutativo y M un A-mddulo. M es semineteriano si, para todo
mddulo cociente M/N no cero de M, existe un submddulo K/N <

M/N neteriano y distinto de cero.

Definicién 0.2 (F. Kasch [2], Capitulo 9, ejercicio (8).). Sean R
un anillo y M un R-Mddulo derecho. M es Kasch-semineteriano st,
para todo N < M distinto de cero. El radical de N es distinto de
N, es decir Rad(N) # N.

Como ambas definiciones parten de dualizar la definiciéon de

semiartiniano:

XI



Definicién 0.3. Sean R un anillo y Mg un R-mddulo derecho.
M es semiartiniano derecho si, para todo mddulo cociente M /N no

cero de M, tiene un submoddulo artiniano derecho distinto de cero.

Estan relacionadas, por ejemplo en que todo mdédulo neteriano es
semineteriano y Kasch-semineteriano, pero no son equivalentes.

Esto se evidencia en el Z-médulo M = Zp~, con p un primo. Es-
te moédulo no es neteriano y su anillo es conmutativo. En él cada
moédulo cociente es isomorfo a M, y tiene un submoédulo isomor-
fo a Z, que es neteriano, por lo tanto M es semineteriano. Pero
Rad(Zys) = Zye, por lo que M = Z,~ no es Kasch-semineteriano.
Lo que también aclara que no basta conmutatividad en el anillo

para que los conceptos sean equivalentes.

Por otro lado, el concepto de modulo max es el siguiente:

Definicién 0.4. Sean R un anillo y M un R-Moddulo. Entonces
M es max st cada N < M distinto de cero, tiene un submodulo

mdaximo.

Los médulos max han sido estudiados, por ejemplo en [4]. En
este caso resulta que el concepto Kasch-semineteriano es equivalente

a Imax.

Proposicién 0.1. Sean R un anillo y Mr un R-mddulo dere-

cho. Entonces M es max si y solo si M es Kasch-semineteriano.



Demostracion.

Sea M Kasch-semineteriano, esto es, cada Ny < M cumple que
Rad(N)r # N, esto si y solo si la interseccién de los submédulos
maximos de N es distinta de N, esto si y solo si existe Kr<N

maximo. Lo que equivale a ser max. 0

Por lo que se plantea el estudio de anillos y modulos seminete-
rianos, sus caracteristicas como generalizacion de neterianos y con-
diciones de finitud y su relacion con otros conceptos como los anillos

y modulos max.

0.2. Antecedentes

En los anos 70, dos matematicos, Constantin Nastasescu y Ni-
colae Popescu escriben [12] (1968), donde exponen interesantes re-
laciones entre los conceptos de anillos semiartinianos y anillos max.
En este texto no se les llamaba de esa forma a los anillos max, sino
anillos que cumplen que cada uno de sus médulos tiene la propiedad
de que cada submoédulo no cero tiene un submdédulo méximo. Ahora
bien, en [15], Robert C. Shock, escribe algo similar a lo siguiente:
Un moédulo artiniano puede ser caracterizado mediante ciertas pro-
piedades de sus modulos cociente. Esto es, un médulo M es artiniano

si y solo si las siguientes condiciones se cumplen:



I) Cada médulo cociente no cero contiene un submédulo minimo.

IT) El soclo de cada médulo cociente es finitamente generado.
El dual de médulo cociente es submédulo. Asi el dual de I) es
I') Todo submédulo no cero de M tiene un submédulo méximo.

Entonces llama a los médulos con la pripiedad I), médulos min y a
los que cumplan I’) médulos max.

Retomando lo que ya mencionamos en la motivacién, Kasch llama a
estos modulos, quiza de forma equivocada, médulos semineterianos,
por nacer del dual de los médulos semiartinianos.

Ahora jcon qué razon nos atrevemos a decir que no son ”tan”
semineterianos los anillos max? con la razon que da tener definidos
semineterianos como lo hacen Rachid Tribak y Farid Kourki en [1],
pues si bien es aceptable que el dual de cociente es submédulo y el
dual de min es max, del mismo modo es aceptable que el dual de

artiniano es neteriano. En este sentido si se escribe

I) Todo médulo cociente tiene un submédulo artiniano
se puede dualizar en la forma

I') Todo médulo cociente tiene un submédulo neteriano.

que es lo que se hace en [1], donde se demuestra (solo para ani-

llos conmutativos) que todo médulo semineteriano es una extension



esencial de médulos de la forma A/P con A el anillo y P un pri-
mo tal que A/P es neteriano. Es decir, son extensiones esenciales
de sumas de modulos neterianos. Lo que no se puede decir de los
anillos max.

También Tribak y Kourki estudian en el articulo [5], anillos semi-
artinianos, pero en los dos articulos se desarrollan los conceptos
considerando anillos conmutativos, quiza por que las conexiones

hacen Popescu y Nastasescu funcionan bien en ese contexto.

0.3. Sobre el contenido de la tesis

Se asume de inicio que el lector conoce las definiciones basicas de
Teoria de anillos y Teoria de médulos. Conceptos basicos de Teoria
de Categorias asi como los Teoremas de isomorfismos en médulos
y el Teorema de la correspondencia.

En en la primera seccién del Capitulo 1, se desarrollan los resulta-
dos mas basicos sobre Teorias de torsién y en la segunda seccién se
resumen algunos resultados sobre anillos max.

En el Capitulo 2 se encuentran los resultados centrales de la tesis,
consta de tres secciones, en las primeras dos se desarrollan algunos
resultados del articulo [1] de forma detallada y con algunas gene-
ralizaciones y resultados propios de este trabajo. En la seccion tres

se comparan los conceptos de semineteriano, semiartiniano y max.



Los resultados y conclusiones se describen en el ultimo capitulo.

En los Apéndices se desarrolla a detalle herramientas que no se
consideran bésicas y resultan muy ttiles en este trabajo. En la pri-
mera seccién se expone la construccion de lo que llaman idealizacién
de un médulo (o extension trivial de un anillo) y algunos resulta-
dos importantes sobre sus ideales, sus ideales primos, sus ideales
maximos y como se comporta cuando el anillo es neteriano. Esta
construccién es 1til para construir ejemplos y contraejemplos en el
trabajo. Finalmente en la segunda seccién se estudia el grupo Zpe
(con p un nimero primo) debido a que es un ejemplo muy 1til en

la tesis, con una construccion y propiedades muy peculiares.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teorias de torsion desde sus axio-
mas.

Dado R un anillo, denotamos por R—Mod a la clase de todos
los R-modulos izquierdos. En general la pensaremos como una ca-
tegoria cuyas flechas son los morfismos de R-modulos. Si C' es un
clase de R-modulos, tomando todos los morfismos entre sus modulos
tendremos que es una subcategoria plena de R-Mod. Usaremos la
notacién Hom(A, B) para denotar los morfismos de médulos cuyo
dominio es A y codominio es B.

Definicién 1.1. Sea R un anillo y M, N, K € R-Mod. Entonces

NNy g Y

es una sucesion eracta si para cada par de flechas componibles en
la sucesion, se cumple:

Im(f') = ker(f), Im(f) =ker(g) y Im(g) = ker(g').

La sucesion se dird exacta corta si N' = K' = 0 y es exacta, es

decir

0 N

M2 K 0 (1.1)
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y 0 = ker(f), Im(f) = ker(g), Im(g) = K.

Es inmediato que, si consideramos una sucesién como en (1.1),
f es inyectiva y g es suprayectiva. Entonces, N = I'm(f) < M y por
el Primer Teorema de isomorfismos tendremos que K = M/Im(f),
ya que Im(f) = Ker(g). Por lo que toda sucesién exacta corta
tiene, salvo isomorfismos, la forma.

0 N—>M—Y M/N—=0 (1.2)

con ¢ la inclusion y v el morfismo canénico. Un lema que nos sera
util al trabajar las sucesiones exactas cortas es en esta seccién es el
siguiente:

Lema 1.1 (Propiedad del cokernel). Sean R un anillo y M, N, K
y P R-maddulos. Si
f

0 N M-t K 0

es exacta corta y en el diagrama

M
|
P

se cumple que h # 0 y ho f = 0 entonces existe un unico morfismo
~v: K — P tal que el diagrama

!

0 N 'K 0

0 N—Lopm—tk 0
| A
P
conmuta.
Demostracion.
Definimos la asignacién
v:K— P

k — h(m)
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para algin m € M tal que g(m) = k. Veamos que v es funcién.
Sean k,k" € K tales que k = k’. Como g : M — K es suprayec-
tiva, existen m,m’ € M tales que g(m) = k y g(m') = k. Luego
g(m) = g(m’) entonces m—m’ € Ker(g) = Im(f) < Ker(h), luego
h(m) = h(m'), Juego (k) = 7(K).

Veamos que 7 es morfismo de médulos. Sean k, k' € K y sea
rinR. Entonces y(k) = h(m) con m € M y k = g(m), y v(k') =
h(m') con m' € M y k' = g(m'). Notemos que (rk) = h(rm) pues
rm € M es tal que rk = rg(m) = g(rm). Similarmente se tiene que
v(rk') = h(rm/). Y v(k + k') = h(m +m’) pues m +m’ € M son
tales que k + k' = g(m) 4+ g(m') = g(m + m'). Luego

(rk) = h(rm)
= rh(m)
= r(k)

(k+k)—h(m+ m')
= h(m) + h(m')
= (k) +~(K)

Por lo tanto v es morfismo de médulos.
Por ultimo veamos que h = yog. Sean m € M entonces (yog)(m) =

~v(g(m)) = h(m). La unicidad de v es consecuencia de su definicién.
U

Definicién 1.2. Sea R un anillo.

» Llamaremos teoria de torsion a un par 7 = (T,F) donde
T, 3 C R—mod, son clases de modulos cerradas bajo isomor-
fismos. Tales que, cumplen los siguientes axiomas:

1. TNF = {0}
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2. Hom(T,F) =0 para cada T € T y cada F € F

3. Para cada M € R-Mod, existen N € T, K € F y flechas
f € Hom(N,M), g€ Hom(M, K) tales que la sucesion

0 N—Lopm—tK 0
es exacta corta.

w SiT=(T,F) es una teoria de torsion, diremos que T es una
clase de torsion y F es una clase libre de torsion.

Notemos que 1 se puede deducir de 3 y 2: De 3 tenemos que
0 € TNTJ y de 2 es el tnico. Como las clases son cerradas bajo
isomorfismos podemos tomar en 3 una sucesién exacta corta del
tipo (1.2) y tendremos que cada —moédulo M tiene un submdédulo
N tal que N € Ty M/N € F.

Proposicion 1.1. §¢@ T C R—Mod es una clase de torsion,
entonces es cerrada bajo cocientes, sumas directas y extensiones de
modulos. Es decir, para T C R—Mod clase de torsion, se cumple lo
stguiente:

1. SiM €T y N <M entonces M/N € T
2. SiM,M €T entonces M & M' € T
3. SiNKeTy

0— =Ntk

es exacta corta, entonces M € T
Demostracion.

1. Sean M € Ty N < M. Veamos que M /N € T. Por axioma 3
de la Definicién 1.2, existe una sucesion exacta corta

i v _ (M/N)
0 — K/N —"~M/N o 0
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conK/NE‘Ty(AIg]]\\,[ e J. ComoMG‘J’y(%ﬁ\\P e

entonces, del axioma 2, el diagrama

M
V’]\
0— K/N —— M/N — G 0

conmuta. Luego v = 0y eso si y solo si M/N = K/N. Por lo
tanto M/N € T.

2. Sean M, M’ € T, entonces M & M’, por 2, cumple que existe
un submaédulo N < M & M’ tal que

0—=N—LMaeM —MaeM/N—-0

es una sucesion exacta corta, N € Ty M & M'/N € F, luego,
por axioma 2 el siguiente diagrama !

M

o] N

0—N—FMeM —>Mo&M/N—-0

conmuta y de aqui que M 0 < N, similarmente para M'&0
porloque M & M' =N € 7.

3. Sean N, K € Ty sea

0— =Ntk 0

una sucesion exacta corta. Veamos que M € T. Por el axioma
3 de la Definicién 1.2, existe una sucesion exacta corta

0 N —> M —Y M/N'—=0

'Denotamos Id +0: M — M @ M’ al morfismo definido por Id + 0(m) =
m+0e Mo M
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con NN € Ty M/N' € Fay M/N' € F. Entonces el diagrama

M—2 oK 50

M/N'

conmuta. Luego, usando el Lema 1.1 tenemos que existe un tnico
~v: K — M/N' tal que yog = v peroy € Hom(K,M/N') =0 por
lo que v =0y eso siy solo si N'= M. Por lo tanto M € T. O
Ahora, el reciproco se cumple.

Proposicién 1.2. Si C C R—Mod, cerrada bajo isomorfismos,
sumas directas, cocientes y extensiones de modulos entonces existe
una teoria de torsion T tal que C' es su clase de torsion.

Demostracion.

Definimos F¢ = {F € R—Mod|Hom(N,F) = 0,¥N € C}. Veamos
que 7 = (C,FY) es una teorfa de torsién. Los axiomas 1 y 2 son
inmediatos de la definicién de F¢.

Sea M € R-Mod.Veamos que existe una sucesion exacta corta

0 No M F 0
con Ng € C'y F € 9 Sea To(M) = {N < M|N € C} considere-
mos el submédulo:
= > N (1.3)

NeTe(M)

Sabemos que hay un morfismo canénico

@N—)ZN

NeTo(M NeTo(M

fHZf

i€Sop(f)

suprayectivo. Entonces

Z N | @ N/ker(f)

NeTo(M) NeTo(M)
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por el primer teorema de isomorfismos y asi, debido a que C' es
cerrada bajo cocientes y sumas directas concluimos que

N() = Z N e C.

NeTc(M)

Veamos que M /Ny € FC.

Sea g € Hom(T,M/N,) para alguna T € C, entonces Im(g) <
M /Ny entonces existe K < M tal que K/Ny = Im(g) = T /ker(g) €
C debido a que C' es cerrada bajo cocientes. Entonces

0 Ny ——+ K —% K/Ny —0

es exacta cortay Ny, K/Ny € C, por lo tanto, al ser C' cerrada bajo
extensiones de médulos, tenemos que K € C, entonces K = N,
esto es Im(g) = 0, por lo que Hom/(T, M /Ny) = 0 para todo T € C.
Por lo tanto M/Ny € F¢. Asi, 7 = (C,F) es una teorfa de torsién.
O

Dadas las 7 = (71, F1), 2 = (T2, Fs) teorias de torsion de R-Mod,
para un anillo R, diremos que 71 < 75 si y solo si 73 € TJ5. En
este sentido, dada cualquier clase C', podemos encontrar a la menor
clase de torsion Jo que la contiene. Esta serd la clase de torsion
generada por C.

Proposicién 1.3. Sea A un anillo y C C R—Mod. Entonces la
clase de torsion generada por C' se genera de la siguiente forma:
Primero, tomemos

3¢ ={F € R— Mod|Hom(M,F) =0,YM € C}
y finalmente

To ={T € R— Mod|Hom(T, F) = 0,VF € F°}

Demostracion.
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Veamos que T¢ es una clase de torsion.
Sean {M,}ier € Te, tenemos que

Hom(&e M;, F) = [ [ Hom(M;, F) = 0

i€l

lo que demuestra que T¢ es cerrada ante sumas directas. Ahora,
si M € To y N < M entonces, si f € Hom(M/N, F) entonces
fov:M — F debe ser cero. Por lo que M/N = Im(v) C ker(f)
entonces f =06 N = M. Por lo que T¢ es cerrado bajo cocientes.
Finalmente, sean N, K € To y M € R—Mod tales que la sucesion
f

0 N MK 0

es exacta corta. Entonces tomemos h € Hom(M,F) con F € &,
luego

y por el Lema (1.1) tenemos que existe un tinico morfismo v : K —
F tal que yog = h, peroy € Hom(K, F') = 0 y estd definida, para
cada m € M como 0 = y(m) = h(m) esto es h = 0. De modo que
M € T¢. Por lo tanto, usando (1.2) tenemos que T¢ es clase de
torsion. OJ

Proposicion 1.4. Si C C R-Mod es una clase cerrada bajo
isomorfismos y cocientes, entonces, la clase de torsion generada

por C' es la conformada por los R-modulos M que cumplen, para
cada N < M, existe K € C tal que 0 # K < M/N.

Demostracion.
Primero caractericemos a F¢:
F € 3¢ si y solo si para N < F'y N € C implica N = 0.

=] Sea N < Fy FeJ° si NeC entonces Hom(N, F) = 0,
entonces, como siempre existe ¢ : N — F', se tiene que N =0
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<] Sea F tal que no tiene submddulos no cero que pertenezcan a C'
y T € C. Entonces, para f € Hom(T, F') sucede que T'/ker(f) =
Im(f) < F por lo tanto, desde que C' es cerrada bajo isomorfismos
y cocientes, sucede que Im(f) € C, por lo tanto f = 0.

Ahora caractericemos a T¢:
T € T¢ siy solo si, para cada T/N existe 0 # K < T/N tal que
KeC.

=] T¢ es una clase de torsion, por lo que si N < T, se tiene
que T'/N € T, luego, si no existe K <T/N con K € C tendriamos
que T/N € F, como demostramos antes, por lo que N = T. Asi,
concluimos que para cada T € Ty N < T existe K € C con
0+#K <T/N.
<|Sea FeJFC y f: T — F,con f # 0 entonces ker(f) # T, luego
T/ker(f) cumple que existe 0 # K € C tal que K < T'/ker(f)
Im(f), usando el Primer Teorema de Isomorfismos. Luego, K
K’ < F con K’ #£ 0, lo que es una contradiccién con lo demostrado
antes. Asi T € T¢.

O

Notemos que, por dualidad, si 7 = (T, F) es una teoria de torsién
se cumple que F' es cerrado bajo submodulos, productos y exten-
siones de modulos.

Definicién 1.3. Sea R un anillo, diremos que T es una clase
de torsion hereditaria si, es una clase de torsion y es cerrada bajo
submaodulos.

Ahora, también nos serd 1util la siguiente condicién suficiente
para que una clase de torsion T, generada por una clase C' sea
hereditaria.

Proposiciéon 1.5. Sea R un anillo y C C R — Mod. Si C es
cerrada bajo submodulos y cocientes, entonces Jo es una clase de
torsion hereditaria.
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Para demostrarla necesiteremos un resultado auxiliar que se for-
mula en términos de capsulas inyectivas, por lo que definimos:

Definicién 1.4. Sean R un anillo y E un R—mddulo.

= Diremos que E es inyectivo si, para cada par de modulos
M,N, f: M — N morfismo inyectivo y h : M — E ezxiste
un morfismo g : N — E tal que el diagrama

ML N

RN

E
conmuta. Esto es go f =h

» Llamaremos E(M) al menor mddulo inyectivo tal que M <
E(M). Es llamado cominmente cdpsula inyectiva de M.?

Ahora

Lema 1.2. Sea (T,F) una teoria de torsion. Si F, la clase
libre de torsion, es cerrada bajo capsulas inyectivas entonces T' es
hereditaria.

Demostracion.

Sea T € Ty K < T. Por iii) de la definicién 1.2 tendremos que
existe M < K tal que M € Ty K/M € ¥. Luego, tomemos
E(K/M), que por hipétesis es libre de torsién (E(K/M) € 7).
Ahora, consideremos el siguiente diagrama:

I
K/M —~ E(K/M)

2Es conocido que este médulo siempre existe y es tnico salvo isomorfismos
(por ejemplo [2], 5.5.3 ¥ 5.6.3).
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donde las flechas marcadas ¢ son inclusiones y v es el morfismo
canonico. Ahora, por ser la capsula inyectiva, tenemos que existe
g:T — E(K/M) tal que

K———T
> KL;M)

conmuta. Pero T' € T, por lo que g = 0. Entonces v = 0, por lo que
M = K, es decir K € T, por lo que T es hereditaria. O

Ahora si, demostremos la Proposicién 1.5:

Demostracion.

Supongamos que F¢ no es cerrada bajo capsulas inyectivas. Enton-
ces existe F' € Fe tal que E(F) ¢ Fe, entonces, existe T € C tal
que hay un morfismo f : T — E(F') no cero.

Luego Im(f) 2 T/kerf € Toy A= 1Im(f)NF < F es no cero
porque Im(F) es nonuloy F' < E(F) y como F¢ es cerrada bajo
submddulos A es libre de torsion, pero A = B/ker(f) < T/ker(f)
por el teorema de la correspondencia, asi, como C' es cerrada bajo
submédulos B € C' y luego B/ker(f) € T, por lo que 0 # A €
To N Fe, lo que es una contradiccion. ]

1.2. Anillos y médulos max

Uno de los conceptos importantes en este trabajo es el de anillo
max. En esta seccion recorreremos rapidamente algunos resultados
de anillos max con la intension de resaltar las ideas que nos inspiran
preguntas en los anillos semineterianos, es decir, para relacionar los
conceptos que aqui aparecen con los que vendran en el capitulo 2.
La exposicién esta basada en el segundo capitulo de la tesis [11].
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Definicién 1.5. Sea R un anillo. Diremos que R es anillo perfec-
to izquierdo (resp. derecho) si todo R—mddulo izquierdo (derecho)
tiene cubierta proyectiva. R es perfecto si es izquierdo y derecho.

Definicién 1.6. Sea R un anillo.

» Sil esun ideal de R izquierdo (resp. derecho). Diremos que I
es un ideal T-nilpotente izquierdo (resp. derecho) si para cada
sucesion {r, }nen de elementos de I existe un ng € N tal que
T1...Tne = 0.

» Sea M un R-maodulo izquierdo. Diremos que M es un modulo
plano si el producto tensorial — @ M es un funtor ezxacto.

Ahora, uno de los resultados méas importantes sobre anillos per-
fectos es el teorema siguiente, conocido como Teorema P de Bass.

Teorema 1.1. Para un anillo R, son equivalentes:

1. R es un anillo perfecto izquierdo.

2. RadL(R) 3 es un anillo semisimple y todo R—mddulo izquierdo

no nulo contiene un submddulo mdximo.

3. RadL(R) es un anillo semisimple y Rad(R) es un ideal T— nil-

potente izquierdo.
4. Todo modulo izquierdo que es plano es un modulo proyectivo.

5. R satisface la condicion de finitud de las cadenas descendentes
de ideales principales derechos.

6. R no contiene conjuntos ortogonales infinitos de elementos
tdempotentes y todo modulo derecho no nulo contiene un submodu-
lo minimo.

Como consecuencia de estos resultados es que Bass formula la
siguiente conjetura:

3Dénde Rad(R) se refiere al radical de Jacobson del anillo
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Proposiciéon 1.6. Un anillo es perfecto izquierdo si y solo si
no contiene subconjuntos infinitos de elementos ortogonales idem-
potentes y cada R—maodulo izquierdo tiene submaodulo mdzimo.

Es en ese contexto que se inicia el estudio de anillos max.

Definicién 1.7. Sea R un anillo, diremos que R es un anillo
mazx izquierdo (resp. derecho) si todo R—mddulo izquierdo (resp.
derecho) M tiene un submddulo mdzimo.

Definicién 1.8. Sea R un anillo y M un R—modulo izquierdo
(derecho), entonces, M es maz izquierdo (derecho) si para cada
0# N < M, existe un submodulo N' < N que es mdzximo en N.

Similarmente, R es max izquierdo si cada R-mddulo izquierdo
es max y R es max si es max izquierdo y max derecho. Algunos
resultados interesantes para este trabajo son:

Proposicién 1.7 ([11], Proposicién 1.1.15). Si D es un dominio
entero que no es un campo, entonces D no es un anillo max.

Proposiciéon 1.8 ([11], Corolario 1.1.18). Si R es un anillo
maz izquierdo e I es un ideal de R, entonces R/I es un anillo max
1zquierdo.

Proposicién 1.9 ([11], Corolario 1.1.19). Sea A un anillo con-
mutativo. St A es maz entonces todo ideal primo de A es ideal
maximo de A.

Proposicién 1.10 ([11], Proposicién 1.1.35). Si A es un anillo
conmutativo max, neteriano, entonces es semiartiniano.

Proposicién 1.11 ([11], Corolario 1.1.38). Sea A un anillo con-
mutativo y maz, entonces A es neteriano si y solo si A es artiniano.

Definicién 1.9. Sean R un anillo y M un R—mddulo, para cada
a ordinal, definimos Zoc,(M) de manera recursiva como sigue:

» Zocy(M) = 0.
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» Sia esun ordinal, entonces Zoca11(M) = Zoc(M/Zoc,(M)).

= Si« es un ordinal limite, entonces

Zoco(M) = | ] Zocs(M).
fsa
Definicién 1.10. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Al menor

ordinal tal que Zoco(M) = Zocas1(M) se le llama Longitud de
Loewy del mddulo M, denotada L(M).

Proposicién 1.12 ([11], Corolario 1.1.43). Sea R un anillo
semaartiniano izquierdo. Entonces R es anillo max izquierdo si y
solo si todo M maodulo izquierdo tal que L(M) es ordinal limite, es
modulo max izquierdo.

Definicién 1.11. Sea R un anillo y M un R—mddulo, para cada
a ordinal, definimos Rad, (M) de manera recursiva como sigue:

« Rady(M) = M.
n Si o es un ordinal, entonces Rady41(M) = Rad(Rady(M)).

s Si« es un ordinal limite, entonces

Rado (M) = () Rads(M).

fsa

Definicién 1.12. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Al menor
ordinal tal que Rad,(M) = Rad,1(M) se le llama Longitud Dual
de Loewy del mddulo M, denotada LD(M).

Proposicién 1.13 ([11], Proposicién 1.1.47). Sean R un anillo
y M un R-médulo. M es un mddulo maz siy solo si Rad(M)pr) =
0. Es decir, la cadena decreciente de radicales se estaciona en cero.

Definicién 1.13. Sea R un anillo, se dice que R es un V —anillo
1zquierdo si todo modulo izquierdo simple es inyectivo.

Proposicién 1.14 ([11], Corolario 1.1.50 ). Todo V—anillo
1zquierdo es anillo maz izquierdo.
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Definicién 1.14. Sea R un anillo, diremos que R es reqular si,
para todo r € R existe s € R tal que r = rsr

Proposicién 1.15 ([11], Corolario 1.1.56). Sea A es un anillo
conmutativo. Si A es regular, entonces es max.

Teorema 1.2 ([11], Teorema 1.2.4). Sea R un anillo. Son equi-
valentes:

1. R es un anillo max izquierdo.
2. Todo anillo cociente de R es un anillo maz.

3. El anillo cociente R/Rad(R) es un anillo max izquierdo y
Rad(R) es T-nilpotente izquierdo.

4. El anillo R contiene un ideal I que es T-nilpotente izquierdo
y el anillo cociente R/1 es un anillo maz.

Ejemplo 1.1. Las condiciones de ser anillo maz izquierdo y
anillo max derecho son mutuamente independientes. Para mostrario
constderemos F' un campo, V un espacio vectorial con una base
{vi}ien, es decir, de dimension |N| y los subespacios

Vn = @ F’UZ‘.
1
Ahora, si llamamos S = End(V') entonces
N = {¢ € S|Dim(Im(¢)) < oo y para cada n € N, ¢(vn41) € Vi }

y A= {k_(v) = kvlk € F} son los subconjuntos que necesitamos
para crear el anillo perfecto izquierdo que no es max derecho.

Primero notemos que R = A + N es subanillo de S.
Ahora, si o € Ny k € K, tenemos que k_op € Ny ¢pok_ € N,
luego, como son transformaciones lineales y todo elemento R es de
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la forma k_ + ¢, con ¢ € N eso es suficiente para que concluir que
N es ideal bilateral de R.

Ademas, de la condicién de que ¢(V,11) < V,, tenemos que todos
los elementos de N son nilpotentes, por lo tanto 1 = 1 — ¢" para
algin n € N, por lo tanto (1 — ¢)(1 — ¢ + ¢* + ... + ¢ 1) = 1,
entonces N < Rad(R). Ahora bien R/N = {f + N|f € R} es
simple, puesto que cada elemento es una unidad. De modo que N
es maximo en R y entonces Rad(R) < N, por lo que N = Rad(R).
Ahora, usaremos el Teorema 1.1 para determinar si R es perfecto
y luego max izquierdo o derecho. Mas especificamente usaremos
2) +— 3), por lo que solo falta probar que Rad(R) es T-nilpotente
derecho pero no izquierdo.

Sea {7;}ien € N una sucesién. Como la imagen de cada ~; tiene
por imagen un espacio de dimensién finita, existe siempre un V,,,
tal que ¢;(V) < V,,,, asi, digamos que v, (V) <V, entonces

Yrt1 0 - 01 (V) < Vg1 0 92(Va)
< Tn+1© ... 0 VS(Vn—l)

< ’YnJrl(‘/(n—(n—l)) = '7n+1(‘/1> =0

Por lo tanto N es T-nilpotente derecho. Entonces R es perfecto
derecho y asi, R es max derecho.
Ahora, consideremos

donde ; es la i-ésima proyeccion en la base {v;}. Y también la
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transformacién lineal v determinada por

v {vitien =V
vy — 0
Vi ’02;1(2' % 1)

Ahora, consideremos las transformaciones lineales ¢,, = o o P,,, que
nos permiten formar una sucesién {¢, },en € N.
Ahora consideremos

$10...00,(V) > (¢p10...00,(Vps1))
= <Q§1 O0...0 ¢n,1(vn)>

(b1 (02»
(v1)

Por lo tanto, la sucesion no se anula al multiplicar de esa manera,
en ningin n € N. Asi que N no es nilpotente izquierdo. Por lo
tanto N no es max izquierdo.

Ahora bien, por el teorema 1.1, inciso 6) tenemos que R es anillo
perfecto derecho y esto implica que es semineteriano * izquierdo,
por lo que, este ejemplo también nos dice que existen anillos semi-
neterianos que no son max.

“De hecho 6) nos dice que todo R- médulo izquierdo tiene zoclo distinto de
cero, pero eso nos dice que el anillo es semiartiniano izquierdo y por lo tanto
seminetariano.
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Capitulo 2

Modulos semineterianos

El propdsito de este capitulo es presentar los resultados del es-
tudio hecho en el articulo [1] en un contexto no conmutativo. En
adelante R serd un anillo asociativo (no necesariamente conmutati-
vo) y con unidad. M denotard un R-mddulo izquierdo salvo que se
indique algo distinto, N < M denota que N es submodulo de M y
N <% M que N es un submédulo esencial de M. Similarmente I <
rR denotard que I es un ideal izquierdo de R, I < Rp denotara
que [ es un ideal derecho de Ry I < R que I es un ideal bilateral.
Cuando se estudien anillos conmutativos denotaremos A al anillo.

Definicién 2.1. Sea R un anillo, M un R-mddulo izquierdo, de-
notaremos:

a) Spec(R) = {I < R|I es ideal primo },
b) Max(R) = {I < R|I es ideal mdzimo}.

¢) Mazx(grR) = {I <g R|I es ideal izquierdo mdzimo}.
Para x € M definimos:

1. El anulador de x, como Ang(x) = {r € R|rz = 0}.

19
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2. An(M) = {r € R|rM = 0} serd llamado anulador de M.

3. N < M es un submddulo primo si, para todo N' < N con
N’ %0 sucede que An(N') = An(N).

4. Unideal primo P de R se dird asociado a M si existe v €g M
tal que An(z) = P y As(rM) = {P < R|P es primo asociado
de M}.

5. El soporte de RM, que denotaremos Sop(rM) es el conjunto
de los ideales primos P del anillo tales que PM es distinto de
cero.

Denotaremos Con(R) = {P < R|R/P es neteriano izquierdo y P
es primo}.

Escribiremos My — M, si existe N < M tal que M7 = N, o
equivalentemente si existe un monomorfismo f : My — M.

Proposicion 2.1. Sea R un anillo, M un R-mddulo, P €
As(rM) entonces R/P —p M

Demostracion: Por hipétesis, debe existir x € M tal que P =
An(zx). Consideremos el morfismo

f:R— Rz (2.1)

T T

es claramente un morfismo de R-médulos suprayectivo y Ker(f) =
An(z) = P asi, por el Primer Teorema de Isomorfismos R/P = Rux.

O

2.1. Modbdulos suficientemente neterianos

En esta seccion estudiaremos el concepto de “médulo suficien-
temente neteriano”.
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Definicién 2.2. 1) Diremos que gM un R-mddulo es suficien-
temente neteriano izquierdo si cada N < M, contiene un
submodulo neteriano izquierdo no cero.

11) R es suficientemente neteriano izquierdo si lo es como R-
modulo izquierdo.

111) Diremos que gM es localmente neteriano izquierdo si todos sus
submaodulos izquierdos finitamente generados son neterianos
1zquierdos.

Similarmente se define para el caso derecho y conmutativo.

Ejemplo 2.1. El mddulo Zy~ no es neteriano y si es suficien-
temente neteriano.t

Para el desarrollo de otro ejemplo y otras conexiones entre local-
mente neteriano y suficientemente neteriano usaremos el siguiente
lema que se encuentra en [[2] Lema 6.6.6].

Lema 2.1. Sean R un anillo y I' un conjunto de submddulos de
un R-modulo izquierdo M. Entonces, entre todos los subconjuntos

A C T tales que
Y N=EN

NeA NeA

hay un conjunto mdzrimo Ag.

Corolario 2.1. Eziste Nyy < Ry tal que Ny = @, N; tal que
N; < M es netertano para cada i € I y maximo con esa propiedad
(es suma directa de submddulos neterianos).

Ejemplo 2.2. Para cada R-mddulo izquierdo Ny, determinado
en el Corolario 2.1, es localmente neteriano izquierdo.
Para ver esto consideremos B = {m; € Ny/|1 <i < n}, luego K =
(B) = > (my), pero cada m; se puede expresar de la forma m; =
> jermy con I' C I finito y cada m); € Nj, como Nj es neteriano

lyer A.2.
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(mj) es neteriano para cada j € I', ademds la suma es directa pues
cada uno es elemento de un solo N; y la suma de los N; es directa.
Luego la suma directa finita de neterianos es neteriano, asi {(m;)
es submaodulo de un neteriano y entonces neteriano. Finalmente,
la suma finita de neterianos es neteriano porque es cociente de la
suma directa finita de neterianos. De esta forma K es neteriano
1zquierdo.

Ejemplo 2.3. Si R es un anillo neteriano izquierdo, cada R-
modulo M, es localmente neteriano izquierdo.

Ejemplo 2.4. Tomemos F un campo y T = [[2, F; ddonde
F, = F para cada 0 < i. Tomemos el subanillo generado por R =
{®F;, 1}, este anillo tiene el ideal ®°F; que no es finitamente
generado por lo que R no es neteriano y notemos que para cada
f € R— {1}, el ideal generado por f, fR es neteriano. Por lo que
R es suficientementeneteriano pero no es localmente neteriano.

Ejemplo 2.5. Consideremos Q como Z—mdodulo. Ahora, con-
sideremos la extension trivial Z x Q, definida en [A.1]. Es claro
que M = Q es localmente neteriano y Ang(M) = 0. Por lo que M
y An(M) son suficientemente neterianos. Entonces, usando [2.11]
7. x Q es suficientemente neteriano.

Denotemos por Net(R), LNet(R) y SufNet(R) a la clase de
R-médulos neterianos, localmente neterianos y suficientemente ne-
terianos respectivamente.

Proposicion 2.2. Sea R un anillo. Entonces

Net(R) C LNet(R) C SufNet(R)

Demostracion: Debido a que Net(R) es cerrada bajo submddu-
los, Net(R) C LNet(R) y Net(R) C SufNet(R). Finalmente Si
M € LNet(R) cada 0 # N < M contiene submdédulos finitamente
generados no cero, asi tiene submddulos neterianos no cero, por lo

que LNet(R) C SufNet(R). O
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Proposicién 2.3. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Los
siguientes enunciados se cumplen:

1. Si M es localmente neteriano izquierdo, entonces para cada
N < M, N y M/N son localmente neterianos izquierdos.

2. St M = @;erM;, M es localmente neteriano izquierdo si y
solo si cada M; es localmente neteriano izquierdo.

8. LN(M) = > nenern N s con Net(M) la clase de los submddu-
los neterianos izquierdos de M. Es el mayor submdodulo de M
localmente neteriano.

Demostracion:

1) Sea M un R—moddulo localmente neteriano izquierdo y N < M.
Si K < N es finitamente generado, entonces K < M vy finitamente
generado luego K es neteriano izquierdo. Por lo que N es localmen-
te neteriano izquierdo.

Ahora, conideremos culquier K/N < M /N finitamente generado,
digamos por k = {ki,...,k,} y tomemos un conjunto de represen-
tantes k = {ki,....,k,} C M. Llamemos a K’ = (k), el generado
por k. Es un submoddulo de M finitamente generado, por lo tanto
neteriano y K = K’ + N, esto implica

K/N = (K'+ N)/N = v/ (K'),

con v : M — M/N el morfismo canénico y vk : K' — v(K').
Como vk es suprayectivo y K’ neteriano vy (K') es neteriano, por
lo tanto K/N es neteriano.

2) =] Supongamos que M es localmente neteriano izquierdo, en-
tonces N es localmente neteriano izquierdo para cada submodulo
de M, en particular M; para cada 7 € I.

<] Sea K < @M, con K finitamente generado, digamos por
k = {ki,..., kn}. Notemos que

<kj> — EBIGSOp(kj) <k](l>>
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para cada j € {1,...,m}. Pero k;(l) € M, por lo que (k;(¢)) es
neteriano, entonces

Diesop(k;) (K (1))

es neteriano porque el soporte de k; es finito y la suma directa finita
de médulos neterianos es neteriano. Asi que (k;) al ser isomorfo a un
submoddulo de un moédulo neteriano es neteriano. En consecuencia

™ (k;) es una suma directa finita de médulos neterianos y por esa
razon neteriano. Finalmente

frolk) — K

(T’lkl, ...,ka?m) — ZTZ]CZ
i=1

es suprayectiva y por lo tanto K es neteriano.
3)Como D nener(a) N es suma directa de neterianos es también su-
ma directa de localmente neterianos, por lo que, de 2) se sigue que
es localmente neteriano. Ademas, el morfismo

[ ®neneeyN — Z N
NeNet(M)

ars Y o

1€sop(a)

es suprayectivo, por lo que de 1) se sigue que ) . Net(M) N es lo-
calmente neteriano. O

Proposicién 2.4. Sean R un anillo y M un R-mddulo izquier-
do. Entonces Ny < LN (M)

Demostracion.

Como vimos en el Ejemplo (2.2) N, es localmente neteriano, por
lo tanto N < LN (M). Ahora, sea 0 # K < LN(M),si KNN =0
entonces K’ = (k) con 0 # k € K, es neteriano y cumple K’ NN =
0, lo que contradice la condicién de maximalidad de N. Por lo tanto
NNK #D0. O
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Ejemplo 2.6. Si gM es un modulo neteriano, su cdpsula in-
yectiva E(M) es suficientemente neteriano.

Definicién 2.3. Sea R un anillo, diremos que un R-moddulo M es
finitamente cogenerado si

EM)=E(S)®..®E(S,)
con S; un médulo simple para cada i € {1,...,n}.

Ejemplo 2.7. Si gM, un R-mddulo es tal que Zoc(M) <° M,
entonces cada submaodulo N, no cero, contiene un submodulo simple
no trivial. Por lo tanto, M es suficientemente neteriano. En par-
ticular, los modulos semiartinianos y los finitamente cogenerados
son suficientemente neterianos.

Esta nocién es la forma de dualizar la de finitamente generado
y ahora nos permitird comparar el neteriano con suficientemnte
neteriano, para eso, el lema siguiente y la consecuente proposicion
cuya demostracién podemos encontrar en [10].

Lema 2.2. Sea R un anillo entonces el R-maodulo M es finita-
mente cogenerado si y solo si se cumplen las siguientes 2 condicio-
nes

1. Zoc(M) <** M y
2. Zoc(M) es finitamente generado.

Proposicién 2.5. Un R-mddulo es artiniano izquierdo st y solo
si cada modulo cociente de gRM es finitamente cogenerado.

Ahora si, la siguiente proposicion es consecuencia de estos re-
sultados.

Proposicion 2.6. Las siguientes proposiciones son equivalentes
para un anillo R:
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1) Cada R-mddulo suficientemente neteriano izquierdo tiene zo-
clo esencial.

11) Cada R-mddulo neteriano izquierdo es artiniano izquierdo.

Demostracion.

IT) = I)] Sea M un R-médulo suficientemente neteriano y N <
M no cero. Entonces existe K < N, neteriano. Por lo tanto K
es artiniano, asi K tiene submoddulos simples, por lo tanto N N
Zoc(M) # 0. Es decir Zoc(M) < M.

I)=11)]

Sea M un R-médulo neteriano, entonces cada mddulo cociente es
neteriano, de ahi, Zoc(M/N) < M/N y Zoc(M/N) es finitamente
generado, por lo tanto M/N es finitamente cogenerado y por 2.5
M es artiniano izquierdo. 0

En la siguiente proposicion se caracterizan a los dominios ente-
ros que son suficientemente neterianos.

Proposicion 2.7. Sea R un anillo que contiene un ideal I tal
que rAn(z) = 0 para todo x € I. Entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

1) R es suficientemente neteriano izquierdo.

11) R es neteriano izquierdo.

Demostracion.

I)=1II)

Sea x € I, x # 0. Como R es suficientemente neteriano izquier-
do, Rz contiene un submoédulo neteriano distinto de cero, digamos
L. Sea y € L, no cero, Ry es neteriano por ser submédulo de L.
Finalmente, Ry = R con el isomorfismo

f:R— Ry
T Ty

sin duda un morfismo inyectivo porque el nicleo de f coincide con
el anulador de y con y € I y claramente suprayectiva. Por lo que R
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es neteriano.
I1)=1)
Todo neteriano izquierdo es suficientemente neteriano izquierdo. [

En el siguiente resultado, se estudia la cerradura de la cla-
se de modulos suficientemente neterianos bajo capsulas inyectivas,
submédulos y sumas directas.

Proposicion 2.8. Sea N un submodulo de un R-mddulo iz-
quierdo M.

(1) Si M es suficientemente neteriano izq., entonces ast lo es N.
St N < M entonces se cumple que N suficientemente nete-
riano izquierdo si y solo si M lo es.

(11) Si M es suficientemente neteriano izquierdo, entonces su capsu-
la inyectiva E(M) también lo es.

(111) Si N y M/N son suficientemente neterianos, entonces M lo
es.

(1v) Sea {M,;}icr una familia de R-médulos. Entonces, la suma di-
recta ®;er M;, resulta en un modulo suficientemente neteriano
sty solo si M; lo es, para cada v € I.

Demostracion.

(1) Si M es suficientemente neteriano izq. es claro que N lo es.
Ahora, si NV es suficientemente neteriano y N < M entonces
dado 0 # K < M, entonces 0 # K N N < N asi, contiene un
submodulo neteriano no cero, digamos K’, por lo que K’ < K
no cero y neteriano, es decir, M es suficientemente neteriano
izquierdo.

(11) Es consecuencia del inciso anterior y la definicién de E(M).
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(111)

Sea K < M distinto de cero, si K NN # 0 entonces K tiene
un submaédulo neterinano distinto de cero. En el otro caso K&
N/N < M/N tiene un submédulo neteriano distinto de cero,
digamos L/N y K & N/N = K porque la suma es directa,
asi L/N — K, es decir es isomorfo a un submddulo de K,
neteriano distinto de cero y por lo tanto M es suficientemente
neteriano izquierdo.

=] Si ®;erM; es suficientemente neteriano, cada submdédu-
lo de él lo es, asi M; es suficientemente neteriano para cada
1€ 1.

<] Si M; es suficientemente neteriano para cada i € I. Pro-
bemos que las sumas directas finitas de suficientemente nete-
rianos izquierdos es suficientemente neteriano izquierdo. Sea
K = ®;cM;, con k un conjunto finito, por induccién sobre
el numero de elementos de k:

Si es 1, se cumple por hipdtesis. Supongamos que se cum-
ple para cada subconjunto de tamano n y k tiene n+1 ele-
mentos. Entonces K = @;c,M;, luego tendremos que K' =
Dier\{j3M;, con j € k, es suficientemente neteriano izquierdo
y ademds K /K’ = M; es también suficientemente neteriano
izquierdo, por lo tanto, por el inciso I11), K es suficiente-
mente neteriano izquierdo.

Ahora, para el caso en que la suma es sobre I, con I cualquier
conjunto, consideremos 0 # N < @;e;M; vy a € N no cero,
entonces (o) < Bjesoport(a)((i))? pero cada (a(i)) < M; es
suficientemente neteriano izquierdo, y la suma directa fini-
ta de ellos es suficientemente neteriano izquierdo, luego (o)
es suficientemente neteriano izquierdo y asi, existe K # 0
neteriano que cumple K < (o) < N, por lo tanto M es sufi-
cientemente neteriano izquierdo. Il

Ahora, la clase de A-mdédulos suficientemente neterianos no es,
en general, cerrada bajo cocientes ni productos, eso los podemos

2Aqui estamos considerando Soport(a) = {i € I|a(i) # 0} conjunto que es
finito de la definicién de ®;c; M; .
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ver en los siguientes ejemplos

Ejemplo 2.8. Sea A un dominio entero que no es neteriano
(por ejemplo A = K|x1, Xs...] con K un campo) y sea I < A un
ideal maximo de A. Consideremos el anillo A x E(A/I). Como
A/ es simple, es neteriano, luego M = E(A/I) es suficientemente
neteriano, por 2.8 y Zoc(M) < M, pues es la cdpsula inyectiva
de un simple. Ahora, por ([13],pag 47,Corolario 1.), An(M)=0 asi
que Zoc(An(M)) = An(M) = 0. Luego Zoc(A x E(A/I)) <¢
(Ax E(A/I)) por [A.3], porlo tanto Ax E(A/I) es suficientemente

AXE(A/I) . .
OxE(A/T) 0 €8 suficientemente neteriano (pues

estaria en contradiccion con 2.7).

neteriano pero A =

Ejemplo 2.9. Sea F' un campo y A = F[X;1, Xs...]. Para ca-
da n > 1, consideremos el ideal I, = ZiZn—‘rl AX;. Notemos que
A/l, = F[Xy, ..., X,] es un A-mddulo neteriano. Luego, el morfis-
mo

A=A/, (2.3)

T (7’ + ]n)n21 (24)

tiene por kernel la interseccion de los I,, que es cero, por lo tanto
es 1nyectivo. Esto es

A= [ A/

n>1

114/

n>1

De donde, si

es suficientemente neteriano ast lo seria A, pero al ser un dominio
entero tendriamos que es neteriano, lo que es una contradiccion.

En contraposicion, el producto de anillos suficientemente nete-
rianos si es suficientemente neteriano.

Proposicién 2.9. Sea {R;}icr una familia de anillos y R =
IL;crR;. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:
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1) El anillo R es suficientemente neteriano izquierdo

11) El anillo R; es suficientemente neteriano izquierdo para cada
1el

Demostracion:
I)=11I)
Si R es un anillo suficientemente neteriano izquierdo, cada ideal lo
es, entonces, tomemos, para x; € R;, la funciéon z; que asigna a
cada j # i el cero de R; y a i le asigna z;. Es claro que z; € Ry
K; = {%;]z; € R;} < R es un ideal, pero ain més es un subanillo
isomorfo, como anillo a R; y K; es suficientemente neteriano por ser
ideal de Ry como RK; = K;K;, (porque es una operacién “coorde-
nada a coordenada”) tenemos que K; es suficientemente neteriano
como K;-médulo, es decir, R; = K; es un anillo suficientemente
neteriano izquierdo.
I) < II)
Partiendo de que cada R; es un anillo suficientemente neteriano iz-
quierdo y tenemos que K; < R es semineteriano como R-mddulo
izquierdo, y por la Proposicién 2.8 inciso V') tenemos que ;e K
es suficientemente neteriano como R-moédulo izquierdo.
Finalmente, notemos que @;c;K; = @i R; < Ry @1 K; es su-
ficientemente neteriano izquierdo como R-médulo por lo que, de la
Proposicién 2.8 se sigue que R es suficientemente neteriano. O

Ahora, podemos caracterizar a los médulos suficientemente ne-
terianos como aquellos que son extension esencial de un modulo
localmente neteriano.

Proposicion 2.10. Sea M un R-maddulo izquierdo, las siguien-
tes propiedades son equivalentes:

1) M es suficientemente neteriano

1) Ln(M) <** M
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1) Ny < M

Demostracion:

I) < II)]

Es claro que si Ln(M) <° M entonces M es suficientemente ne-
teriano. Para el reciproco tomemos 0 # N < M, tal que N N
LN(M) = 0, entonces para cada x € N, Rz no es neteriano, por
lo que N no puede ser suficientemente neteriano. Lo que serfa una
contradiccién. Asi NN LN (M) # 0y por lo tanto LN (M) <¢ M.
IT) = II1)]

Por la Proposicién (2.4) tenemos que Nyy < LN (M) < M.
I11) = II)

Por la Proposicién (2.4) tenemos que Ny < Ln(M) < M y Ny, <¢
M. Porlo que, si 0 # K < M entonces 0 # Nyy NN < Ln(M)NK,
asi Ln(M) < M. O

Proposicién 2.11. Sea A un anillo conmutativo, entonces son
equivalentes para un A—mddulo M :

1. El anillo A x M es suficientemente neteriano.
2. Los A-mddulos An(M) y M son suficientemente neterianos.

3. El A mddulo M @ An(M) es suficientemente neteriano.

Demostracion. 1 = 2]

La magia de la idealizacién aparece inmediatamente porque M =
0x M < Ax M, como ser suficientemente neteriano es cerrado bajo
submoédulos tenemos que M es suficientemente neteriano. Similar-
mente An(M) = An(M) x 0 < Ax M.

1 < 2]

Sean H = {I < An(M)|I es neteriano} y w = {N < M|N es
neteriano} luego consideremos Ln(An(M)) x Ln(M)) cumple ser
localmente neteriano en Ax M, ademés, por [2.10], Ln(An(M)) <¢
An(M) y Ln(M) < M.

Entonces, por la Proposicién|[ A.1.1] tenemos que

Ln(An(M)) x Ln(M) < Rx M
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luego, por el Teorema [2.10] tenemos que A x M es suficientemente
neteriano.
2 <= 3] del Teorema [2.8] inciso IV. O

Corolario 2.2. Sean A un anillo conmutativo y M un A—mddu-
lo finitamente generado entonces A X M es suficientemente nete-
riano si y solo st A, M lo son.

Demostracion.

=) Considerando la Proposicién 2.8, tenemos:

M =0x M < Ax M y similarmente Ann(M) x 0 < A x M,
son ideales del anillo, se tiene que son submoddulos de un médulo
suficientemente neteriano y por lo tanto suficientemente neterianos,
ahora, si {z1,...,z,} C M tal que (x1,...x,,) genera a M considere-
mos el siguiente morfismo de A—mddulos:

f:A/An(M) — M™
r+ An(M) — (ray, raeg, ..., r2,)

notemos que f(r) = 0siysolosir € An(M) esto es r € 0+ An(M)
por lo que f es inyectivo es decir

AJAn(M) — M"

pero el producto finito de mdédulos suficientemente neterianos es
suficientemente neteriano, entonces A/An(M) es submédulo de un
suficientemente neteriano asi, suficientemente neteriano. Finalmen-
te A es extension de An(M) y A/An(M) por lo tanto es suficien-
temente neteriano.

<] Como An(M) < A, por la Proposicién 2.8, es suficientemente
neteriano e inmediato de la Proposicién 2.11 A x M es suficiente-
mente neteriano. 0

Ahora, consideremos un tipo particular de médulos. Sea R un
anillo y M un R—moédulo. Denotemos R[z] al anillo de polinomios
con coeficientes en R.

Ahora, llamaremos

Mz] = {mo +mz' + ... + mpz"|m; € M,0<1i<n€Z}.
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Por simplicidad utilizaremos m[z] para denotar un elemento de
M[z], a la parte en M de los términos m;z* (0 < i < n) que lo
conforman (es decir los m;) los llamaremos coeficientes i-ésimos y
llamaremos grado de m[z| al maximo i tal que el coeficiente i—ésimo
no es cero. Es un grupo abeliano con la suma “término a término”
es decir:

(mo +maz' + ...+ mua™) + (my + muzt + .+ mla”) =

(mo +mg) + (my +my)x + ... + (my +m))a™ + ...+ mla"

cuando n < r. El neutro es 0 (cero en cada coeficiente). La conmu-
tatividad y asociatividad se siguen de que M es un grupo abeliano.
Luego, M|z] es un R médulo de forma natural:

R x Mlz] — Mz (2.
2

(r,m0 + ... + mpa™) = rmo + ... + rmya” (

dénde claramente 1m[z] = m[z] y Om[z] = 0, (r+7")m[z] = rm|z]+
r'mlz] y r(mlz] + m/[z]) = rm[z] + rm/[z]. Luego, esto se puede
extender para que M [z] sea un R[z]-mddulo. Para ello basta definir
la operacion en polinomios con un solo término distinto de cero
como r;a? (mz') = rymx?t. Dénde claramente r;my, € My as
rimyprttt € M[z]. Luego si el grado de r[z] es n y el grado de m|x]
es k, entonces definimos

rlz]m[z] = Z Z i ma

j=1 i=1

recordando que la suma se realiza finalmente término a término.

Lema 2.3. Sea R un anillo, M un R-mddulo izquierdo y N <
M. Entonces son equivalentes:

1. N <% M.
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2. N[X] < Mlz| , como R[x]—mddulos.

Demostracion.

1= 2]

Sea m(x) = mo + mix + ..mua™ € M|x] con m,, # 0, esto es f es
de grado n. Demostraremos por induccién sobre el grado de f que
existe t € R tal que 0 # tm(z) € N|[z], esto es implica que para todo
submédulo K no cero de M[z], se cumple que N[z] N K # 0. Para
eso, tomemos el paso base n = 0, entonces m,, € M, asi, existet € R
tal que tm, € N[z]. Ahora supongamos que se cumple para todo
g € M[z] de grado n — 1. Podemos escribir m(z) = g(z) + m,a™,
por hipétesis general tenemos que tm,, € N para algin t € R y por
hipétesis inductiva, existe t’ € R tal que t'tg € N[z, asit'tf € N|x].
1 <2

Sea 0 # K < M, entonces 0 # K|x] < MJz] por lo que K[z] N
NJz] # 0 entonces existe 0 # f € K[z] N N|x] de grado n, esto si y
solo si 0 # f, € KN N por lo tanto K NN # 0. OJ
Para este tipo de modulos se tiene lo siguiente.

Teorema 2.1. Sea R un anillo y M un R—maodulo. Si M es
neteriano entonces M|z es un R|x]—mddulo neteriano.

Cuya demostracién se encuentra en ([8], 2.15.7). Ahora, pode-
mos replicarlo para médulos suficientemente neterianos.

Teorema 2.2. Sean R un anillo y M un R—mddulo izquier-
do. Si M es suficientemente neteriano izquierdo entonces M|x] es
suficientemente neteriano izquierdo como R|x]—mddulo.

Demostracion.
Sea N < M un submédulo neteriano de M, por el teorema anterior
NJz] es submédulo neteriano de Mz, luego

Z Nlz] < Ln(M|z])

NeNet(M)

por lo tanto Ln(M)[z] < Ln(M][z]) y como M es suficientemente
neteriano, de la Proposicién 2.8 tenemos que Ln(M) < M por lo
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que, del Lema 2.3, tenemos que Ln(M|z]) < M[X], por lo tanto
M z] es suficientemente neteriano.
U

Corolario 2.3. Sean R un anillo suficientemente neteriano e
I un conjunto de indices finito entonces R[x;];c; es suficientemente
neteriano.

Definicién 2.4. Sean R un anillo y M un R-moddulo izquierdo.
Diremos que M es uniforme izquierdo si para cada N, K submodulos
de M, se cumple que NNK # 0. Esto es equivalente a que N < M
para cada submodulo de M.

Un resultado conocido es el siguiente:

Proposicion 2.12. Si R es un anillo neteriano izquierdo enton-
ces cada R-mddulo izquierdo M contiene un submddulo uniforme
no nulo.

Aun mas, notemos que basta que el anillo sea suficientemente
neteriano izquierdo.

Proposicién 2.13. St R es un anillo. Entonces, todo R—maodu-
lo izquierdo M suficientemente neteriano tiene un submodulo uni-
forme no nulo.

Demostracion.

Sea M un R-moédulo izquierdo y 0 # K < M un submoédulo nete-
riano. Luego sea X = {N < K|N es suplemento de algin U < K},
tiene elemento maximo, digamos Xy < K. Digamos que Uy es aquel
tal que Xy es su suplemento. Notemos que Uy # 0 puesto que
Xo £ K. Veamos que Uj es uniforme:

Sea L, L' submédulos de Uy, si LN L' = 0 entonces Xo® LNL' =0,
de la condicién de maximalidad de X se tiene que L =06 L' =0,
por lo tanto Uy es uniforme. O
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2.2. Anillos y médulos semineterianos

Hemos visto que SufNet(R) es cerrada bajo submédulos, ex-
tensiones y sumas directas, 2.8, pero no por moédulos cociente. En-
tonces, en la siguiente parte se estudia la clase de torsién hereditaria
méas grande dentro de SufNet(R).

Definicién 2.5. Sea M un R-mddulo izquierdo. Diremos que M
es semineteriano izquierdo si para cada N, submodulo propio de M,
M/N tiene un submddulo neteriano y distinto de cero. Un anillo
es semineteriano izquierdo si lo es como R-modulo izquierdo.

Notemos que, si en vez de neteriano se sustituye suficientemente
neteriano o localmente neteriano la definicién se mantiene equiva-
lente, puesto que tendriamos de igual manera un submaédulo nete-
riano no cero.

Definicién 2.6. Sea M un R-mddulo zquierdo.

= Diremos que M es localmente artiniano si cada K submddulo
1zquierdo finitamente generado de M, K es artiniano izquier-
do.

» Diremos que M es semiartiniano izquierdo si para cada N,
submaédulo izquierdo propio de M, M /N tiene un submaodulo
1zquierdo simple distinto de cero.

Denotemos SNet(R) a la clase de R-mddulos izquierdos semi-

neterianos, LArt(R) y SArt(R) a la clase de R-mddulos localmente
artinianos y semiartinianos izquierdos respectivamente.
De manera similar al caso de semineteriano, se puede reformular
que M es semiartiniano si para cada N, submédulo propio de M,
M/N tiene un submédulo localmente artiniano, y se obtiene una
definicién equivalente.
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Proposicion 2.14. Sea R un anillo. Lo siguiente se cumple:

1. SNet(R) es la clase de torsion hereditaria mds pequena que
contiene a la clase LNet.

2. SArt(R) es la clase de torsion mds pequena que contiene a la
clase LArt(R). Atin mds, ambas clases de torsion son here-
ditarias.

Demostracion.

1. Por la proposicién [2.3,1], LNet es cerrada bajo cocientes,
submoédulos y por definicion es cerrada bajo isomorfismos.
Asi, usando [1.4] tenemos que SNet es la clase de torsién
generada por LNet, ain mds, por [1.5] tenemos que es here-
ditaria.

2. Bajos los mismo argumentos, usando que LArt también es
cerrado bajo submaddulos y moédulos cociente.

O

Proposicion 2.15. Sea R un anillo, lo siguiente se cumple:

Net C LNet C SNet C SufNet

Demostracion. De la proposicién [2.2] tenemos que Net C LNet C
Sufnet. De la proposicién [2.14] tenemos que la clase se SNet es
una clase de torsién que contiene a LNet ahora, si M € SNet
entonces para todo cociente distinto de cero existe un submaodulo
neteriano distinto de cero, por lo que M = M/0 tiene submédulo
neteriano, luego, al ser una clase de torsion hereditaria tenemos que
para cada N < M se cumple que N tiene un submédulo neteriano
no cero. Por lo tanto M € SufNet. O

Definiciéon 2.7. Sea A un anillo conmutativo.
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s Diremos que un anillo A es cero dimensional si cada ideal
primo I es un ideal mdximo.

» Diremos que M, un A mddulo es cero dimensional, dim(M) =

0, st Sop(M) C Max(A).

Proposicion 2.16. Los siguientes son equivalentes para un ani-
llo Ay M un A-mddulo:

1) M es semiartiniano

11) M es semineteriano y dim(M) =0

Demostracion.

I)=11)]

Sea M un A-mdédulo semiartiniano, entonces, para cada N < M se
cumple que M/N tiene zoclo distinto de cero, es decir, existe un
submédulo simple K < M /N, por lo que M es semineteriano y de
[[5], Proposicién 2.9] se tiene que dim(M) = 0.

I1) = 1)

Sea M un A-mdédulo semineteriano con dim(M) = 0. Si N < M se
cumple que M/N tiene un submédulo K neteriano, pero si M es
cero dimensional entonces M /N también lo es y luego dim(K) =0
asi que, por [[6], Proposicién 2.6] K es artiniano, por lo tanto tiene
un submédulo simple y asi M/N es semiartiniano. O

Ahora, consideremos los anillos siguientes

Definicién 2.8. Sea R un anillo. Diremos que R es N A-anillo,
si M es R-modulo neteriano izquierdo entonces M es R-modulo
artiniano 1zquierdo.

Proposicion 2.17. Sea A un anillo conmutativo. Los siguientes
enunciados son equivalentes.

1. Todo A-mddulo semineteriano es semiartiniano (SNet = SArt).
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2. Todo A-mddulo suficientemente neteriano tiene zoclo esen-
cial.

3. A es NA-anillo.

Demostracion.

2 <= 3] Proposicién [2.6].

1 = 3] Sea M un A—mddulo neteriano, entonces es semineteriano,
por suposicién, es semiartiniano, luego, de la Proposicién [2.16], te-
nemos que Dim(M) = 0 entonces, de [[6], Proposicién 2.6] tenemos
que M es artiniano, por lo que A es NA-anillo.

2 = 1] Sea M semineteriano, entonces M /N tiene un submédulo
neteriano distinto de cero, y si K/N < M/N entonces K < M es
semineteriano y por lo tanto K /N tiene un submdédulo neteriano
distinto de cero, asi tenemos que M/N es suficientemente nete-
riano, luego M /N tiene zoclo distinto de cero. Por lo tanto M es
semiartiniano. O
En general, si M es localmente neteriano, una suma directa infinita
de copias de él es aun semineteriano, y al ser la clase de modu-
los semineterianos de torsion y hereditaria, todos los submodulos
y cocientes de este tipo de modulos son también semineterianos,
por lo que podemos pensar que los médulos semineterianos son al-
go asi como sumas directas de mdédulos localmente neterianos, sus
submodulos y los cocientes de estas. Para formalizar esta afirmacién
necesitamos el concepto de M —generado y M —subgenerado.

Definicién 2.9. Sean R un anillo y M, N R—mddulos.

1. Diremos que N es M — generado si existe morfismo f : @;er M; —
N, suprayectivo con M; = M para cada i € I e I un conjunto.

2. Diremos que K es M -subgenerado si K < N y N es M —generado.

3. Llamaremos o[M] a la subcategoria plena de R—Mod cuyos
objetos son todos los modulos M-subgenerados

Proposicion 2.18. Sea R un anillo, entonces los siquientes
son equivalente para un R—modulo M distinto de cero:
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1) M es semineteriano.
11) N es semineteriano para cada N € o[M].

111) Para cada 0 # N € o[M], N contienen un submddulo nete-
TIano Mo cero.

1v) Cada mddulo cociente de M es suficientemente neteriano.

v) Para cada N € o[M], Ln(N) <* N.

Demostracion.

I)=11)]

De 2.14 tenemos que la clase de semineterianos es de torsion y es
hereditaria, luego cerrada bajo sumas directas, cociente y submodu-
los, por lo tanto si IV es M-subgenerado es semineteriano.
IT)=II1)

es inmediato de que todo modulo semineteriano es suficientemente
neteriano (Proposicién 2.15).

I11)=1V)

Cada mdédulo cociente de M, digamos M/K cumple que M/K €
o[M] por lo tanto contiene un submédulo netriano no cero. Luego,
cada N < M/K sigue cumpliendo N € o[M] por lo tanto tiene
un submédulo neteriano no cero, esto es M/K es suficientemente
neteriano.

IV) = I)]

En particular, cada mdédulo cociente de M tiene un submédulo ne-
teriano no cero.

V)y=1)

En particular, cada médulo cociente de M, digamos M /K, cumple
Ln(M/K) < M/K por lo tanto tiene un submédulo neteriano no
cero.

I7)=V)
Por hipotesis cada N € o[M] es semineteriano, asi, N es suficien-
temente neteriano (2.15), por 2.10, Ln(N) < N. O

Corolario 2.4. R es un anillo semineteriano izquierdo si y solo
st todo R-modulo izquierdo M es semineteriano.
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Corolario 2.5. Si R es semineteriano izquierdo entonces todo
R-mddulo izquierdo M tiene un submodulo uniforme no nulo.

Demostracion. Usando el teorema anterior y 2.13 0J

Entonces el concepto de médulo localmente uniforme y anillo
localmente uniforme generaliza a semineteriano.

Definicién 2.10. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Diremos
que M es semiuniforme si cada modulo cociente de M, M /N tiene
un submodulo uniforme. Diremos que R es un anillo semiuniforme
si todo R-mddulo tiene un submodulo uniforme no nulo.

En ese sentido tendremos el Corolario anterior se reescribe co-
mo que todo anillo semineteriano es semiuniforme. Ademéds todo
modulo semineteriano es semiuniforme, 2.13. Para terminar esta
seccion, el teorema de la base de Hilbert es valido para seminete-
rianos cuando el anillo es conmutativo:

Proposicién 2.19 ([1], Teorema 3.19). Sean A un anillo con-
mutativo y M un A—mddulo izquierdo entonces son equivalentes:

1. M es semineteriano como A-mddulo.

2. Mlz| es semineteriano como R[x]-mddulo.

2.3. Semineterianos vs Max vs Semiar-
tinianos

En esta seccion compararemos dos conceptos de este trabajo
que, en principio, parten de dualizar el concepto de semiartiniano.
Estos son, max y semineterianos. Primero, estos conceptos son di-
ferentes:
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1. En el apéndice exponemos el médulo Z,e, con p un nimero
primo, el cual es un Z—moddulo semineteriano y no es max.

2. Por el ejemplo anterior tenemos que Z no es un anillo max.
Aun mas, al ser neteriano es semineteriano. Eso es, un anillo
conmutativo semineteriano y no max.

3. En el Ejemplo [1.1], podemos ver que el concepto de max y
el de artiniano tienen lado y que hay anillos semineterianos
izquierdos que no son max.

Como expusimos en el capitulo dos, todo mdédulo izquierdo se-
miartiniano es semineteriano. Ahora, si el anillo es conmutativo,
también pasa que todo anillo semiartiniano es max, como se de-
muestra en [[12], Teorema 3.1]. Ahora, consideremos:

Proposicién 2.20 ([11], Corolario 1.1.38). Sea A un anillo
conmutativo mazx. St A es neteriano entonces es artiniano.

Podemos generalizarla en el siguiente sentido:

Proposicién 2.21. Sea A un anillo conmutativo max y M un
A-mddulo. Son equivalentes:

1. M es semineteriano.

2. M es semiartiniano.

Demostracion.

1= 2]

Usando [[1], Teorema 3.7] tenemos que M es una extensién esencial
de médulo de la forma @;c;A/P; con P; € Con(A) e I un conjun-
to. Pero, como A es max, todo ideal primo es maximo, entonces
@ic1 A/ P; es semisimple y por lo tanto semiartiniano, luego M es
extension esencial de un semiartiniano por lo que es semiartiniano
([5],Lema 2.1)

2=1]

Siempre se cumple por definiciéon que SArt(A) C SNet(A). O
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Corolario 2.6. Sea A es un anillo max conmutativo. Son equi-
valentes

1. A es semineteriano.

2. A es semiartiniano.

Ahora notemos que, Z también es un ejemplo de que la afirma-
cién ”Si A es un anillo y M un A-médulo semineteriano, entonces
M es max si y solo si es M semineteriano” es falsa, ain cuando
el anillo es conmutativo, por el ejemplo de Z,~. Aln asi, este tipo
de afirmacién si es cierta para cuando lo afirmamos sobre toda la
clase de médulos o bien sobre el anillo. Consideremos los siguientes
teoremas que caracterizan a los anillos semiartinianos y a los max
respectivamente:

Teorema 2.3 ([12], Teorema 3.1). Sea A un anillo conmutativo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es semiartiniano.

2. a) Rad(A) es T—nilpotente.
b) A/Rad(A) es semiartiniano y regular.

3. Todo ideal primo es mdximo y para cada A-modulo M, se
cumple que As(M) # ().

4. A es semiuniforme y max.

Teorema 2.4 ([14], Teorema.). Sea A un anillo conmutativo. A
es mazx si y solo si Rad(A) es T-nilpotente y A/Rad(A) es regular.

De los cuales tenemos, gracias al trabajo realizado en el capitulo
2, las siguiente proposicién para anillos conmutativos:

Proposicion 2.22. Sea A un anillo conmutativo seminete-
riano, entonces son equivalentes:
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1. A es semiartiniano.
2. A es max.
3. Todo ideal primo es mdximo.

4. Todo modulo suficientemente neteriano tiene zoclo esencial.

Demostracion.

1) = 2)] De 2.3, por la equivalencia ente 1y 4.

2) = 3)] Proposicién 1.9.

3) = 1)] Por la Proposicién 2.16 tenemos que A es semiartiniano.
4) < 1)] De que A es semineteriano y el Corolario 2.4 tenemos
que A — Mod = SNet(A) y por la Proposicién 2.6 tenemos que
SArt = SNet por lo que A es semiartiniano. O

Aunque la demostracién se da a través de varios resultados an-
teriores lo que ocurre en la proposiciéon anterior se resume en que,
cuando el anillo es conmutativo, “A es semiartiniano” es equivalen-
te a “A es semiuniforme y max”, pero como vimos en la Proposicién
2.13 los anillos semineterianos son siempre semiuniformes. Entonces
la siguiente proposicién es consecuencia.

Proposicion 2.23. Sea A un anillo conmutativo, semiuniforme
tal que cada ideal primo es mdxrimo, entonces son equivalentes:

1. A es semineteriano.
2. A es semiatiniano.

3. A es max.

Demostracion 1) = 2)

Por la Proposicion 2.16 A es semiartiniano.

2) = 3)

Si el anillo A es conmutativo, entonces anillo semiartiniano implica
anillo max.
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3)=1)
por el Teorema 2.3 (4) — 1)) tenemos que A es max y semiuniforme
por lo que A es seminartiniano y entonces semineteriano. Il
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Capitulo 3

Conclusiones

En este trabajo, hemos estudiado algunos conceptos que se pro-
ponen en [1]. Estos son, localmente neteneriano, suficientemente
neteriano y semineteriano, resaltando que muchos de los resultados
presentados e el Capitulo 2 son propios de esta tesis, una buena
parte son simplemente la adaptacién de los resultados presentados
en [1] pero sin la hipétesis de que el anillo es conmutativo:

= Proposicion 2.1
= Proposicion 2.3
= Proposicion2.6
= Proposicion 2.8
= Proposicion 2.9
= Lema 2.3

» Teorema 2.2

= Corolario 2.3

= Proposicion 2.14

47
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= Proposicion 2.15
= Proposicion 2.18

s Corolario2.4

Como es de esperarse, no en todas las proposiciones anteriores se
consiguié replicar el resultado en forma completa, pero si en la ma-
yoria. En los caso en que no se consigue demostrar el resultado
completo, tenemos la hipdtesis de que no se cumple en general,
aunque no estamos seguros pues no damos contraejemplos, las pro-
piedades que no se pueden replicar tienen que ver con la forma y
distribucién de los ideales primos y algunos resultados de algebra
conmutativa que no se generalizan. Se espera continuar en esto con-
siguiendo contraejemplos o bien, encontrando nuevas herramientas
para demostrar que funcionen en algebra no conmutativa.

El otro tipo de resultados propios de este trabajo son, o bien nuevos
del todo, o bien extensiones de los dados en [1]. Son los siguientes:

= Proposicion 2.13 que es propia del trabajo.

» Proposicién 2.10 que agrega una equivalencia (III)) y no ne-
cesita de que R sea conmutativo.

= Corolario 2.5
= Proposicion 2.21 es propia del trabajo.
= Proposicion 2.22 es propia de este trabajo.

= Proposicion 2.23 es propia del trabajo.

Como conclusiones podemos decir que los conceptos de seminete-
riano y max son distintos, tanto en anillos como en médulos y sin
importar si el anillo es conmutativo o no, se dan ejemplos y se de-
muestra que si el anillo es conmutativo, todo ideal primo es maximo
y es un anillo semiuniforme, anillo max, anillo semiartiniano y ani-
llo semineteriano son equivalentes.
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La relacion entre semineteriano y semiartiniano es muy estrecha
pero son conceptos diferentes tanto en moédulos como en anillos
(conmutativos y no conmutativos). Asi como en semiartiniano y
max, se tiene la hipdtesis de que ser semineteriano derecho y se-
mineteriano izquierdo son independientes pero no se consiguié un
ejemplo, esperamos hacerlo en un trabajo futuro.

Los médulos semiuniformes generalizan a semineteriano y semiar-
tiniano y son condicién suficiente para que un anillo conmutativo
max sea semiartiniano y se tiene la hipétesis de que en el contex-
to no conmutativo no sucede. Se considera que hay espacio para
la investigacion en esta direccién y que en anillos no conmutativos
las relaciones entre los conceptos son interesantes, considerando los
moédulos y anillos semiuniformes como otro punto de aproximacién
que va sobre la misma linea de investigacion.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. 1Idealizacion de un modulo.

Definicién A.1. ! Sea A un anillo, M un A-mddulo. La idealiza-
cion de M por A, también llamada extension trivial de A por M,
es el anillo Ax M = {(r,m)|r € A,m € M}. Con las operaciones:

+AXMXAXM — Ax M
((r,m), ("', m")) = (r + 7", m+m)

G AXMXAX M — Ax M

((r,m), (r',m")) = (rr',rm' +r'm)

Veamos que en efecto es un anillo:
Primero, (A x M, +, (0,0)) es un grupo, definido como el pro-
ducto de los grupos subyacentes del anillo y el médulo A x M y
es conmutativo porque A y M son grupos conmutativos. Ahora,
(Rx M,+,(0,0),-,(1,0)) es un anillo:

1

consideramos que no hay ambigiliedad al usar “.”,“4” puesto que en cada
caso se refieren a la operacion definida en el anillo y el médulo iniciales y luego
como a partir de ellas se construye el nuevo anillo por lo que, en cierto sentido
son la misma operacién en toda la construccién.

o1
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» Asociatividad

[(r,m)(r", m")] (7", m") = (r',7'm +rm") (7", m”)
((reYr" r" (r'm + rm”) + rr'm”)
= ((rr" )", r"v'm + r"rm + rr'm")
(r(/r//r//), 7_.7,_/7?,’/// + rr//m/ + /r//r_.//m)
(T(T/T//)’ T‘(’I"”m/ + r/m//) + r/r//m)
= (r,m) [(r',m) (", m")]
donde se ve la necesidad de que A esa conmutativo.

» Sean (r,m), (r',m') € Ax M, entonces (r,m)(r',m') = (rr’,rm/+
r'm) = (r'r,r’'m 4+ rm’) = (r',m')(r,m). Es decir, el anillo es
conmutativo.

» El neutro del producto es (1,0) porque (1,0)(r,m) = (1r,r0+
Im) = (r,m).

Ahora, notemos que es posible ver a A como un subanillo de Ax M,

1:A—>Ax M
r+— (r,0)
que es un morfismo inyectivo de anillos. De ahi que A x M es una
extension de A.
También Si N es un submédulo de M, entonces 0 x N es un

submodulo de A x M:
Si (0,m), (0,m') € 0 x My (r,m") € Ax M entonces

(0,m)+ (0,m")=(0,m+m') €0 x N
y para cada (r,m’) € A x M se cumple que

(r,m’) - (0,m) = (Or,rm +0m’) = (0,rm) € 0 x N

En particular 0 x M es ideal del anillo, de ahi que A x M es la
idealizacién de M. Atin mas, (0 x M)? = 0 ya que (0,m)(0,m’) =
(0,0m + 0m') = (0,0) para cualesquiera m, m’ € M. Notemos que
ademas sucede que M =0 x M como A—mddulos.
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A.1.1. Ideales y elementos especiales en la ex-
tension trivial

En esta seccion estudiamos los ideales primos, maximos y prin-
cipales de R x M.

Teorema A.1. Sea A un anillo, I un ideal de A, M un A—mddu-
loy N <M entonces:

1. I x N es ideal de A x M siy solo si IM C N.

2. SiIxXN esunideal de Ax M entonces M/N es un A/I—mddu-

loy A<M o A/ x M/N.

Demostracion.
1. Es inmediato de la definicion de A x M.
2. 51 M es un A—médulo y I x N < A x M. Veamos que esto
determina un A/I médulo. Definimos el A/I-médulo M /N por (r+
IN(m+ N):=rm+ N.
Ahora, si m + N = m’ + N tendremos que
(r+I)(m+N)=(rm'"+r(m—m')+ N)
=rm'+ N
— (r+ D) + )

similarmente si (r + I) = (' 4+ I) entonces
(r+D(m+N)=r'm—(0"—r)ym+N
pero r — 1’ € I luego, debido a que IM C N, (r' — r)m € N asi
(r+D(m+N)=("'m+N)=("+1I)(m+ N).

De esta manera, la operacion esta bien definida. Veamos que cum-
ple ser un modulo:
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» Sean (r+1)€ A/l ym+ N,m'+ N entonces

(r+D[m+N)+(m'+N)]=r+I1)(m+m'+N)

= (r(m+m)+N)

= (rm+rm'+ N)

= (rm + N)(rm’ + N)

=(r+I)(m+N)+(r+I)(m +N)
dénde usamos que r(m +m') = rm +rm’ debido a que M es
A-modulo.

» Sean (r+1),(r'+I1)e R/Iym+ N

dénde usamos que r + 1'(m) = rm + r'm debido a que
M es A-modulo.

(r+D((r'+ 1) (m+N))=(r+I1)(r'm+N)
=r(r'm)+ N

dénde usamos que r(r'm) = rr'm, debido a que M es
A—modulo.

» (1+1)im+N)=(m+N)
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Lo que demuestra que M /N es un A/I- médulo.
Esto nos permite definir el morfismo:

R M
(r,m)— (r+I,m+ N) (A.2)

que es claramente suprayectivo. Ahora ¢((r,m)) = 0 si y solo si
r € I,m € N por lo que ker(¢) = (I, N). Por lo tanto, del Primer

Teorema de isomorfismos, 4 =~ R/J x M/N. O

Ejemplo A.1. Sea R = Z, M = Z/12Z y N = 6Z/12Z,
entonces, con I = 6Z, se cumple que IM = (6Z)(Z/12Z) = N por
lo que I x N < Rx M.

Aun asi, el teorema nos dice como son muchos de los ideales de
la extensién trivial pero no es cierto que todos son de esa forma.

Ejemplo A.2. Consideremos R = Zy, M = Zs con I = (R X
M)((2,1)) ={(0,0),(2,1)}, que no tiene la forma I x N con I < R
y N <M.

Corolario A.1. Sea A un anillo conmuativo, entonces I es un
ideal de A, y M un A-modulo. Entonces

1. XM~ AT

Ix M

Ax M ~
9. AxM oy,

3. Los ideales de A x M que contienen a 0 X M son de la forma
Jx M con J<A.

Demostracion.
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3. Claramente , para todo J ideal de A se cumple JM C M por

loque JXx M < Ax M, luego, si Ox M < I < Ax M entonces,
los elementos de [ tiene la forma (i, m) con m € M, cumplen
ser un subgrupo con la suma y cerrado bajo producto, de
modo que I’ = {i € A|F(i,m) € I} es ideal en A asi [ =
I' x M.

O

Teorema A.2. Sea A un anillo y M un A—mddulo entonces:

1. Los ideales primos de A x M son de la forma P x M con

P € Spec(A).

2. Los ideales mdzximos de A x M son de la forma I x M con

I € Max(A).

3. Los ideales radicales de A x M tienen la forma I x M con I

un tdeal radical en A.

Demostracion.

1. Sea q un ideal primo de A x M, entonces (0 x M)* =0 C g,

entonces 0 x M C ¢y usando el corolario [A.1], tenemos que g
tiene la forma J x M, luego, si J < A no es primo, tendriamos
r,r’ € A tales que rr’ € J, luego (r,0)(r",0) € (J,M) = g,
asi, de que ¢ es primo, (r,0) € ¢ 6 (',0) € ¢ por lo tanto
r € J ér € J concluyendo que J debe ser primo.

. Como cada ideal I maximo es primo tenemos, igual que en

el inciso anterior, que 0 x M < I. Luego I es de la forma
I'x M, [A.1,3], por lo que si existe J tal que I’ < J entonces
I < Jx M por lo tanto J = A debido a que I es maximo,
por lo tanto I’ es maximo en A.
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3. Sea F un ideal radical de A x M. Entonces
E=VE =n{Q|Q € Spec(Ax M),E C Q}

pero al ser la interseccion de primos tenemos que 0 x M < FE
por lo que E es de la forma J x M de aqui, por 1, todos los
ideales primos son de la forma P x M, tenemos que

JxM = E = N (PxM)=( () P)xM

PxMeSpec(AxM),E<PxM PeSpec(A),J<P
esto es J es radical en A.

Corolario A.2. Si A es un anillo y M un A—mddulo entonces
Dim(A x M) = Dim(A)

Demostracion. Si Py < P; < ... es una sucesion de ideales pri-
mos en el anillo A entonces Py x M < P, x M < ... es una su-
cesiéon de la misma longitud en el anillo A x M, por definicién
Dim(A) = Dim(A x M). O

Teorema A.3. Sea A un anillo, M un A—mddulo y JX M)(a, m)un
ideal principal de A x M. Los siguientes enunciados son equivalen-
tes.

» (Ax M)(a,m) = Aa x (Am + aM).
» (a,0) € (Ax M)(a,m).

» FEriste x € A tal que xa =a y mx € aM.

Demostracion.

1= 2]

Si (Ax M)(a,m) = Aa x (Am + aM) entonces (a,0) = (la,am +
a(—m) € Aa x (Am +aM) = (A x M)(a,m).

2= 3]

Si (a,0) € (A x M)(a,m) entonces existe (r,m’) € (A x M) tal
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que (r,m')(a,m) = (ra,am’ +rm) = (a,0) esto es ra = a y rm =
a(—m') € aM.

3=1]

Sea x € A tal que xa = a'y xm € aM. Entonces xm = am’ para
algin m’ € M. Si (ra,sm + an) € Aa X (Am + aM), entonces

(ra,sm + an) = (rzxa, sm + xan)
rza,zan) + (0,sm)
rza,zan) + (0, sm)

n)(za,0) + (s, 0)(
r,n)(xa, zm — am’)
r,n)(z, —m’)(a, m)
€ (Ax M)( a,m)

(
= (
= (
= (r, 0,m)

= (r + (5,0) ((a,m) = (a,0))

=( + (s,0)(a,m) — (sz,s(—m'))(a,m)

por lo tanto Aax (Am+aM) C (Ax M)(a, m) y la otra contencién
es inmediata. O

Ejemplo A.3. w Sea A =7 x 7Z. Si tomamos (2,2) € A,
tenemos que (2,2) = (1,-1)(2,2) € A(2,2) por lo tanto, del
teorema A.3, R(2,2) = 27 x 2Z.

» Pero si consideramos A = 7 x 27 entonces no es posible que
(2,0) € A(2,2) pues para eso se tendria que —1/2 € 27.
Luego A(2,2) # 27 x 27Z.

Teorema A.4. Sean A un anillo y M un A mddulo, entonces

1. A X M es neteriano st y solo si A lo es y M es finitamente
generado.

2. A M es artiniano si y solo st A lo es y M es finitamente
generado.

Demostracion.
1. =]
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Si A X M es neteriano entonces A = *S‘Iff‘\j es neteriano. Luego,

tenemos que 0 x M es ideal de A por lo tanto finitamente generado.
Es decir, existen {(0,m;)}o<i<n C 0 x M que lo generan. Notemos
que (0,0) € A x M(0,m;) para cada 1 < i < n y luego, por A.3
tenemos que Ax M (0, m;) = AOX (Am;+0M) = 0x Am;. Entonces

n

OKM:zMWM) (A.3)

= (0% Am;) (A.4)

i=1

=0x Y Am (A.5)

por lo tanto M es finitamente generado.

<]

Ahora, si A es neteriano y M finitamente generado. Demostraremos
que todos los ideales primos son finitamente generados, recordemos
que un ideal primo de A x M es de la forma P x M, ([A.2 ])con
P un ideal primo de A luego, P es finitamente generado, como M
también es finitamente generado tenemos que P X M es finitamente
generado. Asi, cada ideal primo del anillo es finitamente generado
es conocido que esto es equivalente a que es neteriano.

2.=]

Supongamos que A x M es artiniano. Como es un anillo conmuta-
tivo artiniano entonces es neteriano por lo tanto M es finitamante
generado y A = 6‘51\1\2{ asi, A es artiniano.

<]

Si A es artiniano y M es finitamente generado entonces, es sabido
que A es neteriano y Dim(A) = 0, ahora, de la caracterizacién de
los primos tenemos que Dim(A x M) = Dim(A) = 0y como M
es finitamente generado y A neteriano tenemos que A x M es ne-
teriano. Asi A x M es neteriano y de dimension cero por lo tanto
artiniano. [l
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Teorema A.5. Sean A un anillo y M un A—maodulo, entonces
son equivalentes:

1. I < Ax M.

2. Existe un ideal I' < A y un submddulo N de M tales que
I'x N<Iconl <., An(M)y N < M.

Demostracion
1= 2]
Si An(M) = 0 consideremos H ={K < M|0x K <[}, I'"=0y

N=§:K§M

KeH

Entonces I' = An(M) = 0 y para cada 0 # L < M, se tiene que
IN0X L # 0 entonces existe 0 # K < M tal que Ox K = IN0x L
por loque KN L #0. Asi N <* M.

Sean, I N (An(M) x 0) = I' x 0, con An(M) # 0, por hipétesis
tendremos que I’ # 0. Luego, I' < An(M), pues si 0 # K <
An(M) < A entonces

I'NK=({INnAn(M))NK
=IN(An(M)NK)
=INK#0

igualmente / N (0 x M) =0 x N implica N <* M.

2=1]

Como I’ x N < I es suficiente demostrar que I’ x N < A x M.
Ahora, sea K < A x M. Supongamos que 0 # (r,m) € K con
r# 0, si rM = 0 tendremos que r € An(M) y como I <® An(M)
entonces I’ N (r) # 0 esto es, existe a € A tal que 0 # ar € I,
si m = 0 tenemos que 0 # (ar,0) € I N K, si am # 0 entonces
(am) NN # 0 por lo que existe § € A tal que 0 # fam € N, de
modo que 0 # Ba(r,m) € INK.
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Finalmente, en el caso en que rM # 0 tenemos que existe n € M
tal que rn # 0 luego, existe & € A tal que 0 # arn € N, asi
0 # (0,an)(r,m) = (0,ran) € I' x N por lo tanto I N K # 0. De
dénde concluimos que I < A x M

Corolario A.3. Sean A un anillo y M un A—mddulo entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Zoc(Ax M) < Ax M
2. Zoc(An(M)) < An(M) y Zoc(M) < M
3. Zoc(An(M)® M) < An(M)® M

Demostracion.

Tenemos que Zoc(A x M) = (Zoc(A) N An(M)) x Zoc(M), por lo
que, de tenemos que 2) <= 1).

Luego, de Zoc(An(M) @& M) = Zoc(An(M)) & Zoc(M) por lo que
2) <= 3). O

A.2. El grupo de Priifer

En esta seccion desarrollaremos con detalle el grupo de Priifer
para un primo p € Z. Las ideas incluidas en esta construccion son
generalizadas con ayuda del lenguaje de categorias, permitiendonos
verla como un caso especial de colimites. Esto es, como un objeto
con sus correspondientes inclusiones y con una propiedad universal
sobre cierto tipo de colecciones de objetos. Para esto definiremos
algunos conceptos.

Definicién A.2. Un conjunto dirigido C' es un conjunto no vacio
que es orden parcial (C,<) tal que, para cada par de elementos
c,d € C, existe su supremo. Es decir, existe ¢V c tal que es la
menor de las cotas superiores del conjunto {c,c'}.

Ejemplo A.4. Para cada () # C C N, C es un conjunto dirigido
con el orden <.
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Definicién A.3. Sean I un conjunto dirigido, € una categoria
y {Citier un conjunto de objetos indizados por 1. Diremos que
(Cr, fij : Ci = Cy)ijer es un diagrama directo de silueta I si cum-
ple:

1. fi; es la identidad en C;
2. fiw = fjk o fij

Definicién A.4. Sean € una categoria, I un conjunto dirigido y
({Cktrer, {fig}ijzer) un diagrama directo de silueta I.

» Un Conono para este diagrama es par (A,{¢:;}; € I) con-
formado por un objeto A € € y una familia de morfismos
pi - C; = A tal que, para cada f;; el diagrama

conmuta.

» El limite directo para este diagrama (si existe) es un cocono
(C{pi}i € I). Con la propiedad de que, para todo cocono
(A, piicr) existe una unica flecha f: C' — A tal que el diagra-
ma

conmuta para cada i,j € I.

Ahora, consideremos la categoria Z — Mod, o bien, equivalen-
temente la de todos los grupos abelianos Ab. Podemos definir al
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grupo de Priifer como el limite directo del siguiente diagrama:

Sea I = N con el orden total usual y tomemos p un nimero pri-
mo. Ahora {Z,» }nen la coleccién de objetos, en este caso de grupos
abelianos (o Z-médulos).

Definimos las funciones:

fij : Zpi — ij
ar— pj_ia

con 7 < j. Notemos que son morfismos de grupos y que f; es la
identidad, ademas, si tomemos 1 < 7 < k

fie = fir o fij-

Por lo que es un diagrama directo de silueta N.

Veamos que el limite directo de este diagrama existe. Tomando
Q como Z—méddulo, definimos Q, = {z/p"|z € Z,n € N} es un
submédulo de Q (o bien un grupo abeliano con la suma usual) que
ademds contiene a Z como submoédulo propio. Entonces llamaremos
Zyo = Q,/7Z, es decir al médulo cociente de Q,, con Z.

Proposicion A.1. En el contexto de las definiciones anteriores
se cumple:

» Para todo g € Zy~ existe n € N tal que g*" = 0, es decir, es
nilpotente y se anula en alguna potencia de p.

n Zpo es el limite directo del diagrama directo (Zpn, f;j).
» La reticula [0, Zy=] es isomorfa a N.
» Todo submddulo de Z,~ es esencial.

» Todo submddulo de Zy= es superfluo®.

2También son llamados pequefios (small module ). Un médulo N es superfluo
en M si N+ K = M implica que K = M
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Demostracion.

n Sea g € Zpy, es de la forma I%—i—Z con z € Zyl € N. Entonces

z n z
(E+Z)p :pl(ﬁ)—l—Z:Z—{-Z:O—I—Z

s Primero definimos

Di Ly — Lipoo

a
a— — + 7
pi

Es un morfismo de grupos y ademads inyectivo. Ahora, note-
mos que para cada i < j

Pe g5 %47
Dj P

pjo fij(a) =

por lo que (Zy~,p;) es un cocono directo para el diagrama
(Zyn, fij). Ahora, si (A, ¢;) es otro cocono directo para este
diagrama.Notemos que, por lo demostrado en el punto ante-
rior, podemos tomar para cada g € Zy~ existe un n minimo
tal que ¢*" = 1, llamemos n, a este nimero. Ahora, siem-
pre podemos escribir g = 1% + Z de manera unica con la
condicién de que z, < p™s. Definimos

f: . Zpoo — A
g On,(2)
que estd bien definida des que (ny, z,) es un par dnico para

cada g € Zy~. Ahora, asuminedo su representacién tinica vea-
mos que es morfismo de grupos:
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v v, Z Zh
f(g+h):f(png+]%)
_ pMzg F ez
o png+nh
= ¢ng+nh (pnhzg + pngzh)
= ¢ng+nh (fng(ng+nh)<zg> + fnh,(ng+nh)(2h))
= ¢ng+nh (fng(ng+nh)<zg>> + ¢ng+nh(f”h(ng+nh)(zh>>

luego, como (A, ¢;);en €s un cocono directo, tenemos que
¢ng+nh (fng (ng+np) (Zg))+¢ng+nh (fnh(ng-i-%) (Zh)) = ang (Zg)+¢nh (Zh)

por lo tanto f(g+h) = f(g) + f(h).
Finalmente, si a € Z,;

fopz‘(a) = f(a/pz‘)

es decir, el diagrama
T
Lpo \%

conmuta para cada 7,7 € I.

» Si llamamos C; = p;(Zyi) < Zp~ tenemos una cadena infinita
de submodulos

0=Cy <0 <. <y

ademas C,,/C,,_1 = C es simple. Por lo que no hay submdédu-
los propios de C,, que contengan a C,,_; ademas, cada submodu-
lo 0 # N < Zp~ contiene al menos a un C,, esto debido a
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que g € N implica (g) < N, pero g*" = 0 por lo que (g) es
finito y de orden p* con k& < n. Ahora, si N es finito, existe
un g tal que ngy = max{n,|h € N}, entonces N = C,,,. Si N
no es finito entonces C,, < N para cada n € N por lo que, con
las inclusiones tendriamos que (N, C,, — N) es un cocono y
asi, por la propiedad universal del limite directo, Z,ec — N
entonces N = Zpe.

Si N < Zpe propio, el orden total de la reticula de submdédulos
implica que, dado cualquier otro médulo K, se tiene que N <
K o K < N por lo que la interseccion es nula si y solo si uno
de los dos lo es, por lo que N <% Z,

Si N < Zye propio, el orden total de la reticula de submdédulos
implica que, dado cualquier otro médulo K, se tiene que N <
K o K < N por lo que N + K = maxz{N, K} por lo que
N < 7 oo

Ahora, es consecuencia que Zy~ es artiniano, pues cada submaédulo
N % Zp~ es un C, y tiene un numero finito de submédulos, ast
semiartiniano y semineteriano, pero no max, puesto que no existe
n € N tal que Zy/C,, sea simple.
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