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MÉTRICA DE CARTAN-KILLING DE ÁLGEBRAS Y SUPERÁLGEBRAS DE LIE

Resumen

Por Victor Addi Amador Ortega,
Benemérita universidad autónoma de Puebla

Agosto 2020

José Eduardo Rosales Quintero

Mercedes Paulina Velázquez Quesada

Se presenta una breve introducción, necesaria para definir la Forma de Killing y la métrica

de Cartan-Killing, a partir de los conceptos elementales de la teoría de álgebras de Lie. Pos-

teriormente se calculan las métricas de Cartan de las álgebras de Lie so(3), su(2), so(1,3),

sl(2C).

Más adelante, se expone una introducción al superálgebra Lineal, con los conceptos bási-

cos para entender las súper álgebras de Lie y para definir la métrica de Cartan en ellas. Por

último, se calcula la métrica de Cartan del superálgebra de Lie de Osp(1,2).
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Capítulo Uno

Introducción

La refinación de las teorías físicas ha hecho cada vez más clara la conclusión de que la

estructura de la física fundamental está caracterizada mediante las simetrías (ver por ejem-

plo, (Gross, 1996), (Weinberg, 1991), (Weyl, 1952), (Kirschenmann, 1973)). Es por ello que

las matemáticas que estudian las simetrías han tomado, cada vez más, notable relevancia.

No sólo con el enfoque necesario para la física, sino también con un enfoque meramente

matemático.

El concepto de simetría engloba a su vez el de objeto, el de operaciónes y el de inva-

riancia. Tómese de ejemplo de objeto, un cuadrado, como operaciones el conjunto siguiente:

{0◦, 90◦, 180◦, 270◦} ∪ {reflexiones en torno a los ejes de simetría del cuadrado}, donde las

rotaciones se consideran en torno a un eje centrado en el circuncentro del cuadrado. Supon-

gamos que se escoge una operación al azar, y se aplica al cuadrado mientras un observador

permanece con los ojos cerrados. Al abrir los ojos, el observador será incapaz de aseverar

con certeza si se ha hecho una de las operaciones mencionadas, y en caso de ser así, no

podrá escoger cuál de ellas fue la efectuada. El hecho de que el observador sea incapaz de

identificar la operación que fue aplicada al cuadrado es lo que se entiende por la invariancia

de éste, bajo tales operaciones. El conjunto de operaciones entonces es llamado el conjunto

de simetrías del cuadrado. La aplicación consecutiva de dos operaciones es, también, una
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simetría, y como la operación identidad (dejar el cuadrado intacto) y las reversiones de to-

das las operaciones están incluídas en el conjunto que escogimos, tal conjunto es llamado

grupo de simetrás del cuadrado (de todos los cuadrados, de hecho). Dado que se com-

porta como un grupo, los resultados de la teoría de grupos, en este caso discreta, aplican

para los elementos del conjunto (apéndice B). Si, en cambio, el objeto en cuestión fuera un

círculo, las rotaciones que lo dejan invariante son todas las rotaciones de un ángulo arbitrario

φ ∈ [0, 2π); éste es entonces un grupo contínuo (Grupo de Lie). y cualquiera de sus elementos

puede ser generado mediante aplicaciones sucesivas de transformaciones infinitesimales δφ

(φ→ φ′ = φ+ δφ). El grupo de simetrías del círculo entonces está parametrizado por el pa-

rámetro φ; en el caso del grupo de simetrías de la esfera, el número de parámetros necesarios

para cubrir todo el grupo es tres (Szekeres, 2005). Estos y otros grupos son relevantes en

la física, y se encuentran asociados como grupo de simetría a diversos sistemas físicos; los

elementos infinitesimales, o generadores, mediante la composición, forman la estructura de

álgebra de Lie. En la mecánica analítica, lagrangiana, hamiltoniana, en la mecánica cuántica

y en las décadas recientes en las teorías de norma, los grupos de simetría y sus álgebras de

Lie cumplen roles fundamentales.

En esta tesis nos enfocaremos al objeto conocido como métrica de Cartan-Killing, intro-

duciendo la teoría básica concerniente a las álgebras de Lie en el proceso de su construcción.
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Capítulo Dos

Álgebras y álgebras de Lie

2.1. Definiciones elementales

Existen distintas, equivalentes, formas de definir las siguientes estructuras. Aquí presento

la definición más común encontrada en la física que, además, se ajusta cómodamente al

lenguaje, simbología, y herramientas usualmente usados en el análisis de la física moderna.

Definición 2.1: Un álgebra es un espacio vectorial, A sobre algún campo F, en conjunto

con una operación binaria, � : A × A −→ A, bilineal. Es decir, para todo α, β ∈ F, y

a, b, c ∈ A,

(αa+ βb) � c = αa � c+ βb � c

a � (αb+ βc) = αa � b+ βa � c

En el caso de que exista un elemento eA en el álgebra A tal que eA � v = v � eA = v, para

todo v ∈ A, se dice que el álgebra es unital.

En física, los campos más usuales son R y C, y son los campos con los que trabajaremos en

lo sucesivo, sin embargo, como se dijo, la definición de álgebra es más general, y es compatible

con cualquier campo bien definido.

Se dice que un álgebra A es asociativa si y sólo si cumple que, para cualesquiera a, b, c ∈ A,

a � (b � c) = (a � b) � c. Asímismo, se dice conmutativa si a � b = b � a para todo a, b ∈ A.
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Definición 2.2: Un álgebra de Lie L es un álgebra, cuya operación bilineal [, ] : L×L −→

L, llamada corchete (o paréntesis) de Lie, cumple que, para todo a, b, c ∈ L

[a, a] = 0, (2.1)

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0. (2.2)

A la ecuación (2.1) se le suele llamar propiedad de antisimetría. La ecuación (2.2) es llamada

identidad de Jacobi.

De la ecuación (2.1), y la bilinealidad de la operación, obtenemos 0 = [a + b, a + b] =

[a, a] + [a, b] + [b, a] + [b, b] = [a, b] + [b, a]

∴ [a, b] = −[b, a] (2.3)

En física, las álgebras están íntimamente relacionadas con los grupos de simetría de un

sistema físico. En el formalismo de la mecánica clásica, el paréntesis de Poisson es una

estructura que devela la función generadora de una simetría en el espacio de estados del

sistema (espacio fase). Y su notación universal es {, } : C∞M × C∞M −→ C∞M , donde M es

el espacio fase. Del mismo modo, en mecánica cuántica, las simetrías, y sus generadores

son identificados mediante el corchete de Lie. La transición de mecánica clásica a mecánica

cuántica emparenta ambas operaciones. Es por eso que en física se usar esta notación.

Un álgebra asociativa A, cumple la estructura de álgebra de Lie AL definiendo en ella un

corchete de Lie como sigue.

Definición 2.3: Sean a, b ∈ A, entonces se define el conmutador [, ] : A× A −→ A:

[a, b] ≡ a � b− b � a. (2.4)
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La ecuación (2.1) se cumple trivialmente, y la identidad de Jacobi puede verse:

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]]

=[a, b � c− c � b] + [b, c � a− a � c] + [c, a � b− b � a]

=a � (b � c− c � b)− (b � c− c � b) � a

+ b � (c � a− a � c)− (c � a− a � c) � b

+ c � (a � b− b � a)− (a � b− b � a) � c

=a � b � c− a � c � b− b � c � a+ c � b � a

+ b � c � a− b � a � c− c � a � b+ a � c � b

+ c � a � b− c � b � a− a � b � c+ b � a � c

=0.

Los espacios vectoriales matriciales como so(n,F), su(n,F), gl(n,F) entre otros, son un

álgebra bajo la multiplicación usual asociativa de matrices, y por ende un álgebra de Lie

usando el conmutador como operación de álgebra. Note que, para cualquier álgebra de Lie

que provenga de un álgebra asociativa, se cumple [a, b � c] = b � [a, c] + [a, b] � c, veamos:

b � [a, c] + [a, b] � c = b � (a � c− c � a) + (a � b− b � a) � c

= b � a � c− b � c � a+ a � b � c− b � a � c

= a � b � c− b � c � a

= [a, b � c].

2.2. Constantes de estructura

La dimensión de un álgebra de Lie es su dimensión como espacio vectorial: la cardinalidad

del conjunto base. Se suele utilizar la notación β = {Ta; a = 1, 2, . . . , n} (para bases contables

no finitas se usa β = {Ta; a ∈ O}, con O algún conjunto infinito contable), donde β es el
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conjunto base, y n es la dimensión del álgebra. Dada una base seleccionada, se tiene entonces

la siguiente relación:

[Ta, Tb] =
n∑
c=1

fab
cTc = fab

cTc. (2.5)

Del segundo miembro de la igualdad al tercero se suprime el síbolo Σ de suma porque

se está utilizando la convención de Einstein de Iíndices repetidos alternos (uno superior

y uno inferior). Usaré esta convención a menos que pueda haber alguna ambigüedad. Los

coeficientes fabc son conocidos como las constantes de estructura. Las ecuaciones (2.1) y

(2.2) se pueden escribir en términos de las constantes de estructura. En efecto, considérense,

convenientemente, tres elementos Ta, Tb, Tc, de la base de un álgebra de dimensión n, entonces

el corchete 0 = [Ta, Ta] =
∑n

m=1 f
aa
mT

m. Debido a la independencia lineal de la base,

entonces obtenemos:

faa
m = 0, ∀a,m = 1, . . . , n.

Similarmente, de [[Ta, Tb], Tc] + [[Tc, Ta], Tb] + [[Tb, Tc], Ta] = 0 se obtiene:

fab
`f`c

m + fca
`f`b

m + fbc
`f`a

m = 0, ∀a, b, c,m = 1, . . . , n.

Uno puede entonces definir abstractamente la estructura de un álgebra de Lie, escogiendo

valores para las constantes de estructura, siempre y cuando éstos valores sean congruentes

con la antisimetría y la identidad de Jacobi.

2.3. Homomorfismos, derivaciones

Definición 2.4: Dadas dos álgebras, A,B, un mapeo lineal φ : A −→ B es un homomor-

fismo si para todo a, b ∈ g1:

φ([a, b]) = [φ(a), φ(b)], (2.6)

con φ(a), φ(b) ∈ B. Debido a esto se suele decir que los homomorfismos preservan la estruc-

tura algebráica.
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Definición 2.4.1: Un homomorfismo φ : A→ B inyectivo recibe el nombre de monomor-

fismo.

Definición 2.4.2: Un homomorfismo φ : A→ B sobreyectivo recibe el nombre de epimor-

fismo.

Definición 2.4.3: Un homomorfismo φ : A → B que es inyectivo y sobreyectivo, recibe el

nombre de isomorfismo.

Definición 2.4.4: Un homomorfismo φ : A −→ A (A = B), es llamado endomorfismo.

Definición 2.4.5: Un endomorfismo que es a su vez un isomorfismo, es llamado epimor-

fismo.

Nótese ahora lo siguiente. Sea φ : L −→ K es un isomorfismo entre álgebras, y sea

β = {Ta}na=1 una base de L. Gracias a las características del isomorfismo, y del álgebra

lineal elemental, podemos escoger al conjunto β′ = {φ(Ta)}na=1 como una base para K.

Además, las relaciones [Ta, Tb] = fab
cTc definen la estructura del álgebra L. Ahora aplicamos

el isomorfismo, y por su linealidad obtenemos que [φ(Ta), φ(Tb)] = fab
cφ(Tc), para todo a, b, c.

Estas realciones son las mismas que para L. Es por esto que se dice que si hay un isomorfismo

entre álgebras, éstas son isomorfas, es decir, que tienen la misma forma, o bien, que poseen

la misma estructura.

Definición 2.5 : Un mapeo δ : L −→ L, que cumple la condición:

δ([a, b]) = [δ(a), b] + [a, δ(b)] (2.7)

para todo a, b ∈ L, recibe el nombre de derivación.

Para un álgebra asociativa, A, un mapeo que haga δ(a� b) = δ(a)� b+a� δ(b) es considerado

también una derivación en el sentido de álgebras de Lie (definiendo el conmutador en el

álgebra A), puesto que, es fácil ver, δ([a, b]) = [δ(a), b] + [a, δ(b)]. La ecuación (2.7) hereda

el nombre de regla de Leibniz, ya que es análoga a la regla de Leibniz de diferenciación de

productos de funciones. Un ejemplo de derivación, y una de las definiciones más importantes

en ésta disertación es la siguiente.
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Definición 2.6 : Para un elemento dado x (fijo) en un álgebra de Lie, L, se define el mapeo

adx : L −→ L como sigue:

adx(y) ≡ [x, y], (2.8)

para todo elemento y ∈ L, y recibe el nombre de representación adjunta o mapeo

adjunto de x en L.

En efecto, adx([a, b]) = [x, [a, b]], y por la identidad de Jacobi, y la antisimetría del corchete,

[x, [a, b]] = [[x, a], b] + [a, [x, b]] = [adx(a), b] + [a, adx(b)]. Además, sean α, β ∈ F, a, b ∈ L,

se encuentra que adx(αa + βb) = [x, αa + βb] = α[x, a] + β[x, b] = αadx(a) + βadx(b).

Aún más, ad{αx+βy}(a) = [αx + βy, a] = α[x, a] + β[y, a] = (αadx + βady)(a), de modo que

αadx + βady = ad{αx+βy}, vistos como elementos de algún conjunto de mapeos de L en L.

Más adelante, veremos con más atención este mapeo.

2.4. Subconjuntos de álgebras de Lie

Dados dos subconjuntos L1, L2, de un álgebra L, definimos la siguiente notación:

[L1, L2] = SpanF{[`1, `2] | `1 ∈ L1; `2 ∈ L2}.

Donde, como es usual, SpanFM representa el genereado lineal bajo el campo F del conjunto

M .

Definición 2.7: Un subespacio vectorial K de L que es un álgebra bajo el mismo corchete

de Lie que L, es un subálgebra de Lie de L.

De manera equivalente, podemos definir un subálgebra de Lie, K, de L como un conjunto

que cumpla:

[K,K] ⊆ K,

puesto que los elementos de [K,K] cumplen las propiedades del corchete de Lie, además de

mantener cerradura bajo éste. Evidentemente, {0} y L son subálgebras de Lie de L, y son
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conocidas como subálgebras triviales. Con esta notación se pueden definir convenientemente

otros subconjuntos de las álgebras, a saber:

Definición 2.8 : Sea K un subespacio de L. Si se cumple que

[K,L] ⊆ K

se dice que K es un ideal o subálgebra invariante de L.

Se conocen como ideales triviales o impropios a los subcojuntos {0} y L, de L. Un ideal de

L que no es trivial es llamado ideal propio de L.

Definición 2.9: El centro Z(L) de L se define:

Z(L) := {x ∈ L | [x, L] = 0}, (2.9)

o bien, [Z(L), L] = {0}. Es evidente que Z(L) es un ideal, pues {0} ⊆ Z(L).

Definición 2.10: El conjunto L′ = L{1} := [L,L] se conoce como el álgebra derivada de

L.

Inmediatamente se tiene que L′ es un ideal de L, debido a que [L, [L,L]] ⊆ [L,L], en efecto,

sea [a, b] ∈ [L,L] ⊆ L, entonces, para todo c ∈ L, [c, [a, b]] ∈ [L,L].

Definición 2.11: Los conjuntos

Li = [L{i−1}, L{i−1}], para i ≥ 2, (2.10)

reciben el nombre de series derivadas, o series centrales superiores de L.

De nuevo, se tiene, bajo la misma argumentación, que L{i} es un ideal de L{i−1}. Por otra

parte:
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Definición 2.12: Los conjuntos

L{i} = [L,L{i−1}], i ≥ 2 (2.11)

se conocen como las series centrales inferiores, donde L{1} = L{1} = [L,L]. De nuevo,

por la identidad de Jacobi, se tiene que cada L{i} es ideal de L{i−1}, y además, que cada L{i}

y L{i} son ideales de L, y más aún, que L{i} ⊆ L{i}.

Si las series centrales superiores de algún álgebra L, igualan, para algún i finito, al conjunto

{0}, se dice que L es soluble. Si esto mismo pasa con las series centrales inferiores, se dice

que L es nilpotente. Dado que L{i} ⊆ L{i}, nilpotencia implica solubilidad.

Definición 2.13: Se dice que un álgebra de Lie L, cuyo primer álgebra derivada L′ se

anula (L′ = {0}), es abeliana.

Definición 2.14: Un álgebra, no-abeliana, que no contiene ideales propios es un álgebra

simple.

De modo que, para un álgebra simple, L{i} = L{i} = L, para todo i.

Definición 2.15: Un álgebra L resultante de la suma directa de álgebras simples (ver

apéndice A.2) Li, i = 1, . . . ,m,

L =
m⊕
i=1

Li (2.12)

se conoce como álgebra semisimple.

Observemos que, sean Li, Lj, dos ideales de un álgebra semisimple, por las propiedades

de la suma directa de espacios vectoriales, Li∩Lj = {0} (apéndice A), y por las propiedades

de los ideales, [Li, Lj] ⊆ Li, y a su vez, [Lj, Li] ⊆ Lj, pero como [Li, Lj] = spanF{[`i, `j] |`i ∈

Li, `j ∈ Lj} = spanF{−[`j, `i] |`i ∈ Li, `j ∈ Lj} = [Lj, Li], entonces, forzosamente, [Li, Lj] =

{0}. De este modo, tenemos que los corchetes de Lie de un álgebra semisimple cumplen:

[Li, Lj] = {0}, i 6= j

[Li, Li] = Li, i = 1, . . . ,m

(2.13)
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donde m es el número de álgebras simples que conforman L.

Notemos que es posible adoptar la notación

[L⊕K,M ] = [L,M ]⊕ [K,M ] (2.14)

En efecto, un elemento arbitrario de [L ⊕ K,M ], [` + κ, µ] reproduce [`, µ] + [κ, µ], que es

un elemento arbitrario de [L,M ] ⊕ [K,M ], de modo que [L ⊕ K,M ] ⊆ [L,M ] ⊕ [K,M ].

Viceversa, un elemento arbitrario de [L,M ]⊕ [K,M ], [`,m1] + [κ,m2], reproduce:

[`,m1] + [κ,m2] =[`,m1] + [κ,m2] + [κ,m1]− [κ,m1]

=[`+ κ,m1] + [κ,m1 −m2]

+ [`+ κ,m1 −m2]− [`+ κ,m1 −m2]

=[`+ κ, 2m1 −m2] + [`+ 2κ,m1 −m2],

que es un elemento arbitrario de [L ⊕K,M ]; por doble contención tenemos (2.14). De este

modo, podemos ver que, sea L =
⊕m

i=1 Li, un álgebra semisimple, entonces:

[L,L] =

[
m⊕
i=1

Li,
m⊕
j=1

Lj

]

=
m⊕
i=1

m⊕
j=1

[Li, Lj],

=

[
m⊕
i=1

[Li, Li]

]
⊕

[
m⊕
i 6=j

[Li, Lj]

]

=
m⊕
i=1

Li ⊕ {0}

=L,

y obtenemos que las series de un álgebra semisimple reproducen todo el álgebra.

2.5. Módulos y Representaciones

Las definiciones siguientes son usualmente usadas en la literatura existente de álgebras y

superálgebras de Lie, y se presentan aquí por completez.
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Definición 2.16: Un anillo R es un grupo abeliano (ver apéndice 2) que, además de

la operación de grupo, + : R × R → R, tiene definida una operación, · : R × R → R, que

cumple:

Es asociativa: a · (b · c) = (a · b) · c, para todo a, b, c ∈ R.

Existe un elemento 1R tal que 1R · a = a · 1R = a para todo a ∈ R.

Es distributiva: (a+ b) · c = a · c+ b · c; a · (b+ c) = a · b+ a · c; para todo a, b, c ∈ R.

La operación · en R se conoce como multiplicación, y cuando no hay ambigüedad, se de-

nota a·b ≡ ab, como la multiplicación aritmética. Los anillos prototípicos son N,Z,Z+,Q,R,

bajo la suma (+) y la multiplicación (·) usuales. Si la multiplicación en un anillo es conmuta-

tiva se dice que el anillo es conmutativo. Los números naturales, enteros, racionales y reales

son, evidentemente, conmutativos pero, en general, los anillos pueden ser no conmutativos,

sin embargo en este documento no son de interés. Un álgebra puede ser identificada como un

pseudo-anillo, es decir, un anillo sin unidad multiplicativa. Un álgebra unital cumple con las

definiciones de anillo. Un anillo (álgebra) puede ’actuar’ sobre un conjunto (espacio) como

un endomorfismo.

Definición 2.17: Sea R un pseudo-anillo, y sea G un grupo abeliano. Se dice que G

es un R-módulo si se define una operación R × G → G, (a, α) → aα, tal que, para todo

a, b ∈ R, α, β ∈ G:

(ab)α = a(bα)

a(α + β) = aα + aβ.

(a+ b)α = aα + bα.

Si, además, el pseudo-anillo es unital, es decir, es un anillo, extiste 1R ∈ R tal que

1Rα = α; ∀α ∈ G.
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Por otro lado, si la operación binaria está definida en G×R→ G, por (α, a)→ αa, se dice

que G es un R-módulo derecho. Aún más, cuando la operación puede usarse indistintamente

(a, α) ≡ (α, a) ≡ aα ≡ αa, se dice que G es un R-bimódulo. De este modo, por ejemplo, un

álgebra puede ser definida como un R-bimódulo, con R siendo un anillo (con unidad 1R).

Ésta definición de un álgebra es más frecuentemente utilizada en matemáticas, y aquí sólo

la presentamos como ejemplo .

Como lo he mencionado anteriormente, en física, las álgebras están íntimamente relacionadas

con los grupos de simetría de un sistema físico, mediante mapeos diferenciables en el grupo, y

sus razones de cambio; estos grupos de simetría actúan, naturalmente, sobre algún espacio de

configuraciones o de estados del sistema en cuestión. Es por ello, que es conveniente estudiar

el modo en que las álgebras pueden actuar sobre espacios. La geometría diferencial ya se ha

encargado ampliamente de estas cuestiones, y nosotros aquí nos dedicamos a un objeto en

específico. Para introducirlo hemos de recordar, del álgebra lineal, que para cualquier espacio

vectorial V , sobre un campo F, el conjunto de mapeos lineales de V en V , generalmente

denotado por gl(V ), es un espacio vectorial, definido necesariamente sobre el mismo campo

F; luego, la composición de mapeos, denotada digamos por ◦, opera dos mapeos para obtener

uno nuevo. Esta operación es, por las propiedades lineales del espacio de mapeos, asociativa;

entonces, el espacio gl(V ), junto con la operación composición es un álgebra sobre el campo

F, y si se considera el conmutador de composiciones, entonces, gracias a la asociatvidad de

la composición, se obtiene un álgebra de Lie, conocida como el álgebra general lineal de V .

Cónsiderése ahora un álgebra de lie L, y un monomorfismo de álgebras de Lie, ν : L→ gl(V ).

Entonces, la estructura del producto en L es preservada por el conmutador en gl(V ) y, ya

que ν(x) ∈ gl(V ), con x ∈ L, si v ∈ V , entonces (ν(x))(v) = v′ ∈ V y ν(x) es, efectivamente,

un mapeo lineal, en el espacio de mapeos con la estructura de L. En la práctica, este proceso

se resume mediante la siguiente definición.

Definición 2.18: Sean L un álgebra de Lie, y sea V un espacio vectorial sobre el mismo

campo F. V es un L-módulo si se puede definir una operación bilineal ( , )L × V → V ,
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denotada (a, v) ≡ av, que obedece

[a, b]v = a(bv)− b(av), (2.15)

para todo a, b ∈ L, v ∈ V .

La operación bilineal, evidentemente, puede ser definida mediante un homomorfismo de ál-

gebras. En tal caso, se suele decir que el homomorfismo es una representación de L en V .

Cuando un espacio vectorial V es un L-módulo se dice que L tiene una representación en V ,

quien recibe el nombre de espacio de representación, o simplemente, abusando del lenguaje,

también son llamados representación, sin embargo, aquí trataré de evitar la ambigüedad del

término. En casos necesarios, se usa la notación R(x)v para indicar que R es la representa-

ción de x que actúa sobre v en V .

Definición 2.19: Un L-submódulo W de V es un subespacio vectorial de V cuya imagen

bajo L es un subconjunto de sí mismo, es decir, L(W ) ⊆ W . Se conocen como submódulos

triviales a los subespacios {0} y V de V .

Definición 2.20: Un módulo irreducible es uno que no contiene submódulos no tri-

viales. Trivialmente, los módulos reducibles son aquellos que no son irreducibles.

2.5.1. Representación adjunta

En la ecuación (2.8) se introdujo un operador que se le asigna a cada uno de los elementos

de un álgebra de Lie, L, arbitraria. Si definimos ahora un mapeo:

Rad : L→ gl(L); Rad(x) = adx ∈ gl(L), (2.16)

tenemos que Rad es una representación de L sobre sí misma, vista como espacio vectorial.

El kernel del mapeo Rad es el conjunto de elementos x ∈ L tales que adx(y) = [x, y] = 0, es

decir, de todos aquellos elementos x ∈ L que conmutan con todos los elementos del álgebra

L, que corresponde con el centro de L, Z(L), definido en la ecuación (2.9) que, sabemos, es
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un ideal. Para un álgebra abeliana, por ejemplo, el mapeo Rad es el mapeo cero, mientras que

para un álgebra simple, dado que el centro, o bien, el kernel consiste sólo del elemento cero,

el mapeo es inyectivo. En términos de representaciones, podemos comprobar que Rad es un

homomorfismo de álgebras. Dado que en gl(L), visto como álgebra, el corchete de Lie es el

conmutador, tenemos que adx◦ady−ady◦adx = [adx, ady]; luego, Rad([x, y]) = ad[x,y] debería

corresponder, en el espacio de mapeos, con el conmutador de los mapeos adjuntos, veamos:

[adx, ady](z) = adx(ady(z)) − ady(adx(z)) = [x, [y, z]] − [y, [x, z]] = [[x, y], z] = ad[x,y](z),

donde la última igualdad es debida a la identidad de Jacobi, y la antisimetría del corchete.

Si se escoge una base {Ta}na=1 para el álgebra, el mapeo adjunto puede expresarse en

términos de las constantes de estructura. adTa(Tb) = [Ta, Tb] = fab
cTc. Recordemos, del

álgebra lineal, que las constantes fabc son las entradas de la matriz que representa, en este

caso, al mapeo adTa , dada la base escogida. Entonces las matrices

(adTa)b
c = fab

c (2.17)

generan el conjunto de matrices en la representación de {Ta}na=1 que corresponden al conjunto

de mapeosRad(L) en L. Además, podemos calcular la representación matricial de un elemento

adx, con x = xaTa:

adx(Tb) = [x, Tb] = [xaTa, Tb] = xafab
cTc; (2.18)

con lo que

(adx)b
c = xafab

c. (2.19)

2.6. Métrica de Cartan-Killing

La propiedad de la representación adjunta, de ser inyectiva para las álgebras simples da

pie a un producto en ellas:

Definición 2.21: El producto o forma de Cartan-Killing (o simplemente forma de
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Killing) κ(·, ·) : L× L→ F se define:

κ(x, y) = tr(adx ◦ ady). (2.20)

Proposición: La forma de Killing cumple las propiedades:

1. Simetría: κ(x, y) = κ(y, x).

2. Linealidad: κ(αx+ βy, z) = ακ(x, z) + β(y, z).

3. Invariancia: κ(x, [y, z]) = κ([x, y], z).

Prueba: Los puntos 1 y 2 son inmediatos por las propiedades de la traza, mientras que,

para la tercera prueba, considérese el conmutador, en el espacio gl(L), de representaciones

adjuntas. Tenemos κ(x, [y, z]) = tr(adx ◦ ad[x,y]) = tr[adx ◦ (ady ◦ adz − adz ◦ ady)] = tr(adx ◦

ady◦adz−adx◦adz◦ady) = tr(adx◦ady◦adz)−tr(adx◦adz◦ady); luego, la traza es invariante

bajo una permutación cíclica de los mapeos, de modo que κ(x, [y, z]) = tr(adx ◦ ady ◦ adz)−

tr(ady ◦ adx ◦ adz) = tr(adx ◦ ady ◦ adz − ady ◦ adx ◦ adz) = tr[(adx ◦ ady − ady ◦ adx) ◦ adz] =

tr([adx, ady] ◦ adz) = tr(ad[x,y] ◦ adz) = κ([x, y], z).

Además, la forma de killing es no-degenerada si y sólo si se define sobre un álgebra de Lie

semisimple (Xu, 2017). Note también que éste último resultado implica que, en un álgebra

de Lie simple, la forma de Killing es no degenerada.

Para evaluar la forma de Killing se debe escoger una base para el espacio de representa-

ción, digamos {Ta}na=1. entonces, la forma de killing de dos vectores arbitrarios en el álgebra:

κ(x, y) = tr(adx ◦ ady) = (adx)a
b(ady)b

a = xifia
bykfkb

a.

= fia
bfkb

axiyk (2.21)

Ésta forma de escribir κ motiva la siguiente definción:

Definición 2.22: El tensor métrico κab de Cartan-Killing se define:

κab =
1

Iad
κ(Ta, Tb) =

1

Iad
fac

dfbd
c, (2.22)
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donde Iad es una constante global, normalizadora(Fuchs y Schweigert, 2003). Cabe resaltar

que el índice de suma d es el que corresponde a la multiplicación de las matrices que repre-

sentan a los mapeos adTa y adTb , mientras que el índice de suma c es el de la operación traza

sobre una matriz (tr(A) =
∑

cA
c
c ). Esta es una observación que será útil en el capítulo

siguente.

La ecuación (2.21), se puede escribir:

κ(x, y) = Iadκikx
iyk = Iadx

Tκy, (2.23)

tomando x, y como vectores columnas.

A continuación se calcula la metrica de Cartan para las álgebras de Lie so(3), su(2), so(1, 3),

y sl(2.C).

17



2.7. Metrica de Cartan de so(3)

EL álgebra de Lie so(3), 3-dimensional tiene como reglas de conmutación:

[Li, Lj] = εij
kLk (2.24)

Donde Li, i = 1, 2, 3 son todos los generadores; el coeficiente εkij es el símbolo de Levi-Civita

(apéndice E). Se puede ver entonces que las constantes de estructura son

fkij = εij
k (2.25)

Por lo tanto, la métrica de Cartan:

κij =
1

Iad
fik

`fj`
k

=
1

Iad
εik

`εj`
k

=− 2

Iad
δij

Si escogemos Iad = −2 obtenemos:

κij = δij, (2.26)

o bien,

(κ) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2.27)

La selección de Iad es a conveniencia, y usualmente usado para normalizar las entradas en la

métrica.

2.8. Métrica de Cartan del álgebra de Lie su(2)

El álgebra de Lie su(2,C), 3-dimensional, tiene como reglas de conmutación las siguientes:

[ti, tj] = 2iεij
ktk, (2.28)
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donde, los generadores son tk; (k = 1, 2, 3), el coeficiente i es la unidad imaginaria, y el

coeficiente εijk es el símbolo de Levi Civita. Las constantes de estructura, en este caso, son

fij
k = 2iεij

k; (2.29)

De modo que la métrica de Killing está dada por:

κ`m =
1

Iad
f`j

kfmk
j =

1

Iad
(2iε`j

k)(2iεmk
j). (2.30)

Usando la total antisimetría en los índices del símbolo de Levi-Civita, podemos escribir:

κ`m = − 1

Iad
4ε`j

kεmk
j =

1

Iad
4

3∑
j,k=1

ε`j
kεmj

k =
1

Iad
4(2δ`m) =

8

Iad
δ`m.

Escogemos Iad = 8, para todos los valores de ` y m, con lo que finalmente, obtenemos:

(κ`m) = (δ`m) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (2.31)

2.9. Métrica de Cartan del álgebra de Lie so(1, 3)

Las reglas de conmutación del álgebra de Lie 6-dimensional, so(1, 3), son:

[ti, tk] =iεij
ktk, (2.32)

[ti, sj′ ] =iεij′
k′sk′ , (2.33)

[si′ , sj′ ] =− iεi′j′ktk. (2.34)

Donde ti son los primeros 3 generadores en la base ordenada, y si′ son los últimos tres. Para

hacerlo aún más claro, podemos escribir s1 = t4; s2 = t5; s3 = t6. Con esto, podemos separar

la suma en la métrica de Cartan de la siguiente manera:

19



καβ =
1

Iad
fαγ

λfβλ
γ

=
1

Iad

(
fαi

λfβλ
i + fαi′

λfβλ
i′
)

=
1

Iad

(
fαi

jfβj
i + fαi

j′fβj′
i + fαi′

jfβj
i′ + fαi′

j′fβj′
i′
)

de donde se separó la suma en γ de la primera igualdad a la segunda, y de la segunda a la

tercera se separaron las sumas en λ. Ahora, de las relgas de conmutación, podemos notar

que las constantes de estructura son:

fij
k =iεij

k,

fij′
k′ =iεij′

k′ ,

fi′j′
k =− iεi′j′k.

De donde se puede ver que las siguientes constantes se anulan,

fij
k′ = fij′

k = fi′j′
k′ = 0,

para todos los valores de i, j, k, i′, j′, k′. Por lo tanto, podemos obtener:

κk` =(fki
jf`j

i + fki
j′f`j′

i + fki′
jf`j

i′ + fki′
j′f`j′

i′)
1

Iad

=(fki
jf`j

i + fki′
j′f`j′

i′)
1

Iad
,

κk`′ =(fki
jf`′j

i + fki
j′f`′j′

i + fki′
jf`′j

i′ + fki′
j′f`′j′

i′)
1

Iad
= 0,

κ`′k =(f`′i
jfkj

i + f`′i
j′fkj′

i + f`′i′
jfkj

i′ + f`′i′
j′fkj′

i′)
1

Iad
= 0,

κ`′k′ =(f`′i
jfk′j

i + f`′i
j′fk′j′

i + f`′i′
jfk′j

i′ + f`′i′
j′fk′j′

i′)
1

Iad,

=(f`′i
j′fk′j′

i + f`′i′
jfk′j

i′)
1

Iad
.

La métrica de Killing, ahora toma una forma

(καβ) =

 A 0

0 B

 .
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Y podemos ignorar el cálculo de κij′ y κi′j para todos los valores de i, i′, j, j′, con toda

libertad. Veamos entonces el caso κij:

κij =
1

Iad
[fik

`fj`
k + fik′

`′fj`′
k′ ]

=
1

Iad
[(iεik

`)(iεj`
k) + (iεik′

`′)(iεj`′
k′)]

=
1

Iad
[−

3∑
k,`=1

(εik
`)(−εjk`)−

3∑
k′,`′=1

(εik′
`′)(−εjk′`

′
)]

=
1

Iij
[2δij + 2δij] =

4

Iad
δij.

Donde de nuevo se usó la indistiguibilidad de los subíndices y superíndices del símbolo de

Levi-Civita. Por otro lado,

κi′j′ =
1

Iad
(fi′k

`′fj′`′
k + fi′k′

`fj′`
k′)

=
1

Iad
(−fki′`

′
fj′`′

k − fi′k′`f`j′k
′
)

=− 1

Iad
[(iεki′

`′)(−iεj′`′k) + (−iεi′k′`)(iε`j′k
′
)]

=− 1

Iad
(

3∑
k,`′=1

εi′`′
kεj′`′

k +
3∑

k′,`=1

εi′k′
`εj′k′

`)

=− 1

Iad
(2δi′j′ + 2δi′j′) = − 4

Iad
δi′j′ .

Ahora, convenientemente escogemos Iad = 4, de modo que :

(καβ) =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1


=

 (δij) 0

0 −(δk`)

 . (2.35)

Para obtener una expresión que recopile la información de los dos bloques de la matriz

que hemos encontrado, es posible utilizar la delta de Kronecker. Considérese el objeto:

21



κ′αβ = δαiδjβδ
ij − δαIδJβδIJ ,

del que α, β = 1, ..., 6; i, j = 1, 2, 3; y I, J = 4, 5, 6. Considérese ahora el elemento de matriz

κσ,σ+n, tal que σ, σ + n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, pero n 6= 0. Tenemos que

κ′σ,σ+n = δσiδj,σ+nδ
ij − δσIδJ,σ+nδIJ

= δσ,σ+n − δσ,σ+n = 0,

pues n 6= 0, y obtenemos que κ′αβ es diagonal. Luego, considérese un elemento en la diagonal

κkk (no suma implícita), donde, como hicimos la convención, k ∈ {1, 2, 3};

κ′kk = δkiδjkδ
ij − δkIδJkδIJ ,

dado que I, J ∈ {4, 5, 6}, el segundo término del miembro derecho se anula, y del primero

obtenemos una delta:

κkk = δkk = 1 (no suma implícita).

Del mismo modo, escogiendo un elemento κKK , K ∈ {4, 5, 6} obtememos

κKK = −δKK = −1 (no suma implícita).

Entonces podemos estar seguros que la métrica de Cartan de so(1, 3) se puede escribir:

καβ = δαiδjβδ
ij − δαIδJβδIJ (2.36)

cuando las reglas de conmutación están dadas como en (2.32), (2.33), (2.34).

El álgebra de Lie so(1, 3) se puede entender como una suma directa de dos álgebras de

Lie so(3)⊕ (i)so(3), y en éste ejemplo podemos observar la descomposición, de la forma dia-

gonal por bloques del tensor de Cartan. El primer bloque es la métrica de Cartan de so(3),

calculada en la ecuación (2.27), y el segundo se puede obtener mediante el mapeo Lk → iLk,
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para todo k = 1, 2, 3, de la base de so(3), y manteniendo un mismo valor de Iad.

Vista como un conjunto de operadores infinitesimales del grupo SO(1, 3), que deja in-

variante la métrica en el espacio de Minkowsy, los elementos de éste álgebra toman una

representación con dos índices tensoriales. Los elementos generadores del álgebra pueden

escribirse como:

Mαβ = xα∂β − xβ∂α,

con α, β = 0, 1, 2, 3. A partir de ésta definición es posible encontrar el álgebra y las constantes

de estructura. En el apéndice C obtenemos que

[Mαβ,Mµν ] =(ηµβδ
τ
αδ

σ
ν − ηνβδταδσµ − ηµαδτβδσν + ηναδ

τ
βδ

σ
µ)Mτσ,

de donde las constantes de estructura son

fαβ,µν
τσ = ηµβδ

τ
αδ

σ
ν − ηνβδταδσµ − ηµαδτβδσν + ηναδ

τ
βδ

σ
µ . (2.37)

La métrica:

Iadκij,k` =fij,αβ
λεfk`,λε

αβ

= (ηαjδ
λ
i δ

ε
β − ηβjδλi δεα − ηαiδλj δεβ + ηβiδ

λ
j δ

ε
α)(ηλ`δ

α
k δ

β
ε − ηε`δαk δ

β
λ − ηλkδ

α
` δ

β
ε + ηεkδ

α
` δ

β
λ).

Desarrollando los diesiséis términos:

=ηαjδ
λ
i δ

ε
βηλ`δ

α
k δ

β
ε − ηαjδλi δεβηε`δαk δ

β
λ − ηαjδ

λ
i δ

ε
βηλkδ

α
` δ

β
ε + ηαjδ

λ
i δ

ε
βηεkδ

α
` δ

β
λ

− ηβjδλi δεαηλ`δαk δβε + ηβjδ
λ
i δ

ε
αηε`δ

α
k δ

β
λ + ηβjδ

λ
i δ

ε
αηλkδ

α
` δ

β
ε − ηβjδλi δεαηεkδα` δ

β
λ

− ηαiδλj δεβηλ`δαk δβε + ηαiδ
λ
j δ

ε
βηε`δ

α
k δ

β
λ + ηαiδ

λ
j δ

ε
βηλkδ

α
` δ

β
ε − ηαiδλj δεβηεkδα` δ

β
λ

+ ηβiδ
λ
j δ

ε
αηλ`δ

α
k δ

β
ε − ηβiδλj δεαηε`δαk δ

β
λ − ηβiδ

λ
j δ

ε
αηλkδ

α
` δ

β
ε + ηβiδ

λ
j δ

ε
αηεkδ

α
` δ

β
λ .
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Contrayendo todos los índices:

Iadκij,k` =ηkjηi` − ηkjηi` − η`jηik + η`jηik

− ηkjηi` + ηijηk` + η`jηik − ηijη`k

− ηkiηj` + ηkiηj` + η`iηjk − η`iηjk

+ ηkiηj` − ηjiηk` − η`iηjk + ηjiη`k

=2(ηikηj` − ηi`ηjk).

En este caso, es conveniente escoger Iad = 4, de modo que

κij,k` =
1

2
(ηikηj` − ηi`ηjk). (2.38)

2.10. Métrica de Cartan de sl(2,C)

El álgebra de Lie sl(2,C) se puede entender como la complejificación del álgebra de Lie

su(2). Existe un isomorfismo que relaciona los elementos de ambas bases:

tAB = αti(σ
i)AB

Donde [ti, tj] = 2iεij
k, y la constante α es una constante de normalización, cuyo valor se

escoge a conveniencia; en esta tesis lo dejaremos expresado, con la finalidad de no perder la

generalidad. Además, hemos de tener en cuenta que tAB es simétrico en AB, pues (σk)AB =

εBD(σi) D
A es simétrica en AB (apéndice D); siendo (σi) D

A las entradas de las matrices de

Pauli. La tarea ahora es calcular las constantes de estructura y posteriormente la forma de

Killing de sl(2,C). Dada la simetría de los índices AB de los generadores, esperamos obtener

simetría en cada par de índices de fAB,CDEF , Comencemos por calcular el conmutador:

[tAB, tCD] =[αti(σ
i)AB, αtj(σ

j)CD]

=α2(σi)AB(σj)CD[ti, tj]

=α2(σi)AB(σj)CD(2iεij
ktk)

=2iα2εij
k(σi)AB(σj)CDtk
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Usando que εBE(σk)A
E

= (σk)AB, y εDF (σk)C
F

= (σk)CD, escribimos:

[tAB, tCD] = 2iα2εBEεDF εij
k(σi)A

E
(σj)C

F
tk

Ahora usaremos la identidad siguiente (Apéndice D):

(σi) E
A (σj) F

C − (σj) E
A (σi) F

C = iεijk
[
(σk) F

A δ E
C − (σk) E

C δ F
A

]
Multiplicando ambos lados por εij`, obtenemos:

εij
`(σi) E

A (σj) F
C − εij`(σj) E

A (σi) F
C =iεij

`εijk
[
(σk) F

A δ E
C − (σk) E

C δ F
A

]
εij

`(σi) E
A (σj) F

C + εji
`(σj) E

A (σi) F
C =2iδ`k

[
(σk) F

A δ E
C − (σk) E

C δ F
A

]

Donde se ha utilizado la total antisimetría del símbolo de Levi-Civita en el segundo término

del miembro izquierdo de la última ecuación, del cual ahora renombramos los índices i por

j, y viceversa, con lo que obtenemos:

εij
`(σi) E

A (σj) F
C + εij

`(σi) E
A (σj) F

C =2i
[
(σ`) F

A δ E
C − (σ`) E

C δ F
A

]
2εij

`(σi) E
A (σj) F

C =2i
[
(σ`) F

A δ E
C − (σ`) E

C δ F
A

]
Renombrando el índice libre ` por k, y cancelando factores:

εij
k(σi) E

A (σj) F
C = i

[
(σk) F

A δ E
C − (σk) E

C δ F
A

]
Sustituyendo este último resultado en el conmutador:

[tAB, tCD] =2iα2εBEεDF
{
i
[
(σk) F

A δ E
C − (σk) E

C δ F
A

]}
tk

=− 2α2[εDF (σk) F
A εBEδ

E
C − εBE(σk) E

C εDF δ
F
A ]tk

=− 2α2[(σk)ADεBC − (σk)CBεDA]tk

Para obtener una forma explícita de las constantes de estructura hay que ocupar la delta de

cronecker para renombrar índices. Hay que usar que (σk)EF δ
E
A δ F

D = (σk)AD, y similar con
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(σk)CB. Tenemos:

[tAB, tCD] =− 2α2[(σk)EF δ
E
A δ F

D εBC − (σk)EF δ
E
C δ F

B εDA]tk

=− 2α[δ E
A δ F

D εBC − δ E
C δ F

B εDA]αtk(σ
k)EF

=− 2α[δ E
A δ F

D εBC − δ E
C δ F

B εDA]tEF

Con lo que obtenemos finalmente que

fAB,CD
EF = −2α[δ E

A δ F
D εBC − δ E

C δ F
B εDA]

Sin embargo no hay simetría en ningún par de índices. Esto es debido a que no se están

contemplando todos los términos en las constantes. Para hacerlos aparecer, notemos que:

[tBA, tCD] =− 2α[δ E
B δ F

D εAC − δ E
C δ F

A εDB]tEF

[tAB, tDC ] =− 2α[δ E
A δ F

C εBD − δ E
D δ F

B εCA]tEF

[tBA, tDC ] =− 2α[δ E
B δ F

C εAD − δ E
D δ F

A εCB]tEF

Sumando todos los conmutadores:

[tAB, tCD] + [tAB, tDC ]+[tBA, tCD] + [tBA, tDC ] =

−2α[δ E
A δ F

D εBC − δ E
C δ F

B εDA + δ E
B δ F

D εAC − δ E
C δ F

A εDB

+ δ E
A δ F

C εBD − δ E
D δ F

B εCA + δ E
B δ F

C εAD − δ E
D δ F

A εCB]tEF

Ocupando la simetría en los índices de los generadores tXY , y agrupando términos:

4[tAB, tCD] = −2α[εAC(δ E
B δ F

D + δ E
D δ F

B ) + εAD(δ E
B δ F

C + δ E
C δ F

B )

+εBC(δ E
A δ F

D + δ E
D δ F

A ) + εBD(δ E
A δ F

C + δ E
C δ F

A )]tEF

Reordenando y por la antisimetría en los subíndices de εGH :

[tAB, tCD] =
α

2
[εCA(δ E

B δ F
D + δ E

D δ F
B ) + εDA(δ E

B δ F
C + δ E

C δ F
B )

+εCB(δ E
A δ F

D + δ E
D δ F

A ) + εDB(δ E
A δ F

C + δ E
C δ F

A )]tEF (2.39)

26



Para refinar más la expresión podemos ahora usar la simetría en tEF . Notemos la siguiente

transformación:

(δ E
B δ F

D + δ E
D δ F

B )tEF = δ E
B δ F

D tEF + δ E
D δ F

B tEF

En el segundo término del miembro derecho de la igualdad intercambiamos los índices de

suma E ↔ F ,

(δ E
B δ F

D + δ E
D δ F

B )tEF =δ E
B δ F

D tEF + δ F
D δ E

B tFE

=δ E
B δ F

D tEF + δ F
D δ E

B tEF

=2δ E
B δ F

D tEF

Todos los términos que resultan de la ecuación (2.39) se transforman igual, y obtenemos:

[tAB, tCD] = α[εCAδ
E
B δ F

D + εDAδ
E
B δ F

C + εCBδ
E
A δ F

D + εDBδ
E
A δ F

C ]tEF

Es fácil ver ahora que las constantes de estructura

fAB,CD
EF = α[εCAδ

E
B δ F

D + εDAδ
E
B δ F

C + εCBδ
E
A δ F

D + εDBδ
E
A δ F

C ]

son simétricas en cada par de índices que corresponden a un generador. Ahora podemos

calcular la métrica de Cartan-Killing:

IadκAB,CD =fAB,KL
MNfCD,MN

KL =

=α2[εKAδ
M
B δ N

L + εLAδ
M
B δ N

K + εKBδ
M
A δ N

L + εLBδ
M
A δ N

K ]

[εMCδ
K
D δ L

N + εNCδ
K
D δ L

M + εMDδ
K
C δ L

N + εNDδ
K
C δ L

M ]
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Iad
α2
κAB,CD = {εKAεMCδ

M
B δ N

L δ K
D δ L

N + εKAεNCδ
M
B δ N

L δ K
D δ L

M

+εKAεMDδ
M
B δ N

L δ K
C δ L

N + εKAεNDδ
M
B δ N

L δ K
C δ L

M

+εLAεMCδ
M
B δ N

K δ K
D δ L

N + εLAεNCδ
M
B δ N

K δ K
D δ L

M

+εLAεMDδ
M
B δ N

K δ K
C δ L

N + εLAεNDδ
M
B δ N

K δ K
C δ L

M

+εKBεMCδ
M
A δ N

L δ K
D δ L

N + εKBεNCδ
M
A δ N

L δ K
D δ L

M

+εKBεMDδ
M
A δ N

L δ K
C δ L

N + εKBεNDδ
M
A δ N

L δ K
C δ L

M

+εLBεMCδ
M
A δ N

K δ K
D δ L

N + εLBεNCδ
M
A δ N

K δ K
D δ L

M

+εLBεMDδ
M
A δ N

K δ K
C δ L

N + εLBεNDδ
M
A δ N

K δ K
C δ L

M }

Contrayendo todos los índices, y tomando en cuenta que δ A
A = 2:

Iad
α2
κAB,CD = {2εDAεBC + εDAεBC + 2εCAεBD + εCAεBD

+εDAεBC + εBAεDC + εCAεBD + εBAεCD

+2εDBεAC + εDBεAC + 2εCBεAD + εCBεAD

+εDBεAC + εABεDC + εCBεAD + εABεCD}

Usando la antisimetría de εXY , reducimos los 16 términos anteriores a

κAB,CD =
α2

Iad
{−8εADεBC − 8εACεBD}

Finalmente:

κAB,CD = −8α2

Iad
{εACεBD + εADεBC}

Podemos escoger Iad = −8α2, y obtenemos

κAB,CD = εACεBD + εADεBC
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Capítulo Tres

Superálgebra lineal

Los espacios vectoriales ganan esctructura adicional si se considera una graduación de sus

subespacios. Es decir, se asignan grados a los subespacios, etiquetados en un conjunto con

alguna operación, generalmente conmutativa. En lo siguiente, nos centraremos en espacios

vectoriales graduados en un anillo conmutativo. El caso particular de la graduación en el

conjunto Z2 (ver apéndice B), confiere al espacio vectorial la estructura conocida como

superespacio vectorial.

3.1. Espacios vectoriales graduados

Definición 3.1: Un espacio vectorial graduado es una descomposición de un espacio

vectorial, en la suma directa de subespacios

V =
⊕
g∈G

Vg, (3.1)

con G un anillo conmutativo. Los elementos vg ∈ Vg son llamados homogéneos de grado g.

Definición 3.2: Un subespacio U de un espacio V , G-graduado, es un subespacio G-

graduado si U =
⊕

g∈G(U ∩ Vg).

Definición 3.3: Sea V =
⊕

g∈G un espacio vectorial graduado. Un mapeo lineal (endo-

morfismo) f : V → V es un homomorfismo (en el sentido de espacios vectoriales graduados)
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si f(v) ∈ Vg, para todos los elementos v ∈ Vg. f resulta ser un endomorfismo también en

cada uno de los subespacios Vg, pues f(Vg) ⊆ Vg.

Definición 3.4: Sean V,W dos espacios vectoriales G-graduados. Un mapeo lineal f :

V → V tal que f(Vg) ⊆ Wg+h es un mapeo lineal homogéneo de grado h. Si W = V se

dice que f es un endomorfismo lineal homogéneo de grado h.

Ahora, un homomorfismo puede verse como un endomorfismo homogéneo de grado cero,

puesto que, si f es un homomorfismo, tenemos f(Vg) ⊆ Vg = Vg+0.

Definición 3.5: Se conoce como superespacio vectorial a un espacio vectorial Z2-

graduado, V = V0 ⊕ V1. Al espacio V0 se le conoce como el subespacio par y a V1 como

el espacio impar (en el contexto físico, también se les conoce como espacios bosónico y

fermiónico respectivamente). Los elementos de V0 y los de V1 son llamados elementos pares

e impares, respectivamente.

En un espacio vectorial V , Z-graduado se puede inducir una graduación en Z2 definiendo

los subespacios V0 =
⊕

z∈Z V2z, y V1 =
⊕

z∈Z V2z+1. De este modo, todos los endomorfismos

homogéneos de grado par en V se vuelven homomorfismos (de grado 0); y los impares,

endomorfismos de grado 1.

Considérese el espacio de los endomorfismos End(V ) de algún superespacio vectorial

V , con dim(V0) = m; dim(V1) = n, con una graduación End(V ) =
⊕

αEndα(V ), donde

Endα(V ) = {A ∈ End(V ) | A(v) ∈ Vβ+α, para todo v ∈ Vβ}, es decir, los espacios Endα(V )

están compuestos por endomorfismos homogéneos de grado α. La graduación Z2 de V induce

una graduación de End(V ) en Z2 también. Ahora, también hablaremos de endomorfismos

de grado par o impar (o, simplemente, homomorfismos pares e impares respectivamente).

Si se escoje una base ordenada para un superespacio vectorial V = V0 ⊕ V1, tal que los

primeros m vectores generen el subespacio par, y los últimos n vectores generen el espacio

impar (una base tal es llamada base homogénea), identificaremos (v0, 0) ∈ V0; (0, v1) ∈ V1;

siendo (v0, v1) un supervector, del que cada entrada es un vector en el espacio par e impar
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respectivamente. Un homomorfismo f toma la forma matricial

f =

 A 0m×n

0n×m D

 , (3.2)

donde A es una matriz m×m, que representa la parte del homomorfismo que opera en V0,

y D es una matriz n× n que opera en V1. Asísmo, las matrices de la forma

f ′ =

 0m×m B

C 0n×n

 (3.3)

de la que B es una matriz m×n, y C es una de n×m entradas, representan a los mapeos

homogéneos de grado impar.

En efecto, veamos las siguientes relaciones;

 A 0

0 D


 v0

0

 =

 Av0

0

 , (3.4)

 A 0

0 D


 0

v1

 =

 0

Dv1

 , (3.5)

 0 B

C 0


 v0

0

 =

 0

Cvo

 , (3.6)

 0 B

C 0


 0

v1

 =

 Bv1

0

 . (3.7)

Para cualquier espacio de endomorfismos End(V ) de algún superespacio vectorial V ,se

define la supertraza:

Definición 3.6: El operador supertraza se define:

str

 A B

C D

 = tr(A)− tr(D). (3.8)
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Es evidente que para cualquier operador impar, g, de la forma (3.3), str(g) = 0.

Ahora, la forma bilineal K(, ) : End(V )→ F, definida por:

K(α, β) = str(αβ), (3.9)

cumple lo siguiente (Kac, 1977):

Consistencia: K(α, β) = 0, ∀α ∈ `(m,n)0, β ∈ `(m,n)1 (3.10)

Supersimetría: K(α, β) = (−1)|α||β|K(β, α) ∀α, β ∈ `(m,n) (3.11)

Invariancia: Ks(α, [β, γ]) = κs([α, β], γ) ∀α, β, γ ∈ `(m,n) (3.12)

3.2. Superálgebras

Definición 3.7: Sea G un anillo conmutativo. Un álgebra G-graduada, A es un espacio

vectorial G-graduado, con una operación binaria � : A × A → A, bilineal, asociativa, que

cumple

αg � αh ∈ Ag+h (3.13)

para todo αg ∈ Ag, αh ∈ Ah, a, g ∈ G.

Cabe recalcar que si existe una identidad aditiva, 0 ∈ G, y el espacio homogéneo de

grado 0, V0, es diferente de cero, entonces este espacio está representado en todos los demás

espacios homogéneos de grado arbitrario en el álgebra, dado que, sean α0 ∈ A0, y αg ∈ Ag,

entonces α0 � αg = adα0(αg) ∈ Ag+0 = Ag, para cualquier α0 ∈ A0. También, nótese que los

espacios Ag no son, en general, subálgebras, dado que, sean αg, βg ∈ Ag, αg � βg ∈ Ag+g en

general diferente de Ag.

Definición 3.8: Un superálgebra, A = A0 ⊕ A1 es un álgebra Z2 graduada.

Es evidente ahora que A0 es un subálgebra, mientras que A1 no lo es.
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3.3. Superálgebras de Lie

La generalización del concepto de álgebra de Lie en el contexto de las álgebras graduadas

requiere de que el nuevo corchete de Lie, supercorchete, cumpla propiedades generalizadas.

Esto confiere a las superálgebras de Lie estructura extra. El estudio detallado de tales suti-

lezas sale del alcance de este documento, pero se puede encontrar en (Kac, 1977), (Farmer,

1984). Con la intención de introducir las generalizaciones, se presenta la definición de super-

álgebra de Lie con un paso extra:

Definición 3.9: Dada una superálgebra asociativa, se define el superconmutador median-

te:

[α, β]s = αβ − (−1)|α||β|βα, (3.14)

donde, ésta vez, |α| y |β| son los grados de α y β respectivamente.

Es fácil ver, como en el caso de la definición 2.3, que el superconmutador cumple:

[α, β]s = −(−1)|α||β|[β, α]s (3.15)

(−1)|α||γ|[α, [β, γ]s]s + (−1)|β||α|[β, [γ, α]s]s + (−1)|γ||β|[γ, [α, β]s]s = 0 (3.16)

Las ecuaciones (3.15) y (3.16) son conocidas como propiedad de supersimetría, y la su-

peridentidad de Jacobi, respectivamente; al anillo de graduación se le exige conmutatividad

para evitar conmplicaciones en estas definiciones. Ahora, bien, de la misma manera que en

la sección 2.1, donde el conmutador es un caso particular del corchete de Lie; el supercon-

mutador de Lie es un caso particular del producto que define las superálgebras de Lie. Tal

producto debe cumplir supersimetría y la superidentidad de Jacobi.

Antes de pasar a la definición formal de superálgebra de Lie, es conveniente derivar una

forma equivalente de la superidentidad de Jacobi; a saber:
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(−1)|α||c|[α, [β, γ]s]s + (−1)|β||α|[β, [γ, α]s]s + (−1)|γ||β|[γ, [α, β]s]s = 0

⇒ (−1)|α||γ|[α, [β, γ]s]s = −(−1)|β||α|[β, [γ, α]s]s − (−1)|γ||β|[γ, [α, β]s]s

= −(−1)|β||α|(−(−1)|γ||α|[β, [α, γ]s]s)− (−1)|γ||β|((−1)|γ|(|α|+|β|)[[α, β], γ])

= (−1)|α||γ|[[α, β]s, γ]s + (−1)|α||γ|(−1)|β||α|[β, [α, γ]s]s

⇒ [α, [β, γ]s]s = [[α, β]s, γ]s + (−1)|β||α|[β, [α, γ]s]s (3.17)

Donde se ha ocupado la supersimetría y el hecho de que, dados dos elementos con grados

|α| y |β|, su corchete de Lie es de grado |α|+ |β|. Nótese que en esta derivación no se usaron

las propiedades del superálgebra asociativa, por lo que el resultado es válido para cualquier

producto que obedezca la estructura de graduación, la supersimetría y la superidentidad de

Jacobi. Dicho todo esto, definimos las superálgebras de Lie:

Definición 3.10: Un superálgebra de Lie, S, es un superespacio vectorial, dotado con

una operación binaria, bilineal [, ] : S×S → S, llamada supercorchete de Lie, que cumple

supersimetría y la superidentidad de Jacobi; es decir, las ecuaciones (3.15) y (3.16) (equiva-

lente a (3.17)) respectivamente.

A partir de ahora hablaremos de superálgebras de Lie, y omitiré el subídice en el corchete,

a menos que hubiera alguna ambigüedad. Notemos que el corchete entre dos elementos ho-

mogéneos de grado cero reproduce el corchete de Lie usual. Basta con revisar las ecuaciones

(3.15) y (3.16), en las que, si |α| = |β| = 0, el supercorchete de Lie se reduce al corhete

de Lie usual, y como estamos hablando de elementos homogéneos de grado 0 arbitrarios, el

subespacio homogéneo de grado cero de un superálgebra de Lie es, de hecho, un álgebra de

Lie. Además, sean α ∈ S0 y β ∈ S1, tenemos que [α, β] = adα(β) ∈ S1; es decir la restricción

de la representación adjunta de S a S0, denotada usualmente Rad|S0
, induce una representa-

ción de S0 en S1.

El espacio de endomorfismos de algún espacio vectorial V , End(V ), entonces puede conver-

tirse en un superálgebra de Lie definiendo el superconmutador (3.14), y, como superálgebra
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de Lie, éste espacio se denota End(V ) ≡ `(m,n), donde m,n son las dimensiones de las bases

del subespacio par e impar, respectivamente, de V. De este modo, cualquier superálgebra

de Lie S puede ser encajada en su propia superálgebra de Lie de Endomorfismos, End(S).

Esto quiere decir que existe un endomorfismo inyectivo f : S → End(S) ≡ `(m,n). Al

escoger una base homogénea para S, el superálgebra encajada en `(m,n) toma las formas

matriciales discutidas en las ecuaciones (3.2) y (3.3) para los endomorfismos de grado 0 y

1 respectivamente. Es conveniente, a partir de ahora, pensar en las superálgebras de Lie

estando encajadas en `(m,n) pues, mediante la forma matricial de los elementos de éstas,

surgen las definiciones siguientes naturalmente.

3.4. Constantes de estructura y métrica de Cartan-Killing

de Super álgebras de Lie

Definición 3.11 Sean α, β, dos elementos arbitrarios de algún superálgebra de Lie, S.

Se define la superforma de Cartan-Killing:

κs(α, β) = str(adα ◦ adβ). (3.18)

Dado que la representación adjunta es un homomorfismo Rad : S → `(m,n) = End(S),

entoces, la restricción de la forma bilineal K(, ) : `(m,n) → F de la ecuación (3.9), a la

imagen de Rad, K(, ) : Ad(S)→ F resulta ser la superforma de Killing, y por lo tanto, ésta

cumple consistencia, supersimetría e invariancia:

κs(α, β) = 0, ∀α ∈ S0, β ∈ S1 (3.19)

κs(α, β) = (−1)|α||β|κs(β, α) ∀α, β ∈ S (3.20)

κs(α, [β, γ]) = κs([α, β], γ) ∀α, β, γ ∈ S (3.21)
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A partir de ahora, de nuevo, hablaremos de la superforma de Killing, y omitiré el subíndice s,

a menos que haya alguna ambigüedad. Del mismo modo que en las álgebras de Lie, se define

la supermétrica de Cartan-Killing, pero antes de escribirla y usarla, es conveniente hacer

algunas convenciones: Notemos que las propiedades (3.15) y (3.16), escritas en términos

de las constantes de estructura, sufren también cambios. Recordemos que la base de una

superálgebra de Lie, S = S0 ⊕ S1, se escoge homogénea por simplicidad, de modo que los

primeros m elementos de la base generen S0, y los últimos n generen S1; así, los índices

inferiores α, β de las constantes de estructira, fαβγ presentan antisimetría (como en el caso

de las álgebras de Lie), siempre y cuando al menos uno de ellos sea menor o igual a m. De

la ecuación (3.15) obtenemos:

fαβ
γ = −(−1)|α||β|fβα

c, (3.22)

donde ahora convenimos que |α| ≡ |Tα| es el grado del generador Tα. Usaremos esta conven-

ción si no hay ambiguedad. El único caso en el que las constantes de estructura son simétricas

es cuando |α||β| = 1, que exige que |α| = |β| = 1, es decir, que ambos generadores Tα, Tβ

sean homogéneos de grado 1:

fab
c = −(−1)(1)(1)fba

c = −(−1)fba
c = fba

c (3.23)

En cualquier otro caso (|α| = 0, |β| = 0 ó |α| = |β| = 0), las constantes de esctructura son

antisimétricas. Estas nuevas relaciones, motivan a utilizar índices que distingan si se trata

de elementos de la base de grado par o de grado impar. En esta tesis, la convención que

usaremos es la siguiente: Ocuparemos índices griegos para una suma sobre todos los valores;

índices latinos minúsculos (i, j, k, . . . ) para los índices que correspondan a elementos pares; e

índices latinos mayúscula A,B,C, . . . para aquéllos que correspondan a elementos impares.

A los índices latinos minúsculos les llamaremos ahora índices de grado par, o bien, abusando

del lenguje, simplemente índices pares. Del mismo modo, a los índices latinos mayúscula,

los llamaremos ídices de grado impar o, simplemente, impares. Con este nuevo lenguaje, se

presenta la supermétrica de Cartan-killing;
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Definición 3.12: El tensor métrico de Cartan-Killing para superálgebras de Lie se

define:

καβ =
1

Iad
κs(Tα, Tβ) =

1

Iad

∑
µ

fαµ
νfβν

µ(−1)|µ| (3.24)

Que es la forma de la métrica de Cartan utilizada usualmente. (ver por ejemplo (MacDowell

y Mansouri, 1977)). La razón del factor (−1)|µ| surge de la definición de la superforma de

Killing. Observemos que, si separamos la suma en µ en partes par e impar se obtiene:

Iadκαβ =
∑
i

fαi
νfβν

i(−1)|i| +
∑
A

fαA
νfβν

A(−1)|A| (3.25)

Pero |i| = 0, ∀i = 1, . . .m; y |A| = 1, ∀A = m+ 1, . . . ,m+ n, luego

Iadκαβ = fαi
νfβν

i − fαAνfβνA

Donde el primer término del miembro derecho es la traza del primer bloque A de una matriz

de la forma

 A B

C D

, mientras que el segundo término es el negativo de la traza del

bloque D, tal y como lo requiere la definición de la super forma de Killing. Ahora, separando

las sumas sobre ν:

Iadκαβ = fαi
jfβj

i + fαi
BfβB

i − fαAjfβjA − fαABfβBA (3.26)

Esta vez no aparece el signo, debido a que el índice ν es de multiplicación de matrices.

Consideremos que el superconmutador de dos elementos pares resulta siempre en otro ele-

mento par. De modo que las constantes de estructura fijA = 0 ∀i, j = 1, . . . ,m; A =

m+1, . . . , n. Del mismo modo, el superconmutador de un elemento par con uno impar, siem-

pre resultará en un elemento impar, y por eso fiAj = −fAij = 0 ∀i, j = 1, . . . ,m; A = m+

1, . . . , n. Finalmente, bajo la misma argumentación, encontramos que: fABC = 0,∀A,B,C =

m+ 1, . . . , n. Resumimos estas observaciones en la siguiente ecuación:

fij
A = fiA

j = fAB
C = 0 (3.27)
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Para cualesquiera valores de los índices, considerando las convenciones para los grados dis-

cutidos anteriormente.

Ahora, vale la pena observar que la métrica de Cartan-Killing, escrita como en (3.26), se

reduce usando las relaciones (3.27), cuando se restringen los grados de α y β. Tenemos que :

Iadκk` =fki
jf`j

i + fki
Bf`B

i − fkAjf`jA − fkABf`BA

=fki
jf`j

i − fkABf`BA

IadκkC =fki
jfCj

i + fki
BfCB

i − fkAjfCjA − fkABfCBA = 0

IadκCk =fCi
jfkj

i + fCi
BfkB

i − fCAjfkjA − fCABfkBA = 0

IadκCD =fCi
jfDj

i + fCi
BfDB

i − fCAjfDjA − fCABfDBA

=fCi
BfDB

i − fCAjfDjA

De modo que, para cualquier superálgebra de Lie, la matriz de la forma de Killing tiene

forma diagonal por bloques:

(καβ) =
1

Iad

 (kij) (κAj)

(κiB) (kAB)

 =
1

Iad

 (kij) 0

0 (kAB)

 . (3.28)

Esta propiedad corresponde con la invariancia de la forma de killing. En lo siguiente, calcu-

laremos la métrica de Cartan-Killing con la plácida libertad de ignorar las partes κiA y κBj

de la métrica.

3.5. Métrica de Cartan de osp(1,2)

Las relaciones de conmutación de osp(1, 2) son:

[ti, tj] = 2iεij
ktk; [ti, tA] = −(σi)A

BtB; [tA, tB] = −(σi)ABti, (3.29)

donde, cabe resaltar, los índices mayúscula corren esta vez solamente entre dos valores espi-

noriales. Los coeficientes (σi)
B
A son las entradas de las matrices de Pauli, definidas como en
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el apéndice D. Las constantes de estructura que no se anulan son:

fij
j = 2iεij

k, (3.30)

fiA
B = −(σi)A

B, (3.31)

fAB
i = −(σi)AB. (3.32)

Veamos primero:

κij =
1

Iad

(
fik

`fj`
k − fiABfjBA

)
=

1

Iad

(
8δij − (−σi)AB(−σj)BA

)
=

1

Iad

(
8δij − (σiσj)

A
A

)
.

Donde el primer término fue calculado igual que en el ejemplo del álgebra de Lie su(2). Para

el segundo término usamos, del apéndice D, que σiσj = iεij
kσk + δij, luego:

κij =
1

Iad

(
8δij − (iεij

kσk + δij1) A
A

)
=

1

Iad
(8δij − iεijk(σk) A

A − δij(1) A
A ).

Además, dado que hay suma implícita en A, el segundo y tercer término representan las

trazas de σk y de 1 respectivamente. Las matrices de Pauli son de traza nula y, dado que los

índices latinos mayúscula corren solamente entre dos valores, (1) A
A = 2:

=
1

Iad
(8δij − δij(2))

=
1

Iad
(6δij)

Entonces, ya que las partes κiA y κBj de la métrica de un superálgebra se anulan, resta

calcular solo κAB. Habíamos encontrado que IadκAB = fAi
CfBC

i − fAC
jfBj

C , que, por la

antisimetría en subíndices mixtos, y la simetría en índices impares, podemos escribir:

IadκAB =− fiACfCBi − fCAi

=fiB
CfCA

i − fiACfCBi
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Sustituyendo los valores de las constantes de estructura:

IadκAB =[−(σi)B
C ][−(σi)CA]− [−(σi)A

C ][−(σi)CB]

=(σi)
C
B (σi)CA − (σi)

C
A (σi)CB

=(σiσ
i)BA − (σiσ

i)AB

=(31)BA − (31)AB

=3εAD(1) D
B − 3εBD(1) D

A

=3εADδ
D

B − 3εBDδ
D

A

=3εAB − 3εBA

=6εAB

Finalmente, considerando que (εAB) =

 0 −1

1 0

, y escogiendo Iad = 6, tenemos que

(καβ) =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1

0 0 0 1 0


=

 (δij) 0

0 (εAB)

 (3.33)

Ahora bien, del mismo modo que en la sección 2.9, con el álgebra de Lie so(1, 3), podemos

escribir

καβ = δαiδjβδ
ij + εABδ

A
α δ B

β (3.34)

de donde los índices latinos minúscula corren de 1 a 3, y los mayúscula entre 4 y 5. Los

índices α, β toman valores entre 1 y 5.
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Capítulo Cuatro

Resultados y conclusiones

En esta tesis hemos presentado los conceptos mediante los cuales se define la métrica

de Cartan para álgebras de Lie, con lo cual, se han calculado las métricas tabuladas en

(4.1), junto con el álgebra al que corresponden, sus constantes de estructura y la elección

de la constante de normalización Iad, escogida en esta tesis a conveniencia. En el proceso,

se detallaron los pormenores de los cálculos, así como las técnicas necesarias para llevarlos

a cabo, como el uso del álgebra tensorial y espinorial. En los apéndices se detallan también

conceptos laterales, útiles o neesarios para el desarrollo óptimo del tema central.

En el futuro planeamos calcular las métricas de más superálgebras de Lie, así como la

aplicación de los resultados obtenidos en el campo de las teorías de norma.
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Algebra de Lie Constantes de estrutura Métrica de Cartan Constante

nomalizadora

so(3) fij
k = εij

k κij = δij Iad = −2

su(2) fij
k = 2iεij

k κ`m = δ`m Iad = 8

fij
k = iεij

k

so(1, 3) fij′
k′ = iεij′

k′ καβ = δαiδjβδ
ij − δαi′δj′βδi

′j′ Iad = 4

fi′j′
k = −iεi′j′k

so(1, 3) fαβ,µν
τσ = ηµβδ

τ
αδ

σ
ν

−ηνβδταδσµ κij,k` = 1
2
(ηikηj` − ηi`ηik) Iad = 4

−ηµαδτβδσν + ηναδ
τ
βδ

σ
µ

fAB,CD
EF = α[εCAδ

E
B δ F

D

sl(2,C) +εDAδ
E
B δ F

C + εCBδ
E
A δ F

D κAB,CD = εACεBD + εADεBC Iad = −8α2

+εDBδ
E
A δ F

C ]

fij
k = 2iεij

k

osp(1, 2) fiA
B = −(σi)

B
A καβ = δαiδjβδ

ij + εABδ
A
α δ B

β Iad = 6

fAB
i = −(σi)AB

Cuadro 4.1 Resultados
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Apéndice A

Suma directa y producto tensorial

A.1. Suma directa de espacios vectoriales

Sean {Vi, . . . , Vn} espacios vectoriales, sobre un campo F, tales que Vi ∩ Vj = {0}, para

i 6= j, i, j = 1, . . . n, se define el conjunto:

V = V2 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn ≡
n⊕
i=1

Vi ≡ {(v1, . . . , vn) | vi ∈ Vi, i = 1, . . . n}, (A.1)

que forma un espacio vectorial bajo las operaciones:

(v1, . . . , vn) + (u1, . . . , un) = (v1 + u1, . . . , vn + un) (A.2)

α(v1, . . . , vn) = (αv1, . . . , αvn), (A.3)

para todo ui, vi ∈ Vi; i = 1, . . . n. Es fácil ver que bajo estas consideraciones, el conjun-

to V es un espacio vectorial. Si los espacios vectoriales Vi son disjuntos entre sí, se pue-

de definir la suma directa de espacios vectoriales considerando la relación de equivalencia

0V1 ≡ 0V2 ≡ · · · ≡ 0Vn .

Note que podemos escribir

(v1, . . . , vn) = (v1, 0, . . . , 0) + (0, v2, 0, . . . , 0) + (0, . . . , 0, vn).

De este modo, es posible identificar el espacio vectorial Vi con el conjunto {(0, . . . .vi, . . . , 0) | vi ∈

Vi}, i = 1, . . . n. Es por esta razón que se suele escribir vi + · · · + vn = (v1, . . . , vn), cuando
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está claro que los elementos vi, i = 1, . . . n, pertenecen a una suma directa de espacios vec-

toriales. También, es evidente que cada espacio Vi es un subespacio vectorial de V =
⊕n

i=1,

y como consecuencia, la dimensión de V , dim(V ) =
∑n

i=1 dim(Vi).

Un espacio vectorial W puede descomponerse en la suma directa de sus subespacios

vectoriales Wj, si sucede que Wi ∩Wj = {0} para j 6= i; i, j = 1, . . . , n.

A.2. Suma directa y semidirecta de álgebras de Lie

Un álgebra de Lie L resultante de la suma directa de espacios vectoriales {Li}ni=1 es una

suma directa de álgebras de Lie

L =
n⊕
i=1

Li, (A.4)

si, además de las condiciones (A.2) y (A.3), se tiene que cada espacio vectorial Li es,

por sí mismo, un álgebra de Lie y un ideal propio de L. Los productos (corchetes), entonces

cumplen

[a, b] ∈ Li si a, b ∈ Li (A.5)

[Li, Lj] = {0} si i 6= j (A.6)

con i, j = 1, . . . , n.

Si, de la descomposición de algún álgebra de Lie L en subálgebras L1, L2 resulta que, por

ejemplo [L1, L2] ⊆ L2, entonces se dice que L es la suma semidirecta de álgebras de Lie.

A.3. Producto tensorial de espacios vectoriales

Sean V,W espacios vectoriales sobre el mismo campo F, el producto cartesiano V ×W

es llamado producto tensiorial V ⊗ W de V y W , si se consideran las identificaciones

(relaciones de equivalencia):
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α(v, w) ≡ (αv, w) ≡ (v, αw)

(v + v′, w) ≡ (v, w) + (v′, w)

(v, w + w′) ≡ (v, w) + (v, w′).


∆ (A.7)

Entonces V × W/∆ = V ⊗ W , como conjunto cociente. Se denota v ⊗ w ≡ (v, w) a los

elementos del espacio V ⊗W . El mapeo φ : V ⊗W → W ⊗V definido por φ(v⊗w) = w⊗v,

para cualesquiera v ∈ V, w ∈ W es un isomorfismo, por lo que V ⊗W ∼= W ⊗ V , es decir,

son isomorfos.

De las relaciones de equivalencia se tiene inmediatamente que v⊗ 0W = 0V ⊗w = 0V×W ,

y en consecuencia se tiene que, si {vi}ni=1 es una base para V y {wj}mj=1 es una para W ,

entonces el conjunto {vi ⊗ wj}i=n; j=mi,j=1 es linealmente independiente en V ⊗W , y lo genera.

Entonces, la dimensión de V ⊗W es dim(V ⊗W ) = dim(V )× dim(W ).

A.4. Producto tensorial de álgebras de Lie

Primero considérese el producto tensorial de álgebras A,A′, ⊗ : A×A′ :→ A⊗A′ definido

por

(x× x′) � (y × y′) := (x � y)⊗ (x′ � y′)

.

Sean L,L′ dos álgebras de Lie, entonces el producto tensorial L⊗L′ obedece el corchete

⊗ : L× L′ → L⊗ L′ definido por:

[(a⊗ a′), (b⊗ b′)] = ([a, b]⊗ [a, b])

Para todo a, b ∈ L, a′, b′ ∈ L′.

Definiendo el conmutador en las álgebras A,A′, se puede recuperar la definición de pro-

ducto tensorial de álgebras de Lie definido en el párrafo anterior.
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Apéndice B

Algo sobre grupos

Un conjunto G, junto con una operación ◦ : G→ G, que obedece las siguientes condicio-

nes:

Cerradura ( a ◦ b ∈ G para todo a.b ∈ G).

Asociatividad (a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c para cualesquier a, b, c ∈ G).

Elemento identidad ( ∃e ∈ G de tal modo que e ◦ a = a ◦ e = a para cualquier a ∈ G).

Invertibilidad ( ∀a ∈ G,∃a−1 que cumple a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e).

Llamadas axiomas de grupo.

Un grupo cuya operación es conmutativa (a ◦ b = b ◦ a, para cualesquier a, b ∈ G)

es llamado abeliano. Ususalmente, cuando la operación se define abstractamente, se suele

expresar simplemente ab para todo a, b ∈ G.

Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si los elementos de H obedecen

los axiomas de grupo de la definición anterior.

Dado un subgrupo H de G, se definen los conjuntos:

aH = {ah | h ∈ H}

Ha = {ha | h ∈ H}
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con a fijo en G. Tales conjntos son llamados clase lateral izquierda y clase lateral derecha

respectivamente. También se puede encontrar como coset izquierdo y coset derecho, respec-

tivamente, por su nombre en inglés.

Cuando sucede que aH = Ha para todo a ∈ G, se dice que H es un subgrupo normal de

G. Es común llamar a las clases laterales derechas simplemente clases laterales, especificando

si es izquierda sólo en caso de ser necesario. Usaremos esta convención.

El conjunto de todas las clases laterales de un subgrupo se denota G/H, y suele ser lla-

mado grupo cociente.

Algunas propiedades remarcables de las clases laterales son las siguientes:

La cardinalidad de todas las clases laterales |aH| (número de elementos en el conjunto)

es igual a la cardinalidad del subgrupo generatriz |H|.

Las clases laterales de un subgrupo pueden ser disjuntas o iguales en todos los casos;

es decir aH = bH o aH ∩ bH = φ.

El grupo cociente forma un grupo bajo la operación (aH)(bH) = abH, en el que el

elemento identidad es obviamente H.

(Teorema de Lagrange:) La cardinalidad del grupo G es divisible por la cardinalidad

de las clases laterales, y es igual a la cardinalidad del grupo cociente |G/H|, es decir

|G|/|H| = |G/H| ∈ Z.

La segunda de estas propiedades permite inducir en cualquier grupo G, dado un subrupo H

una partición, definiendo las clases de equivalencia siguientes:

a ≡ b⇔ aH = bH ⇔ b ∈ aH

Esta relación de equivalencia recibe el nombre de equivalencia modulo H. Para ciertos fines,
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es de utilidad seleccionar a uno de los elementos de una familia para representarla. Cuando

se hace esta selección, el elemento recibe el nombre de representante.

Ejemplo: El grupo Z2.

Los números enteros Z forman un grupo abeliano bajo la suma. Consideremos las clases

laterales del subgrupo 2Z.

Notemos que 2Z+ 0 = 2Z± 2 = 2Z± 4 = · · · Para todos los números pares. Asímismo,

2Z±1 = 2Z±3+ · · · para todos los números impares. Es decir, las clases laterales se reducen

al conjunto de los números pares, 2Z y al de los números impares que denotaremos O. De

modo que el grupo cociente:

Z/2Z = {2Z,O}

De la operación que se define en el grupo cociente se tienen las siguientes relaciones:

2Z+ 2Z = 2Z

+O = 2Z

2Z+O = O

Siendo 2Z el elemento identidad, como se había anticipado. Es usual que los represen-

tantes de las familias 2Z y O sean 0 y 1 respectivamente.

El grupo de los enteros bajo la suma módulo 2, Z2 = {0, 1} (tamién llamado el grupo

cíclico de dos elementos) es isomorfo a Z/2Z. Algunos autores, de hecho, definen el grupo

Z2 como Z/2. Es por ello que identificamos a estos grupos entre sí, y escribiremos Z2 en

lugar de Z/2Z.

Los elementos de Z2 pueden expresarse en la manera siguiente:
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[α] ≡ α + 2Z ≡ {x ∈ Z |x = α + p, p ∈ 2Z}

Es claro que cuando α es par, el conjunto [α] resulta el de los números pares, y cuando es

impar, [α] es el conjunto de los números impares.
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Apéndice C

Constantes de estructura del álgebra de

Lie so(1, 3)

La definición de un elemento infinitesimal del grupo de Lie SO(1, 3) está dada por:

Mαβ = xα∂β − xβ∂α (C.1)

Para verificar que éstos elementos satisfacen un álgebra, y por ende obtener las constantes

de estructura correspondientes, considérese el conmutador de dos elementos, dígase Mαβ y

Mµν :

[Mαβ,Mµν ] =(xα∂β − xβ∂α)(xµ∂ν − xν∂µ)− (xµ∂ν − xν∂µ)(xα∂β − xβ∂α)

Del formalismo usual de las variedades diferenciables, usaremos la métrica ηµν = ηµν para

bajar o subir índices. También, tengamos en cuenta que ∂α = ∂
∂xα

; tenemos:

[Mαβ,Mµν ] =xα

{
∂xµ
∂xβ

∂ν + xµ∂β∂ν −
∂xν
∂xβ

∂µ − xν∂β∂µ
}

− xβ
{
∂xµ
∂xα

∂ν + xµ∂α∂ν −
∂xν
∂xα

∂µ − xν∂α∂µ
}

− xµ
{
∂xα
∂xν

∂β + xα∂ν∂β −
∂xβ
∂xν

∂α − xβ∂ν∂α
}

xν

{
∂xα
∂xµ

∂β + xα∂µ∂β −
∂xβ
∂xµ

∂α − xβ∂µ∂α
}

Dado que las derivadas conmutan, podemos ver que todos los términos con segundas

derivadas se anulan, entonces, tenemos:
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[Mαβ,Mµν ] =xα

{
∂xµ
∂xβ

∂ν −
∂xν
∂xβ

∂µ

}
− xβ

{
∂xµ
∂xα

∂ν −
∂xν
∂xα

∂µ

}
− xµ

{
∂xα
∂xν

∂β −
∂xβ
∂xν

∂α

}
+ xν

{
∂xα
∂xµ

∂β −
∂xβ
∂xµ

∂α

}
Consideremos ahora lo siguiente,

∂xµ
∂xα

=
∂ (ηµσx

σ)

∂xα
= ηµσ

∂xσ

∂xα
= ηµσδ

σ
α = ηµα,

con lo que obtenemos:

[Mαβ,Mµν ] =xα {ηµβ∂ν − ηνβ∂µ} − xβ {ηµα∂ν − ηνα∂µ}

− xµ {ηαν∂β − ηβν∂α}+ xν {ηαµ∂β − ηβµ∂α}

Ahora, también usemos que ηµν = ηνµ, para reordenar los términos y escribir:

[Mαβ,Mµν ] =ηµβ(xα∂ν − xν∂α)− ηνβ(xα∂µ − xµ∂α)

− ηµα(xβ∂ν − xν∂β) + ηνα(xβ∂µ − xµ∂β)

=ηµβMαν − ηνβMαµ − ηµαMβν + ηναMβµ.

Deseamos conocer la forma de las constantes de estructura, en este caso con seis índices, que

satisfacen [Mαβ,Mµν ] = fαβ,µν
τσMτσ, de modo que podemos usar deltas de Kronecker para

factorizar el operador Mτσ:

[Mαβ,Mµν ] =ηµβδ
τ
αδ

σ
νMτσ − ηνβδταδσµMτσ − ηµαδτβδσνMτσ + ηναδ

τ
βδ

σ
µMτσ

=(ηµβδ
τ
αδ

σ
ν − ηνβδταδσµ − ηµαδτβδσν + ηναδ

τ
βδ

σ
µ)Mτσ.

Finalmente, hemos demostrado que los operadores Mαβ forman un álgebra, so(1, 3), cuyas

constantes de estructura son:

fαβ,µν
τσ = ηµβδ

τ
αδ

σ
ν − ηνβδταδσµ − ηµαδτβδσν + ηναδ

τ
βδ

σ
µ (C.2)

Nótese que, debido a la antisimetría de los operadores Mαβ, Las constantes de estructura

son antisimétricas en cada par de índices referentes a un operador, es decir

fαβ,µν
τσ = −fβα,µντσ = −fαβ,νµτσ = −fαβ,µνστ .
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Apéndice D

Algebra espinorial

En el cálculo de métricas de Cartan hemos utilizado propiedades de objetos conocidos

como espinores. Presentamos aquí las definiciones necesarias y demostramos algunas propie-

dades. Se puede encontrar la teoría del formalismo espinorial en (Del Castillo, 2010), (Wess

y Bagger, 1992).

Se define el símbolo εAB, A,B = 0, 1 de la manera siguiente:

εAB = −εBA (D.1)

ε01 = −ε10 = −1 (D.2)

Es útil visualizar la representación matricial del símbolo εAB:

(εAB) =

 0 −1

1 0

 (D.3)

Donde el índice A es fila, mientras que el B es columna. De (D.1) inmediatamente tenemos

que ε00 = ε11 = 0. Se define también εAB:

εABε
BC = δ C

A

Donde δ C
A se entiende como la usual delta de Kronecker. Se puede obtener que εAB = εBA =

−εAB. Adoptamos las convenciones subida y bajada de índices:

εBFΨA...F...Z = ΨA... ...Z
B

εBFΨA...F...Z = Ψ B
A... ...Z

(D.4)
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Así podemos ver, por ejemplo, que

ε C
A = εABε

BC = δ C
A (D.5)

Los únicos objetos con índices espinoriales que utilizamos en los cálculos de éste documento

son las matrices de Pauli (σi)
B
A = (σi) B

A (subídice para fila, superíndice para columna)

definidas como sigue:

σ1 =

 0 1

1 0

 σ2 =

 0 −i

i 0

 σ3 =

 1 0

0 −1

 (D.6)

Es fácil mostrar que

[σi, σj] = σiσj − σjσi = 2iεijkσ
k (D.7)

{σi, σj} = σiσj + σjσi = 2δij (D.8)

Consecuentemente:

[σi, σj] + {σi, σj} =2σiσj = 2iεijkσ
k + 2δij

⇒ σiσj =iεijkσ
k + δij (D.9)

Además, todas ellas son de traza nula, es decir:

Tr(σi) = (σi) A
A = 0, ∀i = 1, 2, 3.

También que σ1σ1 = σ2σ
2 = σ3σ

3 = 1; y con ésto último:

σiσ
i = σ1σ

1 + σ2σ
2 + σ3σ

3 = 31. (D.10)

Es relevante prestar atención a las matrices (σi)AB = εBD(σi) D
A .

Proposición: Las matrices (σi)AB son simétricas en los índicesAB, es decir: (σi)AB = (σi)BA
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Demostración. La convención que usamos para bajar y subir índices no es una multiplicación

matricial, sino una identidad espinorial. Si deseamos ver al objeto εBD(σi) D
A como una

multiplicación matricial, donde εBD y (σi) D
A tienen las formas (D.3) y (D.6) respectivamente,

podemos:

εBD(σi) D
A = −(σi) D

A εDB = −(σi) 0
A ε0B − (σi) 1

A ε1B

Revisemos los valores de (σi)AB para cada valor de A,B = 0, 1:

Para i = 1:

A=0

• B=0 (σ1)00 = −(σ1) 0
0 ε00 − (σ1) 1

0 ε10 = −(1)(1) = −1.

• B=1 (σ1)01 = −(σ1) 0
0 ε01 − (σ1) 1

0 ε11 = 0.

A=1

• B=0 (σ1)10 = −(σ1) 0
1 ε00 − (σ1) 1

1 ε10 = −(1)(1) = 0.

• B=1 (σ1)11 = −(σ1) 0
1 ε01 − (σ1) 1

1 ε11 = −(1)(−1) = 1.

Luego,

((σ1)AB) =

 −1 0

0 1

 = ((σ1)BA) (D.11)

Para i = 2:

• A=0

◦ B=0 (σ2)00 = −(σ2) 0
0 ε00 − (σ2) 1

0 ε10 = −(−i)(1) = i.

◦ B=1 (σ2)01 = −(σ2) 0
0 ε01 − (σ2) 1

0 ε11 = 0.

• A=1

◦ B=0 (σ1)10 = −(σ2) 0
1 ε00 − (σ2) 1

1 ε10 = −(1)(1) = 0.

◦ B=1 (σ1)11 = −(σ2) 0
1 ε01 − (σ2) 1

1 ε11 = −i(−1) = i.
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Luego,

((σ1)AB) =

 i 0

0 i

 = ((σ1)BA) (D.12)

Finalmente, para i=3:

• A=0

◦ B=0 (σ2)00 = −(σ3) 0
0 ε00 − (σ3) 1

0 ε10 = 0.

◦ B=1 (σ2)01 = −(σ3) 0
0 ε01 − (σ3) 1

0 ε11 = −(1)(−1) = 1.

• A=1

◦ B=0 (σ1)10 = −(σ3) 0
1 ε00 − (σ3) 1

1 ε10 = −(−1)(1) = 1.

◦ B=1 (σ1)11 = −(σ3) 0
1 ε01 − (σ3) 1

1 ε11 = 0.

Luego,

((σ1)AB) =

 0 1

1 0

 = ((σ1)BA) (D.13)

Con lo que queda demostrada la proposición.

Ahora probemos la siguiente identidad, que usamos en la sección 2.10.

Proposición: Se cumple la identidad:

(σi)
B
A (σj)

D
C − (σj)

B
A (σi)

D
C = iε k

ij [(σk)
D
A δ B

C − (σk)
B
C δ D

A ] (D.14)

Demostración. Notemos que los casos i = j se cumplen trivialmente, por lo que comenzamos

por el caso i = 1, j = 2, con lo que el valor no nulo de k es k = 3, ε 3
12 = 1. Es conveniente

notar que todos los casos de la forma (0, 0, C,D), (A,B, 0, 0), (1, 1, C,D), y (A,B, 1, 1) se

reducen a 0 en el miembro izquierdo, pues tanto σ1 como σ2 tienen elementos diagonales

iguales a cero, así, (σ1)
A
A (σ2)

D
C − (σ2)

A
A (σ1)

D
C = 0, y (σ1)

B
A (σ2)

C
C − (σ2)

B
A (σ1)

C
C = 0, (no

suma implícita) ∀A,B,C,D = 0, 1. En tales casos, el cálculo se reduce a verificar que el

57



miembro derecho es equivalente a cero, es decir, hay que probar que:

(σ3)
D
A δ A

C − (σ3)
A
C δ

D
A =0 (D.15)

(σ3)
C
A δ B

C − (σ3)
B
C δ C

A =0, (D.16)

que, de hecho, son el mismo caso, con signo contrario cambiándo el índice A por C (sin suma

implícita), o viceversa. Por las propiedades de δ B
A , los casos que no se anulan debido a ésta,

son los que cumplen D = C = A en la ecuación (D.15), es decir, hay que probar:

(σ3)
A
A δ

A
A − (σ3)

A
A δ

A
A = 0 (D.17)

(sin suma implícita). Que se reduce a los casos triviales:

(σ3)
0
0 (1)− (σ3)

0
0 (1) = 0

(σ3)
1
1 (1)− (σ3)

1
1 (1) = 0

Por lo que están probados los casos:

(0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1),

(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0)

(1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1)

(1, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1)

Quedan por probar los casos (0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0), con los que se com-

pleta el conjunto de 16 formas de combinar 1 y 0 en cuatro lugares (24 = 16).

(0, 1, 0, 1)

(σ1)
1
0 (σ2)

1
0 − (σ2)

1
0 (σ1)

1
0 =i[(σ3)

1
0 δ

1
0 − (σ3)

1
0 δ

1
0 ]

0 =0
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(0, 1, 1, 0)

(σ1)
1
0 (σ2)

0
1 − (σ2)

1
0 (σ1)

0
1 =i[(σ3)

0
0 δ

1
1 − (σ3)

1
1 δ

0
0 ]

2i =2i

(1, 0, 0, 1)

(σ1)
0
1 (σ2)

1
0 − (σ2)

0
1 (σ1)

1
0 =i[(σ3)

1
1 δ

0
0 − (σ3)

0
0 δ

1
1 ]

−2i =− 2i

(1, 0, 1, 0)

(σ1)
0
1 (σ2)

0
1 − (σ2)

0
1 (σ1)

0
1 =i[(σ3)

0
1 δ

0
1 − (σ3)

0
1 δ

0
1 ]

0 =0

El caso i = 2, j = 1 está contenido en el anterior, pues

(σ2)
B
A (σ1)

D
C − (σ1)

B
A (σ2)

D
C = iε 3

21 [(σ3)
D
A δ B

C − (σ3)
B
C δ D

A ]

Se puede escribir como

−[(σ1)
B
A (σ2)

D
C − (σ2)

B
A (σ1)

D
C ] = −i[(σ3) D

A δ B
C − (σ3)

B
C δ D

A ]

que se reduce al caso i = 1, j = 2. Del mismo modo, los casos i = 1, j = 3 y i = 3, j = 1

son equivalentes, así como i = 2, j = 3 y i = 3, j = 2.

Caso i = 3, j = 1:

Tenemos que k debe ser 2, y por tanto ε 2
31 = 1

(σ3)
B
A (σ1)

D
C − (σ1)

B
A (σ3)

D
C = i[(σ2)

D
A δ B

C − (σ2)
B
C δ D

A ]

Sin embargo en este caso no es posible tomar el atajo anterior. Los casos resaltables son

aislados y es más conveniente hacer la lista completa de los casos y sustituír uno a uno los

valores necesarios. Tenemos:
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(0, 0, 0, 0)

(σ3)
0
0 (σ1)

0
0 − (σ1)

0
0 (σ3)

0
0 =i[(σ2)

0
0 δ

0
0 − (σ2)

0
0 δ

0
0 ]

1(0)− (0)1 =i[0(1)− 0(1)]

0 =0

(0, 0, 0, 1)

(σ3)
0
0 (σ1)

1
0 − (σ1)

0
0 (σ3)

1
0 =i[(σ2)

1
0 δ

0
0 − (σ2)

0
0 δ

1
0 ]

(1)(1)− (0)(0) =i[(−i)(1)− (0)(0)] =

1 =1

(0, 0, 1, 0)

(σ3)
0
0 (σ1)

0
1 − (σ1)

0
0 (σ3)

0
1 =i[(σ2)

0
0 δ

0
1 − (σ2)

0
1 δ

0
0 ]

(1)(1)− (0)(0) =i[(0)(0)− (i)(1)]

1 =1

(0, 0, 1, 1)

(σ3)
0
0 (σ1)

1
1 − (σ1)

0
0 (σ3)

1
1 =i[(σ2)

1
0 δ

0
1 − (σ2)

0
1 δ

1
0 ]

(1)(0)− (0)(−1) =i[(−i)(0)− (i)(0)]

0 =0

(0, 1, 0, 0)

(σ3)
1
0 (σ1)

0
0 − (σ1)

1
0 (σ3)

0
0 =i[(σ2)

0
0 δ

1
0 − (σ2)

1
0 δ

0
0 ]

(0)(0)− (1)(1) =i[(0)(0)− (−i)(1)]

−1 =− 1
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(0, 1, 0, 1)

(σ3)
1
0 (σ1)

1
0 − (σ1)

1
0 (σ3)

1
0 =i[(σ2)

1
0 δ

1
0 − (σ2)

1
0 δ

1
0 ]

(0)(1)− (1)(0) =i[(−i)(0)− (−i)(0)]

0 =0

(0, 1, 1, 0)

(σ3)
1
0 (σ1)

0
1 − (σ1)

1
0 (σ3)

0
1 =i[(σ2)

0
0 δ

1
1 − (σ2)

1
1 δ

0
0 ]

(0)(1)− (1)(0) =i[(0)(1)− (0)(1)]

0 =0

(0, 1, 1, 1)

(σ3)
1
0 (σ1)

1
1 − (σ1)

1
0 (σ3)

1
1 =i[(σ2)

1
0 δ

1
1 − (σ2)

1
1 δ

1
0 ]

(0)(0)− (1)(−1) =i[(−i)(1)− (0)(0)]

1 =1

(1, 0, 0, 0)

(σ3)
0
1 (σ1)

0
0 − (σ1)

0
1 (σ3)

0
0 =i[(σ2)

0
1 δ

0
0 − (σ2)

0
0 δ

0
1 ]

(0)(0)− (1)(1) =i[(i)(1)− (0)(0)]

−1 =− 1

(1, 0, 0, 1)

(σ3)
0
1 (σ1)

1
0 − (σ1)

0
1 (σ3)

1
0 =i[(σ2)

1
1 δ

0
0 − (σ2)

0
0 δ

1
1 ]

(0)(1)− (0)(1) =i[(0)(1)− (0)(1)]

0 =0
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(1, 0, 1, 0)

(σ3)
0
1 (σ1)

0
1 − (σ1)

0
1 (σ3)

0
1 =i[(σ2)

0
1 δ

0
1 − (σ2)

0
1 δ

0
1 ]

(0)(1)− (1)(0) =i[(i)(0)− (i)(0)]

0 =0

(1, 0, 1, 1)

(σ3)
0
1 (σ1)

1
1 − (σ1)

0
1 (σ3)

1
1 =i[(σ2)

1
1 δ

0
1 − (σ2)

0
1 δ

1
1 ]

(0)(0)− (1)(−1) =i[(0)(0)− (i)(1)]

1 =1

(1, 1, 0, 0)

(σ3)
1
1 (σ1)

0
0 − (σ1)

1
1 (σ3)

0
0 =i[(σ2)

0
1 δ

1
0 − (σ2)

1
0 δ

0
1 ]

(−1)(0)− (0)(1) =i[(i)(0)− (−i)(0)]

0 =0

(1, 1, 0, 1)

(σ3)
1
1 (σ1)

1
0 − (σ1)

1
1 (σ3)

1
0 =i[(σ2)

1
1 δ

1
0 − (σ2)

1
0 δ

1
1 ]

(−1)(1)− (0)(0) =i[(0)(0)− (−i)(1)]

−1 =− 1

(1, 1, 1, 0)

(σ3)
1
1 (σ1)

0
1 − (σ1)

1
1 (σ3)

0
1 =i[(σ2)

0
1 δ

1
1 − (σ2)

1
1 δ

0
1 ]

(−1)(1)− (0)(0) =i[(i)(1)− (0)(0)]

−1 =− 1
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(1, 1, 1, 1)

(σ3)
1
1 (σ1)

1
1 − (σ1)

1
1 (σ3)

1
1 =i[(σ2)

1
1 δ

1
1 − (σ2)

1
1 δ

1
1 ]

(−1)(0)− (0)(−1) =i[(0)(1)− (0)(1)]

0 =0

Finalmente, el caso i = 2, j = 3, resulta que k = 1, y ε 1
23 = 1

(0, 0, 0, 0)

(σ2)
0
0 (σ3)

0
0 − (σ3)

0
0 (σ2)

0
0 =i[(σ1)

0
0 δ

0
0 − (σ1)

0
0 δ

0
0 ]

(0)(1)− (1)(0) =i[(0)(1)− (0)(1)]

0 =0

(0, 0, 0, 1)

(σ2)
0
0 (σ3)

1
0 − (σ3)

0
0 (σ2)

1
0 =i[(σ1)

1
0 δ

0
0 − (σ1)

0
0 δ

1
0 ]

(0)(0)− (1)(−i) =i[(1)(1)− (0)(0)]

i =i

(0, 0, 1, 0)

(σ2)
0
0 (σ3)

0
1 − (σ3)

0
0 (σ2)

0
1 =i[(σ1)

0
0 δ

0
1 − (σ1)

0
1 δ

0
0 ]

(0)(1)− (1)(i) =i[(0)(0)− (1)(1)]

−i =− i

(0, 0, 1, 1)

(σ2)
0
0 (σ3)

1
1 − (σ3)

0
0 (σ2)

1
1 =i[(σ1)

1
0 δ

0
1 − (σ1)

0
1 δ

1
0 ]

(0)(−1)− (1)(0) =i[(1)(0)− (1)(0)]

0 =0
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(0, 1, 0, 0)

(σ2)
1
0 (σ3)

0
0 − (σ3)

1
0 (σ2)

0
0 =i[(σ1)

0
0 δ

1
0 − (σ1)

1
0 δ

0
0 ]

(−i)(1)− (0)(0) =i[(0)(0)− (1)(1)]

−i =− i

(0, 1, 0, 1)

(σ2)
1
0 (σ3)

1
0 − (σ3)

1
0 (σ2)

1
0 =i[(σ1)

1
0 δ

1
0 − (σ1)

1
0 δ

1
0 ]

(−i)(0)− (0)(−i) =i[(1)(0)− (1)(0)]

0 =0

(0, 1, 1, 0)

(σ2)
1
0 (σ3)

0
1 − (σ3)

1
0 (σ2)

0
1 =i[(σ1)

0
0 δ

1
1 − (σ1)

1
1 δ

0
0 ]

(−i)(0)− (0)(i) =i[(0)(1)− (0)(1)]

0 =0

(0, 1, 1, 1)

(σ2)
1
0 (σ3)

1
1 − (σ3)

1
0 (σ2)

1
1 =i[(σ1)

1
0 δ

1
1 − (σ1)

1
1 δ

1
0 ]

(−i)(−1)− (0)(0) =i[(1)(1)− (0)(0)]

i =i

(1, 0, 0, 0)

(σ2)
0
1 (σ3)

0
0 − (σ3)

0
1 (σ2)

0
0 =i[(σ1)

0
1 δ

0
0 − (σ1)

0
0 δ

0
1 ]

(i)(1)− (0)(0) =i[(1)(1)− (0)(0)]

i =i
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(1, 0, 0, 1)

(σ2)
0
1 (σ3)

1
0 − (σ3)

0
1 (σ2)

1
0 =i[(σ1)

1
1 δ

0
0 − (σ1)

0
0 δ

1
1 ]

(i)(0)− (0)(−i) =i[(0)(1)− (0)(1)]

0 =0

(1, 0, 1, 0)

(σ2)
0
1 (σ3)

0
1 − (σ3)

0
1 (σ2)

0
1 =i[(σ1)

0
1 δ

0
1 − (σ1)

0
1 δ

0
1 ]

(i)(0)− (0)(i) =i[(1)(0)− (1)(0)]

0 =0

(1, 0, 1, 1)

(σ2)
0
1 (σ3)

1
1 − (σ3)

0
1 (σ2)

1
1 =i[(σ1)

1
1 δ

0
1 − (σ1)

0
1 δ

1
1 ]

(i)(−1)− (0)(0) =i[(0)(0)− (1)(1)]

−i =− i

(1, 1, 0, 0)

(σ2)
1
1 (σ3)

0
0 − (σ3)

1
1 (σ2)

0
0 =i[(σ1)

0
1 δ

1
0 − (σ1)

1
0 δ

0
1 ]

(0)(1)− (−1)(0) =i[(1)(0)− (1)(0)]

0 =0

(1, 1, 0, 1)

(σ2)
1
1 (σ3)

1
0 − (σ3)

1
1 (σ2)

1
0 =i[(σ1)

1
1 δ

1
0 − (σ1)

1
0 δ

1
1 ]

(0)(0)− (−1)(−i) =i[(0)(0)− (1)(1)]

−i =− i
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(1, 1, 1, 0)

(σ2)
1
1 (σ3)

0
1 − (σ3)

1
1 (σ2)

0
1 =i[(σ1)

0
1 δ

1
1 − (σ1)

1
1 δ

0
1 ]

(0)(0)− (−1)(i) =i[(1)(1)− (0)(0)]

i =i

(1, 1, 1, 1)

(σ2)
1
1 (σ3)

1
1 − (σ3)

1
1 (σ2)

1
1 =i[(σ1)

1
1 δ

1
1 − (σ1)

1
1 δ

1
1 ]

(0)(−1)− (−1)(0) =i[(0)(1)− (0)(1)]

0 =0

Con lo que hemos contemplado todas las igualdades, y demostrado la identidad.
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Apéndice E

Símbolo de Levi-Civita

Sea {ei}3i=1 la base canónica del espacio euclidiano tridimensional, con métrica diag(1, 1, 1).

Se define εijk = εijk, i, j, k = 1, 2, 3 por:

εijk = ei · (ej × ek) = Det


ei

ej

ek

 (E.1)

De las propiedades de los determinantes, y del triple producto escalar, se puede demostrar

que el símbolo εijk = εijk es totalmente antisimétrico. También, de la definición, y de las

propiedades de los determinantes, obtenemos:

εijkε
`mn = Det


ei

ej

ek

Det


e`

em

en

 = Det


ei

ej

ek

Det

(
e` em en

)

= Det




ei

ej

ek


(

e` em en

) = Det


ei · e` ei · em ei · en

ej · e` ej · em ej · en

ek · e` ek · em ek · en



=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δi` δim δin

δj` δjm δjn

δk` δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

67



De este resultado se pueden demostrar los siguientes tres:

εijkε
`mk = δ`iδ

m
j − δmi δ`j (E.2)

εi`kε
j`k = 2δji (E.3)

εijkε
ijk = 6 (E.4)

El símbolo de Levi-Civita se puede entender como una densidad tensorial, ver, por ejemplo

(Peldan, 1994).
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