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METRICA DE CARTAN-KILLING DE ALGEBRAS Y SUPERALGEBRAS DE LIE

Resumen

Por Victor Addi Amador Ortega,
Benemérita universidad auténoma de Puebla
Agosto 2020

José Eduardo Rosales Quintero

Mercedes Paulina Velazquez Quesada

Se presenta una breve introduccion, necesaria para definir la Forma de Killing y la métrica
de Cartan-Killing, a partir de los conceptos elementales de la teoria de dlgebras de Lie. Pos-
teriormente se calculan las métricas de Cartan de las algebras de Lie so(3), su(2), so(1,3),

s1(2C).

Maés adelante, se expone una introduccion al superalgebra Lineal, con los conceptos bési-
cos para entender las stper algebras de Lie y para definir la métrica de Cartan en ellas. Por

ultimo, se calcula la métrica de Cartan del superélgebra de Lie de Osp(1,2).
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Capitulo Uno

Introduccion

La refinacién de las teorias fisicas ha hecho cada vez mas clara la conclusion de que la
estructura de la fisica fundamental esta caracterizada mediante las simetrias (ver por ejem-
plo, (Gross, 1996), (Weinberg, 1991), (Weyl, 1952), (Kirschenmann, 1973)). Es por ello que
las matemaéaticas que estudian las simetrias han tomado, cada vez més, notable relevancia.
No s6lo con el enfoque necesario para la fisica, sino también con un enfoque meramente

matematico.

El concepto de simetria engloba a su vez el de objeto, el de operaciones y el de nva-
riancia. Témese de ejemplo de objeto, un cuadrado, como operaciones el conjunto siguiente:
{0°, 90°,180°,270°} U {reflexiones en torno a los ejes de simetria del cuadrado}, donde las
rotaciones se consideran en torno a un eje centrado en el circuncentro del cuadrado. Supon-
gamos que se escoge una operacion al azar, y se aplica al cuadrado mientras un observador
permanece con los ojos cerrados. Al abrir los ojos, el observador serd incapaz de aseverar
con certeza si se ha hecho una de las operaciones mencionadas, y en caso de ser asi, no
podré escoger cual de ellas fue la efectuada. El hecho de que el observador sea incapaz de
identificar la operaciéon que fue aplicada al cuadrado es lo que se entiende por la invariancia
de éste, bajo tales operaciones. El conjunto de operaciones entonces es llamado el conjunto

de simetrias del cuadrado. La aplicacion consecutiva de dos operaciones es, también, una



simetria, y como la operacion identidad (dejar el cuadrado intacto) y las reversiones de to-
das las operaciones estan incluidas en el conjunto que escogimos, tal conjunto es llamado
grupo de simetras del cuadrado (de todos los cuadrados, de hecho). Dado que se com-
porta como un grupo, los resultados de la teoria de grupos, en este caso discreta, aplican
para los elementos del conjunto (apéndice B). Si, en cambio, el objeto en cuestion fuera un
circulo, las rotaciones que lo dejan invariante son todas las rotaciones de un angulo arbitrario
¢ € [0, 27); éste es entonces un grupo continuo (Grupo de Lie). y cualquiera de sus elementos
puede ser generado mediante aplicaciones sucesivas de transformaciones infinitesimales d¢
(¢ = ¢/ = ¢+ d¢). El grupo de simetrias del circulo entonces esta parametrizado por el pa-
rametro ¢; en el caso del grupo de simetrias de la esfera, el nimero de parametros necesarios
para cubrir todo el grupo es tres (Szekeres, 2005). Estos y otros grupos son relevantes en
la fisica, y se encuentran asociados como grupo de simetria a diversos sistemas fisicos; los
elementos infinitesimales, o generadores, mediante la composicion, forman la estructura de
algebra de Lie. En la mecénica analitica, lagrangiana, hamiltoniana, en la mecénica cuéntica
y en las décadas recientes en las teorias de norma, los grupos de simetria y sus algebras de
Lie cumplen roles fundamentales.

En esta tesis nos enfocaremos al objeto conocido como métrica de Cartan-Killing, intro-

duciendo la teoria bésica concerniente a las algebras de Lie en el proceso de su construccion.



Capitulo Dos

Algebras y algebras de Lie

2.1. Definiciones elementales

Existen distintas, equivalentes, formas de definir las siguientes estructuras. Aqui presento
la definicion mas comin encontrada en la fisica que, ademas, se ajusta comodamente al

lenguaje, simbologia, y herramientas usualmente usados en el analisis de la fisica moderna.

Definiciéon 2.1: Un algebra es un espacio vectorial, A sobre algiin campo I, en conjunto
con una operacion binaria, ¢ : A x A — A, bilineal. Es decir, para todo o, € F, y

a,b,c e A,

(va+ pb)oc=aaoc+ fboc

ao(ab+ fc) =aaob+ faoc

En el caso de que exista un elemento e4 en el algebra A tal que e4ov =voey = v, para
todo v € A, se dice que el algebra es unital.

En fisica, los campos mas usuales son R y C, y son los campos con los que trabajaremos en
lo sucesivo, sin embargo, como se dijo, la definiciéon de algebra es més general, y es compatible
con cualquier campo bien definido.

Se dice que un algebra A es asociativa si y so6lo si cumple que, para cualesquiera a, b, c € A,

ao(boc)=(aob)oc Asimismo, se dice conmutativa si a ©b = bo a para todo a,b € A.



Definicién 2.2: Un algebra de Lie L es un élgebra, cuya operacion bilineal [, ] : LXL —

L, lamada corchete (o paréntesis) de Lie, cumple que, para todo a,b,c € L

[a,a] =0, (2.1)

la, [b, c]] + [b, [, a]] + [¢, [a, b]] = 0. (2.2)

A la ecuacion (2.1) se le suele llamar propiedad de antisimetria. La ecuacion (2.2) es llamada
identidad de Jacobi.
De la ecuacion (2.1), y la bilinealidad de la operacion, obtenemos 0 = [a + b,a + b] =

la,a] + [a,b] + [b,a] + [b,b] = [a,b] + [b, a]
[a,b] = —[b, a] (2.3)

En fisica, las algebras estan intimamente relacionadas con los grupos de simetria de un
sistema fisico. En el formalismo de la mecénica clasica, el paréntesis de Poisson es una
estructura que devela la funcién generadora de una simetria en el espacio de estados del
sistema (espacio fase). Y su notacién universal es {,} : Oy x Oy — C5g, donde M es
el espacio fase. Del mismo modo, en mecanica cuantica, las simetrias, y sus generadores
son identificados mediante el corchete de Lie. La transiciéon de mecanica clasica a mecanica
cuantica emparenta ambas operaciones. Es por eso que en fisica se usar esta notacion.

Un algebra asociativa A, cumple la estructura de algebra de Lie Ay definiendo en ella un

corchete de Lie como sigue.

Definicion 2.3: Sean a,b € A, entonces se define el conmutador [,]: A x A — A:

l[a,b] =aob—boa. (2.4)



La ecuacion (2.1) se cumple trivialmente, y la identidad de Jacobi puede verse:

[a, [b; ]} + 16, [e, a]] + [e, [a, b]]
=la,boc—cobl+ [b,coa—aodc + [c,aob—boal
=ao(boc—cob)—(boc—cob)oa
+bo(coa—aoc)—(coa—aoc)ob
+co(aob—boa)—(avb—boa)oc
=aoboc—aocob—bocoa+coboa
+bocoa—boaoc—coaob+aocob
+coaob—coboa—aoboc+boacc

=0.

Los espacios vectoriales matriciales como so(n, ), su(n, ), gl(n, F) entre otros, son un
algebra bajo la multiplicacion usual asociativa de matrices, y por ende un algebra de Lie
usando el conmutador como operacion de algebra. Note que, para cualquier algebra de Lie

que provenga de un algebra asociativa, se cumple [a,bo ] = b [a, ] + [a, b] © ¢, veamos:

bola,c]+[a,bjoc=bo(avc—coa)+ (aob—boa)oc
=boavoc—bocoataoboc—boacc
=aoboc—bocoa

= la,bocl.

2.2. Constantes de estructura

La dimension de un algebra de Lie es su dimensiéon como espacio vectorial: la cardinalidad
del conjunto base. Se suele utilizar la notacion § = {T,;a = 1,2,...,n} (para bases contables

no finitas se usa f = {T,;a € O}, con O algin conjunto infinito contable), donde 3 es el



conjunto base, y n es la dimension del algebra. Dada una base seleccionada, se tiene entonces

la siguiente relacion:
[Tm Tb] = Z fabcTc = fabcTc- (25)
c=1

Del segundo miembro de la igualdad al tercero se suprime el sibolo ¥ de suma porque
se esta utilizando la convencion de Einstein de Iindices repetidos alternos (uno superior
y uno inferior). Usaré esta convencion a menos que pueda haber alguna ambigiiedad. Los
coeficientes f,;,“ son conocidos como las constantes de estructura. Las ecuaciones (2.1) y
(2.2) se pueden escribir en términos de las constantes de estructura. En efecto, considérense,
convenientemente, tres elementos T,, Tj, T, de la base de un algebra de dimension n, entonces
el corchete 0 = [T,,T,] = >0 _, f*,,T™. Debido a la independencia lineal de la base,

entonces obtenemos:
faa" =0, Ya,m=1,...,n.
Similarmente, de [Ty, Ty], T.] + [[Te, Ta), Ty] + [T, T.], Tu] = O se obtiene:
fa fee™ A feoa foo™ + foe fea™ =0, Va,b,c,m=1,...,n.

Uno puede entonces definir abstractamente la estructura de un algebra de Lie, escogiendo
valores para las constantes de estructura, siempre y cuando éstos valores sean congruentes

con la antisimetria y la identidad de Jacobi.

2.3. Homomorfismos, derivaciones

Definicion 2.4: Dadas dos algebras, A, B, un mapeo lineal ¢ : A — B es un homomor-

fismo si para todo a,b € g;:
¢(la,b]) = [¢(a), 9(b)], (2.6)

con ¢(a), p(b) € B. Debido a esto se suele decir que los homomorfismos preservan la estruc-

tura algebrdica.



Definicion 2.4.1: Un homomorfismo ¢ : A — B inyectivo recibe el nombre de monomor-
fismo.
Definicion 2.4.2: Un homomorfismo ¢ : A — B sobreyectivo recibe el nombre de epimor-
fismo.
Definicion 2.4.3: Un homomorfismo ¢ : A — B que es inyectivo y sobreyectivo, recibe el
nombre de isomorfismo.
Definicion 2.4.4: Un homomorfismo ¢ : A — A (A = B), es llamado endomorfismo.
Definicién 2.4.5: Un endomorfismo que es a su vez un isomorfismo, es llamado epimor-
fismo.

Notese ahora lo siguiente. Sea ¢ : L — K es un isomorfismo entre algebras, y sea
B = {T,}"_, una base de L. Gracias a las caracteristicas del isomorfismo, y del algebra
lineal elemental, podemos escoger al conjunto 5 = {¢(7,)}"_, como una base para K.
Ademas, las relaciones [Ty, T;| = fu“T. definen la estructura del algebra L. Ahora aplicamos
el isomorfismo, y por su linealidad obtenemos que [¢(13), (1)) = fu“P(T%), para todo a, b, c.
Estas realciones son las mismas que para L. Es por esto que se dice que si hay un isomorfismo
entre algebras, éstas son isomorfas, es decir, que tienen la misma forma, o bien, que poseen

la misma estructura.

Definicién 2.5 : Un mapeo § : L — L, que cumple la condicion:
6(la, b)) = [d(a), b] + [a, 6(b)] (2.7)

para todo a,b € L, recibe el nombre de derivaciéon.
Para un élgebra asociativa, A, un mapeo que haga 6(a<ob) = d(a)ob+a<d(b) es considerado
también una derivacion en el sentido de édlgebras de Lie (definiendo el conmutador en el
algebra A), puesto que, es facil ver, §([a,b]) = [d(a),b] + [a,0(b)]. La ecuacion (2.7) hereda
el nombre de regla de Leibniz, ya que es analoga a la regla de Leibniz de diferenciacion de
productos de funciones. Un ejemplo de derivacion, y una de las definiciones méas importantes

en ésta disertacion es la siguiente.



Definicién 2.6 : Para un elemento dado x (fijo) en un algebra de Lie, L, se define el mapeo

ad, : L — L como sigue:
ady(y) = [, y], (2.8)

para todo elemento y € L, y recibe el nombre de representaciéon adjunta o mapeo
adjunto de z en L.

En efecto, ad,([a,b]) = [z, [a,b]], y por la identidad de Jacobi, y la antisimetria del corchete,
[z, [a,b]] = [[x,al,b] + [a, [x,b]] = [ad.(a),b] + [a, ad.(b)]. Ademés, sean o, 5 € F, a,b€ L,
se encuentra que ad,(aa + fb) = [z,aa + fb] = alz,a] + flz,b] = aad,(a) + Fad,(b).
Atn més, adfasipyy(a) = [ax + By, a] = alz,a] + Bly, a] = (cad, + Pad,)(a), de modo que
aad, + Bad, = ad{a.4py), Vistos como elementos de algtin conjunto de mapeos de L en L.

Maés adelante, veremos con méas atencion este mapeo.

2.4. Subconjuntos de Algebras de Lie
Dados dos subconjuntos Ly, L, de un algebra L, definimos la siguiente notacion:
[Ll,LQ] = SpanF{[fl,éz] | l € Ll;fg € L2}

Donde, como es usual, Spany M representa el genereado lineal bajo el campo F' del conjunto
M.

Definicion 2.7: Un subespacio vectorial K de L que es un algebra bajo el mismo corchete
de Lie que L, es un subalgebra de Lie de L.

De manera equivalente, podemos definir un subalgebra de Lie, K, de L como un conjunto
que cumpla:

[K,K] C K,

puesto que los elementos de [K, K| cumplen las propiedades del corchete de Lie, ademas de

mantener cerradura bajo éste. Evidentemente, {0} y L son subélgebras de Lie de L, y son



conocidas como subdlgebras triviales. Con esta notacion se pueden definir convenientemente

otros subconjuntos de las dlgebras, a saber:

Definicion 2.8 : Sea K un subespacio de L. Si se cumple que
(K. L] C K

se dice que K es un ideal o subalgebra invariante de L.
Se conocen como ideales triviales o impropios a los subcojuntos {0} y L, de L. Un ideal de

L que no es trivial es llamado ideal propio de L.

Definicién 2.9: El centro Z(L) de L se define:
Z(L):={xeL |z, L]=0}, (2.9)

o bien, [Z(L), L] = {0}. Es evidente que Z(L) es un ideal, pues {0} C Z(L).

Definicién 2.10: El conjunto L' = Lt} := [L, L] se conoce como el algebra derivada de
L.
Inmediatamente se tiene que L' es un ideal de L, debido a que [L, [L, L]] C [L, L], en efecto,

sea [a,b] € [L, L] C L, entonces, para todo ¢ € L, [c,[a,b]] € [L, L].

Definiciéon 2.11: Los conjuntos
L' = [L89, L] parai > 2, (2.10)

reciben el nombre de series derivadas, o series centrales superiores de L.
De nuevo, se tiene, bajo la misma argumentacion, que L% es un ideal de LY~} Por otra

parte:



Definicion 2.12: Los conjuntos
Ly = (L, L{i—l}L 12> 2 (2.11)

se conocen como las series centrales inferiores, donde Ly, = L = [L, L]. De nuevo,
por la identidad de Jacobi, se tiene que cada Ly; es ideal de Ly;_1y, y ademaés, que cada Lt
y L son ideales de L, y mas atn, que Lt C L.

Si las series centrales superiores de algtn algebra L, igualan, para algun ¢ finito, al conjunto
{0}, se dice que L es soluble. Si esto mismo pasa con las series centrales inferiores, se dice

que L es nilpotente. Dado que L} C Ly, nilpotencia implica solubilidad.

Definicion 2.13: Se dice que un algebra de Lie L, cuyo primer algebra derivada L' se

anula (L' = {0}), es abeliana.

Definicion 2.14: Un algebra, no-abeliana, que no contiene ideales propios es un algebra
simple.

De modo que, para un algebra simple, Lt} = Ly = L, para todo .

Definicién 2.15: Un algebra L resultante de la suma directa de &algebras simples (ver
apéndice A.2) L;, i =1,...,m,

L=@PL (2.12)
se conoce como algebra semisimple.

Observemos que, sean L;, L;, dos ideales de un algebra semisimple, por las propiedades
de la suma directa de espacios vectoriales, L; N L; = {0} (apéndice A), y por las propiedades
de los ideales, [L;, L;] C L;, y asu vez, [L;, L;] C L;, pero como [L;, L;] = spang{[(;, {;] |¢; €
L;,l; € L;j} = spanp{—[(;, ;] |t; € L;,{; € L;} = [L;, L;], entonces, forzosamente, [L;, L;] =

{0}. De este modo, tenemos que los corchetes de Lie de un algebra semisimple cumplen:

[Li, Lj] = {0}, i#j

[L“LZ]:LZ, izl,...,m

(2.13)

10



donde m es el nimero de algebras simples que conforman L.

Notemos que es posible adoptar la notacion
[L® K,M]=[L,M] & [K,M] (2.14)
En efecto, un elemento arbitrario de [L & K, M], [¢ + k, u] reproduce [¢, u] + [k, p], que es
un elemento arbitrario de [L, M| @ [K, M], de modo que [L & K, M| C [L, M| & [K, M].
Viceversa, un elemento arbitrario de [L, M] @ [K, M|, [¢,m] + [k, ms], reproduce:
[0, ma] + [k, mo] =[€,mq] + [k, ma] + [k, m1] — [k, m4]
=l + Kk, mq] + [k, M1 — My
+ [0 + k,my —ma] — [{ + Kk, my — My
=l + K, 2my — mo] + [{ + 2Kk, M1 — My},

que es un elemento arbitrario de [L & K, M]; por doble contenciéon tenemos (2.14). De este

modo, podemos ver que, sea L = " L;, un algebra semisimple, entonces:

L] = léLi,éLj

_ [@ Lol e |1
=1 i#]
= L; @ {0}
=1
=1,

y obtenemos que las series de un algebra semisimple reproducen todo el algebra.

2.5. Mobdulos y Representaciones

Las definiciones siguientes son usualmente usadas en la literatura existente de dlgebras y

superalgebras de Lie, y se presentan aqui por completez.
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Definicién 2.16: Un anillo R es un grupo abeliano (ver apéndice 2) que, ademas de
la operacion de grupo, + : R x R — R, tiene definida una operacioén, - : R x R — R, que

cumple:
» Es asociativa: a - (b-¢) = (a-b) - ¢, para todo a,b,c € R.
= Existe un elemento 1y tal que 1 -a =a -1z = a para todo a € R.
» Es distributiva: (a+b)-c=a-c+b-¢; a-(b+c¢)=a-b+a-c; paratodo a,b,c € R.

La operacion - en R se conoce como multiplicacion, y cuando no hay ambigiiedad, se de-
nota a-b = ab, como la multiplicacion aritmética. Los anillos prototipicos son N, Z, Z,, Q, R,
bajo la suma (4) y la multiplicacion (-) usuales. Si la multiplicacién en un anillo es conmuta-
tiva se dice que el anillo es conmutativo. Los nimeros naturales, enteros, racionales y reales
son, evidentemente, conmutativos pero, en general, los anillos pueden ser no conmutativos,
sin embargo en este documento no son de interés. Un algebra puede ser identificada como un
pseudo-anillo, es decir, un anillo sin unidad multiplicativa. Un algebra unital cumple con las
definiciones de anillo. Un anillo (algebra) puede ’actuar’ sobre un conjunto (espacio) como
un endomorfismo.

Definicién 2.17: Sea R un pseudo-anillo, y sea G un grupo abeliano. Se dice que G

es un R-médulo si se define una operacion R x G — G, (a,a) — aa, tal que, para todo

a,be R, a,p € G:
» (ab)a = a(ba)
» a(la+ ) = aa + af.
» (a+b)a=aa+ ba.
Si, ademas, el pseudo-anillo es unital, es decir, es un anillo, extiste 1z € R tal que

» lpa=qa; Vaed.

12



Por otro lado, si la operacion binaria esta definida en G x R — G, por (o, a) — «a, se dice
que G es un R-modulo derecho. Atn més, cuando la operaciéon puede usarse indistintamente
(a,a) = (v, a) = aa = aa, se dice que G es un R-bimoédulo. De este modo, por ejemplo, un
algebra puede ser definida como un R-bimo6dulo, con R siendo un anillo (con unidad 1g).
Esta definicién de un algebra es mas frecuentemente utilizada en matematicas, y aqui sélo
la presentamos como ejemplo .

Como lo he mencionado anteriormente, en fisica, las algebras estan intimamente relacionadas
con los grupos de simetria de un sistema fisico, mediante mapeos diferenciables en el grupo, y
sus razones de cambio; estos grupos de simetria actian, naturalmente, sobre algiin espacio de
configuraciones o de estados del sistema en cuestion. Es por ello, que es conveniente estudiar
el modo en que las algebras pueden actuar sobre espacios. La geometria diferencial ya se ha
encargado ampliamente de estas cuestiones, y nosotros aqui nos dedicamos a un objeto en
especifico. Para introducirlo hemos de recordar, del algebra lineal, que para cualquier espacio
vectorial V', sobre un campo IF, el conjunto de mapeos lineales de V en V', generalmente
denotado por gl(V), es un espacio vectorial, definido necesariamente sobre el mismo campo
IF; luego, la composicion de mapeos, denotada digamos por o, opera dos mapeos para obtener
uno nuevo. Esta operacion es, por las propiedades lineales del espacio de mapeos, asociativa;
entonces, el espacio gl(V'), junto con la operacion composicion es un algebra sobre el campo
IF, v si se considera el conmutador de composiciones, entonces, gracias a la asociatvidad de
la composicion, se obtiene un algebra de Lie, conocida como el &lgebra general lineal de V.
Considerése ahora un algebra de lie L, y un monomorfismo de algebras de Lie, v : L — gl(V).
Entonces, la estructura del producto en L es preservada por el conmutador en gl(V) y, ya
que v(z) € gl(V), conz € L,siv € V, entonces (v(z))(v) =v" € V y v(z) es, efectivamente,
un mapeo lineal, en el espacio de mapeos con la estructura de L. En la practica, este proceso
se resume mediante la siguiente definicion.

Definicion 2.18: Sean L un algebra de Lie, y sea V un espacio vectorial sobre el mismo

campo IF. V' es un L-mddulo si se puede definir una operacion bilineal ( , )L x V — V|
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denotada (a,v) = av, que obedece
la, b]v = a(bv) — b(av), (2.15)

para todo a,be L,v e V.

La operacion bilineal, evidentemente, puede ser definida mediante un homomorfismo de &l-
gebras. En tal caso, se suele decir que el homomorfismo es una representacion de L en V.
Cuando un espacio vectorial V' es un L-modulo se dice que L tiene una representacion en V,
quien recibe el nombre de espacio de representacion, o simplemente, abusando del lenguaje,
también son llamados representacion, sin embargo, aqui trataré de evitar la ambigiiedad del
término. En casos necesarios, se usa la notacion R(z)v para indicar que R es la representa-
cion de x que actia sobre v en V.

Definicion 2.19: Un L-submédulo W de V' es un subespacio vectorial de V' cuya imagen
bajo L es un subconjunto de si mismo, es decir, L(W) C W. Se conocen como submoédulos

triviales a los subespacios {0} y V de V.

Definicién 2.20: Un médulo irreducible es uno que no contiene submoédulos no tri-

viales. Trivialmente, los médulos reducibles son aquellos que no son irreducibles.

2.5.1. Representacion adjunta

En la ecuacion (2.8) se introdujo un operador que se le asigna a cada uno de los elementos

de un algebra de Lie, L, arbitraria. Si definimos ahora un mapeo:
Ru: L glL);  Rualr) = ad, € gl(L), (2.16)

tenemos que R,q es una representacion de L sobre si misma, vista como espacio vectorial.
El kernel del mapeo R4 es el conjunto de elementos = € L tales que ad,(y) = [z,y] =0, es
decir, de todos aquellos elementos x € L que conmutan con todos los elementos del algebra

L, que corresponde con el centro de L, Z(L), definido en la ecuacion (2.9) que, sabemos, es
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un ideal. Para un algebra abeliana, por ejemplo, el mapeo R,y es el mapeo cero, mientras que
para un algebra simple, dado que el centro, o bien, el kernel consiste sélo del elemento cero,
el mapeo es inyectivo. En términos de representaciones, podemos comprobar que R, €s un
homomorfismo de algebras. Dado que en gl(L), visto como algebra, el corchete de Lie es el
conmutador, tenemos que ad,oady, —ad,oad, = |[ad,, ady]; luego, Raq([x,y]) = adj, 4 deberia
corresponder, en el espacio de mapeos, con el conmutador de los mapeos adjuntos, veamos:
(ady, ad,)(=) = ad,(ad, (2)) — ad(ady(=)) = [, [y, 2]) = [y o ] = [[e,9), 2] = adey) ()
donde la ultima igualdad es debida a la identidad de Jacobi, y la antisimetria del corchete.

Si se escoge una base {T,}"_, para el algebra, el mapeo adjunto puede expresarse en
términos de las constantes de estructura. adr, (Ty) = [To,Ty] = fa'Te. Recordemos, del
algebra lineal, que las constantes f,,“ son las entradas de la matriz que representa, en este

caso, al mapeo adr,, dada la base escogida. Entonces las matrices

(adTa)bC = fabc (217)

generan el conjunto de matrices en la representacion de {7, }"_; que corresponden al conjunto
de mapeos Ryq(L) en L. Ademés, podemos calcular la representacion matricial de un elemento
ad,, con x = x%T,:

ad,(Ty) = [z, Ty] = [x°T,, Ty] = 2 fup“T¢; (2.18)

con lo que

(adx)bc = x“fabc. (219)

2.6. Meétrica de Cartan-Killing

La propiedad de la representaciéon adjunta, de ser inyectiva para las algebras simples da
pie a un producto en ellas:

Definicién 2.21: El producto o forma de Cartan-Killing (o simplemente forma de
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Killing) (-,-) : L x L — I se define:
k(x,y) = tr(ad, o ad,). (2.20)
Proposicion: La forma de Killing cumple las propiedades:
1. Simetria: x(x,y) = k(y, ).
2. Linealidad: k(ax + By, z) = ar(z, z) + (y, 2).
3. Invariancia: k(z, [y, z]) = &([x,y], 2).

Prueba: Los puntos 1 y 2 son inmediatos por las propiedades de la traza, mientras que,
para la tercera prueba, considérese el conmutador, en el espacio gl(L), de representaciones
adjuntas. Tenemos r(x, [y, 2]) = tr(ad, o ady ) = tr{ad, o (ady, o ad. — ad; o ad,)] = tr(ad, o
adyoad,—ad,oad,oad,) = tr(ad,oad,oad,)—tr(ad,oad,oad,); luego, la traza es invariante
bajo una permutacion ciclica de los mapeos, de modo que «(z, [y, 2]) = tr(ad, o ad, o ad,) —
tr(ady, o ad, o ad,) = tr(ad, o ad, o ad, — ad, o ad, o ad,) = tr[(ad, o ad, — ad, o ad,) o ad,] =
tr(lady, ady) o ad.) = tr(ady, o ad.) = k([z,y], 2).
Ademas, la forma de killing es no-degenerada si y sélo si se define sobre un algebra de Lie
semisimple (Xu, 2017). Note también que éste tltimo resultado implica que, en un algebra
de Lie simple, la forma de Killing es no degenerada.

Para evaluar la forma de Killing se debe escoger una base para el espacio de representa-

cion, digamos {7, }7_,. entonces, la forma de killing de dos vectores arbitrarios en el algebra:
w(a,y) = tr(ad, o ady) = (ady)"(ady)," = o' fia"y* fin"-

= fi fro"x'y" (2.21)
Esta forma de escribir x motiva la siguiente defincion:

Definiciéon 2.22: El tensor métrico x,, de Cartan-Killing se define:

1 1
Rab = _H<Ta7 Tb) = _facdfbdca (222>
[ad Iad
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donde I,4 es una constante global, normalizadora(Fuchs y Schweigert, 2003). Cabe resaltar
que el indice de suma d es el que corresponde a la multiplicaciéon de las matrices que repre-
sentan a los mapeos adr, y adrg,, mientras que el indice de suma c es el de la operacion traza
sobre una matriz (tr(A) = > _A,°). Esta es una observacion que serd ttil en el capitulo
siguente.

La ecuacion (2.21), se puede escribir:
_ ik _ T
(2, y) = Luakax'y" = Lz Ky, (2.23)

tomando x,y como vectores columnas.
A continuacion se calcula la metrica de Cartan para las algebras de Lie s0(3), su(2), so(1, 3),

y 50(2.C).

17



2.7. Metrica de Cartan de so(3)

EL é&lgebra de Lie s0(3), 3-dimensional tiene como reglas de conmutacion:
[Li, Lj] = €i* Ly, (2.24)

Donde L;, i = 1,2, 3 son todos los generadores; el coeficiente efj es el simbolo de Levi-Civita

(apéndice E). Se puede ver entonces que las constantes de estructura son

= et (2.25)

)

Por lo tanto, la métrica de Cartan:

Si escogemos I,; = —2 obtenemos:

Rij = 51’]’7 (226)

o bien,

100
(K)=10 10 (2.27)
00 1

La seleccion de 1,4 es a conveniencia, y usualmente usado para normalizar las entradas en la

meétrica.

2.8. Meétrica de Cartan del algebra de Lie su(2)

El algebra de Lie su(2, C), 3-dimensional, tiene como reglas de conmutacion las siguientes:
[ti, 1] = 2ie™ty, (2.28)
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donde, los generadores son ty; (k = 1,2,3), el coeficiente ¢ es la unidad imaginaria, y el

k

coeficiente €;;" es el simbolo de Levi Civita. Las constantes de estructura, en este caso, son

fii® = 2ie; (2.29)
De modo que la métrica de Killing estd dada por:

1 , 1 . .
Kem = I—féjkfmkj = I—(QZEEjk)<225ka)~ (2.30)
ad ad

Usando la total antisimetria en los indices del simbolo de Levi-Civita, podemos escribir:

Rom — —i4€g‘k€ kj = L4 25: Eg'ke F = i4(26[ ) = iég
" Iad s Iad k=1 s [ad " [ad "

Escogemos I,; = 8, para todos los valores de £ y m, con lo que finalmente, obtenemos:

1 00
0 01

2.9. Meétrica de Cartan del algebra de Lie so(1, 3)

Las reglas de conmutacion del algebra de Lie 6-dimensional, so(1, 3), son:

[ti, tx] =i€i;"tr, (2.32)
[ti, 570) =iei;* s, (2.33)
[sir, 551] = — i€irj "t (2.34)

Donde ¢; son los primeros 3 generadores en la base ordenada, y s; son los tltimos tres. Para
hacerlo atin mas claro, podemos escribir s; = t4; 8o = t5; s3 = tg. Con esto, podemos separar

la suma en la métrica de Cartan de la siguiente manera:
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1
Rap :]—fm)‘fﬂ,\7
ad
1 ’L ,L'/
=1 (Jo T+ o I
1 - i -/ i > i/ s/ i/
I, <fai]f,8j + foil fai' + fair f35" + fair? [y >

de donde se separ6 la suma en « de la primera igualdad a la segunda, y de la segunda a la
tercera se separaron las sumas en \. Ahora, de las relgas de conmutacion, podemos notar

que las constantes de estructura son:

k k
fij =1€;5

K k'
fzj’ =€,

k .
fi/j/ = — ZE,L/j/k

De donde se puede ver que las siguientes constantes se anulan,
K k K
fig" = fiy™ = foy” =0,

para todos los valores de i, 7, k, i, j', k’. Por lo tanto, podemos obtener:

: i Y i . il Y il 1
Kee =(fii foi' + fri? foj' + fri? foi" + frir? fojr )[—
ad
. i -/ il 1
=(fui fo;' + fuir? fojr )]—7
ad
: i -/ i . il -/ il 1
kee =(fui fo;' + fui foi" + e foi" + foo? foj )I_ =0,
ad
. i -/ i : i -/ il 1
kek =(foi frj' + foi fuj' + foi ;" + foi foy )I_d =0,
. 7/ -/ Z . Z‘/ -/ i/ 1
l{élk/ :(fgl’]/]fk/] + fg/,l] fk‘/j/ —I— ‘f-‘é/zlj.]l‘k‘/‘7 —I'_ le'&,] fk;/j/ )[ d
1

:(fé’ijlflc’j’i + fé’i’jfk’ji/) 7
ad

La métrica de Killing, ahora toma una forma

(Kag) =



Y podemos ignorar el calculo de k;jr y ky; para todos los valores de 7,7, j,5’, con toda

libertad. Veamos entonces el caso x;j:

]_ ! !
Kij :[_d[fz‘keszk + fae" fie™]
]_ ! !

:Tad[(kiké)(iqgk) + (Z'Gik’g )(iGJZ’k )]
:i[— Z (") (—ejn’) — Z (e ) (—ejur")]

1 4
23[25” —|— 251]] — E(Sij.

Donde de nuevo se us6 la indistiguibilidad de los subindices y superindices del simbolo de

Levi-Civita. Por otro lado,

]. ’ ’
Kji/j/ :_I (fi/kg fj/@/k + fi’k’gfjlfk )
ad

1 ! !
:I_d(_fk/ Fie™ — fur for™)
1 !/ !/

- I_d[(ieki/e )(—iegve’k) + (—@'Ei'k/)(i%”k )]
1 < :
=TT > et + Y o)
ad g =y K e=1
1 4
= — — 267/ -/ 261’ ir) — __6i, j’
Iad( J + I ) Iad !

Ahora, convenientemente escogemos I,4 = 4, de modo que :

100 0 0 0
010 0 0 0
001 0 0 0 0y)| 0
(Kag) = = (2.35)
000 -1 0 0 0 | —(6ke)
000 0 —1 0
000 0 0 -1

Para obtener una expresion que recopile la informaciéon de los dos bloques de la matriz

que hemos encontrado, es posible utilizar la delta de Kronecker. Considérese el objeto:
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Iilaﬁ = 5ai6j55ij — 6a]5J551J7

del que a, 5 =1,...,6;1,5=1,2,3; y I,J =4,5,6. Considérese ahora el elemento de matriz

Koo+n, tal que 0,0 +n € {1,2,3,4,5,6}, pero n # 0. Tenemos que

/ i 1J
R - 5ai5j,a+n5 ) — 5U]§J,a+n5

o,0+n

= 50’,0+n - 60’,0+n = 07

pues n # 0, y obtenemos que x5 es diagonal. Luego, considérese un elemento en la diagonal

Kk (no suma implicita), donde, como hicimos la convencion, k € {1,2,3};
Kk = Ori0jk0" — k100",

dado que I,J € {4,5,6}, el segundo término del miembro derecho se anula, y del primero
obtenemos una delta:

Kkk = Ok = 1 (no suma implicita).

Del mismo modo, escogiendo un elemento kg, K € {4,5,6} obtememos
Kk = —O0xk = —1 (no suma implicita).
Entonces podemos estar seguros que la métrica de Cartan de so0(1,3) se puede escribir:
Kap = 0ai0;j50" — 641050" (2.36)

cuando las reglas de conmutacion estan dadas como en (2.32), (2.33), (2.34).

El algebra de Lie so(1,3) se puede entender como una suma directa de dos élgebras de
Lie s0(3) @ (i)s0(3), y en éste ejemplo podemos observar la descomposicion, de la forma dia-
gonal por bloques del tensor de Cartan. El primer bloque es la métrica de Cartan de s0(3),

calculada en la ecuacion (2.27), y el segundo se puede obtener mediante el mapeo Ly — Ly,
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para todo k = 1,2, 3, de la base de s0(3), y manteniendo un mismo valor de I,4.

Vista como un conjunto de operadores infinitesimales del grupo SO(1,3), que deja in-
variante la métrica en el espacio de Minkowsy, los elementos de éste algebra toman una
representacion con dos indices tensoriales. Los elementos generadores del algebra pueden

escribirse como:
Maﬂ = Iaag — l’gaa,

con o, f=0,1,2,3. A partir de ésta definicion es posible encontrar el dlgebra y las constantes

de estructura. En el apéndice C obtenemos que
[(Mag, M| = (14020, — 1hvp0ady — Muadp0y + Mvadpdy) Mo,
de donde las constantes de estructura son
Jap™® = 80507 — Mus0ad] — 100507 + Nuadz0]. (2.37)
La métrica:

e o
Luakijne =fijap™ froac™

= (Naj07 05 — 1376705 — Nai®) 65 + 15:0705) (a0 67 — Need0T — S0l + nedf'dy).
Desarrollando los diesiséis términos:

_77005)\5 nA€5a6 77&]5>\ 7]6461355 naj(y\ 577)\165(155 +77a]5>\ nekéa&B
- 77,6’J(5 OaMneO) 55 + Ng; 5)\(56 alletO); 5B + Ng; 5)\5(177)\145( (55 — Ngj 5)\56 allek0f (5ﬁ
— 0ai® OGTADROL + 00i6 OGNe0R 05 + 0ai® ] SGNAROES? — 110407 05Nk 0E Sy

+ 103 5505 07 — 00}, Net02 0y — 18i07 05N OG 0L + 167 06 ek O 55,
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Contrayendo todos los indices:
LoaKij e =NkiNie — M Mie — NeiNike + Mo Nik
— MiNie + NijNMke + NeiNike — MigNek
= MkiNje + MkiNje + Neilljk — Neiljk
+ NkiNje — NjiMke — NeiMik + NjiMek
=2(Niknje — NieNjk)-

En este caso, es conveniente escoger 1,4 = 4, de modo que

1

Kijke = 5(771‘1@77]'@ — NiNjik)- (2.38)

2.10. Meétrica de Cartan de sl(2,C)

El élgebra de Lie sl(2, C) se puede entender como la complejificacion del algebra de Lie
su(2). Existe un isomorfismo que relaciona los elementos de ambas bases:
tap = ot;(0") an
Donde [t;,t;] = 22'62-]-’“, y la constante o es una constante de normalizacion, cuyo valor se
escoge a conveniencia; en esta tesis lo dejaremos expresado, con la finalidad de no perder la
generalidad. Ademas, hemos de tener en cuenta que t4p es simétrico en AB, pues (0%)ap =
epp(0?) £ es simétrica en AB (apéndice D); siendo (0?) P las entradas de las matrices de
Pauli. La tarea ahora es calcular las constantes de estructura y posteriormente la forma de
Killing de sl(2, C). Dada la simetria de los indices AB de los generadores, esperamos obtener
simetria en cada par de indices de f4 B,CDE P Comencemos por calcular el conmutador:
[tan, tep] =lati(0") an, atj(o?)cn]
=a*(0") ap(0”)epltis )]
=a?(0") ap(0?)cp(2ie;ty)

=2ia’e;"(0") ap(0?)cpty
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Usando que eBE(ak)AE = (") ap, v €DF(Uk)CF = (0*)¢p, escribimos:

. i E : F
[tas,tep| = 2ZO&QEBEEDFEijk(CT Ja (0?)c te

Ahora usaremos la identidad siguiente (Apéndice D):
(047 (o))" = (@) £ (0") " = ie"y [(0") 4 00" — (%) 704"
Multiplicando ambos lados por eijé, obtenemos:

eijg(ai)AE(Uj)cF - Eijg(aj)AE(Ui)cF :ieijeéjk [(Uk)AF%E - (Uk)CEéAF}

€ (0) 4 (o))" + i’ (07) 47 (o) " =200 [(0%) 46" — ()04 ]

Donde se ha utilizado la total antisimetria del simbolo de Levi-Civita en el segundo término
del miembro izquierdo de la dltima ecuacion, del cual ahora renombramos los indices ¢ por

7, vy viceversa, con lo que obtenemos:
€' (0") 4 (07)¢" + €, (0") 47 (07) " =2i [(0%) 46" — ()70 4]
Qeijg(ai)AE(Uj)CF =2 [(UZ)AF(SCE - (UK)CECSAF}
Renombrando el indice libre ¢ por k, y cancelando factores:
e (0) 4 (o)) =i [(0") " — (%) 704 ]
Sustituyendo este tltimo resultado en el conmutador:
[tap.tep) =2ic’eppepr {i [(ak)AFécE - (ak)CEéAF} bt

= — 20[2[€DF(Uk)AF€BE50E — 8BE(Uk)CE€DF5AF]tk

= —2a%[(c") apepc — (0*)cpepalts

Para obtener una forma explicita de las constantes de estructura hay que ocupar la delta de

cronecker para renombrar indices. Hay que usar que (0%)prd £64" = (0%)ap, y similar con
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(0%)op. Tenemos:

[tas, tep] = — 20%[(0") prd Fof epo — (") prd 64 epalt

=—2a[0 6 epc — 064 epalter
Con lo que obtenemos finalmente que
fapop™ = =2al0,6p epe — 6505 epal

Sin embargo no hay simetria en ningin par de indices. Esto es debido a que no se estan

contemplando todos los términos en las constantes. Para hacerlos aparecer, notemos que:

[tBA, tC’D] = — 204[5BE(5DF€AC — (5CE(SAF€DB]tEF
[tAB; tDC] = — 2@[5AE(SCF€BD — (SDE(SBFECA]tEF
[tBA, tpc] = — 204[5BE(50F5AD — 5DE5AF€CB]tEF

Sumando todos los conmutadores:
[tas,tep] + [tas,tpcl+[tsa, tep] + [tea, tpo] =
+ 5AE(SCF€BD — 5DE53F60A + 5BE(SCF€AD — 5DE5AF€CB]tEF
Ocupando la simetria en los indices de los generadores txy, y agrupando términos:
+epc(0470p +0p 04 ) +epp(04°04 + 05704 )ter
Reordenando y por la antisimetria en los subindices de egg:

2

[ta,tcp] = 5 coal0F 0 +6,564) +epaldf ot +0504)
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Para refinar més la expresiéon podemos ahora usar la simetria en tgr. Notemos la siguiente

transformacion:

En el segundo término del miembro derecho de la igualdad intercambiamos los indices de

suma F < F,

=266 tpr
Todos los términos que resultan de la ecuacion (2.39) se transforman igual, y obtenemos:
[tas, tep] = alecady 0 +epady 0 +ecpd oy +eppd o ter
Es facil ver ahora que las constantes de estructura
fapep™ = alecadf o) +epadg dd +ecnd L) +eppd ol

son simétricas en cada par de indices que corresponden a un generador. Ahora podemos

calcular la métrica de Cartan-Killing:

MN KL
lLiakapcp =faprr fepun"— =

2 Mg N Mg N Mg N Mg N

= [5KA5B 6L +€LA(SB 6K +5KB(5A 5L +€LB5A 5K]

[€M05DK(5NL+€N05DK(5]V[[/+€MD5CK(5A%+€ND(SCK(SA§]
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]ad
McNg Ks L M¢cNg Ks L

+exacnpip 6N 04 O + exaenpdp 6N 04 SuF
+epacncdp 62 0p O + eracncdp 6, 0p 6uF
teraemplp 0 6 O +eracnpdy 0 04 6,
+expemcd M6 N0 O + expencd MO NS0,
+expempd 0N 0 6N + expenpd 0N 6K,k
+erpemcd MO 6 0N + erpencd M6 040,k

+€LB€MD6AM6KN50K5A7L + 8LB€ND5AM(5KN50K5]\}}

Contrayendo todos los indices, y tomando en cuenta que 6 ;/* = 2:

Iad
2 AB.OD = {2epacpc + epacpe + 2ccacpp + €cacBD

+EpAEBC T EBAEDC T EcaEBD t+ €BAECD
+2eppeac + €pBEac + 2ccBEAD + €cBEAD
+eppeac + €apEpc + EcBEap + €aBEcn }

Usando la antisimetria de €xy, reducimos los 16 términos anteriores a

2

o
kapop = —{—8capepc — 8cacenDn}
Iad
Finalmente:
8o’
KAB,CD = —I—{é?ACéBD + capepc}
ad
Podemos escoger 1,5 = —8a?, y obtenemos

KAB,cD = €EACEBD + €EADEBC
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Capitulo Tres

Superalgebra lineal

Los espacios vectoriales ganan esctructura adicional si se considera una graduacion de sus
subespacios. Es decir, se asignan grados a los subespacios, etiquetados en un conjunto con
alguna operacion, generalmente conmutativa. En lo siguiente, nos centraremos en espacios
vectoriales graduados en un anillo conmutativo. El caso particular de la graduacion en el
conjunto Zs, (ver apéndice B), confiere al espacio vectorial la estructura conocida como

superespacto vectorial.

3.1. Espacios vectoriales graduados

Definiciéon 3.1: Un espacio vectorial graduado es una descomposiciéon de un espacio
vectorial, en la suma directa de subespacios

V=@V, (3.1)

geG

con G un anillo conmutativo. Los elementos v, € V; son llamados homogéneos de grado g.

Definiciéon 3.2: Un subespacio U de un espacio V', G-graduado, es un subespacio G-
graduado si U = (U NVy).
Definiciéon 3.3: Sea V = P gec un espacio vectorial graduado. Un mapeo lineal (endo-

morfismo) f : V' — V es un homomorfismo (en el sentido de espacios vectoriales graduados)
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si f(v) € V,, para todos los elementos v € Vj. f resulta ser un endomorfismo también en
cada uno de los subespacios V,, pues f(V;) C V.

Definicion 3.4: Sean V, W dos espacios vectoriales G-graduados. Un mapeo lineal f :
V — V tal que f(V,) C W,,; es un mapeo lineal homogéneo de grado h. Si W =V se
dice que f es un endomorfismo lineal homogéneo de grado h.

Ahora, un homomorfismo puede verse como un endomorfismo homogéneo de grado cero,
puesto que, si f es un homomorfismo, tenemos f(V,) C V, = V4.

Definicién 3.5: Se conoce como superespacio vectorial a un espacio vectorial Zo-
graduado, V = V5 @ V4. Al espacio Vj se le conoce como el subespacio par y a V7 como
el espacio impar (en el contexto fisico, también se les conoce como espacios bosonico y
fermionico respectivamente). Los elementos de Vg y los de Vi son llamados elementos pares
e impares, respectivamente.

En un espacio vectorial V', Z-graduado se puede inducir una graduaciéon en Z, definiendo

los subespacios Vg =@, Vo., y V7 = @zez Va.11. De este modo, todos los endomorfismos

2€Z
homogéneos de grado par en V se vuelven homomorfismos (de grado 0); y los impares,
endomorfismos de grado 1.

Considérese el espacio de los endomorfismos End(V) de algin superespacio vectorial
V, con dim(Vg) = m; dim(V;) = n, con una graduacion End(V) = @, End,(V'), donde
End,(V)={A € End(V) | A(v) € Vaia, para todo v € Vz}, es decir, los espacios End, (V)
estdn compuestos por endomorfismos homogéneos de grado . La graduacion Z, de V' induce
una graduacion de End(V') en Z, también. Ahora, también hablaremos de endomorfismos
de grado par o impar (o, simplemente, homomorfismos pares e impares respectivamente).

Si se escoje una base ordenada para un superespacio vectorial V = V5 @ V7, tal que los
primeros m vectores generen el subespacio par, y los tltimos n vectores generen el espacio

impar (una base tal es llamada base homogénea), identificaremos (v, 0) € V; (0,v1) € Vi;

siendo (vg, v1) un supervector, del que cada entrada es un vector en el espacio par e impar
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respectivamente. Un homomorfismo f toma la forma matricial

A Omxn
f= , (3.2)
Onxm D

donde A es una matriz m x m, que representa la parte del homomorfismo que opera en Vj,

y D es una matriz n X n que opera en Vi. Asismo, las matrices de la forma

f = (3.3)
C OTLXTL

de la que B es una matriz m x n, y C' es una de n X m entradas, representan a los mapeos
homogéneos de grado impar.

En efecto, veamos las siguientes relaciones;

A 0 Vo AUQ

= : (3.4)
0 D 0 0
A 0 0 0

- , (3.5)
0 D U1 Dy
0 B Vo 0

- , (3.6)
C 0 0 Cv,
0 B 0 BUl

- . (3.7)
c 0 U1 0

Para cualquier espacio de endomorfismos End(V) de algtn superespacio vectorial V' se
define la supertraza:

Definicion 3.6: El operador supertraza se define:
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Es evidente que para cualquier operador impar, g, de la forma (3.3), str(g) = 0.

Ahora, la forma bilineal K(,) : End(V) — F, definida por:

K(a, B) = str(ap), (3.9)

cumple lo siguiente (Kac, 1977):
Consistencia:  K(«, 5) =0, Va € {(m,n)g, B € {(m,n)y (3.10)
Supersimetria: K (a, ) = (—=DPIK(8,a) Va,B € t(m,n) (3.11)
Invariancia: K(a, [B,7]) = ks([e, Bl,y) Ve, B, € £(m,n) (3.12)

3.2. Superalgebras

Definiciéon 3.7: Sea G un anillo conmutativo. Un algebra G-graduada, A es un espacio
vectorial G-graduado, con una operacién binaria ¢ : A X A — A, bilineal, asociativa, que
cumple

Qg © Qp € Ag-i—h (313)

para todo oy € Ay, o, € Ap, a,9 € G.

Cabe recalcar que si existe una identidad aditiva, 0 € G, y el espacio homogéneo de
grado 0, Vp, es diferente de cero, entonces este espacio esta representado en todos los demas
espacios homogéneos de grado arbitrario en el algebra, dado que, sean oy € Ay, y oy € Ay,
entonces o ¢ oy = adg,(0y) € Agrg = Ag, para cualquier o € Ay. También, notese que los
espacios A, no son, en general, subalgebras, dado que, sean oy, 3, € Ay, oy ¢ g € Agyy en
general diferente de A,.

Definicién 3.8: Un superalgebra, A = A ® A7 es un algebra Z, graduada.

Es evidente ahora que Ay es un subalgebra, mientras que At no lo es.
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3.3. Superalgebras de Lie

La generalizacion del concepto de élgebra de Lie en el contexto de las dlgebras graduadas
requiere de que el nuevo corchete de Lie, supercorchete, cumpla propiedades generalizadas.
Esto confiere a las superalgebras de Lie estructura extra. El estudio detallado de tales suti-
lezas sale del alcance de este documento, pero se puede encontrar en (Kac, 1977), (Farmer,
1984). Con la intencion de introducir las generalizaciones, se presenta la definicion de super-
algebra de Lie con un paso extra:

Definicion 3.9: Dada una superélgebra asociativa, se define el superconmutador median-

te:

[avﬁ]s = 046 - (_1)‘a||5|ﬂa7 (314)

donde, ésta vez, |a| y |5] son los grados de o y 3 respectivamente.

Es facil ver, como en el caso de la definicion 2.3, que el superconmutador cumple:

[avﬁ]s = _(_1)|0‘H5\[ﬁ7a]s (315)

(_1)‘(1”7'[@’ [/B:’V]S]s + (_1)|6Ha|[ﬂa [77 a]s]s + (_1)|’YH5|[7’ [av ﬂ]s]s =0 (316)

Las ecuaciones (3.15) y (3.16) son conocidas como propiedad de supersimetria, y la su-
peridentidad de Jacobi, respectivamente; al anillo de graduacion se le exige conmutatividad
para evitar conmplicaciones en estas definiciones. Ahora, bien, de la misma manera que en
la seccion 2.1, donde el conmutador es un caso particular del corchete de Lie; el supercon-
mutador de Lie es un caso particular del producto que define las superalgebras de Lie. Tal
producto debe cumplir supersimetria y la superidentidad de Jacobi.

Antes de pasar a la definicion formal de superalgebra de Lie, es conveniente derivar una

forma equivalente de la superidentidad de Jacobi; a saber:
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(=1, [8,7]s)s + (=118, [y, ol + (=)PP [y, [a, Bl)s = 0
= (=DMa, [8,7]]s = (=D B, [y, al ]y — (=)W, [a, 8],
()Pl ()Pl (B [, ALu]) — (= 1) (= 1)H8 [, 6], ])
= (=D)Me, B, 7]s + (=) =1)PINB, [or, 7)),

= [, [B,9)s = [l Bl s + (= 1)118, [a, )] (3.17)

Donde se ha ocupado la supersimetria y el hecho de que, dados dos elementos con grados
la| y |5, su corchete de Lie es de grado |a| + |3|. Notese que en esta derivacién no se usaron
las propiedades del superalgebra asociativa, por lo que el resultado es valido para cualquier
producto que obedezca la estructura de graduacion, la supersimetria y la superidentidad de
Jacobi. Dicho todo esto, definimos las superélgebras de Lie:

Definicién 3.10: Un superalgebra de Lie, S, es un superespacio vectorial, dotado con
una operacion binaria, bilineal [,] : S x S — S, llamada supercorchete de Lie, que cumple
supersimetria y la superidentidad de Jacobi; es decir, las ecuaciones (3.15) y (3.16) (equiva-
lente a (3.17)) respectivamente.

A partir de ahora hablaremos de superalgebras de Lie, y omitiré el subidice en el corchete,
a menos que hubiera alguna ambigiiedad. Notemos que el corchete entre dos elementos ho-
mogéneos de grado cero reproduce el corchete de Lie usual. Basta con revisar las ecuaciones
(3.15) y (3.16), en las que, si |a] = |3] = 0, el supercorchete de Lie se reduce al corhete
de Lie usual, y como estamos hablando de elementos homogéneos de grado 0 arbitrarios, el
subespacio homogéneo de grado cero de un superélgebra de Lie es, de hecho, un algebra de
Lie. Ademas, sean o € S5y B € S, tenemos que [«, 5] = ad, () € St; es decir la restriccion
de la representacion adjunta de S a Sy, denotada usualmente Rad\sﬁ, induce una representa-
ciéon de Sy en Sy.

El espacio de endomorfismos de algtn espacio vectorial V', End(V'), entonces puede conver-

tirse en un superalgebra de Lie definiendo el superconmutador (3.14), y, como superalgebra
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de Lie, éste espacio se denota End(V') = ¢(m,n), donde m, n son las dimensiones de las bases
del subespacio par e impar, respectivamente, de V. De este modo, cualquier superéalgebra
de Lie S puede ser encajada en su propia superalgebra de Lie de Endomorfismos, End(S).
Esto quiere decir que existe un endomorfismo inyectivo f : S — End(S) = ¢(m,n). Al
escoger una base homogénea para S, el superalgebra encajada en ¢(m,n) toma las formas
matriciales discutidas en las ecuaciones (3.2) y (3.3) para los endomorfismos de grado 0 y
1 respectivamente. Es conveniente, a partir de ahora, pensar en las superalgebras de Lie

estando encajadas en £(m,n) pues, mediante la forma matricial de los elementos de éstas,

surgen las definiciones siguientes naturalmente.

3.4. Constantes de estructura y métrica de Cartan-Killing
de Super algebras de Lie

Definiciéon 3.11 Sean «, 3, dos elementos arbitrarios de algin superalgebra de Lie, S.

Se define la superforma de Cartan-Killing:
ks(av, B) = str(ady, o adg). (3.18)

Dado que la representacion adjunta es un homomorfismo Ryq : S — ¢(m,n) = End(S),
entoces, la restriccion de la forma bilineal K(,) : ¢(m,n) — F de la ecuacion (3.9), a la
imagen de R.q, K(,) : Ad(S) — T resulta ser la superforma de Killing, y por lo tanto, ésta

cumple consistencia, supersimetria e invariancia:

lis(a,ﬁ) =0, Va € Sﬁ,ﬁ S ST (319)
ks, B) = (=D)Plky(B,a) Va,pe S (3.20)
KJS(Oé? [577]) = KS([Q75]77> VO(,67’Y S S (321>
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A partir de ahora, de nuevo, hablaremos de la superforma de Killing, y omitiré el subindice s,
a menos que haya alguna ambigiiedad. Del mismo modo que en las algebras de Lie, se define
la supermétrica de Cartan-Killing, pero antes de escribirla y usarla, es conveniente hacer
algunas convenciones: Notemos que las propiedades (3.15) y (3.16), escritas en términos
de las constantes de estructura, sufren también cambios. Recordemos que la base de una
superalgebra de Lie, S = S5 @ 57, se escoge homogénea por simplicidad, de modo que los
primeros m elementos de la base generen Sg, y los tltimos n generen St; asi, los indices
inferiores «, 5 de las constantes de estructira, f,5” presentan antisimetria (como en el caso

de las algebras de Lie), siempre y cuando al menos uno de ellos sea menor o igual a m. De

la ecuacion (3.15) obtenemos:
fas" = —(=D)lW f5., (3.22)

donde ahora convenimos que |a| = |T,| es el grado del generador T,. Usaremos esta conven-
cion si no hay ambiguedad. El Gnico caso en el que las constantes de estructura son simétricas
es cuando |a||f] = 1, que exige que |a| = |5 = 1, es decir, que ambos generadores T, T}

sean homogéneos de grado 1:
Fal = —(=1)DDp e = (1), = fra° (3.23)

En cualquier otro caso (|a| =0, |5] =0 6 |a] = |B| = 0), las constantes de esctructura son
antisimétricas. Estas nuevas relaciones, motivan a utilizar indices que distingan si se trata
de elementos de la base de grado par o de grado impar. En esta tesis, la convenciéon que
usaremos es la siguiente: Ocuparemos indices griegos para una suma sobre todos los valores;
indices latinos mintsculos (i, j, k, . .. ) para los indices que correspondan a elementos pares; e
indices latinos mayuscula A, B, C, ... para aquéllos que correspondan a elementos impares.
A los indices latinos mintsculos les llamaremos ahora indices de grado par, o bien, abusando
del lenguje, simplemente indices pares. Del mismo modo, a los indices latinos maytuscula,
los llamaremos idices de grado impar o, simplemente, impares. Con este nuevo lenguaje, se

presenta la supermétrica de Cartan-killing;
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Definicion 3.12: El tensor métrico de Cartan-Killing para superélgebras de Lie se

define:

1

1 1%
Kag = [—dns(Ta,Tg) =1, E fau” fo (=) (3.24)
a. a. M

Que es la forma de la métrica de Cartan utilizada usualmente. (ver por ejemplo (MacDowell
y Mansouri, 1977)). La razén del factor (—1) surge de la definicién de la superforma de

Killing. Observemos que, si separamos la suma en y en partes par e impar se obtiene:

[ad/{'aﬁ = Z foazufﬁul(_l)lz‘ + Z faAVfﬁuA(_l)lA‘ (325)
7 A

Pero |i| =0,Vi=1,...m;y |A|=1,VA=m+1,...,m+ n, luego

]ad"iaﬁ - faiyfﬁl/i - fozAVfBuA

Donde el primer término del miembro derecho es la traza del primer bloque A de una matriz

A B
de la forma , mientras que el segundo término es el negativo de la traza del

C D

bloque D, tal y como lo requiere la definicion de la super forma de Killing. Ahora, separando

las sumas sobre v:

Ldkios = foi f3;° + fai® f38" — fun? fo;* — fan® fap™ (3.26)

Esta vez no aparece el signo, debido a que el indice v es de multiplicacién de matrices.

Consideremos que el superconmutador de dos elementos pares resulta siempre en otro ele-

mento par. De modo que las constantes de estructura fijA =0 Vi,j=1,....m; A=
m+1,...,n. Del mismo modo, el superconmutador de un elemento par con uno impar, siem-
pre resultara en un elemento impar, y por eso fia? = —fa? =0 Vi,j=1,...,m; A=m+
1,...,n. Finalmente, bajo la misma argumentacion, encontramos que: fap® = 0,VA, B,C =
m+1,...,n. Resumimos estas observaciones en la siguiente ecuacion:

fijA = fial = fag© =0 (3.27)
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Para cualesquiera valores de los indices, considerando las convenciones para los grados dis-
cutidos anteriormente.
Ahora, vale la pena observar que la métrica de Cartan-Killing, escrita como en (3.26), se

reduce usando las relaciones (3.27), cuando se restringen los grados de a y 5. Tenemos que :

Laatiwe =i’ fo' + fui” fos' = [ foii = fea® fop?
=fui’ foii' = fra® fo5?
Lakre =i foi' + fu foB' — fua’ fo;t — foa®fop® =0
Luaticr =fci’ fii' + foi fus' — fou fiy™ = fea® fus® =0
Lakcp =foi foi' + foi fos' — foa’ foi* — foa® fop®

By . A
=fci” foB" — fea’ fpj

De modo que, para cualquier superalgebra de Lie, la matriz de la forma de Killing tiene

forma diagonal por bloques:

kij)  (Ka, ki 0
(/faﬁ):i (ki) (rag) | 1 [ (k) | (3.28)

laa \ (kip) (kap) | et \ 0 (kan)

Esta propiedad corresponde con la invariancia de la forma de killing. En lo siguiente, calcu-
laremos la métrica de Cartan-Killing con la placida libertad de ignorar las partes ;4 y kg,

de la métrica.

3.5. Meétrica de Cartan de osp(1,2)
Las relaciones de conmutacion de osp(1,2) son:
[ti, 5] = 2iei;*t; [tista] = =(05)a "t 5; [ta,ts] = —(0") anti, (3.29)

donde, cabe resaltar, los indices maytscula corren esta vez solamente entre dos valores espi-

noriales. Los coeficientes (0;) £ son las entradas de las matrices de Pauli, definidas como en
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el apéndice D. Las constantes de estructura que no se anulan son:

fii = 2ies", (3.30)
fia® = —(0:)4", (3.31)
ap' = —(0") 5. (3.32)

Veamos primero:

1
Kij = I_d (fikgfjfk - fiAijBA)
1
- I (861-]- - (—Oz')AB(—Uj)BA>
1

= (851 — (O'Z‘O'j)AA) .

Q’N
IS8

Donde el primer término fue calculado igual que en el ejemplo del 4lgebra de Lie su(2). Para

el segundo término usamos, del apéndice D, que 0;0; = i€;;"0y + 5, luego:

1 .
Kij = I (863 — (iei“on +0;51)47)
1 .
=7 d(85z~ — eyt (or) 4" = 05 (1) 47)-

Ademas, dado que hay suma implicita en A, el segundo y tercer término representan las
trazas de o y de 1 respectivamente. Las matrices de Pauli son de traza nula y, dado que los

indices latinos maytscula corren solamente entre dos valores, (1) ,4 = 2:

-1 (60;;)

Entonces, ya que las partes ;4 y kp; de la métrica de un superalgebra se anulan, resta
calcular solo k4p. Habfamos encontrado que I,gkap = fAinBCZ - fACJfBjC, que, por la

antisimetria en subindices mixtos, y la simetria en indices impares, podemos escribir:

Latiag = — fiaSfop' — foa'

:fiBCfCAi - fz’AOfC’Bi
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Sustituyendo los valores de las constantes de estructura:

Latiap =[—(03) ][~ (0")cal = [=(0:) A°] [~ (") 5]
=(03)5 (0")oa — (03) £ (0o
=(0i0")pa — (0:0") 4B
=(31)pa — (31)ap
=3cap(1)p"” —3epp(1),”
=3ep0p" — 3eppd,”

:35AB — 3<€BA

=6eap
0 -1
Finalmente, considerando que (e45) = , v escogiendo [,4 = 6, tenemos que

1 0

1000 O

0100 O

(Fag)=]1 0010 0 |= (3.33)
0000 -1
0001 O

Ahora bien, del mismo modo que en la seccion 2.9, con el dlgebra de Lie so(1, 3), podemos

escribir
Rapg = 5ai5j55ij + SABdaA(SIBB (334)

de donde los indices latinos mintscula corren de 1 a 3, y los maytscula entre 4 y 5. Los

indices «, § toman valores entre 1 y 5.
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Capitulo Cuatro

Resultados y conclusiones

En esta tesis hemos presentado los conceptos mediante los cuales se define la métrica
de Cartan para algebras de Lie, con lo cual, se han calculado las métricas tabuladas en
(4.1), junto con el algebra al que corresponden, sus constantes de estructura y la eleccion
de la constante de normalizacion .4, escogida en esta tesis a conveniencia. En el proceso,
se detallaron los pormenores de los célculos, asi como las técnicas necesarias para llevarlos
a cabo, como el uso del algebra tensorial y espinorial. En los apéndices se detallan también

conceptos laterales, titiles o neesarios para el desarrollo 6ptimo del tema central.

En el futuro planeamos calcular las métricas de mas superélgebras de Lie, asi como la

aplicacion de los resultados obtenidos en el campo de las teorias de norma.
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Algebra de Lie

Constantes de estrutura

Métrica de Cartan

Constante

nomalizadora
50(3) fi* = €i* Kij = 0ij log = —2
su(2) fii® = 2ie; Kom = Otm lg=8
fi = iei*
s0(1,3) fii™ =ie ™ Ko = 00i0;307 — 0ir0;150"7 Tg=4
foi* = —ien;
s0(1,3) Japuw™” = nupdaoy
15050, Kijkt = %(mkﬂjz — Mieik) log = 4
—7]“&5553 + nua(%(sz
fapep™" = alecad 6L
s1(2,0) +epadd o +ecpd o4 | Kapop = €acerp + EapenC Ig = —8a?
+eppd £ ]
fijk = 22'%’“
osp(1,2) fial = (o) P Kap = 04i0;307 + €4p0," 057 Ig=6
fag' = —(0")ap

Cuadro 4.1 Resultados
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Apéndice A

Suma directa y producto tensorial

A.1. Suma directa de espacios vectoriales

Sean {V;,...,V,} espacios vectoriales, sobre un campo F, tales que V; N'V; = {0}, para

1# 7,4,7 =1,...n, se define el conjunto:
Vng@Vg@---@VnE@ViE{(vl,...,vn) | v, € Vi,i=1,...n}, (A.1)
i=1
que forma un espacio vectorial bajo las operaciones:

(V1o e oy 0n) + (Ury ooy uy) = (V1 F Uty o Uy F Uy (A.2)

a(vy,...,v,) = (auy, ..., av,), (A.3)

para todo wu;,v; € Vi; i = 1,...n. Es facil ver que bajo estas consideraciones, el conjun-
to V es un espacio vectorial. Si los espacios vectoriales V; son disjuntos entre si, se pue-
de definir la suma directa de espacios vectoriales considerando la relaciéon de equivalencia

Oy, =0y, =--- =0y,.

Note que podemos escribir
(v1, ..., 0,) = (v1,0,...,0) 4+ (0,v2,0,...,0) 4+ (0,...,0,v,).
De este modo, es posible identificar el espacio vectorial V; con el conjunto {(0,....v;,...,0) | v; €

Vi}, i =1,...n. Es por esta razéon que se suele escribir v; + -+ + v, = (vy,...,v,), cuando
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esta claro que los elementos v;, ¢ = 1,...n, pertenecen a una suma directa de espacios vec-

n
=1

toriales. También, es evidente que cada espacio V; es un subespacio vectorial de V =
y como consecuencia, la dimension de V, dim(V) = >"" | dim(V;).
Un espacio vectorial W puede descomponerse en la suma directa de sus subespacios

vectoriales W, si sucede que W; "W, = {0} para j #i;4,j =1,...,n.

A.2. Suma directa y semidirecta de algebras de Lie

Un algebra de Lie L resultante de la suma directa de espacios vectoriales {L;}!" | es una

suma directa de algebras de Lie

n

L=L; (A.4)

=1

si, ademéas de las condiciones (A.2) y (A.3), se tiene que cada espacio vectorial L; es,
por si mismo, un algebra de Lie y un ideal propio de L. Los productos (corchetes), entonces

cumplen

[Cl, b] € Lz si a, be Ll (A5)

Lo L) = {0} sii#] (A.6)

coni,j=1,...,n.
Si, de la descomposicion de algin algebra de Lie L en subalgebras Lq, Lo resulta que, por

ejemplo Ly, Ly] C Lo, entonces se dice que L es la suma semidirecta de algebras de Lie.

A.3. Producto tensorial de espacios vectoriales

Sean V, W espacios vectoriales sobre el mismo campo F, el producto cartesiano V' x W
es llamado producto tensiorial V @ W de V' y W, si se consideran las identificaciones

(relaciones de equivalencia):
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(v+ 0, w) = (v,w) + (V,w) A (A7)

(v,w+w') = (v,w) + (v,w').

J
Entonces V x W/A = V ® W, como conjunto cociente. Se denota v @ w = (v,w) a los
elementos del espacio V@ W. El mapeo ¢ : VW — W ®V definido por ¢(v @w) = w®wv,
para cualesquiera v € V, w € W es un isomorfismo, por lo que V@ W = W ® V, es decir,
son isomorfos.

De las relaciones de equivalencia se tiene inmediatamente que v ® Oy = Oy @ w = Oy xw,
y en consecuencia se tiene que, si {v;};.; es una base para V' y {w;}J., es una para W,

i=n; j=m

entonces el conjunto {v; ® wj}i, =1 es linealmente independiente en V ® W, y lo genera.

Entonces, la dimension de V@ W es dim(V @ W) = dim(V) x dim(W).

A.4. Producto tensorial de algebras de Lie

Primero considérese el producto tensorial de adlgebras A, A’, ® : Ax A" :— A® A’ definido
por

(z xa)o(yxy):=(zoy)®(z' oy
Sean L, L' dos algebras de Lie, entonces el producto tensorial L ® L' obedece el corchete
®:Lx L — L® L definido por:
[(a®a’), (b® V)] = ([a,b] @ [a,b])

Para todo a,b € L, a',b/ € L'.
Definiendo el conmutador en las algebras A, A’ se puede recuperar la definicion de pro-

ducto tensorial de algebras de Lie definido en el parrafo anterior.
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Apéndice B
Algo sobre grupos

Un conjunto G, junto con una operaciéon o : G — G, que obedece las siguientes condicio-

nes:

Cerradura ( @ o b € G para todo a.b € G).

Asociatividad (a o (boc¢) = (aob) o ¢ para cualesquier a, b, c € G).

Elemento identidad ( Je € G de tal modo que eoa = a o e = a para cualquier a € ).

Invertibilidad ( Va € G,3a™! que cumple aoa™ =a"toa =e¢).

Llamadas axiomas de grupo.

Un grupo cuya operacion es conmutativa (a o b = b o a, para cualesquier a,b € G)
es llamado abeliano. Ususalmente, cuando la operacion se define abstractamente, se suele
expresar simplemente ab para todo a,b € G.

Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si los elementos de H obedecen
los axiomas de grupo de la definicién anterior.

Dado un subgrupo H de G, se definen los conjuntos:

aH ={ah | h € H}

Ha={ha|he H}
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con a fijo en GG. Tales conjntos son llamados clase lateral izquierda v clase lateral derecha
respectivamente. También se puede encontrar como coset izquierdo y coset derecho, respec-

tivamente, por su nombre en inglés.

Cuando sucede que aH = Ha para todo a € G, se dice que H es un subgrupo normal de
(. Es comin llamar a las clases laterales derechas simplemente clases laterales, especificando
si es izquierda solo en caso de ser necesario. Usaremos esta convencion.

El conjunto de todas las clases laterales de un subgrupo se denota G/H, y suele ser lla-

mado grupo cociente.

Algunas propiedades remarcables de las clases laterales son las siguientes:

» La cardinalidad de todas las clases laterales |a H| (niimero de elementos en el conjunto)

es igual a la cardinalidad del subgrupo generatriz |H|.

= Las clases laterales de un subgrupo pueden ser disjuntas o iguales en todos los casos;

es decir aH = bH o aH NbH = ¢.

» El grupo cociente forma un grupo bajo la operacion (aH)(bH) = abH, en el que el

elemento identidad es obviamente H.

» (Teorema de Lagrange:) La cardinalidad del grupo G es divisible por la cardinalidad
de las clases laterales, y es igual a la cardinalidad del grupo cociente |G/H|, es decir

GI/|H| = |G/H| € Z.

La segunda de estas propiedades permite inducir en cualquier grupo G, dado un subrupo H

una particion, definiendo las clases de equivalencia siguientes:
a=bsaH =bH < beaH

Esta relacion de equivalencia recibe el nombre de equivalencia modulo H. Para ciertos fines,
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es de utilidad seleccionar a uno de los elementos de una familia para representarla. Cuando
se hace esta seleccion, el elemento recibe el nombre de representante.

Ejemplo: El grupo Z,.
Los ntmeros enteros Z forman un grupo abeliano bajo la suma. Consideremos las clases

laterales del subgrupo 27Z.

Notemos que 27+ 0 = 27 +2 =27 + 4 = - -- Para todos los nimeros pares. Asimismo,
27,41 = 27.+£3+- - - para todos los nimeros impares. Es decir, las clases laterales se reducen
al conjunto de los ntimeros pares, 27 y al de los niumeros impares que denotaremos O. De

modo que el grupo cociente:

7.)2Z = {2Z,0}

De la operaciéon que se define en el grupo cociente se tienen las siguientes relaciones:

27, + 27, = 27
+0 =27
224+0=0

Siendo 27 el elemento identidad, como se habia anticipado. Es usual que los represen-
tantes de las familias 27 y O sean 0 y 1 respectivamente.

El grupo de los enteros bajo la suma modulo 2, Zy = {0,1} (tamién llamado el grupo
ciclico de dos elementos) es isomorfo a Z/27. Algunos autores, de hecho, definen el grupo

Zy como 7Z./2. Es por ello que identificamos a estos grupos entre si, y escribiremos Zs en

lugar de Z/27.

Los elementos de Zs, pueden expresarse en la manera siguiente:
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al=a+2Z={x€Z|x=a+p, pe2Z}

Es claro que cuando « es par, el conjunto [o] resulta el de los ntmeros pares, y cuando es

impar, [a] es el conjunto de los niimeros impares.
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Apéndice C

Constantes de estructura del algebra de

Lie so(1,3)

La definicién de un elemento infinitesimal del grupo de Lie SO(1, 3) esta dada por:
Mag = l’aag — .Iﬁaa (Cl)

Para verificar que éstos elementos satisfacen un élgebra, y por ende obtener las constantes

de estructura correspondientes, considérese el conmutador de dos elementos, digase M5 y

M,

Iz
[Mag, M) =(2a08 — 2300 ) (.0, — ,0,) — (240, — ©,0,)(Ta0s — 250a)

Del formalismo usual de las variedades diferenciables, usaremos la métrica 7,, = n* para

bajar o subir indices. También, tengamos en cuenta que 9, = a%; tenemos:

ox oz,
[Maﬁ, M/W] =T {a—xg,&, + 91;#853,, — Wau — 331,858#}
—@%%%@+%m@—%%@—%@@}

_%{&%%+%@%—@%m—m@m}

or” ox
0, ox
%{aﬁ%+%@%—5§@—%@%}

Dado que las derivadas conmutan, podemos ver que todos los términos con segundas

derivadas se anulan, entonces, tenemos:
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- oz, Ox, ox, Oz,
ORI VS (I

0z, Ozg Oz, Oxg
_Iu{axyaﬂ o } {%ag o Maa}
Consideremos ahora lo siguiente,

0r, 0 (Nuex?) 0z°
- - oa o 050 - ay
ox® ox® o gga = hoCa = Tl

con lo que obtenemos:

(Mag, M| =26 {0800 — 130, } — 25 {Nuads — MvaOy}
= 2 {103 = Npv0a’} + Tu {Napds — Mgl
Ahora, también usemos que 7, = 7,,, para reordenar los términos y escribir:
[Mag, M) =nus(2a0y — 2,0a) — Mp(2a0u — ©40a)
— Nua(250y — ©,08) + Nya (250, — ©.05)
=N Meow — MupMoay — NuaMpy + MvaMp,,.

Deseamos conocer la forma de las constantes de estructura, en este caso con seis indices, que
satisfacen [Mag, M| = fapuw'® Mo, de modo que podemos usar deltas de Kronecker para

factorizar el operador M,,:
[Mog, M) =n,56500 M, — Nv30a0; Mro — 10050, Mo + 1050, Moy
=(1.8000, — Nv30a0, — Nuadsl, + Muadsd;, ) Mo

Finalmente, hemos demostrado que los operadores M,z forman un &lgebra, so(1,3), cuyas

constantes de estructura son:
fapuw' " = Nusda0y — 77,,55;55 — n,mcsg&;' + nmégég (C.2)

Notese que, debido a la antisimetria de los operadores M,z, Las constantes de estructura
son antisimétricas en cada par de indices referentes a un operador, es decir

TO

focﬁ,,ul/TU = _fﬁa,uuTU = _focﬁ,uu _faﬂ,/u/m—
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Apéndice D
Algebra espinorial

En el cilculo de métricas de Cartan hemos utilizado propiedades de objetos conocidos
como espinores. Presentamos aqui las definiciones necesarias y demostramos algunas propie-
dades. Se puede encontrar la teoria del formalismo espinorial en (Del Castillo, 2010), (Wess
y Bagger, 1992).

Se define el simbolo 45, A, B =0, 1 de la manera siguiente:

EAB = —€BA (Dl)

€01 = —€10 = —1 (D.2)

Es til visualizar la representacion matricial del simbolo €4p:
(5AB) = (D.3)

Donde el indice A es fila, mientras que el B es columna. De (D.1) inmediatamente tenemos

que €go = €11 = 0. Se define también £45:

eape?C =6,C

Donde 6, se entiende como la usual delta de Kronecker. Se puede obtener que e? = ep, =

—eap. Adoptamos las convenciones subida y bajada de indices:

(D.4)



Asi podemos ver, por ejemplo, que
EAC = (C:ABEBC = 5AC (D5)

Los tinicos objetos con indices espinoriales que utilizamos en los calculos de éste documento
son las matrices de Pauli (0;) £ = (0%) P (subidice para fila, superindice para columna)

definidas como sigue:

Es facil mostrar que

(0!, 07] = 0'0? — 070" = 2ie" 0" (D.7)
{0,067} =007 + ol0" = 26" (D.8)
Consecuentemente:
(0,07 + {0', 07} =20"07 = 2ie" 0" + 25%

=  o'o! =iV o" + 69 (D.9)

Ademas, todas ellas son de traza nula, es decir:

Tr(c’) = (6,4 =0, Vi=1,23.

' = 090? = 030% = 1; y con ésto tultimo:

También que o0
00" = 010" + 090% + 030° = 31. (D.10)

Es relevante prestar atencion a las matrices (6%)ap = egp(0?) L.

Proposicion: Las matrices (0%) 45 son simétricas en los indices AB, es decir: (0) 45 = (0%)pa
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Demostracion. La convencion que usamos para bajar y subir indices no es una multiplicacion
matricial, sino una identidad espinorial. Si deseamos ver al objeto epp(c?) £ como una
multiplicaciéon matricial, donde egp y (0?)  tienen las formas (D.3) y (D.6) respectivamente,
podemos:

epp(0') 4 = —(0") S epp = —(0") deon — (0") de1B
Revisemos los valores de (0') 4p para cada valor de A, B =0, 1:
Para i =1:

s A=0

e B=0 ()00 = —(0!)o 00 — (0)g'e10 = —(1)(1) = —1.

e B=1 (‘71)01 = —(01)00501 - (01)01511 =0.
s A=1

e B=0 (0110 = —(0"),%00 — (0})1'€10 = —(1)(1) = 0.

e B=1 (0 =—(0")"e0r = (0})i'en = —(1)(~1) = L.

Luego,
-1 0
((0")aB) = = ((0")5a) (D.11)
0 1
Para ¢ = 2:
o A=0

o B=0 (0)o0 = —(02)o e00 — (0%)p'€10 = —(—0)(1) = i.
o B=1 (0%)o1 = —(0%)2e01 — (0%)ten = 0.

o A=1
e} B:0 (0'1)10 = —(0'2)10800 — (02)11810 = —(1)<1) =0.

o B=1 (0'1)11 = —(0'2)10601 — (0'2)11811 = —Z(—l) = 1.
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Luego,

1 0
((c")aB) = = ((c")Ba) (D.12)
0 1
Finalmente, para i=3:
o A=0
o B=0 (0'2)00 = —(0'3)00800 — <0'3)01€10 =0.

o B=1 (@)1 = —(0%)’e01 — (07)g'e11 = —(1)(—1) = L.
o A=1

o B=0 (0110 = —(0%),%€00 — (0%)1'e10 = —(=1)(1) = 1.

o B=1 (0'1)11 = —(0'3)10801 — <0'3)11€11 =0.
Luego,
1 01 1
((67)aB) = = ((07)Ba) (D.13)
10
Con lo que queda demostrada la proposicion. O

Ahora probemos la siguiente identidad, que usamos en la seccion 2.10.

Proposicion: Se cumple la identidad:

(Uz‘)AB<UJ)CD - (UJ)AB(Uz‘)CD = i€ijk[(0k)ADch - (Uk)cB5AD] (D.14)

Demostracion. Notemos que los casos ¢ = j se cumplen trivialmente, por lo que comenzamos
por el caso i = 1, j = 2, con lo que el valor no nulo de k es k = 3, ¢;,> = 1. Es conveniente
notar que todos los casos de la forma (0,0,C, D), (A, B,0,0), (1,1,C, D),y (A, B,1,1) se

reducen a 0 en el miembro izquierdo, pues tanto o; como o, tienen elementos diagonales

iguales a cero, asi, (01) {'(02)” = (02) 4 (1) = 0, y (01) £ (02)& — (02) (1) = 0, (no

suma implicita) VA, B,C, D = 0,1. En tales casos, el calculo se reduce a verificar que el
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miembro derecho es equivalente a cero, es decir, hay que probar que:

(US)AD5CA - (03)CA5AD =0 (D-15)

(0'3)AC<503 - (‘73)035,40 =0, (D~16)

que, de hecho, son el mismo caso, con signo contrario cambiando el indice A por C' (sin suma
implicita), o viceversa. Por las propiedades de /2, los casos que no se anulan debido a ésta,

son los que cumplen D = C' = A en la ecuacion (D.15), es decir, hay que probar:
(03) /04" — (03)AA5AA =0 (D.17)
(sin suma implicita). Que se reduce a los casos triviales:

(73)0"(1) = (03)g"(1) =0

(03)1" (1) = (03)," (1) = 0

Por lo que estan probados los casos:

(0,0,0,0), (0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,0,1,1),

(1,0,0,0), (0,1,0,0), (1,1,0,0)

(1,1,0,1), (1,1,1,0), (1,1,1,1)

(1,0,1,1), (0,1,1,1)

Quedan por probar los casos (0,1,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0), con los que se com-

pleta el conjunto de 16 formas de combinar 1y 0 en cuatro lugares (2% = 16).

n (0, 1,0, 1)
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n (0, 1,1, 0)

(‘71)01<‘72)10 - (‘72>01(‘71)10 :i[(a?’)oodll - (‘73)11500]

2i =2i
= (1,0,0,1)
(01)1"(02)0" = (02),"(01)o" =il(e3)," 05" — (073)9"01]
—2i = — 2
= (1,0,1,0)

(‘71)10<‘72)10 - (‘72>1O(‘71)10 :i[(ai’))loélo - (‘73)10510]

0=0
El caso 1 = 2, j = 1 esta contenido en el anterior, pues
(02) 7 (01)¢” = (01) 4 (02)¢” = i€y’ [(03) 470 — (03) 70,47
Se puede escribir como
—[(01>AB(U2)CD - (‘72)AB(<71)CD] = —i[(‘fs)AD%B - (03)CB5AD]

que se reduce al caso i = 1, 7 = 2. Del mismo modo, los casos i =1, j=3yi=3,7=1

son equivalentes, asi como 1 =2, j=3yi=3,5 =2.

Casoi=3,5 =1:

Tenemos que k debe ser 2, y por tanto €;,° = 1

(03)AB(01)0D - (Ul)AB(US)CD = i[(UQ)AD(SCB - (02)CB5AD]

Sin embargo en este caso no es posible tomar el atajo anterior. Los casos resaltables son
aislados y es mas conveniente hacer la lista completa de los casos y sustituir uno a uno los

valores necesarios. Tenemos:
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= (0,0,0,0)

= (0,0,0,1)

= (0,0,1,0)

«= (0,0,1,1)

= (0,1,0,0)
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n (0, 1,0, 1)

n (0, 1,1, O)

= (0,1,1,1)

= (1,0,0,0)

= (1,0,0,1)

(03)01(01)01 - ((71)01(03)01 :i[(02)01501 - (02)01501]

(0)(1) = (1)(0) =i[(=8)(0) = (=)(0)]
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" (1,0, 1,0)

= (1,0,1,1)

» (1,1,0,0)

= (1,1,0,1)

= (1,1,1,0)
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= (1,1,1,1)

Finalmente, el caso i = 2, j = 3, resulta que k =1,y €,3' = 1

= (0,0,0,0)
(02)00<‘73)0 — (03)9 (02)00 :i[(‘fl)o%oo - (01)00500]
(0)(1) = (1)(0) =i[(0)(1) — (0)(1)]
0=0
= (0,0,0,1)
(02) (03)9 — (03)g (02)01 =i[(o1) 0y — (‘71)00501]
(0)(0) = (1)(=i) =2[(1)(1) — (0)(0)]
= (0,0,1,0)
(‘72)00<‘73)1 — (03) (02); :i[(al)ooélo - (‘71)10500]
(0)(1) = (1)(2) =i[(0)(0) — (1)(1)]
= (0,0,1,1)
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= (0,1,0,0)

n (0, 1,0, 1)

= (0,1,1,0)

= (0,1,1,1)

= (1,0,0,0)
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n (1,0,0,1)

" (1,0, 1,0)

= (1,0,1,1)

n (1, 1,0,0)

= (1,1,0,1)
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= (1,1,1,0)

Con lo que hemos contemplado todas las igualdades, y demostrado la identidad.
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Apéndice E
Simbolo de Levi-Civita

Sea {e;}?_, la base canénica del espacio euclidiano tridimensional, con métrica diag(1,1,1).

Se define €;;; = €%, i,j,k =1,2,3 por:

€;

€ijk = €4 - (ej X ek) = Det €e;

(E.1)
€
De las propiedades de los determinantes, y del triple producto escalar, se puede demostrar

que el simbolo €, = €% es totalmente antisimétrico. También, de la definicion, y de las

propiedades de los determinantes, obtenemos:

e; €y €;
EijkGEmn = Det €; Det en = Det €; Det ( e e, e, )
€L €, €L
| e; e e e-e, €-e,
= Det e; ( e e, e, ) =Det| ej-e, ej-e, e e,
€L e,-e e€ep-e, e, e,
= | 9¢ djm Ojn
(Skﬁ 5km 5kn
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De este resultado se pueden demostrar los siguientes tres:

eijue™ = gtom — oot (E.2)
62‘%6]'% = 253 (E3)
EijkEijk =6 (E4)

El simbolo de Levi-Civita se puede entender como una densidad tensorial, ver, por ejemplo

(Peldan, 1994).
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