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Introduccion

La conexidad y la compacidad son dos de los conceptos fundamentales en topologia,
y juegan un papel crucial en la comprensién de las propiedades geométricas y estructura-
les de los espacios topoldgicos. Ambos conceptos proporcionan herramientas para analizar
cémo se comportan los conjuntos dentro de un espacio, y son de particular importancia
en diversas dreas de las matematicas. En este trabajo nos limitaremos a presentar algunos
resultados en espacios topoldgicos acerca de compactaciones junto con algunos ejemplos,
siguiendo lo publicado en el capitulo 3 seccién 5 de [5]. Ademds estudiaremos los continuos
localmente conexos cuyos resultados se extrajeron del capitulo VIII de [15]. El propésito
de esta tesis es desarrollar de manera exhaustiva los resultados expuestos en los capitulos
anteriormente mencionados, de tal manera que sean mas amenas y accesibles para aquellos
quienes quieran conocer o introducirse en estos temas. Para ese propédsito, este documento
se encuentra organizado de la siguiente manera.

En este capitulo 1 se establecen las bases tedricas necesarias para el desarrollo del
trabajo. Se introduce la notacion que se empleard en los capitulos posteriores y se pre-
sentan los conceptos fundamentales de topologia general, como conexidad, compacidad y
continuo. Ademds, se enuncian algunos teoremas y resultados acerca de estos conceptos.

En el capitulo 2 se estudiara el tema de compactaciones. Una compactacion consiste
en construir un espacio compacto a partir de otro que no lo es, mediante la adicién de
puntos. El propdsito de una compactacion es obtener un espacio mas manejable que pre-
serve las propiedades topoldgicas esenciales del espacio original y ademdas que nos permita
aprovechar caracteristicas propias de la compacidad, como la existencia de extremos, la
convergencia de redes y sucesiones, y la posibilidad de extender funciones continuas. Asi,
en este capitulo se demostrara la existencia de la compactacién minima (compactacién de
Alexandroff) y de la compactacién maxima (compactacién de Stone-Cech) con respecto
a una relacion de orden parcial definida en la familia de compactaciones de un espacio
topolégico. Ademds, se presentaran ejemplos que muestran casos en los cuales dos com-
pactaciones de un mismo espacio no son comparables bajo dicha relacion. Finalmente, se
probaré que todo continuo es el residuo de alguna compactacién del rayo.

Finalmente, en el capitulo 3 se estudiard los continuos localmente conexos. En el
contexto de la Teoria de Continuos, los continuos localmente conexos son, en cierto sentido,
la clase especial més fundamental de continuos para estudiar, ya que se definen simplemente
haciendo de la conexidad una propiedad local. En este trabajo probaremos que los continuos
localmente conexos son arco conexo y ademads se caracterizan por la propiedad de ser las
imdgenes métricas continuas del intervalo cerrado [0, 1].
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cAPiTULO 1

Preeliminares

Para comenzar, vamos a presentar la notacién que utilizaremos en este trabajo. Los
simbolos R y N denotaran a los nimeros reales y naturales, respectivamente. Ademas, se
denotard por I al intervalo [0,1] de R considerado con la métrica euclidiana. Sabemos
que a cada conjunto X se le asigna un numero cardinal, denominado cardinalidad de X y
denotado por | X|; cabe senalar que para un conjunto finito X la cardinalidad de X es igual
al niimero de elementos de X. El nimero cardinal asignado a N se detona con el simbolo R
(aleph zero). Para cada nimero cardinal m, el niumero 2™, se define como la cardinalidad
de la familia de todos los subconjuntos de un conjunto X tal que | X| = m. Por otro lado,
recordemos que dos cardinales siempre son comparables y la relacién asi definida < resulta
ser un buen orden. Es decir, toda coleccién de cardinales posee un primer elemento, al que
llamaremos minimo.

Por otro lado, dado un subconjunto A de un espacio topolégico X, denotaremos por
clx(4) o A% a la cerradura de A en X , sl no hay lugar a confusiones omitiremos la
referencia al espacio X y simplemente denotaremos la cerradura de A por A. El interior
de A sera denotado por Int(A). También, si X es un espacio métrico y A C X es acotado,
entonces denotaremos el didmetro de A por didm(A).

Sean X es un espacio métrico, x € X y r € R con r > 0. Denotaremos por Bx (z,r)
a la bola abierta en X con centro en x y radio 7, si no hay lugar a confusiones podemos
omitir la referencia al espacio X y simplemente denotarla por B(x,r).

Resulta pertinente recordar algunas definiciones basicas en topologia.

Definicién 1.1. Sean (X,0) un espacio topoldgico y x € X. Un subconjunto V de X es
una vecindad de x en el espacio X si y solo si existe U € O tal que x € U C V.

Definicién 1.2. Sean X un espacio topoldgico y A, B C X. Decimos que A y B estdn
separados si XnB=0 y A nB~ =0.
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Definicién 1.3. Sean X un espacio topoldgico y A C X . El conjunto A es llamado denso
en X si A = X.

Definicién 1.4. Sean (X,01) y (Y, O2) espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y es
llamada continua si f‘l(U) € Oy para cualquier U € O,.

Sean X y Y espacios topoldgicos, y sea M un subespacio de X. Dada una funcién
continua f: X — Y, se denomina restriccion de f a M a la funcién

flar: M =Y tal que f|y(z) = f(x) para todo = € M.

Asimismo, denotaremos por
FIM M = f(M),

a la funcién que asigna a cada x € M el punto f(z) del subespacio f(M) C Y. Notemos
que las funciones f|yr y f|* son continuas.

Definicién 1.5. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion continua f : X — Y
es llamada un homeomorfismo si es biyectiva y su inversa f~!1 1Y — X es continua.

Decimos que dos espacios topoldgicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo de
X sobre Y.

La siguiente definicién enuncia los axiomas de separacién, que se refieren a las mane-
ras de separar puntos y conjuntos cerrados de un espacio topoldgico mediante conjuntos
abiertos.

Definicién 1.6. Sea X un espacio topoldgico.

1. Si para cada par de puntos distintos x1,xe € X existe un conjunto abierto de X que
contiene exactamente uno de esos puntos, entonces X es llamado un espacio Tyq.

2. Si para cada par de puntos distintos x1,xs € X existe un conjunto abierto U de X
tal que 1 € U y o ¢ U, entonces X es llamado un espacio T1.

3. Si para cada par de puntos distintos x1,x9 € X existen conjuntos abiertos Uy,Us de
X tales que 1 € Uy, 10 € Uy y Uy NUy = (), entonces X es llamado un espacio Ta,
o espacio de Hausdorff.

4. St X es un espacio Ty, y para cada x € X y cada conjunto cerrado F de X tal que
x & F existen conjuntos abiertos Uy, Us de X tales que x € Uy, F C Us y Uy NUs = 0,
entonces X es llamado un espacio T3, o espacio regular.

5. 81 X es un espacio Ty y para cada v € X y cada conjunto cerrado F de X tal que
x & F existe una funcidn continua f: X — I tal que f(x) =0y f(y) = 1 para cada
y € F, entonces X es llamado espacio T%, o espacio de Tychonoff o espacio
completamente regular.

6. Si X es Ty y para cada par de conjuntos A, B ajenos y cerrado de X existen sub-
conjuntos abiertos U,V de X tales que ACU, BCV yUNV =1, entonces X es
llamado espacio T4, o espacio normal.



Enseguida, presentamos algunos resultados relacionados con funciones continuas.

Teorema 1.7. Sean X un espacio topoldgico yY un espacio de Hausdorff. Si f : X =Y y
g: X =Y son funciones continuas entonces el conjunto {x € X : f(x) = g(z)} es cerrado
de X.

Demostracion. Veamos que A = {z € X : f(x) # g(x)} es abierto de X. Para cada xz € A
tenemos que f(z) # g(z), luego existen subconjuntos abiertos de Y digamos Uy, Us tales
que f(z) € Uy, g(x) € Uz y ademds Uy NUs = . Asi, el conjunto f~1(U1) N f=1(Uz) es un
abierto de X contenido en A. O

Teorema 1.8. [[11], Teorema de Extensién de Tietze (pdg. 127)] Sean X un espacio normal
y F un conjunto cerrado de X. Si la funcion f : F — R es continua entonces existe una
funcion continua f* : X — R tal que f*(x) = f(z) para cada x € F.

A continuacién se introducen algunas definiciones las cuales serdn de ayuda en la de-
mostracién del teorema 1.11.

Definicién 1.9. Un conjunto A es un conjunto dirigido si y solo si existe una relacion
< en A que satisface las siguientes proposiciones:

1. X< X para cada \ € A;
2. Si A < Aoy Ao < A3, entonces A\ < Asz;
3. Si A1, Mo € A, entonces existe un A3 € A tal que A1 < A3 y Aa < A3.

El concepto de una red generaliza la nocion de sucesién, a continuacion nosotros intro-
ducimos esta definicion haciendo uso de un conjunto dirigido arbitrario.

Definiciéon 1.10. Una red en un conjunto X es una funcion P : A — X, donde A
es algin conjunto dirigido. El punto P()\) es usualmente denotado por xy, y a menudo
nosotros hablamos de la red (z))xep 0 si no causa confusion simplemente nos referiremos
ala red (xy).

Teorema 1.11. Sean X un espacio de Hausdorff, A un subespacio densode X yf: X =Y
una funcién continua de X a un espacio topoldgico arbitrario Y. Si f|4: A — f(A) CY
es un homeomorfismo, entonces f(X \ A)N f(A4) = 0.

Demostracion. Supongamos que existe y € f(X — A)N f(A). Por ende, existen x € X — A
y a € A tales que f(z) =y = f(A). Como X es Haudorff y A es denso en X, entonces
x € clx(A). Por [17, Teorema 11.7] existe una red (x))rea C A tal que )y — z. Lue-
go, como f es continua, por [17, Teorema 11.8], se cumple que f(zx) — f(z). Note que
(f(zx))rea es una red que converge a f(a) en f(A). Dado que f|4 es un homeomorfismo,
se cumple que (f|4)~! es una funcién continua. Asi, por [17, Teorema 11.8] se cumple que
(fla) "2 (f(z2) = (fla)~ (f(a)), esto implica que x5 — a. Finalmente, del hecho que X
es Hausdorff, por [17, Teorema 13.7] se cumple que = = a, lo cual es una contradiccién.
Por ende, f(X \ A) N f(A) =0. O
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Algunos cardinales asociados a un espacio topoldgico permiten cuantificar y descri-
bir aspectos importantes de su estructura. A continuacién se presentan algunos de estos
cardinales.

Definicién 1.12. Sea X un espacio topoldgico y sea
w(X) = min{a : existe una base B de X tal que |B| = a}.
El cardinal w(X) es llamado el peso del espacio topoldgico X .
Teorema 1.13. Si X es un espacio topoldgico y A C X, entonces w(A) < w(X).

Demostracion. Sea w(X) = «, por lo que existe una base 5 de X tal que |5| = a. Sea

v={BnNA: B e g} Veamos que 7 es una base para A. Sea V un abierto de A distinto

del vacio, por lo que existe un conjunto U abierto def X tal que V = U N A. Dado que

es base de X entonces existe una subfamilia 3’ de 8 tal que U B = U. Observemos que
Bep’

V=UnA=||J) B|nA= []J (BNA),yademds {BNA:B €~} C~,deahi que V

Bep’ Bep’
puede ser representado como la uniéon de una subfamilia de . Por lo tanto 7 es una base
para A. Por lo anterior w(A) < || < |B] = a = w(X), i. e., w(4) < w(X). O

Teorema 1.14. Sean X y Y espacios topoldgicos. St X y'Y son homeomorfos entonces
w(X) =w(Y).

Demostracion. Dado que X y Y son homeomorfos entonces existe un homeomorfismo f :
X — Y. Sea Bx una base de X, veamos que {f(B)}pepy €s una base para Y. Dado que
1 es continua, para cualquier B € B, se tiene que f(B) es abierto de Y. Luego, sea
U un abierto de Y, entonces f~1(U) es abierto de X, de manera que existe f;* C Bx tal

que U B = f~1(U), de ahf que U f(B)=f U B| = f(f~Y(U)) = U. Por lo
BepX BepX BepX

tanto {f(B)}Besy s una base de Y. De manera andloga se demuestra que si Sy es base

de Y entonces {f~'(B)}pgep, es una base de X. Ahora, sea SY una base de X tal que

18%] = w(X), asf w(X) = |BY%| = {f(B)}Bepy| > w(Y). De manera andloga se prueba

que w(X) < w(Y). Por lo tanto, concluimos que w(X) = w(Y). O

Teorema 1.15. [[3], teorema 1.5.1] Para cada espacio Ty se cumple que |X| < 2w,
Definicién 1.16. Sea X un espacio topoldgico, se define

d(X) =min{B : existe un subconjunto denso A de X tal que |A| = 8}.
El cardinal d(X) es llamado la densidad de X .

Teorema 1.17. Sean X y Y espacios topoldgicos. Si existe una funcion f : X — Y
continua y suprayectiva entonces d(Y) < d(X).



Demostracion. Sea A un conjunto denso en X tal que |A| = d(X). Luego dado que f es
continua y suprayectiva, Y = f(X) = f(clx(A4)) C cly (f(4)). De lo anterior, f(A) es un

subconjunto denso de Y, as{ d(Y') < |f(A)] < |A] = d(X), es decir, d(Y) < d(X). O
Teorema 1.18. [[5], teorema 1.5.3] Para cada espacio de Hausdorff X se cumple que
|X| < 22"

Teorema 1.19. [[5], teorema 1.5.7] Para cada espacio regular X tenemos que

w(X) < 24X,

Los encajes constituyen una subfamilia particular de las funciones continuas y repre-
sentan una herramienta fundamental en el estudio de las compactaciones. A continuacion
vamos a definir el concepto de encaje y a enunciar resultados que nos ayudardn en el
desarrollo del Capitulo 2.

Definicién 1.20. Sean X un espacio topolégico y M un subespacio de X. Un encaje de
M en X es una funcion iy : M — X tal que ip(x) =  para todo x € M.

Definicién 1.21. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f : X — Y es llamado un
encaje homeomorfo si es la composicion de un homeomorfismo y un encaje, es decir, si
existe L C'Y y un homomorfismo g : X — L tal que f =iy, o g; observemos que L = f(X)
yg=f|X. Siexiste un encaje homeomorfo de X sobre Y, entonces se dice que X estd
encajado en'Y .

Observacion 1.22. En términos simples, un espacio X estd encajado o es encajable en
un espacio Y, si existen M C Y tal que M y X son homeomorfos.

Definicién 1.23. Sea X un espacio topolégico. Decimos que el espacio X es universal
para todos los espacios que tienen una propiedad topoldgica P, si X tiene la propiedad P
y todo espacio que tiene la propiedad P estd encajado en X.

La existencia de espacios universales son interesantes y ttiles, permite reducir el estudio
de una clase de espacios con la propiedad P al estudio de los subespacios de un espacio
topoldgico fijo, esto se debe al hecho de que no distinguimos entre espacios homomorfos.

Sean X un espacio topolégico, una familia de espacios topoldgicos {Ys}ses y una familia
de funciones continuas {fs}ses, donde fs : X — Y. Por [5, porpocisién 2.3.6], la funcién

que asigna a cada z € X el punto {fs(z)} C H Y, es continua; esto es llamado diagonal

s€S
de las funciones {f;(x)} y es denotada por Agcg fs.

Teorema 1.24. [[5], teorema 2.3.20] Sean X un espacio topoldgico, {Ys}scs una familia de
espacios topoldgicos y F = { fs}ses una familia de funciones continuas donde fs: X — Ys.
Consideremos la diagonal de las funciones {fs}ses, [ = Dsesfs : X — H Ys. Si existe

seS
un so € S tal que fs, es un encaje homeomorfo, entonces f es un encaje homeomorfo.
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Definicién 1.25. Sea m un cardinal. El cubo de Tychonoff de peso m > Ry es el
producto cartesiano I™ = H I, donde Iy = T para cada s € S y |S| = m. El cubo de

sesS
Tychonoff IN° es llamado el cubo de Hilbert, y lo denotamos por Q.

Observemos que si n < m entonces el cubo I™ estd encajado en I"™. Ademds, por [5,
corolario 4.2.3 ], se tiene que Q es metrizable, mds atin puede ser metrizado con la siguiente
métrica:

dQ((xlaan"')a(y17y2a"')) = Z w
n=1

Observacién 1.26. Sea m un cardinal con m > Wo. Dado que w(I) = Rg, entonces
aplicando el teorema [5, teorema 2.3.13], tenemos que w(I™) < m.

Teorema 1.27. [[5], teorema 2.3.23] El cubo de Tychonoff I"™ es universal para todos los
espacios de Tychonoff de peso m > N.

1.1. Compacidad

A diferencia de otros conceptos matemaéticos, la nocién de compacidad no es tan natural
ni intuitiva. Aqui, abordaremos la definicién de compacidad en términos de cubiertas de
conjuntos abiertos del espacio topoldgico.

Recordemos que una cubierta de un conjunto X es una familia { A }scs de subconjuntos
de X tal que (J,.g As = X y que, si X es un espacio topoldgico, {A,}ses es una cubierta
abierta (cerrada) de X si todos los conjuntos A son abiertos (cerrados) de X.

Definiciéon 1.28. Un espacio topologico X es llamado espacio compacto si X es un
espacio de Hausdorff y cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita, es decir, si
para cada cubierta abierta {Us}scs del espacio X existe un conjunto finito {s1,82,...,8k} C
S tal que X =Ug, UU,, U ... UU,.

Definicién 1.29. Sea X un espacio topoldgico y M un subconjunto de X. Decimos que M
es un subespacio compacto si al ser considerado con la topologia inducida, es un espacio
compacto.

Los siguientes teoremas son resultados clasicos en espacios compactos.

Teorema 1.30. [[5], teorema 3.1.2] Sea X un espacio compacto. Si M es un subespacio
cerrado de X entonces es compacto.

Teorema 1.31. Sean X un espacio de Hausdorff y A un subespacio de X. Si A es compacto
entonces A es un subespacio cerrado de X.

Demostracion. Sea A un subespacio compacto de X. Sabemos que para cada z € X \ A el
conjunto {x} es compacto asi, por [5, teorema 3.1.6], existe un conjunto abierto U, de X
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tal que z € U, y ANU, = 0. Es claro que X\ A C UxEX\A U,, ademas UzeX\A U.NA =),
de ahif que {J,cy\ 4 Us € X \ A4, por consiguiente (J,cy\ 4 U = X \ A. Como U, cx\ 4 Us

es abierto de X entonces X \ A es abierto X, por lo tanto A es un subconjunto cerrado de
X. O

Teorema 1.32. Sea X un espacio topolégico y A C X compacto. Para cada familia

{Us}ses de subconjuntos abiertos de X tales que A C U Us, existe un conjunto finito

seS
k

{s1,82,...,8k} C S tal que A C U Us, .
i=1

Demostracion. Sea {Us}ses una familia de subconjuntos abiertos de X tales que A C
Usecs Us. Consideremos a los conjuntos V, = U, N A, los cuales claramente son abiertos en
A; luego

Uvi=JW.na)=(JU)nA=XxnA=A4,

seS ses ses
por consiguiente {V;}scs es cubierta abierta de A. Por hipétesis, A es compacto, entonces
{Vs}ses tiene una subcubierta finita, i.e., existe {s1,...,s,} C S tal que A = Ule Vs, Asi

k k k
A= JV, =(JU,)nAac U,
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, existe un conjunto finito {s,...,sx} C S tal que A C Ule Us,. O

Corolario 1.33. Sea X un espacio de Hausdorff y {F1, Fs, ..., Fi} una familia de sub-
k

conjuntos cerrados de X. El subespacio U F; de X es compacto si y solo si todos los
i=1
subespacios F; son compactos.
k
Demostracion. [=] Sea F' = U F;, veamos que F' es compacto. Notemos que F' es cerrado

i=1
de X asi, por [5, proposicién 2.1.1], F; es cerrado de F para todo ¢ € {1,2,...,k}. Asi, de

acuerdo con 1.30, se concluye que cada F; es compacto.
k

[<] Sea F = U F;. Supongamos que todos los subespacios F; son compactos, veamos
i=1

que F' es compacto. Sea {Us}ses una cubierta abierta de F, por lo tanto para cada i €

{1,2,...,k}, tenemos que F; C U U;. Por 1.32 y dado que cada F; es compacto entonces

ses
k

existe un conjunto finito T; C S tal que F; C U U,. Es claro que T = U T; C S es finito.
teT; i=1

k
F=Jrc|JuclJUui=F
=1

€T €S

Luego
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asi {U, }ier es una subcubierta finita de {Us}ses. En conclusién para cada cubierta abierta
de F existe una subcubierta finita y evidentemente F' es de Hausdorff, por lo tanto F' es
compacto. O

Teorema 1.34. Cada espacio compacto es normal.

Demostracion. Sea X un espacio compacto, por definicién de compacidad, X es de Haus-
dorff y por consiguiente es T7. Ahora bien, si A, B C X son cerrados de X y ajenos, por el
teorema 1.30, A y B son compactos; luego por [5, teorema 3.1.6], existen U, V' C X abiertos
tales que AC U, BCV yUNV =0. De acuerdo con la definicién 1.6, X es normal. [

Corolario 1.35. Sean X un espacio compacto, Y un espacio de Hausdorff y f: X —Y
una funcidn continua. Asi, para cada A C X se cumple que f(A) = f(A).

Demostracion. Sea A C X, por [5, Proposicién 1.4.1] sabemos que f(A) C f(A). Por otro
lado, dado que A es cerrado de X, por el teorema 1.30, A es compacto. Consideremos la
funcién f restringida al subespacio A4, la cual es una funcién suprayectiva y continua asf,
tenemos que f(A) es compacto, aplicando el teorema 1.31, obtenemos que f(A) es cerrado
de Y. Como A C A entonces f(A) C f(A) pero, por la definicién de cerradura, f(A) es
el cerrado més pequefio que contiene a f(A) en consecuencia f(A) C f(A). En conclusién,

F(A) = f(4). O

Teorema 1.36. Cada funcion continua de un espacio compacto a un espacio de Hausdorff
es cerrada.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua de un espacio compacto X a un
espacio de Hausdorff Y. Si B es cerrado de X, entonces B = B, ademds por el corolario

previo, sabemos que f(B) = f(B) de ahi que f(B) = f(B), de manera que f(B) es cerrado
de Y. Por lo tanto f es cerrada. O

El siguiente teorema es inmediato por el teorema 1.36 y [5, Proposicién 1.4.18]

Teorema 1.37. Sea X un espacio compacto y'Y un espacio de Hausdorff. Si f : X =Y
es una funcion continua y biyectiva entonces f es un homeomorfismo.

Definicién 1.38. Sean X,Y y Z espacios topolégicos. Sea f: X — Y una funcion conti-
nua y h: X — Z un encaje homeomorfo. Decimos que f se puede extender continua-
mente a Z, si existe una funcion continua F : Z —'Y tal que (Foh)(x) = f(x) para todo
reX.

Teorema 1.39. [[5], teorema 3.2.1] Sean A un subespacio denso de un espacio topoldgico
X, Y un espacio compacto y f : A — Y wuna funcion continua. La funcion f tiene una
extension continua sobre X si y solo si para todo By, By subconjuntos cerrados y ajenos de
Y se cumple que clx (f~1(B1)) Nelx(f~1(Bz)) = 0.

Teorema 1.40. [[5], teorema 3.2.4] Sean {X;}ses una familia de espacios topoldgicos. El
producto cartesiano [], g Xs, donde X; # 0 para cada s € S, es compacto si y solo si
todos los espacios X, son compactos.
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Teorema 1.41. [[5], teorema 3.2.5] El cubo de Tychonoff I es universal para todos los
espacios compactos de peso m > Ng.

Teorema 1.42. [[9], teorema 3.2.5] Si X wun espacio métrico compacto, entonces X esta
encajado en el cubo de Hilbert Q.

Teorema 1.43. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es un espacio de Tychonoff si
y solo si estd encajado en un espacio compacto.

Demostracion. [=] Sea X un espacio topolégico de Tychonoff, veamos que X esta encajado
en un espacio compacto. Consideremos los siguientes casos:

1. Siw(X) < Rg, por el teorema 1.15, tenemos que X es finito por lo que X es compacto.

2. Si w(X) > Ny, por el teorema 1.27, se tiene que el cubo de Tychonoff Iv(X) eg
universal para todos los espacios de Tychonoff y, por el teorema 1.40, tenemos que el
cubo de Tychonoff I*(X) es un espacio compacto.

[«<] Sea X un espacio topoldgico y supongamos que X esta encajado en un espacio compacto
Y, por lo que existe un homeomorfismo f : X — M tal que f(X) =M CY.DadoqueY es
compacto entonces es un espacio normal, de ah{ se sigue que Y es un espacio de Tychonoff,
de manera que M es de Tychonoff. Ademds ser de Tychonoff es invariante bajo funciones
continuas por lo que X es de Tychonoff. O

Teorema 1.44. [[15], teorema 3.2] Si un espacio de Hausdorff es una imagen continua de
un espacio métrico compacto, entonces es metrizable.

Ahora estudiaremos el concepto de compacidad local.

Definicién 1.45. Un espacio topoldgico X es llamado un espacio localmente compacto
en x, si existe un abierto U de X tal que x € U y U es un subespacio compacto de X.
Ademds, decimos que X es un espacio localmente compacto si es localmente compacto
en cada v € X.

Claramente todo espacio compacto es localmente compacto, ya que todo espacio to-
poldgico es vecindad de cada uno de sus puntos.

Lema 1.46. Cada espacio localmente compacto es un espacio Ty .

Demostracion. Sea X un espacio localmente compacto, por la definicién anterior, sabemos
que para cada z € X existe una vecindad U, de z tal que U, es un subespacio compacto
de X. Sea x € X fijo pero arbitrario, como U, es compacto, por la definicién 1.28, U, es
un espacio de Hausdorff y por consiguiente es T, asi por [4, teorema 5.6], el conjunto {z}
es un subespacio cerrado de U,, de ahi que {z} es cerrado de X. Por lo tanto para cada
x € X el conjunto {z} es cerrado de X, por [1, teorema 5.6] concluimos que cada espacio
localmente compacto es un espacio 717 . O

Teorema 1.47. Cada espacio localmente compacto es un espacio de Tychonoff.
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Demostracion. Sean X un espacio localmente compacto y « € X, por el lema 1.46, existe F’
un subconjunto cerrado de X tal que z ¢ F. Ademds dado que X es localmente compacto,

entonces existe un abierto U de X tal que z € U y U - es compacto. Sea Fo = (U \ U) U
(UX N F), dado que T n (X\U) = [ \ U entonces T \ U es cerrado de X, por lo
tanto Fy es cerrado de X y ademés Fy C UX, de ahi que Fj es cerrado de UX. Luego,

T\F, = (UX \ (T U))m(UX \(T* N F)) - Um((UX \THuT* \F)) — U nF,

de ahi que z € UX \ Fyp. Dado que UX es compacto, por el teorema 1.34, UX de Tychonoff,
ademds {z} es cerrado de [ y Fy es compacto, asi haciendo uso del [5, teorema 3.1.7],

existe una funcién continua f; : T =1 tal que fi(x) =0y fi(Fo) C {1}. Por lo tanto
para todo = € X y cada subconjunto cerrado F' de X tal que = ¢ F, existe una funcién
continua f : X — I tal que f(x) =0y f(y) =1 para cada y € F, as{ concluimos que X es
un espacio de Tychonoff. O

Teorema 1.48. Sea X un espacio de Hausdorff. Si M es un subespacio localmente com-

. —X .
pacto de X entonces M es abierto de M, es decir, M = F NV donde F yV es cerrado
y abierto de X, respectivamente.

—X
Demostracion. Sea Y = M . Dado que M es localmente compacto, entonces para cada
. . —M
x € M existe un abierto U de M tal que x € U y U ~ es compacto y por lo tanto cerrado de
—M —Y _—M —M —Y _ —M
Y. Notemos que U CU  C M,deahiqueU C U =U ,porloqueU CU CM.
Dado que U es abierto de M entonces existe W abierto de Y tal que M N W = U ; luego
usando el [5, teorema 1.3.6] se tiene que

ceWCW =MW’ =U c M,
lo cual muestra que cada punto = € M existe una abierto W de MX talquex € W. [

Teorema 1.49. [[], corolario 3.3.10] Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es local-
mente compacto si y solo si existe un espacio compacto Y tal que X es homeomorfo a un
subespacio abierto A de'Y .

Teorema 1.50. Sean X un espacio topoldgico y'Y un espacio de Hausdorff. Si existe una
funcion f: X =Y suprayectiva y abierta, entonces Y es localmente compacto.

Demostracion. Seay € Y. Consideremos x € f~1(y) y un conjunto abierto U de X tal que

—X . .
x € X y U  es un subespacio compacto. Notemos que f(U) es un abierto de Y tal que

y € Y, ademas f(UX) es compacto y por lo tanto cerrado de Y. Luego, como f(U) es

cerrado de Y y también f(U)Y C f(UX)7 entonces f(U)Y es compacto. O
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1.2. Conexidad

La conexidad es un concepto importante en la topologia, intuitivamente al hablar de
conjuntos conexos nos referimos a conjuntos que consisten de una sola pieza (ver figura
1.1). A continuacién definimos la nocién de conexidad en términos mateméticos.

Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos conexos

Definicién 1.51. Un espacio topolégico X es conexo si no puede ser representado como
la union de dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios.

Es claro que en la definicién anterior podemos remplazar subconjuntos cerrados por
abiertos, es decir, un espacio topoldgico es conexo si no puede ser representado como la
uniéon de dos subconjuntos abiertos ajenos y no vacios. Por otro lado, diremos que un
espacio topolégico es disconexo si no es conexo.

Definicién 1.52. Sean X un espacio topoldgico y C' un subconjunto de X. Decimos que
C es un subespacio conexo si al ser considerado con la topologia inducida, es un espacio
conezo.

Teorema 1.53. Sea X un espacio topologico. Si C C X es conexo entonces para cada par
X1,X5 de subconjuntos separados de X tales que C' C X1 UX5 tenemos C C X7 0 C' C Xs.

Demostracion. Sean X7 y X5 subconjuntos separados de X tales que C' C X;UX5. Veamos
que los conjuntos X7 N C'y Xo N C son separados. Dado que

XiNCN(XaNC)c(XinC)n(XanC) =0,
ie., X1NCN(XaNC) =0y ademas
XoNCN(XiNC)C(XanC)n(X1NC) =0,

ie, XoNCN(X;NC)=0. Por lo anterior X; NC' y X5 N C son separados y notemos que
C = (X1NC)U(X3NC), empleando [5, teorema 6.1.7], tenemos que X1NC = 0 o XoNC = 0.
Sin perdida de generalidad supongamos que X; NC = 0, luego C = XoNC C Xs. O
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A continuacién presentamos algunos resultados los cuales nos permiten obtener conjun-
tos conexos a partir de conjuntos conexos dados.

Teorema 1.54. Sea {C;}scs es una familia de subespacios coneros de un espacio to-
poldgico X . Si existe un so € S tal que el conjunto Cs, no estd separado a ninguno de los
conjuntos Cs, entonces la union U Cs es conezo.

seS

Demostracion. Sea sy € S tal que el conjunto C5, no estd separado a ninguno de los

conjuntos C y supongamos que U Cy es disconexo, i.e., existen X7, Xs C X cerrados,
seS
ajenos y no vacios tales que U Cs = X1 U Xs. Por el teorema 1.53, C5, C X7 0 Cs, C Xo,

seS
sin perdida de generalidad supongamos que Cs, C X;. Veamos que para todo s € S, se

cumple que Cs C Xj. Sea s € 5, teorema 1.53, Cs C X3 o Cs C X», supongamos que
C;s C X,, dado que Cs, y Cs no estdn separados entonces Cs, NCs # 0 o Cs N Cs, # (. Si
Cs, NCs # 0y como

Cs, NCs C X1 N Xy =X, N Xy,
entonces X N Xy # () 1o cual es una contradiccién ya que X7 N X5 = 0. Por otro lado, si
CsNCs, # 0y como o o

C’sﬂC'SO c XoN Xy ZXgﬂXh
entonces X1 N X3 # () lo cual es una contradiccién ya que X; N Xz = (). Por lo tanto para
todo s € S, se cumple que Cs C X; de manera que Xo = () pero X5 # (), por lo tanto
hemos generado una contradiccién. Asi concluimos que U Cs es conexo. O

sesS

Los siguientes corolarios son inmediatos del teorema 1.54.

Corolario 1.55. Sean X wun espacio topoldgico y {Cs}scs una familia de subespacios

conexos de X . Si ﬂ Cs # 0, entonces U Cy es conexo.
seS seS

Corolario 1.56. Sea X un espacio topologico. Si un subespacio C' de X es conexo, entonces

—X
cada subespacio A de X que satisface C C A C C" también es conexo.

Teorema 1.57. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Entonces X es conexo si y solo
st para cada p,q € X y cada € > 0, existen xg,x1,...,%m € X tal que xog = p, Ty, = q ¥y
d(x;—1,x;) < € para cada i € {1,...,m}.

Demostracion. [=] Supongamos que X es conexo y sean p,q € X y € > 0. Dado que
S

X es compacto entonces existen xg,x1,...,Ts € X tales que X = U B (xi, %) Sean
i=1
B={Bla,§):ic{l....s}hy
C = {reX: existe B={By,Bs,...,B,} C B no vacio, finito e indexado tal que

p € By, * € B, y B;N B;y1 # () para cualquier i = 1,...,n — 1}.
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Veamos que C es abierto de X. Si x € C entonces existe B = {B1,Bs,...,B,} C B
no vacfo, finito e indexado tal que x € B,,. Como B,, € B, entonces existe k € {1,...,s}
tal que B,, = B(wy, 5), de ahi que B, es abierto de X. Ademads, notemos que para todo
z € By, se tiene que z € C, por lo tanto x € By C C. De manera que C es abierto.
Ahora, veamos que X \ C es abierto de X. Sea x € X \ C, entonces existe j € {1,...,s} tal
que = € B(xzj, 5), luego observemos que para todo w € B(z;, §), se tiene que w € X \ C
(ya que en caso contrario, implicaria que = € C, lo cual es una contradiccién). Por lo tanto
x € B(zj,5) € X \C, de donde se sigue que X \ C es abierto de X. En conclusién, C
es abierto y cerrado de X, ademds p € C por lo que C # (). Por lo tanto, dado que X es
conexo, se tiene que C = X.
Como g € X = C entonce existe B = {By, Bs,...,B,} C B no vacio, finito e indexado
tal que p € By, ¢ € B, y B; N B;y1 para cualquier k = 1,...,n— 1. Sea t = 1,...,n,
como B; € B entonces existe k € {1,...,s} tal que B; = B(xy, §), denotemos por y; = .
Evidentemente, d(p,y1) < €y d(yn,q) < €. Sea j € {2,...,n}, como Bj_1 N B; # 0
entonces existe x; € B;_1 N By, luego d(y;—1,y;) = d(yj—1,2;) + d(xj,y;) < §+ § = €
Por lo tanto los puntos yo = p,¥1, ..., Yn, Yn+1 = ¢ cumplen que d(y;_1,y;) < € para cada
je{l,...,n+1}

[«<] Supongamos que X es disconexo. Entonces existen A y B cerrados de X y distintos
del vacio tales que AUB = X y AN B = (. Luego, por [3, lema 5.3.1], se tiene que

d(A,B) > 0. Sean ¢ = A4, B)

tal que z9 = p, m = q y d(x;-1,2;) < € para cada i € {1,...,m}. Sea k = min{i €
{1,...,m} : x; € B}, luego d(xp_1,2x) < € (contradiccién, ya que € < d(A, B)). Por lo
tanto X es conexo. O

,p € Ay q € B, por hipétesis, existen zg,Z1,..., T, € X

La conexidad local desempena un papel fundamental en el desarrollo del Capitulo 3. A
continuacion, definiremos conceptos relacionados con esta nocién, demostraremos algunas
de sus propiedades y analizaremos ejemplos que nos ayudaran a comprender y visualizar
mejor los resultados.

Definicién 1.58. Sean X un espacio topoldgico y p € X. Decimos que X es localmente
conexo en p si para cada vecindad U de p existe un subconjunto abierto y conexo V de
X tal que p € V . C U. Un espacio topologico X es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.

Es importante mencionar que la conexidad no implica, ni es consecuencia de la co-
nexidad local. A continuacién, en los ejemplos 1.59 y 1.60, mostramos algunos casos que
ilustran esta afirmacion.

Ejemplo 1.59. Sea W = B((9,8),5) U B((20,15),5) C R2. Observemos que W es un
conjunto disconezo de R? (ver figura 1.2). Sin embargo para cada p € W y cada vecindad
V' de p podemos encontrar un abierto U de W tal que U es conexo y U C V. Por lo tanto
W es disconexo y localmente conexo.

Ejemplo 1.60. La funcién f : (0,1] — R? definida por f(x) = (m,sen (%)) para todo
x € X, es continua y (0,1] es un subespacio conexo de R, de ahi que

v (men (1)) e 50 a1},
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Figura 1.2: Grafica de W en R?

es un subespacio conexo de R?. Luego, por el corolario 1.56, tenemos que clg2(Y) es cone-
zo. Observemos que clg2(Y) =Y U{(0,y) € R? : y € [-1,1]}.

Por otro lado, veamos que Y no es localmente conexo en el punto (0,0). En efecto, conside-
remos B((0,0), %) y notemos que para cualquier abierto de (0,0) en clg2(Y) contenida en
la vecindad clgz(Y) N B((0,0), 1) contiene piezas separadas de la grdfica clg2(Y'), como se
puede apreciar en la figura 1.3. Por lo tanto clgz2(Y') es conexo pero no localmente conexo.

Figura 1.3: Gréfica de clgz(Y) y B((0,0), 1)

En el ejemplo anterior, el espacio clgz(Y') se conoce como la curva del topédlogo y la
denotaremos por Sp.

Teorema 1.61. Un espacio topoldgico X es localmente conexo si y solo si cada componente
de cada subconjunto abierto de X es abierto de X.

Demostracion. [=] Supongamos que X es localmente conexo y sean A un subconjunto
abierto de X y C una componente de A. Para cada ¢ € C, A es una vecindad de ¢ y
sabemos, por hipétesis, que X es localmente conexo, entonces existe una vecindad V. de ¢
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abierta y conexa tal que V. C A. Como C' es una componente de A y V. es conexo, V. C C

para cada ¢ € C, luego U V. = C. Dado que C es la unién de conjuntos abiertos entonces

ceC
concluimos que C' es abierto.

[«<] Supongamos que cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierto de
X. Sean x € X y V una vecindad de z, por la definicién 1.1, existe un abierto U de X
tal que x € U C V, dado que U es abierto de X entonces sus componentes son abiertas
y conexas. Sea C' la componente de U tal que z € C, por lo que C es abierta y conexa.
Ademas, evidentemente C' C V. O

En general la conexidad local no es una propiedad hereditaria, sin embargo, si se pre-
serva cuando consideramos subespacios abiertos.

Corolario 1.62. Sea X un espacio localmente conexo. Si A es abierto de X entonces A
es localmente conexo.

Demostracion. Sea M un subconjunto abierto de A, {M,};cs la familia de componentes
de M y {A;}ier la familia de componentes de A. Sea M; € {M;};cs, veamos que M; es
abierto de A. Dado que M; es conexo y ademds M; C A, entonces existe Ay € {A;}ier
tal que M; € Ay. Luego, dado que X es localmente conexo y A es abierto de X, por el
teorema 1.61, tenemos que Ay es abierto de X, de ahi que Ay N A es abierto de A. Por
lo tanto, M = (A N A) N M es abierto de A. En conclusién, hemos demostrado que cada
componente de cada conjunto abierto de A es abierto de A, entonces por el teorema 1.61,
tenemos que A es localmentea conexo.

O

Otra nocién importante relacionado con el concepto de conexidad local, es la conexidad
en pequeno.

Definicion 1.63. Sea X un espacio topologico y sea p € X. Decimos que X es conexo
en pequeno en p si para cada vecindad U de p existe una vecindad conexa V de p tal que
V c U. Ademds, X es conexo en pequeno si es conero en pequeno en cada uno de sus
puntos.

Teorema 1.64. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es conero en pequeno si y solo
si X es localmente conezo.

Demostracion. [=] Supongamos que X es conexo en pequenio y sean U un abierto de X
y C una componente de U. Dado que para cada ¢ € C existe una vecindad conexa V. de
c tal que V., C U més aun V, C C, luego por la definicién de vecindad existe un abierto
U. C V. que contiene a c. De manera que U U. = C y por ende C es abierto de X. Por lo

ceC
tanto hemos probado que cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierta

en X, asi por el teorema 1.61, X es localmente conexo.

[«<] supongamos que X es localmente conexo y sea p € X. Notemos que cualquier sub-
conjunto abierto de un punto p € X es también una vecindad de p, de ahi que si X es
localmente conexo en p entonces también es conexo en pequeiio en p. O
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Al probar la necesidad en el teorema anterior, se puede notar que puntualmente la
conexidad local implica la conexidad en pequeno, sin embargo el reciproco es falso como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.65. Sea X una sucesidn de abanicos armdnicos convergentes al punto p (ver
figura 1.4). Notemos que X es conexo en pequerio en p pero no es localmente conexo en tal
punto.

: ..0D

Figura 1.4: Sucesién de abanicos armonicos convergentes a p

Por lo anterior, concluimos que la conexidad local y la conexidad en pequeno son equi-
valentes globalmente pero no puntualmente.

Finalmente, los siguientes conceptos que estaremos definiendo son fundamentales para
comprender el teorema de arco conexidad (teorema 3.25).

Definiciéon 1.66. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es un arco si existe un
homeomorfismo « : [0,1] — X, donde [0,1] esta dotado con la topologia euclidiana. A los
puntos a(1) y «(0) se les llama punto inicial y final del arco, respectivamente; ademds se
dice que o une o conecta a los puntos a(0) y a(1).

Definicién 1.67. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es arco conexo si para
cada par de puntos p,q € X existe un arco que los une.

Definicién 1.68. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es conexo por caminos
st para cada par de puntos p,q € X, existe una funcion f : [0,1] — X continua tal que

9(0)=pyg(l)=gq.
Teorema 1.69. Sea X un espacio topoldgico. Si X es arco conexo entonces es conezo.

Demostracion. Sea xz, € X fijo pero arbitrario. Dado que X es arco conexo entonces para
cada x € X existe un homeomorfismo f, : [0,1] — X tal que f;(0) = zo y fo(1) = x, luego
por [5, teorema 6.1.3], tenemos que f,([0,1]) es conexo y ademds g,z € f,([0,1]). Como
x € f,(]0,1]) para toda & € X, por el corolario 1.55, se tiene que U f=([0,1]) es conexo
reX
pero notemos que U f=([0,1]) = X, asi concluimos que X es conexo. O
reX
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Observemos que el reciproco del teorema 1.69 no se cumple, para ello basta ver que
la curva del topolégo St es conexa (ver ejemplo 1.60), pero St no es arco conexa, hecho
que se demostrard en el teorema 2.30. Ademads, cabe aclarar que la arco conexidad y la
conexidad local son nociones independientes; con el ejemplo 1.59, mostramos la existencia
de espacios topolégicos que son localmente conexos pero no arco conexos y el siguiente
ejemplo muestra a un espacio arco conexo pero no localmente conexo.

Ejemplo 1.70. El peine del topologo es el subconjunto
(1
Pr:=(]0,1] x 0) U (0 x [0,1]) U U ({} x [0, 1])
n=1 n

de R? con su métrica inducida. El conjunto Pr es un conjunto arco conexo y no localmente
conexo.

Figura 1.5: Peine del topdlogo

1.3. Continuos

El concepto de continuo fue introducido por G. Cantor en 1883. Enseguida, presentamos
la definicién de este concepto.

Definiciéon 1.71. Un continuo es un espacio métrico con mds de un punto, conexo y
compacto.

A continuacién presentamos ejemplos de continuos. Entre los ejemplos que podemos
encontrar de un continuo, se encuentran las gréaficas finitas, que en palabras simples se
definen como la unién finita de arcos

Definicién 1.72. Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto cerrado, conexo
y no vacio de X.

El primer método que abordaremos para construir continuos a partir de una familia de
continuos dada, consiste en aplicar el siguiente resultado.
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Figura 1.6: Grafica finita.

o0

Teorema 1.73. [[5], corolario 6.1.19] La interseccion ﬂ X; de una sucesion decreciente
i=0

X1 D X9 D ... de continuos es un continuo.

En el teorema 1.73 mostramos un método para construir continuos; sin embargo, este
no es unico. De hecho, es posible obtener continuos de distintas maneras a partir de una
familia de continuos previamente dada. Otro método para construir continuos es mediante
descomposiciones semicontinuas superiores.

Definicién 1.74. Sea (X,0) un espacio topoldgico no wvacio. Sea P una coleccidn de
subconjuntos de X no wvacios y ajenos por pares tales que \|JZ = X (2 es llamada una
particion de X ). Sea

09)={%w c2:|Ju 0}

El conjunto O(2D) es una topologia para 9. El espacio (2,0(2)) es llamado un espacio
de descomposicion de X o simplemente una descomposicion de X. La topologia O(2)
es llamada la topologia de descomposicion. Enfatizamos que el término descomposicion
significa una particién con la topologia de descomposicion.

Definicién 1.75. Sea (X,0) un espacio topoldgico. Una particion 2 de X es llamada
semicontinua superior siempre que para cualquier D € 9, U € O y D C U, existe
VeOconDCV tal quesiAe D y ANV # 0 entonces A C U.

Teorema 1.76. [[15], Teorema 3.9] Cualquier descomposicidn semicontinua superior de
un espacio métrico es metrizable.

Teorema 1.77. [[15], Teorema 3.10] Cualquier descomposicion semicontinua superior de
un continuo es un continuo.

Teorema 1.78. [[15], Teorema 3.21] Sea X un espacio métrico compacto y'Y un espacio
métrico. Si f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces Y es compacto y
ademads

Py ={f""y):yeY},
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resulta ser una descomposicion semicontinua superior de X y homeomorfo a Y. Inversa-
mente, cualquier descompocision semicontinua superior de X es un espacio métrico com-
pacto la cual es una imagen continua de X.

Para la demostracién del siguiente resultado, es conveniente recordar la definicién de
punto de no corte.

Definicién 1.79. Sean X un espacio topoldgico conezo y p € X. Si X \ {p} es conezo
entonces p es llamado punto de no corte.

Teorema 1.80. Sean I = [0,1] y Z una descomposicion semicontinua superior de I. Si
todos los miembros de 9 son subcontinuos propios de I, entonces 9 es un arco.

Demostracion. Como I es un continuo, por el teorema 1.77, 2 es continuo. Por otro lado,
denotemos por Dy y D; los elementos de & que contienen a 0 y 1, respectivamente. Dado
que Dy y Dy son conexos que continen puntos de no corte de I entonces I\ Dy e I\ Dy
son conexos, de ahi que Dy y D7 son puntos de no corte de 2 ([15, ejercicio 6.24 (b)]).
Luego, supongamos que existe T € 2\ {Dy, D1} tal que es punto de no corte de 2, por
[15, ejercicio 6.24 (b)], I \ T es conexo. Sea t € T, definamos los siguientes conjuntos:

A={D e 2\{T}:d <t paratodo d € D}
y
B={D e 2\{T}:d>tparatodod e D}.

Observemos que I\T = |J AU|J B pero | JAU|J B = 0 de ahi que | J AUJ B es disconexo,
i. e. , I'\ T es disconexo, lo cual es una contradiccién ya que I\ T es conexo. Por lo tanto
2 tiene exactamente dos puntos de no corte asi, por [15, teorema 6.17], Z es un arco. 0

En topologia, una idea fundamental consiste en estudiar no solo los puntos de un es-
pacio, sino también los conjuntos compactos que contiene. Esta perspectiva da origen a
los llamados hiperespacios, que son espacios cuyos puntos representan subconjuntos del
espacio original.

Para un espacio topolégico X definimos

2X = {A : A es un subconjunto cerrado y no vacio de X}

C(X)={A€2%: Aes conexo}.

Definicién 1.81. Sea (X, d) un espacio metrico compacto. Para cada ¢ > 0 y cada A € 2%,
definimos
Ny(e, A) = {z € X : d(z,a) < € para algin a € A}.

Dados A, B € 2%, definimos
Hy(A,B) =inf{e >0: A C Ny(e,B) y BC Ny(e,A)}

A la métrica Hyq en 2% se conoce como la métrica de Hausdorff inducida por d (ver [9,
teorema 9.1]) y la topologia para 2% obtenida a partir de ella es un invariante de métricas
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equivalentes para X (i.e., si B1 y P2 son métricas para X, cada una de las cuales da la
topologia O de X, entonces la topologia para 2% obtenida de Hg, y la obtenida por Hg, son
idénticas); los espacios 2% y C(X) con la topologia obtenida a partir de Hy son llamados
hiperespacios de X.

Teorema 1.82. [[15], ejercicio 4.27] Sean X y Y espacios mélricos compactos. Si f : X —
Y es una funcidn continua entonces la funcion f* : 2% — 2Y tal que
T (A) = f(4) para cada A € 2%,

es continua.

Definicién 1.83. Sea € una coleccion de conjuntos. Un elemento maximal de € es un
F € € tal que ningin otro miembro de € contiene propiamente a F. Por otro lado, un
elemento minimal de € es un E € € tal que ningin otro miembro de € esta contenido
propiamente en E.

Teorema 1.84. [[10], ejercicio 4.34] Sea X un espacio métrico compacto. Si € es un
subconjunto cerrado y no vacio de 2%, entonces existe un elemento mdzximal de € y un
elemento minimal de €

Sean X un espacio métrico compacto y {A4;}$2; una sucesién de subconjuntos compactos
no vacios de X. Decimos que {4,}32, converge a A (escribimos A; — A) silimA; = Ao
lim; oo Hy(A;, A) = 0 donde Hy es la métrica de Haussdorff para 2% . Si debemos pensar

que la convergencia tiene lugar en 2% o en X depende en general de la situacién, y el
contexto indicard cual es el apropiado.

Teorema 1.85. [[17], ejercicio 4.38] Sea {A;}32, una sucesion en 2! tal que lim A; = A
donde A # I y A; # I para cualquier i. Sea J una componente de I\ A. Entonces existe
una sucesion {J;}$2, de componentes de J; de I'\ A; tal que lim J; = J.

Definicién 1.86. Sean (X,0;) y (Y,0z) espacios topoldgicos. Una funcion F : X — 2Y
se dice que es semi continua superior en un punto p € X, siempre que si U € O tal
que F(p) C U, existe V. € Oy tal que p € V y F(z) C U para todo x € V. Una funcién
F: X —2Y esllamada semicontinua superior siempre que F sea semicontinua superior
en cada punto de X.

Teorema 1.87. [[15], teorema 7.4] Sean X yY espacios métricos, compactos y no vacios.
Supongamos que a) — d) se cumplen:

a) F,: X — 2V es semicontinua superior para cadan=1,2,...;
b) Fn(xz) D Fpy1(z) para cada z € X y cadan=1,2,...;
c) Y =U,cx Fu(z) para cadan=1,2,,...;
d) lim,,— oo diam[Fy,(2)] = 0 para cada x € X.
Ast, existe una funcion continua f de X sobre Y. De hecho, tal f puede definirse como
f(x) = el dnico punto en ﬁ F,(x)

n=1

para cada x € X.



CAPITULO 2

Compactaciones

Un problema fundamental en topologia consiste en extender un espacio topoldgico dado
a uno que posea propiedades deseables, como la compacidad. En este capitulo, exploraremos
la teorfia general de las compactaciones y presentaremos la compactacién de Alexandroff,
una técnica que permite transformar un espacio topolégico localmente compacto y Haus-
dorff en un espacio compacto anadiendo un tnico punto, denominado “punto del infinito”.

En esta seccién se introduce la definicién de compactacién de un espacio topolégico,
junto con algunos ejemplos ilustrativos. Posteriormente, se presentan propiedades generales
de las compactaciones y se establecen las condiciones bajo las cuales un espacio topoldgico
admite una compactacién.

Definicién 2.1. Una compactacion de un espacio topoldgico X es un par (Y, c), donde
Y es un espacio compacto y c: X —'Y es un encaje homeomorfo tal que cly (¢(X)) =Y.

A continuacién, se muestran algunos ejemplos sencillos que facilitan la comprensién del
concepto previamente definido.

Ejemplo 2.2. Consideremos el intervalo abierto (0,1) en R2, con la topologia euclidiana
inducida. Como es bien conocido, este conjunto no es compacto. Sea f : (0,1) — [0,1] la
funcion definida por f(x) = x. Evidentemente el par (f,[0,1]) constituye una compactacion
de (0,1).

21
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Ejemplo 2.3. Sea D = {(x,y) € R? : 22 + 4? < 1}. Consideramos a D con la topologia
inducida por la métrica euclidiana de R?. Este conjunto no es compacto, ya que no es un
cerrado de R%. El par (g, D), donde g : D — D es la funcion definida por g(x,y) = (x,v),
constituye una compactacion de D.

D D

Observacion 2.4. En adelante, por compactacion de X nos referiremos no solo a un par
(Y,c), sino también al espacio compacto Y en el que X puede estar encajado como un
subespacio denso. Las compactaciones de un espacio X se denotardn habitualmente por los
stmbolos cX, ¢; X, aX, etc., donde ¢, ¢; y a son los simbolos para los encajes homeomorfos
de X en la compactacion correspondiente. Por lo tanto, al considerar una compactacion
como un espacio siempre sabremos qué encaje homeomorfo se estd utilizando. Asi para una
compactacion cX de un espacio X tenemos

c: X =X, c|X: X = ¢(X) es un homeomorfismo, y ¢(X) = cX.
Definicién 2.5. Sea ¢X una compactacion de un espacio X. El conjunto
cX\e(X)={recX :z¢cX)}
es llamado el residuo de la compactacion cX.

Proposicién 2.6. Sean X1, Xy espacios topoldgicos y (Y, ¢) una compactacion de Xy. Si
f: Xa — X1 es un homeomorfismo entonces (Y, co f) es una compactacion de Xo. Ademds,
Y\ ce(X1) =Y\ (co f)(X2).

Demostracion. Dado que ¢: X7 — Y es un encaje homeomorfo entonces ¢ = iy, o h donde
L CY y h es un homeomorfismo entre X; y L. Luego ho f es un homeomorfismo entre Xs
y L, de manera que co f : Xo — Y es un encaje homeomorfo. Ademés cly (c ) f(Xg)) =
cly (¢(X1)) =Y. Por lo tanto (Y, co f) es una compactacién de X,. Finalmente, observemos

que Y\ (co f)(Xa) = ¥\ (c(f(Xg))) =Y\ e(X2). O
A continuacién, demostramos algunas propiedades que poseen las compactaciones.

Proposicion 2.7. Sean X un espacio topoldgico y ¢X una compactacion de X. Las si-
guientes propiedades se cumplen:

a) Y| <22,

b) w(Y) < 24X,



23

c) St X es conexo entonces cX es un continuo.

Demostracion.  a) Como ¢ es una funcién continua, por el teorema 1.17, tenemos que
d(Y) < d(X). Asi, por lo anterior y el teorema 1.18, tenemos que

Y| < 22" < 92",

b) Dado que d(Y') < d(X), entonces por el teorema 1.19, se cumple que

w(Y) < 24Y) < 9d(X),

¢) Dado que ¢ es una funcién continua y X es conexo entonces ¢(X) es conexo. Luego,
tenemos que ¢X = ¢(X), y la cerradura de un conjunto conexo es conexa, de ahf
que c¢X es conexo. Ademds, por definicién, ¢X es compacto, de manera que cX es un
continuo.

O

A partir del teorema anterior y del teorema 1.41, podemos deducir que todas las com-

. . . a(x)
pactaciones de un espacio X son subespacios del cubo de Tychonoff 12" .

Por otra parte, no siempre es posible hallar una compactaciéon para todo espacio no
compacto. El teorema 2.9 proporciona una condicién necesaria y suficiente para que un
espacio admita una compactacién.

Lema 2.8. Si un espacio topologico X estd encajado en un espacio compacto Y , entonces
X tieme una compactacion.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico encajado en un espacio compacto Y, por la
observacién 1.22, existe un homeomorfismo f : X — f(X) donde f(X) C Y. Observemos
que el par (cly(f(X)),i o f) donde ¢ denota el encaje de f(X) en cly(f(X)), es una
compactacion del espacio X. O

Teorema 2.9. Un espacio topoldgico X tiene una compactacion si y solo si X es un
espacio de Tychonoff.

Demostracion. [=] Supongamos que X tiene una compactacién (Y, ¢). Luego, por la defi-
nicién 2.1, ¢ es un encaje homeomorfo de X en Y donde Y es un espacio compacto i.e.,
X estd encajado en un espacio compacto. Asi, por el teorema 1.43, X es un espacio de
Tychonoff.

[«<] Supongamos que X es un espacio de Tychonoff, por el teorema 1.43, X estd encajado
en un espacio compacto asi, por el lema 2.8, X tiene una compactacion. O

Teorema 2.10. Si X es un espacio de Tychonoff entonces tiene una compactaciéon (Y, c)
tal que w(Y) = w(X).

Demostracion. Sea X un espacio de Tychonoff, veamos los siguientes casos:
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1. Siw(X) < g, por el teorema 1.15, X es finito y por lo tanto compacto. Por otro lado,
dado que X es un espacio de Tychonoff, por el teorema 2.9, X tiene una compactacién
(Y,c) donde Y es un espacio compacto, luego, por el teorema 1.34, se deduce que Y’
es un espacio de Hausdorff. Por lo tanto, por el teorema 1.31, ¢(X) es cerrado de Y
de manera que ¢(X) = cly (¢(X)) =Y, as{f w(X) = w(c(X)) = w(Y).

2. Si w(X) > Ng, por el teorema 1.27, X esta encajado en I*(X) de ahi que existe
un homeomorfismo f : X — K donde K C I"X). Sea Y = cljux)(K), como
Y es cerrado de I"X) y sabemos, por el teorema 1.40, que I“X) es un espacio
compacto, entonces Y es compacto. Por otro lado, por los teoremas 1.13 y 1.14 y por
la observacion 1.26, tenemos que

w(X) =w(K) <w(Y) <wl*X)) <w(X),

por lo tanto w(Y) = w(X). Si ¢ = i o f donde i denota el encaje de K en I*(X)
entonces la pareja (Y, ¢) es una compactacién de X tal que w(Y) = w(X).

O

Teorema 2.11. Sea X un espacio de Tychonoff. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) FEl espacio X es localmente compacto;
b) Para cada compactacion cX del espacio X el residuo ¢X \ ¢(X) es un cerrado de cX;

¢) Euxiste una compactacion cX del espacio X tal que el residuo ¢X \ ¢(X) es un cerrado
de cX.

Demostracion. [a) = b)] Sean X un espacio localmente compacto y ¢X una compactacion
del espacio X. Dado que ¢|* es un homeomorfismo, por el teorema 1.50, ¢(X) es un espacio
localmente compacto, luego por el teorema 1.48, ¢(X) es abierto de cly (¢(X)) = ¢X, es
decir ¢X \ ¢(X) es cerrado de cX.

[b) = c¢)] Esta implicacién es inmediata.

[¢) = d)] Supongamos que existe una compactacién c¢X del espacio X tal que el residuo
cX \ ¢(X) es cerrado de cX, de manera que ¢(X) es abierto de ¢X. Ademés, dado que ¢X
es una compactacién entonces c|X es un homeomorfismo, de ahi que X es homeomorfo a
¢(X) . Debido a lo anterior y por el teorema 1.49, X es localmente compacto. O

2.1. Orden en la familia de compactaciones

En esta seccion se define cuando dos compactaciones de un mismo espacio topolégico
son equivalentes (definicién 2.12) y se demuestra que esta relacién define una relacién
de equivalencia sobre la familia de todas las compactaciones de un espacio topoldgico
dado (teorema 2.13). Luego, en el teorema 2.17 se establece que el conjunto de clases de
equivalencia inducido por esta relacién admite una estructura de orden parcial. El objetivo
principal de esta seccién es sentar las bases necesarias para definir la compactacion de
Stone-Cech y probar su existencia.
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Dado X un espacio topoldgico, denotaremos por C(X) a la familia de todas las
compactaciones de X.

Definicién 2.12. Sean X un espacio topoldgico y c1X,ce X € C(X). Las compactaciones
a1 X ycaX son equivalentes si existe un homeomorfismo f: c1X — coX tal que focy(z) =
ca(x) para todo x € X. Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo.

XLCQX

oL A

ClX

Por lo tanto, dos compactaciones son equivalentes si son homeomorfas y si el espacio X
estd encajado en ambas de la misma manera. Cuando c1 X y co X sean dos compactaciones
equivalentes del espacio X, lo denotaremos por c1 X = cp X.

~

Proposicion 2.13. Sea X un espacio topoldgico. La relacion = es de equivalencia en
C(X).

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico.
REFLEXIVA Sea c¢X € C(X) y consideramos el homeomorfismo Id.x entonces

Id.x oc(x) = ¢(x) para todo z € X,

de ahi que cX & cX.
SIMETRICA Sean ¢1 X, X € C(X) tales que ¢; X = ¢ X, entonces existe un homeomorfis-
mo f:c1 X — X tal que

foci(z) = ca(x) para todo z € X.
Es claro que f~! : ¢ X — ¢; X es un homeomorfismo y ademés
ci(z) = frofoci(x) = f ! ocy(x) para todo x € X,
por lo tanto co X =2 1 X.
TRANSITIVA Sean ¢1X,c2X,c3X € C(X) tales que c1 X = X y 2 X = ¢3X, entonces

existen homeomorfismos f: c; X — 2 X y g: coX — c3X tales que

foeci(x) = ca(x) para todo z € X

goca(x) = cg(x) para todo z € X.

Evidentemente g o f : ¢y X — ¢3X es un homeomorfismo y ademés
go(focy)(x) =goca(x) = c3(x) para todo z € X,

por lo tanto ¢1 X = c3X. O
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Por la proposicién 2.13, para cada uno de los elementos de la familia de compactaciones
de X, podemos definir su clase de equivalencia. En adelante cada una de las clases de
equivalencia se considerardn como una tunica compactaciéon de X que se denotard como
cX, donde cX es un representante de la clase de equivalencia a la cual pertenece cX.
Denotaremos por C(X) a la familia de todas las clases de equivalencia de C(X).

Observacién 2.14. SicX es una compactacion de un espacio compacto X, evidentemente,
c(X) = c¢X y por ende ¢ es un homeomorfismo. Asi, para cualesquiera dos compactacio-
nes c1X,co X de un espacio compacto X, la funcion f = cg o0 cfl 1 X — X es un
homeomorfismo tal que f o c¢1(x) = co(x) para cada x € X, de manera que cualesquie-
ra dos compactaciones de un espacio compacto son equivalentes. En particular, cualquier
compactacion de un espacio compacto X es equivalente a la compactacion (X, Idx).

A continuacién, se introduce una relacién en la familia C(X), y se demostrard en la
proposicién 2.17 que constituye una relacién de orden en dicho conjunto.

Definicién 2.15. Sea X un espacio topolégico. Se define la relacion < en la familia C(X)
del siguiente modo: dado ¢1 X, ce X € C(X), se dice que coX < 1 X si y solo si existe una
funcion continua f : 1 X — coX tal que (f o c1)(x) = ca(x) para todo x € X, es decir,

fler(X)) = eca(X).

En el siguiente resultado se estudian propiedades de la funcién f introducida en 2.15,
en particular mostraremos que f es una funcién suprayectiva.

Teorema 2.16. Sean X un espacio topoldgico y c1 X,coX € C(X). Si f: 1 X — o X es
una funcidn continua tal que (f o c1)(x) = ca(x) para todo x € X, entonces

fler(X)) = ca(X) y fler X \ c1(X)) = c2X \ ea(X).

Demostracion. Dado que f : ¢4 X — ¢ X es una funcién continua tal que f(c1(X)) =
c2(X). Luego f(c1(X)) = c2(X), pero por el corolario 1.35, tenemos que f(c1(X)) =
fle1(X)), ast

flaX) = f(a(X)) = f(a(X)) = ca(X) = 2 X,
1. €., f(61X) = C2X.

Afirmacién. La funcién f|cl(X) es un homeomorfismo.

Demostracion. Veamos que f|°1(X) = ¢5|¥ o (¢;|¥) 1. Sea y € ¢1(X), dado que ¢;|¥
es un homeomorfismo entonces existe un tinico z € X tal que ¢;|* (z) = y, luego

z = (aa) 7 (el ¥ (@) = (@) (),
de manera que
fy) = flel* (@) = e2l* (2) = eo ¥ [(ea*) T (®)] = el ¥ o (ea|¥) M (),

por lo tanto, f|°(X) = ¢y|X o (¢1]%)~ 1. Como f|(X) es la composicién de homeo-
morfismos entonces concluimos que f|°*(X) es homeomorfismo.
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Sabemos que ¢1(X) es un subespacio denso de ¢; X y debido a la afirmacién anterior,
sabemos que f|°1(X) es homeomorfismo, asi por el lema 1.11, f(c; X \ 1 (X))N (e (X)) =0
y como f(c1(X))U f(er X \ e1(X)) = f(e1 X), entonces

fler X\ er(X)) = f(earX)\ fer(X)) = X\ ea(X),
i. e, flaaX\ c1(X)) =X\ c2(X). O

Proposicién 2.17. Sea X un espacio topoldgico. La relacion < es una relacion de orden

en C(X).

Demostracion. REFLEXIVA Si cX € C(X) y consideramos la funcién continua Id.x, enton-
ces
Id.x oc(x) = ¢(x) para todo = € X,

de ahi que cX < cX.
TRANSITIVA Sean ¢1X,c0X € C(X) tales que (1 X < c2X y coX < ¢3X, entonces existen
funciones continuas f: c1 X — 2 X y g: co X — c3X tales que

foci(x) = ea(x) para todo x € X

goca(x) = cg(x) para todo x € X.

Evidentemente g o f : c; X — ¢3X es una funcién continua y ademads
go(foci)(z) =goce(x) =cs(x) para todo x € X,

por lo tanto ¢1 X < c3X.

ANTISIMETRICA Sean ¢1 X, co X € C(X), veamos que ¢; X = o X siy solosi ;X g 2 X y
c2X =< c1X. Supongamos que c1 X = ¢ X, entonces existe un homeomorfismo f : c; X —
co X tal que focy = cg, de ahi que co X < ¢ X. Dado que = es una relaciéon de equivalencia
entonces co X = ¢ X por lo que existe un homeomorfismo g : co X — ¢1 X tal que gocs = ¢y,
de ahi que c1 X < 2 X.

Por otro lado, supongamos que c; X < 2 X vy 2 X < ¢1 X, por la definicién 2.12, existen
funciones continuas f1 : c1 X — c2 X y fo: o X — 1 X tales que froci =coy faoco =cy.
Observemos que fo o fi 0oc; = fooce = ¢, luego sea y € ¢1(X) por lo que existe un unico
x € X tal que ¢1(x) =y asi

fao fily) = f2o filer(z)) = fao froci(z) = er(x) =y,
de manera que f o filc,(x) = Ide, x [¢, (x). Sea
B={reaX: foo fi(zx)=1d,x(z)}
Observemos que ¢1(X) C B, de ahi que

aX =clg,x(c1(X)) Cele,x(B) C a1 X,
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i. e., clo, x(B) = 1 X pero, por el teorema 1.7, tenemos que B es cerrado de ¢; X, por lo
tanto B = ¢1 X, asi fy o fi = id.,x. De manera similar, obtenemos que f; o fo = Id.,x.
Observemos que f> actia como funcién inversa de f1, por lo que f; es biyectiva y ademas
sabemos que f5 es continua, por lo tanto f; es un homeomorfismo tal que f; o ¢c; = ¢o, de
ahi que c1 X = ¢ X.

O

Al demostrar la antisimetria de la relacién <, obtenemos un criterio que permite ca-
racterizar cudndo dos compactaciones son equivalentes. Esta caracterizacién se enuncia en
el corolario 2.18. Mas adelante, se presentan otras condiciones necesarias y suficientes para
establecer la equivalencia entre dos compactaciones de un mismo espacio.

Corolario 2.18. Dos compactaciones c1 X y caX de un espacio X son equivalentes si y
solo si c1 X < coX yeo X <1 X.

Teorema 2.19. Las compactaciones c1 X y ca X de un espacio X son equivalentes si y solo
st para cada par A, B de subconjuntos cerrados de X, se tiene que

c1(A)Ner(B) =0 siy solo si ca(A) Nea(B) = 0.

Demostracion. [=] Supongamos que ;X = ¢ X, por lo que existe un homeomorfismo
fica1X = X tal que focy = co. Sean A y B subconjuntos cerrados de X, veamos que si
c1(A) Nep(B) = 0 entonces co(A) Nea(B) = (. Dado que f es un homeomorfismo entonces
existe su inversa, f~!, tal que ¢; = f~! ocy; asi por lo anterior y haciendo uso del teorema
1.35, tenemos que

fHea(A)Nea(B) C fHea(A) N (ea(B)
= [He2(A)) N fH(c2(B)
= c¢1(A)Ne(B)
= 0.

De ahi que f~(co(A) Nea(B)) = B, por lo tanto
e2(A) Nea(B)) = f | f~H(e2(A) Nea(B))| = f(0) = 0.

De forma similar se demuestra que si A y B son subconjuntos cerrados de X tales que
c2(A) Nea(B) =0, entonces ¢1(A) Ner(B) = 0.

[«<] Ahora supongamos que para cada par A, B de subconjuntos cerrados en X se cumple
que

c1(A)Necy(B) =0 siy solo si ca(A) Nea(B) = 0.

Consideremos las siguientes funciones

fir=mcaohy:c(X) =X y far=caohy:c1(X) = X,

donde h; : ¢;(X) — X es la inversa del homeomorfismo ¢;|X para i = 1,2. Dado que f; y

f2 son composiciones de funciones continuas entonces f; y fo son funciones continuas.
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Afirmacion. Para cada par Bi, By de subconjuntos cerrados en c¢; X tales que B N
Bi =0, se tiene que f7(Bi) N ;i Y(BL) =0, parai=1,2.

Demostracion Sean B}, B3 subconjuntos cerrados en ¢; X tales que BfNBa = (). Dado
que h; es un homeomorfismo entonces hy(Bi) y hi(B3) son subconjuntos cerrados
de X. Ademds

c1[hi(BY)] Ney [hi(BY)] € Bi N B =0,

luego haciendo uso de la hipétesis, tenemos que cg [h1 (B})]Nea [h(B3)] = 0. Notemos
que
(f)™ = (croha)™ = (ha) o (c) ™ = a0,

por lo tanto f; ' (B}) N f;1(B) = 0.
De manera similar, se prueba que para cada par B7, B2 de subconjuntos cerrados en
e X tales que Bf N B3 = (), se tiene que fy '(B2)N fy ' (B2) = 0.

De la afirmacion anterior, fi; y f2 cumplen las hipotesis del teorema 1.39, asi f1 y fa2 se
pueden extender a las siguientes funciones continuas

Cy 00X - X y Ci:0X = X,
respectivamente. Sea x € X, luego ca(x) € c2(X) por lo que
Ca(ez(x)) = (e1 0 ha)(ca] ¥ (2)) = [(e1 0 h2) 0 ea|¥](2) = [e1 0 (ha 0 2] )] (2) = 1 (),

de ahi que C5 o co = ¢, por lo tanto c; X =< ¢2X. De manera andloga se prueba que
c2X < c1X. Finalmente, dado que < es antisimétrica, entonces c; X = ¢y X. O

Dado que estamos induciendo una relacién de orden parcial y no total en C(X), enton-
ces existen dos compactaciones de un mismo espacio topoldgico no compacto que no son
comparables entre si respecto a la relacién <. En la siguiente seccién hallaremos ejemplos
que ilustran esta afirmacion.

El siguiente teorema establece una propiedad importante de la familia C(X).

Teorema 2.20. Toda subfamilia no vacia Co C C(X) tiene una minima cota superior, con
respecto al orden < en C(X).

Demostracion. Sea Cyp = {csX}ses v co = Dseses : X — HCSX la diagonal de Cy.
sSES

Por el teorema 1.24, ¢y es un encaje homeomorfo. Sea ¢y X la cerradura de ¢o(X) en
H csX. El teorema 1.30 y 1.40, implican que ¢y X es un espacio compacto. Por lo que
seS

coX € C(X). Veamos que ¢pX es la minima cota superior de la familia Cy. Sea s € S
V Ds : H ¢sX — c¢sX la funcién proyeccién. Sea x € X, entonces (ps|e,x © ¢o)(z) =

sesS

Dsleox (€o(2)) = Pslegx ({es(2) }scs) = cs(z). Dado que la restriccién ps|e, x es una funcién
continua, tenemos que c; X < cpX para cada s € S.
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Supongamos que existe cX € C(X) tal que ¢, X < ¢X para cada s € S. Luego, para
cada s € S existe una funcién continua fs : cX — ¢;X tal que (fs o ¢)(z) = ¢s(z), para
cada x € X. Sea F = Agcsfs la diagonal de la familia { fs}scs, note que F' es una funcién
continua. Sea z € X, entonces (Foc)(z) = F(c(z)) = {fs(c(2))}ses = {cs(2) }ses = co(x).
Por lo tanto, F(c(X)) = co(X), del corolario 1.35, se tiene que F(cX) = ¢y X. Por ende,
F:cX — ¢pX es una funcién continua tal que (F o ¢)(x) = ¢o(x) para todo = € X, por
lo que g X < cX. Asi, concluimos que ¢y X es la minima cota superior de la subfamilia
Co. O

El siguiente resultado es una consecuencia directa de los Teoremas 2.9 y 2.20.

Corolario 2.21. Para cada espacio X de Tychonoff existe en C(X) un elemento mazimal
con respecto al orden <.

El elemento maximal en C(X) es llamada la compactacién de Stone-Cech de X.

2.2. Compactacion de Alexandroff

Los objetivos principales de esta seccién son, en primer lugar, construir la compactacién
cuyo residuo consta de un solo punto y, en segundo lugar, establecer las condiciones que
debe cumplir un espacio topolégico X para que la familia C(X) posea un elemento minimal.
En lo que sigue, si (X, O) es un espacio topolégico y 2 ¢ X, utilizaremos la notacién Oq
para referirnos a la coleccién:

Oq=0U{{Q}U(X\ F): F es un subespacio compacto de X}.

Lema 2.22. Sean (X,0) un espacio de Hausdorff y Q ¢ X. Entonces (X U {Q},Oq) es
un espacio topoldgico. Mds ain, si X es localmente compacto, entonces (X U{Q},O0q) es
un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Para probar que Ogq es una topologia en X U{Q}, verificaremos que cumple
las siguientes propiedades:

1. 0, X U{Q} € Oq
2. Si Uy, Uy € Og entonces Uy NU; € Og.

3. Si {Us}ses C€ Oq entonces U Us € Oq.
seS

A continuacién demostraremos que Ogq, en efecto, cumple con estas propiedades.
1. Por vacuidad el conjunto @) es subespacio compacto de X entonces
{QUX ={Q}U(X\0) € Oq.
Por otro lado, para probar que @ € Ogq, basta notar que ) € O.

2. Sean Uy, U; € Og. Tenemos los siguientes casos:
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2.1 Si U1,U; € O y dado que O es una topologia, se tiene que U; N Uz € O, de ahi
que U NU; € Og.

2.2 Si Uy, Us ¢ O entonces existen subespacios compactos Fy, Fr de X tales que

U= {QUX\F) v Us={Q U(X\ ).

Uinly = [{QUX\RA)IN[{Q}U X\ )]
{QUIXN\F) N (X Fy)]
= {QUX\ (R U

Luego, por el corolario 1.33, se tiene que F; U F5 es un subespacio compacto de
X, de ahi que Uy N U3 € Oq.

2.3 Sin perdida de generalidad, si U; € Oy U, ¢ O. Existe F' subespacio compacto
de X tal que Uz = {Q} U (X \ F). Asi

UlﬂUQZUlﬂ[{Q}U(X\F)]:Ulﬂ(X\F).

Por el teorema 1.31, F' es un subconjunto cerrado de X, de manera que X \ F' €
O, por lo tanto Uy NU> € O C Oq.

3. Sea {Us}ses C Ogq. Definamos los siguientes conjuntos:
S1={s€S:U;€0}y Sa={seS:Us ¢ O}.

Tenemos los siguientes dos casos:

3.1 Si S5 =0, entonces S; = S y recordemos que O es una topologia en X, por lo
tanto U U, = U Us; € O C Oq.
seSs sES

3.2 Si Sy # 0 entonces para cada j € Sy existe un subespacio compacto F; de X tal
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que U; = {Q} U (X \ F}). Luego

Uv. = Juulu
ses 1€S51 JES2

= Uuu oo Uxm)

1€S1 JES2

= {Qu|JuulJx\E)

1€S1 JES2

= {Qu|Juulx\F
€51 JES2

= {Qu|x\({x\JUunF

1€ST JES2

= {Qu|x\ | O &x\u)n () F

i€Sq JES2

Sea s, € 59 fijo pero arbitrario y observemos que ﬂ (X\U;)N ﬂ F; es cerrado
i€S JESs
de F;, y ademds sabemos que F, es compacto, de ahi que ﬂ (X\U;)N ﬂ F;
€S JES2
es compacto en Fy  y por ende compacto en X. Por lo anterior U Us € Oq.
ses

Para la segunda parte del enunciado, supongamos que X es un espacio localmente
compacto y sean z,y € X U{Q}. Siz,y € X, dado que X es de Hausdorff, entonces existen
UV eOtalesquez € Uy e VyUNV =0, pero evidentemente U,V € Oq. Por otro
lado, si x € X y y = . Dado que X es localmente compacto entonces existe una vecindad
T de x tal que T es compacto. Como T es vecindad de z entonces existe U abierto de X,
y por ende abierto de X U {Q}, tal que z € U C T. Por otro lado, sea V = (X U{Q})\ T,
veamos que V es abierto de X U {Q2}. En efecto, como

V=XU{QY\T=X\T)U({Q\T) ={Qt U (X\T),

por como definimos a Oq, V € Ogq. Por lo tanto, existen U,V € Oq, x € U,y € V y
UNV =0. En conclusién X U {Q} es un espacio de Hausdorfl. O

Teorema 2.23. Sean (X, O) un espacio topoldgico localmente compacto pero no compacto,
y Q ¢ X. El par (X U{Q},0q),w) donde w es el encaje de X en X U {Q}, es una
compactacion de X con residuo un solo punto. Esta compactacion de X se denomina la
compactacion de Alexandroff de X, y la denotaremos por wX .
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Demostracion. Por el lema 2.22, sabemos que (X U {Q}, Oq) es un espacio topolégico de
Hausdorff, por lo que resta probar que es compacto. sea {Us}scs una cubierta abierta de
X U {Q}, por lo que existe so € S tal que 2 € U,,. Como Uy, es abierto de X U {Q} y
) € U,, entonces existe un subconjunto compacto F' de X tal que Us, = {Q} U (X \ F).
Asi
X\Usy = X\{QUXN\F)] = (X\{QY)NF=F,
por lo que X \ Us, es un subconjunto compacto de X. Por el teorema 1.32, existe un
k
conjunto finito {sy,...,sx} C S tal que X \ Uy, C U Us,. De modo que
i=1

k k k
Uu. cJu., =xu{}=x\U,) U, c|JU, U, =],
=0

=0 i€S =1

k
i e, XU{Q}= U Us,. Por lo tanto wX es compacto.
i=0

Por otro lado, es claro que la funcién w es un encaje homeomorfo. Ahora veamos que w(X)
es denso en X U {Q2}. Para ello, supongamos que {2} es abierto, como {2} ¢ O, entonces
existe T compacto de X tal que {Q} = {Q}UX\ T, de manera que X \T = ) por lo que se
deduce que T'= X, lo cual es una contradiccién (ya que por hipétesis X no es compacto).
De manera que {2} no es abierto de X U {Q}, por lo tanto cualquier conjunto abierto no
vacfo de X U {Q} interseccién con X es distinto del vacio. Por lo anterior, X es denso en
X U{Q}. O

En el teorema 2.23 se establece que, para cualquier espacio topolégico que sea localmente
compacto pero no compacto, existe su compactacion de Alexandroff. En los siguientes
resultados se exponen algunas de las propiedades que posee dicha compactacion.

Teorema 2.24. Sea X un espacio localmente compacto pero no compacto. La compactacion
de Alexandroff wX de X tiene las siguientes propiedades:

a) w(X)=wwX)
b) wX es el elemento minimo de C(X) con respecto al orden <;

¢) Toda compactacion de X con residuo un solo punto es equivalente a la compactacion
de Alexandroff wX ;

Demostracion.  a) Veamos que w(X) = w(wX). Observemos que w(X) > Ry ya que en
caso contrario, 4. e., si w(X) < Ny entonces X seria compacto pero por hipdtesis
sabemos que X no es compacto. Sea F' un espacio compacto fijo pero arbitrario de
X, y sean

Considerando m = w(X) y {A;}i=1,2 cubierta de wX, aplicando el [5, corolario
3.1.20], tenemos que w(wX) < w(X). Ademds, dado que X C wX entonces w(X) <
w(wX). Por lo tanto, w(X) = w(wX).
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b)

Sea ¢X € C(X) y definamos la funcién f: ¢X — wX por

wlc ™ (z)) si z€c(X)
f(z):{g si ze€cX\ ¢(X)

Veamos que f oc = w. En efecto, sea x € X luego

foc(x) = fle(@)) = w(c™ (c(@)) = w(x),

de manera que foc=w.
Ahora veamos que f es continua. Sea U un abierto de wX, por como definimos O,,,
tenemos los siguientes casos:

1. Si U es abierto de X entonces
f7HU) = (oe™)™H(U) = (cow)(U).

Como w es una funcién continua entonces w1 (U) es abierto de X, luego c|* es
un homeomorfismo, por lo que c(w~!(U)) es abierto de ¢(X). Asi, por el teorema
2.11, ¢(X) es abierto de cX, de ahf que c(w=(U)) es abierto de cX.

2. SiU={Q}U(X\F) donde F es un subespacio compacto de X, entonces

IO = QD UTHXNF)

= [eX\e(X)]Ulcow (X \ F)]
[eX \e(X)Ue(X\F)
[eX \ e(X)] U [e(X) \ e(F)].

Dado que ¢(F) C ¢(X), entonces [¢X \ e(X)]U[e(X)\e(F)] = eX \ce(F). Es decir,
7Y (U) =cX \ ¢(F). Dado que c es una funcién continua y F' es un subespacio
compacto de X, entonces ¢(F) es compacto en ¢X, de ahf que ¢(F) es cerrado
de X. Por lo tanto, cX \ ¢(F) es abierto de c¢X, i. e., f~1(U) es abierto de cX.

De los anteriores casos concluimos que f es una funcién continua tal que foc = w,
asi wX < cX.

Sea ¢X una compactacion de X con residuo un solo punto. Consideremos la funcion
f definida como en b). Anteriormente probamos que f es continua, resta probar que
f es biyectiva. Veamos que

f(eX) = f(e(X)) U f(eX \ ¢(X)) = w(X) U{Q} = wX,

por lo que f es suprayectiva. Dado que w o ¢! es inyectiva, ¢(X) N [cX \ ¢(X)] =0
y f(z) = Qssiz € eX \ ¢(X), entonces la funcién f es inyectiva. Por lo anterior y
haciendo uso del teorema 1.37, se tiene que f es un homeomorfismo y ademés cumple

que foc=uw, por lo que cX y wX son equivalentes.
O
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El siguiente resultado es una consecuencia directa de la propocisién 2.6 y del inciso ¢)
del teorema 2.24.

Corolario 2.25. Sean X1, X5 espacios localmente compactos y (A,w) la compactacion
de Alexandroff de X1. Si f : Xo — X1 es un homeomorfismo entonces (A,w o f) es la
compactacion de Alexandroff de Xs.

A continuacién mostraremos un ejemplo ilustrativo para comprender mejor la compac-
tacién de Alexandroff. Recordemos que la n-esfera centrada en ¢ € R™*! y con radio r > 0,
es el espacio

S"(e,r)={zeR" ™ |z —c|]| =7},

donde || - || denota la norma euclidiana usual. Si ¢ es igual al origen y r = 1, entonces

Q
P ‘::'<::].

wX

Sabemos, por el teorema 2.9, que todo espacio de Tychonoff tiene al menos una com-
pactacién. Sin embargo, la existencia de la compactacion de Alexandroff requiere que el
espacio sea localmente compacto, condicién que no todo espacio de Tychonoff cumple.

Teorema 2.27. Sea X un espacio de Tychonoff no compacto. Si en la familia C(X) existe
un elemento cX el cual es el mds pequeno con respecto al orden <, entonces X es localmente
compacto y cX es equivalente a la compactacion de Alexandroff wX de X.

Demostracion. Veamos que X es localmente compacto, para ello, por el teorema 2.11,
basta demostrar que el residuo de ¢X es unipuntual. Supongamos que existen x1,zs €
eX \ ¢(X) tales que x1 # 3. Sea A = ¢X \ {1,22}, observemos que A es abierto de ¢X,
asi por el teorema 1.49, tenemos que A es localmente conexo. Ademds, si suponemos que
A es compacto, entonces es A es cerrado de ¢X, luego dado que ¢(X) C A, se tiene que

X X ey
(X )C C A" de manera que ¢X C A, lo cual es una contradiccién. Por ende, A no es
compacto. Por lo anterior, existe la compactacién de Alexandroff wA de A.
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Veamos que wA es compactacién de X. Como w : A — w(A) ef un homeomorfigmo y
cX C A, entonces w|*X) es un homeomorfismo. De manera que/ ¢; = woc : X/— wA
es un encaje homeomorfo. Sea U un abierto de wA. Como w/es una funcién/continua
entonces w~!(U) es abierto de A, pero A abierto de cX, entofices w1 (U) es/abierto de
cX, por lo que w=HU) Ne(X) # 0. Asi, existe z € X tal qfe c(z) € w™1{), es decir,
w(c(z)) € U. Por ende, U N e (X) # 0, de manera que wA/= cl,4(c1(X)). Por lo tanto
(wA, 1) es una compactacién de X, y la denominaremos ¢; X. Por otro lado, dado que ¢X
es la compactacién mas pequena de X entonces cX < c; X por lo que gxiste una funcién
continua f : ¢; X — ¢X tal que f(c1(X)) = ¢(X), luego f|AX) = Id(xy/Por el 1.7, tenemos
que f|4 = Id 4, asi, aplicando el teorema 2.16 a las complactaciones ¢X v ¢; X, se tiene que
F{Q}) = {x1, 22} (contradiccién). Por lo tanto, ¢X \ ¢(X) es de yh solo punto.

O

Teorema 2.28. [[5], teorema 1.5.13] Sean X un espcio localnfente compacto, Y un espacio
compacto y cX € C(X). Si existe una funcion f : X \ ¢(X)/— Y continua y suprayectiva,
entonces existe c'x € C(X) tal que X < cX y dX \ (X)) es homeomorfo a Y.

2.3. Compactaciones del rayo [();c0)

En esta seccién consideraremos las siguiéntes cgnvenciones. Primero, el espacio [0, 00) es
considerado con la métrica euclidiana indficida gor R, segundo, una compactaciéon ademas
de poseer las caracteristicas definidas en 2.1, tgfnbién es un espacio métrico, y por iltimo un
continuo es un espacio métrico, compagto, cgnexo y con mas de un punto. Para comenzar,
presentamos algunos ejemplos visualeg de gompactaciones del rayo [0, o).

((a)) Compactacién def rayo con residuo una ((b)) Compactacién del rayo con residuo un
circunferencia. triodo simple.

El teorema 2,80 describe propiedades acerca de las compactaciones de rayos. Antes de
abordar estf resultado es necesario demostrar el siguiente lema.

Lema 2/29. /Sean Y un espacio topoldgico y f : [0,00) = Y una funcién inyectiva. Sean
z,y € J0,00)/ entonces x <y si y solo si f([y,00)) C f([z,0)).
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Demostracion. Sean x,y € [0,00). Supongamos que = < y, esto sucede si y solo si [y, 00) C

=

[z,00), luego dado que f es inyectiva, entonces [y,00) C [z,00) si y solo si f([y,00)) C

= =

f([x,oo)) O

Teorema 2.30. Sean X = [0,00) y ¢X wuna compactacién de X con residuo R. Las
siguientes proposiciones se cumplen:

a) Si0<a<b entonces c([0,b)) y c((a,b)) son abiertos en cX;

=

Si A es un subcontinuo de ¢cX con AN R # (), entonces AC R o R C A;

o

)
) Si0 < a entonces cX \ {c(a)} es disconezo y c([a,0)) UR es homeomorfo a cX;
)
)

d

Si A es un subcontinuo de cX entonces A tiene una de las siguientes formas:

i) A es un subcontinuo de R,
ii) A=c([a,b]) para algunos 0 < a <,
iii) A = c([a,00)) UR para algin a € [0,00);

e) Eriste una funcion f : ¢X — [0,1] continua y suprayectiva tal que f~'(t) es un
subcontinuo de ¢X, para cada t € [0,1];

f) Si R es un conjunto de un solo punto entonces cX es un arco;

g) Si R tiene mds de un punto entonces cX no es conexo por caminos.

Demostracion.  a) Sean a,b € X tales que 0 < a < b. Sabemos que los conjuntos (a,b) y
[0,b) son abiertos en X, y dado que ¢|[¥ : X — ¢(X) es un homeomorfismo, entonces
c((a,b)) y ¢([0,b)) son abiertos en ¢(X). Luego, existen Ay, Ay abierto de c¢X tales
que

Ay Nne(X) = c((a,b)),

Az Ne(X) =¢([0,0)).

Veamos que A1 = c((a, b))7 para ello basta probar que Ay C c((a, b)) En efecto, como
[a,b] es compacto en X entonces c([a,b]) es compacto en c¢X, de ahi que c([a,b])

es cerrado de ¢X. Ademds, como (a,b) C [a,b] entonces c((a, b)) C c([a,b]) asi
eX X
c((a,b))  ce([a,b]) = c([a,b]). Finalmente, por [5, teorema 1.3.6], tenemos que

X ——cX

A cAT cAneX)” =c((a,b)” < e(la,b]),
pero c([a, b]) C ¢(X), por ende
A =AN c([a,b]) C A Ne(X) = c((a, b)),

. e., Al C c((a, b)) De manera andloga se prueba que A; = c([O, b)) Por lo tanto
hemos demostrado que c((a, b)) y c([O, b)) son abiertos en cX.
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b) Sea a € X con a > 0. Por a) sabemos que ¢([0,a)) es abierto de ¢X, por ende

c([0,a)) = ¢([0,a)) N (cX \ {c(a)}) es abierto de ¢X \ {c(a)}. Ademds, sabemos que
¢([0,a]) es cerrado de cX, de manera que ¢([0,a)) = ¢([0,a]) N (cX \ {c(a)}) es

cerrado de ¢X \ {c(a)}. Asi, el conjunto ¢([0,a)) es cerrado y abierto de cX \ {c(a)}.
Por lo tanto, se deduce que ¢([0,a)) y ¢((a,00)) U R desconectan a c¢X \ {c(a)}.

Ahora demostraremos la segunda parte del enunciado. Sean d > a, A = cX '\ c([O, d))
y B = c([O7 d]) Por a), sabemos que A y B son cerrados en ¢X y ademés ¢cX = AUB.
Sean

hi:A— c([a, oo)) U R tal que hi(x) = x para todo z € A

hg 1= c|[“’d] ogo (c|[0’d])_1 :B— c([a,oo)) UR

d—
donde g : [0,d] = [a,d] tal que g(z) = A y @)
continua y por construccién la funcién hy también es continua, ademas ANB = {¢(d)}
y veamos que

+ a. Observemos que, la funcién hq es

ha(e(@) = (%0 go (el®)) (e(d))
= cl*I(g(d))

e (1))
= c(d)

Aplicando el Lema del pegamiento (ver [14, teorema 18.3]) para las funciones hy y
hs, se tiene que la funcién f: cX — c([a, oo)) U R tal que

{ x si zecX\c([0,d));

f(x) = C(“@)(d_a%ra) si. aec(0,d]),

d

es continua. Resta probar que f es biyectiva. Para ello, primero veamos que f(A) =
f1(A) = ¢(X)\ ¢([0,d)), ademds

f(B) = f2(B) = (co g)(M(B)) = (co 9)(0,d]) = e(9([0,d) = c([a,d]).
de manera que
f(eX)=f(AUB) = f(A) U f(B) = AUc([a,d]) = ¢([a,0)) UR,

por lo cual f es suprayectiva. Por otro lado, para demostrar la inyectividad de f y
dado que hy y ho son inyectivas, resta probar que si f(z) = f(y) dondexz € A,y € B
entonces x = y. Observemos que

F(A) N f(B) = (c(ld, 00) U R)) Ne([a, d]) = {e(d)},
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luego f(x) = f(y) = ¢(d). Dado que = € A entonces f(z) = = de ahi que x = ¢(d).
Por otro lado, dado que y € B, tenemos que

o(d) = 1) = hafo) = ¢ (= )
de ahi que
= (CED )y S
PR O 1R

= d=c(y)
= c(d) =y.

Por lo tanto y = ¢(d) = z, concluyendo que z = y. De esta manera, hemos probado
que f es una funcién biyectiva. Finalmente, por el teorema 1.37, tenemos que f es
un homeomorfismo entre ¢([a,00)) UR y cX.

¢) Sea A un subcontinuo de ¢X con ANR # (. Si A ¢ R, entonces existe a > 0 tal
que c(a) € A. Veamos que c([a,0)) C A. Supongamos que existe b > a tal que
c(b) ¢ A. Dado que b > 0, por b), tenemos que cX \ {c(b)} es disconexo, mds ain,
sabemos que ¢([0,b)) y ¢((b,00)) U R desconectan a cX \ {¢(b)}. Luego, tenemos que

f (definido como en b) con d = b) es un homeomorfimo, de manera que f (c([()7 b)))
y f(c((b, 00)) U R) desconectan a f(cX \ {c(b)}), pero

f(c([&b))) = c([a, b)),
f(c(< %)) UR) = ¢((b,0)) U,
(CX \ {c(b) ) c([a, 00)) U R) \ f(e(b) = (c([apo)) u R) \ {e(b)}.

Luego, (c([a7 b))) NAy (c((b7 00)) U R) N A desconectan a A (lo cual es una con-
tradiccion, ya que A es conexo). Por lo tanto ¢([a,00)) C A.

Por otro lado, notemos que f(c([O, oo))) = ¢([a, 00)) entonces

pero -
7(e(10,50))) = £ (e(10,%0)) ) = f(eX) > R,

de manera que R C A.
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d)

e)

Sea A un subcontinuo de c¢X. Consideramos los siguientes casos:

1. Si ANR # 0, por ¢), tenemos que A C Ro R C A. Si A C R entonces A es un
subcontinuo de R. Si R C A, entonces B = ANc¢(X) es distinto del vacio, luego
¢ 1(B) es cerrado de X y acotado inferiormente, por lo tanto tiene minimo. Sea
a=min (¢"}(B)) y notemos que c¢([a,00)) = B (ver la demostracién del inciso
¢)). Por lo tanto, A = BU R = ¢([a,0)) U R.

2. Si AN R = 0 entonces A C ¢(X). Dado que A es cerrado de cX entonces A es
compacto, de ahf que ¢~ 1(A) es compacto, asf, por el [3, lema 5.28], tenemos que
¢ 1(A) tiene minimo y méximo, i.e., existen 0 < a < b tales que a < x < b para
todo z € ¢c71(A). Finalmente, dado que A es conexo entonces ¢~ (A) = [a, b] de
ahi que A = ¢([a, b)).

[0,1])71

Sabemos que (¢ es un homeomorfismo, y ademas notemos que la funcién
g:¢([l,00)) UR — [0,1] tal que g(z) = 1 para todo z € ¢([1,00)) U R, es continua.
Sean A = ¢([0,1]) y B = ¢([1,00)) U R, observemos que A y B son cerrados en c¢X y
ademds AN B = {c¢(1)} luego (c|®)~1(¢(1)) = 1 = g(c(1)). Aplicando el Lema del
pegamiento (ver [14, teorema 18.3]) para las funciones (¢
funcién f : ¢X — [0,1] tal que

0.1)=1 y g, se tiene que la

es continua. Dado que (¢|(>!)~! es un homeomorfismo, entonces f es suprayectiva.
Finalmente, sea t € [0,1] y recordemos que f~1(t) = {x € cX : f(z) =t}.Sit € [0,1)
y dado que (¢|[®)~1 es inyectiva, entonces f~1(t) = {c(t)}, dado que f~1(t) es un
conjunto singular, entonces es cerrado de ¢X y evidentemente es conexo, por lo tanto
f71(t) es un subcontinuo de ¢X. Si ¢ = 1 entonces f~!(t) = ¢([1,00)) U R, por a)
tenemos que f~1(t) es cerrado de c¢X y por b), se tiene que f~!(¢) es conexo, por lo
tanto f~1(t) es un subcontinuo de ¢X. En conclusién, para cada t € [0,1], se tiene
que f~1(t) es un subcontinuo de cX.

Sabemos que existe f : [0,00) — [0,1) homeomorfismo. Ademé&s observemos que
([0,1],h) donde h : [0,1) — [0,1] tal que h(x) = z para toda = € [0,1), es la
compactacién de Alexandroff de [0, 1), luego por el corolario 2.25, ([0,1],h o f) es
la compactacién de Alexandroff de [0, 00). Por el teorema 2.24 inciso ¢), tenemos
que ([0,1],h o f) y ¢X son equivalentes, de manera que existe un homeomorfismo
T :[0,1] — ¢X. Asf concluimos que ¢X es un arco.

Sean p,q € R tal que p # ¢. Supongamos que ¢X es conexo por caminos, por lo que
existe una funcién continua f : [0,1] — ¢X tal que f(0) = ¢(0) y f(1) = p. Notemos
que f([0,1]) es compacto y conexo, por lo que es un subcontinuo en c¢X, asi por d)
y dado que f([0,1]) € ¢(X) y f([0,1]) € R, tenemos que R C f([0,1]). Luego, existe
0 < r; <1 tal que f(r;) = q. Ahora, observemos que [0,71] es cerrado y conexo,
de manera andloga al razonamiento previo, se tiene que R C f([0,71]), por lo que
existe 0 < 1o < r1 tal que f(r2) = p. Continuando de esta manera podemos crear la
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sucesion {r, }nen donde f(r;) = psiiespary f(r;) = ¢ siesimpar. Luego, dado que
la sucesién {r, }nen es decreciente y acotada inferiormente entonces es convergente,
por lo que existe r € [0,1] tal que r,, — r, pero f es una funcién continua por
lo que f(r,) — f(r). Dado que {f(72n)}nen ¥ {f(r2n—1)}nen son subsucesiones de
{f(rn)}nen entonces f(ren—1) = f(r) y f(rzn—1) — f(r), de ahi que p = f(r) = ¢
(contradiccién ya que por hipétesis p # ¢). Por lo tanto ¢X no es conexo por caminos.

O

Corolario 2.31. Si X = [0,00) y cX es una compactacion de X con residuo R, entonces
R es un subcontinuo de cX.

Demostracidn. Por el inciso a) y b) del teorema 2.30, tenemos que ¢([n,00)) U R es un
oo

subcontinuo de ¢X, para cualquier n € N. Veamos que ﬂ c([n, oo)) = (. Supongamos que

n=1

existe t € m c([n, oo)), luego c~1(t) € X asi, por la propiedad arquimediana, existe m € N

n=1
[eS)

tal que m > ¢, de manera que ¢ ¢ ([m,00)) (contradiccién, ya que ﬂ [n,00) C [m,00)).

n=1

Finalmente, por el teorema 1.73, tenemos que ﬂ (c([n, oo)) U R) es un continuo, pero

n=1
ﬂ(c([n,oo) ) Ruﬂ =RU0 =R,
n=1
i. €., R es un subcontinuo de cX. O

En relacién con la conexién entre continuos y compactaciones, el siguiente resultado
muestra un caso particularmente interesante e ilustrativo en el que el residuo de una com-
pactacién del rayo [0, 00), es un continuo bien conocido.

Teorema 2.32. Eziste una compactacién de [0,00) con residuo [0,1]?.

Demostracion. Sea I = [0,1] y consideremos a J = I?x {0} como subespacio de I* = [0, 1]3.
Sea P = {(x;,9:,0) : i € N} un subconjunto denso y numerable de J.

Para cada i,j € N con i # j y t € (0,1], fijemos af ; un arco contenido en I? x {t} con
puntos extremos (x;,v;,t) y (x;,y;,t). A su vez, para cada s,t € (0,1] con s <tyieN,
fijemos B1° = {(x4,y:,7) : 7 € [s,1]} el arco en IS con puntos extremos (x;, yi, t), (s, Yi, S).

Sea . .

A =aj,U ﬂ;’i Uaj,.

A continuacién, dividimos el intervalo [3, 2} en tres partes iguales, y sean d?, d3 € [%, %]
con g <d?<di< 1 los puntos que determinan dicha divisién. Sea

1.d3 d3,d3 d3 di,: 3
Ay = B 2Uoz 3 U B3 Uags UBy P Uai,.
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Luego dividimos el mtervalo [ I 3] en cuatro partes iguales, y sean d3,d3,d3 € [i, %]

con 4 <di<di<di<?i los puntos que determinan dicha divisién. Sea
143
Az = 3Ua14U,843’2U 34Uﬁ32’1U 23U62174U0412
En general, sea n € N con n > 2. La construccién de A, es de la siguiente forma,
dividimos el intervalo [n—ﬂ, l} en n + 1 partes iguales, sean df,...,d; € [n%_l, ﬂ con
- +1 <dP <---<dl < % los puntos que determinan dicha divisién. Sea
n7 n dy d:Ln 1 17»,,+1 n+1
n*ﬂl Ua1n+1U<U B ) <Uamm+1>U62 Uars -
m=2

Observacion. A partir de la construccién de A,, se observa que:

1. A, es un arco contenido en I2 x [%ﬂ, ﬂ cuyos puntos extremos son (:vl, Y1, %)
y (xl,yl, %H)

2. para cada j € {1,...,n + 1} existe s} € [n%rl, f} tal que A,, contiene al punto
(wj’ Yj» s%);

3. A,NJ =0;

4. A, N Ay, #0sii [n—m| < 1. Ademés, si n > 1 entonces

(@) ) (o) (i)}

Sea X =clys (U An> .

n=1
Dado n € N, como A,, es un arco, podemos definir un homeomorfismo

1 1
hn i [n—1,n] = A, tal que hp(n—1) = (x1,y1, n) y hn(n) = <x17y1’ 7”H—1) .

Sea H : [0,00) — X definida por H(t) = h,(t) cuando t € [n — 1,n] para algin n € N.
Por el inciso (4) de la observacién, se cumple que H es una funcién inyectiva, ademds por
el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), H es una funcién continua. Observemos que
cada h; es un homeomorfismo, por lo que (H|[%°))~1 es un homeomorfismo, por ende H

es un encaje homeomorfo de [0, 00) sobre X. Ademés, notemos que H ([0, c0) U A,y

por ende clys (H([0,00))) = X. Por lo tanto, (H, X) es una compactacién de [0, oo)

Afirmacion. J =X\ H(]0,00))
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1
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(E1,y1» 2)
d2
12 2
2 42 d3 2
1 a1,23 (23, vs, d3)
(z1,v1,43) ,Bg%, a3
2
d (z2,y2, d%)
3 w3, vz, d]
Qo3 (
3
a;lil
14,y4,d§)
(v3, 3, 43)
d3, d3
/332’ 1
s
%23 (=3.v3.43)

(12,742,%)

Figura 2.2: Construccién de los A,
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Demostracion de la afirmacion. [C] Por el inciso (2) de la observacién, se cumple que
P C X, de esto que clys(P) C X, es decir, J C X. Luego, por el inciso (3) de la
observacién concluimos que J C X \ H([0, 00)).

[D] Sea (x,y,2) € X\ H([0,)). Dado que X C I® entonces z,y, 2 € [0,1]. A su vez,

existe una sucesion {(z;,y;,2;)}52; de elementos de U A, tal que lim(x;,y,, ;) =
n=1

(7,9, 2), esto define una sucesién {¢;}52, en [0,00) tal que H(t;) = (x;,yj, 2;). Note

que la sucesién {t; };";1 diverge a infinito, ya que en caso contrario seria acotada, lo

que darfa una subsucesién convergente en algun intervalo cerrado de la forma [0, k|

para algin k € N, esto implica que (z,y,2) € H([0,00)), lo cual es una contradic-

m
cién. Asi, para cada m € N existe j,, € N tal que (zj,,, Y., %j.) ¢ U A, (donde
n=1
(T> Yjpm» Zi) €8 un elemento de la sucesion {(x;,y;,2;)}32, esto implica que z;, <
#ﬂ' Luego {z;,, }pv=1 es una subsucesién de {2;}52, tal que limz;,, = 0 = lim z;.

Por lo tanto, z = 0. Por ende, (z,y,z2) € J.

Por la afirmacién anterior, podemos concluir que (H, X) es una compactacién de [0, 00),

cuyo residuo es J.
O

Con el propdsito de generalizar el resultado anterior, para cualquier continuo se cumple
el teorema 2.34

Lema 2.33. Sean X un continuo y r > 0. La nube Ny, (X,r) es un subconjunto arco
conexo de Q.

Demostracion. Por el teorema 1.42, podemos considerar a X como un subespacio de Q.
Sean 7 > 0y 7',§" € Na,(X,r). Observemos que Ng,(X,r) = U Bg(z,r), de ahi que
zTEX
existen p, g € X tales que o’ € Bo(p,7) vy ¢ € Bg(q, ). Luego, por el teorema 1.57, existen
T1,...,Tn € X tales que T1 = P, T, = Gy do(Ti,Tiy1) < r para cada i € {1,...,n — 1}.
Definamos Ty =P’ y Tn+1 = ¢, entonces dg(T;, Tir1) < r para cada i € {0, ...,n}.
Seai € {0,1,...,n}, definimos a; : [i,i+1] — Q tal que o;(t) = (1—(t—4))Z;+(t—i)Tis1

para todo ¢t € [i,i + 1]. Donde si Z; = (2})52; y Tit1 = (mé—“);‘;l, entonces «;(t) =
1—(t =)zt + (t — 3)ziT? ;- Note que «; es una funcién continua, «;(i) = T; y
J 7 j=1

a;i(t4+1) =Tiqq.
Sean i € {1,....,n} y t € [i,i+ 1], entonces

‘((1 —(t— z))x; +(t— Z)x;+1) 4
27
(¢ = i)a™ — (¢ = )a)
2

hE

do(ai(t),@;) =

<.
Il
—

M8

<.
Il
—
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j=1
[ele] |Ii»+1 o .TZ ‘
— t—1 J i J
03
= (t—1)dQ(Ti; Tit1)

< T

Esto implica que o;([i,i+ 1]) C Bq(Ts,7) C Na, (X, r). Ademas, similarmente obtenemos
que ao([0,1]) € Bq(Z1,7) C Na,(X,r). Definimos « : [0,n + 1] = Q por a(t) = a;(t)
cuando ¢ € [i,7 + 1]. Por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), tenemos que « es
una funcién continua. Ademas «(0) = 7', a(n+1) =7 y a([0,n + 1]) C Ng, (X, 7). Por
el teorema 3.20, tenemos que «([0,n + 1]) es un continuo localmente conexo, luego por el
teorema 3.25, se cumple que «([0,n + 1]) es arco conexo. Por lo tanto, existe v un arco
con puntos extremos 7', 7', tal que v C «([0,n + 1]) C Ng,(X,r). Concluimos asi, que
Ng, (X, r) es un subconjunto arco conexo de Q. O

Teorema 2.34. Si X es un continuo, entonces existe una compactacion del rayo [0, 00)
con residuo X.

Demostracion. Por el teorema 1.42; podemos considerar a X como un subespacio de Q.
El espacio en el cual definiremos nuestra compactacién serd en Q x [0, 1], usando ideas
similares a las del teorema 2.32

Por [5, teorema 4.1.18], existe P = {p; : i € N} un subconjunto denso y numerable
de X. Para cada t € [0,1] consideramos X; una copia homeomorfa de X, contenida en
Q x {t} € Q x[0,1]. A su vez, sea Ng,(X,t) x {t} una copia homeomorfa de Ny, (X,?)
contenida en Q x {t}.

Por el 2.33, Ng,(X,t) x {t} es un subconjunto arco conexo de Q x {t}, para cada
t € [0,1]. Para cada i,j € Ncon i # j y t € (0,1], fijemos aﬁ)j como el arco contenido en
Nag (X,t) x {t} cuyos extremos son (p;,t) y (p;,t). A su vez, para cada s,t € (0,1] con
s <tyieN, fijemos B° = {(P;,7) : r € [s,1]} el arco en Q x [0, 1] con extremos (F;, t),
(ﬁiv S)

Sea

1.4 1
Al = aig UBy? Uaj,.

A continuacién, dividimos el intervalo [%, %} en tres partes iguales, y sean d?, d3 € [%, %]

con 1 < d} < d} < 3 los puntos que determinan dicha divisién. Sea

1 2 2 2 2 2 2 1 1
1d d d2.d d dz, 1 1
Ay =772 Uag? UpBs ™t U Qo'y UpBy' 2 U aj o

Dividimos el intervalo [i, %} en cuatro partes iguales, y sean d3,d3,d3 € [i, %] con

3 < d} <d3 < dj < % los puntos que determinan dicha divisién. Sea

143
Az = ¢

d3 d3.dy . d3 ds.ds  dj d3.3 3
3 3 3272 2 291 1 1°4 4
Ua1)4uﬂ4 Ua3’4ub’3 anuﬁz Uaf,.
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En general, sea n € N con n > 2. La construcciéon de A, es de la siguiente manera,

d1V1d1mos el intervalo [nﬂ,l] en n + 1 partes iguales y sean df,...,d} € [%ﬂ, 1] con
- +1 <d? <-e<dp < L 1os puntos que determinan dicha divisién. Sea
1
A, = 7'LU041n+1U<U ﬂerlm > <U amm+1>uﬂ21m+1ual’1’§1.
m=2
Observacidon. A partir de la construccién de A,, se observa que:
1. A, es un arco contenido en Ny, (X, 2) x [ﬁ_l, 11 cuyos extremos son (py, L) y
= 1 .
(p17 T_H)v
2. para cada j € {1,...,n+ 1} existe s/ € [n+1’ 1] tal que A, contiene al elemento
3. An n X() == [Z);

4. A, N A, #0sii [n—m| <1. Ademds, si n > 1 entonces

(G ) {62) o)}

Sea X = clgx[o,1] (U An> )

n=1
Dadon € N, como A,, es un arco, podemos definir un homemorfismo ¢,, : [n—1,n] — 4,
tal que ¢, (n—1) = (Py, 2) y cu(n) = (py, n+1) Sea c : [0,00) — X definida por c(t) = ¢, (t)
cuando ¢t € [n — 1,n] para algin n € N. De (4) de la observacién se cumple que ¢ es una
funcién inyectiva y por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), se tiene que ¢ es una

funcién continua, por ende ¢ es un encaje de [0, 00) sobre X. Ademas, c([0, c0) U An
y por ende clqx[o,1(¢([0,00))) = X. Por lo tanto, (¢, X) es una compactacion de [O7 oo).

Afirmacion. Xo = X \ ¢([0, 00))

Demostracion de la afirmacion. [C] De (2) de la observacion se cumple que P x {0} C

X, de esto que clgxo,1)(P x {0}) C X, es decir, Xo C X. Por lo anterior y por (3)

de la Observacién, concluimos que Xg C X \ ¢([0, 00)).

[D] Sea (T, 2) € X \ ¢([0,00)), donde T € Q y z € [0, 1]. Luego, existe una sucesién
oo

{(@},2)}52, de elementos de U Ay tal que im(7;, z;) = (T, 2); note que {T;}32; es
n=1
una sucesién en Q que converge a Ty {z;}72, es una sucesién en [0, 1] que converge a
. < bl vty
z. A su vez, existe una sucesion {t;}52, en [0, o0) tal que c(t;) = (F;, 2;). Observemos
que la sucesién {t; };";1 diverge a infinito, ya que en caso contrario seria acotada, lo
que darfa una subsucesién convergente en algiin intervalo cerrado de la forma [0, k]
para algin k € N, esto implica que (T, z) € ¢([0,00)), lo cual es una contradiccién.
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m
Asi, para cada m € N existe j,, € N tal que (z;,,,2;,,) ¢ U A, (donde (Z;,,, zj,.)
n=1
es un elemento de la sucesién {(7;,z;)}52,) esto implica que z;, < ﬁ“ Luego
{2}, }re=1 es una subsucesién de {z;}32, tal que lim z;,, = 0 = lim 2;. Por lo tanto,

z=0.

Supongamos que T ¢ X, dado que X es compacto, existe r > 0 tal que Bg(Z,r)NX =

(). Por otro lado, existe N1 € N tal que para todo j > N se cumple que dg (7, Z;) < §.

Por la propiedad arquimediana existe N € N tal que % < 5. Dado que lim z; = 0

existe No € N tal que para todo j > N3 se cumple que 0 < |z;| < Sea
N

mo = max{Ny, Na}. Note que (T, 2mo) ¢ U A, por lo que existe N’ > N tal que

1
N+1°

n=1
(Timgs 2mo) € Anv. De (1) de la observacién se cumple que (Zyng, Zm,) € Nag (X, 1) X

{ﬁ, %} Esto implica que existe @ € X tal que dg(a@, Tm,) < ﬁ < % < 5. Asi,

T T
do(Z,a) < do(T, Tm,) + do (@, T, ) < 3 + 3= T,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, T € X, es decir, (Z,z) € Xp. Luego,
Xo =X\ ¢([0,00)).

Por la afirmacién anterior, podemos concluir que (¢, X ) es una compactacién de [0, 00),

cuyo residuo es Xj.

O

Por el teorema 2.7, sabemos que toda compactacién de [0,00) es un continuo. Entre

la familia de continuos que resultan ser compactacién del rayo [0,00), se distingue una
subfamilia cuyos elementos se definen a continuacion.

Definicién 2.35. Un continuo de Elsa es un continuo que es compactacion del rayo
[0,00) con residuo un arco; lo denotaremos por E-continuo.

Figura 2.4: Ejemplo de un E-continuo
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Teorema 2.36. Existen dos E-continuos no homeomorfos.

Demostracion. Para cada n € N consideremos

1 2n+1
n+1"2n(n+1)

Lf{{(x,y)eRz: xe{ } y2n(n+1)x2n}

2n+1 1

L, = R? : L =2 1 2 1.

n {(x,y)e xe[2n(n+1)7n}, y n(n+ 1)z +2(n+ )}

Sea A,, = L;7 UL, , observemos que A,, es un arco (ver figura 2.5). Asi, para cada n € N
podemos considerar un homeomorfismo ¢, : [n — 1,n] — A, tal que ¢,(n — 1) = (1,0) y

n?

cn(n) = (T%H,O). Sea cX = clp2 U A, .

n=1
Sea ¢ : [0,00) — ¢X definida por ¢(t) = ¢,(t) cuando ¢ € [n — 1,n] para algin n € N.
Por construccién y por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), se cumple que (¢, cX)

es una compactaciéon de [0,00) cuyo residuo es el arco I = {0} x [0,1], i. e., cX es un
E-continuo.

A4 A3 Al
(0,1) 4

Figura 2.5: Compactacién (¢, cX) de [0, 00)

Para cada n € N, sean

1 dn +1
n—+1"4n(n+1)

J,J{:{(a:,y)eRQ: xe[ }, y=4n(n—|—1)x—4n},

R P LS 5
" Y ' dn(n+1)" 2n(n+1)

- 2n + 1 n+3
2n(n+1) " 4n(n+1)

o~

4
], y=—2nn+ )z + n+3}7

4 1
], y=2nn+ 1)z — nt }

2

J, = {(x,y) €ER?: z¢€ {mi] y:—4n(n+1)x+4(n+l)}.
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Sea B,, = JF Ul Ul UJ, . Observemos que B, es un arco (ver figura 2.6). As{, para cada
n € N podemos considerar un homeomorfismo s,, : [n—1,n] — B, tal que s,,(n—1) = (£,0)

y sp(n) = (n+1’ 0). SeasX—clR2<UB>

n=1
Sea s : [0,00) = ¢X definida por s(t) = s,(t) cuando t € [n — 1,n] para algin n € N.
Por construccién y por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), se cumple que (s, sX)
es una compactacién de [0,00) cuyo residuo es el arco I = {0} x [0,1], 4. e., sX es un
FE-continuo.

Ys 3 Y2 T2

(0,1) ¢
(0,%) | Z4M /V\
(0,0) ¢ (1,0)

By

Figura 2.6: Compactacion (s,sX) de [0, 00)

Veamos que c¢X no es homeomorfo sX. Para ello supongamos que existe h : sX —
cX un homeomorfismo. Dado que la propiedad de ser localmente conexo en un punto se
conserva bajo homeomorfismo entonces se cumple que h (s([O, oo))) =¢([0,00)) y h(I) =
Por ende h({(0,1),(0,0)}) = {(0,1),(0,0)}. Supongamos, sin perdida de generalidad, que
h((0,1)) = (0,1) y h((0,0)) = (0,0). Para cada n € N consideremos y, = (47;1(7:1—:-11)’ 1),

Zn = (%, %) y Ty = (%7 1> (ver figura 2.6).

Note que {z,}22 1, {yn}52; ¥ {zn}22, son sucesiones en s([0,00)) tales que lim z,, =
(0,3) y limy, = (0,1) = lim ,,. De la continuidad de h se cumple que lim h(z,) = h((0, 3))
y limz,, = lim h(yn) = h((0,1)) =(0,1).

Como h((0,1)) ¢ {n((1,0)),h((0,0))}, entonces h((0,3)) € {0} x (0,1). Para ¢ =

M existe N € N tal que h(z,), h(yn) € B((0,1),€) v h(z,) € B(h((0,1)),¢),
para todo n > N Como h((0, 1)) € {0} x ( 1), podemos suponer que h((0, 1)) = (0,w)
para algin w € (0,1). Deﬁmmos H={(z,y) eR?:y <w+2}y H =R?\ H. Note que
B(h((0,3)),e) C Hy B((0,1),e) C H'. Sea V,, al arco en 5([0,00)) con puntos extremos
Tn Y Yn, observemos que que V,, =1, ULt.

Afirmacion. Para cada ty,ts € [0,00) tales que t1 < ta, existen tnicos r1,74 € [0, 00)
tales que r1 < ro, h(s(t1)) = c(r1) y h(s(t2)) = c(ra).
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Demostracion de la afirmacion. Primero, veamos que h(s(0)) = ¢(0). En efecto, dado
que h(sX \ {s(0)}) = ¢X \ {h(s(0))}, como sX \ {s(0)} es conexo y h es un ho-
meomorfismo, se debe cumplir que ¢X \ {h(s(0))} es conexo, la tinica opcién para
que esto sea posible es que h(s(0)) = ¢(0). Sean ¢1,t2 € [0,00) tales que t; < ta, de
la inyectividad de h,s y ¢ existen tnicos 71,72 € [0,00) tales que h(s(t1)) = ¢(r1)
y h(s(t2)) = c(re). Supongamos que 1, > ro. Dado que ¢; # to nuevamente de
la inyectividad de h,s y ¢ tenemos que r; # ry. Por otro lado, si r1 > ro, da-
do que h(s(0)) = ¢(0) entonces h(s([0,t1])) = ¢([0,71]) vy como r1 > 7o entonces
h(s([0,t1])) = ¢([0,r1]) = ([0, r2]) Ue([ra, r1]), es decir, ¢(r2) € h(s([0,t1])). Ademés,
dado que s([0,%1]) N s((t1,t2]) = @ entonces h(s([0,#1])) N h(s((t1,t2])) = O (contra-
diccién ya que ¢(r2) € h(s([0,t1])) N h(s((t1,t2])) debido a que h(s(t2)) = ¢(rq)). Por
lo tanto r1 < 79.

Existe m,, € N tal que h(x,) € A,,, . Veamos que A,,, NA,,, 11 C h(V,,). Supongamos lo
contrario, por la afirmacién anterior tenemos que h(V;,) C A, . Note que h(z,) € L,, NH'
o h(zyn) € L}, NH', en cualquier caso la afirmacién anterior implica que h(z,) € L, NH.
Como h(y,) € h(Vy), la afirmacién anterior implica que h(y,) € L}, N H lo cual es una
contradiccién, ya que h(y,) € H'. Por lo tanto (ﬁ, 0) = Am, NAm,+1 Ch(Vy)

Asi, tenemos una sucesién {m,, }° , estrictamente creciente, tal que (ﬁ, 0) € h(V,)
para cada n > N. Es inmediato que la sucesién (ﬁ,O) converge a (0,0). De la con-

tinuidad de ™!, se tiene que lim h=*((—2~,0)) = h~1((0,0)) = (0,0). Pero, dado que

myu+12
h_l(mi,O) € V,, para toda n > N, se tiene que limh_l((%,O)) € limV,, = {0} x [%, 1], lo
cual es una contradiccén, esto de suponer que sX es homeomorfo a ¢X. Por lo tanto ¢X
no es homeomorfo a sX. O

En el resultado previo, mostramos que existen dos F-continuos que no son homeomor-
fos entre si. Sin embargo, Marwan M. Awartani en el articulo titulado “An Uncountable
Collection of Mutually Incomparable Chainable Continua” [3], demuestra el siguiente re-
sultado.

Dos continuos se dicen incomparables si no existen funciones continuas y suprayectivas
en ninguna direccién; es decir, X y Y son incomparables si no existe f : X — Y continua
y suprayectiva, ni tampoco g : Y — X continua y suprayectiva.

Teorema 2.37. [[3], teorema 4.7] Existe una coleccidn no numerable de compactaciones
del rayo con residuo un arco tal que sus elementos son incomparables por pares.

En resumen, en este articulo Awartani trabaja con el conjunto de Cantor, donde cada
punto de este conjunto es visto como una sucesién de ceros y unos (ver seccién 3.2 “El con-
junto de Cantor ” en [6]). Primero define dos relaciones en el espacio de Cantor: la relacién
dominar y dominar verticalmente. Luego demuestra que con respecto a estas relaciones
existe una coleccién no numerable de sucesiones mutuamente incomparables. Finalmente,
asocia cada elemento de dicha coleccién con un E-continuo y se demuestra que no existe
una funcién continua y suprayectiva entre cualquier par de tales compactaciones resultan-
tes. La compactacién del rayo que se construye a parir de algin punto de Cantor, es de la
siguiente forma.
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Figura 2.7: Compactacién de [0,00) a partir de un elemento del conjunto de Cantor.

Si es del interés del publico estudiar la construcciéon de estas compactaciones, reco-
mendamos ver [1]. En este trabajo, se hace la construccién de estas compactaciones y se
desarrollan los resultados, exhaustivamente, del articulo [3].

Finalmente, mencionamos que en 2014, Verénica Martinez-de-la-Vega y Piotr Minc
demuestran en el articulo titulado “Uncountable families of metric compactifications of the
ray”, el siguiente resultado interesante.

Teorema 2.38. [[13], teorema 1] Todo continuo no degenerado X tiene una cantidad no
numerable de compactaciones del rayo no homeomorfas entre si y con residuo X.



CAPITULO 3

Continuos localmente conexos

En el contexto de la Teoria de Continuos, los continuos localmente conexos son, en cierto
sentido, la clase especial mas fundamental de continuos para estudiar, ya que se definen
simplemente haciendo de la conexidad una propiedad local. Veremos que los continuos
localmente conexos son arco conexos y ademas se caracterizan por la propiedad de ser las
imdgenes métricas continuas del intervalo cerrado [0, 1].

Es importante hacer la siguiente aclaracion. En lo que sigue, entenderemos por un continuo
localmente conexo a un espacio métrico que es localmente conexo y continuo.

3.1. Espacios localmente conexos y la propiedad S

La propiedad S y los espacios localmente conexos son conceptos importantes que descri-
ben la conexidad local de un espacio topoldgico. A lo largo de esta seccién demostraremos
que la propiedad S es relevante para caracterizar la estructura de los espacios localmente
CONEXOs.

Definicién 3.1. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto Y mo vacio de X tiene la pro-
piedad S si para cada € > 0 hay un nimero finito de subconjuntos conexros Ay, Aa, ..., An
de Y tales que:

Y = U A;, didm(A4;) < € para cada i € {1,...,n}.

A continuacién demostraremos en el teorema 3.2 que la propiedad S es una condicién
suficiente para que un espacio sea localmente conexo, pero no es una condicién necesaria. Sin
embargo, en el teorema 3.5, veremos que para que estas dos definiciones sean equivalentes
basta que el espacio métrico sea compacto.

53
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Teorema 3.2. Sea X un espacio métrico. Si X tiene la propiedad S entonces es un espacio
localmente conexo.

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico con la propiedad S. Veamos que X es un
espacio localmente conexo, para ello es suficiente mostrar, por el teorema 1.64, que X es
conexo en pequeno. Sean p € X y U una vecindad de p, de ahi que existe V' C U abierto
de X tal que p € V, luego dado que V es abierto de X, existe € > 0 tal que B(p,e) C V.
Como X tiene la propiedad S entonces existen subconjuntos conexos A;, As, ..., A, de X
tales que

X = U A, didm(4;) < % para cada i € {1,...,n}.

Sean M ={ie{l,...,n}:peclx(4)}yG= U A;.
ieM

Afirmacion 1. diam(G) < e.
Demostracion de la afirmacion 1. Sean z,y € G, como G = U A; entonces existen

ieM
i,7 € M tales que x € A; y y € A;. Tenemos los siguientes casos:

1.1 Si j =i entonces
d(z,y) < didm(4;) < % <€,

es decir, d(z,y) <e.
1.2 Si i # j entonces

d(z,y) < d(z,p)+d(y,p)
< didm(cly (A4;)) + didm(cly (4;))
= didm(A;) + didm(A;)
€ €
< 5 + 5

67
por lo tanto d(z,y) < e.

De los casos anteriores concluimos que para cualesquiera z,y € G, se tiene que
d(x,y) < €, por lo tanto didm(G) < e.

Afirmacion 2. p € Int(G).
Demostracion de la afirmacion 2. Supongamos que p € clx (X \ G). Dado que

dx(X\G) Ccy U 4= U dx,

je{l,...n}\M je{l,...n}\M
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de manera que p € clx(Ag) para algin k € {1,...,n} \ M, lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto p ¢ clx (X \ G) y recordemos que

cx(X\G)=X\Int(A),
de ahi que p € Int(G).
Afirmacion 3. G es conexo.

Demostracion de la afirmacion 3. Observe que para cada i € M, el conjunto {p} no
esta separado de ningin A;, por el teorema 1.54, se tiene que |J.A U {p} es conexo.
Por otro lado, por la afirmacién 2, sabemos que p € Int(G) C G, asi | J AU {p} = G.
Por lo tanto, concluimos que G es conexo.

Veamos que G C B(p, ¢). En efecto, sabemos por la afirmacién 2 que p € G, entonces
para cualquier ¢ € G tenemos que d(g,p) < didm(G), pero por la afirmacién 1 tenemos
que didm(G) < e, por ende d(g,p) < € de ahi que g € B(p,e€). Por lo anterior y por las
afirmaciones 2 y 3, concluimos que G es una vecindad conexa de p tal que G C V. De
manera que para cada p € X y cada vecindad U de p existe una vecindad conexa G de p
tal que G C U, por lo tanto X es conexo en pequeno en cada punto. O

Recordemos que un espacio métrico X es precompacto si para cada € > 0, existen

n
ai,...,a, € X tales que X = U B(a;, €). Observemos que en R, las definiciones de ser
i=1
precompacto y tener la propiedad S son equivalentes. El siguiente ejemplo ilustra que el
reciproco del teorema anterior no es verdadero.

Ejemplo 3.3. El conjunto de los numeros reales con la topologia euclidiana es localmente
conexo, pero no tiene la propiedad S. En efecto, por [2, teorema 3.11], sabemos que cada
conjunto abierto no vacio de R es la union de una coleccion numerable de intervalos abiertos
ajenos por pares de R luego, por el teorema 1.61, se tiene que R es localmente conexo. Por
otro lado, dado que R no es acotado, por [5, teorema 3.17], no es precompacto, de manera
que R no tiene la propiedad S.

Cuando estudiamos una propiedad en espacios métricos, suele interesarnos saber si esta
se conserva bajo homeomorfismos. La siguiente proposicién muestra que la propiedad S
cumple con esta propiedad.

Proposicion 3.4. La propiedad S no se conserva bajo homeomorfismos.

Demostracion. Veamos que I = (0,1) con la topologia euclidiana inducida de R es lo-
calmente conexo y tiene la propiedad S. Dado que I es abierto de R y del ejemplo 3.3,
sabemos que R es localmente conexo, por el teorema 1.61, se tiene que I es localmente
conexo. Ademads, por [8, proposicién 3.16 (4)], tenemos que I es precompacto por lo que
tiene la propiedad S. Sabemos que I y R son espacios homeomorfos, sin embargo I tiene
la propiedad Sy, por el ejemplo 3.3, sabemos que R no posee dicha propiedad. O

Teorema 3.5. Sea X un espacio métrico, compacto y no vacio. Entonces X tiene la
propiedad S si y solo si es un espacio localmente conexo.
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Demostracion. [=] Es inmediato por el teorema 3.2.
[<] Sea € > 0 y supongamos que X es un espacio localmente conexo, por la definicién
1.58, para cada p € X existe un subconjunto abierto y conexo U, de X tal que p € U, C

€ . .
B (p, §> Como X es compacto y observe que U U, = X, entonces existe un conjunto

peX
n

finito {p1,...,pn} C X tal que U Up, = X donde para cada i € {1,...,n}, se tiene que

i=1
U,, es conexo y ademads

2
digm(U;) < didm (B (p, %)) < 56 <e
i. e., didm(U,,) < e. Por lo anterior, concluimos que X tiene la propiedad S.
O

Corolario 3.6. Sea X un espacio métrico, compacto y no vacio. Entonces X es un conti-
nuo localmente conexo si y solo si para cada € > 0, X es la union de un nimero finito de
subcontinuos, donde cada uno de ellos tiene un didmetro menor que €.

Demostracion. [=] Supongamos que X es un continuo localmente conexo asf, por el teo-
rema 3.5, tenemos que X posee la propiedad S. Sea € > 0, existen una cantidad finita de
n

subconjuntos conexos A1, Ag, ..., A, de X tal que X = U A; con didm(A;) < e para cada
i=1

i = 1,2,...,n. Recordemos que didm(cly(4;)) = didm(A;) < € para cada i = 1,...,ny

ademds por el teorema 1.30 y el corolario 1.56, se tiene que clx (A4;) es compacto y conexo

para cada ¢ = 1,...,n. Finalmente observemos que

n

X =clx(X) =clx (O Ai> = [J elx (40),

i=1

n
. e, X = U clx (A;). En conclusién, X es la unién de un numero finito de subcontinuos
i=1
con didmetro menor que e.
[«<] Por otra parte, sea € > 0 y supongamos que X es la unién de una cantidad finita
de subcontinuos cada uno con didmetro menor que €, en particular cada subcontinuo es
conexo, de manera que X tiene la propiedad S y como por hipétesis X es compacto, por
el teorema 3.5, se tiene que X es localmente conexo. O

Por el teorema 1.62, sabemos que la propiedad de ser localmente conexo no es heredita-
ria, por lo que los subcontinuos en el corolario anterior pueden no ser localmente conexos.
Sin embargo, en el teorema 3.12, demostraremos que es posible elegir estos subcontinuos
de manera que sean localmente conexos.

Proposicién 3.7. Sean X un espacio métrico y'Y un subconjunto de X con la propiedad
S. Si Z es un subconjunto de X tal que

YCZcC Clx(Y),
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entonces Z tiene la propiedad S y ademds, Z es un espacio localmente conexo.

Demostracion. Sea € > 0. Dado que Y tiene la propiedad S, por la definicién 3.1, sabemos

que existe un numero finito de conexos A1, ..., A, subconjuntos de Y tales que
n
Y = UA,», didm(A4;) < e para cada i € {1,...,n}.
i=1
Para cada i = 1,...,n, consideremos al conjunto B; = clz(4;).

Afirmacion. Para cada i € {1,...,n} se cumple que A; C B; C clx(4;).

Demostracion de la afirmacion. Sea i € {1,...,n} fijo pero arbitrario. Dado que
B; =clz(A;) = clx(A;) N Z C clx(A4;), es decir, B; C clx(A;). Por otro lado, como
A; CY C Z y ademds A; C clx(A;), entonces

A; C Clx(Al) NZ= Clz(Az) =B,
asi A; C B;. Por lo tanto, para cada i € {1,...,n} se cumple que A; C B; C clx(4;).

Dado que para todo i € {1,...,n}, A; es conexo y por la afirmacién anterior sabemos que
A; C B; C clx(4;), por el corolario 1.56, se tiene que B; es conexo para todo i € {1,...,n}.
Por otro lado, como B; C clx(A;) entonces

didm(B;) < didm(clx (4;)) = didm(4;) < e,

por consiguiente didm(B;) < € para cada i € {1,...,n}.
Finalmente, dado que clx(Y) = clx (U AZ-) = U clx (A;) entonces
i=1 i=1

n

Z=clx(Y)NnZ= (CJ ClX(Ai)> NZ= O (cdlx(4;,)NZ) = Oclz(Ai) = U B;
i=1 =1

i=1 i=1

n
es decir, Z = U B;.
i=1
En conclusién, existe un nimero finito de conexos By, ..., B, subconjuntos de Z tales que

Z = UBi’ didm(B;) < € para cada i € {1,...,n},
por lo tanto Z tienes la propiedad S maés atn, por el teorema 3.2, se tiene que Z es un
espacio localmente conexo. O

Introduzcamos la siguiente definicién.

Definicién 3.8. Sean X un espacio métrico y € > 0. Una S(e¢) — cadena es una colec-
cién no vacta, finita e indexada L = {Lq,...,L,} de subconjuntos de X que satisface las
siguientes condiciones:
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a) LiNLixy1 # 0 para cadai=1,...,n—1;

b) L; es conexo para cada i =1,...,n;
¢) diam(L;) < 27% para cadai=1,...,n
Si L={Ly,...,L,} es una S(€)—cadena entonces cada L; es llamado un eslabén de L;

siz € Ly yy € Ly, decimos que L es una S(e)—cadena de z a y.
Si A C X, entonces se define S(A,€) como sigue:

S(A,e) ={y € X: existe una S(€) — cadena de algin punto de A a y}.

En la proposicién 3.9 y el lema 3.10, veremos que los conjuntos S(A4, €) nos proporcionan
una manera de obtener subconjuntos abiertos, conexos y pequenos que tienen la propiedad
S en cualquier espacio métrico con la propiedad S.

Proposicién 3.9. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto no vacio de X y € > 0.
Si X tiene la propiedad S entonces S(A,¢€) tiene la propiedad S.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico con la propiedad S, A C X distinto del
vacio y € > 0, veamos que S(A, ¢€) tiene la propiedad S es decir, probaremos que para cada
6 > 0 existe una coleccién finita de subconjuntos conexos By, ..., B,, donde cada B; tiene
didm(B;) < ¢ y ademés

n

S(A,e) =] Bi. (3.1)

i=1

Sea § > 0 fijo pero arbitrario. Elegimos un entero positivo k tal que

e 6
Zg T (3.2)
i=k
Luego, sea
K = {yeS(A,e): existe una S(e) — cadena con a lo més k eslabones

de algun punto de A a y}.

Dado que X tiene la propiedad S, por la definicién 3.1, sabemos que existe una cubierta
finita de conjuntos conexos con didmetro menor que -2+ Sean Ey, ..., E, los elemen-
tos de esta coleccién que intersectan a K (notemos que existe al menos un elemento que
cumple esta caracteristica ya que si ningin miembro de la cubierta de X intersecta a K,
se sigue que K = () y dado que A C K, se tiene que A = {J, lo cual es una contradiccién).
Observemos que, por la manera en que se definieron los FE;, las siguientes condiciones se
cumplen:

KCO& (3.3)

i=1

E;N K # () para cada i (3.4)
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E; es conexo para cada i (3.5)

didm(E;) < 21«% para cada i (3.6)
Veamos que para cada ¢ € {1,...,n} se cumple que E; C S(4,¢). Seai € {1,...,n}, por
(3.4) existe una S(e)—cadena Lq,...,L; con t < k de algin punto de A a un punto de
E; N K. Luego, por (3.5), (3.6) y la definicién 3.8, se tiene que {L1,...,L¢, Lit1 = F;}
es una S(e)—cadena de algin punto de A a cualquier punto de E;. Por lo tanto, hemos
demostrado que

E; C S(A,e) paracadai=1,...,n. (3.7)

Para cada i € {1,...,n}, sea %; la coleccién de los conjuntos M que satisfacen las siguientes
condiciones:

M C S(A,e) (3.8)
MNE; #0 (3.9)
M es conexo (3.10)

didm(M) < g (3.11)

Sea
B, = U‘%l para cada i € {1,...,n}.

Probemos que cualquier conjunto E; satisface las condiciones (3.8), (3.9),(3.10) y (3.11).
La condicién (3.8) se obtiene de (3.7); (3.9) se cumple ya que para cada i € {1,...,n}, se
tiene que E; # 0; la condicién (3.10) se cumple por (3.5). Finalmente veamos que los F;
cumplen la condicién (3.11). Por (3.6), se cumple que didm(E;) < e -2~*+1 y notemos

que € -2~ kD) < ;e 27" pero, por (3.1), sabemos que ;E 270 < g, de manera que
. d
didm(E;) < 1
Por lo tanto,
E; C B; paracadai€ {1,...,n} (3.12)

y por ende, B; # (.

Hasta este punto hemos realizado una construccién de los conjuntos B;, ahora probaremos
que cumplen las propiedades indicadas al principio de la demostracién. Primero, veamos
que para cada i € {1,...,n}, B; es conexo. Sea i € {1,...,n} fijo pero arbitrario. Dado que
E; € #B; y E; es conexo (3.5), entones podemos aplicar el corolario 1.55 a la coleccién de
conjuntos %;, ya que sabemos, por (3.10), que cada M € % es conexo y ademés MNE; # )
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(3.9), concluyendo que B; es conexo.
En segundo lugar, veamos que para cada i € {1,...,n}, se cumple que

dlé,l’n(Bz) < 4.

Sea i € {1,...,n} fijo pero arbitrario y sean by,by € B;, por lo que existen My, My € %;
tales que by € My y ba € Ms. Por (3.9), existen my € My N E; y ma € My N E;, luego por
(3.11) y (3.6), tenemos que

) € o0 26 €

d(b,b2) < d(b1,m1) + d(m1,m2) + d(m2, b2) < 1t T <7t

o 30
pero, por (3.2), tenemos que < —, por lo tanto d(by,b2) < T < J. De esta manera

€

ok+1

concluimos que didm(B;) < 0 para cada ¢ € {1,...,n}.

Finalmente veamos que se cumple (3.1). Por (3.8), sabemos que B; C S(A,¢€) para cada
n

i € {1,...,n}, por lo tanto U B; C S(A,¢). Resta probar que
i=1

n

S(A,e)c | B (3.13)

i=1

Sea y € S(A,€), consideremos los siguientes dos casos:

1. Si y € K. Observemos que, por (3.3) y (3.12), se tiene que K C U E; C U B;, de
i=1 i=1

manera que si y € K entonces y € U B;.
i=1
2. Siy ¢ K. Como y € S(A,e¢), existe una S(e)-cadena . = {Lq,..., L} de algin
punto de A a y, y dado que y ¢ K entonces k < m. Sea

Observemos que, por la definicién de K, Ly C K. Luego, por (3.3), existe j € {1,...,n}
tal que L N E; # (). Veamos que H C Bj, para esto tenemos que probar que H
satisface las condiciones (3.8), (3.9),(3.10) y (3.11).

Por la definicién 3.8 de S(A,€) se cumple que

G L; C S(A, 6),
i=1

pero notemos que H C | J.Z, de manera que H satisface la condicién (3.8). Por otro
lado, como Ly N E; # () entonces H satisface (3.9). Ademads, por las condiciones
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a) y b) de la definicién 3.8, se deduce que H satisface (3.10). Finalmente, por las
condiciones a) y ¢) de la definicién 3.8 y por (3.2), se tiene que

digm(H) < 3 didm(L;) < 23 < g
i=k i=k

Por lo tanto, H cumple la condicién (3.11).

Asi, hemos demostrado que H satisface las condiciones (3.8), (3.9),(3.10) y (3.11),
por ende H C B;. Dado que y € L,,, se tiene que y € B;, de modo que se satisface
la condicién (3.13).

De los casos analizados anteriormente, concluimos que se satisface (3.1), y por lo tanto
los conjuntos Bi,...,B, tienen todas las propiedades deseadas. En conclusion, hemos
demostrado que S(A4, ¢) tiene la propiedad S. O

Lema 3.10. Sean X wun espacio métrico, A un subconjunto no vacio de X y ¢ > 0. Las
siguientes condiciones se satisfacen:

a) didm[S(A, )] < didm(A) + 2¢;
b) Si A es conexo entonces S(A,€) es conexo;
¢) Si X tiene la propiedad S entonces S(A,€) es un subconjunto abierto de X.

Demostracion.  a) Sean z,y € S(A,¢), por lo que existen S(e)-cadenas £ = {Ly,...L,}
desde a, hasta z con a, € Ay C = {C4,...Cy,} desde a, hasta y con a, € A. Luego,

n

d(z,a,) < didm <U LZ—> < Z; <e
=1

i=1

i. e., d(z,a;) < e. De manera andloga, se prueba que d(y, a,) < e. Por consiguiente
d(z,y) < d(z,az) + d(az, ay) + d(ay, y) < 2e+ didm(A).

Por lo tanto, didm(S(A,€)) < didm(A) + 2e.

b) Por la definicién 3.8 y aplicando recursivamente el teorema 1.55, tenemos que cada
S(e)-cadena es conexa. Si A es conexo, y dado que toda S(e)-cadena intersecta a A,
por el corolario 1.55, concluimos que S(A4,¢€) es conexo.

¢) Supongamos que X tiene la propiedad S, veamos que S(A,€) es abierto de X. Sea
y € S(A,¢), por la definicién 3.8 existe una S(€)-cadena Lq,...L, de algin punto
pEAayyademisp € Ly yy € L,. Como X tiene la propiedad S, por el teorema

3.2, existe un subconjunto abierto y conexo U de X tal que y € U y didm(U) < 2T6+1
Observemos que U C S(A,¢€) yaquesit € U, entonces {L1, ..., Ly, Lpt+1 = U} es una
S(e)-cadena de p € A a t, de ahi que t € S(A,€). Por lo tanto, S(A,€) es abierto de
X.

O
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Teorema 3.11. Sea X un espacio métrico y € > 0. Si X tiene la propiedad S, entonces
X es la union de una cantidad finita de conjuntos conexos cada uno de los cuales tiene
la propiedad S y didmetro menor que €; ademds, estos conjuntos pueden elegirse como
abiertos en X o cerrados en X.

Demostracion. Sea X un espacio métrico con la propiedad S y € > 0. Por la definicién 3.1,
n
sabemos que X = U A;, para algin n € N, donde cada A; es conexo y didm(4;) < %
i=1
Luego, por b) y ¢) del lema 3.10, tenemos que para cada i € {1,...,n} los conjuntos
€ €
S (A, 3 son abiertos de X y conexos, mas aun, por el teorema 3.9, se tiene que S (Ai, §>

posee la propiedad S. Finalmente, por a) del lema 3.10, se tiene que

didm (S (Ai, %)) < didm(A) + % < % + 2% =

es decir, didm (S (Al-, g)) < €. Por lo tanto, los conjuntos abiertos S (Al-, %) con ¢ =

1,...,n, satisfacen las condiciones deseadas.
Por otro lado, por la proposicién 3.7, se tiene que para cada i € {1,...,n} los conjuntos

cerrados clx (S (Ai, %)) tienen la propiedad S, ademas

didm (clx (S (i, %))) = dim (5 (45, %)) <e

y también, por el corolario 1.56 y dado que S (Ai, %) es conexo, cly (S (Ai, g)) es conexa.

Teorema 3.12. Si X es un continuo localmente conexo entonces para cualquier ¢ > 0, X
es la union de una cantidad finita de continuos localmente conexos, cada uno de los cuales
es de didmetro menor que €.

Demostracion. Sean X un continuo localmente conexo y € > 0. Por el teorema 3.5, se
tiene que X tiene la propiedad S. Luego, por el teorema 3.11, sabemos que X es la unién
de conjuntos conexos y cerrados A;, ..., A, con didmetro menor que €, cada uno de los
cuales tiene la propiedad S. Por el teorema 1.30, cada A; es compacto y por consiguiente,
aplicando el teorema 3.5, cada A; es un espacio localmente conexo. Por lo tanto, para cada
i €{1,...,n}, A; es un subcontinuo localmente conexo O

3.2. El teorema de Hahn-Mazurkiewicz

El resultado maés relevante que se presentard en esta seccién es el teorema de Hahn-
Mazurkiewicz (ver teorema 3.16), en el cual se prueba que todo continuo localmente conexo
es imagen continua del intervalo [0,1] (teorema 3.16). Posteriormente, presentaremos algu-
nas construcciones no triviales que ilustran dicho teorema y ademaés mostraremos resultados
derivados del mismo.

Para comenzar la seccién, se define el siguiente concepto el cual ya ha sido introducido
como parte de la definicién 3.8.
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Definicién 3.13. Una cadena débil es una coleccion no vacia, finita e indexada L =
{L1,...,L,} de conjuntos tales que

LiNLiy1 # 0 para cadai=1,...,n— 1.

Sea L ={Ly,...,L,} una cadena débil, entonces decimos que L es una cadena débil de
Ly a L,. Ademds, si x € Ly yy € L,, decimos que L es una cadena débil de x a y.
Cada L; es llamado un eslabon de L.

El siguiente lema es usado en la demostracién del lema 3.15.

Lema 3.14. Si € = {C4,...,Cn} y L ={L1,...,L,} son cadenas débiles con C, = L,
entonces existe una cadena débil P de Cy a Ly, tal que P =CU L.

Demostracion. Sea P ={Py,..., Payyyyn} donde

P, =C; paracada 1 <i<m;
Pyi =Chp_iy1 paracada 1 <i < m;
Popy; = L; paracada 1 <i < n.

Como € es una cadena débil, por la definicién 3.13, sabemos que C; N C;y1 # () para cada
i=1,....,m—1, pero P, = C; para cada ¢ = 1,...,m, por lo tanto P; N P;;1 # () para
cadat=1,...,m— 1.

También P,, = C,, = P11, por consiguiente P, N P11 # 0.

Por otra parte, veamos que P N Poyyiy41 # (¢ para cualquier ¢ = 1,...,m — 1. Sea
i€ {l,...,m—1}, de ahi que

1<i<m-1 & 1-m<—3<-1
& 1<m—-—1<m-1
S 2<m—i1+1<m.

Por hipétesis, € es cadena débil entonces Cj_1 NC; # 0, para todo j = 2,...,m, de ahi que
Cm—iNCp—it1 # Dyaquem—i+1 e {2,...,m}, pero Cry—s = Pipyiy41 Y Cm—iv1 = P
por lo tanto P, N Pipyiy41 # () para cualquier : = 1,...,m — 1.
Por otro lado, Py, N Poyy1 # 0 ya que Poy, = C1 = Fy = Popyis.
Finalmente, dado que Pa,,+; = L; para cada 1 < i < n y por hipdtesis L es cadena débil,

entonces Payqi N Popy (1) 7 0 para cadai=1,...,n — 1.
Concluimos que P; N Pjq # () para cada j = 1,...,2m + n, por lo tanto P es una cadena
débil de C; a L, y, en efecto, P = €U L. O

Lema 3.15. Sea S un espacio topoldgico conexo y sean p,q € S. Si C es un coleccion finita
de subconjuntos cerrados no vacios de S tales que cubren a S, entonces toda la coleccion C
se puede indexar para formar una cadena débil de p a q.

Demostracion. Por hipétesis p € Sy S = |JC, de ahi que existe un conjunto C, € C tal
que p € ). Sea

Co = {C eC: existe una cadena débil de C, a C cuyos eslabones son
miembros de C}
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Veamos que Cy = C. Es claro que Cy C C, resta probar que C C Cy, para ello primero
demostraremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. Cualquier elemento de C que intersecte a un elemento de Cy, es un
miembro de Cy

Demostracion de la afirmacion 1. Sea C € C tal que C N Cy # () para algiin Cqy €
Co, veamos que C € Cy, i. e., existe una cadena débil de C}, a C cuyos eslabones
son miembros de C. Como Cj € Cy entonces existe una cadena débil £L = {C, =
Ly,...,L,=C,}donde L; € C paratodoi=1,...,n.Sea L ={Ly,..., Ly, Lpt1 =
C}, como CNCy # 0 concluimos que £ es una cadena débil de C,, a C. Por lo tanto
C € (.

Sean A = UCO y B= U(C\Co)

Afirmacion 2. Las siguientes proposiciones se cumple:

a) ANB=1

b) Ay B son conjuntos cerrados
¢) AUB=S

d) A#0Q

Demostracion de la afirmacion 2.

a) Supongamos que AN B # (. Sea z € AN B, por tanto existen Dy € Cy y
D eC\C(y talesque z € Dy y x € D, i. e., Dy N D # ) luego por la afirmacién
1, D € Cy (contradiccién). Por lo tanto AN B = 0.

b) Como A y B son la unién finita de conjuntos cerrados, entonces A y B son
cerrados en S.

¢) Dado que
AUB = [UCO] u [U(C\co)} - e

y por hipétesis | JC = S, por consiguiente AU B = S.

d) Notemos que C), € Cy y como p € C,, entonces p € |JCy = A4, i. e., p € A, por lo
tanto A # 0.

Por la afirmacién 2, se deduce que B = (), en caso contrario A y B formarian una disconexién
de S y esto generarfa una contradiccién ya que S es conexo. Luego, sea T' € C, por hipdtesis
T # (), por lo tanto T' ¢ B de ahif que T € Cy, asi concluimos que C C Cy. Hemos mostrado
que C = Cy.

Como C es una coleccién finita, para n € N, podemos denotar a

C={C,...,Cyn} donde C; = Cp. Sabemos que C; € C = Cy para todo i = 1,...n, de ahi
que para cada C; existe una cadena débil £; de C, a C; cuyos eslabones son miembros de
C. Notemos que Lo y L3 son tales que su primer elemento es Cy, por el lema 3.14, existe
una cadena débil 73 de Cp, a C3 y ademas C; € T3 donde 1 < j < 3; luego, notemos que
T3 v L4 son tales que su primer elemento es C,, nuevamente, por el lema 3.14, existe una
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cadena débil 74 de Cp a Cy y ademds C; € T4 donde 1 < j < 4; continuando de esta
manera, obtendremos una cadena débil 7,, de Cp, a C), y ademés C; € T3 donde 1 < j < n.
Finalmente, por hipdtesis p € S por lo que existe un conjunto C,; € C tal que ¢ € C,
pero C = Cy, de manera que existe una cadena débil Q de C, a C; cuyos eslabones son
miembros de C. Notemos que 7, y Q son tales que su primer elemento es Cp, por el lema
3.14, existe una cadena débil F de Cp, a C; cuyos eslabones son todos los miembros de C.
Por la definicién 3.13, concluimos que F es una cadena débil de p a q. O

Teorema 3.16. TEOREMA DE HAHN-MAZURKIEWICZ. Si X es un continuo localmente
conexo entonces existe una funcion f :[0,1] = X continua y suprayetiva.

Demostracion. Sean (X, d) un continuo localmente conexo y €; = 1, por el teorema 3.12,
se tiene que X = (JA; donde A; es una coleccién finita de continuos localmente conexos
tales que para cada A € A; se cumple que didm(A) < 1. Dado que cada A € A es un
continuo, en particular, cada A € A es compacto, por consiguiente cada A € A es cerrado
de X (teorema 1.31), por lo tanto .4 es una coleccién finita de subconjuntos cerrados en
X que cubre a X. Sean p,q € X distintos, aplicando el lema 3.15 a estos puntos y a la
coleccién A, tenemos que A se puede indexar para formar una cadena débil {Ay,..., A, }
de p aq.

A continuacidn, escribiremos al intervalo cerrado [0, 1] como la unién de n intervalos cerra-
dos no degenerados I, ..., I, de la forma

Ii:[tifl,ti], 1<i<n, dondethg =0<t; <ty <---<t, =1

Definimos F3 : [0,1] — C(X) por

A; S tEIZ'\{to,...,tn}
. AiUAiJrl st t=t;yl1<i1<n-—1
A =93 4 si t=0
A, si t=1

Afirmacion 1.La funcion Fy satisface las siguientes propiedades:

1. Iy es USC.
2. Xx=J R
t€(0,1]

Demostracion de la afirmacion 1.

1. Sea ! € [0,1], veamos que si Fi(I) C U donde U es un abierto de X entonces
existe V abierto de [0,1] tal que [ € V' 'y Fy(x) C U para todo z € V.
Sea U un abierto de X tal que Fi(l) C U, como [ € [0,1] entonces | € [t;—1, ]
para algin i € {1,...,n}.

1.1 Sil e I; \ {to,...,tn} entonces Fi(l) = A;. Sea V := (t;_1,t;), notemos
que es un conjunto abierto de [0, 1], veamos que V' cumple las propiedades
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Fy

Figura 3.1: Construccién de Fy

deseadas. Como t; # 1 # t;—1 y |l € I; entonces | € (t;—1,t;) ademds, sea
z €V luego
Fi(z)=A;=F(l) CU,
por lo tanto Fy(z) C U para todo z € V.
1.2 Sil=t;con1l<4i<n-—1entonces Fi(l) = A; U A; 1. Sean z1,22 € [0,1]
tales que t;—1 < 21 < t; vy t; < 22 < tiy1. Sea V := (21, 22), notemos que
z1 < t; < z9 por consiguiente [ =t; € V. Por otro lado, sea z € V.
1.2.1 Si z; < & < t; entonces Fy(x) = A; C F1(I) C U,
1.2.2 Si z =t; entonces Fy(z) = Fyi(I) C U,
1.2.3 Sit; < & < 29 entonces Fy(x) = 4,41 C F1(I) C U.
Por lo tanto Fy(x) C U para todo z € V.
1.3 Sil = 0 entonces Fy(l) = A;. Sea V := [0, 1), el cual es un conjunto abierto
de [0,1] y evidentemente [ € V. Sea z € V.
1.3.1 Si 2z =0 entonces Fy(z) = Fi(I) CU
1.3.2 Si0 <z < t; entonces Fy(z) = A; = F1(l) CcU
de manera que Fy(z) C U para todo z € V.
1.4 Sil =1 entonces F;(l) = A,. Definimos al conjunto abierto V := (¢,,_1,1]
donde claramente [ € V. Sea x € V.
1.4.1 Si z =1 entonces Fy(z) =F1(l) CU
1.4.2 Sit,—1 <z <1entonces Fy(z) =A4, =F()CcU
por lo tanto Fi(z) C U para todo x € V.
Por los casos anteriores, se concluye que para todo I € [0,1] y U abierto de C'(X)
tal que Fy(l) C U, existe V abierto de [0,1] tal quel € V y Fa(x) C U para todo
x € V. Por lo tanto, de acuerdo a la definicién 1.86, se tiene que F; es USC.
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2. Es claro que U Fi(t) C X, resta demostrar que X C U Fi(t). Seax € X,
te[0,1] t€[0,1]

por lo tanto existe A; € {A1,...,A,} tal que x € A;. Consideremos a s =

ti —ti1

5 como s € [0, 1] por consiguiente Fi(s) C U Fy(t) pero Fi(s) = A,

t€0,1]
por lo tanto z € U Fi(t). En conclusién X = U Fi(t).
t€[0,1] t€[0,1]

1
Seanp; € A1, p; € AiNA;_1para2 <i<nypp1 € A y sea eg = 5 Sabemos que cada

A; es un continuo localmente conexo, luego aplicando el teorema 3.12 y el lema 3.15 a cada
A; con un procedimiento analogo al que realizamos al inicio para X, obtenemos que existe,
para cada A;, 1 < i < n, una cadena débil {Ai,.. .,Ain(i)} de p; a p;41 tal que cubre a
A; y ademads todo elemento de la cadena es un subcontinuo localmente conexo de A; con
didmetro menor que €, es decir, diém(Az-) < €9 para cada 1 < j < m(i).

Para cada i € {1,...,n}, escribiremos a I; como la unién de m(i) subintervalos cerrados
no degenerados I3, ... ,Iﬁn(i) de la forma
=ty t5),  1<j<m(i), dondetl=rt; 1 <t] <th<-- <th, =t

Definimos F : [0,1] — C(X) por

Al si te I\ {tg, ...t}

ALUAL si t=1t5y0<j<mi)
Fy(t)=1¢ A yUAL si t=thy2<i<n

Al st t=0

AT si t=1

Afirmacion 2.La funcion Fy satisface las siguientes propiedades:

1. F5 es USC.
2. X=J R
tefo,1]

Demostracion de la afirmacion 2.

1. Sean [ € [0,1] y U abierto de C(X) tal que Fy(l) C U. Veamos que existe V
abierto de [0,1] tal que [ € V' 'y Fy(x) C U para todo x € V.
Sea U un abierto de X tal que Fy(l) C U, como [ € [0,1] entonces | € I, para

algtin k € {1,...,n}, luego L € [tF |, t}] = I¥ para algin j € {1,...,m(k)}.

1.1 Sile IF\{t5, ... ,tfn(k)} entonces F(l) = A%. Definimos al conjunto abierto
V.= (t;?_l, tg?)7 veamos que cumple las condiciones deseadas. Evidentemente
l € V; por otro lado, sea x € V', luego

F)=Af=R0)cU

por lo tanto Fy(xz) C U para todo z € V.
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41 4 _ —
to=1t3=0 tiztgztg tm(4)—t4—1

3 tl g tl
L1l L1l
I LI

tio =t1 =1t§ tou(3) = t3 =10

Figura 3.2: Construccién de Fp
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1.2 Sil = tf y 0 < j < m(k) entonces Fy(l) = A;? U A?_H. Sean z1, 29 € [0,1]
tales que t;’?_l <z < tf y t;? <z < t§+17 definimos a V' := (21, 22), veamos
que cumple las condiciones deseadas. Como z; < [ < z9 entonces [ € V, sea
zeV.
121 Sizn <z < t? entonces Fy(x) = A? cU.
1.2.2 Si z = t¥ entonces Fy(z) = Fy(l) C U.
1.2.3 Si t;? < x < 2z entonces Fy(x) = A’?Jrl cU.
Por lo tanto Fy(x) C U para todo z € V.
1.3 Sil =tk y2<k<n entonces Fy(l) = A:;(,Ll) U A¥. Sean 21,22 € [0,1]
tales que t’:n_(i) <21 <ty th < zp <tk definimos a V := (21, 22), veamos
que cumple las condiciones deseadas. Como z; < [ < z9 entonces [ € V, sea
zeV.
1.3.1 Si 21 < z < t§ entonces Fy(x) = Aﬁl_(;fl) cU.
1.3.2 Si z = t§ entonces Fy(x) = Fy(l) C U.
1.3.3 Si th < x < 2y entonces Fy(x) = A¥ C U.

Por lo tanto Fy(z) C U para todo z € V.

1.4 Seal = 0, entonces Fy(l) = A}. Sea V := [0,t]), donde evidentemente [ € V/,
ademads sea x € V.

1.4.1 Si 2 = 0 entonces Fy(z) = F5(l) C U.
1.4.2 Si 0 < z < t} entonces Fy(x) = Al = Fy(l) C U.
Por lo tanto Fy(z) C U para todo z € V.
1.5 Sea | = 1, entonces Fy(l) = A7\ Sea V := (7 1, 1], donde evidente-
mente | € V, ademads sea z € V.
15.1 Sity, )y <z <1 entonces Fy(x) = ALy = () cU.
1.5.2 Si z =1 entonces Fy(z) = Fr(l) C U.
Por lo tanto Fy(z) C U para todo z € V.
Por los casos anteriores, se concluye que para todo ! € [0,1] y U abierto de C(X)

tal que F5(l) C U, existe V abierto de [0, 1] tal que I € V' 'y Fy(z) C U para todo
x € V. Por lo tanto, de acuerdo a la definicién 1.86, se tiene que Fy es USC.

2. Es claro que U Fy(t) C X, resta demostrar que X C U Fy(t). Sea x € X,

te[0,1] te[0,1]
por lo tanto existe A; € {A1,...,A,} tal que € A;, por consiguiente existe
4 4 th—th_
Aj para algin j € {1,...,m(i)}, tal que z € A}. Sea s = ]7“, como s €
[0,1] entonces Fi(s) C U Fi(t), notemos que s € (t%_,,t%) por consiguiente

4 t€[0,1]
Fi(s) = Al asi

Az :Fl(S) C U Fl(t),

t€0,1]
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y como x € A;, por ende x € U Fi(t), de modo que X C U Fi(t). En
t€[0,1] t€[0,1]
conclusion, X = U ().
telo,1]

Afirmacidn 3. Para cada s € [0,1] se cumple que Fa(s) C Fi(s)

Demostracion de la afirmacidn 3. Sea s € [0,1] entonces existe Iy, tal que s € I,
luego s € IJ’Ac para algin 1 < j < m(k).

L Sis € IF\{t§,....th,} entonces Fa(s) = A} y Fi(s) = Ay. Notemos que
Ak C Ay, por consiguiente Fy(s) C Fi(s).

2. 8is= t;? y 0 < j < m(k) entonces Fy(s) = A;? UA;?_Irl y Fi(s) = Ag. De manera
que Fy(s) = AR U A¥, | C Aj = Fi(s), es decir, Fy(s) C Fi(s).

J

3. Sis=1tfy2<k<n entonces Fp(s) = Afn_(liq) UAF y Fi(s) = Ak_1 U Ag.
Notemos que Afn_(i_l) CAr_1y A’f C Ay por lo tanto Aﬁ:(;_l)UA’f C Ap_1UAg,
asi FQ(S) C Fl(S)

4. Sea s = 0 entonces Fy(s) = Al y Fi(s) = Ay, por lo tanto Fy(s) C Fi(s).

5. Sea s = 1 entonces Fy(s) = Ay, ) v Fi(s) = Ay por consiguiente Fy(s) C Fi(s).
Por los casos anteriores, se concluye que para cada s € [0, 1], Fa(s) C Fi(s).

En la afirmacién 1 demostramos que Fy satisface a) y ¢) del teorema 1.87, de la misma
manera, en la afirmacién 2 se demuestran las mismas propiedades pero para F;. Luego en
la afirmacién 3, vemos que Fy y F» satisfacen b) del teorema 1.87.

Continuando de esta manera, es facil ver como definir F,, para cada n € N, de modo que
se satisfagan a) — ¢) del teorema 1.87. Sea x € X,

1
nh_{go didm(Fy,(2)) < nh_}ngo o = 0,
es decir, lim,_,o didm(F,(z)) = 0 para todo € X, con lo cual demostramos d) del
teorema 1.87.
En conclusién hemos demostrado que se cumple a) — d) del teorema 1.87, de manera que
existe una funcién continua y suprayectiva de [0,1] a X, por consiguiente X es una imagen
continua del intervalo cerrado [0, 1]. O

Por el teorema 3.16, tenemos la certeza de asegurar que existe una funcién continua y
suprayectiva del intervalo cerrado I sobre I2, es decir, podemos garantizar la existencia de
las curvas que llenan el espacio. En otras palabras podemos ver el interior del cuadrado
COINO Una curva.

Aunque fue G. Peano quien descubrié la primera curva que llena el espacio, fue D.
Hilbert quien logré que este fenémeno adquiriera una mayor claridad y despertara el interés
de la imaginacion geométrica. A continuacion, se presenta el proceso de construccién de la
curva de Hilbert.
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Figura 3.3: Primeros tres pasos de la construccién de la curva de Hilbert

Figura 3.4: Curva de Hilbert

Ademsés, dado que I® es un espacio localmente conexo, entonces también se puede crear
la curva de Hilbert tridimensional. Si es de nuestro interés conocer la funcién suprayectiva
de estas construcciones, recomendamos ver [16].

A continuacién, estudiaremos resultados que nos permiten determinar si la propiedad
de ser localmente conexo se preserva bajo funciones continuas. Ademsds, el teorema 3.20
caracteriza a los continuos localmente conexos.

Lema 3.17. Sean S1 y Sa espacios topoldgicos, y sea f :S1 — Sy una funcion continua
y suprayectiva. Si C es una componente de Sy entonces f~1(C) es la unién de algunas
componentes de S7.

Demostracion. Sean C' una componente de Sy y
¢ = U{K C 81 : K es una componente de S; y K N f~1(C) # 0}.
Veamos que f~1(C) =%

(C) Sea € f~1(C) de ahi que x € S;; recordemos que S; es igual a la unién de

sus componentes, por lo que existe una componente K de S; tal que =z € K, por
consiguiente K N f~1(C) # 0. Asi v € €.
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1 4 27 30

Figura 3.5: Curva de Hilbert tridimensional

(D) Seax € €, por consiguiente existe K componente de Sy tal quex € Ky KNf~1(C) #
0, es decir, existe y € KN f~1(C), luego f(y) € CN f(K). Consideremos a la funcién
fI¥ : K — f(K), la cual es una funcién continua ([5], pag 67), recordemos que la
conexidad es invariante bajo funciones continuas y K es conexo, por consiguiente
f(K) es conexo. Debido a la afirmacién anterior y dado que por hipétesis, C' es una
componente, i. e., C' es conexo y C N f(K) # (), entonces f(K) U C es conexo. De
manera que C' es una componente tal que C C f(K)UC, por lo tanto f(K)UC = C.
Finalmente, como x € K entonces f(z) € f(K)UC = C por consiguiente z € f~1(C).

Asi, f71(C) = €, es decir, f1(C) es la unién de algunas componentes de Sj. O

Proposicion 3.18. Sean X y Y espacios métricos, y f : X = Y una funcion continua,
cerrada y suprayectiva. St X es localmente conexo entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Por el teorema 1.61, es suficiente probar que toda componente de cualquier
subconjunto abierto de Y, es también abierto de Y.

Sea C una componente de un subconjunto abierto U de Y. Consideremos la funcién
fIf 71(U), la cual es una funcién continua y suprayectiva, luego por el lema 3.17, se tiene que
(f1F 7 @)=1(C) es la unién de algunos componentes de f~1(U). Como f es una funcién
continua y U es abierto de Y entonces f~1(U) es abierto de X pero X es localmente cone-
x0, por el teorema 1.61, las componentes de f~1(U) son abiertos en X, de ahi que fJI(C)
es abierto de X. Luego, como f es una funcién cerrada y dado que f[X \ f~1(C)] =Y\ C,
entonces Y \ C es cerrado de Y, de ahi que C es abierto de Y. De esta manera hemos
probado que Y es localmente conexo. O

Corolario 3.19. Sean X wun espacio métrico, Y un espacio topoldgico de Hausdorff y
f: X =Y una funcion continua y suprayectiva. Si X es un continuo localmente conexo
entonces Y es un continuo localmente conexo.
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Demostracion. Dado que f es una funcién continua de un continuo localmente conexo X
sobre un espacio Hausdorff Y, por el teorema 1.44, se tiene que Y es metrizable. Por otro
lado, por el teorema 1.36, la funcién f es cerrada. Asi, haciendo uso del teorema 3.18 y
recordando que la imagen continua de un continuo es un continuo, concluimos que Y es un
continuo localmente conexo. O

Teorema 3.20. Sea X un continuo. Si X es un continuo localmente conexo si y solo si
X es una imagen continua de [0,1]

Demostracion. La suficiencia es inmediata debido al teorema 3.16. Ahora probaremos la
necesidad. Supongamos que X es una imagen continua de [0, 1] y observemos que [0, 1] es
un continuo localmente conexo, entonces por el corolario 3.19, X es un continuo localmente
conexo. O

Teorema 3.21. Cualesquiera dos continuos localmente conexos con mds de un punto son
imdgenes continuas uno del otro. De hecho, si X y Y son continuos localmente conexos
con mds de un punto, entonces para cualesquiera n puntos distintos (n < o)

x17x27~'~7xn€X ) y17y2a"'ayn€K

existe una funcion f : X — Y continua y suprayectiva tal que f(x;) = y; para todo
ie{l,..,n}.

Demostracion. Es suficiente probar la segunda parte de este teorema. Por el teorema 3.16,
existe una funcién « continua y suprayectiva de [0,1] a Y. Para cada i € {1,...,n}, sea
t; € [0,1] tal que «(t;) = y;. Luego, sean p,q € X \ {x1,...,2,} con p # ¢. Definimos la
siguiente funcién

ﬂ : {pa q,T1, 7xn} — [O’ 1]7

donde B(p) =0, B(q) = 1y paratodoi € {1,...,n}, B(x;) = t;. Veamos que f es una funcién
continua, en efecto, si C' es un conjunto cerrado de [0, 1] entonces f~1(C) C {p,q, 21, ..., ¥n},
i. e., f71(C) es un conjunto finito del espacio métrico X, de ahi que f~*(C) es cerrado
de X, asi concluimos que § es una funcién continua. Luego, por el teorema 1.8, podemos
extender a 8 a una funcién continua v : X — [0, 1]. Observemos que 7 es suprayectiva ya
que X es conexo y 0,1 € y(X).

Ahora, sea f = « oy, observemos que es continua ya que es la composicién de funciones
continuas. Ademds, sea i € {1,...,n} veamos que

f(zi) = aory(z;) = a(y(zi) = a(B(x:) = alt;) = yi,

es decir, f(x;) = y;. Por lo tanto, hemos hallado una funcién f que tiene las propiedades
deseadas. O

Corolario 3.22. Sean X un continuo localmente conexo con mds de un punto y Y un
espacio topoldgico. El espacio Y es una descomposicion USC de X si y solo si' Y es un
continuo localmente conezo.
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Demostracion. [=] Supongamos que Y es una descomposicién USC de X. Por el teorema
1.78, Y es una imagen continua de X y ademads por el teorema 1.76, se tiene que Y es
metrizable. Luego, como Y es continuo (teorema 1.77), entonces haciendo uso del corolario
3.19, se tiene que Y es un continuo localmente conexo.

[«<] Supongamos que Y es un continuo localmente conexo. Por el teorema 3.21, los espacios
X y Y son imégenes continuas uno de otro, es decir, existe una funciéon continua f de X
en Y tal que f(X) =Y. Sea

Dy={f""(y):yeY},

por el teorema 1.78, D es una descomposicién USC de X y es homeomorfa a Y. De ahi
que Y es una descomposicién USC de X. O

3.3. Arcos en continuos localmente conexos

En la siguiente seccién, se usa el teorema de Hahn-Mazurkiewicz (3.16) para demostrar
el teorema de arco conexidad (3.25), el cual dice que si un continuo es localmente conexo
entonces es arco conexo.

La siguiente definicion es la generalizacion topoldgica de la nocién de funciones monéto-
nas con valores reales de una variable real.

Definicién 3.23. Sean Sy y S3 espacios topoldgicos. Se dice que una funcion f:S7 — So
es mondtona siempre que f sea continua y f~1(y) es conevo para cada y € Ss.

Proposicion 3.24. Si Y es un espacio de Hausdorff no degenerado y
f:[0,1] = Y es una funcién mondtona suprayectiva, entonces Y es un arco.

Demostracion. Recordemos que el intervalo cerrado [0, 1] es un espacio métrico compacto,
ademads, dado que f es una funcién mondétona, por la definicién 3.23, tenemos que f es
continua y por hipdtesis f es suprayectiva, asi por el teorema 1.44, Y es un espacio métrico.
Por otro lado, la compacidad es invariante bajo funciones continuas, por consiguiente Y es
compacto. En resumen, [0,1] y Y son espacios métricos compactos.

Sea 2y = {f"'(y) : y € Y}, por lo anterior y dado que f es una funcién continua y
suprayectiva, entonces 7y es una descomposicién USC de [0,1] y es homeomorfo a Y
(teorema 1.78).

Afirmacién. Para todo y € Y, f~1(y) es un subcontinuo propio de [0, 1].

Demostracion de la afirmacion. Sea y € Y. Por hipdtesis general sabemos que Y
es no degenerado y ademds f es suprayectiva, de ahi que f~!(y) C [0,1]. Por otro
lado, dado que f es una funcién monétona entonces f~!(y) es conexo. Finalmente,
hemos visto que Y es un espacio métrico, por ello {y} es cerrado de Y y sabemos
que f es continua, por lo tanto f~1(y) es cerrado de [0,1] pero [0,1] es compacto,
por consiguiente f~1(y) es compacto. En resumen f~!(y) es compacto y conexo, i.
e., f~1(y) es un subcontinuo propio de [0, 1].

Como [0,1] es un continuo y por la afirmacién anterior sabemos que todos los elementos
de Z; son subcontinuos propios de [0, 1], entonces por el teorema 1.80, Z; es un arco, es
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decir, 75 es homeomorfo al intervalo [0, 1] pero anteriormente también se dedujo que Zs
es homeomorfo a Y por lo tanto, como la relacién de homeomorfismo es de equivalencia,
Y es homeomorfo a [0, 1], por consiguiente Y es un arco. O

Alrededor de 1913, H. Hahn y S. Mazurkiewicz demostraron que la propiedad de “ser
una imagen continua de [0,1]” en realidad caracteriza a los continuos localmente conexos.

Teorema 3.25. TEOREMA DE ARCO CONEXIDAD
Cada continuo localmente conexo con mas de un punto es arco conexo.

Demostracion. Sea (X, d) un continuo localmente conexo no degenerado, y sean p,q € X
con p # g. Como [0, 1] es un continuo localmente conexos no degenerado, por la segunda
parte del teorema 3.21, existe una funcién f : [0,1] — X continua y suprayectiva tal que

fO)=py f(1)=gq.

Sea

C = {Ac2l:pqec f(A) ysisytson los puntos extremos de la clausura
de una componente J de I\ A, entonces f(s) = f(t)}.

Haremos uso del teorema Maximo-Minimo 1.84, para ello, primero demostraremos la si-
guiente afirmacion.

Afirmacion 1. Las siguientes proposiciones son verdaderas.

1.1C#0
1.2 C es cerrado de 27

Demostracion de la afirmacion 1.

1.1 Veamos que I € C. Notemos que I € 2!, ademas f(I) = X ya que f es supra-
yectiva, por lo tanto, dado que p,q € X entonces p,q € f(I). Finalmente, como
I'\ I = () entonces la segunda condicién se cumple por vacuidad. Por lo tanto
I € C, de manera que C # 0.

1.2 Para demostrar que C es cerrado de 27, basta probar que C C C. Sea A € C, por
consiguiente, existe una sucesién {A;}ien C C tal que A; — A ([10], corolario 2/
pag. 107).

Veamos que p,q € f(A), para ello definamos la funcién f* : 27 — 2% tal que

f*(A) = f(A) para todo A € 2.

Por el teorema 1.82, f* es continua y ademds A; — A, entonces f*(4;) — f*(A)
pero f*(4;) = f(A;) v f*(A) = f(A) de manera que f(A;) — f(A). Ahora, su-
pongamos que p ¢ f(A) por lo que d(p, f(A)) > 0. Sea ¢ = d(p, f(A)), como
f(A;) = f(A), entonces existe N € Ntal que paratodon > N, Hy(f(A,), f(4)) <
67 de ahi que f(A4n,) C Ng (%,f(A)) para algin ng > N, de manera que

2
p ¢ f(An,) lo cual es una contradiccién, ya que {4;};en C C, por lo tanto
p € f(A). De manera andloga se prueba que g € f(A).
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Ahora probaremos la segunda condicién para que A € C. Como I € C, podemos
suponer para el resto de la demostracion que A # I y, por lo tanto, también
podemos suponer que A; # I para cualquier . Sea J una componente de I\ A
y sean s < t los puntos finales de J. Por el teorema 1.85, existe una sucesién
{J;}32, de componentes de J; de I\ A tal que J; — J y cada J; = [s;, t;] donde
si,t; € I. Veamos que s; — s.

Sea ¢ > 0, como .J; — .J, entonces existe N € N tal que para todo n > N se
cumple que HH(jn,j) < %, i e,

Jn C N (%,j) ijNH (%,7n) para cada n > N. (3.14)

Sea ng > N fijo pero arbitrario y supongamos que |s — s,,| > €, de ahi que
S—8py < —€08§— 8y, > € Sis— sy, > € entonces S,, + € < s, pero por (3.14)

— — €
y dado que s,, € J,,, existe j € J tal que |j — $p,| < 2 de ahi que

€

€ . € €
—=<j—Spy <z & —= 5

5 5 2+Sn0<j<

+ Sngs

€
2 _
contradiccién ya que para todo j € J, se tiene que s < j. Por otro lado, si
S — 8p, < —e entonces s + € < sy, pero por (3.14) y dado que s € J, existe

por consiguiente j < — + s, < 8,, + € < s, por lo tanto j < s lo cual es una

Jno € Jng tal que |jn, — s| < g, de ahf que

€

5 +5 < g < 5+ 5,

. € €
<Jnpg—S< = & —— 5

2 2
por consiguiente jp, < 5+5 < s+€ < 5y, por lo tanto jp, < s,, lo cual es una
contradiccién ya que para todo j,, € J, se tiene que s,, < jn,. Por lo tanto,
|s — sn| < € para todo n > N, de ahi concluimos que s; — s. De manera anédloga
se demuestra que ¢; — t. En conclusién, dado que f es continua, f(s;) — f(s)
y f(t;) = f(t), pero recordemos que A; € C para cada ¢, entonces f(s;) = f(t;),
asi por la unicidad de la convergencia, f(s) = f(t).

Hasta este punto, hemos verificado todas las propiedades necesarias para con-
cluir que A € C. Asi hemos demostrado que C C C, por consiguiete C = C,
concluyendo que C es cerrado de 27.

Debido a la afirmacion 1 y por el teorema 1.84, se tiene que C tiene un elemento minimal,
al cual lo denotaremos por M. Luego, por la definicién de elemento minimal, sabemos que
M € C, por consiguiente p,q € f(M). Sean v = min M y v = max M. Las siguientes
afirmaciones nos ayudardn a probar que f(M) es un arco.

Afirmacidn 2. Se cumple que f(u) =py f(v) =q.
Demostracion de la afirmacion 2. Tenemos los siguientes casos:

2.1 Siu=0, f(u)=f(0)=np, i. e, f(u) =p.
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2.2 Siu >0, [0,u) es una componente de I \ M y dado que M € C, por lo tanto
f(u) = f(0) pero f(0) = p de manera que f(u) = p.

23 Siv=1, f(v)=f(1)=gq, i e, f(v) =¢q.

2.4 St v < 1, (v,1] es una componente de I \ M y dado que M € C, por lo tanto
fw) = f(1) pero f(1) = q de manera que f(v) = gq.

Por lo tanto, f(u) =py f(v) =gq.
Afirmacion 3. Si s, t € M tales que s <ty f(s) = f(t) entonces M N [s,t] = {s,t}

Demostracion de la afirmacion 3. Sean s,t € M tales que s < ty f(s) = f(t). Sea
D= M\ (s,t) y veamos que D € C. Notemos que D € 2! [[10], corolario 4, pag 49].
Observemos que u, v ¢ (s,t), ya que si u,v € (s,t) entonces s < u 'y v < t lo cual es
una contradiccion, ya que u < sy t < wv. Asi, u,v € D, por ende f(u), f(v) € f(D),
luego por la afirmacién 2 sabemos que f(u) =py f(v) =g, asi p,q € f(D).

Por otro lado, sea J componente de I \ D tal que J = [sq,%]. Consideremos los
siguientes dos casos:

3.1 Si J es una componente de I\ M entonces f(sg) = f(to).

3.2 Si J no es una componente de I\ M, veamos que (s,t) = J. En efecto, dado que

I\D = D¢
= (Mn(s,t)°)°
= (MC)U(S7t)
= I\ M)U(s1)
= (I\M)U(s,t)) NI\ {s,t})
= (I\M)U(s,t))N((s,t) UT\[s,t])
= (s,t)U(I\MNT\]s,t]),

de manera que I\ D = (s,t) U(I\ M NI\ [s,t]) y notemos que (s,t) y (I\
M)N(I\ [s,t]) son conjuntos separados, asi por el teorema 1.53, J C (s,t) o
J C I\MnNI\[s,t]. Supongamos que J C I\ MNT\][s,t], de ahi que J C T\ M,
por lo tanto existe una componente J’ de I\ M tal que J C J’, pero dado que
I\ M C I\ D entonces existe J” componente de I\ D tal que J' C J” pero J
es componente de I\ D de manera que J = J”, y por lo tanto J = J', i. e. J es
una componente de I'\ M, lo cual es una contradiccién a la hipé6tesis de nuestro
caso. Por lo anterior, concluimos que J C (s,t) y dado que J es un conjunto
conexo maximal de I \ D y (s,t) C I'\ D entonces J = (s,t), de manera que

fs0) = f(s) = f(t) = [f(to)

Debido a los casos anteriores podemos concluir que si sg y to son los puntos de
clausura de una componente J de I \ D entonces f(sg) = f(t9). Por lo tanto, D € C
pero M es el miembro minimal de C por ello M N (s,t) =0, asit M N [s,t] = {s,t}, lo
cual queriamos demostrar.
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Definamos la siguiente regla de correspondencia g : I — f(M) tal que

(z) = flz) st zeM;
9\&) = f(s) st xze€J=]st] donde J es alguna componente de I \ M.

= Sir,s € M, dado que f es continua, g(r) = f(r) = f(s) = g(s).

= Sir,s €I\ M por consiguiente, dado que M € C y las componentes de un conjunto
son disjuntas, f(s) = f(r).

Por otro lado, si y € f(M) entonces existe z € M tal que f(x) =y pero f(z) = g(z) por
lo que g(z) =y, asi tenemos que f(M) C g(I) y evidentemente g(I) C f(M) por lo tanto
g es suprayectiva.

Afirmacién 4. La funcién g, es continua.

Demostracion de la afirmacion 4. Sean a € Iy {Zn}nen C I una sucesién tal que
lim z,, = a, veamos que lim g(z,,) = g(a).

4.1 Sia € I'\ M entonces existe J componente de I\ M tal que a € J. Observemos
que J es abierto por lo que existe € > 0 tal que B(a,¢) C J, luego dado que
lim z,, = a entonces existe N, € N tal que z,, € B(a,¢) para todo n > N, de
ahi tenemos que

{n € N:g(a) # g(zn)}| < N,
por consiguiente lim g(z,,) = g(a).

4.2 Si a € M, consideremos los siguientes conjuntos:

{yk}keK = {xm Ty € M} C {xn}neN

{zi}ties ={zm : 2m € I\ Minen C{zn}nen
Abordaremos los siguientes casos:

4.2.1 Si K es finito entonces {z;};cs es una subsucesién de {z, }ren de ahi que
lim z; = a. Para cada j € J, existe una componente J; de I \ M tal que
zj € Jj; denotaremos J; = [a;, b;]. Sea

d{_{aj si a; —a| <|bj —al;
J bj si |aj —al >|bj —al,

asi {d;};ecs es una sucesién, veamos que lim d; = a. Sea € > 0, como lim z; =
a entonces existe N € N tal que para todo n > N se cumple que |z; —a| <
€ pero observemos que |d; —a| < |z; —a| < €, te., |dj —a|] < € para
todo n > N. Por lo anterior concluimos que limd; = a, luego dado que f
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es continua entonces lim f(d;) = f(a) pero notemos que {d;}je;s C My
ademsds g(d;) = g(z;), asi

lm g(z;) = lim g(d;) = lm f(d;) = f(a) = g(a).

Por lo tanto lim g(z;) = g(a) y las sucesiones {z; }je.; ¥ {&n }nen solo difieren
en una cantidad finita de términos por lo que convergen al mismo limite, de
manera que lim g(z,) = g(a).

4.2.2 Si J es finito entonces {yx trex es una subsucesién de {z, }nen, de ahi que
lim y = a. Luego, dado que f es una funcién continua y ademds f(yx) =
9(yx) para todo k € K, asi

lim g(yx) = lim f(yx) = f(a) = g(a).

Por lo tanto lim g(yx) = g(a), pero las sucesiones {yr trex y {nnen solo
difieren en una cantidad finita de términos por lo que convergen al mismo
limite, de manera que lim g(z,,) = g(a).

4.2.3 Si I y J son infinitos entonces {yirex ¥ {2;};cs son sucesiones parciales
de {z,}nen. Recordemos que en los casos (Al) y (A2) demostramos que
lim g(z;) = g(a) y lim g(yx) = g(a), veamos que lim g(x,,) = g(a). Sea e >0
entonces existen

N, € N tal que para todo j > N, se cumple d(z;,a) <,
y
N, € N tal que para todo k > N, se cumple d(yx, a) < €.

Sea N = méx{N,, Ny}, luego existen My, M, € N tales que xp, = yv ¥
Ty, = zn. Denotemos M = max{M;, My} y sea m > M. Si z,, € M
entonces existe My € K tal que yy, = oy, luego M > N > N, asi

d(Tm,a) = d(yn,,a) < e
Por otro lado, si z,, € I\ M entonces existe M; € J tal que 2M; = Tm
luego M; > N > N, asi
d(m,a) = d(zp;,a) < €.
Por lo tanto lim g(x,) = g(a).
Por lo anterior, concluimos que g es continua es I.
Afirmacion 5. La funcién g es mondétona

Demostracion de la afirmacion 5. Veamos que si z € f(M) entonces g~ () es conexo.
Sea z € f(M) entonces existe ¢ € M tal que f(t) = z ademds, por como esta
definido g, g(t) = f(t), por consiguiente g(t) = z por lo tanto t € M N g~1(z). Asf
Mng=1(z) # 0. Ahora supongamos que M Ng~1(z) = {r,s,t} donde, sin perdida de
generalidad, r < s < t; como r,t € g~1(2) entonces g(r) = z = g(t) pero g|M = f|M
por lo tanto f(r) = g(r) y f(t) = g(t) de manera que f(r) = f(t), por la afirmacién
3, M N[r,t] = {r,t} lo cual es una contradiccién ya que s € M N [r,t]. Por lo tanto
M N g~'(z) es distinto del vacio y tiene a lo mas dos elementos.
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5.1 Si M N g~1(z) consta de un solo punto, digamos M N g~*(z) = {s} entonces
tenemos los siguientes casos:

5.1.1 Si g~1(2) fuera un conjunto singular entonces g~!(z) = {s} y claramente es
Conexo.
5.1.2 Si g~ !(z) tiene mas de un punto
o Si ke g t(z) tal que k < s. Notemos que k ¢ M ya que M Ng~1(z) =
{s}, asi k € I\ M, de ahi que existe una J componente de I \ M tal
que k € J. Dado que s € M entonces J C [0,s]. Sea J = [ay,as] tal
que 0 < a; < k < az < s. Observemos que z = g(k) = f(a1) = f(az).
Notemos que az € M asf f(az) = g(az) por lo tanto ay € g~ (2)NM, por
consiguiente as = s. Por otro lado, dado que 0 < a; < k, supongamos
que 0 < a; < k, por lo tanto a; € M, luego como M Ng=*(Z) = {s}
entonces a; = s, por lo tanto a; = ag(contradiccién). De manera que
ayp = 0.
Por consiguiente J = [0, s] y para todo [ € [0, 5], g(1) = f(s) = g(s)
ast [0, s] C g7 1(2).
o Si k € g7!(2) tal que s < k. Por un razonamiento similar al anterior
caso, se deduce que [s,1] C g7 1(2).
Notemos que solo puede suceder exactamente uno de los dos casos anterior-
mente expuestos, ya que si sucedieran los dos entonces [0,1] C g~1(2) asf
MnNg=1(z) = M (contradiccién ya que M Ng=1(z) = {s} y M # {s}). Por
lo tanto, si sucede (C1) entonces g~(z) = [0, s]; si sucede (C2) entonces
g (2) = [s,1], en ambos casos g~ !(z) es conexo.

5.2 Si M Ng~1(2) = {s,t}, sin perdida de generalidad supongamos que s < t.

Primero, notemos que no puede suceder que s =u >0yt =wv <1 ya que si
esto ocurriera entonces p = f(u) = f(s) = f(t) = f(v) =gq, i.e. p=¢q, lo cual es
una contradiccién ya que p # q. Por lo anterior, s > u o t < v.
Veamos que g~1(z) = [s,t]. Por la afirmacién 3, tenemos que M N [s,t] = {s,t},
de ahi que (s,t) es una componente de I'\ M, luego f(k) = z para toda k € [s, ],
por lo tanto [s,t] C g~!(z). Por otro lado, supongamos que g~ '(z) ¢ [s,], i. e.
existe m € g_l(z) tal que m < s o m > t. Supongamos que m < s, luego existe
T componente de I \ M tal que m € T.

5.2.1 Si u < s entonces existen mi,my € M tal que T = [my,mz], de ahi que
u<my <m<mg<s, asi m; € MNg 1(2)yademds s # m # t lo cual
genera una contradiccion ya que M Ng~1(z2) = {s,t}.

5.2.2 Si u = s entonces t < v, luego notemos que M \ {s} € C lo cual es una
contradiccién ya que M es el elemento minimal de C.

El caso donde m > t, es andlogo al caso anterior. De todos los casos expuestos
anteriormente podemos concluir que g=*(2) C [s,]. Por lo tanto g=1(2) = [s, 1],
asf g71(z) es conexo.

Por los casos anteriores, concluimos que g~'(z) es conexo para todo z € f(M). Por
lo tanto g es monotona.
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Dado que I es un espacio de Hausdorff, por las afirmaciones 4 y 5 sabemos que g : [ —
f(M) es una funcién mondtona y suprayectiva, entonces por la proposicién 3.24, se tiene
que f(M) es un arco. Por lo tanto, X es arco conexo. O

Definicién 3.26. Sean S un espacio topoldgico y p € S. Diremos que S es localmente
arco conexo en p, si para cada vecindad U de p existe una vecindad arco conexa V de
p tal que V. C U. El espacio S es llamado localmente arco conexo si es localmente arco
conexo en cada punto.

Teorema 3.27. Sea X un continuo localmente conexo. Si A es abierto de X, entonces es
localmente arco conexo. En particular, cada continuo localmente conexo es localmente arco
conexo.

Demostracion. Sea A un subconjunto abierto y no vacio de un continuo X localmente
conexo, y sean p € A y U una vecindad de p en A, por lo que existe ¢ > 0 tal que
B(p,e) C U. Dado que X es localmente conexo, por el teorema 3.5, X tiene la propiedad S
luego, por el teorema 3.11, existe un conjunto V abierto de X, conexo y con la propiedad
S tal que p € V y didm(V) < % Por lo anterior y por el lema 3.7, clx (V) es localmente

conexo, ademds observemos que clx (V') es conexo y también, por el teorema 1.30, clx (V)
es compacto. Por lo tanto clx (V) es un continuo localmente conexo asi, por el teorema
3.25, se sigue que clx (V') es arco conexo, pero observemos que clx (V) C B(p,¢) C U, por
ende clx (V) es una vecindad arco conexa de p tal que clx (V) C U. En conclusién, U es
localmente arco conexo en p. O

Teorema 3.28. Sea X wun continuo localmente conexo. Si U C X es abierto y conexo
entonces es arco conexo.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto, conexo y no vacio de un continuo X local-
mente conexo. Dado que U es abierto de X, por el teorema 3.27, U es localmente arco
conexo. Ahora, consideremos a p € U fijo pero arbitrario y definamos el conjunto E como
sigue:

E={p}U{x €U : existe un arco en U de p a x}.

Observemos que como p € F entonces E # ().
Afirmacidn. Los conjuntos E' y U \ E son abiertos en U.

Demostracion de la afirmacion. Primero demostraremos que E es abierto. Sea e € F,
como E C U y U es un espacio localmente arco conexo, por la definicién 3.26, existe
una vecindad V arco conexa de e tal que V' C U. Veamos que V C FE; en efecto sea
v € V'\ {e} y consideremos los siguientes casos

e Si v = p entonces es claro que v € E.

e Si v # p, tenemos los siguientes casos:

o Sie # p, entonces como e, v € V, existe un arco A; de v a e y ademds, dado
que e € E'\ {p}, existe un arco Az de e a p. Por consiguiente, con ayuda de
Ay y Ay nosotros podemos construir un arco de v a p, por lo que v € F.
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o Si e =pydado que e,v € V, existe un arco de v a p. Por consiguiente
veF.

Por los casos anteriores, concluimos que V' C E pero recordemos que V es vecindad
de U, por lo que existe un abierto A C V tal que e € A, i. e. A C E es un abierto
que contiene a e. Por lo tanto E es abierto.

Ahora demostremos que U \ E es abierto. Sea u € U \ E luego, como v € U y U
es localmente arco conexo, entonces existe una vecindad W C U de u arco conexa.
Veamos que W C U \ E. Supongamos que W ¢ U \ E de manera que existe w € W
tal que w ¢ U \ E por lo que w € E, teniendo asi los siguientes casos:

e Siw =pydado que w,u € Wy W es arco conexo, existe un arco de w a u, por
lo que u € F lo cual es una contradiccién ya que u € U \ E.

e Si w # p entonces existe un arco A; en U de p a w y ademds, como w,u € W,
entonces existe un arco A, de w a p. Por consiguiente, con ayuda de A; y Ao
nosotros podemos construir un arco de u a p, por lo que u € F lo cual es una
contradiccién ya que u € U \ E.

Debido a los casos anteriores, concluimos que W C U\ E y dado que W es vecindad
entonces existe un abierto A C W tal que u € A, 4. e., A C U \ E es un abierto que
contiene a u. Por lo anterior concluimos que U \ E es abierto.

Dado que U es conexo entonces los tinicos subconjuntos abiertos y cerrados son U y @, asi
por la afirmacién anterior y dado que E # 0, se sigue que U = E, de manera que para
cualesquiera s,t € U podemos encontrar un arco que los una, concluyendo asi que U es
arco conexo. O

Corolario 3.29. Si Z es un espacio métrico localmente conexo, separable, localmente
compacto y conexro, entonces es arco conexo.

Demostracion. Si Z es compacto entonces es un continuo localmente conexo, luego, apli-
cando el teorema 3.25, el espacio Z es arco conexo.

Ahora, supongamos que Z no es compacto y por hipétesis sabemos que Z es un espacio
localmente compacto, por el teorema 2.24, podemos considerar la compactacién de Ale-
xandroff wZ de Z. Sea wZ = Z U {oco} donde co ¢ X. Por 2.7, el espacio wZ es un
continuo.

Afirmacion. El espacio wZ es conexo en pequeno en cada p € Z.

Demostracion de la afirmacion. Sean p € Z y V una vecindad de wZ tal que p € V.
Luego, existe U abierto de wZ tal que p € U C V. Tenemos los siguientes casos:

e Si U es abierto de Z. Como Z es un continuo localmente conexo, por el teorema
1.64, Z es conexo en pequeiio en p. Por lo tanto existe una vecindad conexa W;
de p tal que Wy C U;.

e SiU = {0} U(Z\ F), donde F es compacto en Z asi Z \ F' es abierto de Z.
Dado que Z es abierto de wZ, se tiene que Z \ F es abierto de wZ y ademds
p € Z\ F. Como Z es conexo en pequeno en p, existe una vecindad conexa Wo
de p tal que Wo C Z\ F C U;.
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Asi, en ambos casos wZ es conexo en pequeno en p. Por lo tanto, por el teorema, el
espacio wZ es conexo en pequeino en todo punto de wZ.

Asi, por el teorema 1.64 tenemos que wZ es un continuo localmente conexo. Dado que
Z es un subconjunto abierto y conexo de wZ, por el teorema 3.28, el espacio Z es arco
conexo. O
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