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Introducción

La conexidad y la compacidad son dos de los conceptos fundamentales en topoloǵıa,
y juegan un papel crucial en la comprensión de las propiedades geométricas y estructura-
les de los espacios topológicos. Ambos conceptos proporcionan herramientas para analizar
cómo se comportan los conjuntos dentro de un espacio, y son de particular importancia
en diversas áreas de las matemáticas. En este trabajo nos limitaremos a presentar algunos
resultados en espacios topológicos acerca de compactaciones junto con algunos ejemplos,
siguiendo lo publicado en el caṕıtulo 3 sección 5 de [5]. Además estudiaremos los continuos
localmente conexos cuyos resultados se extrajeron del caṕıtulo VIII de [15]. El propósito
de esta tesis es desarrollar de manera exhaustiva los resultados expuestos en los caṕıtulos
anteriormente mencionados, de tal manera que sean más amenas y accesibles para aquellos
quienes quieran conocer o introducirse en estos temas. Para ese propósito, este documento
se encuentra organizado de la siguiente manera.

En este caṕıtulo 1 se establecen las bases teóricas necesarias para el desarrollo del
trabajo. Se introduce la notación que se empleará en los caṕıtulos posteriores y se pre-
sentan los conceptos fundamentales de topoloǵıa general, como conexidad, compacidad y
continuo. Además, se enuncian algunos teoremas y resultados acerca de estos conceptos.

En el caṕıtulo 2 se estudiará el tema de compactaciones. Una compactación consiste
en construir un espacio compacto a partir de otro que no lo es, mediante la adición de
puntos. El propósito de una compactación es obtener un espacio más manejable que pre-
serve las propiedades topológicas esenciales del espacio original y además que nos permita
aprovechar caracteŕısticas propias de la compacidad, como la existencia de extremos, la
convergencia de redes y sucesiones, y la posibilidad de extender funciones continuas. Aśı,
en este caṕıtulo se demostrará la existencia de la compactación mı́nima (compactación de
Alexandroff) y de la compactación máxima (compactación de Stone-Čech) con respecto
a una relación de orden parcial definida en la familia de compactaciones de un espacio
topológico. Además, se presentarán ejemplos que muestran casos en los cuales dos com-
pactaciones de un mismo espacio no son comparables bajo dicha relación. Finalmente, se
probará que todo continuo es el residuo de alguna compactación del rayo.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 se estudiará los continuos localmente conexos. En el
contexto de la Teoŕıa de Continuos, los continuos localmente conexos son, en cierto sentido,
la clase especial más fundamental de continuos para estudiar, ya que se definen simplemente
haciendo de la conexidad una propiedad local. En este trabajo probaremos que los continuos
localmente conexos son arco conexo y además se caracterizan por la propiedad de ser las
imágenes métricas continuas del intervalo cerrado [0, 1].
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CAṔITULO 1

Preeliminares

Para comenzar, vamos a presentar la notación que utilizaremos en este trabajo. Los
śımbolos R y N denotarán a los números reales y naturales, respectivamente. Además, se
denotará por I al intervalo [0, 1] de R considerado con la métrica euclidiana. Sabemos
que a cada conjunto X se le asigna un numero cardinal, denominado cardinalidad de X y
denotado por |X|; cabe señalar que para un conjunto finito X la cardinalidad de X es igual
al número de elementos de X. El número cardinal asignado a N se detona con el simbolo ℵ0

(aleph zero). Para cada número cardinal m, el número 2m, se define como la cardinalidad
de la familia de todos los subconjuntos de un conjunto X tal que |X| = m. Por otro lado,
recordemos que dos cardinales siempre son comparables y la relación aśı definida < resulta
ser un buen orden. Es decir, toda colección de cardinales posee un primer elemento, al que
llamaremos mı́nimo.

Por otro lado, dado un subconjunto A de un espacio topológico X, denotaremos por

clX(A) o A
X

a la cerradura de A en X, si no hay lugar a confusiones omitiremos la
referencia al espacio X y simplemente denotaremos la cerradura de A por A. El interior
de A será denotado por Int(A). También, si X es un espacio métrico y A ⊂ X es acotado,
entonces denotaremos el diámetro de A por diám(A).

Sean X es un espacio métrico, x ∈ X y r ∈ R con r ≥ 0. Denotaremos por BX(x, r)
a la bola abierta en X con centro en x y radio r, si no hay lugar a confusiones podemos
omitir la referencia al espacio X y simplemente denotarla por B(x, r).

Resulta pertinente recordar algunas definiciones básicas en topoloǵıa.

Definición 1.1. Sean (X,O) un espacio topológico y x ∈ X. Un subconjunto V de X es
una vecindad de x en el espacio X si y solo si existe U ∈ O tal que x ∈ U ⊂ V .

Definición 1.2. Sean X un espacio topológico y A,B ⊂ X. Decimos que A y B están

separados si A
X ∩B = ∅ y A ∩B

X
= ∅.

1
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Definición 1.3. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X. El conjunto A es llamado denso

en X si A
X

= X.

Definición 1.4. Sean (X,O1) y (Y,O2) espacios topológicos. Una función f : X → Y es
llamada continua si f−1(U) ∈ O1 para cualquier U ∈ O2.

Sean X y Y espacios topológicos, y sea M un subespacio de X. Dada una función
continua f : X → Y , se denomina restricción de f a M a la función

f |M : M → Y tal que f |M (x) = f(x) para todo x ∈ M.

Asimismo, denotaremos por
f |M : M → f(M),

a la función que asigna a cada x ∈ M el punto f(x) del subespacio f(M) ⊂ Y . Notemos
que las funciones f |M y f |M son continuas.

Definición 1.5. Sean X y Y espacios topológicos. Una función continua f : X → Y
es llamada un homeomorfismo si es biyectiva y su inversa f−1 : Y → X es continua.
Decimos que dos espacios topológicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo de
X sobre Y .

La siguiente definición enuncia los axiomas de separación, que se refieren a las mane-
ras de separar puntos y conjuntos cerrados de un espacio topológico mediante conjuntos
abiertos.

Definición 1.6. Sea X un espacio topológico.

1. Si para cada par de puntos distintos x1, x2 ∈ X existe un conjunto abierto de X que
contiene exactamente uno de esos puntos, entonces X es llamado un espacio T0.

2. Si para cada par de puntos distintos x1, x2 ∈ X existe un conjunto abierto U de X
tal que x1 ∈ U y x2 /∈ U , entonces X es llamado un espacio T1.

3. Si para cada par de puntos distintos x1, x2 ∈ X existen conjuntos abiertos U1, U2 de
X tales que x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 y U1 ∩ U2 = ∅, entonces X es llamado un espacio T2,
o espacio de Hausdorff.

4. Si X es un espacio T1, y para cada x ∈ X y cada conjunto cerrado F de X tal que
x /∈ F existen conjuntos abiertos U1, U2 de X tales que x ∈ U1, F ⊂ U2 y U1∩U2 = ∅,
entonces X es llamado un espacio T3, o espacio regular.

5. Si X es un espacio T1 y para cada x ∈ X y cada conjunto cerrado F de X tal que
x /∈ F existe una función continua f : X → I tal que f(x) = 0 y f(y) = 1 para cada
y ∈ F , entonces X es llamado espacio T 3

2
, o espacio de Tychonoff o espacio

completamente regular.

6. Si X es T1 y para cada par de conjuntos A,B ajenos y cerrado de X existen sub-
conjuntos abiertos U, V de X tales que A ⊂ U , B ⊂ V y U ∩ V = ∅, entonces X es
llamado espacio T4, o espacio normal.
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Enseguida, presentamos algunos resultados relacionados con funciones continuas.

Teorema 1.7. Sean X un espacio topológico y Y un espacio de Hausdorff. Si f : X → Y y
g : X → Y son funciones continuas entonces el conjunto {x ∈ X : f(x) = g(x)} es cerrado
de X.

Demostración. Veamos que A = {x ∈ X : f(x) ̸= g(x)} es abierto de X. Para cada x ∈ A
tenemos que f(x) ̸= g(x), luego existen subconjuntos abiertos de Y digamos U1, U2 tales
que f(x) ∈ U1, g(x) ∈ U2 y además U1 ∩U2 = ∅. Aśı, el conjunto f−1(U1)∩ f−1(U2) es un
abierto de X contenido en A.

Teorema 1.8. [[11], Teorema de Extensión de Tietze (pág. 127)] Sean X un espacio normal
y F un conjunto cerrado de X. Si la función f : F → R es continua entonces existe una
función continua f∗ : X → R tal que f∗(x) = f(x) para cada x ∈ F.

A continuación se introducen algunas definiciones las cuales serán de ayuda en la de-
mostración del teorema 1.11.

Definición 1.9. Un conjunto Λ es un conjunto dirigido si y solo si existe una relación
≤ en Λ que satisface las siguientes proposiciones:

1. λ ≤ λ para cada λ ∈ Λ;

2. Si λ1 ≤ λ2 y λ2 ≤ λ3, entonces λ1 ≤ λ3;

3. Si λ1, λ2 ∈ Λ, entonces existe un λ3 ∈ Λ tal que λ1 ≤ λ3 y λ2 ≤ λ3.

El concepto de una red generaliza la noción de sucesión, a continuación nosotros intro-
ducimos esta definición haciendo uso de un conjunto dirigido arbitrario.

Definición 1.10. Una red en un conjunto X es una función P : Λ → X, donde Λ
es algún conjunto dirigido. El punto P (λ) es usualmente denotado por xλ, y a menudo
nosotros hablamos de la red (xλ)λ∈Λ o si no causa confusión simplemente nos referiremos
a la red (xλ).

Teorema 1.11. Sean X un espacio de Hausdorff, A un subespacio denso de X y f : X → Y
una función continua de X a un espacio topológico arbitrario Y . Si f |A : A → f(A) ⊂ Y
es un homeomorfismo, entonces f(X \A) ∩ f(A) = ∅.

Demostración. Supongamos que existe y ∈ f(X −A)∩ f(A). Por ende, existen x ∈ X −A
y a ∈ A tales que f(x) = y = f(A). Como X es Haudorff y A es denso en X, entonces
x ∈ clX(A). Por [17, Teorema 11.7] existe una red (xλ)λ∈Λ ⊂ A tal que xλ → x. Lue-
go, como f es continua, por [17, Teorema 11.8], se cumple que f(xλ) → f(x). Note que
(f(xλ))λ∈Λ es una red que converge a f(a) en f(A). Dado que f |A es un homeomorfismo,
se cumple que (f |A)−1 es una función continua. Aśı, por [17, Teorema 11.8] se cumple que
(f |A)−1(f(xλ)) → (f |A)−1(f(a)), esto implica que xλ → a. Finalmente, del hecho que X
es Hausdorff, por [17, Teorema 13.7] se cumple que x = a, lo cual es una contradicción.
Por ende, f(X \A) ∩ f(A) = ∅.
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Algunos cardinales asociados a un espacio topológico permiten cuantificar y descri-
bir aspectos importantes de su estructura. A continuación se presentan algunos de estos
cardinales.

Definición 1.12. Sea X un espacio topológico y sea

w(X) = mı́n{α : existe una base β de X tal que |β| = α}.

El cardinal w(X) es llamado el peso del espacio topológico X.

Teorema 1.13. Si X es un espacio topológico y A ⊂ X, entonces w(A) ≤ w(X).

Demostración. Sea w(X) = α, por lo que existe una base β de X tal que |β| = α. Sea
γ = {B ∩ A : B ∈ β}. Veamos que γ es una base para A. Sea V un abierto de A distinto
del vaćıo, por lo que existe un conjunto U abierto def X tal que V = U ∩ A. Dado que β

es base de X entonces existe una subfamilia β′ de β tal que
⋃

B∈β′

B = U . Observemos que

V = U ∩A =

 ⋃
B∈β′

B

 ∩A =
⋃

B∈β′

(B ∩A), y además {B ∩A : B ∈ γ} ⊂ γ, de ah́ı que V

puede ser representado como la unión de una subfamilia de γ. Por lo tanto γ es una base
para A. Por lo anterior w(A) ≤ |γ| ≤ |β| = α = w(X), i. e., w(A) ≤ w(X).

Teorema 1.14. Sean X y Y espacios topológicos. Si X y Y son homeomorfos entonces
w(X) = w(Y ).

Demostración. Dado que X y Y son homeomorfos entonces existe un homeomorfismo f :
X → Y . Sea βX una base de X, veamos que {f(B)}B∈βX

es una base para Y . Dado que
f−1 es continua, para cualquier B ∈ βX , se tiene que f(B) es abierto de Y . Luego, sea
U un abierto de Y , entonces f−1(U) es abierto de X, de manera que existe βX

1 ⊂ βX tal

que
⋃

B∈βX
1

B = f−1(U), de ah́ı que
⋃

B∈βX
1

f(B) = f

 ⋃
B∈βX

1

B

 = f(f−1(U)) = U. Por lo

tanto {f(B)}B∈βX
es una base de Y . De manera análoga se demuestra que si βY es base

de Y entonces {f−1(B)}B∈βY
es una base de X. Ahora, sea βw

X una base de X tal que
|βw

X | = w(X), aśı w(X) = |βw
X | = |{f(B)}B∈βw

X
| ≥ w(Y ). De manera análoga se prueba

que w(X) ≤ w(Y ). Por lo tanto, concluimos que w(X) = w(Y ).

Teorema 1.15. [[5], teorema 1.5.1] Para cada espacio T0 se cumple que |X| ≤ 2w(X).

Definición 1.16. Sea X un espacio topológico, se define

d(X) = mı́n{β : existe un subconjunto denso A de X tal que |A| = β}.

El cardinal d(X) es llamado la densidad de X.

Teorema 1.17. Sean X y Y espacios topológicos. Si existe una función f : X → Y
continua y suprayectiva entonces d(Y ) ≤ d(X).
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Demostración. Sea A un conjunto denso en X tal que |A| = d(X). Luego dado que f es
continua y suprayectiva, Y = f(X) = f(clX(A)) ⊂ clY (f(A)). De lo anterior, f(A) es un
subconjunto denso de Y , aśı d(Y ) ≤ |f(A)| ≤ |A| = d(X), es decir, d(Y ) ≤ d(X).

Teorema 1.18. [[5], teorema 1.5.3] Para cada espacio de Hausdorff X se cumple que

|X| ≤ 22
d(X)

.

Teorema 1.19. [[5], teorema 1.5.7] Para cada espacio regular X tenemos que
w(X) ≤ 2d(X).

Los encajes constituyen una subfamilia particular de las funciones continuas y repre-
sentan una herramienta fundamental en el estudio de las compactaciones. A continuación
vamos a definir el concepto de encaje y a enunciar resultados que nos ayudarán en el
desarrollo del Caṕıtulo 2.

Definición 1.20. Sean X un espacio topológico y M un subespacio de X. Un encaje de
M en X es una función iM : M → X tal que iM (x) = x para todo x ∈ M .

Definición 1.21. Sean X y Y espacios topológicos. Una función f : X → Y es llamado un
encaje homeomorfo si es la composición de un homeomorfismo y un encaje, es decir, si
existe L ⊂ Y y un homomorfismo g : X → L tal que f = iL ◦ g; observemos que L = f(X)
y g = f |X . Si existe un encaje homeomorfo de X sobre Y , entonces se dice que X está
encajado en Y .

Observación 1.22. En términos simples, un espacio X está encajado o es encajable en
un espacio Y , si existen M ⊂ Y tal que M y X son homeomorfos.

Definición 1.23. Sea X un espacio topológico. Decimos que el espacio X es universal
para todos los espacios que tienen una propiedad topológica P, si X tiene la propiedad P
y todo espacio que tiene la propiedad P está encajado en X.

La existencia de espacios universales son interesantes y útiles, permite reducir el estudio
de una clase de espacios con la propiedad P al estudio de los subespacios de un espacio
topológico fijo, esto se debe al hecho de que no distinguimos entre espacios homomorfos.

Sean X un espacio topológico, una familia de espacios topológicos {Ys}s∈S y una familia
de funciones continuas {fs}s∈S , donde fs : X → Y . Por [5, porpocisión 2.3.6], la función

que asigna a cada x ∈ X el punto {fs(x)} ⊂
∏
s∈S

Ys es continua; esto es llamado diagonal

de las funciones {fs(x)} y es denotada por △s∈Sfs.

Teorema 1.24. [[5], teorema 2.3.20] Sean X un espacio topológico, {Ys}s∈S una familia de
espacios topológicos y F = {fs}s∈S una familia de funciones continuas donde fs : X → Ys.

Consideremos la diagonal de las funciones {fs}s∈S, f = △s∈Sfs : X →
∏
s∈S

Ys. Si existe

un s0 ∈ S tal que fs0 es un encaje homeomorfo, entonces f es un encaje homeomorfo.
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Definición 1.25. Sea m un cardinal. El cubo de Tychonoff de peso m ≥ ℵ0 es el

producto cartesiano Im =
∏
s∈S

Is, donde Is = I para cada s ∈ S y |S| = m. El cubo de

Tychonoff Iℵ0 es llamado el cubo de Hilbert, y lo denotamos por Q.

Observemos que si n ≤ m entonces el cubo In está encajado en Im. Además, por [5,
corolario 4.2.3 ], se tiene que Q es metrizable, más aún puede ser metrizado con la siguiente
métrica:

dQ
(
(x1, x2, . . . ), (y1, y2, . . . )

)
=

∞∑
n=1

|xn − yn|
2n

.

Observación 1.26. Sea m un cardinal con m ≥ ℵ0. Dado que w(I) = ℵ0, entonces
aplicando el teorema [5, teorema 2.3.13], tenemos que w(Im) ≤ m.

Teorema 1.27. [[5], teorema 2.3.23] El cubo de Tychonoff Im es universal para todos los
espacios de Tychonoff de peso m ≥ ℵ0.

1.1. Compacidad

A diferencia de otros conceptos matemáticos, la noción de compacidad no es tan natural
ni intuitiva. Aqúı, abordaremos la definición de compacidad en términos de cubiertas de
conjuntos abiertos del espacio topológico.

Recordemos que una cubierta de un conjuntoX es una familia {As}s∈S de subconjuntos
de X tal que

⋃
s∈S As = X y que, si X es un espacio topológico, {As}s∈S es una cubierta

abierta (cerrada) de X si todos los conjuntos As son abiertos (cerrados) de X.

Definición 1.28. Un espacio topológico X es llamado espacio compacto si X es un
espacio de Hausdorff y cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita, es decir, si
para cada cubierta abierta {Us}s∈S del espacio X existe un conjunto finito {s1, s2, . . . , sk} ⊂
S tal que X = Us1 ∪ Us2 ∪ . . . ∪ Usk .

Definición 1.29. Sea X un espacio topológico y M un subconjunto de X. Decimos que M
es un subespacio compacto si al ser considerado con la topoloǵıa inducida, es un espacio
compacto.

Los siguientes teoremas son resultados clásicos en espacios compactos.

Teorema 1.30. [[5], teorema 3.1.2] Sea X un espacio compacto. Si M es un subespacio
cerrado de X entonces es compacto.

Teorema 1.31. Sean X un espacio de Hausdorff y A un subespacio de X. Si A es compacto
entonces A es un subespacio cerrado de X.

Demostración. Sea A un subespacio compacto de X. Sabemos que para cada x ∈ X \A el
conjunto {x} es compacto aśı, por [5, teorema 3.1.6], existe un conjunto abierto Ux de X
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tal que x ∈ Ux y A∩Ux = ∅. Es claro que X \A ⊂
⋃

x∈X\A Ux, además
⋃

x∈X\A Ux∩A = ∅,
de ah́ı que

⋃
x∈X\A Ux ⊂ X \ A, por consiguiente

⋃
x∈X\A Ux = X \ A. Como

⋃
x∈X\A Ux

es abierto de X entonces X \A es abierto X, por lo tanto A es un subconjunto cerrado de
X.

Teorema 1.32. Sea X un espacio topológico y A ⊂ X compacto. Para cada familia

{Us}s∈S de subconjuntos abiertos de X tales que A ⊂
⋃
s∈S

Us, existe un conjunto finito

{s1, s2, . . . , sk} ⊂ S tal que A ⊂
k⋃

i=1

Usi .

Demostración. Sea {Us}s∈S una familia de subconjuntos abiertos de X tales que A ⊂⋃
s∈S Us. Consideremos a los conjuntos Vs = Us ∩A, los cuales claramente son abiertos en

A; luego ⋃
s∈S

Vs =
⋃
s∈S

(Us ∩A) = (
⋃
s∈S

Us) ∩A = X ∩A = A,

por consiguiente {Vs}s∈S es cubierta abierta de A. Por hipótesis, A es compacto, entonces

{Vs}s∈S tiene una subcubierta finita, i.e., existe {s1, . . . , sk} ⊂ S tal que A =
⋃k

i=1 Vsi . Aśı

A =

k⋃
i=1

Vsi = (

k⋃
i=1

Usi) ∩A ⊂
k⋃

i=1

Usi

Por lo tanto, existe un conjunto finito {s1, . . . , sk} ⊂ S tal que A ⊂
⋃k

i=1 Usi .

Corolario 1.33. Sea X un espacio de Hausdorff y {F1, F2, . . . , Fk} una familia de sub-

conjuntos cerrados de X. El subespacio

k⋃
i=1

Fi de X es compacto si y solo si todos los

subespacios Fi son compactos.

Demostración. [⇒] Sea F =

k⋃
i=1

Fi, veamos que F es compacto. Notemos que F es cerrado

de X aśı, por [5, proposición 2.1.1], Fi es cerrado de F para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}. Aśı, de
acuerdo con 1.30, se concluye que cada Fi es compacto.

[⇐] Sea F =

k⋃
i=1

Fi. Supongamos que todos los subespacios Fi son compactos, veamos

que F es compacto. Sea {Us}s∈S una cubierta abierta de F , por lo tanto para cada i ∈
{1, 2, . . . , k}, tenemos que Fi ⊂

⋃
s∈S

Ui. Por 1.32 y dado que cada Fi es compacto entonces

existe un conjunto finito Ti ⊂ S tal que Fi ⊂
⋃
t∈Ti

Ut. Es claro que T =

k⋃
i=1

Ti ⊂ S es finito.

Luego

F =

k⋃
i=1

Fi ⊂
⋃
i∈T

Ui ⊂
⋃
i∈S

Ui = F,
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aśı {Ui}i∈T es una subcubierta finita de {Us}s∈S . En conclusión para cada cubierta abierta
de F existe una subcubierta finita y evidentemente F es de Hausdorff, por lo tanto F es
compacto.

Teorema 1.34. Cada espacio compacto es normal.

Demostración. Sea X un espacio compacto, por definición de compacidad, X es de Haus-
dorff y por consiguiente es T1. Ahora bien, si A,B ⊂ X son cerrados de X y ajenos, por el
teorema 1.30, A y B son compactos; luego por [5, teorema 3.1.6], existen U, V ⊂ X abiertos
tales que A ⊂ U , B ⊂ V y U ∩ V = ∅. De acuerdo con la definición 1.6, X es normal.

Corolario 1.35. Sean X un espacio compacto, Y un espacio de Hausdorff y f : X → Y
una función continua. Aśı, para cada A ⊂ X se cumple que f(A) = f(A).

Demostración. Sea A ⊂ X, por [5, Proposición 1.4.1] sabemos que f(A) ⊂ f(A). Por otro
lado, dado que A es cerrado de X, por el teorema 1.30, A es compacto. Consideremos la
función f restringida al subespacio A, la cual es una función suprayectiva y continua aśı,
tenemos que f(A) es compacto, aplicando el teorema 1.31, obtenemos que f(A) es cerrado
de Y . Como A ⊂ A entonces f(A) ⊂ f(A) pero, por la definición de cerradura, f(A) es
el cerrado más pequeño que contiene a f(A) en consecuencia f(A) ⊂ f(A). En conclusión,
f(A) = f(A).

Teorema 1.36. Cada función continua de un espacio compacto a un espacio de Hausdorff
es cerrada.

Demostración. Sea f : X → Y una función continua de un espacio compacto X a un
espacio de Hausdorff Y . Si B es cerrado de X, entonces B = B, además por el corolario
previo, sabemos que f(B) = f(B) de ah́ı que f(B) = f(B), de manera que f(B) es cerrado
de Y . Por lo tanto f es cerrada.

El siguiente teorema es inmediato por el teorema 1.36 y [5, Proposición 1.4.18]

Teorema 1.37. Sea X un espacio compacto y Y un espacio de Hausdorff. Si f : X → Y
es una función continua y biyectiva entonces f es un homeomorfismo.

Definición 1.38. Sean X,Y y Z espacios topológicos. Sea f : X → Y una función conti-
nua y h : X → Z un encaje homeomorfo. Decimos que f se puede extender continua-
mente a Z, si existe una función continua F : Z → Y tal que (F ◦h)(x) = f(x) para todo
x ∈ X.

Teorema 1.39. [[5], teorema 3.2.1] Sean A un subespacio denso de un espacio topológico
X, Y un espacio compacto y f : A → Y una función continua. La función f tiene una
extensión continua sobre X si y solo si para todo B1, B2 subconjuntos cerrados y ajenos de
Y se cumple que clX(f−1(B1)) ∩ clX(f−1(B2)) = ∅.

Teorema 1.40. [[5], teorema 3.2.4] Sean {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos. El
producto cartesiano

∏
s∈S Xs, donde Xs ̸= ∅ para cada s ∈ S, es compacto si y solo si

todos los espacios Xs son compactos.
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Teorema 1.41. [[5], teorema 3.2.5] El cubo de Tychonoff Im es universal para todos los
espacios compactos de peso m ≥ ℵ0.

Teorema 1.42. [[9], teorema 3.2.5] Si X un espacio métrico compacto, entonces X esta
encajado en el cubo de Hilbert Q.

Teorema 1.43. Sea X un espacio topológico. Entonces X es un espacio de Tychonoff si
y solo si está encajado en un espacio compacto.

Demostración. [⇒] Sea X un espacio topológico de Tychonoff, veamos que X esta encajado
en un espacio compacto. Consideremos los siguientes casos:

1. Si w(X) < ℵ0, por el teorema 1.15, tenemos que X es finito por lo que X es compacto.

2. Si w(X) ≥ ℵ0, por el teorema 1.27, se tiene que el cubo de Tychonoff Iw(X) es
universal para todos los espacios de Tychonoff y, por el teorema 1.40, tenemos que el
cubo de Tychonoff Iw(X) es un espacio compacto.

[⇐] SeaX un espacio topológico y supongamos queX esta encajado en un espacio compacto
Y , por lo que existe un homeomorfismo f : X → M tal que f(X) = M ⊂ Y . Dado que Y es
compacto entonces es un espacio normal, de ah́ı se sigue que Y es un espacio de Tychonoff,
de manera que M es de Tychonoff. Además ser de Tychonoff es invariante bajo funciones
continuas por lo que X es de Tychonoff.

Teorema 1.44. [[15], teorema 3.2] Si un espacio de Hausdorff es una imagen continua de
un espacio métrico compacto, entonces es metrizable.

Ahora estudiaremos el concepto de compacidad local.

Definición 1.45. Un espacio topológico X es llamado un espacio localmente compacto
en x, si existe un abierto U de X tal que x ∈ U y U es un subespacio compacto de X.
Además, decimos que X es un espacio localmente compacto si es localmente compacto
en cada x ∈ X.

Claramente todo espacio compacto es localmente compacto, ya que todo espacio to-
pológico es vecindad de cada uno de sus puntos.

Lema 1.46. Cada espacio localmente compacto es un espacio T1.

Demostración. Sea X un espacio localmente compacto, por la definición anterior, sabemos
que para cada x ∈ X existe una vecindad Ux de x tal que Ux es un subespacio compacto
de X. Sea x ∈ X fijo pero arbitrario, como Ux es compacto, por la definición 1.28, Ux es
un espacio de Hausdorff y por consiguiente es T1, aśı por [4, teorema 5.6], el conjunto {x}
es un subespacio cerrado de Ux, de ah́ı que {x} es cerrado de X. Por lo tanto para cada
x ∈ X el conjunto {x} es cerrado de X, por [4, teorema 5.6] concluimos que cada espacio
localmente compacto es un espacio T1.

Teorema 1.47. Cada espacio localmente compacto es un espacio de Tychonoff.
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Demostración. Sean X un espacio localmente compacto y x ∈ X, por el lema 1.46, existe F
un subconjunto cerrado de X tal que x /∈ F . Además dado que X es localmente compacto,

entonces existe un abierto U de X tal que x ∈ U y U
X

es compacto. Sea F0 = (U
X \U)∪

(U
X ∩ F ), dado que U

X ∩ (X \ U) = U
X \ U entonces U

X \ U es cerrado de X, por lo

tanto F0 es cerrado de X y además F0 ⊂ U
X
, de ah́ı que F0 es cerrado de U

X
. Luego,

U
X\F0 =

(
U

X \ (UX \ U)
)
∩
(
U

X \ (UX ∩ F )
)
= U∩

(
(U

X \ UX
) ∪ (U

X \ F )
)
= U

X∩F,

de ah́ı que x ∈ U
X \F0. Dado que U

X
es compacto, por el teorema 1.34, U

X
de Tychonoff,

además {x} es cerrado de U
X

y F0 es compacto, aśı haciendo uso del [5, teorema 3.1.7],

existe una función continua f1 : U
X → I tal que f1(x) = 0 y f1(F0) ⊂ {1}. Por lo tanto

para todo x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F , existe una función
continua f : X → I tal que f(x) = 0 y f(y) = 1 para cada y ∈ F , aśı concluimos que X es
un espacio de Tychonoff.

Teorema 1.48. Sea X un espacio de Hausdorff. Si M es un subespacio localmente com-

pacto de X entonces M es abierto de M
X
, es decir, M = F ∩ V donde F y V es cerrado

y abierto de X, respectivamente.

Demostración. Sea Y = M
X
. Dado que M es localmente compacto, entonces para cada

x ∈ M existe un abierto U de M tal que x ∈ U y U
M

es compacto y por lo tanto cerrado de

Y . Notemos que U ⊂ U
M ⊂ M , de ah́ı que U

Y ⊂ U
M

Y

= U
M
, por lo que U

Y ⊂ U
M ⊂ M .

Dado que U es abierto de M entonces existe W abierto de Y tal que M ∩W = U ; luego
usando el [5, teorema 1.3.6] se tiene que

x ∈ W ⊂ W
Y
= M ∩W

Y
= U

Y ⊂ M,

lo cual muestra que cada punto x ∈ M existe una abierto W de M
X

tal que x ∈ W .

Teorema 1.49. [[5], corolario 3.3.10] Sea X un espacio topológico. Entonces X es local-
mente compacto si y solo si existe un espacio compacto Y tal que X es homeomorfo a un
subespacio abierto A de Y .

Teorema 1.50. Sean X un espacio topológico y Y un espacio de Hausdorff. Si existe una
función f : X → Y suprayectiva y abierta, entonces Y es localmente compacto.

Demostración. Sea y ∈ Y . Consideremos x ∈ f−1(y) y un conjunto abierto U de X tal que

x ∈ X y U
X

es un subespacio compacto. Notemos que f(U) es un abierto de Y tal que

y ∈ Y , además f(U
X
) es compacto y por lo tanto cerrado de Y . Luego, como f(U)

Y
es

cerrado de Y y también f(U)
Y
⊂ f(U

X
), entonces f(U)

Y
es compacto.



1.2 Conexidad 11

1.2. Conexidad

La conexidad es un concepto importante en la topoloǵıa, intuitivamente al hablar de
conjuntos conexos nos referimos a conjuntos que consisten de una sola pieza (ver figura
1.1). A continuación definimos la noción de conexidad en términos matemáticos.

Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos conexos

Definición 1.51. Un espacio topológico X es conexo si no puede ser representado como
la unión de dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos.

Es claro que en la definición anterior podemos remplazar subconjuntos cerrados por
abiertos, es decir, un espacio topológico es conexo si no puede ser representado como la
unión de dos subconjuntos abiertos ajenos y no vaćıos. Por otro lado, diremos que un
espacio topológico es disconexo si no es conexo.

Definición 1.52. Sean X un espacio topológico y C un subconjunto de X. Decimos que
C es un subespacio conexo si al ser considerado con la topoloǵıa inducida, es un espacio
conexo.

Teorema 1.53. Sea X un espacio topológico. Si C ⊂ X es conexo entonces para cada par
X1,X2 de subconjuntos separados de X tales que C ⊂ X1∪X2 tenemos C ⊂ X1 o C ⊂ X2.

Demostración. Sean X1 y X2 subconjuntos separados de X tales que C ⊂ X1∪X2. Veamos
que los conjuntos X1 ∩ C y X2 ∩ C son separados. Dado que

X1 ∩ C ∩ (X2 ∩ C) ⊂ (X1 ∩ C) ∩ (X2 ∩ C) = ∅,

i.e., X1 ∩ C ∩ (X2 ∩ C) = ∅ y además

X2 ∩ C ∩ (X1 ∩ C) ⊂ (X2 ∩ C) ∩ (X1 ∩ C) = ∅,

i.e., X2 ∩ C ∩ (X1 ∩C) = ∅. Por lo anterior X1 ∩C y X2 ∩C son separados y notemos que
C = (X1∩C)∪(X2∩C), empleando [5, teorema 6.1.7], tenemos queX1∩C = ∅ oX2∩C = ∅.
Sin perdida de generalidad supongamos que X1 ∩ C = ∅, luego C = X2 ∩ C ⊂ X2.
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A continuación presentamos algunos resultados los cuales nos permiten obtener conjun-
tos conexos a partir de conjuntos conexos dados.

Teorema 1.54. Sea {Cs}s∈S es una familia de subespacios conexos de un espacio to-
pológico X. Si existe un s0 ∈ S tal que el conjunto Cs0 no está separado a ninguno de los

conjuntos Cs, entonces la unión
⋃
s∈S

Cs es conexo.

Demostración. Sea s0 ∈ S tal que el conjunto Cs0 no está separado a ninguno de los

conjuntos Cs y supongamos que
⋃
s∈S

Cs es disconexo, i.e., existen X1, X2 ⊂ X cerrados,

ajenos y no vaćıos tales que
⋃
s∈S

Cs = X1 ∪X2. Por el teorema 1.53, Cs0 ⊂ X1 o Cs0 ⊂ X2,

sin perdida de generalidad supongamos que Cs0 ⊂ X1. Veamos que para todo s ∈ S, se
cumple que Cs ⊂ X1. Sea s ∈ S, teorema 1.53, Cs ⊂ X1 o Cs ⊂ X2, supongamos que
Cs ⊂ X2, dado que Cs0 y Cs no están separados entonces Cs0 ∩ Cs ̸= ∅ o Cs ∩ Cs0 ̸= ∅. Si
Cs0 ∩ Cs ̸= ∅ y como

Cs0 ∩ Cs ⊂ X1 ∩X2 = X1 ∩X2,

entonces X1 ∩X2 ̸= ∅ lo cual es una contradicción ya que X1 ∩X2 = ∅. Por otro lado, si
Cs ∩ Cs0 ̸= ∅ y como

Cs ∩ Cs0 ⊂ X2 ∩X1 = X2 ∩X1,

entonces X1 ∩X2 ̸= ∅ lo cual es una contradicción ya que X1 ∩X2 = ∅. Por lo tanto para
todo s ∈ S, se cumple que Cs ⊂ X1 de manera que X2 = ∅ pero X2 ̸= ∅, por lo tanto

hemos generado una contradicción. Aśı concluimos que
⋃
s∈S

Cs es conexo.

Los siguientes corolarios son inmediatos del teorema 1.54.

Corolario 1.55. Sean X un espacio topológico y {Cs}s∈S una familia de subespacios

conexos de X. Si
⋂
s∈S

Cs ̸= ∅, entonces
⋃
s∈S

Cs es conexo.

Corolario 1.56. Sea X un espacio topológico. Si un subespacio C de X es conexo, entonces

cada subespacio A de X que satisface C ⊂ A ⊂ C
X

también es conexo.

Teorema 1.57. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces X es conexo si y solo
si para cada p, q ∈ X y cada ϵ > 0, existen x0, x1, . . . , xm ∈ X tal que x0 = p, xm = q y
d(xi−1, xi) < ϵ para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Demostración. [⇒] Supongamos que X es conexo y sean p, q ∈ X y ϵ > 0. Dado que

X es compacto entonces existen x0, x1, . . . , xs ∈ X tales que X =

s⋃
i=1

B
(
xi,

ϵ

2

)
. Sean

B = {B(xi,
ϵ
2 ) : i ∈ {1, . . . , s}} y

C = {x ∈ X : existe B = {B1, B2, . . . , Bn} ⊂ B no vaćıo, finito e indexado tal que

p ∈ B1, x ∈ Bn y Bi ∩Bi+1 ̸= ∅ para cualquier i = 1, . . . , n− 1}.
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Veamos que C es abierto de X. Si x ∈ C entonces existe B = {B1, B2, . . . , Bn} ⊂ B
no vaćıo, finito e indexado tal que x ∈ Bn. Como Bn ∈ B, entonces existe k ∈ {1, . . . , s}
tal que Bn = B(xk,

ϵ
2 ), de ah́ı que Bn es abierto de X. Además, notemos que para todo

z ∈ B1, se tiene que z ∈ C, por lo tanto x ∈ B1 ⊂ C. De manera que C es abierto.
Ahora, veamos que X \ C es abierto de X. Sea x ∈ X \ C, entonces existe j ∈ {1, . . . , s} tal
que x ∈ B(xj ,

ϵ
2 ), luego observemos que para todo w ∈ B(xi,

ϵ
2 ), se tiene que w ∈ X \ C

(ya que en caso contrario, implicaŕıa que x ∈ C, lo cual es una contradicción). Por lo tanto
x ∈ B(xj ,

ϵ
2 ) ⊂ X \ C, de donde se sigue que X \ C es abierto de X. En conclusión, C

es abierto y cerrado de X, además p ∈ C por lo que C ̸= ∅. Por lo tanto, dado que X es
conexo, se tiene que C = X.
Como q ∈ X = C entonce existe B = {B1, B2, . . . , Bn} ⊂ B no vaćıo, finito e indexado
tal que p ∈ B1, q ∈ Bn y Bi ∩ Bi+1 para cualquier k = 1, . . . , n − 1. Sea t = 1, . . . , n,
como Bt ∈ B entonces existe k ∈ {1, . . . , s} tal que Bt = B(xk,

ϵ
2 ), denotemos por yt = xk.

Evidentemente, d(p, y1) < ϵ y d(yn, q) < ϵ. Sea j ∈ {2, . . . , n}, como Bj−1 ∩ Bj ̸= ∅
entonces existe xj ∈ Bj−1 ∩ Bj , luego d(yj−1, yj) = d(yj−1, xj) + d(xj , yj) < ϵ

2 + ϵ
2 = ϵ.

Por lo tanto los puntos y0 = p, y1, . . . , yn, yn+1 = q cumplen que d(yj−1, yj) < ϵ para cada
j ∈ {1, . . . , n+ 1}.

[⇐] Supongamos que X es disconexo. Entonces existen A y B cerrados de X y distintos
del vaćıo tales que A ∪ B = X y A ∩ B = ∅. Luego, por [8, lema 5.3.1], se tiene que

d(A,B) > 0. Sean ϵ =
d(A,B)

2
, p ∈ A y q ∈ B, por hipótesis, existen x0, x1, . . . , xm ∈ X

tal que x0 = p, xm = q y d(xi−1, xi) < ϵ para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Sea k = mı́n{i ∈
{1, . . . ,m} : xi ∈ B}, luego d(xk−1, xk) < ϵ (contradicción, ya que ϵ < d(A,B)). Por lo
tanto X es conexo.

La conexidad local desempeña un papel fundamental en el desarrollo del Caṕıtulo 3. A
continuación, definiremos conceptos relacionados con esta noción, demostraremos algunas
de sus propiedades y analizaremos ejemplos que nos ayudarán a comprender y visualizar
mejor los resultados.

Definición 1.58. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. Decimos que X es localmente
conexo en p si para cada vecindad U de p existe un subconjunto abierto y conexo V de
X tal que p ∈ V ⊂ U . Un espacio topológico X es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.

Es importante mencionar que la conexidad no implica, ni es consecuencia de la co-
nexidad local. A continuación, en los ejemplos 1.59 y 1.60, mostramos algunos casos que
ilustran esta afirmación.

Ejemplo 1.59. Sea W = B((9, 8), 5) ∪ B((20, 15), 5) ⊂ R2. Observemos que W es un
conjunto disconexo de R2 (ver figura 1.2). Sin embargo para cada p ∈ W y cada vecindad
V de p podemos encontrar un abierto U de W tal que U es conexo y U ⊂ V . Por lo tanto
W es disconexo y localmente conexo.

Ejemplo 1.60. La función f : (0, 1] → R2 definida por f(x) =
(
x, sen

(
1
x

))
para todo

x ∈ X, es continua y (0, 1] es un subespacio conexo de R, de ah́ı que

Y =

{(
x, sen

(
1

x

))
∈ R2 : 0 < x ≤ 1

}
,
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Figura 1.2: Gráfica de W en R2

es un subespacio conexo de R2. Luego, por el corolario 1.56, tenemos que clR2(Y ) es cone-
xo. Observemos que clR2(Y ) = Y ∪ {(0, y) ∈ R2 : y ∈ [−1, 1]}.
Por otro lado, veamos que Y no es localmente conexo en el punto (0, 0). En efecto, conside-
remos B((0, 0), 1

4 ) y notemos que para cualquier abierto de (0, 0) en clR2(Y ) contenida en
la vecindad clR2(Y ) ∩B((0, 0), 1

4 ) contiene piezas separadas de la gráfica clR2(Y ), como se
puede apreciar en la figura 1.3. Por lo tanto clR2(Y ) es conexo pero no localmente conexo.

•(0, 0)

Figura 1.3: Gráfica de clR2(Y ) y B((0, 0), 1
4 )

En el ejemplo anterior, el espacio clR2(Y ) se conoce como la curva del topólogo y la
denotaremos por ST .

Teorema 1.61. Un espacio topológico X es localmente conexo si y solo si cada componente
de cada subconjunto abierto de X es abierto de X.

Demostración. [⇒] Supongamos que X es localmente conexo y sean A un subconjunto
abierto de X y C una componente de A. Para cada c ∈ C, A es una vecindad de c y
sabemos, por hipótesis, que X es localmente conexo, entonces existe una vecindad Vc de c
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abierta y conexa tal que Vc ⊂ A. Como C es una componente de A y Vc es conexo, Vc ⊂ C

para cada c ∈ C, luego
⋃
c∈C

Vc = C. Dado que C es la unión de conjuntos abiertos entonces

concluimos que C es abierto.
[⇐] Supongamos que cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierto de
X. Sean x ∈ X y V una vecindad de x, por la definición 1.1, existe un abierto U de X
tal que x ∈ U ⊂ V , dado que U es abierto de X entonces sus componentes son abiertas
y conexas. Sea C la componente de U tal que x ∈ C, por lo que C es abierta y conexa.
Además, evidentemente C ⊂ V .

En general la conexidad local no es una propiedad hereditaria, sin embargo, śı se pre-
serva cuando consideramos subespacios abiertos.

Corolario 1.62. Sea X un espacio localmente conexo. Si A es abierto de X entonces A
es localmente conexo.

Demostración. Sea M un subconjunto abierto de A, {Mi}i∈S la familia de componentes
de M y {Ai}i∈T la familia de componentes de A. Sea Mj ∈ {Mi}i∈S , veamos que Mj es
abierto de A. Dado que Mj es conexo y además Mj ⊂ A, entonces existe Ak ∈ {Ai}i∈T

tal que Mj ∈ Ak. Luego, dado que X es localmente conexo y A es abierto de X, por el
teorema 1.61, tenemos que Ak es abierto de X, de ah́ı que Ak ∩ A es abierto de A. Por
lo tanto, M = (Ak ∩ A) ∩M es abierto de A. En conclusión, hemos demostrado que cada
componente de cada conjunto abierto de A es abierto de A, entonces por el teorema 1.61,
tenemos que A es localmentea conexo.

Otra noción importante relacionado con el concepto de conexidad local, es la conexidad
en pequeño.

Definición 1.63. Sea X un espacio topológico y sea p ∈ X. Decimos que X es conexo
en pequeño en p si para cada vecindad U de p existe una vecindad conexa V de p tal que
V ⊂ U . Además, X es conexo en pequeño si es conexo en pequeño en cada uno de sus
puntos.

Teorema 1.64. Sea X un espacio topológico. Entonces X es conexo en pequeño si y solo
si X es localmente conexo.

Demostración. [⇒] Supongamos que X es conexo en pequeño y sean U un abierto de X
y C una componente de U . Dado que para cada c ∈ C existe una vecindad conexa Vc de
c tal que Vc ⊂ U más aún Vc ⊂ C, luego por la definición de vecindad existe un abierto

Uc ⊂ Vc que contiene a c. De manera que
⋃
c∈C

Uc = C y por ende C es abierto de X. Por lo

tanto hemos probado que cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierta
en X, aśı por el teorema 1.61, X es localmente conexo.
[⇐] supongamos que X es localmente conexo y sea p ∈ X. Notemos que cualquier sub-
conjunto abierto de un punto p ∈ X es también una vecindad de p, de ah́ı que si X es
localmente conexo en p entonces también es conexo en pequeño en p.
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Al probar la necesidad en el teorema anterior, se puede notar que puntualmente la
conexidad local implica la conexidad en pequeño, sin embargo el reciproco es falso como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.65. Sea X una sucesión de abanicos armónicos convergentes al punto p (ver
figura 1.4). Notemos que X es conexo en pequeño en p pero no es localmente conexo en tal
punto.

...
...

...
.... . .•p

Figura 1.4: Sucesión de abanicos armonicos convergentes a p

Por lo anterior, concluimos que la conexidad local y la conexidad en pequeño son equi-
valentes globalmente pero no puntualmente.

Finalmente, los siguientes conceptos que estaremos definiendo son fundamentales para
comprender el teorema de arco conexidad (teorema 3.25).

Definición 1.66. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un arco si existe un
homeomorfismo α : [0, 1] → X, donde [0, 1] esta dotado con la topoloǵıa euclidiana. A los
puntos α(1) y α(0) se les llama punto inicial y final del arco, respectivamente; además se
dice que α une o conecta a los puntos α(0) y α(1).

Definición 1.67. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es arco conexo si para
cada par de puntos p, q ∈ X existe un arco que los une.

Definición 1.68. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es conexo por caminos
si para cada par de puntos p, q ∈ X, existe una función f : [0, 1] → X continua tal que
g(0) = p y g(1) = q.

Teorema 1.69. Sea X un espacio topológico. Si X es arco conexo entonces es conexo.

Demostración. Sea xo ∈ X fijo pero arbitrario. Dado que X es arco conexo entonces para
cada x ∈ X existe un homeomorfismo fx : [0, 1] → X tal que fx(0) = x0 y fx(1) = x, luego
por [5, teorema 6.1.3], tenemos que fx([0, 1]) es conexo y además x0, x ∈ fx([0, 1]). Como

x ∈ fx([0, 1]) para toda x ∈ X, por el corolario 1.55, se tiene que
⋃
x∈X

fx([0, 1]) es conexo

pero notemos que
⋃
x∈X

fx([0, 1]) = X, aśı concluimos que X es conexo.
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Observemos que el reciproco del teorema 1.69 no se cumple, para ello basta ver que
la curva del topológo ST es conexa (ver ejemplo 1.60), pero ST no es arco conexa, hecho
que se demostrará en el teorema 2.30. Además, cabe aclarar que la arco conexidad y la
conexidad local son nociones independientes; con el ejemplo 1.59, mostramos la existencia
de espacios topológicos que son localmente conexos pero no arco conexos y el siguiente
ejemplo muestra a un espacio arco conexo pero no localmente conexo.

Ejemplo 1.70. El peine del topólogo es el subconjunto

PT := ([0, 1]× 0) ∪ (0× [0, 1]) ∪
∞⋃

n=1

({
1

n

}
× [0, 1]

)
de R2 con su métrica inducida. El conjunto PT es un conjunto arco conexo y no localmente
conexo.

· · ·

•p

Figura 1.5: Peine del topólogo

1.3. Continuos

El concepto de continuo fue introducido por G. Cantor en 1883. Enseguida, presentamos
la definición de este concepto.

Definición 1.71. Un continuo es un espacio métrico con más de un punto, conexo y
compacto.

A continuación presentamos ejemplos de continuos. Entre los ejemplos que podemos
encontrar de un continuo, se encuentran las gráficas finitas, que en palabras simples se
definen como la unión finita de arcos

Definición 1.72. Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto cerrado, conexo
y no vaćıo de X.

El primer método que abordaremos para construir continuos a partir de una familia de
continuos dada, consiste en aplicar el siguiente resultado.
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Figura 1.6: Gráfica finita.

Teorema 1.73. [[5], corolario 6.1.19] La intersección

∞⋂
i=0

Xi de una sucesión decreciente

X1 ⊃ X2 ⊃ . . . de continuos es un continuo.

En el teorema 1.73 mostramos un método para construir continuos; sin embargo, este
no es único. De hecho, es posible obtener continuos de distintas maneras a partir de una
familia de continuos previamente dada. Otro método para construir continuos es mediante
descomposiciones semicontinuas superiores.

Definición 1.74. Sea (X,O) un espacio topológico no vaćıo. Sea D una colección de
subconjuntos de X no vaćıos y ajenos por pares tales que

⋃
D = X (D es llamada una

partición de X). Sea

O(D) = {U ⊂ D :
⋃

U ∈ O}.

El conjunto O(D) es una topoloǵıa para D . El espacio (D ,O(D)) es llamado un espacio
de descomposición de X o simplemente una descomposición de X. La topoloǵıa O(D)
es llamada la topoloǵıa de descomposición. Enfatizamos que el término descomposición
significa una partición con la topoloǵıa de descomposición.

Definición 1.75. Sea (X,O) un espacio topológico. Una partición D de X es llamada
semicontinua superior siempre que para cualquier D ∈ D , U ∈ O y D ⊂ U , existe
V ∈ O con D ⊂ V tal que si A ∈ D y A ∩ V ̸= ∅ entonces A ⊂ U .

Teorema 1.76. [[15], Teorema 3.9] Cualquier descomposición semicontinua superior de
un espacio métrico es metrizable.

Teorema 1.77. [[15], Teorema 3.10] Cualquier descomposición semicontinua superior de
un continuo es un continuo.

Teorema 1.78. [[15], Teorema 3.21] Sea X un espacio métrico compacto y Y un espacio
métrico. Si f : X → Y es una función continua y suprayectiva, entonces Y es compacto y
además

Df = {f−1(y) : y ∈ Y },
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resulta ser una descomposición semicontinua superior de X y homeomorfo a Y . Inversa-
mente, cualquier descompocisión semicontinua superior de X es un espacio métrico com-
pacto la cual es una imagen continua de X.

Para la demostración del siguiente resultado, es conveniente recordar la definición de
punto de no corte.

Definición 1.79. Sean X un espacio topológico conexo y p ∈ X. Si X \ {p} es conexo
entonces p es llamado punto de no corte.

Teorema 1.80. Sean I = [0, 1] y D una descomposición semicontinua superior de I. Si
todos los miembros de D son subcontinuos propios de I, entonces D es un arco.

Demostración. Como I es un continuo, por el teorema 1.77, D es continuo. Por otro lado,
denotemos por D0 y D1 los elementos de D que contienen a 0 y 1, respectivamente. Dado
que D0 y D1 son conexos que continen puntos de no corte de I entonces I \D0 e I \D1

son conexos, de ah́ı que D0 y D1 son puntos de no corte de D ([15, ejercicio 6.24 (b)]).
Luego, supongamos que existe T ∈ D \ {D0, D1} tal que es punto de no corte de D , por
[15, ejercicio 6.24 (b)], I \ T es conexo. Sea t ∈ T , definamos los siguientes conjuntos:

A = {D ∈ D \ {T} : d < t para todo d ∈ D}

y
B = {D ∈ D \ {T} : d > t para todo d ∈ D}.

Observemos que I \T =
⋃
A∪

⋃
B pero

⋃
A∪

⋃
B = ∅ de ah́ı que

⋃
A∪

⋃
B es disconexo,

i. e. , I \ T es disconexo, lo cual es una contradicción ya que I \ T es conexo. Por lo tanto
D tiene exactamente dos puntos de no corte aśı, por [15, teorema 6.17], D es un arco.

En topoloǵıa, una idea fundamental consiste en estudiar no solo los puntos de un es-
pacio, sino también los conjuntos compactos que contiene. Esta perspectiva da origen a
los llamados hiperespacios, que son espacios cuyos puntos representan subconjuntos del
espacio original.

Para un espacio topológico X definimos

2X = {A : A es un subconjunto cerrado y no vaćıo de X}

y
C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.

Definición 1.81. Sea (X, d) un espacio metrico compacto. Para cada ϵ > 0 y cada A ∈ 2X ,
definimos

Nd(ϵ, A) = {x ∈ X : d(x, a) < ϵ para algún a ∈ A}.

Dados A,B ∈ 2X , definimos

Hd(A,B) = ı́nf{ϵ > 0 : A ⊂ Nd(ϵ, B) y B ⊂ Nd(ϵ, A)}

A la métrica Hd en 2X se conoce como la métrica de Hausdorff inducida por d (ver [9,
teorema 9.1]) y la topoloǵıa para 2X obtenida a partir de ella es un invariante de métricas
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equivalentes para X (i.e., si β1 y β2 son métricas para X, cada una de las cuales da la
topoloǵıa O de X, entonces la topoloǵıa para 2X obtenida de Hβ1

y la obtenida por Hβ2
son

idénticas); los espacios 2X y C(X) con la topoloǵıa obtenida a partir de Hd son llamados
hiperespacios de X.

Teorema 1.82. [[15], ejercicio 4.27] Sean X y Y espacios métricos compactos. Si f : X →
Y es una función continua entonces la función f∗ : 2X → 2Y tal que

f∗(A) = f(A) para cada A ∈ 2X ,

es continua.

Definición 1.83. Sea C una colección de conjuntos. Un elemento maximal de C es un
F ∈ C tal que ningún otro miembro de C contiene propiamente a F . Por otro lado, un
elemento minimal de C es un E ∈ C tal que ningún otro miembro de C esta contenido
propiamente en E.

Teorema 1.84. [[15], ejercicio 4.34] Sea X un espacio métrico compacto. Si C es un
subconjunto cerrado y no vaćıo de 2X , entonces existe un elemento máximal de C y un
elemento minimal de C

SeanX un espacio métrico compacto y {Ai}∞i=1 una sucesión de subconjuntos compactos
no vaćıos de X. Decimos que {Ai}∞i=1 converge a A (escribimos Ai → A) si ĺımAi = A o
ĺımi→∞ Hd(Ai, A) = 0 donde Hd es la métrica de Haussdorff para 2X . Si debemos pensar
que la convergencia tiene lugar en 2X o en X depende en general de la situación, y el
contexto indicará cual es el apropiado.

Teorema 1.85. [[15], ejercicio 4.38] Sea {Ai}∞i=1 una sucesión en 2I tal que ĺımAi = A
donde A ̸= I y Ai ̸= I para cualquier i. Sea J una componente de I \ A. Entonces existe
una sucesión {Ji}∞i=1 de componentes de Ji de I \Ai tal que ĺım J i = J .

Definición 1.86. Sean (X,O1) y (Y,O2) espacios topológicos. Una función F : X → 2Y

se dice que es semi continua superior en un punto p ∈ X, siempre que si U ∈ O2 tal
que F (p) ⊂ U , existe V ∈ O1 tal que p ∈ V y F (x) ⊂ U para todo x ∈ V . Una función
F : X → 2Y es llamada semicontinua superior siempre que F sea semicontinua superior
en cada punto de X.

Teorema 1.87. [[15], teorema 7.4] Sean X y Y espacios métricos, compactos y no vaćıos.
Supongamos que a)− d) se cumplen:

a) Fn : X → 2Y es semicontinua superior para cada n = 1, 2, . . . ;

b) Fn(x) ⊃ Fn+1(x) para cada x ∈ X y cada n = 1, 2, . . . ;

c) Y =
⋃

x∈X Fn(x) para cada n = 1, 2, , . . . ;

d) ĺımn→∞ diam[Fn(x)] = 0 para cada x ∈ X.

Aśı, existe una función continua f de X sobre Y . De hecho, tal f puede definirse como

f(x) = el único punto en

∞⋂
n=1

Fn(x)

para cada x ∈ X.



CAṔITULO 2

Compactaciones

Un problema fundamental en topoloǵıa consiste en extender un espacio topológico dado
a uno que posea propiedades deseables, como la compacidad. En este caṕıtulo, exploraremos
la teoŕıa general de las compactaciones y presentaremos la compactación de Alexandroff,
una técnica que permite transformar un espacio topológico localmente compacto y Haus-
dorff en un espacio compacto añadiendo un único punto, denominado “punto del infinito”.

En esta sección se introduce la definición de compactación de un espacio topológico,
junto con algunos ejemplos ilustrativos. Posteriormente, se presentan propiedades generales
de las compactaciones y se establecen las condiciones bajo las cuales un espacio topológico
admite una compactación.

Definición 2.1. Una compactación de un espacio topológico X es un par (Y, c), donde
Y es un espacio compacto y c : X → Y es un encaje homeomorfo tal que clY (c(X)) = Y .

A continuación, se muestran algunos ejemplos sencillos que facilitan la comprensión del
concepto previamente definido.

Ejemplo 2.2. Consideremos el intervalo abierto (0, 1) en R2, con la topoloǵıa euclidiana
inducida. Como es bien conocido, este conjunto no es compacto. Sea f : (0, 1) → [0, 1] la
función definida por f(x) = x. Evidentemente el par (f, [0, 1]) constituye una compactación
de (0, 1).

0 01 1

f

21
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Ejemplo 2.3. Sea D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}. Consideramos a D con la topoloǵıa
inducida por la métrica euclidiana de R2. Este conjunto no es compacto, ya que no es un
cerrado de R2. El par (g, D), donde g : D → D es la función definida por g(x, y) = (x, y),
constituye una compactación de D.

g

D D

Observación 2.4. En adelante, por compactación de X nos referiremos no solo a un par
(Y, c), sino también al espacio compacto Y en el que X puede estar encajado como un
subespacio denso. Las compactaciones de un espacio X se denotarán habitualmente por los
śımbolos cX, ciX, αX, etc., donde c, ci y α son los śımbolos para los encajes homeomorfos
de X en la compactación correspondiente. Por lo tanto, al considerar una compactación
como un espacio siempre sabremos qué encaje homeomorfo se está utilizando. Aśı para una
compactación cX de un espacio X tenemos

c : X → cX, c |X : X → c(X) es un homeomorfismo, y c(X) = cX.

Definición 2.5. Sea cX una compactación de un espacio X. El conjunto

cX \ c(X) = {x ∈ cX : x /∈ c(X)}

es llamado el residuo de la compactación cX.

Proposición 2.6. Sean X1, X2 espacios topológicos y (Y, c) una compactación de X1. Si
f : X2 → X1 es un homeomorfismo entonces (Y, c◦f) es una compactación de X2. Además,
Y \ c(X1) = Y \ (c ◦ f)(X2).

Demostración. Dado que c : X1 → Y es un encaje homeomorfo entonces c = iL ◦ h donde
L ⊂ Y y h es un homeomorfismo entre X1 y L. Luego h◦ f es un homeomorfismo entre X2

y L, de manera que c ◦ f : X2 → Y es un encaje homeomorfo. Además clY
(
c ◦ f(X2)

)
=

clY
(
c(X1)

)
= Y . Por lo tanto (Y, c◦f) es una compactación deX2. Finalmente, observemos

que Y \ (c ◦ f)(X2) = Y \
(
c
(
f(X2)

))
= Y \ c(X1).

A continuación, demostramos algunas propiedades que poseen las compactaciones.

Proposición 2.7. Sean X un espacio topológico y cX una compactación de X. Las si-
guientes propiedades se cumplen:

a) |Y | ≤ 22
d(X)

;

b) w(Y ) ≤ 2d(X);
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c) Si X es conexo entonces cX es un continuo.

Demostración. a) Como c es una función continua, por el teorema 1.17, tenemos que
d(Y ) ≤ d(X). Aśı, por lo anterior y el teorema 1.18, tenemos que

|Y | ≤ 22
d(Y )

≤ 22
d(X)

.

b) Dado que d(Y ) ≤ d(X), entonces por el teorema 1.19, se cumple que

w(Y ) ≤ 2d(Y ) ≤ 2d(X).

c) Dado que c es una función continua y X es conexo entonces c(X) es conexo. Luego,
tenemos que cX = c(X), y la cerradura de un conjunto conexo es conexa, de ah́ı
que cX es conexo. Además, por definición, cX es compacto, de manera que cX es un
continuo.

A partir del teorema anterior y del teorema 1.41, podemos deducir que todas las com-

pactaciones de un espacio X son subespacios del cubo de Tychonoff I2
d(X)

.

Por otra parte, no siempre es posible hallar una compactación para todo espacio no
compacto. El teorema 2.9 proporciona una condición necesaria y suficiente para que un
espacio admita una compactación.

Lema 2.8. Si un espacio topológico X está encajado en un espacio compacto Y , entonces
X tiene una compactación.

Demostración. Sea X un espacio topológico encajado en un espacio compacto Y , por la
observación 1.22, existe un homeomorfismo f : X → f(X) donde f(X) ⊂ Y . Observemos
que el par (clY (f(X)), i ◦ f) donde i denota el encaje de f(X) en clY (f(X)), es una
compactación del espacio X.

Teorema 2.9. Un espacio topológico X tiene una compactación si y solo si X es un
espacio de Tychonoff.

Demostración. [⇒] Supongamos que X tiene una compactación (Y, c). Luego, por la defi-
nición 2.1, c es un encaje homeomorfo de X en Y donde Y es un espacio compacto i.e.,
X está encajado en un espacio compacto. Aśı, por el teorema 1.43, X es un espacio de
Tychonoff.
[⇐] Supongamos que X es un espacio de Tychonoff, por el teorema 1.43, X está encajado
en un espacio compacto aśı, por el lema 2.8, X tiene una compactación.

Teorema 2.10. Si X es un espacio de Tychonoff entonces tiene una compactación (Y, c)
tal que w(Y ) = w(X).

Demostración. Sea X un espacio de Tychonoff, veamos los siguientes casos:
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1. Si w(X) < ℵ0, por el teorema 1.15, X es finito y por lo tanto compacto. Por otro lado,
dado queX es un espacio de Tychonoff, por el teorema 2.9,X tiene una compactación
(Y, c) donde Y es un espacio compacto, luego, por el teorema 1.34, se deduce que Y
es un espacio de Hausdorff. Por lo tanto, por el teorema 1.31, c(X) es cerrado de Y
de manera que c(X) = clY (c(X)) = Y , aśı w(X) = w(c(X)) = w(Y ).

2. Si w(X) ≥ ℵ0, por el teorema 1.27, X esta encajado en Iw(X), de ah́ı que existe
un homeomorfismo f : X → K donde K ⊂ Iw(X). Sea Y = clIw(X)(K), como
Y es cerrado de Iw(X) y sabemos, por el teorema 1.40, que Iw(X) es un espacio
compacto, entonces Y es compacto. Por otro lado, por los teoremas 1.13 y 1.14 y por
la observación 1.26, tenemos que

w(X) = w(K) ≤ w(Y ) ≤ w(Iw(X)) ≤ w(X),

por lo tanto w(Y ) = w(X). Si c = i ◦ f donde i denota el encaje de K en Iw(X)

entonces la pareja (Y, c) es una compactación de X tal que w(Y ) = w(X).

Teorema 2.11. Sea X un espacio de Tychonoff. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) El espacio X es localmente compacto;

b) Para cada compactación cX del espacio X el residuo cX \ c(X) es un cerrado de cX;

c) Existe una compactación cX del espacio X tal que el residuo cX \c(X) es un cerrado
de cX.

Demostración. [a) ⇒ b)] Sean X un espacio localmente compacto y cX una compactación
del espacio X. Dado que c|X es un homeomorfismo, por el teorema 1.50, c(X) es un espacio
localmente compacto, luego por el teorema 1.48, c(X) es abierto de clY (c(X)) = cX, es
decir cX \ c(X) es cerrado de cX.
[b) ⇒ c)] Esta implicación es inmediata.
[c) ⇒ d)] Supongamos que existe una compactación cX del espacio X tal que el residuo
cX \ c(X) es cerrado de cX, de manera que c(X) es abierto de cX. Además, dado que cX
es una compactación entonces c|X es un homeomorfismo, de ah́ı que X es homeomorfo a
c(X) . Debido a lo anterior y por el teorema 1.49, X es localmente compacto.

2.1. Orden en la familia de compactaciones

En esta sección se define cuando dos compactaciones de un mismo espacio topológico
son equivalentes (definición 2.12) y se demuestra que esta relación define una relación
de equivalencia sobre la familia de todas las compactaciones de un espacio topológico
dado (teorema 2.13). Luego, en el teorema 2.17 se establece que el conjunto de clases de
equivalencia inducido por esta relación admite una estructura de orden parcial. El objetivo
principal de esta sección es sentar las bases necesarias para definir la compactación de
Stone-Čech y probar su existencia.
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Dado X un espacio topológico, denotaremos por C(X) a la familia de todas las
compactaciones de X.

Definición 2.12. Sean X un espacio topológico y c1X, c2X ∈ C(X). Las compactaciones
c1X y c2X son equivalentes si existe un homeomorfismo f : c1X → c2X tal que f◦c1(x) =
c2(x) para todo x ∈ X. Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo.

X c2X

c1X

c2

c1
f

Por lo tanto, dos compactaciones son equivalentes si son homeomorfas y si el espacio X
está encajado en ambas de la misma manera. Cuando c1X y c2X sean dos compactaciones
equivalentes del espacio X, lo denotaremos por c1X ∼= c2X.

Proposición 2.13. Sea X un espacio topológico. La relación ∼= es de equivalencia en
C(X).

Demostración. Sea X un espacio topológico.
reflexiva Sea cX ∈ C(X) y consideramos el homeomorfismo IdcX entonces

IdcX ◦c(x) = c(x) para todo x ∈ X,

de ah́ı que cX ∼= cX.
simétrica Sean c1X, c2X ∈ C(X) tales que c1X ∼= c2X, entonces existe un homeomorfis-
mo f : c1X → c2X tal que

f ◦ c1(x) = c2(x) para todo x ∈ X.

Es claro que f−1 : c2X → c1X es un homeomorfismo y además

c1(x) = f−1 ◦ f ◦ c1(x) = f−1 ◦ c2(x) para todo x ∈ X,

por lo tanto c2X ∼= c1X.
transitiva Sean c1X, c2X, c3X ∈ C(X) tales que c1X ∼= c2X y c2X ∼= c3X, entonces
existen homeomorfismos f : c1X → c2X y g : c2X → c3X tales que

f ◦ c1(x) = c2(x) para todo x ∈ X

y
g ◦ c2(x) = c3(x) para todo x ∈ X.

Evidentemente g ◦ f : c1X → c3X es un homeomorfismo y además

g ◦ (f ◦ c1)(x) = g ◦ c2(x) = c3(x) para todo x ∈ X,

por lo tanto c1X ∼= c3X.
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Por la proposición 2.13, para cada uno de los elementos de la familia de compactaciones
de X, podemos definir su clase de equivalencia. En adelante cada una de las clases de
equivalencia se considerarán como una única compactación de X que se denotará como
cX, donde cX es un representante de la clase de equivalencia a la cual pertenece cX.
Denotaremos por C(X) a la familia de todas las clases de equivalencia de C(X).

Observación 2.14. Si cX es una compactación de un espacio compacto X, evidentemente,
c(X) = cX y por ende c es un homeomorfismo. Aśı, para cualesquiera dos compactacio-
nes c1X,c2X de un espacio compacto X, la función f = c2 ◦ c−1

1 : c1X → c2X es un
homeomorfismo tal que f ◦ c1(x) = c2(x) para cada x ∈ X, de manera que cualesquie-
ra dos compactaciones de un espacio compacto son equivalentes. En particular, cualquier
compactación de un espacio compacto X es equivalente a la compactación (X, IdX).

A continuación, se introduce una relación en la familia C(X), y se demostrará en la
proposición 2.17 que constituye una relación de orden en dicho conjunto.

Definición 2.15. Sea X un espacio topológico. Se define la relación ≼ en la familia C(X)
del siguiente modo: dado c1X, c2X ∈ C(X), se dice que c2X ≼ c1X si y solo si existe una
función continua f : c1X → c2X tal que (f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo x ∈ X, es decir,
f(c1(X)) = c2(X).

En el siguiente resultado se estudian propiedades de la función f introducida en 2.15,
en particular mostraremos que f es una función suprayectiva.

Teorema 2.16. Sean X un espacio topológico y c1X, c2X ∈ C(X). Si f : c1X → c2X es
una función continua tal que (f ◦ c1)(x) = c2(x) para todo x ∈ X, entonces

f(c1(X)) = c2(X) y f(c1X \ c1(X)) = c2X \ c2(X).

Demostración. Dado que f : c1X → c2X es una función continua tal que f(c1(X)) =
c2(X). Luego f(c1(X)) = c2(X), pero por el corolario 1.35, tenemos que f(c1(X)) =
f(c1(X)), aśı

f(c1X) = f(c1(X)) = f(c1(X)) = c2(X) = c2X,

i. e., f(c1X) = c2X.

Afirmación. La función f |c1(X) es un homeomorfismo.

Demostración. Veamos que f |c1(X) = c2|X ◦ (c1|X)−1. Sea y ∈ c1(X), dado que c1|X
es un homeomorfismo entonces existe un único x ∈ X tal que c1|X(x) = y, luego

x = (c1|X)−1
(
c1|X(x)

)
= (c1|X)−1(y),

de manera que

f(y) = f(c1|X(x)) = c2|X(x) = c2|X
[
(c1|X)−1(y)

]
= c2|X ◦ (c1|X)−1(y),

por lo tanto, f |c1(X) = c2|X ◦ (c1|X)−1. Como f |c1(X) es la composición de homeo-
morfismos entonces concluimos que f |c1(X) es homeomorfismo.
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Sabemos que c1(X) es un subespacio denso de c1X y debido a la afirmación anterior,
sabemos que f |c1(X) es homeomorfismo, aśı por el lema 1.11, f(c1X \c1(X))∩f(c1(X)) = ∅
y como f(c1(X)) ∪ f(c1X \ c1(X)) = f(c1X), entonces

f(c1X \ c1(X)) = f(c1X) \ f(c1(X)) = c2X \ c2(X),

i. e., f(c1X \ c1(X)) = c2X \ c2(X).

Proposición 2.17. Sea X un espacio topológico. La relación ≼ es una relación de orden
en C(X).

Demostración. reflexiva Si cX ∈ C(X) y consideramos la función continua IdcX , enton-
ces

IdcX ◦c(x) = c(x) para todo x ∈ X,

de ah́ı que cX ≼ cX.
transitiva Sean c1X, c2X ∈ C(X) tales que c1X ≼ c2X y c2X ≼ c3X, entonces existen
funciones continuas f : c1X → c2X y g : c2X → c3X tales que

f ◦ c1(x) = c2(x) para todo x ∈ X

y

g ◦ c2(x) = c3(x) para todo x ∈ X.

Evidentemente g ◦ f : c1X → c3X es una función continua y además

g ◦ (f ◦ c1)(x) = g ◦ c2(x) = c3(x) para todo x ∈ X,

por lo tanto c1X ≼ c3X.
antisimétrica Sean c1X, c2X ∈ C(X), veamos que c1X ∼= c2X si y solo si c1X ≼ c2X y
c2X ≼ c1X. Supongamos que c1X ∼= c2X, entonces existe un homeomorfismo f : c1X →
c2X tal que f ◦c1 = c2, de ah́ı que c2X ≼ c1X. Dado que ∼= es una relación de equivalencia
entonces c2X ∼= c1X por lo que existe un homeomorfismo g : c2X → c1X tal que g◦c2 = c1,
de ah́ı que c1X ≼ c2X.
Por otro lado, supongamos que c1X ≼ c2X y c2X ≼ c1X, por la definición 2.12, existen
funciones continuas f1 : c1X → c2X y f2 : c2X → c1X tales que f1 ◦ c1 = c2 y f2 ◦ c2 = c1.
Observemos que f2 ◦ f1 ◦ c1 = f2 ◦ c2 = c1, luego sea y ∈ c1(X) por lo que existe un único
x ∈ X tal que c1(x) = y aśı

f2 ◦ f1(y) = f2 ◦ f1(c1(x)) = f2 ◦ f1 ◦ c1(x) = c1(x) = y,

de manera que f2 ◦ f1|c1(X) = Idc1X |c1(X). Sea

B = {x ∈ c1X : f2 ◦ f1(x) = Idc1X(x)}.

Observemos que c1(X) ⊂ B, de ah́ı que

c1X = clc1X(c1(X)) ⊂ clc1X(B) ⊂ c1X,
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i. e., clc1X(B) = c1X pero, por el teorema 1.7, tenemos que B es cerrado de c1X, por lo
tanto B = c1X, aśı f2 ◦ f1 = idc1X . De manera similar, obtenemos que f1 ◦ f2 = Idc2X .
Observemos que f2 actúa como función inversa de f1, por lo que f1 es biyectiva y además
sabemos que f2 es continua, por lo tanto f1 es un homeomorfismo tal que f1 ◦ c1 = c2, de
ah́ı que c1X ∼= c2X.

Al demostrar la antisimetŕıa de la relación ≼, obtenemos un criterio que permite ca-
racterizar cuándo dos compactaciones son equivalentes. Esta caracterización se enuncia en
el corolario 2.18. Más adelante, se presentan otras condiciones necesarias y suficientes para
establecer la equivalencia entre dos compactaciones de un mismo espacio.

Corolario 2.18. Dos compactaciones c1X y c2X de un espacio X son equivalentes si y
solo si c1X ≼ c2X y c2X ≼ c1X.

Teorema 2.19. Las compactaciones c1X y c2X de un espacio X son equivalentes si y solo
si para cada par A,B de subconjuntos cerrados de X, se tiene que

c1(A) ∩ c1(B) = ∅ si y solo si c2(A) ∩ c2(B) = ∅.

Demostración. [⇒] Supongamos que c1X ∼= c2X, por lo que existe un homeomorfismo
f : c1X → c2X tal que f ◦ c1 = c2. Sean A y B subconjuntos cerrados de X, veamos que si
c1(A)∩ c1(B) = ∅ entonces c2(A)∩ c2(B) = ∅. Dado que f es un homeomorfismo entonces
existe su inversa, f−1, tal que c1 = f−1 ◦ c2; aśı por lo anterior y haciendo uso del teorema
1.35, tenemos que

f−1(c2(A) ∩ c2(B)) ⊂ f−1(c2(A)) ∩ f−1(c2(B))

= f−1(c2(A)) ∩ f−1(c2(B))

= c1(A) ∩ c1(B)

= ∅.

De ah́ı que f−1(c2(A) ∩ c2(B)) = ∅, por lo tanto

c2(A) ∩ c2(B)) = f
[
f−1(c2(A) ∩ c2(B))

]
= f(∅) = ∅.

De forma similar se demuestra que si A y B son subconjuntos cerrados de X tales que
c2(A) ∩ c2(B) = ∅, entonces c1(A) ∩ c1(B) = ∅.
[⇐] Ahora supongamos que para cada par A,B de subconjuntos cerrados en X se cumple
que

c1(A) ∩ c1(B) = ∅ si y solo si c2(A) ∩ c2(B) = ∅.

Consideremos las siguientes funciones

f1 := c1 ◦ h2 : c2(X) → c1X y f2 := c2 ◦ h1 : c1(X) → c2X,

donde hi : ci(X) → X es la inversa del homeomorfismo ci|X para i = 1, 2. Dado que f1 y
f2 son composiciones de funciones continuas entonces f1 y f2 son funciones continuas.
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Afirmación. Para cada par Bi
1, B

i
2 de subconjuntos cerrados en ciX tales que Bi

1 ∩
Bi

2 = ∅, se tiene que f−1
i (Bi

1) ∩ f−1
i (Bi

2) = ∅, para i = 1, 2.

Demostración Sean B1
1 , B

1
2 subconjuntos cerrados en c1X tales que B1

1∩B1
2 = ∅. Dado

que h1 es un homeomorfismo entonces h1(B
1
1) y h1(B

1
2) son subconjuntos cerrados

de X. Además

c1 [h1(B1
1)] ∩ c1 [h1(B1

2)] ⊂ B1
1 ∩B1

2 = ∅,

luego haciendo uso de la hipótesis, tenemos que c2 [h1(B1
1)]∩c2 [h1(B1

2)] = ∅. Notemos
que

(f1)
−1 = (c1 ◦ h2)

−1 = (h2)
−1 ◦ (c1)−1 = c2 ◦ h1,

por lo tanto f−1
1 (B1

1) ∩ f−1
1 (B1

2) = ∅.
De manera similar, se prueba que para cada par B2

1 , B
2
2 de subconjuntos cerrados en

c2X tales que B2
1 ∩B2

2 = ∅, se tiene que f−1
2 (B2

1) ∩ f−1
2 (B2

2) = ∅.

De la afirmación anterior, f1 y f2 cumplen las hipótesis del teorema 1.39, aśı f1 y f2 se
pueden extender a las siguientes funciones continuas

C2 : c2X → c1X y C1 : c1X → c2X,

respectivamente. Sea x ∈ X, luego c2(x) ∈ c2(X) por lo que

C2(c2(x)) = (c1 ◦ h2)(c2|X(x)) = [(c1 ◦ h2) ◦ c2|X ](x) = [c1 ◦ (h2 ◦ c2|X)](x) = c1(x),

de ah́ı que C2 ◦ c2 = c1, por lo tanto c1X ≼ c2X. De manera análoga se prueba que
c2X ≼ c1X. Finalmente, dado que ≼ es antisimétrica, entonces c1X ∼= c2X.

Dado que estamos induciendo una relación de orden parcial y no total en C(X), enton-
ces existen dos compactaciones de un mismo espacio topológico no compacto que no son
comparables entre śı respecto a la relación ≼. En la siguiente sección hallaremos ejemplos
que ilustran esta afirmación.

El siguiente teorema establece una propiedad importante de la familia C(X).

Teorema 2.20. Toda subfamilia no vaćıa C0 ⊂ C(X) tiene una mı́nima cota superior, con
respecto al orden ≼ en C(X).

Demostración. Sea C0 = {csX}s∈S y c0 = △s∈Scs : X →
∏
s∈S

csX la diagonal de C0.

Por el teorema 1.24, c0 es un encaje homeomorfo. Sea c0X la cerradura de c0(X) en∏
s∈S

csX. El teorema 1.30 y 1.40, implican que c0X es un espacio compacto. Por lo que

c0X ∈ C(X). Veamos que c0X es la mı́nima cota superior de la familia C0. Sea s ∈ S

y ps :
∏
s∈S

csX → csX la función proyección. Sea x ∈ X, entonces (ps|c0X ◦ c0)(x) =

ps|c0X(c0(x)) = ps|c0X({cs(x)}s∈S) = cs(x). Dado que la restricción ps|c0X es una función
continua, tenemos que csX ≼ c0X para cada s ∈ S.
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Supongamos que existe cX ∈ C(X) tal que csX ≼ cX para cada s ∈ S. Luego, para
cada s ∈ S existe una función continua fs : cX → csX tal que (fs ◦ c)(x) = cs(x), para
cada x ∈ X. Sea F = △s∈Sfs la diagonal de la familia {fs}s∈S , note que F es una función
continua. Sea x ∈ X, entonces (F ◦c)(x) = F (c(x)) = {fs(c(x))}s∈S = {cs(x)}s∈S = c0(x).
Por lo tanto, F (c(X)) = c0(X), del corolario 1.35, se tiene que F (cX) = c0X. Por ende,
F : cX → c0X es una función continua tal que (F ◦ c)(x) = c0(x) para todo x ∈ X, por
lo que c0X ≼ cX. Aśı, concluimos que c0X es la mı́nima cota superior de la subfamilia
C0.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de los Teoremas 2.9 y 2.20.

Corolario 2.21. Para cada espacio X de Tychonoff existe en C(X) un elemento maximal
con respecto al orden ≼.

El elemento máximal en C(X) es llamada la compactación de Stone-Čech de X.

2.2. Compactación de Alexandroff

Los objetivos principales de esta sección son, en primer lugar, construir la compactación
cuyo residuo consta de un solo punto y, en segundo lugar, establecer las condiciones que
debe cumplir un espacio topológico X para que la familia C(X) posea un elemento minimal.
En lo que sigue, si (X,O) es un espacio topológico y Ω /∈ X, utilizaremos la notación OΩ

para referirnos a la colección:

OΩ = O ∪ {{Ω} ∪ (X \ F ) : F es un subespacio compacto de X}.

Lema 2.22. Sean (X,O) un espacio de Hausdorff y Ω /∈ X. Entonces (X ∪ {Ω},OΩ) es
un espacio topológico. Más aún, si X es localmente compacto, entonces (X ∪ {Ω},OΩ) es
un espacio de Hausdorff.

Demostración. Para probar que OΩ es una topoloǵıa en X∪{Ω}, verificaremos que cumple
las siguientes propiedades:

1. ∅, X ∪ {Ω} ∈ OΩ

2. Si U1, U2 ∈ OΩ entonces U1 ∩ U2 ∈ OΩ.

3. Si {Us}s∈S ⊂ OΩ entonces
⋃
s∈S

Us ∈ OΩ.

A continuación demostraremos que OΩ, en efecto, cumple con estas propiedades.

1. Por vacuidad el conjunto ∅ es subespacio compacto de X entonces

{Ω} ∪X = {Ω} ∪ (X \ ∅) ∈ OΩ.

Por otro lado, para probar que ∅ ∈ OΩ, basta notar que ∅ ∈ O.

2. Sean U1, U2 ∈ OΩ. Tenemos los siguientes casos:
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2.1 Si U1, U2 ∈ O y dado que O es una topoloǵıa, se tiene que U1 ∩ U2 ∈ O, de ah́ı
que U1 ∩ U2 ∈ OΩ.

2.2 Si U1, U2 /∈ O entonces existen subespacios compactos F1, F2 de X tales que

U1 = {Ω} ∪ (X \ F1) y U2 = {Ω} ∪ (X \ F2).

Aśı

U1 ∩ U2 = [{Ω} ∪ (X \ F1)] ∩ [{Ω} ∪ (X \ F2)]

= {Ω} ∪ [(X \ F1) ∩ (X \ F2)]

= {Ω} ∪ [X \ (F1 ∪ F2)].

Luego, por el corolario 1.33, se tiene que F1 ∪ F2 es un subespacio compacto de
X, de ah́ı que U1 ∩ U2 ∈ OΩ.

2.3 Sin perdida de generalidad, si U1 ∈ O y U2 /∈ O. Existe F subespacio compacto
de X tal que U2 = {Ω} ∪ (X \ F ). Aśı

U1 ∩ U2 = U1 ∩ [{Ω} ∪ (X \ F )] = U1 ∩ (X \ F ).

Por el teorema 1.31, F es un subconjunto cerrado de X, de manera que X \F ∈
O, por lo tanto U1 ∩ U2 ∈ O ⊂ OΩ.

3. Sea {Us}s∈S ⊂ OΩ. Definamos los siguientes conjuntos:

S1 = {s ∈ S : Us ∈ O} y S2 = {s ∈ S : Us /∈ O}.

Tenemos los siguientes dos casos:

3.1 Si S2 = ∅, entonces S1 = S y recordemos que O es una topoloǵıa en X, por lo

tanto
⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S1

Us ∈ O ⊂ OΩ.

3.2 Si S2 ̸= ∅ entonces para cada j ∈ S2 existe un subespacio compacto Fj de X tal
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que Uj = {Ω} ∪ (X \ Fj). Luego⋃
s∈S

Us =
⋃
i∈S1

Ui ∪
⋃
j∈S2

Uj

=
⋃
i∈S1

Ui ∪

{Ω} ∪ ⋃
j∈S2

(X \ Fj)


= {Ω} ∪

 ⋃
i∈S1

Ui ∪
⋃
j∈S2

(X \ Fj)


= {Ω} ∪

 ⋃
i∈S1

Ui ∪

X \
⋂
j∈S2

Fj


= {Ω} ∪

X \

X \
⋃
i∈S1

Ui ∩
⋂
j∈S2

Fj


= {Ω} ∪

X \

⋂
i∈S1

(X \ Ui) ∩
⋂
j∈S2

Fj


Sea so ∈ S2 fijo pero arbitrario y observemos que

⋂
i∈S1

(X\Ui)∩
⋂
j∈S2

Fj es cerrado

de Fs0 y además sabemos que Fs0 es compacto, de ah́ı que
⋂
i∈S1

(X \Ui)∩
⋂
j∈S2

Fj

es compacto en Fs0 y por ende compacto en X. Por lo anterior
⋃
s∈S

Us ∈ OΩ.

Para la segunda parte del enunciado, supongamos que X es un espacio localmente
compacto y sean x, y ∈ X ∪{Ω}. Si x, y ∈ X, dado que X es de Hausdorff, entonces existen
U, V ∈ O tales que x ∈ U, y ∈ V y U ∩ V = ∅, pero evidentemente U, V ∈ OΩ. Por otro
lado, si x ∈ X y y = Ω. Dado que X es localmente compacto entonces existe una vecindad
T de x tal que T es compacto. Como T es vecindad de x entonces existe U abierto de X,
y por ende abierto de X ∪ {Ω}, tal que x ∈ U ⊂ T . Por otro lado, sea V = (X ∪ {Ω}) \ T ,
veamos que V es abierto de X ∪ {Ω}. En efecto, como

V = (X ∪ {Ω}) \ T = (X \ T ) ∪ ({Ω} \ T ) = {Ω} ∪ (X \ T ),

por como definimos a OΩ, V ∈ OΩ. Por lo tanto, existen U, V ∈ OΩ, x ∈ U , y ∈ V y
U ∩ V = ∅. En conclusión X ∪ {Ω} es un espacio de Hausdorff.

Teorema 2.23. Sean (X,O) un espacio topológico localmente compacto pero no compacto,
y Ω /∈ X. El par

(
(X ∪ {Ω},OΩ), ω

)
donde ω es el encaje de X en X ∪ {Ω}, es una

compactación de X con residuo un solo punto. Esta compactación de X se denomina la
compactación de Alexandroff de X, y la denotaremos por ωX.
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Demostración. Por el lema 2.22, sabemos que (X ∪ {Ω},OΩ) es un espacio topológico de
Hausdorff, por lo que resta probar que es compacto. sea {Us}s∈S una cubierta abierta de
X ∪ {Ω}, por lo que existe s0 ∈ S tal que Ω ∈ Us0 . Como Us0 es abierto de X ∪ {Ω} y
Ω ∈ Uso entonces existe un subconjunto compacto F de X tal que Us0 = {Ω} ∪ (X \ F ).
Aśı

X \ Us0 = X \ [{Ω} ∪ (X \ F )] = (X \ {Ω}) ∩ F = F,

por lo que X \ Uso es un subconjunto compacto de X. Por el teorema 1.32, existe un

conjunto finito {s1, . . . , sk} ⊂ S tal que X \ Us0 ⊂
k⋃

i=1

Usi . De modo que

k⋃
i=0

Usi ⊂
⋃
i∈S

Usi = X ∪ {Ω} = (X \ Us0) ∪ Uso ⊂
k⋃

i=1

Usi ∪ Us0 =

k⋃
i=0

Usi ,

i. e., X ∪ {Ω} =

k⋃
i=0

Usi . Por lo tanto ωX es compacto.

Por otro lado, es claro que la función ω es un encaje homeomorfo. Ahora veamos que w(X)
es denso en X ∪ {Ω}. Para ello, supongamos que {Ω} es abierto, como {Ω} /∈ O, entonces
existe T compacto de X tal que {Ω} = {Ω}∪X \T , de manera que X \T = ∅ por lo que se
deduce que T = X, lo cual es una contradicción (ya que por hipótesis X no es compacto).
De manera que {Ω} no es abierto de X ∪ {Ω}, por lo tanto cualquier conjunto abierto no
vaćıo de X ∪ {Ω} intersección con X es distinto del vaćıo. Por lo anterior, X es denso en
X ∪ {Ω}.

En el teorema 2.23 se establece que, para cualquier espacio topológico que sea localmente
compacto pero no compacto, existe su compactación de Alexandroff. En los siguientes
resultados se exponen algunas de las propiedades que posee dicha compactación.

Teorema 2.24. Sea X un espacio localmente compacto pero no compacto. La compactación
de Alexandroff ωX de X tiene las siguientes propiedades:

a) w(X) = w(ωX)

b) ωX es el elemento mı́nimo de C(X) con respecto al orden ≼;

c) Toda compactación de X con residuo un solo punto es equivalente a la compactación
de Alexandroff wX;

Demostración. a) Veamos que w(X) = w(ωX). Observemos que w(X) ≥ ℵ0 ya que en
caso contrario, i. e., si w(X) ≤ ℵ0 entonces X seŕıa compacto pero por hipótesis
sabemos que X no es compacto. Sea F un espacio compacto fijo pero arbitrario de
X, y sean

A1 = X y A2 = {Ω} ∪ (X \ F ).

Considerando m = w(X) y {Ai}i=1,2 cubierta de ωX, aplicando el [5, corolario
3.1.20], tenemos que w(ωX) ≤ w(X). Además, dado que X ⊂ ωX entonces w(X) ≤
w(ωX). Por lo tanto, w(X) = w(ωX).
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b) Sea cX ∈ C(X) y definamos la función f : cX → ωX por

f(z) =

{
ω(c−1(x)) si z ∈ c(X)
Ω si z ∈ cX \ c(X)

Veamos que f ◦ c = ω. En efecto, sea x ∈ X luego

f ◦ c(x) = f(c(x)) = ω(c−1(c(x))) = ω(x),

de manera que f ◦ c = ω.
Ahora veamos que f es continua. Sea U un abierto de ωX, por como definimos Oω,
tenemos los siguientes casos:

1. Si U es abierto de X entonces

f−1(U) = (ω ◦ c−1)−1(U) = (c ◦ ω)(U).

Como ω es una función continua entonces w−1(U) es abierto de X, luego c|X es
un homeomorfismo, por lo que c(w−1(U)) es abierto de c(X). Aśı, por el teorema
2.11, c(X) es abierto de cX, de ah́ı que c(w−1(U)) es abierto de cX.

2. Si U = {Ω} ∪ (X \ F ) donde F es un subespacio compacto de X, entonces

f−1(U) = f−1({Ω}) ∪ f−1(X \ F )

= [cX \ c(X)] ∪ [c ◦ w−1(X \ F )]

= [cX \ c(X)] ∪ c(X \ F )

= [cX \ c(X)] ∪ [c(X) \ c(F )].

Dado que c(F ) ⊂ c(X), entonces [cX\c(X)]∪[c(X)\c(F )] = cX\c(F ). Es decir,
f−1(U) = cX \ c(F ). Dado que c es una función continua y F es un subespacio
compacto de X, entonces c(F ) es compacto en cX, de ah́ı que c(F ) es cerrado
de X. Por lo tanto, cX \ c(F ) es abierto de cX, i. e., f−1(U) es abierto de cX.

De los anteriores casos concluimos que f es una función continua tal que f ◦ c = ω,
aśı ωX ≼ cX.

c) Sea cX una compactación de X con residuo un solo punto. Consideremos la función
f definida como en b). Anteriormente probamos que f es continua, resta probar que
f es biyectiva. Veamos que

f(cX) = f(c(X)) ∪ f(cX \ c(X)) = w(X) ∪ {Ω} = ωX,

por lo que f es suprayectiva. Dado que w ◦ c−1 es inyectiva, c(X) ∩ [cX \ c(X)] = ∅
y f(z) = Ω ssi z ∈ cX \ c(X), entonces la función f es inyectiva. Por lo anterior y
haciendo uso del teorema 1.37, se tiene que f es un homeomorfismo y además cumple
que f ◦ c = ω, por lo que cX y ωX son equivalentes.
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El siguiente resultado es una consecuencia directa de la propocisión 2.6 y del inciso c)
del teorema 2.24.

Corolario 2.25. Sean X1, X2 espacios localmente compactos y (A,ω) la compactación
de Alexandroff de X1. Si f : X2 → X1 es un homeomorfismo entonces (A,w ◦ f) es la
compactación de Alexandroff de X2.

A continuación mostraremos un ejemplo ilustrativo para comprender mejor la compac-
tación de Alexandroff. Recordemos que la n-esfera centrada en c ∈ Rn+1 y con radio r > 0,
es el espacio

Sn(c, r) = {x ∈ Rn+1 : ∥x− c∥ = r },

donde ∥ · ∥ denota la norma euclidiana usual. Si c es igual al origen y r = 1, entonces

Sn = Sn(0, 1) =

x ∈ Rn+1 :

√√√√n+1∑
i=1

x2
i = 1

 .

Ejemplo 2.26. Si n ∈ N, entonces Sn es la compactación de Alexandroff de Rn.

Ω

X
ωX

Sabemos, por el teorema 2.9, que todo espacio de Tychonoff tiene al menos una com-
pactación. Sin embargo, la existencia de la compactación de Alexandroff requiere que el
espacio sea localmente compacto, condición que no todo espacio de Tychonoff cumple.

Teorema 2.27. Sea X un espacio de Tychonoff no compacto. Si en la familia C(X) existe
un elemento cX el cual es el más pequeño con respecto al orden ≼, entonces X es localmente
compacto y cX es equivalente a la compactación de Alexandroff ωX de X.

Demostración. Veamos que X es localmente compacto, para ello, por el teorema 2.11,
basta demostrar que el residuo de cX es unipuntual. Supongamos que existen x1, x2 ∈
cX \ c(X) tales que x1 ̸= x2. Sea A = cX \ {x1, x2}, observemos que A es abierto de cX,
aśı por el teorema 1.49, tenemos que A es localmente conexo. Además, si suponemos que
A es compacto, entonces es A es cerrado de cX, luego dado que c(X) ⊂ A, se tiene que

c(X)
cX

⊂ A
cX

de manera que cX ⊂ A, lo cual es una contradicción. Por ende, A no es
compacto. Por lo anterior, existe la compactación de Alexandroff ωA de A.
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Veamos que ωA es compactación de X. Como ω : A → w(A) es un homeomorfismo y
cX ⊂ A, entonces ω|c(X) es un homeomorfismo. De manera que, c1 = ω ◦ c : X → ωA
es un encaje homeomorfo. Sea U un abierto de ωA. Como ω es una función continua
entonces ω−1(U) es abierto de A, pero A abierto de cX, entonces ω−1(U) es abierto de
cX, por lo que ω−1(U) ∩ c(X) ̸= ∅. Aśı, existe x ∈ X tal que c(x) ∈ ω−1(U), es decir,
ω(c(x)) ∈ U . Por ende, U ∩ c1(X) ̸= ∅, de manera que ωA = clωA(c1(X)). Por lo tanto
(ωA, c1) es una compactación de X, y la denominaremos c1X. Por otro lado, dado que cX
es la compactación más pequeña de X entonces cX ≤ c1X por lo que existe una función
continua f : c1X → cX tal que f(c1(X)) = c(X), luego f |c(X) = Idc(X). Por el 1.7, tenemos
que f |A = IdA, aśı, aplicando el teorema 2.16 a las compactaciones cX y c1X, se tiene que
f({Ω}) = {x1, x2} (contradicción). Por lo tanto, cX \ c(X) es de un solo punto.

Teorema 2.28. [[5], teorema 1.5.13] Sean X un espacio localmente compacto, Y un espacio
compacto y cX ∈ C(X). Si existe una función f : cX \ c(X) → Y continua y suprayectiva,
entonces existe c′x ∈ C(X) tal que c′X ≤ cX y c′X \ c′(X) es homeomorfo a Y .

2.3. Compactaciones del rayo [0,∞)

En esta sección consideraremos las siguientes convenciones. Primero, el espacio [0,∞) es
considerado con la métrica euclidiana inducida por R, segundo, una compactación además
de poseer las caracteŕısticas definidas en 2.1, también es un espacio métrico, y por último un
continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con más de un punto. Para comenzar,
presentamos algunos ejemplos visuales de compactaciones del rayo [0,∞).

((a)) Compactación del rayo con residuo una
circunferencia.

((b)) Compactación del rayo con residuo un
triodo simple.

El teorema 2.30 describe propiedades acerca de las compactaciones de rayos. Antes de
abordar este resultado es necesario demostrar el siguiente lema.

Lema 2.29. Sean Y un espacio topológico y f : [0,∞) → Y una función inyectiva. Sean
x, y ∈ [0,∞), entonces x < y si y solo si f

(
[y,∞)

)
⊊ f

(
[x,∞)

)
.
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Demostración. Sean x, y ∈ [0,∞). Supongamos que x < y, esto sucede si y solo si [y,∞) ⊊
[x,∞), luego dado que f es inyectiva, entonces [y,∞) ⊊ [x,∞) si y solo si f

(
[y,∞)

)
⊊

f
(
[x,∞)

)
.

Teorema 2.30. Sean X = [0,∞) y cX una compactación de X con residuo R. Las
siguientes proposiciones se cumplen:

a) Si 0 ≤ a < b entonces c
(
[0, b)

)
y c
(
(a, b)

)
son abiertos en cX;

b) Si 0 < a entonces cX \ {c(a)} es disconexo y c
(
[a,∞)

)
∪R es homeomorfo a cX;

c) Si A es un subcontinuo de cX con A ∩R ̸= ∅, entonces A ⊂ R o R ⊂ A;

d) Si A es un subcontinuo de cX entonces A tiene una de las siguientes formas:

i) A es un subcontinuo de R,

ii) A = c
(
[a, b]

)
para algunos 0 ≤ a ≤ b,

iii) A = c
(
[a,∞)

)
∪R para algún a ∈ [0,∞);

e) Existe una función f : cX → [0, 1] continua y suprayectiva tal que f−1(t) es un
subcontinuo de cX, para cada t ∈ [0, 1];

f) Si R es un conjunto de un solo punto entonces cX es un arco;

g) Si R tiene más de un punto entonces cX no es conexo por caminos.

Demostración. a) Sean a, b ∈ X tales que 0 ≤ a < b. Sabemos que los conjuntos (a, b) y
[0, b) son abiertos en X, y dado que c|X : X → c(X) es un homeomorfismo, entonces
c
(
(a, b)

)
y c
(
[0, b)

)
son abiertos en c(X). Luego, existen A1, A2 abierto de cX tales

que
A1 ∩ c(X) = c

(
(a, b)

)
,

A2 ∩ c(X) = c
(
[0, b)

)
.

Veamos que A1 = c
(
(a, b)

)
, para ello basta probar que A1 ⊂ c

(
(a, b)

)
. En efecto, como

[a, b] es compacto en X entonces c
(
[a, b]

)
es compacto en cX, de ah́ı que c

(
[a, b]

)
es cerrado de cX. Además, como (a, b) ⊂ [a, b] entonces c

(
(a, b)

)
⊂ c

(
[a, b]

)
aśı

c
(
(a, b)

)cX
⊂ c
(
[a, b]

)cX
= c
(
[a, b]

)
. Finalmente, por [5, teorema 1.3.6], tenemos que

A1 ⊂ A1
cX ⊂ A1 ∩ c(X)

cX
= c
(
(a, b)

)cX
⊂ c
(
[a, b]

)
,

pero c
(
[a, b]

)
⊂ c(X), por ende

A1 = A1 ∩ c
(
[a, b]

)
⊂ A1 ∩ c(X) = c

(
(a, b)

)
,

i. e., A1 ⊂ c
(
(a, b)

)
. De manera análoga se prueba que A2 = c

(
[0, b)

)
. Por lo tanto

hemos demostrado que c
(
(a, b)

)
y c
(
[0, b)

)
son abiertos en cX.
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b) Sea a ∈ X con a > 0. Por a) sabemos que c
(
[0, a)

)
es abierto de cX, por ende

c
(
[0, a)

)
= c
(
[0, a)

)
∩
(
cX \ {c(a)}

)
es abierto de cX \ {c(a)}. Además, sabemos que

c
(
[0, a]

)
es cerrado de cX, de manera que c

(
[0, a)

)
= c

(
[0, a]

)
∩
(
cX \ {c(a)}

)
es

cerrado de cX \ {c(a)}. Aśı, el conjunto c
(
[0, a)

)
es cerrado y abierto de cX \ {c(a)}.

Por lo tanto, se deduce que c
(
[0, a)

)
y c
(
(a,∞)

)
∪R desconectan a cX \ {c(a)}.

Ahora demostraremos la segunda parte del enunciado. Sean d > a, A = cX \ c
(
[0, d)

)
y B = c

(
[0, d]

)
. Por a), sabemos que A y B son cerrados en cX y además cX = A∪B.

Sean
h1 : A → c

(
[a,∞)

)
∪R tal que h1(x) = x para todo x ∈ A

y
h2 := c|[a,d] ◦ g ◦ (c|[0,d])−1 : B → c

(
[a,∞)

)
∪R

donde g : [0, d] → [a, d] tal que g(z) =
z(d− a)

d
+a. Observemos que, la función h1 es

continua y por construcción la función h2 también es continua, además A∩B = {c(d)}
y veamos que

h2

(
c(d)

)
=

(
c|[a,d] ◦ g ◦ (c|[0,d])−1

)(
c(d)

)
= c|[a,d]

(
g(d)

)
= c|[a,d]

(
d(d− a)

d
+ a

)
= c(d)

= h1

(
c(d)

)
.

Aplicando el Lema del pegamiento (ver [14, teorema 18.3]) para las funciones h1 y
h2, se tiene que la función f : cX → c

(
[a,∞)

)
∪R tal que

f(x) =


x si x ∈ cX \ c

(
[0, d)

)
;

c

(
c−1(x)(d− a)

d
+ a

)
si x ∈ c

(
[0, d]

)
,

es continua. Resta probar que f es biyectiva. Para ello, primero veamos que f(A) =
f1(A) = c(X) \ c

(
[0, d)

)
, además

f(B) = f2(B) = (c ◦ g)
(
c−1(B)

)
= (c ◦ g)

(
[0, d]

)
= c
(
g([0, d])

)
= c
(
[a, d]

)
,

de manera que

f(cX) = f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) = A ∪ c
(
[a, d]

)
= c
(
[a,∞)

)
∪R,

por lo cual f es suprayectiva. Por otro lado, para demostrar la inyectividad de f y
dado que h1 y h2 son inyectivas, resta probar que si f(x) = f(y) donde x ∈ A, y ∈ B
entonces x = y. Observemos que

f(A) ∩ f(B) =
(
c([d,∞) ∪R)

)
∩ c([a, d]) = {c(d)},
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luego f(x) = f(y) = c(d). Dado que x ∈ A entonces f(x) = x de ah́ı que x = c(d).
Por otro lado, dado que y ∈ B, tenemos que

c(d) = f(y) = h2(y) = c

(
c−1(y)(d− a)

d
+ a

)
de ah́ı que

c(d) = c

(
c−1(y)(d− a)

d
+ a

)
=⇒ d =

c−1(y)(d− a)

d
+ a

=⇒ d− a =
c−1(y)(d− a)

d

=⇒ d = c−1(y)

=⇒ c(d) = y.

Por lo tanto y = c(d) = x, concluyendo que x = y. De esta manera, hemos probado
que f es una función biyectiva. Finalmente, por el teorema 1.37, tenemos que f es
un homeomorfismo entre c([a,∞)) ∪R y cX.

c) Sea A un subcontinuo de cX con A ∩ R ̸= ∅. Si A ⊈ R, entonces existe a ≥ 0 tal
que c(a) ∈ A. Veamos que c

(
[a,∞)

)
⊂ A. Supongamos que existe b > a tal que

c(b) /∈ A. Dado que b > 0, por b), tenemos que cX \ {c(b)} es disconexo, más aún,
sabemos que c

(
[0, b)

)
y c
(
(b,∞)

)
∪R desconectan a cX \ {c(b)}. Luego, tenemos que

f (definido como en b) con d = b) es un homeomorfimo, de manera que f
(
c
(
[0, b)

))
y f
(
c
(
(b,∞)

)
∪R

)
desconectan a f

(
cX \ {c(b)}

)
, pero

f
(
c
(
[0, b)

))
= c
(
[a, b)

)
,

f
(
c
(
(b,∞)

)
∪R

)
= c
(
(b,∞)

)
∪R,

f
(
cX \ {c(b)}

)
=
(
c
(
[a,∞)

)
∪R

)
\ f
(
c(b)

)
=
(
c
(
[a,∞)

)
∪R

)
\ {c(b)}.

Luego,
(
c
(
[a, b)

))
∩ A y

(
c
(
(b,∞)

)
∪ R

)
∩ A desconectan a A (lo cual es una con-

tradicción, ya que A es conexo). Por lo tanto c
(
[a,∞)

)
⊂ A.

Por otro lado, notemos que f
(
c
(
[0,∞)

))
= c
(
[a,∞)

)
entonces

f
(
c
(
[0,∞)

))
= c
(
[a,∞)

)
⊂ A = A

pero

f
(
c
(
[0,∞)

))
= f

(
c
(
[0,∞)

))
= f(cX) ⊃ R,

de manera que R ⊂ A.
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d) Sea A un subcontinuo de cX. Consideramos los siguientes casos:

1. Si A ∩R ̸= ∅, por c), tenemos que A ⊂ R o R ⊂ A. Si A ⊂ R entonces A es un
subcontinuo de R. Si R ⊊ A, entonces B = A∩ c(X) es distinto del vaćıo, luego
c−1(B) es cerrado de X y acotado inferiormente, por lo tanto tiene mı́nimo. Sea
a = mı́n

(
c−1(B)

)
y notemos que c

(
[a,∞)

)
= B (ver la demostración del inciso

c)). Por lo tanto, A = B ∪R = c
(
[a,∞)

)
∪R.

2. Si A ∩ R = ∅ entonces A ⊂ c(X). Dado que A es cerrado de cX entonces A es
compacto, de ah́ı que c−1(A) es compacto, aśı, por el [8, lema 5.28], tenemos que
c−1(A) tiene mı́nimo y máximo, i.e., existen 0 ≤ a ≤ b tales que a ≤ x ≤ b para
todo x ∈ c−1(A). Finalmente, dado que A es conexo entonces c−1(A) = [a, b] de
ah́ı que A = c([a, b]).

e) Sabemos que (c|[0,1])−1 es un homeomorfismo, y además notemos que la función
g : c([1,∞)) ∪ R → [0, 1] tal que g(z) = 1 para todo z ∈ c([1,∞)) ∪ R, es continua.
Sean A = c([0, 1]) y B = c([1,∞)) ∪R, observemos que A y B son cerrados en cX y
además A ∩ B = {c(1)} luego (c|[0,1])−1

(
c(1)

)
= 1 = g(c(1)). Aplicando el Lema del

pegamiento (ver [14, teorema 18.3]) para las funciones (c|[0,1])−1 y g, se tiene que la
función f : cX → [0, 1] tal que

f(x) =

{
c−1(x) si x ∈ c

(
[0, 1]

)
;

1 si c
(
[1,∞)

)
∪R,

es continua. Dado que (c|[0,1])−1 es un homeomorfismo, entonces f es suprayectiva.
Finalmente, sea t ∈ [0, 1] y recordemos que f−1(t) = {x ∈ cX : f(x) = t}. Si t ∈ [0, 1)
y dado que (c|[0,1])−1 es inyectiva, entonces f−1(t) = {c(t)}, dado que f−1(t) es un
conjunto singular, entonces es cerrado de cX y evidentemente es conexo, por lo tanto
f−1(t) es un subcontinuo de cX. Si t = 1 entonces f−1(t) = c

(
[1,∞)

)
∪ R, por a)

tenemos que f−1(t) es cerrado de cX y por b), se tiene que f−1(t) es conexo, por lo
tanto f−1(t) es un subcontinuo de cX. En conclusión, para cada t ∈ [0, 1], se tiene
que f−1(t) es un subcontinuo de cX.

f) Sabemos que existe f : [0,∞) → [0, 1) homeomorfismo. Además observemos que
([0, 1], h) donde h : [0, 1) → [0, 1] tal que h(x) = x para toda x ∈ [0, 1), es la
compactación de Alexandroff de [0, 1), luego por el corolario 2.25, ([0, 1], h ◦ f) es
la compactación de Alexandroff de [0,∞). Por el teorema 2.24 inciso c), tenemos
que ([0, 1], h ◦ f) y cX son equivalentes, de manera que existe un homeomorfismo
T : [0, 1] → cX. Aśı concluimos que cX es un arco.

g) Sean p, q ∈ R tal que p ̸= q. Supongamos que cX es conexo por caminos, por lo que
existe una función continua f : [0, 1] → cX tal que f(0) = c(0) y f(1) = p. Notemos
que f([0, 1]) es compacto y conexo, por lo que es un subcontinuo en cX, aśı por d)
y dado que f([0, 1]) ⊊ c(X) y f([0, 1]) ⊊ R, tenemos que R ⊂ f([0, 1]). Luego, existe
0 < r1 < 1 tal que f(r1) = q. Ahora, observemos que [0, r1] es cerrado y conexo,
de manera análoga al razonamiento previo, se tiene que R ⊂ f([0, r1]), por lo que
existe 0 < r2 < r1 tal que f(r2) = p. Continuando de esta manera podemos crear la
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sucesión {rn}n∈N donde f(ri) = p si i es par y f(ri) = q si i es impar. Luego, dado que
la sucesión {rn}n∈N es decreciente y acotada inferiormente entonces es convergente,
por lo que existe r ∈ [0, 1] tal que rn → r, pero f es una función continua por
lo que f(rn) → f(r). Dado que {f(r2n)}n∈N y {f(r2n−1)}n∈N son subsucesiones de
{f(rn)}n∈N entonces f(r2n−1) → f(r) y f(r2n−1) → f(r), de ah́ı que p = f(r) = q
(contradicción ya que por hipótesis p ̸= q). Por lo tanto cX no es conexo por caminos.

Corolario 2.31. Si X = [0,∞) y cX es una compactación de X con residuo R, entonces
R es un subcontinuo de cX.

Demostración. Por el inciso a) y b) del teorema 2.30, tenemos que c
(
[n,∞)

)
∪ R es un

subcontinuo de cX, para cualquier n ∈ N. Veamos que

∞⋂
n=1

c
(
[n,∞)

)
= ∅. Supongamos que

existe t ∈
∞⋂

n=1

c
(
[n,∞)

)
, luego c−1(t) ∈ X aśı, por la propiedad arquimediana, existe m ∈ N

tal que m > t, de manera que t /∈
(
[m,∞)

)
(contradicción, ya que

∞⋂
n=1

[n,∞) ⊂ [m,∞)).

Finalmente, por el teorema 1.73, tenemos que

∞⋂
n=1

(
c
(
[n,∞)

)
∪R

)
es un continuo, pero

∞⋂
n=1

(
c
(
[n,∞)

)
∪R

)
= R ∪

∞⋂
n=1

c
(
[n,∞)

)
= R ∪ ∅ = R,

i. e., R es un subcontinuo de cX.

En relación con la conexión entre continuos y compactaciones, el siguiente resultado
muestra un caso particularmente interesante e ilustrativo en el que el residuo de una com-
pactación del rayo [0,∞), es un continuo bien conocido.

Teorema 2.32. Existe una compactación de [0,∞) con residuo [0, 1]2.

Demostración. Sea I = [0, 1] y consideremos a J = I2×{0} como subespacio de I3 = [0, 1]3.
Sea P = {(xi, yi, 0) : i ∈ N} un subconjunto denso y numerable de J .

Para cada i, j ∈ N con i ̸= j y t ∈ (0, 1], fijemos αt
i,j un arco contenido en I2 × {t} con

puntos extremos (xi, yi, t) y (xj , yj , t). A su vez, para cada s, t ∈ (0, 1] con s < t y i ∈ N,
fijemos βt,s

i = {(xi, yi, r) : r ∈ [s, t]} el arco en I3 con puntos extremos (xi, yi, t), (xi, yi, s).
Sea

A1 = α1
1,2 ∪ β

1, 12
2 ∪ α

1
2
1,2.

A continuación, dividimos el intervalo
[
1
3 ,

1
2

]
en tres partes iguales, y sean d21, d

2
2 ∈

[
1
3 ,

1
2

]
con 1

3 < d21 < d22 < 1
2 los puntos que determinan dicha división. Sea

A2 = β
1
2 ,d

2
2

1 ∪ α
d2
2

1,3 ∪ β
d2
2,d

2
1

3 ∪ α
d2
1

2,3 ∪ β
d2
1,

1
3

2 ∪ α
1
3
1,2.
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Luego, dividimos el intervalo
[
1
4 ,

1
3

]
en cuatro partes iguales, y sean d31, d

3
2, d

3
3 ∈

[
1
4 ,

1
3

]
con 1

4 < d31 < d32 < d33 < 1
3 los puntos que determinan dicha división. Sea

A3 = β
1
3 ,d

3
3

1 ∪ α
d3
3

1,4 ∪ β
d3
3,d

3
2

4 ∪ α
d3
2

3,4 ∪ β
d3
2,d

3
1

3 ∪ α
d3
1

2,3 ∪ β
d3
1,

1
4

2 ∪ α
1
4
1,2.

En general, sea n ∈ N con n ≥ 2. La construcción de An es de la siguiente forma,

dividimos el intervalo
[

1
n+1 ,

1
n

]
en n + 1 partes iguales, sean dn1 , ..., d

n
n ∈

[
1

n+1 ,
1
n

]
con

1
n+1 < dn1 < · · · < dnn < 1

n los puntos que determinan dicha división. Sea

An = β
1
n ,dn

n

1 ∪ α
dn
n

1,n+1 ∪

(
n⋃

m=2

β
dn
m,dn

m−1

m+1

)
∪

(
n⋃

m=2

α
dn
m−1

m,m+1

)
∪ β

dn
1 ,

1
n+1

2 ∪ α
1

n+1

1,2 .

Observación. A partir de la construcción de An se observa que:

1. An es un arco contenido en I2×
[

1
n+1 ,

1
n

]
cuyos puntos extremos son

(
x1, y1,

1
n

)
y
(
x1, y1,

1
n+1

)
;

2. para cada j ∈ {1, ..., n + 1} existe sjn ∈
[

1
n+1 ,

1
n

]
tal que An contiene al punto(

xj , yj , s
j
n

)
;

3. An ∩ J = ∅;
4. An ∩Am ̸= ∅ sii |n−m| ≤ 1. Además, si n > 1 entonces

An ∩

(( ∞⋃
i=1

Ai

)
\An

)
=

{(
x1, y1,

1

n

)
,

(
x1, y1,

1

n+ 1

)}
.

Sea X = clI3

( ∞⋃
n=1

An

)
.

Dado n ∈ N, como An es un arco, podemos definir un homeomorfismo

hn : [n− 1, n] → An tal que hn(n− 1) =

(
x1, y1,

1

n

)
y hn(n) =

(
x1, y1,

1

n+ 1

)
.

Sea H : [0,∞) → X definida por H(t) = hn(t) cuando t ∈ [n− 1, n] para algún n ∈ N.
Por el inciso (4) de la observación, se cumple que H es una función inyectiva, además por
el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), H es una función continua. Observemos que
cada hi es un homeomorfismo, por lo que (H|[0,∞))−1 es un homeomorfismo, por ende H

es un encaje homeomorfo de [0,∞) sobre X. Además, notemos que H([0,∞)) =

∞⋃
i=n

An y

por ende clI3(H([0,∞))) = X. Por lo tanto, (H,X) es una compactación de [0,∞).

Afirmación. J = X \H([0,∞))
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1

1
2

(x1, y1, 1)

(x2, y2, 1)

(
x2, y2, 1

2

)
(
x1, y1, 1

2

)

1
3

(
x3, y3, d22

)d22

d21
(
x2, y2, d21

)
(
x3, y3, d21

)

(
x2, y2, 1

3

)

(
x1, y1, d22

)

(
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3

)
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β
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α
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2
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1
2
, d22
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d22
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(
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)
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(
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)
α

d31
2,3

(
x2, y2, d31

)

(
x2, y2, 1

4

)
(
x1, y1, 1

4

)
α

1
4
1,2

β
d31, 1

4
2

J

A3

Figura 2.2: Construcción de los An
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Demostración de la afirmación. [⊂] Por el inciso (2) de la observación, se cumple que
P ⊂ X, de esto que clI3(P ) ⊂ X, es decir, J ⊂ X. Luego, por el inciso (3) de la
observación concluimos que J ⊂ X \H([0,∞)).
[⊃] Sea (x, y, z) ∈ X \H([0,∞)). Dado que X ⊂ I3 entonces x, y, z ∈ [0, 1]. A su vez,

existe una sucesión {(xj , yj , zj)}∞j=1 de elementos de

∞⋃
n=1

An tal que ĺım(xj , yj , zj) =

(x, y, z), esto define una sucesión {tj}∞j=1 en [0,∞) tal que H(tj) = (xj , yj , zj). Note
que la sucesión {tj}∞j=1 diverge a infinito, ya que en caso contrario seŕıa acotada, lo
que daŕıa una subsucesión convergente en algún intervalo cerrado de la forma [0, k]
para algún k ∈ N, esto implica que (x, y, z) ∈ H([0,∞)), lo cual es una contradic-

ción. Aśı, para cada m ∈ N existe jm ∈ N tal que (xjm , yjm , zjm) /∈
m⋃

n=1

An (donde

(xjm , yjm , zjm) es un elemento de la sucesión {(xj , yj , zj)}∞j=1 esto implica que zjm <
1

m+1 . Luego {zjm}∞m=1 es una subsucesión de {zj}∞j=1 tal que ĺım zjm = 0 = ĺım zj .
Por lo tanto, z = 0. Por ende, (x, y, z) ∈ J .

Por la afirmación anterior, podemos concluir que (H,X) es una compactación de [0,∞),
cuyo residuo es J .

Con el propósito de generalizar el resultado anterior, para cualquier continuo se cumple
el teorema 2.34

Lema 2.33. Sean X un continuo y r > 0. La nube NdQ
(X, r) es un subconjunto arco

conexo de Q.

Demostración. Por el teorema 1.42, podemos considerar a X como un subespacio de Q.

Sean r > 0 y p′, q′ ∈ NdQ
(X, r). Observemos que NdQ

(X, r) =
⋃
x∈X

BQ(x, r), de ah́ı que

existen p, q ∈ X tales que p′ ∈ BQ(p, r) y q′ ∈ BQ(q, r). Luego, por el teorema 1.57, existen
x1, ..., xn ∈ X tales que x1 = p, xn = q y dQ(xi, xi+1) < r para cada i ∈ {1, ..., n − 1}.
Definamos x0 = p′ y xn+1 = q′, entonces dQ(xi, xi+1) < r para cada i ∈ {0, ..., n}.

Sea i ∈ {0, 1, ..., n}, definimos αi : [i, i+1] → Q tal que αi(t) =
(
1−(t−i)

)
xi+(t−i)xi+1

para todo t ∈ [i, i + 1]. Donde si xi = (xi
j)

∞
j=1 y xi+1 = (xi+1

j )∞j=1, entonces αi(t) =

((1 − (t − i))xi
j + (t − i)xi+1

j )∞j=1. Note que αi es una función continua, αi(i) = xi y
αi(i+ 1) = xi+1.

Sean i ∈ {1, ...., n} y t ∈ [i, i+ 1], entonces

dQ(αi(t), xi) =

∞∑
j=1

∣∣∣((1− (t− i)
)
xi
j + (t− i)xi+1

j

)
− xi

j

∣∣∣
2j

=

∞∑
j=1

∣∣(t− i)xi+1
j − (t− i)xi

j

∣∣
2j
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=

∞∑
j=1

(t− i)
∣∣xi+1

j − xi
j

∣∣
2j

= (t− i)

∞∑
j=1

|xi+1
j − xi

j |
2j

= (t− i)dQ(xi, xi+1)

< r.

Esto implica que αi([i, i+ 1]) ⊂ BQ(xi, r) ⊂ NdQ
(X, r). Además, similarmente obtenemos

que α0([0, 1]) ⊂ BQ(x1, r) ⊂ NdQ
(X, r). Definimos α : [0, n + 1] → Q por α(t) = αi(t)

cuando t ∈ [i, i + 1]. Por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), tenemos que α es
una función continua. Además α(0) = p′, α(n + 1) = q′ y α([0, n + 1]) ⊂ NdQ

(X, r). Por
el teorema 3.20, tenemos que α([0, n + 1]) es un continuo localmente conexo, luego por el
teorema 3.25, se cumple que α([0, n + 1]) es arco conexo. Por lo tanto, existe γ un arco
con puntos extremos p′, q′, tal que γ ⊂ α([0, n + 1]) ⊂ NdQ

(X, r). Concluimos aśı, que
NdQ

(X, r) es un subconjunto arco conexo de Q.

Teorema 2.34. Si X es un continuo, entonces existe una compactación del rayo [0,∞)
con residuo X.

Demostración. Por el teorema 1.42, podemos considerar a X como un subespacio de Q.
El espacio en el cual definiremos nuestra compactación será en Q × [0, 1], usando ideas
similares a las del teorema 2.32

Por [5, teorema 4.1.18], existe P = {pi : i ∈ N} un subconjunto denso y numerable
de X. Para cada t ∈ [0, 1] consideramos Xt una copia homeomorfa de X, contenida en
Q × {t} ⊂ Q × [0, 1]. A su vez, sea NdQ

(X, t) × {t} una copia homeomorfa de NdQ
(X, t)

contenida en Q× {t}.
Por el 2.33, NdQ

(X, t) × {t} es un subconjunto arco conexo de Q × {t}, para cada
t ∈ [0, 1]. Para cada i, j ∈ N con i ̸= j y t ∈ (0, 1], fijemos αt

i,j como el arco contenido en
NdQ

(X, t) × {t} cuyos extremos son (pi, t) y (pj , t). A su vez, para cada s, t ∈ (0, 1] con

s < t y i ∈ N, fijemos βt,s
i = {(pi, r) : r ∈ [s, t]} el arco en Q × [0, 1] con extremos (pi, t),

(pi, s).
Sea

A1 = α1
1,2 ∪ β

1, 12
2 ∪ α

1
2
1,2.

A continuación, dividimos el intervalo
[
1
3 ,

1
2

]
en tres partes iguales, y sean d21, d

2
2 ∈

[
1
3 ,

1
2

]
con 1

3 < d21 < d22 < 1
2 los puntos que determinan dicha división. Sea

A2 = β
1
2 ,d

2
2

1 ∪ α
d2
2

1,3 ∪ β
d2
2,d

2
1

3 ∪ α
d2
1

2,3 ∪ β
d2
1,

1
3

2 ∪ α
1
3
1,2.

Dividimos el intervalo [ 14 ,
1
3 ] en cuatro partes iguales, y sean d31, d

3
2, d

3
3 ∈ [ 14 ,

1
3 ] con

1
4 < d31 < d32 < d33 < 1

3 los puntos que determinan dicha división. Sea

A3 = β
1
3 ,d

3
3

1 ∪ α
d3
3

1,4 ∪ β
d3
3,d

3
2

4 ∪ α
d3
2

3,4 ∪ β
d3
2,d

3
1

3 ∪ α
d3
1

2,3 ∪ β
d3
1,

1
4

2 ∪ α
1
4
1,2.
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Figura 2.3: Caption
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En general, sea n ∈ N con n ≥ 2. La construcción de An es de la siguiente manera,
dividimos el intervalo [ 1

n+1 ,
1
n ] en n + 1 partes iguales y sean dn1 , ..., d

n
n ∈ [ 1

n+1 ,
1
n ] con

1
n+1 < dn1 < · · · < dnn < 1

n los puntos que determinan dicha división. Sea

An = β
1
n ,dn

n

1 ∪ α
dn
n

1,n+1 ∪

(
n⋃

m=2

β
dn
m,dn

m−1

m+1

)
∪

(
n⋃

m=2

α
dn
m−1

m,m+1

)
∪ β

dn
1 ,

1
n+1

2 ∪ α
1

n+1

1,2 .

Observación. A partir de la construcción de An se observa que:

1. An es un arco contenido en NdQ
(X, 1

n )× [ 1
n+1 ,

1
n ] cuyos extremos son (p1,

1
n ) y

(p1,
1

n+1 );

2. para cada j ∈ {1, ..., n+1} existe sjn ∈ [ 1
n+1 ,

1
n ] tal que An contiene al elemento

(pj , s
j
n);

3. An ∩X0 = ∅;
4. An ∩Am ̸= ∅ sii |n−m| ≤ 1. Además, si n > 1 entonces

An ∩

(( ∞⋃
i=1

Ai

)
\An

)
=

{(
pi,

1

n

)
,

(
pi,

1

n+ 1

)}
.

Sea X = clQ×[0,1]

( ∞⋃
n=1

An

)
.

Dado n ∈ N, como An es un arco, podemos definir un homemorfismo cn : [n−1, n] → An

tal que cn(n−1) = (p1,
1
n ) y cn(n) = (p1,

1
n+1 ). Sea c : [0,∞) → X definida por c(t) = cn(t)

cuando t ∈ [n − 1, n] para algún n ∈ N. De (4) de la observación se cumple que c es una
función inyectiva y por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), se tiene que c es una

función continua, por ende c es un encaje de [0,∞) sobre X. Además, c([0,∞)) =

∞⋃
n=1

An

y por ende clQ×[0,1](c([0,∞))) = X. Por lo tanto, (c,X) es una compactación de [0,∞).

Afirmación. X0 = X \ c([0,∞))

Demostración de la afirmación. [⊂] De (2) de la observación se cumple que P×{0} ⊂
X, de esto que clQ×[0,1](P × {0}) ⊂ X, es decir, X0 ⊂ X. Por lo anterior y por (3)

de la Observación, concluimos que X0 ⊂ X \ c([0,∞)).
[⊃] Sea (x, z) ∈ X \ c([0,∞)), donde x ∈ Q y z ∈ [0, 1]. Luego, existe una sucesión

{(xj , zj)}∞j=1 de elementos de

∞⋃
n=1

An tal que ĺım(xj , zj) = (x, z); note que {xj}∞j=1 es

una sucesión en Q que converge a x y {zj}∞j=1 es una sucesión en [0, 1] que converge a
z. A su vez, existe una sucesión {tj}∞j=1 en [0,∞) tal que c(tj) = (xj , zj). Observemos
que la sucesión {tj}∞j=1 diverge a infinito, ya que en caso contrario seŕıa acotada, lo
que daŕıa una subsucesión convergente en algún intervalo cerrado de la forma [0, k]
para algún k ∈ N, esto implica que (x, z) ∈ c([0,∞)), lo cual es una contradicción.
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Aśı, para cada m ∈ N existe jm ∈ N tal que (xjm , zjm) /∈
m⋃

n=1

An (donde (xjm , zjm)

es un elemento de la sucesión {(xj , zj)}∞j=1) esto implica que zjm < 1
m+1 . Luego

{zjm}∞m=1 es una subsucesión de {zj}∞j=1 tal que ĺım zjm = 0 = ĺım zj . Por lo tanto,
z = 0.

Supongamos que x /∈ X, dado que X es compacto, existe r > 0 tal que BQ(x, r)∩X =
∅. Por otro lado, existe N1 ∈ N tal que para todo j ≥ N1 se cumple que dQ(x, xj) <

r
2 .

Por la propiedad arquimediana existe N ∈ N tal que 1
N < r

2 . Dado que ĺım zj = 0
existe N2 ∈ N tal que para todo j ≥ N2 se cumple que 0 < |zj | < 1

N+1 . Sea

m0 = máx{N1, N2}. Note que (xm0
, zm0

) /∈
N⋃

n=1

An, por lo que existe N ′ > N tal que

(xm0 , zm0) ∈ AN ′ . De (1) de la observación se cumple que (xm0 , zm0) ∈ NdQ
(X, 1

N ′ )×[
1

N ′+1 ,
1
N ′

]
. Esto implica que existe a ∈ X tal que dQ(a, xm0

) < 1
N ′ <

1
N < r

2 . Aśı,

dQ(x, a) ≤ dQ(x, xm0) + dQ(a, xm0) <
r

2
+

r

2
= r,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, x ∈ X, es decir, (x, z) ∈ X0. Luego,
X0 = X \ c([0,∞)).

Por la afirmación anterior, podemos concluir que (c,X) es una compactación de [0,∞),
cuyo residuo es X0.

Por el teorema 2.7, sabemos que toda compactación de [0,∞) es un continuo. Entre
la familia de continuos que resultan ser compactación del rayo [0,∞), se distingue una
subfamilia cuyos elementos se definen a continuación.

Definición 2.35. Un continuo de Elsa es un continuo que es compactación del rayo
[0,∞) con residuo un arco; lo denotaremos por E-continuo.

Figura 2.4: Ejemplo de un E-continuo
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Teorema 2.36. Existen dos E-continuos no homeomorfos.

Demostración. Para cada n ∈ N consideremos

L+
n =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈

[
1

n+ 1
,

2n+ 1

2n(n+ 1)

]
, y = 2n(n+ 1)x− 2n

}
y

L−
n =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈

[
2n+ 1

2n(n+ 1)
,
1

n

]
, y = −2n(n+ 1)x+ 2(n+ 1)

}
.

Sea An = L+
n ∪ L−

n , observemos que An es un arco (ver figura 2.5). Aśı, para cada n ∈ N
podemos considerar un homeomorfismo cn : [n − 1, n] → An tal que cn(n − 1) = ( 1n , 0) y

cn(n) = ( 1
n+1 , 0). Sea cX = clR2

( ∞⋃
n=1

An

)
.

Sea c : [0,∞) → cX definida por c(t) = cn(t) cuando t ∈ [n − 1, n] para algún n ∈ N.
Por construcción y por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), se cumple que (c, cX)
es una compactación de [0,∞) cuyo residuo es el arco I = {0} × [0, 1], i. e., cX es un
E-continuo.

A1A2A3A4

· · ·

•

•

(0, 0)

(0, 1)

•(1, 0)

Figura 2.5: Compactación (c, cX) de [0,∞)

Para cada n ∈ N, sean

J+
n =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈

[
1

n+ 1
,

4n+ 1

4n(n+ 1)

]
, y = 4n(n+ 1)x− 4n

}
,

l−n =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈

[
4n+ 1

4n(n+ 1)
,

2n+ 1

2n(n+ 1)

]
, y = −2n(n+ 1)x+

4n+ 3

2

}
,

l+n =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈

[
2n+ 1

2n(n+ 1)
,

4n+ 3

4n(n+ 1)

]
, y = 2n(n+ 1)x− 4n+ 1

2

}
y

J−
n =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈

[
4n+ 3

4n(n+ 1)
,
1

n

]
, y = −4n(n+ 1)x+ 4(n+ 1)

}
.
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Sea Bn = J+
n ∪ l−n ∪ l+n ∪J−

n . Observemos que Bn es un arco (ver figura 2.6). Aśı, para cada
n ∈ N podemos considerar un homeomorfismo sn : [n−1, n] → Bn tal que sn(n−1) = ( 1n , 0)

y sn(n) = ( 1
n+1 , 0). Sea sX = clR2

( ∞⋃
n=1

Bn

)
.

Sea s : [0,∞) → cX definida por s(t) = sn(t) cuando t ∈ [n − 1, n] para algún n ∈ N.
Por construcción y por el Lema del pegamiento ([14, teorema 18.3]), se cumple que (s, sX)
es una compactación de [0,∞) cuyo residuo es el arco I = {0} × [0, 1], i. e., sX es un
E-continuo.

B1B2B3B4

· · ·

•

•

•

(0, 0)

(0, 1)

(
0, 1

2

)

• (1, 0)

y1y2y3

z1z2z3z4

x1x2x3

Figura 2.6: Compactación (s, sX) de [0,∞)

Veamos que cX no es homeomorfo sX. Para ello supongamos que existe h : sX →
cX un homeomorfismo. Dado que la propiedad de ser localmente conexo en un punto se

conserva bajo homeomorfismo entonces se cumple que h
(
s
(
[0,∞)

))
= c
(
[0,∞)

)
y h(I) = I.

Por ende h({(0, 1), (0, 0)}) = {(0, 1), (0, 0)}. Supongamos, sin perdida de generalidad, que

h((0, 1)) = (0, 1) y h((0, 0)) = (0, 0). Para cada n ∈ N consideremos yn =
(

4n+1
4n(n+1) , 1

)
,

zn =
(

2n+1
2n(n+1) ,

1
2

)
y xn =

(
4n+3

4n(n+1) , 1
)
(ver figura 2.6).

Note que {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 y {zn}∞n=1 son sucesiones en s([0,∞)) tales que ĺım zn =
(0, 1

2 ) y ĺım yn = (0, 1) = ĺımxn. De la continuidad de h se cumple que ĺımh(zn) = h((0, 1
2 ))

y ĺımxn = ĺımh(yn) = h((0, 1)) = (0, 1).

Como h((0, 1
2 )) /∈ {h((1, 0)), h((0, 0))}, entonces h((0, 1

2 )) ∈ {0} × (0, 1). Para ε =
||h((0, 12 ))−(0,1)||

4 , existe N ∈ N tal que h(xn), h(yn) ∈ B((0, 1), ε) y h(zn) ∈ B(h((0, 1
2 )), ε),

para todo n ≥ N . Como h((0, 1
2 )) ∈ {0} × (0, 1), podemos suponer que h((0, 1

2 )) = (0, w)
para algún w ∈ (0, 1). Definimos H = {(x, y) ∈ R2 : y < w + 2ε} y H ′ = R2 \H. Note que
B(h((0, 1

2 )), ε) ⊂ H y B((0, 1), ε) ⊂ H ′. Sea Vn al arco en s([0,∞)) con puntos extremos
xn y yn, observemos que que Vn = l−n ∪ l+n .

Afirmación. Para cada t1, t2 ∈ [0,∞) tales que t1 < t2, existen únicos r1, r2 ∈ [0,∞)
tales que r1 < r2, h(s(t1)) = c(r1) y h(s(t2)) = c(r2).



2.3 Compactaciones del rayo [0,∞) 51

Demostración de la afirmación. Primero, veamos que h(s(0)) = c(0). En efecto, dado
que h(sX \ {s(0)}) = cX \ {h(s(0))}, como sX \ {s(0)} es conexo y h es un ho-
meomorfismo, se debe cumplir que cX \ {h(s(0))} es conexo, la única opción para
que esto sea posible es que h(s(0)) = c(0). Sean t1, t2 ∈ [0,∞) tales que t1 < t2, de
la inyectividad de h, s y c existen únicos r1, r2 ∈ [0,∞) tales que h(s(t1)) = c(r1)
y h(s(t2)) = c(r2). Supongamos que r1 ≥ r2. Dado que t1 ̸= t2 nuevamente de
la inyectividad de h, s y c tenemos que r1 ̸= r2. Por otro lado, si r1 > r2, da-
do que h(s(0)) = c(0) entonces h(s([0, t1])) = c([0, r1]) y como r1 > r2 entonces
h(s([0, t1])) = c([0, r1]) = c([0, r2])∪ c([r2, r1]), es decir, c(r2) ∈ h(s([0, t1])). Además,
dado que s([0, t1]) ∩ s((t1, t2]) = ∅ entonces h(s([0, t1])) ∩ h(s((t1, t2])) = ∅ (contra-
dicción ya que c(r2) ∈ h(s([0, t1]))∩ h(s((t1, t2])) debido a que h(s(t2)) = c(r2)). Por
lo tanto r1 < r2.

Existemn ∈ N tal que h(xn) ∈ Amn
. Veamos que Amn

∩Amn+1 ⊂ h(Vn). Supongamos lo
contrario, por la afirmación anterior tenemos que h(Vn) ⊂ Amn

. Note que h(xn) ∈ L−
mn

∩H ′

o h(xn) ∈ L+
mn

∩H ′, en cualquier caso la afirmación anterior implica que h(zn) ∈ L+
mn

∩H.
Como h(yn) ∈ h(Vn), la afirmación anterior implica que h(yn) ∈ L+

mn
∩H lo cual es una

contradicción, ya que h(yn) ∈ H ′. Por lo tanto ( 1
mn+1 , 0) = Amn ∩Amn+1 ⊂ h(Vn)

Aśı, tenemos una sucesión {mn}∞n=N estrictamente creciente, tal que ( 1
mn+1 , 0) ∈ h(Vn)

para cada n ≥ N . Es inmediato que la sucesión ( 1
mn+1 , 0) converge a (0, 0). De la con-

tinuidad de h−1, se tiene que ĺımh−1(( 1
mn+1 , 0)) = h−1((0, 0)) = (0, 0). Pero, dado que

h−1( 1
mn

, 0) ∈ Vn para toda n ≥ N , se tiene que ĺımh−1(( 1
mn

, 0)) ∈ ĺımVn = {0}× [ 12 , 1], lo
cual es una contradiccón, esto de suponer que sX es homeomorfo a cX. Por lo tanto cX
no es homeomorfo a sX.

En el resultado previo, mostramos que existen dos E-continuos que no son homeomor-
fos entre śı. Sin embargo, Marwan M. Awartani en el art́ıculo titulado “An Uncountable
Collection of Mutually Incomparable Chainable Continua” [3], demuestra el siguiente re-
sultado.

Dos continuos se dicen incomparables si no existen funciones continuas y suprayectivas
en ninguna dirección; es decir, X y Y son incomparables si no existe f : X → Y continua
y suprayectiva, ni tampoco g : Y → X continua y suprayectiva.

Teorema 2.37. [[3], teorema 4.7] Existe una colección no numerable de compactaciones
del rayo con residuo un arco tal que sus elementos son incomparables por pares.

En resumen, en este art́ıculo Awartani trabaja con el conjunto de Cantor, donde cada
punto de este conjunto es visto como una sucesión de ceros y unos (ver sección 3.2 “El con-
junto de Cantor ” en [6]). Primero define dos relaciones en el espacio de Cantor: la relación
dominar y dominar verticalmente. Luego demuestra que con respecto a estas relaciones
existe una colección no numerable de sucesiones mutuamente incomparables. Finalmente,
asocia cada elemento de dicha colección con un E-continuo y se demuestra que no existe
una función continua y suprayectiva entre cualquier par de tales compactaciones resultan-
tes. La compactación del rayo que se construye a parir de algún punto de Cantor, es de la
siguiente forma.
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Figura 2.7: Compactación de [0,∞) a partir de un elemento del conjunto de Cantor.

Si es del interés del público estudiar la construcción de estas compactaciones, reco-
mendamos ver [1]. En este trabajo, se hace la construcción de estas compactaciones y se
desarrollan los resultados, exhaustivamente, del articulo [3].

Finalmente, mencionamos que en 2014, Verónica Mart́ınez-de-la-Vega y Piotr Minc
demuestran en el articulo titulado “Uncountable families of metric compactifications of the
ray”, el siguiente resultado interesante.

Teorema 2.38. [[13], teorema 1] Todo continuo no degenerado X tiene una cantidad no
numerable de compactaciones del rayo no homeomorfas entre śı y con residuo X.



CAṔITULO 3

Continuos localmente conexos

En el contexto de la Teoŕıa de Continuos, los continuos localmente conexos son, en cierto
sentido, la clase especial más fundamental de continuos para estudiar, ya que se definen
simplemente haciendo de la conexidad una propiedad local. Veremos que los continuos
localmente conexos son arco conexos y además se caracterizan por la propiedad de ser las
imágenes métricas continuas del intervalo cerrado [0, 1].
Es importante hacer la siguiente aclaración. En lo que sigue, entenderemos por un continuo
localmente conexo a un espacio métrico que es localmente conexo y continuo.

3.1. Espacios localmente conexos y la propiedad S

La propiedad S y los espacios localmente conexos son conceptos importantes que descri-
ben la conexidad local de un espacio topológico. A lo largo de esta sección demostraremos
que la propiedad S es relevante para caracterizar la estructura de los espacios localmente
conexos.

Definición 3.1. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto Y no vaćıo de X tiene la pro-
piedad S si para cada ϵ > 0 hay un número finito de subconjuntos conexos A1, A2, ..., An

de Y tales que:

Y =

n⋃
i=1

Ai, diám(Ai) < ϵ para cada i ∈ {1, . . . , n}.

A continuación demostraremos en el teorema 3.2 que la propiedad S es una condición
suficiente para que un espacio sea localmente conexo, pero no es una condición necesaria. Sin
embargo, en el teorema 3.5, veremos que para que estas dos definiciones sean equivalentes
basta que el espacio métrico sea compacto.

53
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Teorema 3.2. Sea X un espacio métrico. Si X tiene la propiedad S entonces es un espacio
localmente conexo.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico con la propiedad S. Veamos que X es un
espacio localmente conexo, para ello es suficiente mostrar, por el teorema 1.64, que X es
conexo en pequeño. Sean p ∈ X y U una vecindad de p, de ah́ı que existe V ⊂ U abierto
de X tal que p ∈ V , luego dado que V es abierto de X, existe ϵ > 0 tal que B(p, ϵ) ⊂ V .
Como X tiene la propiedad S entonces existen subconjuntos conexos A1, A2, ..., An de X
tales que

X =

n⋃
i=1

Ai, diám(Ai) <
ϵ

2
para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Sean M = {i ∈ {1, . . . , n} : p ∈ clX(Ai)} y G =
⋃
i∈M

Ai.

Afirmación 1. diam(G) < ϵ.

Demostración de la afirmación 1. Sean x, y ∈ G, como G =
⋃
i∈M

Ai entonces existen

i, j ∈ M tales que x ∈ Ai y y ∈ Aj . Tenemos los siguientes casos:

1.1 Si j = i entonces

d(x, y) ≤ diám(Ai) <
ϵ

2
< ϵ,

es decir, d(x, y) < ϵ.

1.2 Si i ̸= j entonces

d(x, y) ≤ d(x, p) + d(y, p)

≤ diám(clX(Ai)) + diám(clX(Aj))

= diám(Ai) + diám(Aj)

<
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ,

por lo tanto d(x, y) < ϵ.

De los casos anteriores concluimos que para cualesquiera x, y ∈ G, se tiene que
d(x, y) < ϵ, por lo tanto diám(G) < ϵ.

Afirmación 2. p ∈ Int(G).

Demostración de la afirmación 2. Supongamos que p ∈ clX(X \G). Dado que

clX(X \G) ⊂ clX

 ⋃
j∈{1,...,n}\M

Aj

 =
⋃

j∈{1,...,n}\M

clX (Ai) ,
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de manera que p ∈ clX(Ak) para algún k ∈ {1, . . . , n} \M , lo cual es una contradic-
ción. Por lo tanto p /∈ clX(X \G) y recordemos que

clX(X \G) = X \ Int(A),

de ah́ı que p ∈ Int(G).

Afirmación 3. G es conexo.

Demostración de la afirmación 3. Observe que para cada i ∈ M , el conjunto {p} no
esta separado de ningún Ai, por el teorema 1.54, se tiene que

⋃
A ∪ {p} es conexo.

Por otro lado, por la afirmación 2, sabemos que p ∈ Int(G) ⊂ G, aśı
⋃
A∪ {p} = G.

Por lo tanto, concluimos que G es conexo.

Veamos que G ⊂ B(p, ϵ). En efecto, sabemos por la afirmación 2 que p ∈ G, entonces
para cualquier g ∈ G tenemos que d(g, p) ≤ diám(G), pero por la afirmación 1 tenemos
que diám(G) < ϵ, por ende d(g, p) < ϵ de ah́ı que g ∈ B(p, ϵ). Por lo anterior y por las
afirmaciones 2 y 3, concluimos que G es una vecindad conexa de p tal que G ⊂ V . De
manera que para cada p ∈ X y cada vecindad U de p existe una vecindad conexa G de p
tal que G ⊂ U , por lo tanto X es conexo en pequeño en cada punto.

Recordemos que un espacio métrico X es precompacto si para cada ϵ > 0, existen

a1, . . . , an ∈ X tales que X =

n⋃
i=1

B(ai, ϵ). Observemos que en R, las definiciones de ser

precompacto y tener la propiedad S son equivalentes. El siguiente ejemplo ilustra que el
rećıproco del teorema anterior no es verdadero.

Ejemplo 3.3. El conjunto de los números reales con la topoloǵıa euclidiana es localmente
conexo, pero no tiene la propiedad S. En efecto, por [2, teorema 3.11], sabemos que cada
conjunto abierto no vaćıo de R es la unión de una colección numerable de intervalos abiertos
ajenos por pares de R luego, por el teorema 1.61, se tiene que R es localmente conexo. Por
otro lado, dado que R no es acotado, por [8, teorema 3.17], no es precompacto, de manera
que R no tiene la propiedad S.

Cuando estudiamos una propiedad en espacios métricos, suele interesarnos saber si esta
se conserva bajo homeomorfismos. La siguiente proposición muestra que la propiedad S
cumple con esta propiedad.

Proposición 3.4. La propiedad S no se conserva bajo homeomorfismos.

Demostración. Veamos que I = (0, 1) con la topoloǵıa euclidiana inducida de R es lo-
calmente conexo y tiene la propiedad S. Dado que I es abierto de R y del ejemplo 3.3,
sabemos que R es localmente conexo, por el teorema 1.61, se tiene que I es localmente
conexo. Además, por [8, proposición 3.16 (4)], tenemos que I es precompacto por lo que
tiene la propiedad S. Sabemos que I y R son espacios homeomorfos, sin embargo I tiene
la propiedad S y, por el ejemplo 3.3, sabemos que R no posee dicha propiedad.

Teorema 3.5. Sea X un espacio métrico, compacto y no vaćıo. Entonces X tiene la
propiedad S si y solo si es un espacio localmente conexo.
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Demostración. [⇒] Es inmediato por el teorema 3.2.
[⇐] Sea ϵ > 0 y supongamos que X es un espacio localmente conexo, por la definición
1.58, para cada p ∈ X existe un subconjunto abierto y conexo Up de X tal que p ∈ Up ⊂
B
(
p,

ϵ

3

)
. Como X es compacto y observe que

⋃
p∈X

Up = X, entonces existe un conjunto

finito {p1, . . . , pn} ⊂ X tal que

n⋃
i=1

Upi
= X donde para cada i ∈ {1, . . . , n}, se tiene que

Upi
es conexo y además

diám(Ui) ≤ diám
(
B
(
p,

ϵ

3

))
≤ 2ϵ

3
< ϵ,

i. e., diám(Upi) < ϵ. Por lo anterior, concluimos que X tiene la propiedad S.

Corolario 3.6. Sea X un espacio métrico, compacto y no vaćıo. Entonces X es un conti-
nuo localmente conexo si y solo si para cada ϵ > 0, X es la unión de un número finito de
subcontinuos, donde cada uno de ellos tiene un diámetro menor que ϵ.

Demostración. [⇒] Supongamos que X es un continuo localmente conexo aśı, por el teo-
rema 3.5, tenemos que X posee la propiedad S. Sea ϵ > 0, existen una cantidad finita de

subconjuntos conexos A1, A2, ..., An de X tal que X =

n⋃
i=1

Ai con diám(Ai) < ϵ para cada

i = 1, 2, ..., n. Recordemos que diám(clX(Ai)) = diám(Ai) < ϵ para cada i = 1, . . . , n y
además por el teorema 1.30 y el corolario 1.56, se tiene que clX(Ai) es compacto y conexo
para cada i = 1, . . . , n. Finalmente observemos que

X = clX(X) = clX

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n⋃
i=1

clX(Ai),

i. e., X =

n⋃
i=1

clX(Ai). En conclusión, X es la unión de un numero finito de subcontinuos

con diámetro menor que ϵ.
[⇐] Por otra parte, sea ϵ > 0 y supongamos que X es la unión de una cantidad finita
de subcontinuos cada uno con diámetro menor que ϵ, en particular cada subcontinuo es
conexo, de manera que X tiene la propiedad S y como por hipótesis X es compacto, por
el teorema 3.5, se tiene que X es localmente conexo.

Por el teorema 1.62, sabemos que la propiedad de ser localmente conexo no es heredita-
ria, por lo que los subcontinuos en el corolario anterior pueden no ser localmente conexos.
Sin embargo, en el teorema 3.12, demostraremos que es posible elegir estos subcontinuos
de manera que sean localmente conexos.

Proposición 3.7. Sean X un espacio métrico y Y un subconjunto de X con la propiedad
S. Si Z es un subconjunto de X tal que

Y ⊂ Z ⊂ clX(Y ),
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entonces Z tiene la propiedad S y además, Z es un espacio localmente conexo.

Demostración. Sea ϵ > 0. Dado que Y tiene la propiedad S, por la definición 3.1, sabemos
que existe un número finito de conexos A1, . . . , An subconjuntos de Y tales que

Y =

n⋃
i=1

Ai, diám(Ai) < ϵ para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Para cada i = 1, . . . , n, consideremos al conjunto Bi = clZ(Ai).

Afirmación. Para cada i ∈ {1, . . . , n} se cumple que Ai ⊂ Bi ⊂ clX(Ai).

Demostración de la afirmación. Sea i ∈ {1, . . . , n} fijo pero arbitrario. Dado que
Bi = clZ(Ai) = clX(Ai) ∩ Z ⊂ clX(Ai), es decir, Bi ⊂ clX(Ai). Por otro lado, como
Ai ⊂ Y ⊂ Z y además Ai ⊂ clX(Ai), entonces

Ai ⊂ clX(Ai) ∩ Z = clZ(Ai) = Bi,

aśı Ai ⊂ Bi. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . , n} se cumple que Ai ⊂ Bi ⊂ clX(Ai).

Dado que para todo i ∈ {1, . . . , n}, Ai es conexo y por la afirmación anterior sabemos que
Ai ⊂ Bi ⊂ clX(Ai), por el corolario 1.56, se tiene que Bi es conexo para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Por otro lado, como Bi ⊂ clX(Ai) entonces

diám(Bi) ≤ diám(clX(Ai)) = diám(Ai) < ϵ,

por consiguiente diám(Bi) < ϵ para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Finalmente, dado que clX(Y ) = clX

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n⋃
i=1

clX(Ai) entonces

Z = clX(Y ) ∩ Z =

(
n⋃

i=1

clX(Ai)

)
∩ Z =

n⋃
i=1

(clX(Ai) ∩ Z) =

n⋃
i=1

clZ(Ai) =

n⋃
i=1

Bi

es decir, Z =

n⋃
i=1

Bi.

En conclusión, existe un número finito de conexos B1, . . . , Bn subconjuntos de Z tales que

Z =

n⋃
i=1

Bi, diám(Bi) < ϵ para cada i ∈ {1, . . . , n},

por lo tanto Z tienes la propiedad S más aún, por el teorema 3.2, se tiene que Z es un
espacio localmente conexo.

Introduzcamos la siguiente definición.

Definición 3.8. Sean X un espacio métrico y ϵ > 0. Una S(ϵ)− cadena es una colec-
ción no vaćıa, finita e indexada L = {L1, . . . , Ln} de subconjuntos de X que satisface las
siguientes condiciones:
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a) Li ∩ Li+1 ̸= ∅ para cada i = 1, . . . , n− 1;

b) Li es conexo para cada i = 1, . . . , n;

c) diam(Li) < 2−iϵ para cada i = 1, . . . , n.

Si L = {L1, . . . , Ln} es una S(ϵ)−cadena entonces cada Li es llamado un eslabón de L;
si x ∈ L1 y y ∈ Ln decimos que L es una S(ϵ)−cadena de x a y.
Si A ⊂ X, entonces se define S(A, ϵ) como sigue:

S(A, ϵ) = {y ∈ X: existe una S(ϵ)− cadena de algún punto de A a y}.

En la proposición 3.9 y el lema 3.10, veremos que los conjuntos S(A, ϵ) nos proporcionan
una manera de obtener subconjuntos abiertos, conexos y pequeños que tienen la propiedad
S en cualquier espacio métrico con la propiedad S.

Proposición 3.9. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto no vaćıo de X y ϵ > 0.
Si X tiene la propiedad S entonces S(A, ϵ) tiene la propiedad S.

Demostración. Sean (X, d) un espacio métrico con la propiedad S, A ⊂ X distinto del
vaćıo y ϵ > 0, veamos que S(A, ϵ) tiene la propiedad S es decir, probaremos que para cada
δ > 0 existe una colección finita de subconjuntos conexos B1, ..., Bn donde cada Bi tiene
diám(Bi) < δ y además

S(A, ϵ) =

n⋃
i=1

Bi. (3.1)

Sea δ > 0 fijo pero arbitrario. Elegimos un entero positivo k tal que

∞∑
i=k

ϵ

2i
<

δ

4
. (3.2)

Luego, sea

K = {y ∈ S(A, ϵ) : existe una S(ϵ)− cadena con a lo más k eslabones
de algún punto de A a y}.

Dado que X tiene la propiedad S, por la definición 3.1, sabemos que existe una cubierta
finita de conjuntos conexos con diámetro menor que ϵ ·2−(k+1). Sean E1, . . . , En los elemen-
tos de esta colección que intersectan a K (notemos que existe al menos un elemento que
cumple esta caracteŕıstica ya que si ningún miembro de la cubierta de X intersecta a K,
se sigue que K = ∅ y dado que A ⊂ K, se tiene que A = ∅, lo cual es una contradicción).
Observemos que, por la manera en que se definieron los Ei, las siguientes condiciones se
cumplen:

K ⊂
n⋃

i=1

Ei (3.3)

Ei ∩K ̸= ∅ para cada i (3.4)
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Ei es conexo para cada i (3.5)

diám(Ei) <
ϵ

2k+1
para cada i (3.6)

Veamos que para cada i ∈ {1, ..., n} se cumple que Ei ⊂ S(A, ϵ). Sea i ∈ {1, . . . , n}, por
(3.4) existe una S(ϵ)−cadena L1, ..., Lt con t ≤ k de algún punto de A a un punto de
Ei ∩ K. Luego, por (3.5), (3.6) y la definición 3.8, se tiene que {L1, ..., Lt, Lt+1 = Ei}
es una S(ϵ)−cadena de algún punto de A a cualquier punto de Ei. Por lo tanto, hemos
demostrado que

Ei ⊂ S(A, ϵ) para cada i = 1, . . . , n. (3.7)

Para cada i ∈ {1, ..., n}, sea Bi la colección de los conjuntos M que satisfacen las siguientes
condiciones:

M ⊂ S(A, ϵ) (3.8)

M ∩ Ei ̸= ∅ (3.9)

M es conexo (3.10)

diám(M) <
δ

4
(3.11)

Sea

Bi =
⋃

Bi para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Probemos que cualquier conjunto Ei satisface las condiciones (3.8), (3.9),(3.10) y (3.11).
La condición (3.8) se obtiene de (3.7); (3.9) se cumple ya que para cada i ∈ {1, ..., n}, se
tiene que Ei ̸= ∅; la condición (3.10) se cumple por (3.5). Finalmente veamos que los Ei

cumplen la condición (3.11). Por (3.6), se cumple que diám(Ei) < ϵ · 2−(k+1) y notemos

que ϵ · 2−(k+1) <

∞∑
i=k

ϵ · 2−i pero, por (3.1), sabemos que

∞∑
i=k

ϵ · 2−i <
δ

4
, de manera que

diám(Ei) <
δ

4
.

Por lo tanto,

Ei ⊂ Bi para cada i ∈ {1, . . . , n} (3.12)

y por ende, Bi ̸= ∅.
Hasta este punto hemos realizado una construcción de los conjuntos Bi, ahora probaremos
que cumplen las propiedades indicadas al principio de la demostración. Primero, veamos
que para cada i ∈ {1, ..., n}, Bi es conexo. Sea i ∈ {1, ..., n} fijo pero arbitrario. Dado que
Ei ∈ Bi y Ei es conexo (3.5), entones podemos aplicar el corolario 1.55 a la colección de
conjuntos Bi, ya que sabemos, por (3.10), que cada M ∈ B es conexo y además M∩Ei ̸= ∅
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(3.9), concluyendo que Bi es conexo.
En segundo lugar, veamos que para cada i ∈ {1, ..., n}, se cumple que

diám(Bi) < δ.

Sea i ∈ {1, ..., n} fijo pero arbitrario y sean b1, b2 ∈ Bi, por lo que existen M1,M2 ∈ Bi

tales que b1 ∈ M1 y b2 ∈ M2. Por (3.9), existen m1 ∈ M1 ∩ Ei y m2 ∈ M2 ∩ Ei, luego por
(3.11) y (3.6), tenemos que

d(b1, b2) ≤ d(b1,m1) + d(m1,m2) + d(m2, b2) <
δ

4
+

ϵ

2k+1
+

δ

4
<

2δ

4
+

ϵ

2k+1
,

pero, por (3.2), tenemos que
ϵ

2k+1
<

δ

4
, por lo tanto d(b1, b2) <

3δ

4
< δ. De esta manera

concluimos que diám(Bi) < δ para cada i ∈ {1, ..., n}.
Finalmente veamos que se cumple (3.1). Por (3.8), sabemos que Bi ⊂ S(A, ϵ) para cada

i ∈ {1, ..., n}, por lo tanto

n⋃
i=1

Bi ⊂ S(A, ϵ). Resta probar que

S(A, ϵ) ⊂
n⋃

i=1

Bi (3.13)

Sea y ∈ S(A, ϵ), consideremos los siguientes dos casos:

1. Si y ∈ K. Observemos que, por (3.3) y (3.12), se tiene que K ⊂
n⋃

i=1

Ei ⊂
n⋃

i=1

Bi, de

manera que si y ∈ K entonces y ∈
n⋃

i=1

Bi.

2. Si y /∈ K. Como y ∈ S(A, ϵ), existe una S(ϵ)-cadena L = {L1, ..., Lm} de algún
punto de A a y, y dado que y /∈ K entonces k < m. Sea

H =

m⋃
i=k

Li.

Observemos que, por la definición deK, Lk ⊂ K. Luego, por (3.3), existe j ∈ {1, ..., n}
tal que Lk ∩ Ej ̸= ∅. Veamos que H ⊂ Bj , para esto tenemos que probar que H
satisface las condiciones (3.8), (3.9),(3.10) y (3.11).
Por la definición 3.8 de S(A, ϵ) se cumple que

m⋃
i=1

Li ⊂ S(A, ϵ),

pero notemos que H ⊂
⋃

L , de manera que H satisface la condición (3.8). Por otro
lado, como Lk ∩ Ej ̸= ∅ entonces H satisface (3.9). Además, por las condiciones
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a) y b) de la definición 3.8, se deduce que H satisface (3.10). Finalmente, por las
condiciones a) y c) de la definición 3.8 y por (3.2), se tiene que

diám(H) ≤
m∑
i=k

diám(Li) ≤
∞∑
i=k

ϵ

2i
<

δ

4
.

Por lo tanto, H cumple la condición (3.11).
Aśı, hemos demostrado que H satisface las condiciones (3.8), (3.9),(3.10) y (3.11),
por ende H ⊂ Bj . Dado que y ∈ Lm, se tiene que y ∈ Bj , de modo que se satisface
la condición (3.13).

De los casos analizados anteriormente, concluimos que se satisface (3.1), y por lo tanto
los conjuntos B1, . . . , Bn tienen todas las propiedades deseadas. En conclusión, hemos
demostrado que S(A, ϵ) tiene la propiedad S.

Lema 3.10. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto no vaćıo de X y ϵ > 0. Las
siguientes condiciones se satisfacen:

a) diám[S(A, ϵ)] ≤ diám(A) + 2ϵ;

b) Si A es conexo entonces S(A, ϵ) es conexo;

c) Si X tiene la propiedad S entonces S(A, ϵ) es un subconjunto abierto de X.

Demostración. a) Sean x, y ∈ S(A, ϵ), por lo que existen S(ϵ)-cadenas L = {L1, ...Ln}
desde ax hasta x con ax ∈ A y C = {C1, ...Cn} desde ay hasta y con ay ∈ A. Luego,

d(x, ax) ≤ diám

(
n⋃

i=1

Li

)
≤

n∑
i=1

ϵ

2i
< ϵ,

i. e., d(x, ax) < ϵ. De manera análoga, se prueba que d(y, ay) < ϵ. Por consiguiente

d(x, y) ≤ d(x, ax) + d(ax, ay) + d(ay, y) < 2ϵ+ diám(A).

Por lo tanto, diám(S(A, ϵ)) ≤ diám(A) + 2ϵ.

b) Por la definición 3.8 y aplicando recursivamente el teorema 1.55, tenemos que cada
S(ϵ)-cadena es conexa. Si A es conexo, y dado que toda S(ϵ)-cadena intersecta a A,
por el corolario 1.55, concluimos que S(A, ϵ) es conexo.

c) Supongamos que X tiene la propiedad S, veamos que S(A, ϵ) es abierto de X. Sea
y ∈ S(A, ϵ), por la definición 3.8 existe una S(ϵ)-cadena L1, ...Ln de algún punto
p ∈ A a y y además p ∈ L1 y y ∈ Ln. Como X tiene la propiedad S, por el teorema

3.2, existe un subconjunto abierto y conexo U de X tal que y ∈ U y diám(U) <
ϵ

2n+1
.

Observemos que U ⊂ S(A, ϵ) ya que si t ∈ U , entonces {L1, ..., Ln, Ln+1 = U} es una
S(ϵ)-cadena de p ∈ A a t, de ah́ı que t ∈ S(A, ϵ). Por lo tanto, S(A, ϵ) es abierto de
X.



62 Continuos localmente conexos

Teorema 3.11. Sea X un espacio métrico y ϵ > 0. Si X tiene la propiedad S, entonces
X es la unión de una cantidad finita de conjuntos conexos cada uno de los cuales tiene
la propiedad S y diámetro menor que ϵ; además, estos conjuntos pueden elegirse como
abiertos en X o cerrados en X.

Demostración. Sea X un espacio métrico con la propiedad S y ϵ > 0. Por la definición 3.1,

sabemos que X =

n⋃
i=1

Ai, para algún n ∈ N, donde cada Ai es conexo y diám(Ai) <
ϵ

3
.

Luego, por b) y c) del lema 3.10, tenemos que para cada i ∈ {1, . . . , n} los conjuntos

S
(
Ai,

ϵ

3

)
son abiertos de X y conexos, más aún, por el teorema 3.9, se tiene que S

(
Ai,

ϵ

3

)
posee la propiedad S. Finalmente, por a) del lema 3.10, se tiene que

diám
(
S
(
Ai,

ϵ

3

))
≤ diám(A) +

2ϵ

3
<

ϵ

3
+ 2

ϵ

3
= ϵ

es decir, diám
(
S
(
Ai,

ϵ

3

))
< ϵ. Por lo tanto, los conjuntos abiertos S

(
Ai,

ϵ

3

)
con i =

1, . . . , n, satisfacen las condiciones deseadas.
Por otro lado, por la proposición 3.7, se tiene que para cada i ∈ {1, ..., n} los conjuntos

cerrados clX

(
S
(
Ai,

ϵ

3

))
tienen la propiedad S, además

diám
(
clX

(
S
(
Ai,

ϵ

3

)))
= diám

(
S
(
Ai,

ϵ

3

))
< ϵ

y también, por el corolario 1.56 y dado que S
(
Ai,

ϵ

3

)
es conexo, clX

(
S
(
Ai,

ϵ

3

))
es conexa.

Teorema 3.12. Si X es un continuo localmente conexo entonces para cualquier ϵ > 0, X
es la unión de una cantidad finita de continuos localmente conexos, cada uno de los cuales
es de diámetro menor que ϵ.

Demostración. Sean X un continuo localmente conexo y ϵ > 0. Por el teorema 3.5, se
tiene que X tiene la propiedad S. Luego, por el teorema 3.11, sabemos que X es la unión
de conjuntos conexos y cerrados Ai, ..., An con diámetro menor que ϵ, cada uno de los
cuales tiene la propiedad S. Por el teorema 1.30, cada Ai es compacto y por consiguiente,
aplicando el teorema 3.5, cada Ai es un espacio localmente conexo. Por lo tanto, para cada
i ∈ {1, ..., n}, Ai es un subcontinuo localmente conexo

3.2. El teorema de Hahn-Mazurkiewicz

El resultado más relevante que se presentará en esta sección es el teorema de Hahn-
Mazurkiewicz (ver teorema 3.16), en el cual se prueba que todo continuo localmente conexo
es imagen continua del intervalo [0,1] (teorema 3.16). Posteriormente, presentaremos algu-
nas construcciones no triviales que ilustran dicho teorema y además mostraremos resultados
derivados del mismo.
Para comenzar la sección, se define el siguiente concepto el cual ya ha sido introducido
como parte de la definición 3.8.
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Definición 3.13. Una cadena débil es una colección no vaćıa, finita e indexada L =
{L1, . . . , Ln} de conjuntos tales que

Li ∩ Li+1 ̸= ∅ para cada i = 1, . . . , n− 1.

Sea L = {L1, . . . , Ln} una cadena débil, entonces decimos que L es una cadena débil de
L1 a Ln. Además, si x ∈ L1 y y ∈ Ln, decimos que L es una cadena débil de x a y.
Cada Li es llamado un eslabón de L.

El siguiente lema es usado en la demostración del lema 3.15.

Lema 3.14. Si C = {C1, . . . , Cm} y L = {L1, . . . , Ln} son cadenas débiles con C1 = L1,
entonces existe una cadena débil P de C1 a Ln tal que P = C ∪ L.

Demostración. Sea P = {P1, . . . , P2m+n} donde

Pi = Ci para cada 1 ≤ i ≤ m;
Pm+i = Cm−i+1 para cada 1 ≤ i ≤ m;

P2m+i = Li para cada 1 ≤ i ≤ n.

Como C es una cadena débil, por la definición 3.13, sabemos que Ci ∩ Ci+1 ̸= ∅ para cada
i = 1, . . . ,m − 1, pero Pi = Ci para cada i = 1, . . . ,m, por lo tanto Pi ∩ Pi+1 ̸= ∅ para
cada i = 1, . . . ,m− 1.
También Pm = Cm = Pm+1, por consiguiente Pm ∩ Pm+1 ̸= ∅.
Por otra parte, veamos que Pm+i ∩ P(m+i)+1 ̸= ∅ para cualquier i = 1, . . . ,m − 1. Sea
i ∈ {1, . . . ,m− 1}, de ah́ı que

1 ≤ i ≤ m− 1 ⇔ 1−m ≤ −i ≤ −1

⇔ 1 ≤ m− i ≤ m− 1

⇔ 2 ≤ m− i+ 1 ≤ m.

Por hipótesis, C es cadena débil entonces Cj−1∩Cj ̸= ∅, para todo j = 2, . . . ,m, de ah́ı que
Cm−i∩Cm−i+1 ̸= ∅ ya quem−i+1 ∈ {2, . . . ,m}, pero Cm−i = P(m+i)+1 y Cm−i+1 = Pm+i

por lo tanto Pm+i ∩ P(m+i)+1 ̸= ∅ para cualquier i = 1, . . . ,m− 1.
Por otro lado, P2m ∩ P2m+1 ̸= ∅ ya que P2m = C1 = F1 = P2m+1.
Finalmente, dado que P2m+i = Li para cada 1 ≤ i ≤ n y por hipótesis L es cadena débil,
entonces P2m+i ∩ P2m+(i+1) ̸= ∅ para cada i = 1, . . . , n− 1.
Concluimos que Pj ∩ Pj+1 ̸= ∅ para cada j = 1, . . . , 2m+ n, por lo tanto P es una cadena
débil de C1 a Ln y, en efecto, P = C ∪ L.

Lema 3.15. Sea S un espacio topológico conexo y sean p, q ∈ S. Si C es un colección finita
de subconjuntos cerrados no vaćıos de S tales que cubren a S, entonces toda la colección C
se puede indexar para formar una cadena débil de p a q.

Demostración. Por hipótesis p ∈ S y S =
⋃
C, de ah́ı que existe un conjunto Cp ∈ C tal

que p ∈ Cp. Sea

C0 = {C ∈ C : existe una cadena débil de Cp a C cuyos eslabones son
miembros de C}
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Veamos que C0 = C. Es claro que C0 ⊂ C, resta probar que C ⊂ C0, para ello primero
demostraremos las siguientes afirmaciones.

Afirmación 1. Cualquier elemento de C que intersecte a un elemento de C0, es un
miembro de C0

Demostración de la afirmación 1. Sea C ∈ C tal que C ∩ C0 ̸= ∅ para algún C0 ∈
C0, veamos que C ∈ C0, i. e., existe una cadena débil de Cp a C cuyos eslabones
son miembros de C. Como C0 ∈ C0 entonces existe una cadena débil L = {Cp =
L1, . . . , Ln = Co} donde Li ∈ C para todo i = 1, . . . , n. Sea L′ = {L1, . . . , Ln, Ln+1 =
C}, como C ∩C0 ̸= ∅ concluimos que L′ es una cadena débil de Cp a C. Por lo tanto
C ∈ C0.

Sean A =
⋃
C0 y B =

⋃
(C \ C0).

Afirmación 2. Las siguientes proposiciones se cumple:

a) A ∩B = ∅
b) A y B son conjuntos cerrados

c) A ∪B = S

d) A ̸= ∅

Demostración de la afirmación 2.

a) Supongamos que A ∩ B ̸= ∅. Sea x ∈ A ∩ B, por tanto existen D0 ∈ C0 y
D ∈ C \ C0 tales que x ∈ D0 y x ∈ D, i. e., D0 ∩D ̸= ∅ luego por la afirmación
1, D ∈ C0 (contradicción). Por lo tanto A ∩B = ∅.

b) Como A y B son la unión finita de conjuntos cerrados, entonces A y B son
cerrados en S.

c) Dado que

A ∪B =
[⋃

C0
]
∪
[⋃

(C \ C0)
]
=
⋃

C

y por hipótesis
⋃
C = S, por consiguiente A ∪B = S.

d) Notemos que Cp ∈ C0 y como p ∈ Cp entonces p ∈
⋃

C0 = A, i. e., p ∈ A, por lo
tanto A ̸= ∅.

Por la afirmación 2, se deduce queB = ∅, en caso contrarioA yB formaŕıan una disconexión
de S y esto generaŕıa una contradicción ya que S es conexo. Luego, sea T ∈ C, por hipótesis
T ̸= ∅, por lo tanto T ̸⊂ B de ah́ı que T ∈ C0, aśı concluimos que C ⊂ C0. Hemos mostrado
que C = C0.
Como C es una colección finita, para n ∈ N, podemos denotar a
C = {C1, . . . , Cn} donde C1 = Cp. Sabemos que Ci ∈ C = C0 para todo i = 1, . . . n, de ah́ı
que para cada Ci existe una cadena débil Li de Cp a Ci cuyos eslabones son miembros de
C. Notemos que L2 y L3 son tales que su primer elemento es Cp, por el lema 3.14, existe
una cadena débil T3 de Cp a C3 y además Cj ∈ T3 donde 1 ≤ j ≤ 3; luego, notemos que
T3 y L4 son tales que su primer elemento es Cp, nuevamente, por el lema 3.14, existe una
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cadena débil T4 de Cp a C4 y además Cj ∈ T4 donde 1 ≤ j ≤ 4; continuando de esta
manera, obtendremos una cadena débil Tn de Cp a Cn y además Cj ∈ T3 donde 1 ≤ j ≤ n.
Finalmente, por hipótesis p ∈ S por lo que existe un conjunto Cq ∈ C tal que q ∈ Cq,
pero C = C0, de manera que existe una cadena débil Q de Cp a Cq cuyos eslabones son
miembros de C. Notemos que Tn y Q son tales que su primer elemento es Cp, por el lema
3.14, existe una cadena débil F de Cp a Cq cuyos eslabones son todos los miembros de C.
Por la definición 3.13, concluimos que F es una cadena débil de p a q.

Teorema 3.16. teorema de hahn-mazurkiewicz. Si X es un continuo localmente
conexo entonces existe una función f : [0, 1] → X continua y suprayetiva.

Demostración. Sean (X, d) un continuo localmente conexo y ϵ1 = 1, por el teorema 3.12,
se tiene que X =

⋃
A1 donde A1 es una colección finita de continuos localmente conexos

tales que para cada A ∈ A1 se cumple que diám(A) < 1. Dado que cada A ∈ A es un
continuo, en particular, cada A ∈ A es compacto, por consiguiente cada A ∈ A es cerrado
de X (teorema 1.31), por lo tanto A es una colección finita de subconjuntos cerrados en
X que cubre a X. Sean p, q ∈ X distintos, aplicando el lema 3.15 a estos puntos y a la
colección A, tenemos que A se puede indexar para formar una cadena débil {A1, ..., An}
de p a q.
A continuación, escribiremos al intervalo cerrado [0, 1] como la unión de n intervalos cerra-
dos no degenerados I1, . . . , In de la forma

Ii = [ti−1, ti], 1 ≤ i ≤ n, donde t0 = 0 < t1 < t2 < · · · < tn = 1.

Definimos F1 : [0, 1] → C(X) por

F1(t) =


Ai si t ∈ Ii \ {t0, . . . , tn}
Ai ∪Ai+1 si t = ti y 1 ≤ i ≤ n− 1
A1 si t = 0
An si t = 1

Afirmación 1.La función F1 satisface las siguientes propiedades:

1. F1 es USC.

2. X =
⋃

t∈[0,1]

F1(t)

Demostración de la afirmación 1.

1. Sea l ∈ [0, 1], veamos que si F1(l) ⊂ U donde U es un abierto de X entonces
existe V abierto de [0, 1] tal que l ∈ V y F1(x) ⊂ U para todo x ∈ V .
Sea U un abierto de X tal que F1(l) ⊂ U , como l ∈ [0, 1] entonces l ∈ [ti−1, ti]
para algún i ∈ {1, . . . , n}.
1.1 Si l ∈ Ii \ {t0, . . . , tn} entonces F1(l) = Ai. Sea V := (ti−1, ti), notemos

que es un conjunto abierto de [0, 1], veamos que V cumple las propiedades
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F1

A1

A3

A2

A4

t0 = 0 t4 = 1
t1 t3t2

p

q

Figura 3.1: Construcción de F1

deseadas. Como ti ̸= l ̸= ti−1 y l ∈ Ii entonces l ∈ (ti−1, ti) además, sea
x ∈ V luego

F1(x) = Ai = F1(l) ⊂ U,

por lo tanto F1(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

1.2 Si l = ti con 1 ≤ i ≤ n − 1 entonces F1(l) = Ai ∪ Ai+1. Sean z1, z2 ∈ [0, 1]
tales que ti−1 < z1 < ti y ti < z2 < ti+1. Sea V := (z1, z2), notemos que
z1 < ti < z2 por consiguiente l = ti ∈ V . Por otro lado, sea x ∈ V .

1.2.1 Si zi < x < ti entonces F1(x) = Ai ⊂ F1(l) ⊂ U ,

1.2.2 Si x = ti entonces F1(x) = F1(l) ⊂ U ,

1.2.3 Si ti < x < z2 entonces F1(x) = Ai+1 ⊂ F1(l) ⊂ U .

Por lo tanto F1(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

1.3 Si l = 0 entonces F1(l) = A1. Sea V := [0, t1), el cual es un conjunto abierto
de [0, 1] y evidentemente l ∈ V . Sea x ∈ V .

1.3.1 Si x = 0 entonces F1(x) = F1(l) ⊂ U

1.3.2 Si 0 < x < t1 entonces F1(x) = Ai = F1(l) ⊂ U

de manera que F1(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

1.4 Si l = 1 entonces F1(l) = An. Definimos al conjunto abierto V := (tn−1, 1]
donde claramente l ∈ V . Sea x ∈ V .

1.4.1 Si x = 1 entonces F1(x) = F1(l) ⊂ U

1.4.2 Si tn−1 < x < 1 entonces F1(x) = An = F1(l) ⊂ U

por lo tanto F1(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

Por los casos anteriores, se concluye que para todo l ∈ [0, 1] y U abierto de C(X)
tal que F2(l) ⊂ U , existe V abierto de [0, 1] tal que l ∈ V y F2(x) ⊂ U para todo
x ∈ V . Por lo tanto, de acuerdo a la definición 1.86, se tiene que F1 es USC.



3.2 El teorema de Hahn-Mazurkiewicz 67

2. Es claro que
⋃

t∈[0,1]

F1(t) ⊂ X, resta demostrar que X ⊂
⋃

t∈[0,1]

F1(t). Sea x ∈ X,

por lo tanto existe Ai ∈ {A1, ..., An} tal que x ∈ Ai. Consideremos a s =
ti − ti−1

2
, como s ∈ [0, 1] por consiguiente F1(s) ⊂

⋃
t∈[0,1]

F1(t) pero F1(s) = Ai,

por lo tanto x ∈
⋃

t∈[0,1]

F1(t). En conclusión X =
⋃

t∈[0,1]

F1(t).

Sean p1 ∈ A1, pi ∈ Ai ∩Ai−1 para 2 ≤ i ≤ n y pn+1 ∈ An y sea ϵ2 =
1

2
. Sabemos que cada

Ai es un continuo localmente conexo, luego aplicando el teorema 3.12 y el lema 3.15 a cada
Ai con un procedimiento análogo al que realizamos al inicio para X, obtenemos que existe,
para cada Ai, 1 ≤ i ≤ n, una cadena débil {Ai

1, . . . , A
i
m(i)} de pi a pi+1 tal que cubre a

Ai y además todo elemento de la cadena es un subcontinuo localmente conexo de Ai con
diámetro menor que ϵ2, es decir, diám(Ai

j) < ϵ2 para cada 1 ≤ j ≤ m(i).
Para cada i ∈ {1, . . . , n}, escribiremos a Ii como la unión de m(i) subintervalos cerrados
no degenerados Ii1, . . . , I

i
m(i) de la forma

Iij = [tij−1, t
i
j ], 1 ≤ j ≤ m(i), donde ti0 = ti−1 < ti1 < ti2 < · · · < tim(i) = ti.

Definimos F2 : [0, 1] → C(X) por

F2(t) =



Ai
j si t ∈ Iij \ {ti0, . . . , tim(i)}

Ai
j ∪Ai

j+1 si t = tij y 0 < j < m(i)

Ai−1
m(i−1) ∪Ai

1 si t = ti0 y 2 ≤ i ≤ n

A1
1 si t = 0

An
m(n) si t = 1

Afirmación 2.La función F2 satisface las siguientes propiedades:

1. F2 es USC.

2. X =
⋃

t∈[0,1]

F2(t)

Demostración de la afirmación 2.

1. Sean l ∈ [0, 1] y U abierto de C(X) tal que F2(l) ⊂ U . Veamos que existe V
abierto de [0, 1] tal que l ∈ V y F2(x) ⊂ U para todo x ∈ V .
Sea U un abierto de X tal que F2(l) ⊂ U , como l ∈ [0, 1] entonces l ∈ Ik para
algún k ∈ {1, . . . , n}, luego l ∈ [tkj−1, t

k
j ] = Ikj para algún j ∈ {1, . . . ,m(k)}.

1.1 Si l ∈ Ikj \{tk0 , . . . , tkm(k)} entonces F2(l) = Ak
j . Definimos al conjunto abierto

V := (tkj−1, t
k
j ), veamos que cumple las condiciones deseadas. Evidentemente

l ∈ V ; por otro lado, sea x ∈ V , luego

F2(x) = Ak
j = F2(l) ⊂ U

por lo tanto F2(x) ⊂ U para todo x ∈ V .
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Figura 3.2: Construcción de F2
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1.2 Si l = tkj y 0 < j < m(k) entonces F2(l) = Ak
j ∪ Ak

j+1. Sean z1, z2 ∈ [0, 1]

tales que tkj−1 < z1 < tkj y tkj < z2 < tkj+1, definimos a V := (z1, z2), veamos
que cumple las condiciones deseadas. Como z1 < l < z2 entonces l ∈ V , sea
x ∈ V .

1.2.1 Si z1 < x < tkj entonces F2(x) = Ak
j ⊂ U .

1.2.2 Si x = tkj entonces F2(x) = F2(l) ⊂ U .

1.2.3 Si tkj < x < z2 entonces F2(x) = Ak
j+1 ⊂ U .

Por lo tanto F2(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

1.3 Si l = tk0 y 2 ≤ k ≤ n entonces F2(l) = Ak−1
m(k−1) ∪ Ak

1 . Sean z1, z2 ∈ [0, 1]

tales que tk−1
m(n) < z1 < tk0 y tk0 < z2 < tk1 , definimos a V := (z1, z2), veamos

que cumple las condiciones deseadas. Como z1 < l < z2 entonces l ∈ V , sea
x ∈ V .

1.3.1 Si z1 < x < tk0 entonces F2(x) = Ak−1
m(k−1) ⊂ U .

1.3.2 Si x = tk0 entonces F2(x) = F2(l) ⊂ U .

1.3.3 Si tk0 < x < z2 entonces F2(x) = Ak
1 ⊂ U .

Por lo tanto F2(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

1.4 Sea l = 0, entonces F2(l) = A1
1. Sea V := [0, t11), donde evidentemente l ∈ V ,

además sea x ∈ V .

1.4.1 Si x = 0 entonces F2(x) = F2(l) ⊂ U .

1.4.2 Si 0 < x < t11 entonces F2(x) = A1
1 = F2(l) ⊂ U .

Por lo tanto F2(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

1.5 Sea l = 1, entonces F2(l) = An
m(n). Sea V := (tnm(n)−1, 1], donde evidente-

mente l ∈ V , además sea x ∈ V .

1.5.1 Si tnm(n)−1 < x < 1 entonces F2(x) = An
m(n) = F2(l) ⊂ U.

1.5.2 Si x = 1 entonces F2(x) = F2(l) ⊂ U .

Por lo tanto F2(x) ⊂ U para todo x ∈ V .

Por los casos anteriores, se concluye que para todo l ∈ [0, 1] y U abierto de C(X)
tal que F2(l) ⊂ U , existe V abierto de [0, 1] tal que l ∈ V y F2(x) ⊂ U para todo
x ∈ V . Por lo tanto, de acuerdo a la definición 1.86, se tiene que F2 es USC.

2. Es claro que
⋃

t∈[0,1]

F2(t) ⊂ X, resta demostrar que X ⊂
⋃

t∈[0,1]

F2(t). Sea x ∈ X,

por lo tanto existe Ai ∈ {A1, ..., An} tal que x ∈ Ai, por consiguiente existe

Ai
j para algún j ∈ {1, . . . ,m(i)}, tal que x ∈ Ai

j . Sea s =
tij − tij−1

2
, como s ∈

[0, 1] entonces F1(s) ⊂
⋃

t∈[0,1]

F1(t), notemos que s ∈ (tij−1, t
i
j) por consiguiente

F1(s) = Aj
i , aśı

Aj
i = F1(s) ⊂

⋃
t∈[0,1]

F1(t),
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y como x ∈ Ai
j , por ende x ∈

⋃
t∈[0,1]

F1(t), de modo que X ⊂
⋃

t∈[0,1]

F1(t). En

conclusión, X =
⋃

t∈[0,1]

F1(t).

Afirmación 3. Para cada s ∈ [0, 1] se cumple que F2(s) ⊂ F1(s)

Demostración de la afirmación 3. Sea s ∈ [0, 1] entonces existe Ik tal que s ∈ Ik,
luego s ∈ Ikj para algún 1 ≤ j ≤ m(k).

1. Si s ∈ Ikj \ {tk0 , . . . , tkm(k)} entonces F2(s) = Ak
j y F1(s) = Ak. Notemos que

Ak
j ⊂ Ak por consiguiente F2(s) ⊂ F1(s).

2. Si s = tkj y 0 < j < m(k) entonces F2(s) = Ak
j ∪Ak

j+1 y F1(s) = Ak. De manera

que F2(s) = Ak
j ∪Ak

j+1 ⊂ Ak = F1(s), es decir, F2(s) ⊂ F1(s).

3. Si s = tk0 y 2 ≤ k ≤ n entonces F2(s) = Ak−1
m(k−1) ∪ Ak

1 y F1(s) = Ak−1 ∪ Ak.

Notemos que Ak−1
m(k−1) ⊂ Ak−1 y Ak

1 ⊂ Ak por lo tanto Ak−1
m(k−1)∪A

k
1 ⊂ Ak−1∪Ak,

aśı F2(s) ⊂ F1(s).

4. Sea s = 0 entonces F2(s) = A1
1 y F1(s) = A1, por lo tanto F2(s) ⊂ F1(s).

5. Sea s = 1 entonces F2(s) = An
m(n) y F1(s) = An por consiguiente F2(s) ⊂ F1(s).

Por los casos anteriores, se concluye que para cada s ∈ [0, 1], F2(s) ⊂ F1(s).

En la afirmación 1 demostramos que F1 satisface a) y c) del teorema 1.87, de la misma
manera, en la afirmación 2 se demuestran las mismas propiedades pero para F2. Luego en
la afirmación 3, vemos que F1 y F2 satisfacen b) del teorema 1.87.
Continuando de esta manera, es fácil ver como definir Fn para cada n ∈ N, de modo que
se satisfagan a)− c) del teorema 1.87. Sea x ∈ X,

ĺım
n→∞

diám(Fn(x)) < ĺım
n→∞

1

2n
= 0,

es decir, ĺımn→∞ diám(Fn(x)) = 0 para todo x ∈ X, con lo cual demostramos d) del
teorema 1.87.
En conclusión hemos demostrado que se cumple a) − d) del teorema 1.87, de manera que
existe una función continua y suprayectiva de [0, 1] a X, por consiguiente X es una imagen
continua del intervalo cerrado [0, 1].

Por el teorema 3.16, tenemos la certeza de asegurar que existe una función continua y
suprayectiva del intervalo cerrado I sobre I2, es decir, podemos garantizar la existencia de
las curvas que llenan el espacio. En otras palabras podemos ver el interior del cuadrado
como una curva.

Aunque fue G. Peano quien descubrió la primera curva que llena el espacio, fue D.
Hilbert quien logró que este fenómeno adquiriera una mayor claridad y despertara el interés
de la imaginación geométrica. A continuación, se presenta el proceso de construcción de la
curva de Hilbert.



3.2 El teorema de Hahn-Mazurkiewicz 71

Figura 3.3: Primeros tres pasos de la construcción de la curva de Hilbert

Figura 3.4: Curva de Hilbert

Además, dado que I3 es un espacio localmente conexo, entonces también se puede crear
la curva de Hilbert tridimensional. Si es de nuestro interés conocer la función suprayectiva
de estas construcciones, recomendamos ver [16].

A continuación, estudiaremos resultados que nos permiten determinar si la propiedad
de ser localmente conexo se preserva bajo funciones continuas. Además, el teorema 3.20
caracteriza a los continuos localmente conexos.

Lema 3.17. Sean S1 y S2 espacios topológicos, y sea f : S1 → S2 una función continua
y suprayectiva. Si C es una componente de S2 entonces f−1(C) es la unión de algunas
componentes de S1.

Demostración. Sean C una componente de S2 y

C =
⋃

{K ⊂ S1 : K es una componente de S1 y K ∩ f−1(C) ̸= ∅}.

Veamos que f−1(C) = C

(⊂) Sea x ∈ f−1(C) de ah́ı que x ∈ S1; recordemos que S1 es igual a la unión de
sus componentes, por lo que existe una componente K de S1 tal que x ∈ K, por
consiguiente K ∩ f−1(C) ̸= ∅. Aśı x ∈ C .
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Figura 3.5: Curva de Hilbert tridimensional

(⊃) Sea x ∈ C , por consiguiente existeK componente de S1 tal que x ∈ K yK∩f−1(C) ̸=
∅, es decir, existe y ∈ K ∩f−1(C), luego f(y) ∈ C ∩f(K). Consideremos a la función
f |K : K → f(K), la cual es una función continua ([5], pág 67), recordemos que la
conexidad es invariante bajo funciones continuas y K es conexo, por consiguiente
f(K) es conexo. Debido a la afirmación anterior y dado que por hipótesis, C es una
componente, i. e., C es conexo y C ∩ f(K) ̸= ∅, entonces f(K) ∪ C es conexo. De
manera que C es una componente tal que C ⊂ f(K)∪C, por lo tanto f(K)∪C = C.
Finalmente, como x ∈ K entonces f(x) ∈ f(K)∪C = C por consiguiente x ∈ f−1(C).

Aśı, f−1(C) = C , es decir, f−1(C) es la unión de algunas componentes de S1.

Proposición 3.18. Sean X y Y espacios métricos, y f : X → Y una función continua,
cerrada y suprayectiva. Si X es localmente conexo entonces Y es localmente conexo.

Demostración. Por el teorema 1.61, es suficiente probar que toda componente de cualquier
subconjunto abierto de Y , es también abierto de Y .
Sea C una componente de un subconjunto abierto U de Y . Consideremos la función
f |f−1(U), la cual es una función continua y suprayectiva, luego por el lema 3.17, se tiene que

(f |f−1(U))−1(C) es la unión de algunos componentes de f−1(U). Como f es una función
continua y U es abierto de Y entonces f−1(U) es abierto de X pero X es localmente cone-
xo, por el teorema 1.61, las componentes de f−1(U) son abiertos en X, de ah́ı que f−1

U (C)
es abierto de X. Luego, como f es una función cerrada y dado que f [X \ f−1(C)] = Y \C,
entonces Y \ C es cerrado de Y , de ah́ı que C es abierto de Y . De esta manera hemos
probado que Y es localmente conexo.

Corolario 3.19. Sean X un espacio métrico, Y un espacio topológico de Hausdorff y
f : X → Y una función continua y suprayectiva. Si X es un continuo localmente conexo
entonces Y es un continuo localmente conexo.
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Demostración. Dado que f es una función continua de un continuo localmente conexo X
sobre un espacio Hausdorff Y , por el teorema 1.44, se tiene que Y es metrizable. Por otro
lado, por el teorema 1.36, la función f es cerrada. Aśı, haciendo uso del teorema 3.18 y
recordando que la imagen continua de un continuo es un continuo, concluimos que Y es un
continuo localmente conexo.

Teorema 3.20. Sea X un continuo. Si X es un continuo localmente conexo si y solo si
X es una imagen continua de [0, 1]

Demostración. La suficiencia es inmediata debido al teorema 3.16. Ahora probaremos la
necesidad. Supongamos que X es una imagen continua de [0, 1] y observemos que [0, 1] es
un continuo localmente conexo, entonces por el corolario 3.19, X es un continuo localmente
conexo.

Teorema 3.21. Cualesquiera dos continuos localmente conexos con más de un punto son
imágenes continuas uno del otro. De hecho, si X y Y son continuos localmente conexos
con más de un punto, entonces para cualesquiera n puntos distintos (n < ∞)

x1, x2, ..., xn ∈ X y y1, y2, ..., yn ∈ Y,

existe una función f : X → Y continua y suprayectiva tal que f(xi) = yi para todo
i ∈ {1, ..., n}.

Demostración. Es suficiente probar la segunda parte de este teorema. Por el teorema 3.16,
existe una función α continua y suprayectiva de [0, 1] a Y . Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea
ti ∈ [0,1] tal que α(ti) = yi. Luego, sean p, q ∈ X \ {x1, ..., xn} con p ̸= q. Definimos la
siguiente función

β : {p, q, x1, ..., xn} → [0, 1],

donde β(p) = 0, β(q) = 1 y para todo i ∈ {1, ..., n}, β(xi) = ti. Veamos que β es una función
continua, en efecto, si C es un conjunto cerrado de [0, 1] entonces f−1(C) ⊂ {p, q, x1, ..., xn},
i. e., f−1(C) es un conjunto finito del espacio métrico X, de ah́ı que f−1(C) es cerrado
de X, aśı concluimos que β es una función continua. Luego, por el teorema 1.8, podemos
extender a β a una función continua γ : X → [0, 1]. Observemos que γ es suprayectiva ya
que X es conexo y 0, 1 ∈ γ(X).
Ahora, sea f = α ◦ γ, observemos que es continua ya que es la composición de funciones
continuas. Además, sea i ∈ {1, . . . , n} veamos que

f(xi) = α ◦ γ(xi) = α(γ(xi)) = α(β(xi)) = α(ti) = yi,

es decir, f(xi) = yi. Por lo tanto, hemos hallado una función f que tiene las propiedades
deseadas.

Corolario 3.22. Sean X un continuo localmente conexo con más de un punto y Y un
espacio topológico. El espacio Y es una descomposición USC de X si y solo si Y es un
continuo localmente conexo.
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Demostración. [⇒] Supongamos que Y es una descomposición USC de X. Por el teorema
1.78, Y es una imagen continua de X y además por el teorema 1.76, se tiene que Y es
metrizable. Luego, como Y es continuo (teorema 1.77), entonces haciendo uso del corolario
3.19, se tiene que Y es un continuo localmente conexo.
[⇐] Supongamos que Y es un continuo localmente conexo. Por el teorema 3.21, los espacios
X y Y son imágenes continuas uno de otro, es decir, existe una función continua f de X
en Y tal que f(X) = Y . Sea

Df = {f−1(y) : y ∈ Y },

por el teorema 1.78, Df es una descomposición USC de X y es homeomorfa a Y . De ah́ı
que Y es una descomposición USC de X.

3.3. Arcos en continuos localmente conexos

En la siguiente sección, se usa el teorema de Hahn-Mazurkiewicz (3.16) para demostrar
el teorema de arco conexidad (3.25), el cual dice que si un continuo es localmente conexo
entonces es arco conexo.

La siguiente definición es la generalización topológica de la noción de funciones monóto-
nas con valores reales de una variable real.

Definición 3.23. Sean S1 y S2 espacios topológicos. Se dice que una función f : S1 → S2

es monótona siempre que f sea continua y f−1(y) es conexo para cada y ∈ S2.

Proposición 3.24. Si Y es un espacio de Hausdorff no degenerado y
f : [0, 1] → Y es una función monótona suprayectiva, entonces Y es un arco.

Demostración. Recordemos que el intervalo cerrado [0, 1] es un espacio métrico compacto,
además, dado que f es una función monótona, por la definición 3.23, tenemos que f es
continua y por hipótesis f es suprayectiva, aśı por el teorema 1.44, Y es un espacio métrico.
Por otro lado, la compacidad es invariante bajo funciones continuas, por consiguiente Y es
compacto. En resumen, [0, 1] y Y son espacios métricos compactos.
Sea Df = {f−1(y) : y ∈ Y }, por lo anterior y dado que f es una función continua y
suprayectiva, entonces Df es una descomposición USC de [0, 1] y es homeomorfo a Y
(teorema 1.78).

Afirmación. Para todo y ∈ Y , f−1(y) es un subcontinuo propio de [0, 1].

Demostración de la afirmación. Sea y ∈ Y . Por hipótesis general sabemos que Y
es no degenerado y además f es suprayectiva, de ah́ı que f−1(y) ⊊ [0, 1]. Por otro
lado, dado que f es una función monótona entonces f−1(y) es conexo. Finalmente,
hemos visto que Y es un espacio métrico, por ello {y} es cerrado de Y y sabemos
que f es continua, por lo tanto f−1(y) es cerrado de [0, 1] pero [0, 1] es compacto,
por consiguiente f−1(y) es compacto. En resumen f−1(y) es compacto y conexo, i.
e., f−1(y) es un subcontinuo propio de [0, 1].

Como [0, 1] es un continuo y por la afirmación anterior sabemos que todos los elementos
de Df son subcontinuos propios de [0, 1], entonces por el teorema 1.80, Df es un arco, es
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decir, Df es homeomorfo al intervalo [0, 1] pero anteriormente también se dedujo que Df

es homeomorfo a Y por lo tanto, como la relación de homeomorfismo es de equivalencia,
Y es homeomorfo a [0, 1], por consiguiente Y es un arco.

Alrededor de 1913, H. Hahn y S. Mazurkiewicz demostraron que la propiedad de “ser
una imagen continua de [0,1]” en realidad caracteriza a los continuos localmente conexos.

Teorema 3.25. teorema de arco conexidad
Cada continuo localmente conexo con más de un punto es arco conexo.

Demostración. Sea (X, d) un continuo localmente conexo no degenerado, y sean p, q ∈ X
con p ̸= q. Como [0, 1] es un continuo localmente conexos no degenerado, por la segunda
parte del teorema 3.21, existe una función f : [0, 1] → X continua y suprayectiva tal que
f(0) = p y f(1) = q.
Sea

C = {A ∈ 2I : p, q ∈ f(A) y si s y t son los puntos extremos de la clausura
de una componente J de I \A, entonces f(s) = f(t)}.

Haremos uso del teorema Máximo-Mı́nimo 1.84, para ello, primero demostraremos la si-
guiente afirmación.

Afirmación 1. Las siguientes proposiciones son verdaderas.

1.1 C ̸= ∅
1.2 C es cerrado de 2I

Demostración de la afirmación 1.

1.1 Veamos que I ∈ C. Notemos que I ∈ 2I , además f(I) = X ya que f es supra-
yectiva, por lo tanto, dado que p, q ∈ X entonces p, q ∈ f(I). Finalmente, como
I \ I = ∅ entonces la segunda condición se cumple por vacuidad. Por lo tanto
I ∈ C, de manera que C ̸= ∅.

1.2 Para demostrar que C es cerrado de 2I , basta probar que C ⊂ C. Sea A ∈ C, por
consiguiente, existe una sucesión {Ai}i∈N ⊂ C tal que Ai → A ([10], corolario 2′

pág. 107).

Veamos que p, q ∈ f(A), para ello definamos la función f∗ : 2I → 2X tal que

f∗(A) = f(A) para todo A ∈ 2I .

Por el teorema 1.82, f∗ es continua y además Ai → A, entonces f∗(Ai) → f∗(A)
pero f∗(Ai) = f(Ai) y f∗(A) = f(A) de manera que f(Ai) → f(A). Ahora, su-
pongamos que p /∈ f(A) por lo que d(p, f(A)) > 0. Sea ϵ = d(p, f(A)), como
f(Ai) → f(A), entonces existeN ∈ N tal que para todo n ≥ N ,Hd(f(An), f(A)) <
ϵ

2
, de ah́ı que f(An0) ⊂ Nd

( ϵ
2
, f(A)

)
para algún n0 ≥ N , de manera que

p /∈ f(An0
) lo cual es una contradicción, ya que {Ai}i∈N ⊂ C, por lo tanto

p ∈ f(A). De manera análoga se prueba que q ∈ f(A).
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Ahora probaremos la segunda condición para que A ∈ C. Como I ∈ C, podemos
suponer para el resto de la demostración que A ̸= I y, por lo tanto, también
podemos suponer que Ai ̸= I para cualquier i. Sea J una componente de I \ A
y sean s < t los puntos finales de J . Por el teorema 1.85, existe una sucesión
{Ji}∞i=1 de componentes de Ji de I \A tal que J i → J y cada J i = [si, ti] donde
si, ti ∈ I. Veamos que si → s.
Sea ϵ > 0, como J i → J , entonces existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N se

cumple que H||(Jn, J) <
ϵ

2
, i. e.,

Jn ⊂ N||

( ϵ
2
, J
)

y J ⊂ N||

( ϵ
2
, Jn

)
para cada n ≥ N. (3.14)

Sea n0 ≥ N fijo pero arbitrario y supongamos que |s − sn0 | ≥ ϵ, de ah́ı que
s− sn0 ≤ −ϵ o s− sn0 ≥ ϵ. Si s− sn0 ≥ ϵ entonces sn0 + ϵ ≤ s, pero por (3.14)

y dado que sn0
∈ Jn0

, existe j ∈ J tal que |j − sn0
| ≤ ϵ

2
, de ah́ı que

− ϵ

2
< j − sn0

<
ϵ

2
⇔ − ϵ

2
+ sn0

< j <
ϵ

2
+ sn0

,

por consiguiente j <
ϵ

2
+ sn0

< sn0
+ ϵ ≤ s, por lo tanto j < s lo cual es una

contradicción ya que para todo j ∈ J , se tiene que s ≤ j. Por otro lado, si
s − sn0 ≤ −ϵ entonces s + ϵ ≤ sn0 , pero por (3.14) y dado que s ∈ J , existe

jn0 ∈ Jn0 tal que |jn0 − s| ≤ ϵ

2
, de ah́ı que

− ϵ

2
< jn0

− s <
ϵ

2
⇔ − ϵ

2
+ s < jn0

<
ϵ

2
+ s,

por consiguiente jn0
< ϵ

2 + s < s+ ϵ ≤ sn0
, por lo tanto jn0

< sn0
lo cual es una

contradicción ya que para todo jn0
∈ J , se tiene que sn0

≤ jn0
. Por lo tanto,

|s−sn| < ϵ para todo n ≥ N , de ah́ı concluimos que si → s. De manera análoga
se demuestra que ti → t. En conclusión, dado que f es continua, f(si) → f(s)
y f(ti) → f(t), pero recordemos que Ai ∈ C para cada i, entonces f(si) = f(ti),
aśı por la unicidad de la convergencia, f(s) = f(t).

Hasta este punto, hemos verificado todas las propiedades necesarias para con-
cluir que A ∈ C. Aśı hemos demostrado que C ⊂ C, por consiguiete C = C,
concluyendo que C es cerrado de 2I .

Debido a la afirmación 1 y por el teorema 1.84, se tiene que C tiene un elemento minimal,
al cual lo denotaremos por M . Luego, por la definición de elemento minimal, sabemos que
M ∈ C, por consiguiente p, q ∈ f(M). Sean u = mı́nM y v = máxM . Las siguientes
afirmaciones nos ayudarán a probar que f(M) es un arco.

Afirmación 2. Se cumple que f(u) = p y f(v) = q.

Demostración de la afirmación 2. Tenemos los siguientes casos:

2.1 Si u = 0, f(u) = f(0) = p, i. e., f(u) = p.
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2.2 Si u > 0, [0, u) es una componente de I \ M y dado que M ∈ C, por lo tanto
f(u) = f(0) pero f(0) = p de manera que f(u) = p.

2.3 Si v = 1, f(v) = f(1) = q, i. e., f(v) = q.

2.4 Śı v < 1, (v, 1] es una componente de I \ M y dado que M ∈ C, por lo tanto
f(v) = f(1) pero f(1) = q de manera que f(v) = q.

Por lo tanto, f(u) = p y f(v) = q.

Afirmación 3. Si s, t ∈ M tales que s < t y f(s) = f(t) entonces M ∩ [s, t] = {s, t}

Demostración de la afirmación 3. Sean s, t ∈ M tales que s < t y f(s) = f(t). Sea
D = M \ (s, t) y veamos que D ∈ C. Notemos que D ∈ 2I [[10], corolario 4’, pág 49].
Observemos que u, v /∈ (s, t), ya que si u, v ∈ (s, t) entonces s < u y v < t lo cual es
una contradicción, ya que u ≤ s y t ≤ v. Aśı, u, v ∈ D, por ende f(u), f(v) ∈ f(D),
luego por la afirmación 2 sabemos que f(u) = p y f(v) = q, aśı p, q ∈ f(D).
Por otro lado, sea J componente de I \ D tal que J = [s0, t0]. Consideremos los
siguientes dos casos:

3.1 Si J es una componente de I \M entonces f(s0) = f(t0).

3.2 Si J no es una componente de I \M , veamos que (s, t) = J . En efecto, dado que

I \D = DC

= (M ∩ (s, t)C)C

= (MC) ∪ (s, t)

= (I \M) ∪ (s, t)

= ((I \M) ∪ (s, t)) ∩ (I \ {s, t})
= ((I \M) ∪ (s, t)) ∩ ((s, t) ∪ I \ [s, t])
= (s, t) ∪ (I \M ∩ I \ [s, t]),

de manera que I \ D = (s, t) ∪ (I \ M ∩ I \ [s, t]) y notemos que (s, t) y (I \
M) ∩ (I \ [s, t]) son conjuntos separados, aśı por el teorema 1.53, J ⊂ (s, t) o
J ⊂ I \M ∩I \ [s, t]. Supongamos que J ⊂ I \M ∩I \ [s, t], de ah́ı que J ⊂ I \M ,
por lo tanto existe una componente J ′ de I \M tal que J ⊂ J ′, pero dado que
I \M ⊂ I \D entonces existe J ′′ componente de I \D tal que J ′ ⊂ J ′′ pero J
es componente de I \D de manera que J = J ′′, y por lo tanto J = J ′, i. e. J es
una componente de I \M , lo cual es una contradicción a la hipótesis de nuestro
caso. Por lo anterior, concluimos que J ⊂ (s, t) y dado que J es un conjunto
conexo máximal de I \ D y (s, t) ⊂ I \ D entonces J = (s, t), de manera que
f(s0) = f(s) = f(t) = f(t0)

Debido a los casos anteriores podemos concluir que si s0 y t0 son los puntos de
clausura de una componente J de I \D entonces f(s0) = f(t0). Por lo tanto, D ∈ C
pero M es el miembro minimal de C por ello M ∩ (s, t) = ∅, aśı M ∩ [s, t] = {s, t}, lo
cual queŕıamos demostrar.
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Definamos la siguiente regla de correspondencia g : I → f(M) tal que

g(x) =

{
f(x) si x ∈ M ;
f(s) si x ∈ J = [s, t] donde J es alguna componente de I \M .

Veamos que g esta bien definida. En efecto, sean s, r ∈ I tales que s = r luego

Si r, s ∈ M , dado que f es continua, g(r) = f(r) = f(s) = g(s).

Si r, s ∈ I \M por consiguiente, dado que M ∈ C y las componentes de un conjunto
son disjuntas, f(s) = f(r).

Por otro lado, si y ∈ f(M) entonces existe x ∈ M tal que f(x) = y pero f(x) = g(x) por
lo que g(x) = y, aśı tenemos que f(M) ⊂ g(I) y evidentemente g(I) ⊂ f(M) por lo tanto
g es suprayectiva.

Afirmación 4. La función g, es continua.

Demostración de la afirmación 4. Sean a ∈ I y {xn}n∈N ⊂ I una sucesión tal que
ĺımxn = a, veamos que ĺım g(xn) = g(a).

4.1 Si a ∈ I \M entonces existe J componente de I \M tal que a ∈ J . Observemos
que J es abierto por lo que existe ϵ > 0 tal que B(a, ϵ) ⊂ J , luego dado que
ĺımxn = a entonces existe Nϵ ∈ N tal que xn ∈ B(a, ϵ) para todo n ≥ Nϵ, de
ah́ı tenemos que

|{n ∈ N : g(a) ̸= g(xn)}| < Nϵ,

por consiguiente ĺım g(xn) = g(a).

4.2 Si a ∈ M , consideremos los siguientes conjuntos:

{yk}k∈K = {xm : xm ∈ M} ⊂ {xn}n∈N

y

{zj}j∈J = {xm : xm ∈ I \M}n∈N ⊂ {xn}n∈N.

Abordaremos los siguientes casos:

4.2.1 Si K es finito entonces {zj}j∈J es una subsucesión de {xn}n∈N de ah́ı que
ĺım zj = a. Para cada j ∈ J , existe una componente Jj de I \ M tal que
zj ∈ Jj ; denotaremos Jj = [aj , bj ]. Sea

dj =

{
aj si |aj − a| < |bj − a|;
bj si |aj − a| > |bj − a|,

aśı {dj}j∈J es una sucesión, veamos que ĺım dj = a. Sea ϵ > 0, como ĺım zj =
a entonces existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N se cumple que |zj − a| <
ϵ pero observemos que |dj − a| < |zj − a| < ϵ, i.e., |dj − a| < ϵ para
todo n ≥ N . Por lo anterior concluimos que ĺım dj = a, luego dado que f
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es continua entonces ĺım f(dj) = f(a) pero notemos que {dj}j∈J ⊂ M y
además g(dj) = g(zj), aśı

ĺım g(zj) = ĺım g(dj) = ĺım f(dj) = f(a) = g(a).

Por lo tanto ĺım g(zj) = g(a) y las sucesiones {zj}j∈J y {xn}n∈N solo difieren
en una cantidad finita de términos por lo que convergen al mismo ĺımite, de
manera que ĺım g(xn) = g(a).

4.2.2 Si J es finito entonces {yk}k∈K es una subsucesión de {xn}n∈N, de ah́ı que
ĺım yk = a. Luego, dado que f es una función continua y además f(yk) =
g(yk) para todo k ∈ K, aśı

ĺım g(yk) = ĺım f(yk) = f(a) = g(a).

Por lo tanto ĺım g(yk) = g(a), pero las sucesiones {yk}k∈K y {xn}n∈N solo
difieren en una cantidad finita de términos por lo que convergen al mismo
ĺımite, de manera que ĺım g(xn) = g(a).

4.2.3 Si I y J son infinitos entonces {yk}k∈K y {zj}j∈J son sucesiones parciales
de {xn}n∈N. Recordemos que en los casos (A1) y (A2) demostramos que
ĺım g(zj) = g(a) y ĺım g(yk) = g(a), veamos que ĺım g(xn) = g(a). Sea ϵ > 0
entonces existen

Nz ∈ N tal que para todo j ≥ Nz se cumple d(zj , a) < ϵ,

y
Ny ∈ N tal que para todo k ≥ Ny se cumple d(yk, a) < ϵ.

Sea N = máx{Nz, Ny}, luego existen M1,M2 ∈ N tales que xM1 = yN y
xM2

= zN . Denotemos M = máx{M1,M2} y sea m ≥ M . Si xm ∈ M
entonces existe Mk ∈ K tal que yMk

= xm luego Mk ≥ N > Ny, aśı

d(xm, a) = d(yMk
, a) < ϵ.

Por otro lado, si xm ∈ I \ M entonces existe Mj ∈ J tal que zMj
= xm

luego Mj ≥ N > Nz, aśı

d(xm, a) = d(zMj , a) < ϵ.

Por lo tanto ĺım g(xn) = g(a).

Por lo anterior, concluimos que g es continua es I.

Afirmación 5. La función g es monótona

Demostración de la afirmación 5. Veamos que si z ∈ f(M) entonces g−1(z) es conexo.
Sea z ∈ f(M) entonces existe t ∈ M tal que f(t) = z además, por como esta
definido g, g(t) = f(t), por consiguiente g(t) = z por lo tanto t ∈ M ∩ g−1(z). Aśı
M ∩ g−1(z) ̸= ∅. Ahora supongamos que M ∩ g−1(z) = {r, s, t} donde, sin perdida de
generalidad, r < s < t; como r, t ∈ g−1(z) entonces g(r) = z = g(t) pero g|M = f |M
por lo tanto f(r) = g(r) y f(t) = g(t) de manera que f(r) = f(t), por la afirmación
3, M ∩ [r, t] = {r, t} lo cual es una contradicción ya que s ∈ M ∩ [r, t]. Por lo tanto
M ∩ g−1(z) es distinto del vaćıo y tiene a lo mas dos elementos.
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5.1 Si M ∩ g−1(z) consta de un solo punto, digamos M ∩ g−1(z) = {s} entonces
tenemos los siguientes casos:

5.1.1 Si g−1(z) fuera un conjunto singular entonces g−1(z) = {s} y claramente es
conexo.

5.1.2 Si g−1(z) tiene más de un punto

⋄ Si k ∈ g−1(z) tal que k < s. Notemos que k /∈ M ya que M ∩ g−1(z) =
{s}, aśı k ∈ I \ M , de ah́ı que existe una J componente de I \ M tal
que k ∈ J . Dado que s ∈ M entonces J ⊂ [0, s]. Sea J = [a1, a2] tal
que 0 ≤ a1 < k < a2 ≤ s. Observemos que z = g(k) = f(a1) = f(a2).
Notemos que a2 ∈ M aśı f(a2) = g(a2) por lo tanto a2 ∈ g−1(z)∩M , por
consiguiente a2 = s. Por otro lado, dado que 0 ≤ a1 < k, supongamos
que 0 < a1 < k, por lo tanto a1 ∈ M , luego como M ∩ g−1(Z) = {s}
entonces a1 = s, por lo tanto a1 = a2(contradicción). De manera que
a1 = 0.
Por consiguiente J = [0, s] y para todo l ∈ [0, s], g(l) = f(s) = g(s) = z,
aśı [0, s] ⊂ g−1(z).

⋄ Si k ∈ g−1(z) tal que s < k. Por un razonamiento similar al anterior
caso, se deduce que [s, 1] ⊂ g−1(z).

Notemos que solo puede suceder exactamente uno de los dos casos anterior-
mente expuestos, ya que si sucedieran los dos entonces [0, 1] ⊂ g−1(z) aśı
M ∩ g−1(z) = M (contradicción ya que M ∩ g−1(z) = {s} y M ̸= {s}). Por
lo tanto, si sucede (C1) entonces g−1(z) = [0, s]; si sucede (C2) entonces
g−1(z) = [s, 1], en ambos casos g−1(z) es conexo.

5.2 Si M ∩ g−1(z) = {s, t}, sin perdida de generalidad supongamos que s < t.
Primero, notemos que no puede suceder que s = u ≥ 0 y t = v ≤ 1 ya que si
esto ocurriera entonces p = f(u) = f(s) = f(t) = f(v) = q, i.e. p = q, lo cual es
una contradicción ya que p ̸= q. Por lo anterior, s > u o t < v.
Veamos que g−1(z) = [s, t]. Por la afirmación 3, tenemos que M ∩ [s, t] = {s, t},
de ah́ı que (s, t) es una componente de I \M , luego f(k) = z para toda k ∈ [s, t],
por lo tanto [s, t] ⊂ g−1(z). Por otro lado, supongamos que g−1(z) ̸⊂ [s, t], i. e.
existe m ∈ g−1(z) tal que m < s o m > t. Supongamos que m < s, luego existe
T componente de I \M tal que m ∈ T .

5.2.1 Si u < s entonces existen m1,m2 ∈ M tal que T = [m1,m2], de ah́ı que
u ≤ m1 < m < m2 ≤ s, aśı m1 ∈ M ∩ g−1(z) y además s ̸= m ̸= t lo cual
genera una contradicción ya que M ∩ g−1(z) = {s, t}.

5.2.2 Si u = s entonces t < v, luego notemos que M \ {s} ∈ C lo cual es una
contradicción ya que M es el elemento minimal de C.

El caso donde m > t, es análogo al caso anterior. De todos los casos expuestos
anteriormente podemos concluir que g−1(z) ⊂ [s, t]. Por lo tanto g−1(z) = [s, t],
aśı g−1(z) es conexo.

Por los casos anteriores, concluimos que g−1(z) es conexo para todo z ∈ f(M). Por
lo tanto g es monótona.
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Dado que I es un espacio de Hausdorff, por las afirmaciones 4 y 5 sabemos que g : I →
f(M) es una función monótona y suprayectiva, entonces por la proposición 3.24, se tiene
que f(M) es un arco. Por lo tanto, X es arco conexo.

Definición 3.26. Sean S un espacio topológico y p ∈ S. Diremos que S es localmente
arco conexo en p, si para cada vecindad U de p existe una vecindad arco conexa V de
p tal que V ⊂ U . El espacio S es llamado localmente arco conexo si es localmente arco
conexo en cada punto.

Teorema 3.27. Sea X un continuo localmente conexo. Si A es abierto de X, entonces es
localmente arco conexo. En particular, cada continuo localmente conexo es localmente arco
conexo.

Demostración. Sea A un subconjunto abierto y no vaćıo de un continuo X localmente
conexo, y sean p ∈ A y U una vecindad de p en A, por lo que existe ϵ > 0 tal que
B(p, ϵ) ⊂ U . Dado que X es localmente conexo, por el teorema 3.5, X tiene la propiedad S
luego, por el teorema 3.11, existe un conjunto V abierto de X, conexo y con la propiedad

S tal que p ∈ V y diám(V ) <
ϵ

2
. Por lo anterior y por el lema 3.7, clX(V ) es localmente

conexo, además observemos que clX(V ) es conexo y también, por el teorema 1.30, clX(V )
es compacto. Por lo tanto clX(V ) es un continuo localmente conexo aśı, por el teorema
3.25, se sigue que clX(V ) es arco conexo, pero observemos que clX(V ) ⊂ B(p, ϵ) ⊂ U , por
ende clX(V ) es una vecindad arco conexa de p tal que clX(V ) ⊂ U . En conclusión, U es
localmente arco conexo en p.

Teorema 3.28. Sea X un continuo localmente conexo. Si U ⊂ X es abierto y conexo
entonces es arco conexo.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto, conexo y no vaćıo de un continuo X local-
mente conexo. Dado que U es abierto de X, por el teorema 3.27, U es localmente arco
conexo. Ahora, consideremos a p ∈ U fijo pero arbitrario y definamos el conjunto E como
sigue:

E = {p} ∪ {x ∈ U : existe un arco en U de p a x}.

Observemos que como p ∈ E entonces E ̸= ∅.

Afirmación. Los conjuntos E y U \ E son abiertos en U .

Demostración de la afirmación. Primero demostraremos que E es abierto. Sea e ∈ E,
como E ⊂ U y U es un espacio localmente arco conexo, por la definición 3.26, existe
una vecindad V arco conexa de e tal que V ⊂ U . Veamos que V ⊂ E; en efecto sea
v ∈ V \ {e} y consideremos los siguientes casos

• Si v = p entonces es claro que v ∈ E.

• Si v ̸= p, tenemos los siguientes casos:

◦ Si e ̸= p, entonces como e, v ∈ V , existe un arco A1 de v a e y además, dado
que e ∈ E \ {p}, existe un arco A2 de e a p. Por consiguiente, con ayuda de
A1 y A2 nosotros podemos construir un arco de v a p, por lo que v ∈ E.
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◦ Si e = p y dado que e, v ∈ V , existe un arco de v a p. Por consiguiente
v ∈ E.

Por los casos anteriores, concluimos que V ⊂ E pero recordemos que V es vecindad
de U , por lo que existe un abierto A ⊂ V tal que e ∈ A, i. e. A ⊂ E es un abierto
que contiene a e. Por lo tanto E es abierto.
Ahora demostremos que U \ E es abierto. Sea u ∈ U \ E luego, como u ∈ U y U
es localmente arco conexo, entonces existe una vecindad W ⊂ U de u arco conexa.
Veamos que W ⊂ U \ E. Supongamos que W ̸⊂ U \ E de manera que existe w ∈ W
tal que w /∈ U \ E por lo que w ∈ E, teniendo aśı los siguientes casos:

• Si w = p y dado que w, u ∈ W y W es arco conexo, existe un arco de w a u, por
lo que u ∈ E lo cual es una contradicción ya que u ∈ U \ E.

• Si w ̸= p entonces existe un arco A1 en U de p a w y además, como w, u ∈ W ,
entonces existe un arco A2 de w a p. Por consiguiente, con ayuda de A1 y A2

nosotros podemos construir un arco de u a p, por lo que u ∈ E lo cual es una
contradicción ya que u ∈ U \ E.

Debido a los casos anteriores, concluimos que W ⊂ U \E y dado que W es vecindad
entonces existe un abierto A ⊂ W tal que u ∈ A, i. e., A ⊂ U \ E es un abierto que
contiene a u. Por lo anterior concluimos que U \ E es abierto.

Dado que U es conexo entonces los únicos subconjuntos abiertos y cerrados son U y ∅, aśı
por la afirmación anterior y dado que E ̸= ∅, se sigue que U = E, de manera que para
cualesquiera s, t ∈ U podemos encontrar un arco que los una, concluyendo aśı que U es
arco conexo.

Corolario 3.29. Si Z es un espacio métrico localmente conexo, separable, localmente
compacto y conexo, entonces es arco conexo.

Demostración. Si Z es compacto entonces es un continuo localmente conexo, luego, apli-
cando el teorema 3.25, el espacio Z es arco conexo.
Ahora, supongamos que Z no es compacto y por hipótesis sabemos que Z es un espacio
localmente compacto, por el teorema 2.24, podemos considerar la compactación de Ale-
xandroff ωZ de Z. Sea wZ = Z ∪ {∞} donde ∞ /∈ X. Por 2.7, el espacio ωZ es un
continuo.

Afirmación. El espacio ωZ es conexo en pequeño en cada p ∈ Z.

Demostración de la afirmación. Sean p ∈ Z y V una vecindad de ωZ tal que p ∈ V .
Luego, existe U abierto de ωZ tal que p ∈ U ⊂ V . Tenemos los siguientes casos:

• Si U es abierto de Z. Como Z es un continuo localmente conexo, por el teorema
1.64, Z es conexo en pequeño en p. Por lo tanto existe una vecindad conexa W1

de p tal que W1 ⊂ U1.

• Si U = {∞} ∪ (Z \ F ), donde F es compacto en Z aśı Z \ F es abierto de Z.
Dado que Z es abierto de ωZ, se tiene que Z \ F es abierto de ωZ y además
p ∈ Z \ F . Como Z es conexo en pequeño en p, existe una vecindad conexa W2

de p tal que W2 ⊂ Z \ F ⊂ U1.
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Aśı, en ambos casos ωZ es conexo en pequeño en p. Por lo tanto, por el teorema, el
espacio ωZ es conexo en pequeño en todo punto de ωZ.

Aśı, por el teorema 1.64 tenemos que ωZ es un continuo localmente conexo. Dado que
Z es un subconjunto abierto y conexo de ωZ, por el teorema 3.28, el espacio Z es arco
conexo.
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Aportaciones matemáticas. Textos. Nivel medio; 13. Ciudad de México: Universidad
Nacional Autónoma de México, 2019. isbn: 9789703213924.
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