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Capitulo 1

Introduccion

A statement that holds for all finitely genera-
ted groups has to be either trivial or wrong.

atribuida a Mikhail Gromov.

En este trabajo se presenta una introduccién a la teoria geométrica de grupos y se resuelve un problema
clasico de rigidez cuasi-isométrica.

Un primer intento por entender, formalizar y escribir geometria fue el de Euclides, quien alrededor del
300 a.C. escribié de manera axiomdtica sus Elementos. En su primer libro comienza con cinco axiomas,
luego desarrolla una teoria de tridngulos y cuadrildteros, dentro de la cual estudia los dngulos de dichos
poligonos. El segundo libro de Euclides es sobre dlgebra geométrica, en este trata la ley de cosenos. Para
el sexto libro estudia semejanza y proporciones. Y en el libro 12 trata la medicién de figuras. Es asi como
Euclides escribe uno de los primeros tratados geométricos y en particular el primero desarrollado de forma
axiomatica. En estos libros Euclides estudia algunos invariantes geométricos, angulos, dreas, semejanzas,
congruencias, etc. Sin embargo por muchos siglos el estudio de la geometria seguird siendo de manera simi-
lar.

Hasta que alrededor del siglo XVI con el surgimiento del dlgebra moderna se construyen nuevos mo-
delos geométricos, entre ellos el de la geometria analitica (que es un modelo euclidiano por cumplir con
los 5 postulados de Euclides). La geometria analitica sustituye las construcciones con regla y compas, por
funciones y el antiguo dibujo por un plano cartesiano. La conmensurabilidad y congruencia en este sistema
se solucionan utilizando la norma para medir segmentos y los grados para medir angulos.

Dentro de este modelo es posible trazar lineas, circunferencias e intersectar objetos de esta geometria,
permitiendo lograr las mismas construcciones de la geometria euclidiana, pero a partir de ecuaciones, puntos
ordenados en el espacio y con la ventaja de una métrica.

Posteriormente, como resultado de muchos afios de dificultades y dudas alrededor del quinto postulado
de Euclides, Janos Boljai y Nikoldi Lobachevsky comienzan a sospechar, y mas tarde se dan cuenta, que
no existe una Unica geometria, que a partir de las negaciones del quinto postulado de Euclides es posible
desarrollar dos nuevas geometrias, la geometria hiperbdlica y la geometria eliptica.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

A finales del siglo XIX Felix Klein present6 el Programa de Erlangen en el que explica la importancia del
concepto de grupo para la clasificacion de las geometrias. Klein propone una nueva visién de la geometria
en la que establece que:

”Dado un espacio geométrico y algiin grupo de transformaciones, una geometria es el estudio de aque-
llas propiedades del espacio geométrico dado que permanecen invariantes bajo las transformaciones de este
grupo. En otras palabras, toda geometria es la teoria de invariantes de un grupo de transformaciones dado.”

La teoria geométrica de grupos surge como una continuacién del programa de Erlangen. Esta, tiene co-
mo objetivo estudiar las interacciones algebraicas y geométricas de los grupos. Un pionero de esta drea es
Max Dehn quien durante el siglo XX utiliza ideas geométricas y topoldgicas para estudiar grupos discre-
tos. Usualmente la teorfa geométrica de grupos toma un objeto algebraico (grupo) y lo relaciona con objeto
geométrico (en de caso de esta tesis, un grafo), para posteriormente estudiar las propiedades tanto algebraicas
como geométricas del objeto y las relaciones entre ellas. A continuacion, se estudian los invariantes geométri-
cos del objeto que se obtuvo en la asignacion anterior, lo cual permite trasladar términos geométricos como
geodésicas, curvas, volumen y otros a la teoria de grupos. A posteriori, se compara el comportamiento de
estos invariantes con el comportamiento algebraico del grupo y las relaciones que se obtienen entre estos.

Este trabajo presenta un primer ejemplo relativamente simple de estas técnicas de la teoria geométrica
de grupos. Primero se recuerdan algunos preliminares de la teoria de grupos y grafos. Posteriormente, se
trata a los grupos finitamente generados, se les asocia con un grafo de Cayley que resultard un espacio
métrico con la métrica de las palabras. Luego se estudian algunas transformaciones geométricas a través de
isometrias, encajes bi-Lipchitz y cuasi-isometrias. De estos se obtiene una relacion entre la cuasi-densidad
(una propiedad geométrica) y los subgrupos de indice finito (una propiedad algebrdica). Més tarde, el teorema
fundamental de la teoria geométrica grupos, también llamado el Lema Schwarz-Milnor, resulta ser un vinculo
entre el indice finito y las cuasi-isometrias, que da pie a los problemas de rigidez cuasi-isométrica, que tratan
equivalencias entre cuasi-isometrias y subgrupos de indice finito con alguna propiedad. Después de varios
ejemplos particulares serd natural preguntarse, para el caso especifico de Z (un grupo ciclico infinito) qué
grupos son cuasi-isométricos a Z y cudndo un grupo contiene una copia isomorfa a Z de indice finito. La
relacidn entre estas dos preguntas es lo que llamaremos la rigidez cuasi-isometrica de Z. Dada por el siguiente
teorema:

Teorema [3.2.35| Todo grupo finitamente generado G es cuasi-isométrico a Z, si y s6lo si, es virtualmente
Z.

Donde se exhibe que son equivalentes ser virtualmente Z (contener una copia isomorfa de indice finito
de Z), una propiedad algebraica y ser cuasi-isométrico a Z, una propiedad geométrica.

Para mostrar la suficiencia de este teorema, primero se definen geodésicas, cuasi-geodésicas y se estudia
el comportamiento de algunas acciones de grupos (conjuntos de tranformaciones geométricas con ciertas
propiedades). Con todos estos pertrechos se logra dar una demostracion para el poderoso Lema de Schwarz-
Milnor, mismo que a patir de una buena accidn (cocompacta y propiamente discontinua) permite determinar
un conjunto de generadores para un grupo y un conjunto de cuasi-isometrias para un espacio métrico. Como
corolario se obtiene que todo subgrupo de un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico al grupo am-
biente, y por tanto que un grupo finitamente generado que es virtualmente Z, es cuasi-isométrico a Z.

Para la necesidad; si un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces es virtualmente
Z, se estudia el espacio de fines de un espacio métrico. Este espacio de fines, permite determinar el nimero
de formas de ir al infinito. En Z hay dos; caminar a la derecha, o bien caminar a la izquierda. Aqui la
pregunta serd si siempre que un grupo es cuasi-isométrico a Z existen s6lo dos maneras de ir al infinito.



Como respuesta se obtiene que toda cuasi-isometria induce un homeomorfismo entre los respectivos espacios
de fines. Y por consiguiente, si un grupo es cuasi-isométrico a Z, tiene dos fines. Finalmente se demuestra
que si un espacio métrico tiene dos fines entonces es virtualmente Z.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Introduccion

Groups, as men, will be known by their ac-
tions

Guillermo Moreno.

Para 1870 Felix Klein ya habia desarrollado un version nueva de la geometria, desde el punto de vista de
la teoria de grupos. Durante el periodo comprendido entre 1880 y 1920, como resultado del trabajo de Art-
hur Cayley, Walther von Dyck , Max Dehn , Jakob Nielsen, Otto Schreier y Egbert van Kampen, se estudi
a los grupos a través de presentaciones. Esto darfa origen a la teoria combinatoria de grupos de la cual se
desprende la teoria geométrica de grupos.

En este capitulo, primero se estudian las acciones de grupo, que son en cierto sentido equivalentes a
representaciones de grupo. Estas acciones posteriormente permitirdn estudiar como es que se comporta un
cierto conjunto de transformaciones de algtin objeto.

En 1878 Arthur Cayley (1821-1895) un matematico britanico, quien diera la definicién moderna de
grupo, introdujo el concepto de grafo de Cayley para grupos finitos. M4s tarde, entre 1909 y 1910, Dehn
introdujo de nuevo este concepto, y llamé “Gruppenbild”’(Gruppen que es grupos y Bild que significa pintura,
bibujo, diagrama, ilustracién) a estos grafos. En este texto, se dan algunos conceptos bdsicos de la teoria de
grafos. Luego, se presenta a los grafos de Cayley, como la herramienta que permite relacionar a los grupos,
que son objetos algebraicos, con un objeto geométrico. Mds aun, a estos grafos se les puede dotar de una
métrica, la métrica usual de grafos, misma que va a coincidir con la métrica de las palabras del grupo. Y

finalmente, se ve codmo es que son las acciones de grupo en grafos de Cayley.

2.2. Acciones de Grupos

Para empezar, se recuerda que es un grupo finitamente generado, dado que este es el tipo grupos que se
va a estudiar.

Definicion 2.2.1. Sea G un grupo, S C G, entonces (S) el generado de S en G es el minimo subgrupo de
G que contiene a S. Si (S) = G se dice que S es un conjunto generador para G y si ademds S es finito,
entonces G es finitamente generado.
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Klein le hizo corresponder a cada geometria un grupo de simetria, que es un grupo de transformaciones
de algtin cierto objeto bajo las cuales este es invariante. Siendo asi como Klein nota que las transformaciones
geométricas tienen una estructura de grupo. La acciones de grupo son una extensién de la nocién de los
grupos de simetria, en la que cada elemento de un grupo actia como una transformacién biyectiva en algtin
conjunto dado.

Definicion 2.2.2. La accién de un grupo G en un conjunto X es una funcién:

p:Gx X —X
(g,2) — g2
tal que para cualesquiera g, h € G, y paratodo x € X sucede que (gh) -z =g-(h-x)ye-z = x.

Observacion 2.2.3. En particular si:

p:GxX —X
(9,x) —g-x

Esta es una accién por translacion izquierda. Mientras que:

p:GxX —X
(9:z) —rx-g
Es una accion por translacion derecha.

Otra nocién importante para el estudio de transformaciones es la siguiente.

Definicion 2.2.4. Si G es un grupo. Una representacion de grupo ¢ para GG, es un homomorfismo de G al
grupo de automorfismos de X, algin conjunto. Es decir, una funcién
p: G — Aut(X)

g = @q

Tal que para cualesquiera g, h € G se cumple que:

o(gh) = »(g) o p(h).

Obsérvese que si se define a ¢, := g - x, entonces es equivalente tener un representacion de grupo y una
accioén por translacioén izquierda.

Ejemplo 2.2.5. Sean G = Z/27Z = {[0],[1]} y X = Z es posible definar una accién de Z/2Z en Z de la
siguiente manera:
0: (Z)22) x 7 — 7.
([0}, 2) — 0] - 2 = =
1], z 1]z =—=z

([1], 2)

En efecto, para cualesquiera i, i € Zs y todo z € Z ocurre uno de los siguientes casos.
Sii =i = [0], entonces:

—
—

(ii") - 2= ([0]+[0]) - 2=[0+0]-2=[0]-2=2=[0]-2=[0] - ([0] - 2) = i - (i - 2).
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Sii =1 =1, entonces:
(@) - z2=(U+[1])-2=01+1]-2=[0-2=2=[0-2=[0]- ([0] - 2) =i - (i" - 2).

Sii =1y =0, entonces:

(i) z= ([ +[0]) 2 =140 z2=[1]-2=—2=[0]- (=2) = [0] - ([1] - 2) =i - (' - 2).
Sii =0y =1, entonces:

(i) - 2= (O] + [1) - 2= [0+1) - z=[1] - 2= —z = [1] - () = [1] - ((0] - 2) = - (&' - 2).
Y ademds, de la definicién de la funcién se tiene que para todo z € Z, se cumple que [0] - z = z.

Ejemplo 2.2.6. Otro ejemplo es la accidn por translacién izquierda de Z en R definida como:
0:ZxR—R
(z,r)F—z-T=2z+4r

Dado que para cualesquiera z, z’ € Z y cualquier € R sucede que:

z+2)r=z2+4+2+r=2-+r)=2z-("r),
ytambién 0-r =0+r =r.

Ejemplo 2.2.7. Considérese a S5 = {G ; 2) , G 3 i’) , <; f g) , <; g i’) , <;) ? g) , <;) ; ?)}

el grupo de permutaciones de 3 elementos. A continuacidn, es posible definir la accién de S3 en un conjunto
S = {s1, 2, s3} de la siguiente manera:

(

p: S3x 85— 8§

o)
(3 9)

A continuacién se dan algunas nociones que permiten estudiar la dindmica de las acciones de grupos.
Una accidn de grupo puede desensamblar en drbitas, que forman un espacio de érbitas como sigue:

LSLNYD & N € N

Definicion 2.2.8. Si GG es un grupo que actda sobre un conjunto X. La érbita de un elemento x € X con
respecto a la accién de G, es el conjunto:

G-z:={g-z|geG}.
El espacio de drbitas, también llamado el cociente de X debido a la accién de G, es el conjunto:
G\X ={G-z|ze X}

A posteriori, dado un elemento en un conjunto se estudian los elementos del grupo que fijan a dicho
elemento bajo la accidn, y también a los elementos del conjunto que quedan fijos bajo la accién del grupo.
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Definicion 2.2.9. Sea GG un grupo que actda sobre un conjunto X . El grupo estabilizador de un elemento
x € X con respecto a la accion de G, esta dado por:

Gy ={9eG|g-z=ux}.

Obsérvese que G es en efecto un grupo (un subgrupo de G).

El conjunto de puntos fijos bajo g € G (es decir, el conjunto de elementos de X que permanecen
invariantes bajo la accioén de (5), se define como:

X9 ={zxeX|g x=uzx},

de manera mas general, si H C G, entonces se escribe:

xXH .= ﬂ X",
heH

La accién de G en X tendra un punto fijo global si X& £ 0.
Ejemplo 2.2.10. Considérese la accién del ejemplo en éste, la Orbita de cualesquier z € Z es:
Z)27 -z ={g-z|ge€Z/2Z} ={[0] - z,[1] - z} = {2, —=}.
El espacio de orbitas es:
(Z)2ZV\Z ={Z)2Z -z | z € Z} = {{z,—=2} | z € Z}.

Para cualquier z € Z el estabilizador es el grupo trivial.
El conjunto de puntos fijos bajo [0] estd dado por:

Z0={zeZ|[0)-2=2} =2,

y bajo [1] se tiene:
W ={zez|[1]-z=2}=0,

por lo que el conjunto de puntos fijos globales es vacio.

Ejemplo 2.2.11. Para el ejemplo La 6rbita de algiin € R es de la forma:

Z-r={z-r|zely={z+r|z€Z={,24+r,—-1+7r0+r,14+r2+r- -}

El espacio de orbitas es:
Z\R =A{Z-r|r e R}.

Dado r € R, el grupo estabilizador de r es el grupo trivial.
El conjunto de puntos fijos de 0 es R, mientras que el conjunto de puntos fijo para algiin z € Z\{0} es vacio,
y por lo tanto el conjunto de puntos fijos globales es también vacio.

Ejemplo 2.2.12. En el ejemplo[2.2.9] para i € {1, 2, 3} las érbitas son de la forma:

Sz - s; = {s1, 52,53},

El espacio de 6rbitas estd dado como:
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53\5 = {{81, S92, 83}}.

Para los grupos estabilizadores de los elementos de .S son:

we{( 196 2)
e {(
wofC3C1Y)

Algunos ejemplos de conjuntos de puntos fijos para a := (

N DO
w

N DO
w W
~
N\
W =
N DO
_= W
~_
H_/

w

—_
NN
w w
N~
o
|
VR
—_
W N
N W
N~
<«
9)
I

1 2 3
(3 1 2) son S = {s1, 59,53}, % = {51}y S¢ = .

En especial, serdn de interés las acciones bajo las cuales ningin elemento del grupo fija a ningtin ele-
mento de conjunto (acciones libres).

Definicion 2.2.13. Sea GG un grupo y X un conjunto, la accion de G en X es libre si para toda g € G\{e}
y cualquiera x € X se tiene que g - © # x. Es decir, una accién es libre, si y sélo si, cualquier elemento no

trivial del grupo actda sin fijar elementos del conjunto.

Ejemplo 2.2.14. Considérese la accién por translacién izquierda de un grupo G en si mismo.
p:GxG— G

(g,h) — g-h:=gh

Supéngase que esta accién no es libre, de modo que existe un elemento g no trivial cuya accion fija a
elementos del G, es decir para g € G:

909 = 909 = g-

Por consiguiente:

909 = 9,
9099 ' =gy,
g() = €.

Lo cual es una contradiccién, puesto que gg es un elemento no trivial del grupo. Por lo tanto la accién
por transalcion izquierda de un grupo en si mismo es siempre libre.
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2.3. Grafos de Cayley

2.3.1. Introduccion

El famosos articulo del mateméatico aleman Leonhard Euler (1707-1783) sobre los siete puentes de
Konigsberg escrito en 1736, es considerado el primer articulo y el que darfa origen a la teoria de grafos
como una nueva drea de las matematicas. Sin embargo, las técnicas modernas para el dibujo de grafos (como
vértices y aristas), no surgirian hasta finales del siglo XVIII y principios del sigo XIX. Por ejemplo, en 1857
William Rowan Hamilton (1805-1865) con el propésito de estudiar las de un icosaedro inventa un tablero de

juego como el de la figura 2.1]
THE ICOSIAN GAME.
Begistered

agreeably to
Act V. & VL Vie. cap. 100.

LONDON:

PUBLISHED AND SOLD WHOLESALE BY JOHN JAQUES AND SON, 102 HATION GARDEN;
AND TO BE HAD AT MOST OF TRE LEADING FANCY REPOSITORIES
TRROUGKOUT THE KINGDOMs

Figura 2.1: Icosain Game de Hamilton, 1857.

También en 1857 Arthur Cayley presenta la figura[2.2)en un darticlo titulado On the Theory of Analytical
Forms Called Trees. Cayley sentia una fuerte pasion por la botanica, en 1881 en uno de sus 4rticulos escribe:

“In a tree of N knots, selecting any knot at pleasure as a root, the tree may be regarded as springing from

this root, and it is then called a root-tree.”
Ui U
4\ ;
83 1¢

UI (A U UI Us U )
P A S R Q PF\PQ P' R
Q R R
R

Figura 2.2: Imagen de On the Theory of Analytical Forms Called Trees de Cayley, 1857.

En esta seccidn se estudian algunos conceptos basicos de la teoria de grafos, con la intencién de explanar
a los grafos de Cayley. Mismos que serdn los objetos geométricos que se asocian a los grupos.

Definicion 2.3.1. Un grafo simplicial es un par G = (V| F) de conjuntos, donde F es un conjunto de
subconjuntos de exactamente dos elementos distintos de V, es decir:

EC[V]?={e| ecP(V):|e| =2}
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Los elementos del conjunto V' se llaman vértices y los elementos de F se llaman aristas.

Definicion 2.3.2. Dado un grafo (V| E). Dos vértices v,v’ € V son adyacentes si estin unidos por una
arista, es decir, si existe {v,v'} € E.
El grado de un vértice es el nimero de vértices adyacentes a este.

A continuacidn, se veran un par de ejemplos que ilustran estas definiciones.

Ejemplo 2.3.3. Sea G un grafo con vértices V' = {a, b, ¢,d} y aristas E = {{a, b}, {b,c},{c,d},{d,a}}.
Los vértices a y b son adyacentes, ya que la arista {a, b} € E. El grado del vértice a es dos, dado que es
un vértice adyacente a los vértices by c.

Figura 2.3: Grafo con vértices V y aristas E.

Ejemplo 2.3.4. Sea G’ el grafo con vértices V' = {a,b,¢,d, f,g,h} y cuyo conjunto de aristas esta dado

como E' = {{CL, C}v {ba C}v {b7 g}7 {Ca d}7 {C7 6}’ {Ca g}a {dv 6}7 {67 f}7 {f7 g}} Los vértices ¢ Yy g son adya_
centes, mientras que ¢ y h no lo son, y tampoco cy g. El vértice c tiene grado cinco, el vértice h tiene grado
cero y el vértice a tiene grado uno.

Figura 2.4: Grafo con vértices V' y aristas F’

Ejemplo 2.3.5. Definase a G” como el grafo con vértices V" = {a, b, ¢,d, e} y cuyo conjunto de aristas es
E" = {{a,b},{a,c},{b,d},{b,e}}. Los vértices a y b son adyacentes, dado que {a, b} € E”. Mientras que
by ¢ no son adyacentes, puesto que {b,c} ¢ E”. El vértice b tiene grado tres, a tiene grado dos y d, cy e
tienen grado uno.

Figura 2.5: Grafo con vértices V"’ = {a,b, ¢, d, e} y aristas E” = {{a, b}, {a,c},{b,d},{b,e}}.

Las siguientes definiciones son terminos geométricos necesarias para estudiar las propiedades de cone-
xidad en grafos y serdn de gran utilidad m4s adelante.
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Definicion 2.3.6. Sea G = (V, E) un grafo. Paran € N U {co}. Un camino de longitud n en G es una
sucesion vy, - - - , v, de vértices diferentes vo, - - - ,v, € V, con la propiedad de que {v;,v;41} € E para
toda j € {0,1,--- ,n — 1};si n < oo, entonces se dice que el camino conecta los vértices vy y v,,.

El grafo G es un grafo conexo si cualesquiera dos de sus vértices pueden conectarse por un camino finito.

Para n € N\{1,2}. Un ciclo de longitud » en G es una sucesion vy, - - - ,v,—1 de vértices diferentes
Vo, ,Un—1 € V,enlaque {vg,v,—1} € E,y ademds, para toda j € {0,1,--- ,n — 2} se cumple que
{vj, v} € E.

Ejemplo 2.3.7. Considérese a G el grafo del ejemplo [2.3.3] El camino a, b, d conecta al vértice a con el
vértice b y es de longitud dos. Este grafo conexo y a, b, ¢, d es un ciclo de longitud cuatro en G.

| | | D |
c I:I d c d
Figura 2.6: Camino a, b, d y ciclo a, b, ¢, d.

Ejemplo 2.3.8. En G’ el grafo del ejemplo 2.3.4, Tanto el camino a, ¢, d, e, f, g de longitud cinco, como el
camino a, ¢, g de longitud dos, unen a los vértices a con g (Figura[2.7)). Para los vértices a y ¢, el camino de
longitud uno que los conecta es a, c. No existe un camino que una a los vértices d y h, por lo que G’ no es

conexo (Figura[2.g).

a [ ) a PY
b h b h
C g C g
d d

Figura 2.7: Caminos a,c,d, e, f, gy a,c, g que unen los vértices a y g.

a Y a )
b h b h
c g c g
d d

Figura 2.8: Camino a, c entre a y ¢. No existen aristas que permitan unir a & con ningtn vértice.
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La sucesion ¢, d, e, f, g, b es un ciclo de longitud seis en G'. Y ¢, b, g es un ciclo de longitud tres (Figura

29).

=@

Figura 2.9: Ciclos ¢, d, e, f,g,by ¢, b, g.

Ejemplo 2.3.9. El grafo G” del ejemplo es un grafo conexo, sin ciclos.

Si se observa el siguiente par de grafos (Figurd2.10), es posible preguntarse acerca de la relacién que
tienen estos grafos, dado que el conjunto de vértices y aristas es muy similar.

Figura 2.10: Un par de grafos que se parecen.

La siguiente definicidn nos permite establecer una relacién entre ellos.

Definicion 2.3.10. Dados G = (V, E) y G’ = (V', E') dos grafos, estos serdn grafos isomorfos, si existe un
isomorfismo de grafos entre ellos, es decir, si existe una biyeccién f: V' — V' tal que para todo v, w € F
se cumple que {v,w} € V,siy sélosi {f(v), f(w)} € E'.

Ejemplo 2.3.11. Para los grafos de la figura[2.10} la funcién tal que f(a) = o/, f(b) =V, f(c) =, f(d) =
d', f(e) = €’ definida entre sus vértices es un isomorfismo de grafos.

Dado un conjunto generador para un grupo, es posible organizar su estructura a través de un grafo:

Definicion 2.3.12. Sea G un grupo y S C G un conjunto generador de GG. Entonces el grafo de Cayley de
G con respecto al conjunto generador S es el grafo Cay(G, S) donde el conjunto de vértices es G y el
conjunto de aristas es:

{{9.9-s}lg € G,s € (SUST) —{e}},

es decir, existe una arista entre dos vértices g, h, si y s6lo si g~'h es un elemento no trivial de S U S~
Ejemplo 2.3.13. En Cay(Z,{1}) (Figura[2.11)) el conjunto de vértices es Z, y entre 2 y 3 existe una arista

yaque {2,2 + 1} = {2,3}. Mientras que en Cay(Z, {2,3}) (Figura[2.12) no existe una arista entre 2 y 3,
sin embargo si existe una arista entre 0 y 3, de la forma {0, 0 + 3}.



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Figura 2.12: Cay(Z,{2,3}).

Ejemplo 2.3.14. La figura uestra los grafos de Cayley de grupos del tipo Z/nZ con conjunto genera-

dor {[1]}.
0 [0] 1
o o o " [0] (1]
(1] [2] (1 3 (2] (3] (2] (5] (4]
CanZZ,A[11}) CanZBZA[1]}) CaZ/AZ,4[11}) Cav(Z/SZA1T}) CanZ/8ZA[11})

Figura 2.13: Grafos de Cayley de grupos Z/nZ con generador {[1]} paran € {2,3,4,5,7}.

Ejemplo 2.3.15. Sea S5 el grupo de permutaciones de tres elementos y sean S = {(12),(123)},5" =
{(12), (23)} conjuntos generadores para S3, la figura muestra sus respectivos grafos de Cayley.

(12)

/\

(23) W (13) (23 (132)

(12) (123)

(13) (13)

[¢]

Cay(S,9) Cay(S1.8") Cay(Ss, S3)

Figura 2.14: Grafos de Cayley de S5
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Ejemplo 2.3.16. El grupo libre en dos generadores F3», es aquel grupo cuyos elementos son secuencias de
elementos de {a,b} y sus inversos, y cuya operacion binaria es la concatenacion de dichas secuencias. Y
cuyo grafo de Cayley se muestra en la figura[2.13]

®
O — —)
ba?l
® - °
'Y b 'Y
C — — ( — —
o — - - °
a a aa
e
L o & e )
@ bt @
L - °
e . )
[ )

Figura 2.15: Cay(F3, {a,b})

2.4. Grupos como espacios métricos

Hasta aqui, se ha logrado relacionar a los grupos con un objeto geométrico, por lo que ahora es de interés
dotar con alguna estructura topolégica mas rica a estos objetos geométricos. Dado el concepto de camino
dentro de un grafo, es posible establecer una nocién de distancia.

Definicion 2.4.1. Dado G = (E,V) un grafo, la distancia dg(v,v’) entre v,v’ € V dos vértices es el
longitud del camino mds corto en G que conecta v con v'.

Esta distancia induce una métrica sobre un grafo, si y s6lo si, el grafo es conexo. En el caso de los grafos
de Cayley (que son siempre conexos) coincide con la métrica de las palabras de un grupo respecto a un
generador definida como:

Definicion 2.4.2. Sea G un grupo y S C G un conjunto generador de G. La métrica de las palabras d; en
G con resperto a S es la métrica en G asociada con el grafo Cay(G, S), en otras palabras para cualesquiera
g, h € G se tiene que:

ds(g,h) = min{n € N | 3sy, s9,- - - SnESUS gl oh=51-59----- Sn }
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2.5. Acciones de grupos en grafos de Cayley

Una vez relacionado un grupo con un grafo, se estudiaran los invariantes geométricos de dicho grafo a
través de acciones de grupo.

Definicion 2.5.1. Sea G un grupo y (F, V) un grafo, la acciéon de G en (E, V') por isomorfismos v: G —
Aut((E,V)) es una accion libre sobre el grafo (E, V'), si para toda g € G sucede que para cualquier vértice
v € V pasaquey(g)(v) # vy ademds, para cualquier arista {v, v’} € E se cumple que {~v(g)(v),v(g9)(v')} #

{v,v'}.

Teorema 2.5.2. Sea (G un grupo finitamente generado por un conjunto .S. La accién por translacion izquierda
de G en Cay(G, S) es libre, si y sdlo si, S no contiene elementos de orden dos.

Demostracion. De manera equivalente se puede demostrar que la accién por translacion izquierda de G en
Cay(G, S) no es libre, si y solo si, S contiene elementos de orden dos.

=] Supdngase que la accién por translacion izquierda de G en Cay(G, S) no es libre. La accién por
izquierda siempre es libre sobre los vértices (ejemplo[2.2.14), asi resta fijarse en la accion sobre las aristas.
Dada una arista {v, v’} se cumple que v' = vs con s € SUS~!\{e}. Asi se tiene que g-{v,v'} = {g-v, g-v'}.
Luego, como la accidn no es libre existe g € G tal que fija aristas, por lo que ocurren los siguientes casos:

= Sucede que {g-v,g-v'} ={v,v'},cong-v=gv=vyg-v' =gv =, porlotanto g = e.
» Sucede que {g-v,g-v'} ={v',v},cong-v=10"yg-v =wv,por consiguiente:
v=g-v =g (vs) =gvs' = (gv)-s=(g-v)-s=0-5=(vs)-5=wvss = vs°.

Por lo tanto s? = e, pero como s # e entonces S tiene un elemento de orden 2.

<] Supéngase que S contiene un elemento de orden dos, entonces s - {e,s} = {s,s?} = {s,e}, es
decir, la accién de s en {e, s} lo fija por lo que la accién no es libre.

O]

Ejemplo 2.5.3. Considérese a C' = {x € C |z = i" con n € N}, este grupo es libremente generado por i y
es de la forma C' = {1,4, —1, —i}. El grafo Cay(C, {i}) es:

-1 -1 1 -1

1 i i -1

Figura 2.16: Accién por translacion izquierda de C' en Cay(C, {i})

Ejemplo 2.5.4. Un ejemplo de accién no libre, es la accién por translacién izquierda de Z/27Z sobre
Cay(Z/22,{(0, [1]), (1, [0])}):
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(-2,[1]) LD (0.[1]) (L[1]) 2.[1])

(-2,[0D) (-1,[0D) (0,[01) (L[OD (2,[0])

Figura 2.17: Cay(Z x Z/27.,{(0,[1]), (1,[0])}).

Note que:

(0, [1]) - {(0, [0]), (0, [1]) } = {(0, [1]) - (0, [0]), (0, [1]) - (0, [1])} =
{(0+0,[1+0]) - (040, [T+ 1))} = {(0, [1]), (0, [0])}-

Miés aun, para cualquier z € Z:

(0, [11) - {(=, [0)), (2, [1D)} = {(=, [1]), (2, [0)} = {(=, [0)), (2, [1])},
por lo que {(z, [0]), (2, [1])} queda fijo bajo la accién.

Una vez dotados de estructura topoldgica (métrica) estos grafos, seran de especial interés los siguientes
tipos de acciones:

Definicion 2.5.5. Sea G un grupo y (X, 7,;) un espacio topolégico. Una accién de G en X es propia si para
todo K C X compacto el conjunto {g € G | (¢- K) [ K # (0} es finito.

Definicion 2.5.6. Sea G un grupo y (X, 7,) un espacio topoldgico. Una accién de G en X es cocompacta,
si existe un X C X compacto tal que:

G-K:=Jg-K=X
geG

Ejemplo 2.5.7. Considérese la accién por translacién izquierda de Z sobre R definida como en el ejemplo
Si K es un subconjunto compacto de R en particular es cerrado y acotado, por lo que existe un intervalo
I'=(r—p,r+p)conr € KypueZ" tal que que K C I.Luego, si z € (—pu, p) N Z, entonces:

(z-I)NI#0,
(z+r—pz+r+p)N(r—pr+nu) £
Por otro lado si z € Z\(—p, i), entonces:

(z-I)nI=1,

(z4+r—pz+r+p)N(r—pr+p) =0

Por consiguiente:
{ogeGlg - KNK#0} <2u+1,
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-2-1
1 31

21

Figura 2.18: Z translaciones de 1.

de donde se sigue que la accién de Z sobre R que es propiamente discontinua.
Ademds, note que el intervalo [—1, 1] es un subconjunto compacto de R tal que:

Z-[-1,1]= ]z [-1,1] =R,

2EZ
asi pues, ésta accidn es también cocompacta.
———
o = = s 3 o o o o
3 2 1 0 1 2 3 4 5

Figura 2.19: Z de [—1, 1] cubren a todo R.



Capitulo 3

Cuasi-isometrias y geodésicas

3.1. Introduccion

Y le explicé que la belleza de una recta es
inalcanzable, porque en en ella estan disueltas
todas las curvas, todas las trampas, en nom-
bre de un orden clemente y justo. Es algo que
las carreteras pueden hacer le dijo, pero que
en cambio no existe en la vida. Porque el co-
razon de los hombres no corre recto, y no hay
orden, tal vez, en su caminar. Luego dej6 de
hablar, y permanecid largo rato en silencio,
preguntdndose de donde le vendrian aquellas
palabras.

Alessandro Baricco
Esta historia

En la secciones anteriores se relacioné a los grupos finitamente generados, por algin conjunto .S (objetos
algebraicos), con sus respectivos grafos de Cayley Cay(G, S) (objetos geométricos). Mas atin, a estos grafos
se los dot6 con la métrica de las palabras que coincide con la métrica de grafos, pero depende de S. En este
capitulo se estudian las transformaciones entre objetos geométricos. Se comienza con las isometrias, éstas se
generalizan y se estudian los encajes bi-Lipschitz y cuasi-isometrias.

3.2. Encajes y equivalencias

3.2.1. Encajes isométricos

Como hace Euclides y més tarde Hilbert con la geometria neutral, es natural estudiar movimientos rigi-
dos, es decir, transformaciones que preservan distancia. En este caso la definicién de encaje isométrico es
mads general, puesto que no solamente estudia automorfismos/endomorfismos, si no transformaciones entre
espacios métricos distintos.

Definicion 3.2.1. Sean (X, dx)y (Y, dy) dos espacios métricos, una funcién f: X — Y entre ellos es un
encaje isométrico si para cualesquiera x, 2’ € X:

19
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dx(z,z") = dy (f(x), f(2")).

La funcién f es una isometria, si es un encaje isométrico para el cual existe otro encaje isométrico
g:Y — X tal que:

fog=ridy gof=idx

Estos encajes son transformaciones que preservan distancia. Son inyectivos y continuos con la topologia
inducida por la métrica.

A continuacidn, se ilustra con algunos ejemplos sencillos que en efecto, estas transformaciones son mo-
vimientos rigidos en grafos de Cayley y en R?, a saber, translaciones, rotaciones o reflexiones.

En este primer ejemplo se muestra una translacion, que es también un ejemplo de una accién por trans-
lacién izquierda de Z en si mismo.

Ejemplo 3.2.2. Considérese a Z como un grupo aditivo y a zg un elemento fijo pero arbitrario de este. La
funcién:

f: Cay(Za {1}) — Cay(Zv {1})
22— 20+ 2z

Es un encaje isométrico, puesto que para cualesquiera vértices z, 2’ € Cay(Z,{1}) :

d1y(2,2") = dgiy (f(2), £(2') = dpay (20 + 2,20 + 2°).

Zy-2 z5-1 Zy Z+1 Zo+2

Figura 3.1: f: Cay(Z,{1}) — Cay(Z,{1})

Mas atn, f es un isometria, dado que existe una funcion g:

2 —2z0+ 2
y se cumple que f o g = idcayz,(1}) Y | © 9 = tdcay(z,{2,3})-

Obsérvese que un encaje isométrico es una isometria, si y sélo si, es biyectivo. Ademads las isometrias
son funciones continuas.
En el siguiente ejemplo se exhibe una reflexién, entre los semiplanos superior e inferior.

Ejemplo 3.2.3. Los conjuntos

Hy = {(z,y) e R? | y > 0},
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Hy = {(z,y) € R? |y < 0}.

Dotados con la métrica heredada de R? son dos espacios métricos distintos. La funcién:

f : H1 — HQ
(z,y) — (z,—y)
Cumple lo siguiente para cualesquiera (z,y), (z/,y') € H;:
d((.’E, y)7 (xlv y,)) = \/(LE - :CI)Q + (y - y/)2 = d((x) _y)v (‘T/a _y/)) = d(f($7 y)a f('xlv y,))

Con lo que se verifica que f es un encaje isométrico. Ademas, existe un encaje isométrico inverso g de
la forma:

qg: HQ — H1
(xay) — (ZE, _y)

Porloque, go f =idpy, y f o g = idg,. Y asi se cumple que f es una isometria.

Figura 3.2: Encajes isométricos f y g.

Ejemplo 3.2.4. Considérese a los conjuntos
Zy = {(z,y) € Z* | y > 0},

Zy ={(w,y) € 2 | y < 0}.

A estos puede dotarseles con la métrica heredada del grafo de Cay{Z?, {(1,0),(0,1)}}. Llimese S =
{(1,0), (0,1)}, de modo que para cualesquiera (z,y), (', y')Z*:

dS((x7y)7 (xlvy/)) = (’1) - xl‘ - 1) + (‘y - y/’ - 1)
La funcién:
f: Zl — ZQ

(z,y) — (z,—y)
Es una isometria, ya que para cualesquiera (x, ), (/,y') € Z*:
ds((z,y), (@",y) = (|lz = 2’| = 1) + (ly — /| = 1) = ds((z, —y), (2, =) = ds(f(z,p), f(", /).

De la misma manera se define a:
g: Zo — 2

(.CI}, y) — (.T, _y)

En consecuencia se satisface que f o g = idy2 = g o f. Por lo que f es una isometria.
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3.2.2. Encajes bi-Lipschitz

Una nocién mds general que las isometrias son los encajes bi-Lipschitz, llamados asi en honor a Rudolf
Lipschitz, un matematico aleman que vivid de 1832 a 1903, quien fue asesor doctoral de Felix Klein. En
1864 Lipschitz define condiciones de la forma:

[f (@) = fy)] < Klz —y.

Posteriormente, en 1876 trabaja condiciones del mismo tipo en espacios R para trabajar con coeficientes y
soluciones de ecuaciones diferenciales. M4s tarde, para tratar con problemas de contractibilidad y continui-
dad se utilizan condiciones de la forma:

<l =3l < 1£@) ~ £ < Kz~ y].

En esta seccidn, se estudian transformaciones de este tipo, con la intencién de tener una nocion de si-
milaridad geométrica més laxa que las isometrias. Las condiciones Lipschitz admiten un error multipliativo,
que permite observar la formas a gran escala y no todos los detalles locales. De manera intuitiva, los encajes
bi-Lipschitz posibilitan reconocer objetos geométricos parecidos salvo por una diferencia de tamafio.

Particularmente, la motivicacion para estudiar encajes bi-Lipschitz serd, como se vid anteriormente, que
los grafos de Cayley dependen siempre de la métrica inducida por un conjunto generador. Un primer ejemplo
de que estos grafos no son iguales, ni isométricos, a pesar de representar al mismo grupo son los grafos

Cay(Z,{1}) y Cay(Z,{2,3}).

Figura 3.3: Cay(Z,{2,3})

3 -2 -1 0 1

N
w

Figura 3.4: Cay(Z,{1})

En este sentido, las equivalencias bi-Lipschitz serdn de interés, ya que permitirdn relacionar los grafos
de Cayley de un mismo grupo generado por distintos conjuntos finitos.

Definicion 3.2.5. Sean (X, dx) y (Y, dy) dos espacios métricos. Una funcién f : X — Y entre ellos, es
un encaje bi-Lipschitz, si existe una constante ¢ € R™, tal que para cualesquiera x, 7’ € X:

% cdx (@, 2) < dy (F(2), F(&)) < c- dx (@, 2).

La funcién f es una equivalencia bi-Lipschitz, si es un encaje bi-Lipschitz para el cual existe una
bi-Lipschitz-inversa, es decir, si existe un encaje bi-Lipschitz g: ¥ — X tal que:



3.2. ENCAJES Y EQUIVALENCIAS 23

fog=idy gof=idx

Luego, dos espacios métricos serdn bi-Lipschitz equivalentes si existe una equivalencia bi-Lipschitz entre
ellos.

Los encajes bi-Lipschitz son inyectivos, ademds toda equivalencia bi-Lipschitz es un homeomorfismo
con respecto a la topologia inducida por la métrica. Y mads aun, un encaje bi-Lipschitz es una equivalencia
bi-Lipschitz, si y sélo si, es biyectivo.

El siguiente ejemplo muestra como los encaje bi-Lipschitz permiten preservar formas, salvo una dife-
rencia de escala en estas. En particular, se hace evidente como en el plano las transformaciones bi-Lipschitz
convierten bolas, en bolas de distinto tamafo.

Ejemplo 3.2.6. Si a > 1 es una constante fija, la siguiente funcién f: B((0,0),1) — B((0,0), 1) es una
equivalencia bi-Lipschitz entre B((0,0),1) y B((0,0), a) vistas como subespacios métricos de R?.

f: B((0,0),1) — B((0,0),a)

(z,y) — (az, ay)
Para cualesquiera (z,y), (z/,y") € B((0,0),1):

d((z,y), (2", y) = V(x —2/)2 + (y — /)2,

y por otro lado:

d((f(z.y). f(@',y)) = V(ax —ax’)? + (ay — ay')? = a\/(z — /)2 + (y — /)2
De donde, para c := a + 1:

1
a+1

NE—)P+y—y)P<a/@—2)P2+y—y)?<(a+1)-(a/(m -2+ (y—v)),

% ’ d(($7y)7 (:L‘/vy/)) < d((f(l‘,y), f(l‘lvy/)) <c- d(($7 y)’ ($,7y/))'

Por lo que en efecto f es un encaje bi-Lipschitz y es posible definir otra funcién g que sea la bi-Lipschitz-
inversa de la siguiente forma:

g: B((0,0),a) — B((0,0),1)
o (2.2

Esta cumple que:

d((z,y), (@', y) = V(& — /)2 + (y — /)2,

d((9(z,y), 9(2",y")) = \/(m - x/)z + <y - y/>2 -z (@ =)+ (y —y')*

a a

Asi, paracd :=a+ 1:

1
a+1

-\/((:v—w’)2+(y—y’)2)S%%(w—w’)u(y—y’)zéaﬂ'%(w—:r’)“(y—y’)?,
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é ~d((z,y), (@) < d((9(z, ), 9(«,y")) < - d((2,y), (@, y))-

Finalmente note que para toda (z,y) € B((0,0),1) y toda (z/, ") € B((0,0), a):

fog((z,y)=f ((im iy>> = (gw gy> = (z,9),

go f(('.y) = gl(az' ) = (', 2y) = (@'.y)).

En conclusién f es un encaje bi-Lipschitz, ya que fo g = idW ygof= idm.

Figura 3.5: Encajes bi-Lipschitz f y g.

Ejemplo 3.2.7. Toda contraccién o expansion es una equivalencia bi-Lipschitz.

Anteriormente, se relaciond a los grupos finitamente generados con sus grafos de Cayley que eran espa-
cios métricos, lo cual permite determinar cuando un grupo es bi-Lipschitz equivalente a un espacio métrico.
Obsérvese que la definicidn de los encajes bi-Lipschitz entre un grupo y un espacio métrico dependeran del
conjunto generador .S del grupo.

Definicion 3.2.8. Un grupo G finitamente generado es bi-Lipschitz equivalente a un espacio métrico
(X,d), si para algin conjunto generador S de G, el espacio métrico (G, dg) es bi-Lipschitz equivalente a
(X, d).

En el siguiente ejemplo se evidencia que Cay(Z, {1}) y Cay(Z,{2,3}) a pesar de ser grafos de Cayley
del mismo grupo, no son isométricos. Pero si son bi-Lipschitz equivalentes.

Figura 3.6: Cay(Z, {2, 3}).
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®

®

®

[N }
®

®

p

Figura 3.7: Cay(Z,{1}).

Ejemplo 3.2.9. Los grafos Cay(Z,{1})y Cay(Z,{2,3}) no son isométricos, puesto que:

1= d{l}(oa ]-) 7& d{2,3}(07 1) = 2.

La distancia en Cay(Z, {1}) estd dada de la siguiente manera:

diiy (2, 2 =1lz -7,

mientras que la distancia en Cay(Z, {2, 3}) esta dada como:

¢ ]
|232‘ si|z—2'| =0mod3
— -1
d{2,3}(272,) = <|z?,)|> +2 silz—2'|=1mod3
=2
(’Z?)—i—l si|z—2'|=2mod3
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Figura 3.10: Dado que | — 3 — 2| = 5 = 2 mod 3, entonces d{31(—3,2) = 5 +1=2
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Siidz: Cay(Z,{1}) — Cay(Z,{2,3}) es la funcién identidad, esta es una equivalencia bi-Lipschitz
para una constante ¢ := 3, esto se debe a que para cualesquiera z, 2’ € Z:

2|

3-\z—zl\§’2_§3-z—,z’],
1 —2-1
§~]z—z’]§ <|Z?>+2§3-|z—z/\,
1 -2 -2
3-\2—2’]§|<‘Z?>+1§3-\z—z'\.

De manera andloga idy: Cay(Z,{2,3}) — Cay(Z,{1}), es la bi-Lipschitz inversa, en vista de que:

|z — 2| |z — 2/
3 3

— -1 — -1

Y9 — 2| —-2

Por lo tanto Cay(Z, {1}) y Cay(Z,{2,3}) son bi-Lipschitz equivalentes.

<lz—-4]<3.

W =

Wl Wl

El resultado de este ejemplo se puede generalizar, para obtener que la identidad siempre es una equiva-
lencia bi-Lipschitz entre los grafos de Cayley de un mismo grupo.

Proposicion 3.2.10. Sean G un grupo finitamente generado, y S, S’ conjuntos generadores finitos de G.
1) El morfismo identidad id¢ es una equivalencia bi-Lipschitz entre (G, ds) y (G, dg/).

2) En particular, todo espacio métrico (X, d) que es bi-Lipschitz equivalente a (G, dg), es también bi-
Lipschitz equivalente a (G, dg) (con los mismos morfismos).

Demostracion. 1) En vista de que .S es finito, es posible definir a:
c:=maz{dg(e,s) | s € SUS},

que es también finito. Luego, dados g, h € G'y n := ds(g, h). Para algunos s1,--- ,s, € S U S es posible
escribir g~'h = s1 - - - 5,,. Por construccién dg es invariante bajo translaciones izquierdas, por tanto:

dS/(97 h) = ds/(e,g_lh) = dS/(97981 . Sn)-

A continuacidn, por la desigualdad del tridngulo:

dsi(g,h) = dsi (g, 951 5n) < dsi(g,gs1) + ds(gs1,gs152 - 5p),

< dgs/(g,951) + ds(gs1,gs152) + dsr(gs182, 915152+ 8n),
<dg(g,951) + ds(gs1,9s182) + - +dsr(gs1 - n—1,951" " Sn),
=dg/(e,s1) +dg(e,s2) + -+ dg (e, sn),

<c-n

)

=C- dS(gah)
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De manera similar intercambiando S por S’ se obtiene el otro lado de la desigualdad, lo que implica que
idg: (G,ds) — (G, dg) es una equivalencia bi-Lipschitz.

2) Si X es bi-Lipschitz equivalente a (G, dg), existe una f equivalencia bi-Lipschitz, entonces f com-
puesta con idg: (G,ds) — (G, dgr) serd una equivalencia bi-Lipschtiz entre (X, d) y (G, dg). O

Las equivalencias bi-Lipschitz permiten relacionar los grafos de Cayley de un mismo grupo dotados con
métricas de las palabras que dependen de conjuntos generadores finitos distintos. Una pregunta interesan-
te es, si los grafos de Cayley de grupos dotados con métricas de las palabras que dependen de conjuntos
generadores infinitos distintos son bi-Lipschtz equivalentes o si hay alguna nocién mds laxa que permita
relacionarlos. La respuesta a esta interrogante es compleja. En la siguiente seccion se abordard una idea
mads general de equivalencia, que ademads permitird estudiar nociones de gran escala en grafos de Cayley de
grupos distintos.

3.2.3. Encajes cuasi-isométricos

Las cuasi-isometrias no solamente admiten un error multiplicativo, sino que admiten, ademds un error
aditivo, esto permite preservar menos estructra local. Una motivacién inicial surge de preguntarse, qué tipo
de equivalencia hay entre Z y R, y qué relaciones hay entre grafos de Cayley de grupos y otros espacios
métricos.

Antes de definir qué es un cuasi-isometria, es preciso definir cudndo dos funciones estdn a distancia
finita, una definicion auxiliar.

Definicion 3.2.11. Sean (X, dx )y (Y, dy ) dos espacios métricos. Una funcién f : X — Y estd a distancia
finita de otra funcién g : X — Y, si existe ¢ € R™ tal que para toda z € X:

dy (f(z),g(x)) <ec.

Definicion 3.2.12. Sean (X, dx) y (Y, dy) dos espacios métricos, una funcién f: X — Y es un encaje
cuasi-isométrico, si existen c € R* y b € RT [ J{0} tales que para cualesquiera z, 2’ € X :

1
/ / /
E 'ClX(.I‘,.CE)—b < dy(f(l’),f(.%’ )) < C'dx(x,l‘)+b.

Se dice que f es una cuasi-isometria si es un encaje cuasi-isométrico para el cual existe una cuasi-
inversa, es decir, si existe un encaje cuasi-isométrico g: Y — X tal que g o f estd a distancia finita de
idy y f o g estd a distancia finita de id x. Luego dos espacios métricos seran cuasi-isométricos si existe una
cuasi-isometria entre ellos; esto se denotard como X ~g; Y.

Notacion 3.2.13. Si f: X — Y es un encaje cuasi-isométrico tal que:

% : d)(((L‘,IE/) -b< dy(f(l'),f(.%'/)) <c- dx(.f,l'/> + b.

Se dird que f es un encaje (c, b)-cuasi-isométrico, y si es una cuasi-isometria se dird que es una (c, b)-
cuasi-isometria.

Obsérve que los encajes cuasi-isométricos no son necesariamente inyectivos, ni suprayectivos, ni conti-
nuos. Y también, que todo encaje isométrico y todo encaje bi-Lipschitz son encajes cuasi-isométricos.

Definicion 3.2.14. Un grupo G finitamente generado es cuasi-isométrico a un espacio métrico (X, d), si
para algin conjunto generador S de G, el espacio métrico (G, dg) es cuasi-isométrico equivalente a (X, d).
Y esto se denota X ~g7 Y
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Proposicion 3.2.15. Sean G un grupo finitamente generado, y S, S’ conjuntos generadores finitos de G.
1) El morfismo identidad id¢ es una cuasi-isometria entre (G, dg) y (G, dg).

2) En particular, todo espacio métrico (X, d) que es cuasi-isométrico a (G, dg), es también cuasi-isométri-
co a (G, dgr) (con los mismos morfismos).

La demostracién de esta proposicién es idéntica a la demostracién de la proposicion [3.2.10]

Los siguientes son algunos ejemplos de grupos cuasi-isométricos.

Ejemplo 3.2.16. Los grupos Z y Zx 7 /27 son cuasi-isométricos. En efecto, si S = {1}y S’ := {(1,[0]), (0, [1]) }
son respectivamente conjuntos generadores. La funcion:

f:Cay(Z,S) — Cay(Z x /27, 5")
z— (2, [0])
cumple para cualesquiera z, 2’ € Z:

ds(z,2') = |z = 2| 'y ds(f(2), f(2) = dg((2[0]), (<, [0])) = |z = #'I.

Luego, parac:=1yb:=0

Lids(e, ) — b < dg (f(2), () < - ds(z,2)) +b,

C

la funcidén f es un encaje cuasi-isométrico. Obsérvese que dada:
g:Cay(Z x72/27,5") — Cay(Z,S)
(2,[0]) — 2
(2, [1]) — =
Si (2, [i]), (2/,[i]) € Cay(Z x Z/2Z,S") coni € {0, 1} tal que:

ds/((z [i]), (, [i'])) = |z = 2,

(-2,[1]) LI ©,[1D (10D @[1D

L]

(-2,[0]) (-1L[0]) ©,[0D (1,[0D [eA)]

Figura 3.11: Distancia entre dos puntos (z, [i]) y (2, [7])

ysi(z,[4]), (2/,[i]) € Cay(Z x Z./27,5")con i,i" € {0,1} tal que i # 4"

ds/((z[i]), (2, [{]) = [ = &| + 1.
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2[1D) LD (0,01 (L[] @D
-_—6 ®

(2,0 (-1,[0]) (©,[0]) (LoD (2,[0D

Figura 3.12: Distancia entre dos puntos (z, [1]) y (2/, [']) con i # ¢’
Ademis, (z,[i]), (¢, []) € Cay(Z x Z/2Z, S"):
ds(9((z, 1)), g((2, [])) = ds(2,2') = |z = #/|

Entonces parac =2y bV = 0:

(=2 |+1)=-0<|z=2| <2 |z = 2| +0,

N | =

% ~ds (=, i), (2, ['])) = b < ds(g((z, [i])), 9((, [']))) < 2+ ds((2 [i]), (', [i'])) +b.

La funcién g es un encaje cuasi-isométrico, y por ultimo resta verificar que una es cuasi-inversa de la
otra. Para cualesquiera z € Cay(Z,S) y (z,[i]) € Cay(Z x Z/2Z,S")

fog((z 1)) = fl9((2 [) = f(2) = (2, [0])
Luego:
dS’(f © g((27 [m)):idZXZ/QZ(('Zv [Z]))) = dS’((Z7 [0])7 (Z7 [Z])) <1,

La composicion f o g estd a distancia finita de idz 727 Y también:

go f(z) = f((z[0]) = =

Por lo tanto f es una cuasi-isometria, asi Z X Z ~qr Z/27Z.

Observe que f y g son en particular encajes bi-Lipschitz, pero no son una bi-Lipschitz inversa de la otra.
Sin embargo existen funciones tales que Z y Z X Z /27, son equivalentes bi-Lipschitz.

Las cuasi-isometrias no son necesariamente biyecciones, y permiten relacionar en el sentido de la geo-
metria a gran escala objetos que “se ven igual de lejos . En el siguiente ejemplo se muestra que Z y R que
no son biyectivos, son cuasi-isométricos. De manera intuitiva tanto el grafo de Cayley de Z, tanto como R,
se ven como una linea recta. Y lo mismo sucede con los grafos de Z y Z x Z /27, que al alejarse lo suficiente
lucen como una recta.

Ejemplo 3.2.17. Laidentidad es un (2, 1)-encaje cuasi-isométrico entre Cay(Z), {1}) y (R, d) con la métri-
ca euclideana, dado que:

% . d{l}(w, a;') —1< d(idz(l‘),idz(l‘l)) <2 d{l}(.%',l'/) + 1,

1
§-|x—:c']—1 < |z — 2’| < 2-|lx—2] +1.

La cuasi-inversa de idy es una funcion:
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g R—Z
Esta es también una (2, 1)-cuasi-isometria, ya que:
1
5 +d(wa') 1 < dpy(g(x), 9(a')) < 2 d(w,a') + 1,
1
5 lz—2'| -1 < |lz] - |2]] €2 |z—2] +1.
Dado que todo xz € Z

Y para todo x € R:

Se tiene que:

d(g o idz(x), Zdz(sc)) =0 d{l}(idz o g(m), zdR(x)) <1,

por lo tanto g esta a distancia finita de la identidad y ¢dz, es en efecto una cuasi-isometria.

Una primera pregunta resultado de los ejemplos anteriores es, cudndo un grupo es cuasi-isométrico a Z.
Adicionalmente, surge la pregunta, ;hay alguna propiedad algebraica que se relacione con esto? Como se
verd mds adelante son estas preguntas las que motivan el problema de la rigidez cuasi-isométrica de Z.

Las siguientes proposiciones tratan propiedades inherentes de las cuasi-isometrias que seran de utilidad
en el futuro.

Proposicion 3.2.18. Sean f: Y — Zy g: X — Y dos encajes cuasi-isométricos, entonces f o g es un
encaje cuasi-isométrico.

Demostracion. Dado que f y g son encajes cuasi-isométricos se tiene que existen ¢; € R y by € R* (J{0}
tales que para cualesquiera z, 7’ € X:

1
o dx(z,2') — by < dy(g9(z),9(z)) < c1-dx(z,2') + br.

Y también que existen cy € RT y by € RT (J{0} tales que para cualesquiera y,y’ € Y:

L iy (o) — b < dz(F @), f)) < e - dy (5,9/) + by

c2
Siz,2’ € X tales que g(x) = yy g(a') = ¢/ para algunos y,y’ € Y, entonces, dado que f es encaje
cuasi-isométrico:

1

o dy(9(), 9(2")) — b2 < dz(f(g9(2)), f(9(2'))) < c2 - dy (g(x), 9(z")) + b2

Por otro lado, como g es encaje cuasi-isométrico se tienen las siguentes desigualdades:

Cll ~dx(z,2") — by < dy(g(x), g(2")),
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. N-=< = !

v dx(z,z") & S o dy (g(x), g(z")),
1 dx(z,2') — L by < — -dy(g(x),g(z")) — ba
C1C2 ’ C2 o 7

También:

dy(g(x),g<1'/)) <c- dX(l',l'/) + bla
ca - dy(g(x), g(x")) < caer - dx(w,2") + caby,
co - dy (9(x),g(z") + by < cacy - dx(z,2") + caby + bo.

Por las desigualdades anteriores y dado que f es cuasi-isometria:

() = b < dy(gla)g (@) — b < do(F(g(e)). S 9@,

y dz(f(9(2)), f(9(z")) < 2+ dy (g(x), 9(2")) + b2 < cac1 - dx (@, 2") + eaby + bo,
1 dx(z,2) - b — by < dz(f(g(x)), (9(a))) < eacr - dx(w,2") + eaby + by,
01102 ~dx(2,2) — eaby — by < dz(f(9(2)), f(9(2"))) < crer - dx (2, 2") + caby + ba.

Asf, se tiene que existen ¢ := —1— € R y b := by + by € RT U {0} tales que:

Cc1C2

% cdx(w,2") = b < dz(f(g(2)), f(9(2')) < c-dx(2,2") +b.

Por lo que f o g es un encaje cuasi-isométrico.
O]

Teorema 3.2.19. Sean f: ¥ — Zyg: X — Y dos cuasi-isometrias, entonces fog es un cuasi-isométria.

Demostracion. De la proposicion anterior se sigue que f o g es un encaje cuasi-isométrico. Ademas si [’y
¢ son las cuasi-inversas de f y g respectivamente, también se sigue que f’ o ¢’ es un encaje cuasi-isométrico.
Dado que f o gy f’'og estdn a distancia finita de las identidades, las composiciones también lo estdn y por
tanto f’ o ¢’ es la cuasi-inversa de f o g. O

Las siguientes proposiciones relacionan la distancia finita con las cuasi-isometrias.

Proposicion 3.2.20. Cualquier funcién g: X — Y adistancia finita de un encaje cuasi-isométrico f: X —
Y es un encaje cuasi-isométrico.

Demostracion. Sea f: X — Y un (¢, b)-encaje cuasi-isométrico a distancia finita de g: X — Y tal que
existe a € R™, de modo que para toda z € X:

dy (f(x),9(x)) < a

Por la desigualdad del tridngulo se tiene para cualesquiera z, 2’ € X:
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dy (f(z), f(2")) < dy (f(x), 9(x)) + dy (9(x),9(2")) + dy (9('), f(2)).

Como f es una cuasi-isometri a y estd a distancia finita de g:

dx (@) = b < dy (@), S&) < 20+ (9(a), 9(a")),

% ~dx(x, ') —b—2a < dy(g(x), g(2")).

De manera similar, por la desigualdad del tridngulo:

dy (9(z), 9(a")) < dy (g(x), f(x)) + dy (f(x) f(2")) + dy (f(2"), g(a")).

Entonces, dado que f es una cuasi-isometria y estd a distancia finita de g:

dy (9(2),g(z")) < dy (f(x), f(2")) +2a < c¢-dx(z,2") + b+ 2a
De lo anterior se tiene:

1
—dx(z,2") —b—2a < dy(g9(x),g9(x")) < c-dx(x,2') + b+ 2a
c

Es decir, g es un encaje (¢, b + 2a)-cuasi-isométrico.
O

Proposicion 3.2.21. Cualquier funcién g: X — Y a distancia finita de una cuasi-isometria f: X — Y
es un cuasi-isometria.

Demostracion. Como se vi6 anteiormente g: X — Y, es un encaje cuasi-isométrico. Solo resta ver que
este tiene una cuasi-inversa. Dado que f: X — Y es un cuasi-isometria, ésta tiene una cuasi-inversa
h:Y — X tal que:

dy (f o hy),idy(y)) < ¢,
dy(h ] f(l'),ldx(x)) S C
Por la desigualdad del tridngulo paratoda y € Y:

dy (g o h(y),idy (y)) < dy(goh(y), foh(y)) +dy(f oh(y),idy(y)).

Por consiguiente, dado que h es cuasi-inversa de g, y ademds f y g estan a distancia finita para alguna
constante ¢/, entonces:

dy (g0 h(y),idy(y)) < ¢ +c.

Andlogamente como:

dx(hog(z),idx(z)) < dx(hog(x),ho f(x))+dx(ho f(x),idx(z)),

entonces:
dx(hog(z),idx(z)) < +ec.

Asi pues, h es una cuasi-inversa de f, por lo cual g es una cuasi-isometria.



3.2. ENCAJES Y EQUIVALENCIAS 33

Proposicion 3.2.22. Sean (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) espacios métricos y f, f': X — Y funciones a dis-
tancia finita una de la otras. Si g: Z — X es funcidn, entonces f o gy f’ o g estdn a distancia finita una de
la otra.

Demostracion. En vista de que fy f’ estdn a distancia finita, existe ¢ € R™ tal que para toda z € X:

dy (f(z), f'(z)) <e.

Como g es funcidn, paratodo y € Y, existe € X tal que g(y) = . En consecuencia:

dy (f(9(), f'(9(y))) = dy (f(2), f'(z)) < c.

Asi, f o gy f'ogestdn a distancia finita una de la otra. O

Proposicion 3.2.23. Sean (X, dx), (Y,dy), (Z,dz) espacios métricos y f, f': X — Y funciones a dis-
tancia finita una de la otra. Si g: Y — Z es un encaje cuasi-isométrico, entonces g o f y g o f’ estdn a
distancia finita.

Demostracion. Dado que f'y f’ son funciones, entonces para toda x € X, existe y,3' € Y tal que f(z) =y

y f'(x) =¥/, por lo que:

dx(go f(x),90 f'(2)) = dx(9(y),9(y"))-
A continuacién, como g es una cuasi-isometria, existen ¢ € Rt y b € RT U {0}, de modo que:
dx(go f(x),g90 f'(x)) = dx(9(y), 9(y)) < c-dy(y,y') +0.

En vista de que f y f’ estdn a distancia finita, existe a € R tal que:

dx(go f(z).go f'(z)) < c dy(y,y) +b=c-dy(f(z), f'(z)) +b < ca+b.
Por lo tanto, existe una constante k := ca + b de forma que g o f y g o f’ estdn a distancia finita. O

La categoria QMet’, es aquella en la que Obquer son espacios métricos, los Morqumer son encajes
cuasi-isométricos y la ley de composicién es la composicion usual de funciones.

Definicion 3.2.24. La relacion ~ entre f,g € Morqmer denotard que f estd a distancia finita de g, con
notacién f ~ g.

Proposicion 3.2.25. La relacién ~ es un relacién de equivalencia en Morqmet’ -

Demostracion. Sean (X, d,), (Y, dy) espacios métricosy f,g,h: X — Y

1) f ~ f (Reflexividad)
Parac=1ytodax € X:

0=dy(f(x), f(z)) <c=1,
por lo que f estd a distancia finita de f, asi f ~ f.

2) Si f ~ gentonces g ~ f (Simetria)
Como f ~ g, entonces existe ¢ € R tal que para toda z € X:

dy (f(x),9(x)) < ¢,

dado que dy es métrica tenemos que:

dy (f(z),g(x)) = dy(g9(z), f(z)) < ¢

por lo tanto g ~ f.
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3) Si f ~gyg~ hentonces f ~ h (Transitividad)
Si f~gyg~ h,existen c1,cy € RT de modo que para toda z € X:

dy(f(l’),g(l')) <c y dY(g(x)vh(x)) < ¢,

entonces para ¢ + ¢ se cumple que:

dy (f(x), h(z)) < dy (9(z), h(x)) + dy (9(x), h(x)) < 1 + ca.

Asi, f ~ h.
O

Observacion 3.2.26. En vista de que estar a distancia finita es una relacion de equivalencia, es posible definir
una nueva categoria cociente, cuyos objetos son espacios métricos y donde los morfismos entre dos espacios
métricos, son la coleccién de las clases de equivalencia ~ de encajes cuasi-isométricos, es decir:

Morqmet := Morgmer /distancia finita.
Donde la ley de composicion estd dada como:
MorQMet (Y7 Z) X MorQMet (X’ Y) — MorQMet(X> Z)

(1f],1g]) = [f o gl

Definicion 3.2.27. Sea (X, d) un espacio métrico, el grupo de cuasi-isometrias de X se define como:

QI(X) = AUtQMet (X),
esto es, el grupo de cuasi-isometrias de X en X moédulo distancia finita.

Otra forma de entender la nocién de cuasi-isometria, es a partir de una nocién de densidad. Esta idea de
densidad serd la cuasi-densidad, que de manera intuitiva dice que la imagen de un encaje cuasi-isométrico es
densa.

Definicion 3.2.28. Dados dos espacios métricos (X, dx) y (Y, dy), una funcién f: X — Y entre ellos
tiene imagen cuasi-densa si existe una constante ¢ € R™ tal que para cualesquiera y € Y, existe z € X tal
que:

dy (f(z),y) <e.

La siguiente es una caracterizacion de las cuasi-isometrias en terminos de cuasi-densidad.

Teorema 3.2.29. Una funcién f: X — Y entre dos espacios métricos (X, dx) y (Y, dy) es una cuasi-
isometria, si y sélo si, f es un encaje cuasi-isométrico con imagen cuasi-densa.

Demostracion. =] Si f: X — Y es una cuasi-isometria, entonces ésta tiene una cuasi-inversa g: ¥ —
X. Por conisguiente, existe una constante ¢ € R de modo que f o g esta a distancia finia de idy, es decir,
paratoday € Y:

dy(fog(y)y) <ec

En particular, para toda y € Y, existe x = g(y) tal que:

dy (f(z),y) < ¢,
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la funcion f tiene imagen cuasi-densa.

<] Supdngase que f: X — Y es un encaje (c, b)-cuasi-isométrico con imagen cuasi-densa, por defi-
nicién se cumple que para toda z, 2’ € X:

1
E : dX(xvx/) —b < dY(f(‘T)7f(x/)) <c- dX(l’,(L'/) +b
y también que existe a € R tal que paratoday € Y

dY(f(m)vy) <a.
Para demostrar que f es una cuasi-isometria es necesario encontrar (construir) una cuasi-inversa para
dicha funcién.

Por el axioma de eleccién, podemos definir una funcién selectora:

g: Y — X

Y Ty
tal que satisfaga que paratoday € Y:

dy (f(zy),y) < a.

Por otro lado, se tiene que para cualesquiera i, € Y

dx(f(y), f(y/) = dx(zy, xy’)7

dado que f es una cuasi-isometria:

dx(9(y),9(y)) = dx (wy,2y) < c-dy(f(zy), f(zy)) + b,
por la desigualdad del tridngulo:

¢ dy (f(zy), fzy)) +cb < e (dy(f(zy),y) + dy(y, f(2y))) + b,

c-dy (f(zy), f(zy)) + b < e (dy (f(zy),y) +dy(y, ) + dy (v, f(zy))) + cb.

Entonces, por construccién y eleccién de g:

¢-dy (f(,), f(ay)) + cb < cldy(y, ) +2a) + cb.

De manera similar:

dx(9(y),9(¥)) = dx (zy, ) >

S

Q-

~dy (f(zy), fzy)) -

?

[ N
o

(Al 9') ~ v (F(y),) — dy (5 ) — 2

Por lo tanto g es un encaje cuasi-isométrico.

Ademds, dada la construccién de g se cumple paratoday € Y:

dy (f 0 g(y),idy(y)) = dy (f(zy),y) < a.
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Para la otra composicion. Puesto que f es un encaje cuasi-isométrico, entonces para toda x € X:

dx(go f(v),idx(v)) = dx(Tf(m), ) < ¢ dy (f(Tf@)), f(x)) +cb < ca+ cb.

Por consiguiente g es el encaje cuasi-inverso de f, por lo cual f es una cuasi-isometria.

Una vez mas, podemos llevar estos conceptos a la teoria de grupos.

Definicion 3.2.30. Si G es un grupo finitamente generado por un conjunto S. Un subgrupo H de G es
cuasi-denso en G si existe ¢ € R™ tal que para cualquier g € G, existe h € H de modo que:

ds(gah) <ec

Notacion 3.2.31. Dado G un grupo finitamente generado por un conjunto S. Si e es la identidad y g un
elemento de G, se denotard como:

gl := ds(e, 9),
donde d; es la métrica de las palabras asociada a .S.
De modo intuitivo, el cociente de grupos con respecto a un subgrupo de indice finito, es como “doblar’al

grupo con respecto al subgrupo, de manera que el ntimero de plieges es finito. Si se piensa en Z por ejemplo
el cocientado con 2Z la idea se ve asi:

-2 -1 o] 1 2

Figura 3.13: Idea del indice finito, Z cocientado con 27Z.

Note que lo que queda en los plieges (las clases de equivalencia resultado del cociente) es cuasi-denso al
desdoblar. Esta idea se formaliza en el siguiente teorema. Y ademds nos permite relacionar el concepto de
indice finito, con la cuasi-densidad que a su vez estd intimamente relacionada con las cuasi-isometrias.

Teorema 3.2.32. Si G es grupo finitamente generado. Entonces H es un subgrupo de indice finito en G, si
y sélo si, H es cuasi-denso en G.

Demostracion. =] Si G es un grupo finitamente generado por un conjunto S'y H es un subgrupo de indice
finito en (G, entonces:
G/H = {gOH791H792H7 e 7ng}7

donde go, - - - , g& son un conjunto de representantes para las clases laterales de dicho cociente. Como G es
finitamente generado puede dotérsele con la métrica de las palabras respecto a S. Luego, definanse:

no := |lgoll; 1 == llgrll, - s me—1 = llgr—1ll; & = llgwells

y también definase a p := max{ng,ny--- ,ng}.
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Dado g € G, este elemento pertenece a alguna clase lateral g; H para alguna i € {0,1,--- ,k}. De tal
forma que g = g;h para algtin h € H. De donde se sigue que:

ds(g,h) = ds(gih, h) = ds(gi, €) = ||gill = ni < p
Por lo tanto, existe 1z de modo que para cualesquiera g € G, existe un h € H (puesto que g esta dentro

de una clase lateral y se escribe de la forma g;h), tal que ds(g, h) < p. Lo que significa que H es cuasi-denso
en G.

<] Si H es cuasi-denso en G, entonces existe una constante y tal que para todo g € G, existe h € H de
modo que ds(g, h) < p. Note que la bola B := B(e, i) contiene una cantidad finita de elementos.
Luego, las translaciones de H respecto a B son:

H-B={H-b|be B},

que es un conjunto finito. Para cualquier go € G, existe hg € H, que cumple d,(go, hy ! 90) < u,
equivalentemente se tiene que, ds(e, b, 1 go) < p, es decir, go € B(go, ho), siy sélo si hy Lgo € B. Lldmese
by == halgo y note que:

H-by=H hy'go=H- go.

Asi, dado que e € H, entonces gg € H-gyg = H -bg una B translacién de H, de donde g9 € H - B. Por lo
que las B translaciones de H cubre a GG. De lo anterior se tiene que como B es un conjunto finito, entonces
el conjunto de translaciones de H respecto de B es finito (ya que tiene a los mds tantas clases laterales, como
elementos tiene 3) e igual al conjunto de clases laterales de H en G cuyos representantes son elementos de
B, por lo que H es de indice finito en G. O

Ejemplo 3.2.33. El grupo Z x Z /27 con grafo de Cayley como en el ejemplo [3.2.16[tiene como subgrupo
aZ x [0] (con Cay(Z x [0],{(1,]0])})) que es cuasi-denso en Z x Z/27Z e isomorfo a Z.

(-2,[1D LD ©,[1D (1,[1]) @,[1D

(-2,[0D (-1,[0D) (0,[0D (1,[0D (2,[0D

Figura 3.14: Para todo (z, [i]) € Z x Z/2Z con i € {0, 1}, existe (z, [0]) tal que ds((z, [7]), (2,[0])) <1

En especial, es posible perguntarse por los grupos que tienen un subgrupo de indice finito isomorfo a Z,
esta propiedad se definird como:

Definicion 3.2.34. Un grupo finitamente generado G, es virtualmente Z, si contiene un subgrupo de indice
finito isomorfo a Z.

Todo la teoria expuesta anteriormente motiva el siguiente resultado:

Teorema 3.2.35. La rigidez cuasi-isométrica de Z.
Todo grupo finitamente generado G, es cuasi-isométrico a Z, si y s6lo si, es virtualmente Z.

La rigidez cuasi-isométrica de Z relaciona, ser cuasi-isométrico a Z, que es una propiedad geométrica,
con ser virtualmente Z, que es una propiedad algebraica. De aqui en adelante se desarollard la teoria necesaria
para demostrar este teorema, y asi dar respuesta a las preguntas antes planteadas.
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3.3. Espacios geodésicos y cuasi-geodésicos

Para ver que, si un grupo finitamente generado es virtualmente Z, entonces cuasi-isométrico a Z, se
domostrard el Lema de Schawrz-Milnor, para enunciarlo, es necesario definir antes espacios métricos ade-
cuados, en particular, serdn necesarios espacios conexos por caminos (salvo algtin error). Con esta intencion
es que definiremos los espacios géodesicos y cuasi-geodésicos.

Definicion 3.3.1. Sea (X, d;) un espacio métrico y sea L € R*. Un segmento geodésico en X es un encaje
isométrico y: [0, L] — X, donde [0, L] estd dotado con la métrica euclideana. Se dird que y(0) es el punto
inicial y v(L) es el punto final del segmento geodésico.

Un espacio métrico (X, d,) es un espacio geodésico, si para cualesquiera dos puntos z,z’ € X existe
un segmento geodésico entre ellos tal que v(0) = z y y(L) = .

Ejemplo 3.3.2. Para toda n € N el espacio euclideano (R", d.) es geodésico. En efecto, para cualesquiera
z,x’ € R" el segmento de recta v: [0, d.(x,2’)] — R™ definido como y(t) = z(de(x,2') — t) + 2/t es
una geodésica entre T y .

Y una vez més se definird la cuasi-generalizacion.

Definicién 3.3.3. Sean (X, d,.) un espacio métrico, c € RT y b € RT U {0}. Una (¢,b)-cuasi-geodésica en
X es un encaje (c,b)-cuasi-isométrico v: I — X, donde I = [t, '] estd dotado con la métrica euclideana.
Se dird que 7(t) es el punto inicial y v(t') es el punto final de la (c,b)-cuasi-geodésica.

Un espacio métrico (X, d,) es (c,b)-cuasi-geodésico si para cualesquiera dos puntos de él existe una
(c,b)-cuasi-geodésica entre ellos.

Ejemplo 3.3.4. El espacio (R™\{0}, d¢) no es geodésico, sin embargo es (1, €)-cuasi-geodésico. Puesto que
para los pares de puntos colineales con el origen no es posible formar la recta (geodésica) que los une; por
lo tanto hay que “rodear ’con un camino de tamafio ¢ al origen.

Figura 3.15: (1, ¢)-cuasi-geodésica en R?\ {0}
Ejemplo 3.3.5. Todo grafo de Cayley es (1, 1)-cuasi-geodésico. A continuacién se muestra un posible méto-
do para construir cuasi-geodésicas en dichos grafos.

Dado Cay(G, S) el grafo de Cayley de G con generador S. Como el grafo éste es conexo, para cuales-
quiera v, v’ vértices del grafo existe un camino de longitud minima s, ..., 53 tal que los une.

Definase la funcién v: [0, k] — Cay(G, S) de la siguiente manera:
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v: — Cay(G,S)
L = [0, 1) — S0

Iy:=[1,2) — s;

Ik = [k‘ — 1, kj) —> Sk_1

Ik+1 =kr— Sk

Si se toman dos ¢, ¢’ € [0, k] cualesquiera, entonces ocurre uno de los siguientes casos:

» Sit,t' € I, conn € {0, -+ ,k + 1}, en este caso d(t,t') < 1 mientras que ds(y(t),v(t')) = 0. Asi:

d(t, ¢') =1 < ds(y(1),7(#)) < d(t, ) + 1.
» Sitel,yt' € I,conn#myn,me{0,---,k+ 1}, entonces d(t,t') < s — m. Mientras que:

ds(V(t)ﬁ(t’)) = ds(sn—la Sm—l) = ds(ea Sgilsm—l) =s—m.

Por lo tanto:
d(t, ') =1 < ds(y(t), (') < d(t,t') + 1.

Asi tenemos que «y es una (1, 1)-cuasi-geodésica.

3.4. Lema de Schwarz-Milnor

El Lema de Schwarz-Milnor, también conocido como el “lema fundamental de la teord geometrica de
grupos”, recibe su nombre dado que es una poderosa herramienta que permite relacionar la geometria de los
grupos, con la geometria de espacios asociandoles una topologia y otras propiedades geométricas.

Dada una “buena”accién de grupo (cocompacta y propiamente discontinua), sobre un “buen “espacio
(propio y geodésico), la fuerza del Lema de Schwarz-Milnor reside en que permite determinar un generador
para el grupo y un conjunto de cuasi-isometrias, de modo que permite obtener tanto informacién algebraica
de un grupo, como informacion geométrica de un espacio.

Este resultado ya era conocido por los matematicos soviéticos Vadim Arsenyevich Efremovich (1903-
1989) y Albert Solomonovich Schwarz (1934) desde principios de los afios cincuentas, fue redescubierto
por Milnor en 1968 y posteriormente Pierre de la Harpe lo llama “la observacién fundamental de la teoria
geométrica de gurpos”en su libro “Topics in Geometric Group Theory”.

Teorema 3.4.1. Lema de Schwarz-Milnor
Sea G un grupo que actda por isometrias en un espacio métrico (X, d). Si existen constantes ¢, b € R tales
que X es un espacio (c,b)-cuasi-geodésico y existe un subconjunto B C X con la siguientes propiedades:
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- El diametro de B es finito.

- Las G-translaciones de B cubren a X, es decir U g-B=X.
geG

- Elconjunto S := {g € G| g- B'N B’ # ()} es un conjunto finito, donde:

B :=Ny(B)={z € X |3y e B:d(z,y) <2b}.

Entonces se cumple que:

1. El grupo G esté generado por S; en particular G es finitamente generado.

2. Paratoda x € X la funcién:
G— X

gr—g-x
es una cuasi-isometria (con respecto a la métrica de las palabras d; en G).

Demostracion. Primero, es necesario demostrar que el conjunto S genera a GG, es decir, que paratodo g € GG
sucede que g € (S)q, equivalentemente que existen s1, ..., s, € SUS™!, tales que g = s1, ..., 5, para algin
n € N.

Dados g € G, un conjunto B como en las hipétesis y z € B. Como X es (c¢,b)-cuasi-geodésico, existe
una (c,b)-cuasi-geodésica : [0, L] — X que empieza en z y termina en g - = (Figura|3.16).

Figura 3.16: Cubierta de una geodésica por translaciones de B.

Abhora, elijanse algunos puntos sobre la geodésica . Sean := [L-¢/b] = min{k € N| L -¢/b < k}.
Note que para todo j € {0,...,n — 1}:

c

<.

J > b’

b c b
T S
T e= b ¢’

b
Jj-—-<L.

c
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Luego, para cada j € {0, ...,n — 1} definanse:

. b
t] =J] - y tn = Lv
c
de modo que ¢; € [0, L], y definase también a:
xj = (t;).

Nétese que xo := v(0) = z, que x,, := y(L) = g - x y que paratoda j € {0,...,n — 1} se cumple que
z; € ([0, L]).

Dado que las translaciones de B cubren a X, existen elementos del grupo g; € G tales que z; € g; - B,
es decir, elementos del grupo g; tales que la translacion de B por g; contiene a x;. En particular, se puede

elegiragy:=eyag,:=g.
Afirmacion 3.4.2. Paratoda j € {0, -- ,n} el elemento del grupo s; := gj__l1 ~gjestien S.
Demostracion. Por la construccién anterior, para toda j € {0, - ,n} se tiene que:
T = "y(tj) € ’y([o, LD,
como -y es una (c,b)-cuasi-geodésica,
d(y(t5),7(tj-1)) < e [t; —tj1| +0.

b

C.

b b b b b b
Ademads, notése que t;_; = (j—1)-—yt; = j-—,porloque |[t;_1—t;| = 'j - === ‘ = H =
c c c c c
Entonces:
b
d(zj,wj—1) = d(y(t;),7(tj-1)) S e-|tj =t +b< e - +b<2b,

d(ﬂij, LUj_l) < 2b.

Asi, para cada z; € X setiene x;_1 € gj—1 - B cond(x;,xj—1) < 2b, es decir, ; € Nop(gj—1 - B).

Por otro lado, se puede observar que los conjuntos Noy(g;j—1 - B) y gj—1 - Nap(B) son iguales.
En efecto, si 2’ € Nap(g;j—1 - B), de manera equivalente existe y' € g;j_1 B tal que:

d(a’,y') < 2b,
esto, si y solo si, existe y € B tal que y’ = g;_1y de modo que:
d(@',y) = d(a’,gj-1 - y) < 20,
siy s6losi, existen z € X y y € B delaformaz’ = gj_12.y = gj_1y tales que:
d(gj—1z,gj-1-y) < 2b,
que equivale a que existan = € X, y € B tal que ¢/ = g;_1y de forma que :

d(zx,y) < 2b,
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que es justo que 2’ € gj_1 - Nop(B).

Por lo tanto z; € Noy(gj—1 - B) = gj—1 - Nop(B) = gj—1 - B'. Ahora, como por definicién de g; se tiene
que z; € g; - B C g; - B', entonces:

vj€gj1-B'(g;- B #0,
de donde multiplicando por gj_fl se obtiene que:
gj__lla:j € B ﬂgj__llgj - B #0.
Entonces, por definicién de S se sigue que s; = gj_fl -gj €S. O

En particular (dado que se eligio una g € G cualquiera):
9=0n=0n1 95 1 n="0n1"5n=0gn-2"9n' o n-1"50=Ggn-2"Sn—1-5n

—1
=9n-3 "9p—3 9n—2 " Sn—1"Sn = Gn-3 *Sn—-2 "Sn—1"Sp = " =4gGo S1°**Sp = 81" Sn,

estd en el grupo generado por S. Por lo tanto S genera a G.

Figura 3.17: Si s € S, entonces d(z, s - ) < 2 - (diam(B) + 2b)

A continuacion, se demuestra que el grupo G es cuasi-isométrico a X.

Sea z € X. Para demostrar que la funcion:

p:G— X
g—g-x
es una cuasi-isometria, basta ver que es un encaje cuasi-isométrico con imagen cuasi-densa.
Dado que las G-translaciones de B cubren a X, para cualquier z arbitraria se puede encontrar un con-
junto de diametro finito de la forma ¢’ - B y renombrarlo como By, encontrar una (c,b)-cuasi-geodésica de x

a g - ¢ y realizar la misma construccién anterior con respecto a By. Por lo que sin perdida de generalidad se
puede asumir que x estd en B y remitirse a la situacion anterior.

Para facilitar la lectura, se recuerda que ¢ tiene imagen cuasi-densa, si existe k& € R tal que para toda
z’ € X se cumple que hay un g € G, de modo que d(¢(g),z’) < k.
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Dado 2’ € X y que las translaciones de B cubren a X, existe un g € G tal que 2’ € g - B. Como x € B
(lo que implica que g - « € g - B) entonces:
d(¢(g),2") =d(g-z,2") < diam(g - B) = diam(B).

De las hipétesis el didmetro de B es finito, por lo tanto ¢ tiene imagen cuasi-densa.

Ahora, véase que o es un encaje cuasi-isométrico, es decir, existen p, ¢ € R* tales que para cualesquiera
g1, g2 € G se cumple que:

1
. ds(g1,92) —q < d(e(g1),¢(92)) < p-ds(g1,92) + q.

Pero como G esta dotado con la métrica de las palabras y actiia por isometrias en X para cualesquiera
1 4
g1, 92 € G, entonces ds(e, g; ' g2) = ds(g1, g2) y ademas:

d(p(e), p(g1 ' g2)) = d(e-z,97 ' g2 - 2) = d(g1 - 2, 9197 "g2 - ) = d(g1 -z, 92 - ) = d(p(g1), ¢(g2)),

de modo que es suficiente ver que existen p, ¢ € R tales que para toda g € G sucede que:

; dylerg) — q < d(@(e), 0g)) < p- dale9) + g

Dado g € G se puede dar una cota inferior para d(¢(e), ¢(g)) en terminos de ds(e, g):
Considérese a y: [0, L] — X una (c,b)-cuasi-isometria que comienza en v(0) = z y termina en y(L) =
g - x como anteriormente, asi:

d(p(e), (g)) = d(z,g - x) = d(v(0),v(L)).

Como « es un encaje (c,b)-cuasi-isométrico:

1
A(1(0),9(L) = - -d(0,1) ~b =~ L —b,
obsérvese que:
tn:LZ(n_l) =1ln-1,
entonces: )
d(e(e), ¢(g)) = d(z, g - ) = d(v(0),7(L)) = — - L = b,

1
>—-(n—1)-——b
> (n-1)- 2=,

b-n b
=z a2t

b b
Z*QdS(emg)_iQ b7

Por otro lado, para obtener una cota superior para d(¢(e), ¢(g)) en terminos de dg(e, g). Supdngase que
ds(e, g) = n, entonces g puede escribirse en terminos de elementos de S U S~! como g = 5152 - - - 5, asi:

d(p(e),p(g9)) =d(z,g-x) =d(z,s182- - Sp - x), luego por la desigualdad del tridngulo

<d(z,s1-x)+d(x,s182 - 5p - T),
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<d(z,s1-x)+d(s1-x,5182 x)+ d(s182 - T,8182* Sp - T),
<d(z,s1-x)+d(s1-x,5182 @)+ +d(S1 - Sp—1-T,S1 Sy - T),

Como la accién de G es por isometrias y ademds para toda j € {1,--- ,n— 1}, se tiene que s;- B'N B’ # ()

(Figura[3.17):
d(p(e), p(g)) = d(x,s1-2) +d(s1-z,8152 ) + -+ d(s1°+Sp—1-T, 81 8p - T),

=d(z,s1-x) +d(z,s2-x)+ - +d(z, 1,5 - T),
< 2n - (diam(B) + 2b)
=2 (diam(B) + 2b) - ds(e, g)
Por lo tanto, existen p = max{2 - (diam(B) + 2b), c%} yqg=>b+ c% tales que ¢ es un encaje cuasi-

isométrico.
O

A continuacién se enuncia una versidn topoldgica del Lema de Schwarz-Milnor, cuya demostracion se
ve simplificada por la versién anterior.

Teorema 3.4.3. Version topolégica del Lema de Schwarz-Milnor

Sea GG un grupo que actiia por isometrias en un espacio métrico (X, d) propio, geodésico y no vacio. Mds
atn supdngase que la accién de G es propia y cocompacta. Entonces G es finitamente generado y para toda
x € X la funcién:

G— X
gr—g-x
€s una cuasi-isometria.

Demostracion. Para utilizar el Lema de Schwarz-Milnor en su version anterior ndtese que X es un espacio
geodésico, en particular es cuasi-geodésico.
Como la accién de G en X es cocompacta, existe un conjunto compacto K tal que:

G-K:=|Jg-K=X
geG

Especialmente, dado que X es un espacio métrico K es acotado y por tanto de didmetro finito. Si se
define B := K, entonces las translaciones de B cubren a X,y B’ := Nay(p) tiene diametro finito. Como
X es propio toda bola cerrada es compacta en particular B’ es compacto, luego como la accién de en G es
propia el conjunto {g € G|g - B’ N B’ # ()} es finito. Asi basta con aplicar la primera versién del Lema de
Schwarz-Milnor para obtener que G es finitamente generado por S := {g € Glg- B N B’ # 0}y

G— X

€s una cuasi-isometria.
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3.5. Virtualmente Z entonces cuasi-isométrico a 7

Un corolario del Lema de Schwarz-Milnor es el siguiente.

Corolario 3.5.1. Si H es un subgrupo de indice finito en G un grupo finitamente generado, entonces H es
finitamente generado y cuasi-isométrico a G.

Demostracion. Sea G un grupo finitamente generado por Sy sea H un subgrupo de indice finito en G.
Note que Cay(G, S) es (1,1)-cuasi-geodésico. Ahora considérese la accion por translacién izquierda de
H en G que es un accién por isometrias; de modo que se puede demostrar que satisfacen las condiciones
del Lema de Schwarz-Milnor. Sea B el conjunto conformado por un sistema de representantes del cociente
G/ H, éste es finito (dado que H es de indice finito en () y por tanto de didmetro finito. Luego se tiene que
H - B = Gy podemos definir el conjunto B’ = Ny(B), el cual también es finito. A continuacién, nétese
que {h € H| h-B N B # 0} es finito puesto que la accién de H en G libre y éste estd determinado por
un nimero finito de intersecciones de conjuntos finitos. Entonces H es finitamente generado y la inclusion
H — G es una cuasi-isometria. O

En particular si GG es un grupo finitamente generado y H es un subgrupo de indice finito en G isomorfo
a Z, entonces G es cuasi-isométrico a Z, y por lo tanto se tiene el subscecuente teorema.

Teorema 3.5.2. Si GG un grupo finitamente generado es virtualmente Z, entonces es cuasi-isométrico a Z.
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Capitulo 4

Espacio de fines

4.1. Introduccion

La idea intuitiva detras de las cuasi-isometrias, en el senitdo de la geometria a gran escala, consiste en
reconocer objetos geométricos que vistos desde suficientemente lejos se ven igual. Especialmente, se han
estudiado objetos cuasi-isométricos a Z, que intuitivamente al ser vistos suficientemente lejos se ven como
una linea. Ahora, para demostrar que; si un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces es
virtualmente Z, se necesita un puente que permita llevar las cuasi-isometrias a un lugar donde se les pueda
relacionar con estructuras de grupos. Este puente serd el espacio de fines, concepto que captura y formaliza la
idea de las “direcciones para ir al infinito”, por ejemplo en una linea, se puede caminar infinitamente yendo
siempre a la dercha o yendo siempre a la izquierda, por lo que hay dos “rumbos “para ir al infinito.

El espacio de fines permite asociar, a un espacio métrico, un espacios topoldgicos, de tal manera que
todos los objetos cuasi-isométricos pertenecientes a un espacio métrico tengan espacios de fines asociados
homeomorfos. En especial, se verd que los objetos cuasi-isométricos a Z tienen dos fines, lo que serd de gran
ayuda para demostrar la implicacién que resta de la rigidez cuasi-isométrica de Z.

4.2. Espacio de fines

Para definir el espacio de fines asociado a un espacio métrico, es esencial definir clases de equivalencia
de rayos que van al infinito.

Definicion 4.2.1. Dado(X, d) un espacio métrico geodésico. Un rayo propio en X es una funcién continua
7: [0,00) — X tal que para cualquier B C X acotado la preimagen 7~1(B) C [0,00) es un conjunto
acotado.

Definicion 4.2.2. Dados dos rayos propios r,7’: [0,00) — X , estos representan el mismo fin de X si
para todo conjunto acotado B C X existe un ¢ € [0, 00) tal que r([t,o0)) y r'([t,00)) estdn en la misma
componente conexa por caminos de X\ B.

Proposicion 4.2.3. Repesentar el mismo fin es una relacion de equivalencia.

Definicion 4.2.4. Si r es un rayo propio, entonces end(r) denotara el conjunto de todos los rayor propios
que representan el mismo fin que r.
Se llamar4 espacio de fines al conjunto:
Ends(X) := {end(r) : r: [0,00) — X es un rayo propio en X.}.

47



48 CAPITULO 4. ESPACIO DE FINES

Subsiguientemente se exhiben algunos ejemplos de espacios de con uno, dos o una infinidad de fines.

Ejemplo 4.2.5. Sir: [0,00) — R3yr’: [0,00) — R3 son dos rayos propios cualesquiera. Para todo B
un subconjunto acotado de R?, se tiene que existen t1, 2 € R tales que r—*(B) C [0,¢1] y 7'~ *(B) C [0, t2].
Si k = max{t1,t2}, entonces r(t,00) y r'(t, o) estdn en la misma componente conexa por caminos R3\ B.
Por consiguiente, 7 y 1’ representan el mismo fin, de modo que R? tiene un tnico fin. (Figura .

Figura 4.1: Para cualquier compacto en R existe un punto apartir del cual los rayos 7 y r/, estdn en la misma
componente conexa por caminos de R? sin dicho compacto.

En general para cualquier n € N\ {0, 1}, el espacio euclideano R" tiene un tdnico fin.

Ejemplo 4.2.6. En las siguientes figuras se indican los fines del espacio con circulos rojos, los fines de R
que son dos.

O. .0

Figura 4.2: Ends(R)

Mientras que los fines de R x {0} U {0} x R son cuatro.
O

Figura 4.3: Ends(R x {0} U {0} x R)



4.2. ESPACIO DE FINES 49

Como ya se vid anteriormente, a todo grupo finitamente generado se le puede asosciar un grafo de Cayley
que es un espacio métrico, por lo que tiene sentido definir el espacio de fines de un grupo, como el espacio de
fines de su grafo de Cayley dotado de la métrica de grafos usual, que coincide con la métrica de las palabras
del grupo para algiin conjunto generador.

De aqui en adelante C'ay(G, S) denotard no al grafo de Cayley de G respecto a .S, sino a la realizacion
geométrica del grafo mismo, que es un espacio métrico propio y geodésico. La construccién de dichas
realizaciones puede consultar de en [8]] p4dg.157-160.

Definicion 4.2.7. Si G es un grupo finitamente generado. El espacio Ends(G) de fines un grupo G, (o bien
los fines del grupo G) , se define como Ends(Cay(G, S)), donde S es algtin subconjunto generador de G.

Ejemplo 4.2.8. El grupo Z tiene dos fines.

O . . o S ° O

-2 -1 0 1 2

Figura 4.4: El grupo Z tiene dos fines.

Ejemplo 4.2.9. El grupo F5 tiene una infinidad de fines.

O
oy T T 10)
O O
0 bal
0 - e
OO OO OO OO
Qe - - 3e)
a e a aa
OO Co OO O o
S0 b OO
O O
O O )
O

Figura 4.5: El grupo F5 tiene una infinidad de fines.

Obsérve que si G es un grupo finitamente generado y finito, entonces su grafo de Cayley tiene una can-
tidad finita de vértices, y resulta imposible construir rayos propios en éste, por lo que el espacio de fines de
un grupo finito es vacio, es decir, un grupo finito tiene cero fines.
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A los espacios de fines se los dota de una topologia, en terminos de convergencia, definiendo cuando
una sucesion de fines en un espacio X converge a un punto de en Ends(X). Dada {X,, }neny € Ends(X)
y x € Ends(z), se dird que {X,, },cy converge a z, si existen una coleccién de rayos propios {7y fnen ¥
un rayo propio r en X que presentan a { X, }neny € Ends(X) y ¢ € Ends(x) respectivamente tales que:
Para todo B C X acotado, existe {t, }neny C [0, 00) tal que para cada n suficientemente grande 7, [¢,,, 00)
y 7[tn, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos de X\ B. El siguiente lema da informacién
acerca de estos espacios. Primero se da una equivalencia para cuando dos rayos repesentan el mismo fin,
luego se exhibe que toda clase de equivalencia de rayos tiene representante geodésico en el conjunto de
rayos que emanan de un punto fijo, y finalmente se muestra un sistema fundamental de vecindades para los
espacios de fines.

Definicion 4.2.10. Sea (X,d) un espacio métrico, un k-camino que conecta dos puntos = y z’ es una
sucesion finita de puntos = = x1, 22, -+ ,x, = 2’ en X tales que d(z;, z;—1) < kparai € {1,2,--- ,n—1}.

Lema 4.2.11. Sea X un espacio propio y geodésico; y k € R™. Ademds sean 71 y 7 dos rayos propios en
X. Si el conjunto G, (X) denota todos los rayos geodésicos que emanan de x( € X, entonces:

1) end(r1) = end(rs2), siy sélo si, para toda R > 0, existe T > 0 tal que para todo ¢ > T', r1(t) puede
conectarse por un k-camino con r2(t) en X\ B(xo, R).

2) El morfismo natural G,,,(X) — Ends(X) es sobreyectivo.

3) Para n € N fija pero arbitraria, y 7 € G, (X) un rayo cualquiera. Si V, C Gz, (X) es el conjunto
de rayos propios 7’ tales que 7(n,o0) y 7/ (n, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos
de X\ B(x0, n). Entonces los conjuntos V,, = {end(r') | ' € f/\;} forma un sistema fundamental de
vecindades para end(r) en Ends(X).

Demostracion. 1) =] Sean r1 y ro dos rayos propios en X tales que end(r;) = end(rg) y sea R > 0.
Considérese la cerradura de la bola B(z, R) que es un compacto dado que X es propio. De donde se sigue
que existe 7' € [0, 00) tal que r1 [T, 00) y r2[T, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos de
X\B(xg, R), mds atn estdn en la misma componente conexa por caminos de X\ B(zo, R).

Por lo que para toda ¢ > T se tiene que 71 (¢) y r2(t) estdn en la misma componente conexa por caminos de
X \B (.I'(), R)

Asi, existe un camino \ : [0,a] — X con a € R* determinado por una funcién continua, entonces
dado que [0, a] es un conjunto compacto y A continua, [0, a] es un subconjunto compacto de X. Esto im-
plica, que existe una cubierta abierta finita de cardinalidad k para A[0, a] de bolas de radio k/2 con centro en
puntos de [0, a], tales que B(A(0),k/2)y B(A(1), k/2) pertenecen a la cubierta. Luego, definase a z; con
i €{1,---,k} los centros de dichas bolas, estos forman un k-camino, que une A\(0) y A(a) en X\ B(zo, R).

1) <] En la siguiente demostracién se usa la contrarreciproco. Sea k € R™ fijo como en las hip6tesis y
sean 71 y 72 dos rayos propios en X tales que end(r1) # end(r2), entonces existe A C X acotado de manera
que para algin t' € [0,00), se tiene que 71 (', 00) y 72(t', 00) estdn en diferentes componentes conexas
por caminos de X'\ A, por lo que A separa en componentes conexas por caminos a X. Luego, definase a
B(zo, R) tal que A C B(zp, R) con R > 2k, entonces para algin 7' € [t/, 00) se cumple que 1 (7, 00) y
ro(T, 00) estan en componentes conexas por caminos distintas de X\ B(z, R). Note que B(x, R) también
separa en componentes conexas por caminos a X, de manera que para cualesquiera dos puntos x, 2 que se
encuentran en las mismas componentes conexas por caminos que 71 (7, 00) y 72(T, 00) respectivamente, se
tiene que:

d(zy,29) > 4k



4.2. ESPACIO DE FINES 51

En consecuencia, para todo ¢ > T es imposible construir un k-camino que una a 71 () con r2(t), puesto
que siempre existen dos puntos en X\ B(x¢, R) a distancia mayor que k.

2) Llamese 7 al morfismo natural:
n: Gz (X) — Ends(X)

r — end(r)

Sea end(r) € Ends(X), a continuacion se va a construir un rayo propio que emana de z( y cuyo fin
coincide con end(r). Dado r: [0,00) — X un representante de clase de rayos propios end(r). Definanse
como ¢, : [0,d,] — X alas segmentos geodésicos cuyo punto inicial es ¢],(0) = xg y cuyo punto final es
ch(dy) = r(n). A continuacién considérese la extencion de estos segmentos ¢, (t): [0oo) — X de manera
constante, es decir:

a(t) site0,dy]
en(t) = “4.1)
cn(dy) site (dy,o0)

Como X es propio, por el teorema de Arzela-Ascoli, se tiene que existe una subsucesion de ¢, tal que
converge a un rayo geodésico c: [0,00) — X de modo que end(c) = end(r). Entonces, para cualquier
end(r) € Ends(X), existe un rayo geodésico (propio) c tal que n(c) = end(c) = end(r). Por lo tanto 7 es
suprayectiva.

3)Toda base para una topologia es un sistema fundamental de vecindades, por lo que es suficiete con
demostrar que:

» Para todo end(r’) € Ends(X), existe V;, tal que end(r’) € V,,.

» Para cualesquiera V,,,, V,,, y para todo end(r) € V,, N V,,, existe V,,, tal que end(r) € V,, C
Vi, N Vi,

Dado end(r’) € Ends(X) por 2) existe un rayo propio r que emana de x¢ tal que end(r’) = end(r).
Por definicion, existe alguna n € N, a partir del cual 7/(n,c0) y 7(n,o0) estdn en la misma componente
conexa por caminos de X\ B(z,n), de forma que ' y r son elementos de:

V,, = {r' | r(n,0) y 1(n, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos de X\ B(zo, n)}.
Y por consiguiente, se cumple que end(r') € V,, = {end(r') | ' € V,,}.

Por otro lado, dados V;,, , V,,, por definicién existen dos rayos propios 71 y 72 que emanan de g de modo
que:

X//nvl = {r" | r1(n,0) y r'(n, o0) estdn en la misma componente conexa por caminos de X\ B(xo,n)}
Vi = {r' | r2(n, 00) y 7'(n, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos de X\ B(zq,n)}
Por consiguiente se tienen dos casos.

1) Siri(n,o00)yra(n,oco) estan en la misma componente conexa por caminos de X\ B(xo, n), entonces:

Via NV = Vi = Vi,

y esto implica que:
Vo, NV, = Vi, = Vi,
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2) Si ri(n,00) y ra(n,00) estdn en componentes conexas por caminos de X\ B(zg,n) distintas, por
consiguiente:

por lo que:
Vo, NV, = 0.

De lo anterior, se tiene que para todo end(r) € V,,, N'V,,,, existe V,,, tal que end(r) € V,,, = V,,, N V.
O

Ejemplo 4.2.12. Considérese aC := Cay(Z,{1}). Posteriormente elfjanse n = 1, x9 := 0y ro: (0, 00] —
Z un rayo geodésico con punto inicial 0. Si r; con 7 € Z son rayos propios geodésicos que emanan de 7 y que
cumplen que end(r;) = end(r), y ademds, r; son rayos propios geodésicos que emanan de ¢ y que cumplen
que end(r;) # end(rg), entonces:

Vi = {r' | ro(1,00) y #'(1, 00) estan en la misma componente conexa por caminos de C\ B(0, 1)},

por lo que {r’ | 7 = r;,i > 1} C Vi.Enla ﬁgura 71,72 (los rayos verdes) pertenecen a V; . Mientras
que los rayos azules no pertenecen a dicho conjunto.

[ ]
BN Sru
o @

{ 3
~ @

v

"y

Figura 4.6: Los rayos rg, r1, ra(verdes) pertenecen a Vi, y r—1,7_2,7—p, 1"6 (azules) no pertenecen a V.

Por consiguiente:

Vi = {end(r') | ¥ € Vi} = {end(ro)}.

Ejemplo 4.2.13. Sea F5 el grupo libremente generado por dos elementos y C' := Cay(Fs, {a,b}). Sin =1
y 71 €s un rayo propio geodésico que emana de x( := e, entonces:

Vi = {r' | r1(1,00) y (1, 00) estén en la misma componente conexa por caminos de C\ B(z, 1)}.
En la figurad.7]este conjunto son todos los rayos verdes. Luego, el conjunto:
Vi = {end(r') | ' € Vi} = {eo,e1,--- },

es el conjunto de fines de cada uno de los rayos verdes (Figura4.7).
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Figura 4.7: Conjunto Vi

Abhora bien, si n = 2, y los rayos propios 71, 73 son tales que 71(2,00) y 72(2, 00) estdn componentes
conexas por caminos distintas de X\ B(zo, 2). El conjunto V5, serd el conjunto de rayos verdes en la figura
4.8] definido como:

Vo, = {r' | 71(2,00) y 7(2, 00) estn en la misma componente conexa por caminos de C\ B(zo,2)}.
Y ‘72; serd el conjunto de rayos rosas, dicho conjunto es:

‘72; = {r’" | r2(2,00) y 7'(2, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos de C\ B(zo, 2)}.

Figura 4.8: Conjunto ‘//\2/1 y @;

Obsérve que si r1(2,00) y 72(2, 00) estdn componentes conexas por caminos distintas de X\ B(zo, 2),
entonces Vo, M Vs, es vacia.

La siguiente proposicion relaciona la distancia finita con los rayos propios.
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Proposicion 4.2.14. Sea X es un espacio propio y geodésico. Si dos rayos propios r y r’ estdn a distancia
finita, entonces end(r) = end(r').

Demostracién. Sea xo un punto arbitrario pero fijo de X. Si r y r’ estdn a distancia finita, entonces existe
k € RT, tal que para todo ¢ € [0, c0):
d(r(t),r'(t)) < &,

en particular la distancia entre 7(0) y 7/(0) es menor que . Luego, dado un R € R™ cualquiera, definase:
A = maz{d(r(0), B(zo, R)),d(r'(0), B(zo, R))}-

Ulteriormente, si 7' = k + X\ + 2R, entonces para toda ¢t > T, la distancia entre r(¢) y /() es menor
que k, por tanto existe un k’-camino, r(t) = z1,--- ,xp = r'(t) con k' < k. Este k’-camino es tal que
{z1, -,z } N B(xg, R) = 0, por tanto r(t) y '(¢) estdn en la misma componente conexa por caminos de
X\B(xo, R). De donde finalmente se tiene que end(r) = end(r’).

O

A continuacidn, se demuestra que toda cuasi-isometria induce un homeomorfismo en el espacio de fines
de un espacio métrico, es decir, existe un funtor entre la categoria QMet y Ends la categoria de espacios de
fines, de tal manera que este funtor manda cuasi-isometrias en homeomorfismos de espacios de fines.

Proposicion 4.2.15. Si X7 y X, son dos espacios propios y geodésicos, toda cuasi-isometria f: X7 — Xo
induce un homeomorfismo f.: Ends(X1) — Ends(X2).
Mas ann, el morfismo:

Q7(X1) — Homeo(Ends(X1))

f— fe

es un homomorfismo.

Demostracion. Sean f : X; — X» una cuasi-isometria y r : [0,00] — X tal que r(0) = z( un rayo
geodésico. Es posible construir un rayo f.(r) : [0, 00] — X5 concatenando segmentos [for(n), for(n+1)]
tales que n € N.

Si se toma a (1) y r(2), dado que r es un rayo geodésico d(1,2) = d(r(1),r(2)) y como f es una
cuasi-isometria existen ¢, b € R™ tales que:

L (1), 7(2) b < d(F o (1), For(2)) < - d(r(1), r(2)) +D.

De manera andloga, para r(2) y 7(3) se tiene que d(2,3) = d(r(2),7(3)) y:

1
- d(r(2),r(3) —b=d(for(2), for(3)) <c-dr(2),r(3)) +.b

Como X3 es geodésico existen Ap: [a1,b1] — Xo tal que Ai(a1) = for(l) y AMi(b1) = for(2)y
también Ao : [ag, ba] — Xo, tal que: A\2(az) = for(2)y Aa(b2) = f or(3) es posible concatenar estos
segmentos y obtener 7y, : [a1, b1 + ba — ag] — X5 donde:

Al(t) sit e [a17 bl]
Y1 (t) = (4.2)
Ao(t —ag —by) site [bl,b1+bg—a2]
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Anélogamente es posible concatenar A3 con 7. Asi de manera inductiva hasta obtener el rayo f.(r): [0, o0] —
X5, la concatenacién de los segmentos [f o r(n), f o r(n + 1)] para todan € N.

A continuacion se demostrard que f () es un rayo propio. Sea B un subconjunto acotado de X, enton-
ces:
r i YB)=r"Haz e Xy | f(z) € B).

En virtud de que B es acotado existe M € R, tal que para cualesquiera b, b’ € B sucede que d(b,b') < M
y dado que f es una cuasi-isometria, para cualesquiera z, ' € Xi:

% cd(z, 7)) — b < d(f(2), f(2) < - d(z, ') + b,

entonces para toda z, 2’ € f71(B):

% “d(w,a’) — b < d(b, f(V)) < M,

d(x,2") <c-d(b, fO')+cb<c-(M+b) =K.
Por lo tanto f~!(B) es acotado. Luego, como r es un rayo propio, entonces el conjunto dado como
r~Lf~Y(B) = {t € [0,00) | 7(t) € f1(B)} es acotado. Més atin, dado que f,r: [0,00) — X2 es una

concatenacién de segmentos geodésicos, ( f,7)~!(B) estd contenida en una vecindad cerrada que es subcon-
junto de 7~ f~1(B) por lo que es un conjunto acotado, lo que implica que f,(7) es un rayo propio.

Por otra parte, si r y r’ son dos rayos propios en X; tales que end(r) = end(r’), por el Lema[d.2.11] 1),
se tiene que para todo (R + k) > 0, existe 7' > 0 tal que para toda ¢ > T, existe un k-camino x1, - - - , Tj
que une a r(t) con '(t) en X1\ B(zo, R + k). En vista de que f es una cuasi-isometria para cualesquiera
xi, ripp coni € {1,--- k}:

d(f(xs), f(ziz1)) < c-d(zgzip1) +0 < ck + D,

por consiguiente f(x1), f(x2), -, f(zn) esun (ck + b)-camino que une a f o r(t) y f o r/(¢).

Asi, para todo R > 0, existe " > 0 tal que para toda ¢t > T, existen f(x1), f(x2), -, f(zy) un
(ck + b)-camino en X\ B(xo, R) que una a f.r(t) con f.r'(t), es decir, end(f.r) = end(f.r').

Esto asegura que f. esté bien definida. Si end(r) = end(r'), entonces fc(r) = end(f.r) = end(fsr') =
fe(r').

Obsérvese que la f. es también continua, puesto que si end(r1) € Ends(X1), por el lema [4.2.1113),
existe un conjunto V2 tal que:

fe(end(r1)) = end(f.ry) € V2 = {end(r') € Ends(X3) |1’ € ‘77:2},

donde para f,r1 un rayo propio que emana de f(xz¢) y estd en Xo:
1’/;2 = {r"| firi(n,00),7'(n, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos de X\ B(f(xo),n)}.

Luego, note que:
7Y V2 = {end(r) € Ends(Xy) | f(end(r)) € V2},

= {end(r) € Ends(X,) | end(f.r) € V2},

Note que si end(r) € f-1(V.?), entonces end(f.r) estd en V.2, por lo que fir1(n,00), fur(n,oo)
estan en la misma componente conexa por caminos de X\ B(f(zg), n), luego dado que la imagen de todo
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k-camino bajo f es un ck + b-camino, r(n’,00) y r1(n’,00) estdn en la misma componente conexa de
X\B(zg,n), por lo que end(r1), end(r) € f-1(V,?) lo que implica que

fAVE =V = {end(r') € Ends(X1) |7 € {/;1,},
donde:

V5L ={r"| ri(n,00),7'(n,00) estdn en la misma componente conexa por caminos de X\ B(zo,n’)}.
Entonces end(ry) € an,, de donde se sigue que f. es una funcién continua.

En vista de que f: X; — X5 es una cuasi-isometria, existe g: Xo — X7 la cuasi-inversa de f. Esta
g induce de manera similar una funcién continua:

ge: Ends(Xy) — Ends(X;)
end(r) — end(g.r)

De modo que para todo end(r) € Ends(X;):

ge © fe(end(r)) = ge(fe(end(r))) = ge((end(fsr))) = end(g« o fir) = end((g o f)«r).

Luego dado f o g es la composicién de una cuasi-isometria y su cuasi-inversa (por tanto una cuasi-
isometria), esta composicion estd a distancia finita de la identidad y por la proposicién|4.2.14} entonces:

ge © fe(end(r)) = end((g o f)«r) = end(r).

Por lo tanto g. o fe = idppqs(x,), Y de manera completamente andloga, se tiene que que fe o ge =
id Ends(X,)- Y POr consiguiente, fe es un homeomorfismo entre Ends(X1) y Ends(Xs).
Mas atin, si f y g son dos cuasi-isometrias de X1, la composicién f o g es también una cuasi-isometria
de X;. Por tanto f. o gc = (f o g)., y en efecto, QZ(X;) — Homeo(Ends(X1)) es un homomorfismo.
O

Como se vi6 en los ejemplos [.2.3] [4.2.8] y 4.2.9] existen grupos con uno, dos o una infinidad de fines,
una pregunta natural es, si existe un grupo finitamente generado cuyo nimero de fines sea alglin natural
mayor a 2, la respuesta a esta interrogante la da el matematico aleman Heinz Hopf (1894-1971) en un texto
titulado “Enden offener Raume und unendliche diskontinuirliche Gruppen”entre 1943 y 1944 con el siguiente
teorema.

Teorema 4.2.16. Si G es grupo finitamente generado, entonces G tiene 0, 1, 2 o un infinidad de fines.

Demostracion. Para esta demostracién se procederd por contrarreciproca. Dado G un grupo finitamente
generado por un conjunto S,y C := Cay(G, S) que denota al grafo de Cayley de G respecto a S. Supongase
que G tiene una cantidad finita de fines e, eo, - - - , €, para algin n € N mayor a dos.

Si es « la accién por translacion izquierda de G en si mismo; dicha accidn serd entonces una accidn por
isometrias en C, que induce un homomorfismo de G a los homeomorfismos del espacio de fines de C.

v:G— Isom(G) — Homeo(Ends(C))

g— fg: G — G +— fe,: Ends(C) — Ends(C)

go—> g+ go end(r) — end(g - r)
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Como Ends(G) es un conjunto finito, el nimero de biyecciones de Ends(G) en si mismo es finito, mas
aun dado que todo homeomorfismo es en particular una biyeccién, entonces Homeo(Ends(C)) es finito.
Por lo tanto Im(y) = {fe, € Homeo(Ends(C)): 39 € G : v(g9) = f,} que es un subconjunto de
Homeo(Ends(C)), es un conjunto finito.

~Y

Del Segundo Teorema de Isomorfismos se sabe que G/ker(v) = Im(~), por tanto H := ker(y) es de
indice finito en G.

Considérense tres fines distintos eq, ez, e3. Y sean r1: [0,00) — C, 72: [0,00) — Cy rh: [0,00) —
C tres rayos propios geodésicos que emanan del vértice identidad 1, tales que end(r1) = ey, end(rz) = e y
end(rh) = es.

Por otro lado, como H es de indice finito en G, entonces es cuasi-denso en G (Teorema [3.2.32)), existe
una constante 4, de modo que para toda n € N, existe un h,, € H tal que:

ds(hp, Té(n)) < .

Asi, a partir de estos puntos se puede definir un rayo r3: [0, 00) — C con end(r3) = e3 (Figura[4.9).de
tal manera que r3(n) = h, y tal que:

ds(1,7r3(n)) > n.

ry

Figura 4.9: Rayos 4 y r3

A continuacién, para toda n € N U {0} llamense 7,, := r3(n), y fijese una constante positiva p tal que
r1(p, 00),r2(p,00) y r3(p, 00) esten en diferentes componentes conexas por caminos de C\B(1, p)(Figura



58 CAPITULO 4. ESPACIO DE FINES

Figura 4.10: r1(p,00),r2(p,00) y r3(p,00) estdn en diferentes componentes conexas por caminos de
C\B(1,p)

Sit,t" > 2p, entonces:
ds(r1(t),m2(t') = 2p,

esto debido a que la distancia de 1 (t)y r2(¢') a la bola B(1,2p) es a lo menos p y todo camino entre estos
puntos debe pasar a través de B(1, p).

Figura 4.11: Si ¢,t' > 2p, entonces dg(r1(t),r2(t")) > 2p

En de vista que para cualquier n se tiene que v,, € H, entonces end(y, -r1) = end(r1) y end(y, -12) =
end(r2). Dada n > 3p, se tiene que v, - r1(0) y vy, - 72(0), estdn en diferentes componentes conexas por
caminos que 1 (p, 00) y ra2(p, 0o) (Figura[d.12). Como B(1, p) separa en componentes conexas por caminos,
entonces 7y, - 71 Y Vn, - T2 pasan por B(1, p). Por lo que para algtnos ¢,t' > 2p sucede que:

dS(fYTL ’ ’f’l(t),")/n ’ TQ(tI)) < 2p7
asi, como 7, actia por isometrias, sucede que:

ds(ri(t), ra(t')) < 2p.
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Figura 4.12: Los puntos r1(t), 72(t) estdn en B(1, p).

Lo cual es una contradiccién y por lo tanto G no tiene una cantinidad finita de fines mayor a 2.
O

Si un grupo finitamente generado tiene una infinidad de fines, es mas que niimerable, este teorema se
debe a John Robert Stallings(1935-2008) sin embargo la prueba de esto rebaza los alcances de esta tesis.

4.3. Dos fines, si y solo si, virtualmente 7Z

Una vez establecido el teorema es posible preguntarse cOmo se ven estos grupos, si un grupo
finitamente generado no tiene fines este es finito, si tiene un fin, por ahora, la pregunta es un misterio. Y si
se piensa en los ejemplos con dos fines que se han revisado, se tienen Z, Z x Z/27Z y R, que cumplen con
ser cuasi-isométricos a Z, de donde se intuye el siguiente teorema, que también se debe a Stallings.

Teorema 4.3.1. Si G es un grupo finitamente generado con dos fines, entonces es virtualmente Z.

Demostracion. Sea G un grupo finitamente generado por un conjunto Sy sea C := Cay(G, S) el grafo de
Cayley de G con respecto a S.
Para fijar notacion los fines de G se llamaréan e; y es.

Note que Homeo(Ends(C)) es un grupo, y dado que Ends(C) tiene tnicamente dos fines, entonces
existen dos homeomorfismos en Homeo(Ends(C)) = {Id,c} donde:
Id: Ends(C) — Ends(C) o: Ends(C) — Ends(C)
er—— el e1 — es
€9 — €9 €2 — €]
De donde se sigue que Homeo(Ends(C)) es un grupo finito.
Ahora, considerando a +y la accién por translacion izquierda de GG en si mismo , una accion por isometrias
en C, es posible inducir un homomorfismo de GG a los homeomorfismos del espacio de fines de C.
v: G— Isom(G) — Homeo(Ends(C))
g fg: G—G +— fe,: Ends(C) — Ends(C)

go—> g+ go end(r) — end(g - r)
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Puesto que Im(y) = {f,, € Homeo(Ends(C)): 3 g € G : v(g) = fe,} es un subconjunto de
Homeo(Ends(C)), entonces esta imagen es un conjunto finito. Luego como consecuencia del Segundo
Teorema de Isomorfismos G/ker(y) = I'm(vy), por lo tanto ker(-y) es de indice finito en G.

Lldmese H := ker(v) y note que:

H:= ]{67“(’7) = {g €eG ‘ feg = IdHomeo(Ends(C))}
={g9e€G|Vend(r) € Ends(C) f,(end(r)) = end(r)}

={ge G|Vend(r) € Ends(C) end(g-r)=end(r)}

Mas atn, en vista de que H es de indice finito se tiene que es cuasi-denso respecto a dg (Teoremg3.2.32)),
por lo que existe u € R™ tal que para todo vértice v € v(C), existe h € H tal que ds(v,h) < p.

Por otro lado como G tiene dos fines, entonces existe un compacto K C C tal que paratodo r; € e; y
T9 € eg, existe N € N de manera que si 71 (N, 00) C C\K y r2(N, 00) C C\K, entonces 71 (N,00) C C1 y
ro(N,00) C Co donde Cy y Co son dos componentes conexas por caminos distintas de C\ K.

Sea B(1, p) la bola con centro en 1 (la identidad de grupo) y radio p un entero tal que K C B(1,p)y
w<p.
Dado que G es un grupo finitamente generado e infinito existe algin vértice w € V/(C) tal que

4p < dg(1, w)(Figura4.13)).

o B(L,p) o

Figura 4.13: Vértice w a distancia mayor que 4p de 1.

Luego, como H es de indice finito en G existe h € H tal que ds(h, w) < p (Véase la Figura[4.14). Asi
tenemos que:

dp < dy(1,w) < dy(1, h) + dy(h,w) < ds(1,h) + p < ds(1, h) + p,
4p < ds(1,h) + p,

3p < ds(1,h).
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O B(1,p) @

Figura 4.14: Vértice h a distancia mayor que 3p de 1.

Por lo tanto B(1, p) (\ B(h, p) = 0.

Sear: [0,00) — C un rayo geodésico que empieza en h, tal que [0, 00) [ B(1, p) = Dy end(r) = e;.
Note que r[0,00) C C1, pues B(1, p) separa en dos componentes conexas por caminos a C y end(r) =

e1(Figura.15).

B(h,p)

=9
=

Figura 4.15: Rayo r tal que B(1, p) N r[0, 00) = 0.

A continuacién, se demuestra que h tiene orden infinito. Para esto se hard induccién sobre la propo-
sicion:||h™|| > 3p. De esto se obtendrd que para todan € N, 1y h™ estdn en componentes conexas por
caminos distintas y como corolario que |h"|| > ||h"~1|| > 3p.

Lema 4.3.2. Sea r como anteriormente, entonces 1 y r(p, 00) estdn en componentes conexas por caminos
distintas de C\ B(h, p), en particular 1 # h2.

Demostracion. Sea r': [0,00) — C un rayo geodésico que empieza en 1, tal que end(r’) # end(r) y
1[0, 00) N B(h, p) = 0. Dado que h € H, se tiene que h~! - r es un rayo geodésico que empieza en 1y tal
que end(r) = end(h~" - r)(Figura|4.16).
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“ B(h,p)
o B(1,p) e

=9
=

hl-r

Figura 4.16: Rayos v, 7’ y h=1 - r.

Supéngase que 1 € h - C1.

Como la accién de h en G es por isometrias y B(1, p) separa a C en dos componente conexas por
caminos, entonces h - B(1, p) = B(h, p) vaaseparara h-Cen h-C} y h - Cy dos componente conexas por
caminos.

Tras la accién de h, se tiene que h - ' es un rayo geodésico que empiezaen h, que h - h™' - r = r es un
rayo geodésico que empieza en h, también que h - r’'(p,00) C h - Co y que end(r’) = end(h - r')(Figura

A.T7).
h-C2 B(h,p)

Figura 4.17: La accién de h sobre la figuraid.16

De esto tltimo, se sigue que para todo K subconjunto compacto de h - C = C, existe M € R™ tal
que h - 1'[M,00) C h-C\Kyyr'[M,00) C h-C\Kj estdn en la misma componente conexa, esto por la
definicion de que h - v’ y v’ representen el mismo fin.

En particular, existe un typ € (p,00) tal que 7/(tg,00) y h - 1/(t9, 00) esten en la misma componente
conexa por caminos de h - C\B(h, p).

Dado que h - r'(p,00) C h - Cy entonces 7’/ (tg,00) C h - Cy. En virtud de que /(0) = 1 € h- Cy,
como 7' (tg) € h-Cyy B(h, p) separan a h - C en dos componentes conexas por caminos, entonces existe un
t1 € [0,00) tal que '(t1) € B(h,p), es decir [0, 00) (| B(h, p) # 0 lo cual es una contradiccién de que
r'[0,00)B(h,p) =0.Asil ¢ h-Clyh-r(p,00) € h-CI.

Por lo tanto 1 y 7(p, 00) estdn en componentes conexas por caminos distintas de C\ B(h, p).

0

Corolario 4.3.3. Los vértices 1 y h? estdn en componentes conexas por caminos distintas de C\ B(h, p).

Demostracion. Llamense G (C) al conjunto de rayos propios que emanan de h.
Por otro lado; se tenia que B(1, p) N r[0,00) = () y como h actda por isometrias, entonces B(h, p) N h -
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r]0,00) = (). Ademds, por definicion de h, se tiene que end(r) = end(h-r), entonces para p, existe T' € R,
tal que para toda t > T, existe r(t) = x1, 22, -+ , k1,2 = h - r(t) un k-camino en C\ B(h, p) (Figura
[4.18). Dado que r[p, 0o) estd en - C (lema anteior), en particular () € h - Cy. Luego puesto que B(h, p)
divide en dos componentes conexas por caminos y B(h, p) Nh-r[0,c0) = (), entonces h-7(t) y h-7(0) = h?
estan en h - C1. Del lema anterior se tiene que 1 € h - Cy. Por lo tanto 1 y h? estdn en componentes conexas
por caminos distintas.

B(#.p)
a ic hZ hr
° o
i . g —

Figura 4.18: El vértice h? y [0, 00) estdn en la misma componente conexa por caminos.

Corolario 4.3.4. Sea h como anteriormente, entonces ||| < ||h?|| , en particular k3 # 1.

Demostracion. Como C es geodésico existe «v : [0, L] — C una geodésica que empieza en 1 y termina en
h2. Ademas, dado que B(h, p) separa a C en dos componentes, entonces [0, L] pasa por B(h, p), por lo
tanto existe z € B(h, p) () «[0, L], de modo que ds(h,x) = ( < p (Véase la figura@.19).

B(I B(h?%,p)

5p) Cl
= B(h,p)

Figura 4.19: Geodésica «

Ademis por la desigualdad del tridngulo, existe y € «[0, L] dentro de B(h, p), tal que ds(x,y) = p — ¢
y ds(z,y) < ds(1,z) (Figura|4.20). Llamese z al vértice en [0, L] tal que ds(z,1) = p. Sean k = ds(z,y)
y € = ds(1, h) — 2p (Figura|4.20); observe que:
ds(1,h) < ds(1,z) + ds(x,h)  por la desigualdad del tridngulo

2p+e9 < p+r+p—C+(¢  sustituyendoads(l,z) =p+rk+p—Cyads(l,h) =2p+ €
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2p+e0<2p+kK

€0 S K
B(#%,p)
B(Iap) C2 C1
z K ¢
° 2 °
1 & W

Figura 4.20: Geodésica «, punto y a distancia p — ¢ del punto z y z.

De manera andloga, existe ¢y’ € «[0, L] dentro de B(h, p) tal que ds(vy/, ) = p—Cy ds(1,y") > ds(z, 1).
Sean 2’ al vértice en [0, L] tal que ds(2’, h?) = py k' = ds(2',y') (Figura4.21)), entonces:
ds(1,h) = ds(h,h?) < ds(h, x) + ds(2z,h*) por la desigualdad del tridngulo

2p+e0 < p+K +p—C+¢  sustituyendoads(l,z) =p+r+p—C
20+ €0 < 2p+ K

e < K

Ci1

Figura 4.21: Geodésica «, punto 3’ a distancia p — ¢ del punto z y 2’

Por lo tanto |h?|| > 2p+ Kk + K > 2p + €0 = ||h]|, asi 0 < ||h|| < ||h?|]. Obsérvese que si h® = 1,
entonces h? = h™!, por lo que ||h~!|| = ||h|| = ||h?||. De la contrarreciproca de este hecho, se tiene que
como 0 < ||h]| < ||h?||, entonces h3 # 1, es decir, h no tiene orden tres.

U

Lema 4.3.5. Si |[h" 1| > 3p, entonces 1 y h™ estdn en diferentes componentes conexas por caminos de
C\B(h"1, p).
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Demostracién. Dado que ||h"~1|| > 3p, entonces d,(1, h" 1) > 3p; por lo que B(1,p) N B(h" 1, p) = 0.
Sean 7/ como en el lemal4.3.2]y 7,1 un rayo geodésico que empieza en h"~! tal que r,,_1(0,00) () B(1, p) =
0, end(r') # end(rp—1) y rn—1: [0,00) C C (Figura|4.22).

C B{.p) Ci B(h.p)
° v n-1
h ;’lz ;” g h:p-z Wl

Figura 4.22: Rayos 1’ y r,, 1

Considérese también a (h"~ 1) Lr,_1:[0,00) —= C, el cual es rayo geodésico que empieza en 1y tal

que end(r,_1) = end((h" 1)t r,_1) (Flgura-

C B(Z.p) = B(h,p)
p , m (hn—]) 1 V”_]
w h h? W . R

Figura 4.23: Rayos r/,r,,_1y (R* 1)~ g,

Ya que la accién de h"~! en C es por isometrias, entonces B(h" !, p) separa en dos componentes
conexas por caminos A"~ - Cy y A"~ Cy aC\B(h" ™1, p). Ademds h" ! -7, _1[0,00) C A" 1.4

Supéngase que bajo la accién de h™ ! sobre C, 1 € b1 . (4.

En vista de que h € H, sucede que end(h™~! - 7') = end(r') # end(rp—1) = end((h" 1)~ - r,_1)y
también que h" 1 - 7/(p, 00) C h"~1 . Cy (Figural4.24).

hl-Ca B(h"_l,p) h1-C1
) hnlop vl
h 2 3 W2 \ 1
N o :

Figura 4.24: La acci6n de h" ! sobre la figura[4.23]

Como h"~! .7/ y ¢/ representan el mismo fin, por definicién para todo K’ subconjunto compacto de
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h"L. C, existe M’ € RY tal que A" ! - 7/[M,00) C h"~ 1. C\K'y'[M’,00) C h"~!.C\K' estinen la
misma componente conexa, es decir en AL O,

Dado que 7' (0) = 1 € h"~ 1.y, entonces existe t,_1 € (p, c0) tal que 7/ (¢, _1,00) y h" L7/ (t,_1,00)
estdn en la misma componente conexa por caminos de K"~ - C/B(h"~ 1, p).

Ahora, en tanto que 7' (t,,_1) € k" 1-Cq y que B(h" !, p) separan a "~ ! -C en dos componentes cone-
Xas por caminos, entonces existe unt,, € [0, oo) tal que r'(t,,) € B(h" 1, p), es decir [0, 00) (Y B(h" 71, p) #
(). Esto es una contradiccién ya que r'[0, 00) () B(h" !, p) = (). Porloque 1 € k" 1-Coy b1 .r(p, 00) €
h"~1. C1. Por consiguiente, debido a que h -, _1(0) = h-h"~t = h™ € h"~1. C} sucede que 1y h™ estdn
en componentes conexas por caminos distintas de C\ B(h" ™1, p).

1. o B(h"'l,p) h!-Cy

1 h h2 h 3 ) ]’.Z"'Z h

Figura 4.25: Los vértices 1 y A" estdn en componentes conexas por caminos distintas.

Corolario 4.3.6. Si |[h" || > 3p, entonces ||h"| > ||A" Y] > 3p.

Demostracion. La demostracion de este corolario es andloga a la demostracion del Corolario 4.3.4] (Véase

la Figura [4.26).

hn-l. C2 hn—] -C1

};H

Figura 4.26: Geodésica «, punto y a distancia p — ¢ del punto x y punto 2

Como consecuencia de todo lo anterior para cualquier n € N sucede que:
A" > [[A" Y| > [|h"~2|| > ... > ||h|| > 3p > 0, en particular ||h"|| # 0, asi h es de orden infinito.

Es fécil ver que (h) es isomorfo Z puesto que:
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0: (h) — Z
1—0
h? — 2
Es un homorfismo de grupos biyectivo, es decir un isomorfismo.

A continuacion, resta demostrar que (h) es de indice finito en G. Para esto es suficiente demostrar que

(h) es cuasi-denso en G.
Dentro de las bolas con centro en elementos de (h) y radio p hay un niimero finito de puntos. En seguida,

se demostrara que “entre” dichas bolas hay también un nimero finito de puntos.
Definanse para todan € N los conjuntos de puntos entre las bolas B(h™, p) y B(h™1, p) de la siguiente

forma:

M, = (K™ - Cy N " Co)\(B(A™, p) U B(h™ ™, p)).

Como cada B(h™, p) estd contenida en el interior de h™ - C, entonces cada M, debe tener tinicamente

una sola componente conexa por caminos.

Supdngase que paracadan € N, existe una cantidad infinita de puntos en M,,, digamos po, p1, * * - , Pk, Pk+1, * *
Luego, constriyase un rayo 7: [0, 00) — M, de la siguiente manera (Figura 4.27):

[0,

00) —
[ 71)}_>p0
[172)’—>p1
)

[2,3) — pa

B(h,p)
Ma:=h"-Crohl-Ca B(hlp W Cl

D 7

Figura 4.27: Rayo 7 contenido en M,

n-C2
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Asi, si B C M, es un conjunto acotado, entonces este contendra una cantidad finita de puntos, por lo que
#~Y(B) = {t € [0,00) : #(t) € B} serd una unién finita de intervalos acotados, y por tanto un subconjunto
acotado de [0, c0). De donde se tiene que 7 es un rayo propio.

Ahora, considérense un rayo propio r; que emana de k"1 tal que end(r1) = ey y r1(p,00) C h"F1.
C (Figura . Ulteriormente, se tiene que 71 N h"*1 . Cy # () y # N h"TL . Oy = (), entonces para toda

€ [0,00) pasa que 71(t) y 7(t) estdn en diferentes componentes conexas por caminos de C\B(h""!, p),
por lo tando end(r1) # end(7).

e B(h"p) B Oy

O /G

Figura4.28: ri NA"T . Cy £ Qyrnh™H . CL =0

Por otro lado, si se toma un rayo propio r2 que emana de h™ y tal que r3(p, 00) C h"™ - Cy (Figura|4.29),
entonces sucede que ro A" - Cy # By # N A" - Cy = (), por lo que end(rq) # end(7).

B(i",p) .y
B(h”” h Ci

D JC

Figura4.29: ro NA™ - Co Dy 7+ N A" - Co =)

De lo anterior se sabe que end(ry) # end(#) y end(rs) # end(7), lo cual es una contradiccion, dado que
C tiene inicamente dos fines, por lo tanto M,, es un conjunto finito de puntos. Asi, si se define k,, := |M,,],
dado que H actia por isometria en C, se tiene que para toda 7, j € N, sucede que k; = k;.Luego, llamese
i := ky. Como el nimero de puntos dentro de las bolas es finito y también el nimero de puntos entre estas,
entonces para toda g € G, existe h € (h) tal que ds(g, h) < u + p. Por lo tanto h € (h) es cuasi-denso en

G, de donde se tiene que h € (h) es de indice finito en G.
O

4.4. Cuasi-isométrico a Z entonces virtualmente Z

Si G un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces por la proposicion #.2.15] hay un
homeomorfismo entre Ends(G) y Ends(Z), luego como Z tiene dos fines, entonces G también tiene dos
fines y por el teorema .31} entonces G es cuasi-isométrico a Z. Por lo tanto se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 4.4.1. Si GG un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces es virtualmente Z.
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Capitulo 5

Conclusion.

En general la idea en los problemas de rigidez es la siguiente:

Definicion 5.0.1. Un grupo G es virtualmente isomorfo a otro grupo (g2, si existen subgrupos de indice
finito H; < G; y subgrupos normales F; < G; con i € {1,2} tales que los cocientes Hy/F; y Ha/F5 son
isomorfos.

Un grupo G es virtualmente P, si es virtualmente isomorfo a un grupo con la propiedad P (con P una
propiedad para grupos o algin grupo).

En especial, si P es una propiedad de grupos, un grupo es virtualmente P, si contiene un subgrupo de
indice finito con la propiedad P.

Como consecuencia del Lema de Schwarz-Milnor cuasi-isométrico implica virtualmente isomorfo, sin
embargo el converso no siempre es verdad. Cuando el converso, virtualmente implica cuasi-isométrico se
cumple, entonces se dice que un grupo es cuasi-isométricamente rigido. Particularmente en esta tesis se
reviso el caso de los grupos finitamente generados virtualmente Z, es decir, los grupos finitamente gene-
rados GG virtualmente isomorfos a Z, donde H; es un subrgupo de indice finito isomorfo a Z, Hy = Z 'y
Fy, = F» = {e}. En este caso, como el converso es cierto, es decir, que un grupo G finitamente generado
cuasi-isométrico a Z es virtualmente Z (virtualmente ciclico infinito), se tiene que G es cuasi-isométrica-
mente rigido a Z.

Ahora bien, a lo largo de este texto, se desarolld la teoria necesaria para demostrar la suficiencia y la ne-
cesidad de la rigidez cuasi-isométrica de Z (Teorema[3.2.35)), que dice, que todo grupo finitamente generado
G, es cuasi-isométrico a Z, si y s6lo si, es virtualmente Z. Esto establece una equivalencia entre ser virtual-
mente Z, que es una propiedad algebraica, y ser cuasi-isométrico a Z, que es una propiedad geométrica. En
particular, se vié que en el caso de los grupos finitamente generados, el nimero de fines de un espacio métri-
co es invariante bajo cuasi-isometrias. El camino que se siguié para demostrar este primer caso de rigidez
en resumen fue asi: que todo grupo finitamente virtualmente 7Z, es cuasi-isométrico a Z (Teorema [3.5.2)) ,
es consecuencia del Lema de Schwarz-Milnor (3.4.1) y del corolario [3.5.1] que dice que todo subgrupo de
indice finito es cuasi-isométrico al grupo ambiente, en especial si un grupo finitamente generado tiene un
subgrupo de indice finito isomorfo a Z (es virtualmente Z), este es cuasi-isométrico a Z. En el otro sentido,
para ver que todo grupo finitamente generado que es cuasi-isométrico a Z, es virtualmente Z. Primero se de-
finié y estudié el espacio de fines de un espacio métrico (en particular un grupo con la métrica de las palabras
asociado a su grafo de Cayley). Luego, se obtuvo que toda cuasi-isomeria induce un homeomorfismo en el
espacio de fines de un grupo (Proposicién§.3.1), esto aunado al teorema[4.2.16] que establece que un grupo
finitamente generado tiene 0,1,2 o una infinidad de fines, deja como resultado que todo grupo finitamente
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generado con dos fines es virtualmente Z, asi todo grupo finitamente generado cuasi-isométrico a Z tiene
dos fines y por tanto es virtualmente Z.

Con este primer caso en mente, tiene sentido preguntarse por la rigidez cuasi-isométrica para otros tipos
de grupos finitamente generados, por ejemplo cilicos, abelianos, libres, etc. Una buena lista de ejemplos,
no ejemplos y problemas abiertos de rigidez cuasi-isométrica para grupos finitamente generados pueden
consultarde en [[6] pdg.10-11. Mientras que la rigidez cuasi-isométrica de grupos no finitamente generados
es un problema es abierto, por ejemplo:

Dados a,b € ZT\{1}. Si d, y dj son métricas en Z con respecto a los conjunto generadores infinitos
A = {a'}2, y B = {b'}5°, respectivamente, es un problema abierto si (Z,d,) y (Z,dp), son cuasi-
isométricos.
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