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VI ÍNDICE GENERAL



Capı́tulo 1

Introducción

A statement that holds for all finitely genera-
ted groups has to be either trivial or wrong.

atribuida a Mikhail Gromov.

En este trabajo se presenta una introducción a la teorı́a geométrica de grupos y se resuelve un problema
clásico de rigidez cuasi-isométrica.

Un primer intento por entender, formalizar y escribir geometrı́a fue el de Euclides, quien alrededor del
300 a.C. escribió de manera axiomática sus Elementos. En su primer libro comienza con cinco axiomas,
luego desarrolla una teorı́a de triángulos y cuadriláteros, dentro de la cual estudia los ángulos de dichos
polı́gonos. El segundo libro de Euclides es sobre álgebra geométrica, en este trata la ley de cosenos. Para
el sexto libro estudia semejanza y proporciones. Y en el libro 12 trata la medición de figuras. Es ası́ como
Euclides escribe uno de los primeros tratados geométricos y en particular el primero desarrollado de forma
axiomática. En estos libros Euclides estudia algunos invariantes geométricos, ángulos, áreas, semejanzas,
congruencias, etc. Sin embargo por muchos siglos el estudio de la geometrı́a seguirá siendo de manera simi-
lar.

Hasta que alrededor del siglo XVI con el surgimiento del álgebra moderna se construyen nuevos mo-
delos geométricos, entre ellos el de la geometrı́a analı́tica (que es un modelo euclidiano por cumplir con
los 5 postulados de Euclides). La geometrı́a analı́tica sustituye las construcciones con regla y compas, por
funciones y el antiguo dibujo por un plano cartesiano. La conmensurabilidad y congruencia en este sistema
se solucionan utilizando la norma para medir segmentos y los grados para medir ángulos.

Dentro de este modelo es posible trazar lı́neas, circunferencias e intersectar objetos de esta geometrı́a,
permitiendo lograr las mismas construcciones de la geometrı́a euclidiana, pero a partir de ecuaciones, puntos
ordenados en el espacio y con la ventaja de una métrica.

Posteriormente, como resultado de muchos años de dificultades y dudas alrededor del quinto postulado
de Euclides, János Boljai y Nikolái Lobachevsky comienzan a sospechar, y más tarde se dan cuenta, que
no existe una única geometrı́a, que a partir de las negaciones del quinto postulado de Euclides es posible
desarrollar dos nuevas geometrias, la geometrı́a hiperbólica y la geometrı́a elı́ptica.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

A finales del siglo XIX Felix Klein presentó el Programa de Erlangen en el que explica la importancia del
concepto de grupo para la clasificación de las geometrı́as. Klein propone una nueva visión de la geometrı́a
en la que establece que:

”Dado un espacio geométrico y algún grupo de transformaciones, una geometrı́a es el estudio de aque-
llas propiedades del espacio geométrico dado que permanecen invariantes bajo las transformaciones de este
grupo. En otras palabras, toda geometrı́a es la teorı́a de invariantes de un grupo de transformaciones dado.”

La teorı́a geométrica de grupos surge como una continuación del programa de Erlangen. Esta, tiene co-
mo objetivo estudiar las interacciones algebraicas y geométricas de los grupos. Un pionero de esta área es
Max Dehn quien durante el siglo XX utiliza ideas geométricas y topológicas para estudiar grupos discre-
tos. Usualmente la teorı́a geométrica de grupos toma un objeto algebraico (grupo) y lo relaciona con objeto
geométrico (en de caso de esta tesis, un grafo), para posteriormente estudiar las propiedades tanto algebraicas
como geométricas del objeto y las relaciones entre ellas. A continuación, se estudian los invariantes geométri-
cos del objeto que se obtuvo en la asignación anterior, lo cual permite trasladar términos geométricos como
geodésicas, curvas, volumen y otros a la teorı́a de grupos. A posteriori, se compara el comportamiento de
estos invariantes con el comportamiento algebraico del grupo y las relaciones que se obtienen entre estos.

Este trabajo presenta un primer ejemplo relativamente simple de estas técnicas de la teorı́a geométrica
de grupos. Primero se recuerdan algunos preliminares de la teorı́a de grupos y grafos. Posteriormente, se
trata a los grupos finitamente generados, se les asocia con un grafo de Cayley que resultará un espacio
métrico con la métrica de las palabras. Luego se estudian algunas transformaciones geométricas a través de
isometrı́as, encajes bi-Lipchitz y cuasi-isometrı́as. De estos se obtiene una relación entre la cuasi-densidad
(una propiedad geométrica) y los subgrupos de ı́ndice finito (una propiedad algebráica). Más tarde, el teorema
fundamental de la teorı́a geométrica grupos, también llamado el Lema Schwarz-Milnor, resulta ser un vı́nculo
entre el ı́ndice finito y las cuasi-isometrı́as, que da pie a los problemas de rigidez cuasi-isométrica, que tratan
equivalencias entre cuasi-isometrı́as y subgrupos de ı́ndice finito con alguna propiedad. Después de varios
ejemplos particulares será natural preguntarse, para el caso especı́fico de Z (un grupo cı́clico infinito) qué
grupos son cuasi-isométricos a Z y cuándo un grupo contiene una copia isomorfa a Z de ı́ndice finito. La
relación entre estas dos preguntas es lo que llamaremos la rigidez cuasi-isometrica de Z. Dada por el siguiente
teorema:

Teorema 3.2.35 Todo grupo finitamente generadoG es cuasi-isométrico a Z, si y sólo si, es virtualmente
Z.

Donde se exhibe que son equivalentes ser virtualmente Z (contener una copia isomorfa de ı́ndice finito
de Z), una propiedad algebraica y ser cuasi-isométrico a Z, una propiedad geométrica.

Para mostrar la suficiencia de este teorema, primero se definen geodésicas, cuasi-geodésicas y se estudia
el comportamiento de algunas acciones de grupos (conjuntos de tranformaciones geométricas con ciertas
propiedades). Con todos estos pertrechos se logra dar una demostración para el poderoso Lema de Schwarz-
Milnor, mismo que a patir de una buena acción (cocompacta y propiamente discontinua) permite determinar
un conjunto de generadores para un grupo y un conjunto de cuasi-isometrı́as para un espacio métrico. Como
corolario se obtiene que todo subgrupo de un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico al grupo am-
biente, y por tanto que un grupo finitamente generado que es virtualmente Z, es cuasi-isométrico a Z.

Para la necesidad; si un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces es virtualmente
Z, se estudia el espacio de fines de un espacio métrico. Este espacio de fines, permite determinar el número
de formas de ir al infinito. En Z hay dos; caminar a la derecha, o bien caminar a la izquierda. Aquı́ la
pregunta será si siempre que un grupo es cuasi-isométrico a Z existen sólo dos maneras de ir al infinito.
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Como respuesta se obtiene que toda cuasi-isometrı́a induce un homeomorfismo entre los respectivos espacios
de fines. Y por consiguiente, si un grupo es cuasi-isométrico a Z, tiene dos fines. Finalmente se demuestra
que si un espacio métrico tiene dos fines entonces es virtualmente Z.
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Capı́tulo 2

Preliminares

2.1. Introducción

Groups, as men, will be known by their ac-
tions

Guillermo Moreno.

Para 1870 Felix Klein ya habı́a desarrollado un versión nueva de la geometrı́a, desde el punto de vista de
la teorı́a de grupos. Durante el periodo comprendido entre 1880 y 1920, como resultado del trabajo de Art-
hur Cayley, Walther von Dyck , Max Dehn , Jakob Nielsen, Otto Schreier y Egbert van Kampen, se estudió
a los grupos a través de presentaciones. Esto darı́a origen a la teorı́a combinatoria de grupos de la cual se
desprende la teorı́a geométrica de grupos.

En este capı́tulo, primero se estudı́an las acciones de grupo, que son en cierto sentido equivalentes a
representaciones de grupo. Estas acciones posteriormente permitirán estudiar como es que se comporta un
cierto conjunto de transformaciones de algún objeto.

En 1878 Arthur Cayley (1821-1895) un matemático británico, quien diera la definición moderna de
grupo, introdujo el concepto de grafo de Cayley para grupos finitos. Más tarde, entre 1909 y 1910, Dehn
introdujo de nuevo este concepto, y llamó “Gruppenbild”(Gruppen que es grupos y Bild que significa pintura,
bibujo, diagrama, ilustración) a estos grafos. En este texto, se dan algunos conceptos básicos de la teorı́a de
grafos. Luego, se presenta a los grafos de Cayley, como la herramienta que permite relacionar a los grupos,
que son objetos algebraicos, con un objeto geométrico. Más aún, a estos grafos se les puede dotar de una
métrica, la métrica usual de grafos, misma que va a coincidir con la métrica de las palabras del grupo. Y
finalmente, se ve cómo es que son las acciones de grupo en grafos de Cayley.

2.2. Acciones de Grupos

Para empezar, se recuerda que es un grupo finitamente generado, dado que este es el tipo grupos que se
va a estudiar.

Definición 2.2.1. Sea G un grupo, S ⊆ G, entonces 〈S〉 el generado de S en G es el mı́nimo subgrupo de
G que contiene a S. Si 〈S〉 = G se dice que S es un conjunto generador para G y si además S es finito,
entonces G es finitamente generado.

5



6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Klein le hizo corresponder a cada geometrı́a un grupo de simetrı́a, que es un grupo de transformaciones
de algún cierto objeto bajo las cuales este es invariante. Siendo ası́ como Klein nota que las transformaciones
geométricas tienen una estructura de grupo. La acciones de grupo son una extensión de la noción de los
grupos de simetrı́a, en la que cada elemento de un grupo actúa como una transformación biyectiva en algún
conjunto dado.

Definición 2.2.2. La acción de un grupo G en un conjunto X es una función:

ϕ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ g · x

tal que para cualesquiera g, h ∈ G, y para todo x ∈ X sucede que (gh) · x = g · (h · x) y e · x = x.

Observación 2.2.3. En particular si:

ϕ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ g · x

Está es una acción por translación izquierda. Mientras que:

ϕ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ x · g

Es una acción por translación derecha.

Otra noción importante para el estudio de transformaciones es la siguiente.

Definición 2.2.4. Si G es un grupo. Una representación de grupo ϕ para G, es un homomorfismo de G al
grupo de automorfismos de X , algún conjunto. Es decir, una función

ϕ : G −→ Aut(X)

g 7−→ ϕg

Tal que para cualesquiera g, h ∈ G se cumple que:

ϕ(gh) = ϕ(g) ◦ ϕ(h).

Obsérvese que si se define a ϕg := g · x, entonces es equivalente tener un representación de grupo y una
acción por translación izquierda.

Ejemplo 2.2.5. Sean G = Z/2Z = {[0], [1]} y X = Z es posible definar una acción de Z/2Z en Z de la
siguiente manera:

ϕ : (Z/2Z)× Z −→ Z

([0], z) 7−→ [0] · z = z

([1], z) 7−→ [1] · z = −z

En efecto, para cualesquiera i, i′ ∈ Z2 y todo z ∈ Z ocurre uno de los siguientes casos.
Si i = i′ = [0], entonces:

(ii′) · z = ([0] + [0]) · z = [0 + 0] · z = [0] · z = z = [0] · z = [0] · ([0] · z) = i · (i′ · z).
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Si i = i′ = 1, entonces:

(ii′) · z = ([1] + [1]) · z = [1 + 1] · z = [0] · z = z = [0] · z = [0] · ([0] · z) = i · (i′ · z).

Si i = 1 y i′ = 0, entonces:

(ii′) · z = ([1] + [0]) · z = [1 + 0] · z = [1] · z = −z = [0] · (−z) = [0] · ([1] · z) = i · (i′ · z).

Si i = 0 y i′ = 1, entonces:

(ii′) · z = ([0] + [1]) · z = [0 + 1] · z = [1] · z = −z = [1] · (z) = [1] · ([0] · z) = i · (i′ · z).

Y además, de la definición de la función se tiene que para todo z ∈ Z, se cumple que [0] · z = z.

Ejemplo 2.2.6. Otro ejemplo es la acción por translación izquierda de Z en R definida como:

ϕ : Z× R −→ R

(z, r) 7−→ z · r = z + r

Dado que para cualesquiera z, z′ ∈ Z y cualquier r ∈ R sucede que:

(z + z′) · r = z + z′ + r = z · (z′ + r) = z · (z′ · r),

y también 0 · r = 0 + r = r.

Ejemplo 2.2.7. Considérese a S3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 1

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)}
el grupo de permutaciones de 3 elementos. A continuación, es posible definir la acción de S3 en un conjunto
S = {s1, s2, s3} de la siguiente manera:

ϕ : S3 × S −→ S((
1 2 3
x y z

)
, s1

)
7−→ sx((

1 2 3
x y z

)
, s2

)
7−→ sy((

1 2 3
x y z

)
, s3

)
7−→ sz

A continuación se dan algunas nociones que permiten estudiar la dinámica de las acciones de grupos.
Una acción de grupo puede desensamblar en órbitas, que forman un espacio de órbitas como sigue:

Definición 2.2.8. Si G es un grupo que actúa sobre un conjunto X . La órbita de un elemento x ∈ X con
respecto a la acción de G, es el conjunto:

G · x := {g · x | g ∈ G}.

El espacio de órbitas, también llamado el cociente de X debido a la acción de G, es el conjunto:

G\X := {G · x | x ∈ X}.

A posteriori, dado un elemento en un conjunto se estudian los elementos del grupo que fijan a dicho
elemento bajo la acción, y también a los elementos del conjunto que quedan fijos bajo la acción del grupo.
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Definición 2.2.9. Sea G un grupo que actúa sobre un conjunto X . El grupo estabilizador de un elemento
x ∈ X con respecto a la acción de G, está dado por:

Gx := {g ∈ G | g · x = x}.

Obsérvese que Gx es en efecto un grupo (un subgrupo de G).

El conjunto de puntos fijos bajo g ∈ G (es decir, el conjunto de elementos de X que permanecen
invariantes bajo la acción de G), se define como:

Xg := {x ∈ X | g · x = x},

de manera más general, si H ⊂ G, entonces se escribe:

XH :=
⋂
h∈H

Xh.

La acción de G en X tendrá un punto fijo global si XG 6= ∅.

Ejemplo 2.2.10. Considérese la acción del ejemplo 2.2.5, en éste, la órbita de cualesquier z ∈ Z es:

Z/2Z · z = {g · z | g ∈ Z/2Z} = {[0] · z, [1] · z} = {z,−z}.

El espacio de órbitas es:

(Z/2Z)\Z = {Z/2Z · z | z ∈ Z} = {{z,−z} | z ∈ Z}.

Para cualquier z ∈ Z el estabilizador es el grupo trivial.
El conjunto de puntos fijos bajo [0] está dado por:

Z[0] = {z ∈ Z | [0] · z = z} = Z,

y bajo [1] se tiene:
Z[1] = {z ∈ Z | [1] · z = z} = ∅,

por lo que el conjunto de puntos fijos globales es vacı́o.

Ejemplo 2.2.11. Para el ejemplo 2.2.6. La órbita de algún r ∈ R es de la forma:

Z · r = {z · r | z ∈ Z} = {z + r | z ∈ Z} = {· · · ,−2 + r,−1 + r, 0 + r, 1 + r, 2 + r, · · · }.

El espacio de órbitas es:
Z\R = {Z · r | r ∈ R}.

Dado r ∈ R, el grupo estabilizador de r es el grupo trivial.
El conjunto de puntos fijos de 0 es R, mientras que el conjunto de puntos fijo para algún z ∈ Z\{0} es vacı́o,
y por lo tanto el conjunto de puntos fijos globales es también vacı́o.

Ejemplo 2.2.12. En el ejemplo 2.2.9, para i ∈ {1, 2, 3} las órbitas son de la forma:

S3 · si = {s1, s2, s3},

El espacio de órbitas está dado como:
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S3\S = {{s1, s2, s3}}.

Para los grupos estabilizadores de los elementos de S son:

S3s1 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)}

S3s2 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)}

S3s3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)}
.

Algunos ejemplos de conjuntos de puntos fijos para a :=

(
1 2 3
1 2 3

)
, b :=

(
1 2 3
1 3 2

)
y c :=(

1 2 3
3 1 2

)
son Sa = {s1, s2, s3}, Sb = {s1} y Sc = ∅.

En especial, serán de interés las acciones bajo las cuales ningún elemento del grupo fija a ningún ele-
mento de conjunto (acciones libres).

Definición 2.2.13. Sea G un grupo y X un conjunto, la acción de G en X es libre si para toda g ∈ G\{e}
y cualquiera x ∈ X se tiene que g · x 6= x. Es decir, una acción es libre, si y sólo si, cualquier elemento no
trivial del grupo actúa sin fijar elementos del conjunto.

Ejemplo 2.2.14. Considérese la acción por translación izquierda de un grupo G en sı́ mismo.

ϕ : G×G −→ G

(g, h) 7−→ g · h := gh

Supóngase que esta acción no es libre, de modo que existe un elemento g0 no trivial cuya acción fija a
elementos del G, es decir para g ∈ G:

g0 · g = g0g = g.

Por consiguiente:

g0g = g,

g0gg
−1 = g−1g,

g0 = e.

Lo cual es una contradicción, puesto que g0 es un elemento no trivial del grupo. Por lo tanto la acción
por transalción izquierda de un grupo en sı́ mismo es siempre libre.
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2.3. Grafos de Cayley

2.3.1. Introducción

El famosos artı́culo del matemático alemán Leonhard Euler (1707-1783) sobre los siete puentes de
Königsberg escrito en 1736, es considerado el primer artı́culo y el que darı́a origen a la teorı́a de grafos
como una nueva área de las matemáticas. Sin embargo, las técnicas modernas para el dibujo de grafos (como
vértices y aristas), no surgirı́an hasta finales del siglo XVIII y principios del sigo XIX. Por ejemplo, en 1857
William Rowan Hamilton (1805-1865) con el propósito de estudiar las de un icosaedro inventa un tablero de
juego como el de la figura 2.1.

Figura 2.1: Icosain Game de Hamilton, 1857.

También en 1857 Arthur Cayley presenta la figura 2.2 en un árticlo titulado On the Theory of Analytical
Forms Called Trees. Cayley sentı́a una fuerte pasión por la botánica, en 1881 en uno de sus árticulos escribe:

“In a tree of N knots, selecting any knot at pleasure as a root, the tree may be regarded as springing from
this root, and it is then called a root-tree.”

Figura 2.2: Imagen de On the Theory of Analytical Forms Called Trees de Cayley, 1857.

En esta sección se estudian algunos conceptos básicos de la teorı́a de grafos, con la intención de explanar
a los grafos de Cayley. Mismos que serán los objetos geométricos que se asocian a los grupos.

Definición 2.3.1. Un grafo simplicial es un par G = (V,E) de conjuntos, donde E es un conjunto de
subconjuntos de exactamente dos elementos distintos de V , es decir:

E ⊆ [V ]2 = {e | e ∈ P(V ) : |e| = 2}.
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Los elementos del conjunto V se llaman vértices y los elementos de E se llaman aristas.

Definición 2.3.2. Dado un grafo (V,E). Dos vértices v, v′ ∈ V son adyacentes si están unidos por una
arista, es decir, si existe {v, v′} ∈ E.

El grado de un vértice es el número de vértices adyacentes a este.

A continuación, se verán un par de ejemplos que ilustran estas definiciones.

Ejemplo 2.3.3. Sea G un grafo con vértices V = {a, b, c, d} y aristas E = {{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, a}}.
Los vértices a y b son adyacentes, ya que la arista {a, b} ∈ E. El grado del vértice a es dos, dado que es

un vértice adyacente a los vértices b y c.

Figura 2.3: Grafo con vértices V y aristas E.

Ejemplo 2.3.4. Sea G′ el grafo con vértices V ′ = {a, b, c, d, f, g, h} y cuyo conjunto de aristas esta dado
como E′ = {{a, c}, {b, c}, {b, g}, {c, d}, {c, e}, {c, g}, {d, e}, {e, f}, {f, g}}. Los vértices c y g son adya-
centes, mientras que c y h no lo son, y tampoco c y g. El vértice c tiene grado cinco, el vértice h tiene grado
cero y el vértice a tiene grado uno.

Figura 2.4: Grafo con vértices V ′ y aristas E′

Ejemplo 2.3.5. Defı́nase a G′′ como el grafo con vértices V ′′ = {a, b, c, d, e} y cuyo conjunto de aristas es
E′′ = {{a, b}, {a, c}, {b, d}, {b, e}}. Los vértices a y b son adyacentes, dado que {a, b} ∈ E′′. Mientras que
b y c no son adyacentes, puesto que {b, c} /∈ E′′. El vértice b tiene grado tres, a tiene grado dos y d, c y e
tienen grado uno.

Figura 2.5: Grafo con vértices V ′′ = {a, b, c, d, e} y aristas E′′ = {{a, b}, {a, c}, {b, d}, {b, e}}.

Las siguientes definiciones son terminos geométricos necesarias para estudiar las propiedades de cone-
xidad en grafos y serán de gran utilidad más adelante.
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Definición 2.3.6. Sea G = (V,E) un grafo. Para n ∈ N ∪ {∞}. Un camino de longitud n en G es una
sucesión v0, · · · , vn de vértices diferentes v0, · · · , vn ∈ V , con la propiedad de que {vj , vj+1} ∈ E para
toda j ∈ {0, 1, · · · , n− 1}; si n ≤ ∞, entonces se dice que el camino conecta los vértices v0 y vn.

El grafo G es un grafo conexo si cualesquiera dos de sus vértices pueden conectarse por un camino finito.

Para n ∈ N\{1, 2}. Un ciclo de longitud n en G es una sucesión v0, · · · , vn−1 de vértices diferentes
v0, · · · , vn−1 ∈ V , en la que {v0, vn−1} ∈ E, y además, para toda j ∈ {0, 1, · · · , n − 2} se cumple que
{vj , vj+1} ∈ E.

Ejemplo 2.3.7. Considérese a G el grafo del ejemplo 2.3.3. El camino a, b, d conecta al vértice a con el
vértice b y es de longitud dos. Este grafo conexo y a, b, c, d es un ciclo de longitud cuatro en G.

Figura 2.6: Camino a, b, d y ciclo a, b, c, d.

Ejemplo 2.3.8. En G′ el grafo del ejemplo 2.3.4. Tanto el camino a, c, d, e, f, g de longitud cinco, como el
camino a, c, g de longitud dos, unen a los vértices a con g (Figura 2.7). Para los vértices a y c, el camino de
longitud uno que los conecta es a, c. No existe un camino que una a los vértices d y h, por lo que G′ no es
conexo (Figura 2.8).

Figura 2.7: Caminos a, c, d, e, f, g y a, c, g que unen los vértices a y g.

Figura 2.8: Camino a, c entre a y c. No existen aristas que permitan unir a h con ningún vértice.
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La sucesión c, d, e, f, g, b es un ciclo de longitud seis en G′. Y c, b, g es un ciclo de longitud tres (Figura
2.9).

Figura 2.9: Ciclos c, d, e, f, g, b y c, b, g.

Ejemplo 2.3.9. El grafo G′′ del ejemplo 2.3.5 es un grafo conexo, sin ciclos.

Si se observa el siguiente par de grafos (Figura2.10), es posible preguntarse acerca de la relación que
tienen estos grafos, dado que el conjunto de vértices y aristas es muy similar.

Figura 2.10: Un par de grafos que se parecen.

La siguiente definición nos permite establecer una relación entre ellos.

Definición 2.3.10. Dados G = (V,E) y G′ = (V ′, E′) dos grafos, estos serán grafos isomorfos, si existe un
isomorfismo de grafos entre ellos, es decir, si existe una biyección f : V −→ V ′ tal que para todo v, w ∈ E
se cumple que {v, w} ∈ V , si y sólo si {f(v), f(w)} ∈ E′.

Ejemplo 2.3.11. Para los grafos de la figura 2.10, la función tal que f(a) = a′, f(b) = b′, f(c) = c′, f(d) =
d′, f(e) = e′ definida entre sus vértices es un isomorfismo de grafos.

Dado un conjunto generador para un grupo, es posible organizar su estructura a través de un grafo:

Definición 2.3.12. Sea G un grupo y S ⊂ G un conjunto generador de G. Entonces el grafo de Cayley de
G con respecto al conjunto generador S es el grafo Cay(G,S) donde el conjunto de vértices es G y el
conjunto de aristas es:

{{g, g · s}|g ∈ G, s ∈ (S ∪ S−1)− {e}},

es decir, existe una arista entre dos vértices g, h, si y sólo si g−1h es un elemento no trivial de S ∪ S−1.

Ejemplo 2.3.13. En Cay(Z, {1}) (Figura 2.11) el conjunto de vértices es Z, y entre 2 y 3 existe una arista
ya que {2, 2 + 1} = {2, 3}. Mientras que en Cay(Z, {2, 3}) (Figura 2.12) no existe una arista entre 2 y 3,
sin embargo si existe una arista entre 0 y 3, de la forma {0, 0 + 3}.
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Figura 2.11: Cay(Z, {1})

Figura 2.12: Cay(Z, {2, 3}).

Ejemplo 2.3.14. La figura 2.13muestra los grafos de Cayley de grupos del tipo Z/nZ con conjunto genera-
dor {[1]}.

Figura 2.13: Grafos de Cayley de grupos Z/nZ con generador {[1]} para n ∈ {2, 3, 4, 5, 7}.

Ejemplo 2.3.15. Sea S3 el grupo de permutaciones de tres elementos y sean S = {(12), (123)}, S′ =
{(12), (23)} conjuntos generadores para S3, la figura 2.15 muestra sus respectivos grafos de Cayley.

Figura 2.14: Grafos de Cayley de S3
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Ejemplo 2.3.16. El grupo libre en dos generadores F2, es aquel grupo cuyos elementos son secuencias de
elementos de {a, b} y sus inversos, y cuya operación binaria es la concatenación de dichas secuencias. Y
cuyo grafo de Cayley se muestra en la figura 2.15.

Figura 2.15: Cay(F2, {a, b})

2.4. Grupos como espacios métricos

Hasta aquı́, se ha logrado relacionar a los grupos con un objeto geométrico, por lo que ahora es de interés
dotar con alguna estructura topológica más rica a estos objetos geométricos. Dado el concepto de camino
dentro de un grafo, es posible establecer una noción de distancia.

Definición 2.4.1. Dado G = (E, V ) un grafo, la distancia dG(v, v′) entre v, v′ ∈ V dos vértices es el
longitud del camino más corto en G que conecta v con v′.

Esta distancia induce una métrica sobre un grafo, si y sólo si, el grafo es conexo. En el caso de los grafos
de Cayley (que son siempre conexos) coincide con la métrica de las palabras de un grupo respecto a un
generador definida como:

Definición 2.4.2. Sea G un grupo y S ⊂ G un conjunto generador de G. La métrica de las palabras ds en
G con resperto a S es la métrica en G asociada con el grafo Cay(G,S), en otras palabras para cualesquiera
g, h ∈ G se tiene que:

ds(g, h) = min{n ∈ N | ∃s1, s2, · · · , sn ∈ S ∪ S−1 g−1 · h = s1 · s2 · · · · · sn}
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2.5. Acciones de grupos en grafos de Cayley

Una vez relacionado un grupo con un grafo, se estudiaran los invariantes geométricos de dicho grafo a
través de acciones de grupo.

Definición 2.5.1. Sea G un grupo y (E, V ) un grafo, la acción de G en (E, V ) por isomorfismos γ : G −→
Aut((E, V )) es una acción libre sobre el grafo (E, V ), si para toda g ∈ G sucede que para cualquier vértice
v ∈ V pasa que γ(g)(v) 6= v y además, para cualquier arista {v, v′} ∈ E se cumple que {γ(g)(v), γ(g)(v′)} 6=
{v, v′}.

Teorema 2.5.2. SeaG un grupo finitamente generado por un conjunto S. La acción por translación izquierda
de G en Cay(G,S) es libre, si y sólo si, S no contiene elementos de orden dos.

Demostración. De manera equivalente se puede demostrar que la acción por translación izquierda de G en
Cay(G,S) no es libre, si y sólo si, S contiene elementos de orden dos.
⇒] Supóngase que la acción por translación izquierda de G en Cay(G,S) no es libre. La acción por

izquierda siempre es libre sobre los vértices (ejemplo 2.2.14), ası́ resta fijarse en la acción sobre las aristas.
Dada una arista {v, v′} se cumple que v′ = vs con s ∈ S∪S−1\{e}. Ası́ se tiene que g·{v, v′} = {g·v, g·v′}.
Luego, como la acción no es libre existe g ∈ G tal que fija aristas, por lo que ocurren los siguientes casos:

Sucede que {g · v, g · v′} = {v, v′}, con g · v = gv = v y g · v′ = gv′ = v′, por lo tanto g = e.

Sucede que {g · v, g · v′} = {v′, v}, con g · v = v′ y g · v′ = v, por consiguiente:

v = g · v′ = g · (vs) = gvs′ = (gv) · s = (g · v) · s = v′ · s = (vs) · s = vss = vs2.

Por lo tanto s2 = e, pero como s 6= e entonces S tiene un elemento de orden 2.

⇐] Supóngase que S contiene un elemento de orden dos, entonces s · {e, s} = {s, s2} = {s, e}, es
decir, la acción de s en {e, s} lo fija por lo que la acción no es libre.

Ejemplo 2.5.3. Considérese a C = {x ∈ C |x = in con n ∈ N}, este grupo es libremente generado por i y
es de la forma C = {1, i,−1,−i}. El grafo Cay(C, {i}) es:

Figura 2.16: Acción por translación izquierda de C en Cay(C, {i})

Ejemplo 2.5.4. Un ejemplo de acción no libre, es la acción por translación izquierda de Z/2Z sobre
Cay(Z/2Z, {(0, [1]), (1, [0])}):
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Figura 2.17: Cay(Z× Z/2Z, {(0, [1]), (1, [0])}).

Note que:

(0, [1]) · {(0, [0]), (0, [1])} = {(0, [1]) · (0, [0]), (0, [1]) · (0, [1])} =

{(0 + 0, [1 + 0]) · (0 + 0, [1 + 1])} = {(0, [1]), (0, [0])}.

Más aún, para cualquier z ∈ Z:

(0, [1]) · {(z, [0]), (z, [1])} = {(z, [1]), (z, [0])} = {(z, [0]), (z, [1])},

por lo que {(z, [0]), (z, [1])} queda fijo bajo la acción.

Una vez dotados de estructura topológica (métrica) estos grafos, serán de especial interés los siguientes
tipos de acciones:

Definición 2.5.5. Sea G un grupo y (X, τx) un espacio topológico. Una acción de G en X es propia si para
todo K ⊂ X compacto el conjunto {g ∈ G | (g ·K)

⋂
K 6= ∅} es finito.

Definición 2.5.6. Sea G un grupo y (X, τx) un espacio topológico. Una acción de G en X es cocompacta,
si existe un K ⊂ X compacto tal que:

G ·K :=
⋃
g∈G

g ·K = X

Ejemplo 2.5.7. Considérese la acción por translación izquierda de Z sobre R definida como en el ejemplo
2.2.6. SiK es un subconjunto compacto de R en particular es cerrado y acotado, por lo que existe un intervalo
I := (r − µ, r + µ) con r ∈ K y µ ∈ Z+ tal que que K ⊆ I . Luego, si z ∈ (−µ, µ) ∩ Z, entonces:

(z · I) ∩ I 6= ∅,

(z + r − µ, z + r + µ) ∩ (r − µ, r + µ) 6= ∅.

Por otro lado si z ∈ Z\(−µ, µ), entonces:

(z · I) ∩ I = ∅,

(z + r − µ, z + r + µ) ∩ (r − µ, r + µ) = ∅.

Por consiguiente:
|{g ∈ G | g ·K ∩K 6= ∅}| ≤ 2µ+ 1,
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Figura 2.18: Z translaciones de I .

de donde se sigue que la acción de Z sobre R que es propiamente discontinua.
Además, note que el intervalo [−1, 1] es un subconjunto compacto de R tal que:

Z · [−1, 1] =
⋃
z∈Z

z · [−1, 1] = R,

ası́ pues, ésta acción es también cocompacta.

Figura 2.19: Z de [−1, 1] cubren a todo R.



Capı́tulo 3

Cuasi-isometrı́as y geodésicas

3.1. Introducción

Y le explicó que la belleza de una recta es
inalcanzable, porque en en ella están disueltas
todas las curvas, todas las trampas, en nom-
bre de un orden clemente y justo. Es algo que
las carreteras pueden hacer le dijo, pero que
en cambio no existe en la vida. Porque el co-
razón de los hombres no corre recto, y no hay
orden, tal vez, en su caminar. Luego dejó de
hablar, y permaneció largo rato en silencio,
preguntándose de dónde le vendrı́an aquellas
palabras.

Alessandro Baricco
Esta historia

En la secciones anteriores se relacionó a los grupos finitamente generados, por algún conjunto S (objetos
algebraicos), con sus respectivos grafos de CayleyCay(G,S) (objetos geométricos). Más aún, a estos grafos
se los dotó con la métrica de las palabras que coincide con la métrica de grafos, pero depende de S. En este
capı́tulo se estudian las transformaciones entre objetos geométricos. Se comienza con las isometrı́as, éstas se
generalizan y se estudian los encajes bi-Lipschitz y cuasi-isometrı́as.

3.2. Encajes y equivalencias

3.2.1. Encajes isométricos

Como hace Euclides y más tarde Hilbert con la geometrı́a neutral, es natural estudiar movimientos rı́gi-
dos, es decir, transformaciones que preservan distancia. En este caso la definición de encaje isométrico es
más general, puesto que no solamente estudia automorfismos/endomorfismos, si no transformaciones entre
espacios métricos distintos.

Definición 3.2.1. Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos, una función f : X −→ Y entre ellos es un
encaje isométrico si para cualesquiera x, x′ ∈ X:

19
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dX(x, x′) = dY (f(x), f(x′)).

La función f es una isometrı́a, si es un encaje isométrico para el cual existe otro encaje isométrico
g : Y −→ X tal que:

f ◦ g = idY g ◦ f = idX

Estos encajes son transformaciones que preservan distancia. Son inyectivos y continuos con la topologı́a
inducida por la métrica.

A continuación, se ilustra con algunos ejemplos sencillos que en efecto, estas transformaciones son mo-
vimientos rı́gidos en grafos de Cayley y en R2, a saber, translaciones, rotaciones o reflexiones.

En este primer ejemplo se muestra una translación, que es también un ejemplo de una acción por trans-
lación izquierda de Z en sı́ mismo.

Ejemplo 3.2.2. Considérese a Z como un grupo aditivo y a z0 un elemento fijo pero arbitrario de este. La
función:

f : Cay(Z, {1}) −→ Cay(Z, {1})

z 7−→ z0 + z

Es un encaje isométrico, puesto que para cualesquiera vértices z, z′ ∈ Cay(Z, {1}) :

d{1}(z, z
′) = d{1}(f(z), f(z′)) = d{1}(z0 + z, z0 + z′).

Figura 3.1: f : Cay(Z, {1}) −→ Cay(Z, {1})

Más aún, f es un isometrı́a, dado que existe una función g:

g : Cay(Z, {1}) −→ Cay(Z, {1})

z 7−→ −z0 + z

y se cumple que f ◦ g = idCay(Z,{1}) y f ◦ g = idCay(Z,{2,3}).

Obsérvese que un encaje isométrico es una isometrı́a, si y sólo si, es biyectivo. Además las isometrı́as
son funciones continuas.

En el siguiente ejemplo se exhibe una reflexión, entre los semiplanos superior e inferior.

Ejemplo 3.2.3. Los conjuntos

H1 = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0},
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H2 = {(x, y) ∈ R2 | y ≤ 0}.
Dotados con la métrica heredada de R2 son dos espacios métricos distintos. La función:

f : H1 −→ H2

(x, y) 7−→ (x,−y)

Cumple lo siguiente para cualesquiera (x, y), (x′, y′) ∈ H1:

d((x, y), (x′, y′)) =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 = d((x,−y), (x′,−y′)) = d(f(x, y), f(x′, y′)).

Con lo que se verifica que f es un encaje isométrico. Además, existe un encaje isométrico inverso g de
la forma:

g : H2 −→ H1

(x, y) 7−→ (x,−y)

Por lo que, g ◦ f = idH1 y f ◦ g = idH2 . Y ası́ se cumple que f es una isometrı́a.

Figura 3.2: Encajes isométricos f y g.

Ejemplo 3.2.4. Considérese a los conjuntos

Z1 = {(x, y) ∈ Z2 | y ≥ 0},

Z2 = {(x, y) ∈ Z2 | y ≤ 0}.
A estos puede dotarseles con la métrica heredada del grafo de Cay{Z2, {(1, 0), (0, 1)}}. Llámese S =

{(1, 0), (0, 1)}, de modo que para cualesquiera (x, y), (x′, y′)Z2:

dS((x, y), (x′, y′)) = (|x− x′| − 1) + (|y − y′| − 1).

La función:
f : Z1 −→ Z2

(x, y) 7−→ (x,−y)

Es una isometrı́a, ya que para cualesquiera (x, y), (x′, y′) ∈ Z2:

dS((x, y), (x′, y′)) = (|x− x′| − 1) + (|y − y′| − 1) = dS((x,−y), (x′,−y′)) = dS(f(x, y), f(x′, y′)).

De la misma manera se define a:
g : Z2 −→ Z1

(x, y) 7−→ (x,−y)

En consecuencia se satisface que f ◦ g = idZ2 = g ◦ f . Por lo que f es una isometrı́a.
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3.2.2. Encajes bi-Lipschitz

Una noción más general que las isometrı́as son los encajes bi-Lipschitz, llamados ası́ en honor a Rudolf
Lipschitz, un matemático alemán que vivió de 1832 a 1903, quien fue asesor doctoral de Felix Klein. En
1864 Lipschitz define condiciones de la forma:

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.

Posteriormente, en 1876 trabaja condiciones del mismo tipo en espacios Rn para trabajar con coeficientes y
soluciones de ecuaciones diferenciales. Más tarde, para tratar con problemas de contractibilidad y continui-
dad se utilizan condiciones de la forma:

1

K
|x− y| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.

En esta sección, se estudian transformaciones de este tipo, con la intención de tener una noción de si-
milaridad geométrica más laxa que las isometrı́as. Las condiciones Lipschitz admiten un error multipliativo,
que permite observar la formas a gran escala y no todos los detalles locales. De manera intuitiva, los encajes
bi-Lipschitz posibilitan reconocer objetos geométricos parecidos salvo por una diferencia de tamaño.

Particularmente, la motivicacı́on para estudiar encajes bi-Lipschitz será, como se vió anteriormente, que
los grafos de Cayley dependen siempre de la métrica inducida por un conjunto generador. Un primer ejemplo
de que estos grafos no son iguales, ni isométricos, a pesar de representar al mismo grupo son los grafos
Cay(Z, {1}) y Cay(Z, {2, 3}).

Figura 3.3: Cay(Z, {2, 3})

Figura 3.4: Cay(Z, {1})

En este sentido, las equivalencias bi-Lipschitz serán de interés, ya que permitirán relacionar los grafos
de Cayley de un mismo grupo generado por distintos conjuntos finitos.

Definición 3.2.5. Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos. Una función f : X −→ Y entre ellos, es
un encaje bi-Lipschitz, si existe una constante c ∈ R+, tal que para cualesquiera x, x′ ∈ X:

1

c
· dX(x, x′) ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ c · dX(x, x′).

La función f es una equivalencia bi-Lipschitz, si es un encaje bi-Lipschitz para el cual existe una
bi-Lipschitz-inversa, es decir, si existe un encaje bi-Lipschitz g : Y −→ X tal que:
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f ◦ g = idY g ◦ f = idX

Luego, dos espacios métricos serán bi-Lipschitz equivalentes si existe una equivalencia bi-Lipschitz entre
ellos.

Los encajes bi-Lipschitz son inyectivos, además toda equivalencia bi-Lipschitz es un homeomorfismo
con respecto a la topologı́a inducida por la métrica. Y más aún, un encaje bi-Lipschitz es una equivalencia
bi-Lipschitz, si y sólo si, es biyectivo.

El siguiente ejemplo muestra como los encaje bi-Lipschitz permiten preservar formas, salvo una dife-
rencia de escala en estas. En particular, se hace evidente como en el plano las transformaciones bi-Lipschitz
convierten bolas, en bolas de distinto tamaño.

Ejemplo 3.2.6. Si a > 1 es una constante fija, la siguiente función f : B((0, 0), 1) −→ B((0, 0), 1) es una
equivalencia bi-Lipschitz entre B((0, 0), 1) y B((0, 0), a) vistas como subespacios métricos de R2.

f : B((0, 0), 1) −→ B((0, 0), a)

(x, y) 7−→ (ax, ay)

Para cualesquiera (x, y), (x′, y′) ∈ B((0, 0), 1):

d((x, y), (x′, y′)) =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2,

y por otro lado:

d((f(x, y), f(x′, y′)) =
√

(ax− ax′)2 + (ay − ay′)2 = a
√

(x− x′)2 + (y − y′)2.

De donde, para c := a+ 1:

1

a+ 1
·
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 ≤ a
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 ≤ (a+ 1) · (a
√

(x− x′)2 + (y − y′)2),

1

c
· d((x, y), (x′, y′)) ≤ d((f(x, y), f(x′, y′)) ≤ c · d((x, y), (x′, y′)).

Por lo que en efecto f es un encaje bi-Lipschitz y es posible definir otra función g que sea la bi-Lipschitz-
inversa de la siguiente forma:

g : B((0, 0), a) −→ B((0, 0), 1)

(x, y) 7−→
(x
a
,
y

a

)
Ésta cumple que:

d((x, y), (x′, y′)) =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2,

d((g(x, y), g(x′, y′)) =

√(
x

a
− x′

a

)2

+

(
y

a
− y′

a

)2

=
1

a

√
(x− x′)2 + (y − y′)2.

Ası́, para c′ := a+ 1:

1

a+ 1
·
√

((x− x′)2 + (y − y′)2) ≤ 1

a

√
(x− x′)2 + (y − y′)2 ≤ a+ 1 ·

√
(x− x′)2 + (y − y′)2,
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1

c′
· d((x, y), (x′, y′)) ≤ d((g(x, y), g(x′, y′)) ≤ c′ · d((x, y), (x′, y′)).

Finalmente note que para toda (x, y) ∈ B((0, 0), 1) y toda (x′, y′) ∈ B((0, 0), a):

f ◦ g((x, y)) = f

((
1

a
x,

1

a
y

))
=
(a
a
x,
a

a
y
)

= (x, y),

g ◦ f((x′, y′)) = g((ax′, ay′)) =
(a
a
x′,

a

a
y′
)

= (x′, y′).

En conclusión f es un encaje bi-Lipschitz, ya que f ◦ g = id
B((0,0),a)

y g ◦ f = id
B((0,0),1)

.

Figura 3.5: Encajes bi-Lipschitz f y g.

Ejemplo 3.2.7. Toda contracción o expansión es una equivalencia bi-Lipschitz.

Anteriormente, se relacionó a los grupos finitamente generados con sus grafos de Cayley que eran espa-
cios métricos, lo cual permite determinar cuando un grupo es bi-Lipschitz equivalente a un espacio métrico.
Obsérvese que la definición de los encajes bi-Lipschitz entre un grupo y un espacio métrico dependerán del
conjunto generador S del grupo.

Definición 3.2.8. Un grupo G finitamente generado es bi-Lipschitz equivalente a un espacio métrico
(X, d), si para algún conjunto generador S de G, el espacio métrico (G, dS) es bi-Lipschitz equivalente a
(X, d).

En el siguiente ejemplo se evidencia que Cay(Z, {1}) y Cay(Z, {2, 3}) a pesar de ser grafos de Cayley
del mismo grupo, no son isométricos. Pero si son bi-Lipschitz equivalentes.

Figura 3.6: Cay(Z, {2, 3}).
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Figura 3.7: Cay(Z, {1}).

Ejemplo 3.2.9. Los grafos Cay(Z, {1}) y Cay(Z, {2, 3}) no son isométricos, puesto que:

1 = d{1}(0, 1) 6= d{2,3}(0, 1) = 2.

La distancia en Cay(Z, {1}) está dada de la siguiente manera:

d{1}(z, z
′) = |z − z′|,

mientras que la distancia en Cay(Z, {2, 3}) está dada como:

d{2,3}(z, z
′) =



|z − z′|
3

si |z − z′| ≡ 0 mod 3

(
|z − z′| − 1

3

)
+ 2 si |z − z′| ≡ 1 mod 3

(
|z − z′| − 2

3

)
+ 1 si |z − z′| ≡ 2 mod 3

(3.1)

Figura 3.8: Como | − 3 + 3| = 0 entonces d{2,3}(−3, 3) = 3.

Figura 3.9: Puesto que | − 3− 1| = 4 ≡ 1 mod 3, entonces d{2,3}(−3, 1) =
4− 1

3
+ 2 = 3

Figura 3.10: Dado que | − 3− 2| = 5 ≡ 2 mod 3, entonces d{2,3}(−3, 2) =
5− 2

3
+ 1 = 2
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Si idZ : Cay(Z, {1}) −→ Cay(Z, {2, 3}) es la función identidad, esta es una equivalencia bi-Lipschitz
para una constante c := 3, esto se debe a que para cualesquiera z, z′ ∈ Z:

1

3
· |z − z′| ≤ |z − z

′|
3

≤ 3 · |z − z′|,

1

3
· |z − z′| ≤

(
|z − z′| − 1

3

)
+ 2 ≤ 3 · |z − z′|,

1

3
· |z − z′| ≤ |

(
|z − z′| − 2

3

)
+ 1 ≤ 3 · |z − z′|.

De manera análoga idZ : Cay(Z, {2, 3}) −→ Cay(Z, {1}), es la bi-Lipschitz inversa, en vista de que:

1

3
· |z − z

′|
3

≤ |z − z′| ≤ 3 · |z − z
′|

3
,

1

3
·
(
|z − z′| − 1

3

)
+ 2 ≤ |z − z′| ≤ 3 ·

(
|z − z′| − 1

3

)
+ 2,

1

3
·
(
|z − z′| − 2

3

)
+ 1 ≤ |z − z′| ≤ 3 ·

(
|z − z′| − 2

3

)
+ 1.

Por lo tanto Cay(Z, {1}) y Cay(Z, {2, 3}) son bi-Lipschitz equivalentes.

El resultado de este ejemplo se puede generalizar, para obtener que la identidad siempre es una equiva-
lencia bi-Lipschitz entre los grafos de Cayley de un mismo grupo.

Proposición 3.2.10. Sean G un grupo finitamente generado, y S, S′ conjuntos generadores finitos de G.

1) El morfismo identidad idG es una equivalencia bi-Lipschitz entre (G, dS) y (G, dS′).

2) En particular, todo espacio métrico (X, d) que es bi-Lipschitz equivalente a (G, dS), es también bi-
Lipschitz equivalente a (G, dS′) (con los mismos morfismos).

Demostración. 1) En vista de que S es finito, es posible definir a:

c := max{dS′(e, s) | s ∈ S ∪ S},

que es también finito. Luego, dados g, h ∈ G y n := dS(g, h). Para algunos s1, · · · , sn ∈ S ∪ S es posible
escribir g−1h = s1 · · · sn. Por construcción dS′ es invariante bajo translaciones izquierdas, por tanto:

dS′(g, h) = dS′(e, g−1h) = dS′(g, gs1 · · · sn).

A continuación, por la desigualdad del triángulo:

dS′(g, h) = dS′(g, gs1 · · · sn) ≤ dS′(g, gs1) + dS′(gs1, gs1s2 · · · sn),

≤ dS′(g, gs1) + dS′(gs1, gs1s2) + dS′(gs1s2, g1s1s2 · · · sn),

≤ dS′(g, gs1) + dS′(gs1, gs1s2) + · · ·+ dS′(gs1 · · ·n−1 , gs1 · · · sn),

= dS′(e, s1) + dS′(e, s2) + · · ·+ dS′(e, sn),

≤ c · n,

= c · dS(g, h).
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De manera similar intercambiando S por S′ se obtiene el otro lado de la desigualdad, lo que implica que
idG : (G, dS) −→ (G, dS′) es una equivalencia bi-Lipschitz.

2) Si X es bi-Lipschitz equivalente a (G, dS), existe una f equivalencia bi-Lipschitz, entonces f com-
puesta con idG : (G, dS) −→ (G, dS′) será una equivalencia bi-Lipschtiz entre (X, d) y (G, dS′).

Las equivalencias bi-Lipschitz permiten relacionar los grafos de Cayley de un mismo grupo dotados con
métricas de las palabras que dependen de conjuntos generadores finitos distintos. Una pregunta interesan-
te es, si los grafos de Cayley de grupos dotados con métricas de las palabras que dependen de conjuntos
generadores infinitos distintos son bi-Lipschtz equivalentes o si hay alguna noción más laxa que permita
relacionarlos. La respuesta a esta interrogante es compleja. En la siguiente sección se abordará una idea
más general de equivalencia, que además permitirá estudiar nociones de gran escala en grafos de Cayley de
grupos distintos.

3.2.3. Encajes cuasi-isométricos

Las cuasi-isometrı́as no solamente admiten un error multiplicativo, sino que admiten, además un error
aditivo, esto permite preservar menos estructra local. Una motivación inicial surge de preguntarse, qué tipo
de equivalencia hay entre Z y R, y qué relaciones hay entre grafos de Cayley de grupos y otros espacios
métricos.

Antes de definir qué es un cuasi-isometrı́a, es preciso definir cuándo dos funciones están a distancia
finita, una definición auxiliar.

Definición 3.2.11. Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos. Una función f : X −→ Y está a distancia
finita de otra función g : X −→ Y , si existe c ∈ R+ tal que para toda x ∈ X:

dY (f(x), g(x)) < c.

Definición 3.2.12. Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos, una función f : X −→ Y es un encaje
cuasi-isométrico, si existen c ∈ R+ y b ∈ R+

⋃
{0} tales que para cualesquiera x, x′ ∈ X :

1

c
· dX(x, x′)− b ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ c · dX(x, x′) + b.

Se dice que f es una cuasi-isometrı́a si es un encaje cuasi-isométrico para el cual existe una cuasi-
inversa, es decir, si existe un encaje cuasi-isométrico g : Y −→ X tal que g ◦ f está a distancia finita de
idY y f ◦ g está a distancia finita de idX . Luego dos espacios métricos serán cuasi-isométricos si existe una
cuasi-isometrı́a entre ellos; esto se denotará como X ∼QI Y.

Notación 3.2.13. Si f : X −→ Y es un encaje cuasi-isométrico tal que:

1

c
· dX(x, x′)− b ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ c · dX(x, x′) + b.

Se dirá que f es un encaje (c, b)-cuasi-isométrico, y si es una cuasi-isometrı́a se dirá que es una (c, b)-
cuasi-isometrı́a.

Obsérve que los encajes cuasi-isométricos no son necesariamente inyectivos, ni suprayectivos, ni conti-
nuos. Y también, que todo encaje isométrico y todo encaje bi-Lipschitz son encajes cuasi-isométricos.

Definición 3.2.14. Un grupo G finitamente generado es cuasi-isométrico a un espacio métrico (X, d), si
para algún conjunto generador S de G, el espacio métrico (G, dS) es cuasi-isométrico equivalente a (X, d).
Y esto se denota X ∼QI Y
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Proposición 3.2.15. Sean G un grupo finitamente generado, y S, S′ conjuntos generadores finitos de G.

1) El morfismo identidad idG es una cuasi-isometrı́a entre (G, dS) y (G, dS′).

2) En particular, todo espacio métrico (X, d) que es cuasi-isométrico a (G, dS), es también cuasi-isométri-
co a (G, dS′) (con los mismos morfismos).

La demostración de esta proposición es idéntica a la demostración de la proposición 3.2.10.

Los siguientes son algunos ejemplos de grupos cuasi-isométricos.

Ejemplo 3.2.16. Los grupos Z y Z×Z/2Z son cuasi-isométricos. En efecto, si S = {1} y S′ := {(1, [0]), (0, [1])}
son respectivamente conjuntos generadores. La función:

f : Cay(Z, S) −→ Cay(Z× Z/2Z, S′)

z 7−→ (z, [0])

cumple para cualesquiera z, z′ ∈ Z:

dS(z, z′) = |z − z′| y dS′(f(z), f(z′)) = dS′((z, [0]), (z′, [0])) = |z − z′|.

Luego, para c := 1 y b := 0

1

c
· dS(z, z′)− b ≤ dS′(f(z), f(z′)) ≤ c · dS(z, z′) + b,

la función f es un encaje cuasi-isométrico. Obsérvese que dada:

g : Cay(Z× Z/2Z, S′) −→ Cay(Z, S)

(z, [0]) 7−→ z

(z, [1]) 7−→ z

Si (z, [i]), (z′, [i]) ∈ Cay(Z× Z/2Z, S′) con i ∈ {0, 1} tal que:

dS′((z, [i]), (z′, [i′])) = |z − z′|,

Figura 3.11: Distancia entre dos puntos (z, [i]) y (z′, [i])

y si (z, [i]), (z′, [i]) ∈ Cay(Z× Z/2Z, S′)con i, i′ ∈ {0, 1} tal que i 6= i′:

dS′((z, [i]), (z′, [i′])) = |z − z′|+ 1.
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Figura 3.12: Distancia entre dos puntos (z, [i]) y (z′, [i′]) con i 6= i′

Además, (z, [i]), (z′, [i′]) ∈ Cay(Z× Z/2Z, S′):

dS(g((z, [i])), g((z′, [i′]))) = dS(z, z′) = |z − z′|

.
Entonces para c′ = 2 y b′ = 0:

1

2
· (|z − z′|+ 1)− 0 ≤ |z − z′| ≤ 2 · |z − z′|+ 0,

1

2
· dS′((z, [i]), (z′, [i′]))− b ≤ dS(g((z, [i])), g((z′, [i′]))) ≤ 2 · dS′((z, [i]), (z′, [i′])) + b.

La función g es un encaje cuasi-isométrico, y por último resta verificar que una es cuasi-inversa de la
otra. Para cualesquiera z ∈ Cay(Z, S) y (z, [i]) ∈ Cay(Z× Z/2Z, S′)

f ◦ g((z, [i])) = f(g((z, [i]))) = f(z) = (z, [0]).

Luego:
dS′(f ◦ g((z, [0])), idZ×Z/2Z((z, [i]))) = dS′((z, [0]), (z, [i])) ≤ 1,

La composición f ◦ g está a distancia finita de idZ×Z/2Z. Y también:

g ◦ f(z) = f((z, [0])) = z

Por lo tanto f es una cuasi-isometrı́a, ası́ Z× Z ∼QI Z/2Z.

Observe que f y g son en particular encajes bi-Lipschitz, pero no son una bi-Lipschitz inversa de la otra.
Sin embargo existen funciones tales que Z y Z× Z/2Z, son equivalentes bi-Lipschitz.

Las cuasi-isometrı́as no son necesariamente biyecciones, y permiten relacionar en el sentido de la geo-
metrı́a a gran escala objetos que “se ven igual de lejos ”. En el siguiente ejemplo se muestra que Z y R que
no son biyectivos, son cuasi-isométricos. De manera intuitiva tanto el grafo de Cayley de Z, tanto como R,
se ven como una linea recta. Y lo mismo sucede con los grafos de Z y Z×Z/2Z, que al alejarse lo suficiente
lucen como una recta.

Ejemplo 3.2.17. La identidad es un (2, 1)-encaje cuasi-isométrico entre Cay(Z), {1}) y (R, d) con la métri-
ca euclideana, dado que:

1

2
· d{1}(x, x′)− 1 ≤ d(idZ(x), idZ(x′)) ≤ 2 · d{1}(x, x′) + 1,

1

2
· |x− x′| − 1 ≤ |x− x′| ≤ 2 · |x− x′| + 1 .

La cuasi-inversa de idZ es una función:
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g : R −→ Z

x 7−→ bxc

Esta es también una (2, 1)-cuasi-isometrı́a, ya que:

1

2
· d(x, x′)− 1 ≤ d{1}(g(x), g(x′)) ≤ 2 · d(x, x′) + 1,

1

2
· |x− x′| − 1 ≤ |bxc − bx′c| ≤ 2 · |x− x′| + 1 .

Dado que todo x ∈ Z:
g ◦ idZ(x) = g(idZ(x)) = g(x) = bxc = x.

Y para todo x ∈ R:
idZ ◦ g(x) = idZ(g(x)) = idZ(bxc) = bxc.

Se tiene que:

d(g ◦ idZ(x), idZ(x)) = 0 d{1}(idZ ◦ g(x), idR(x)) < 1,

por lo tanto g está a distancia finita de la identidad y idZ es en efecto una cuasi-isometrı́a.

Una primera pregunta resultado de los ejemplos anteriores es, cuándo un grupo es cuasi-isométrico a Z.
Adicionalmente, surge la pregunta, ¿hay alguna propiedad algebraica que se relacione con esto? Como se
verá más adelante son estas preguntas las que motivan el problema de la rigidez cuasi-isométrica de Z.

Las siguientes proposiciones tratan propiedades inherentes de las cuasi-isometrı́as que serán de utilidad
en el futuro.

Proposición 3.2.18. Sean f : Y −→ Z y g : X −→ Y dos encajes cuasi-isométricos, entonces f ◦ g es un
encaje cuasi-isométrico.

Demostración. Dado que f y g son encajes cuasi-isométricos se tiene que existen c1 ∈ R+ y b1 ∈ R+
⋃
{0}

tales que para cualesquiera x, x′ ∈ X:

1

c1
· dX(x, x′)− b1 ≤ dY (g(x), g(x′)) ≤ c1 · dX(x, x′) + b1.

Y también que existen c2 ∈ R+ y b2 ∈ R+
⋃
{0} tales que para cualesquiera y, y′ ∈ Y :

1

c2
· dY (y, y′)− b2 ≤ dZ(f(y), f(y′)) ≤ c2 · dY (y, y′) + b2.

Si x, x′ ∈ X tales que g(x) = y y g(x′) = y′ para algunos y, y′ ∈ Y , entonces, dado que f es encaje
cuasi-isométrico:

1

c2
· dY (g(x), g(x′))− b2 ≤ dZ(f(g(x)), f(g(x′))) ≤ c2 · dY (g(x), g(x′)) + b2.

Por otro lado, como g es encaje cuasi-isométrico se tienen las siguentes desigualdades:

1

c1
· dX(x, x′)− b1 ≤ dY (g(x), g(x′)),
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1

c1c2
· dX(x, x′)− b1

c2
≤ 1

c2
· dY (g(x), g(x′)),

1

c1c2
· dX(x, x′)− b1

c2
− b2 ≤

1

c2
· dY (g(x), g(x′))− b2.

También:

dY (g(x), g(x′)) ≤ c1 · dX(x, x′) + b1,

c2 · dY (g(x), g(x′)) ≤ c2c1 · dX(x, x′) + c2b1,

c2 · dY (g(x), g(x′)) + b2 ≤ c2c1 · dX(x, x′) + c2b1 + b2.

Por las desigualdades anteriores y dado que f es cuasi-isometrı́a:

1

c1c2
· dX(x, x′)− b1

c2
− b2 ≤

1

c2
· dY (g(x), g(x′))− b2 ≤ dZ(f(g(x)), f(g(x′))),

y
dZ(f(g(x)), f(g(x′))) ≤ c2 · dY (g(x), g(x′)) + b2 ≤ c2c1 · dX(x, x′) + c2b1 + b2,

entonces:

1

c1c2
· dX(x, x′)− b1

c2
− b2 ≤ dZ(f(g(x)), f(g(x′))) ≤ c2c1 · dX(x, x′) + c2b1 + b2,

1

c1c2
· dX(x, x′)− c2b1 − b2 ≤ dZ(f(g(x)), f(g(x′))) ≤ c2c1 · dX(x, x′) + c2b1 + b2.

Ası́, se tiene que existen c := 1
c1c2
∈ R+ y b := c2b1 + b2 ∈ R+ ∪ {0} tales que:

1

c
· dX(x, x′)− b ≤ dZ(f(g(x)), f(g(x′))) ≤ c · dX(x, x′) + b.

Por lo que f ◦ g es un encaje cuasi-isométrico.

Teorema 3.2.19. Sean f : Y −→ Z y g : X −→ Y dos cuasi-isometrı́as, entonces f◦g es un cuasi-isométrı́a.

Demostración. De la proposición anterior se sigue que f ◦ g es un encaje cuasi-isométrico. Además si f ′ y
g′ son las cuasi-inversas de f y g respectivamente, también se sigue que f ′ ◦g′ es un encaje cuasi-isométrico.
Dado que f ◦ g y f ′ ◦ g′ están a distancia finita de las identidades, las composiciones también lo están y por
tanto f ′ ◦ g′ es la cuasi-inversa de f ◦ g.

Las siguientes proposiciones relacionan la distancia finita con las cuasi-isometrı́as.

Proposición 3.2.20. Cualquier función g : X −→ Y a distancia finita de un encaje cuasi-isométrico f : X −→
Y es un encaje cuasi-isométrico.

Demostración. Sea f : X −→ Y un (c, b)-encaje cuasi-isométrico a distancia finita de g : X −→ Y tal que
existe a ∈ R+, de modo que para toda x ∈ X:

dY (f(x), g(x)) ≤ a

Por la desigualdad del triángulo se tiene para cualesquiera x, x′ ∈ X:
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dY (f(x), f(x′)) ≤ dY (f(x), g(x)) + dY (g(x), g(x′)) + dY (g(x′), f(x′)).

Como f es una cuasi-isometrı́ a y está a distancia finita de g:

1

c
· dX(x, x′)− b ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ 2a+ dY (g(x), g(x′)),

1

c
· dX(x, x′)− b− 2a ≤ dY (g(x), g(x′)).

De manera similar, por la desigualdad del triángulo:

dY (g(x), g(x′)) ≤ dY (g(x), f(x)) + dY (f(x)f(x′)) + dY (f(x′), g(x′)).

Entonces, dado que f es una cuasi-isometrı́a y está a distancia finita de g:

dY (g(x), g(x′)) ≤ dY (f(x), f(x′)) + 2a ≤ c · dX(x, x′) + b+ 2a

De lo anterior se tiene:

1

c
· dX(x, x′)− b− 2a ≤ dY (g(x), g(x′)) ≤ c · dX(x, x′) + b+ 2a

Es decir, g es un encaje (c, b+ 2a)-cuasi-isométrico.

Proposición 3.2.21. Cualquier función g : X −→ Y a distancia finita de una cuasi-isometrı́a f : X −→ Y
es un cuasi-isometrı́a.

Demostración. Como se vió anteiormente g : X −→ Y , es un encaje cuasi-isométrico. Solo resta ver que
este tiene una cuasi-inversa. Dado que f : X −→ Y es un cuasi-isometrı́a, ésta tiene una cuasi-inversa
h : Y −→ X tal que:

dY (f ◦ h(y), idY (y)) ≤ c,

dY (h ◦ f(x), idX(x)) ≤ c

Por la desigualdad del triángulo para toda y ∈ Y :

dY (g ◦ h(y), idY (y)) ≤ dY (g ◦ h(y), f ◦ h(y)) + dY (f ◦ h(y), idY (y)).

Por consiguiente, dado que h es cuasi-inversa de g, y además f y g están a distancia finita para alguna
constante c′, entonces:

dY (g ◦ h(y), idY (y)) ≤ c′ + c.

Análogamente como:

dX(h ◦ g(x), idX(x)) ≤ dX(h ◦ g(x), h ◦ f(x)) + dX(h ◦ f(x), idX(x)),

entonces:
dX(h ◦ g(x), idX(x)) ≤ c′ + c.

Ası́ pues, h es una cuasi-inversa de f , por lo cual g es una cuasi-isometrı́a.
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Proposición 3.2.22. Sean (X, dX), (Y, dY ), (Z, dZ) espacios métricos y f, f ′ : X −→ Y funciones a dis-
tancia finita una de la otras. Si g : Z −→ X es función, entonces f ◦ g y f ′ ◦ g están a distancia finita una de
la otra.

Demostración. En vista de que f y f ′ están a distancia finita, existe c ∈ R+ tal que para toda x ∈ X:

dY (f(x), f ′(x)) ≤ c.

Como g es función, para todo y ∈ Y , existe x ∈ X tal que g(y) = x. En consecuencia:

dY (f(g(y)), f ′(g(y))) = dY (f(x), f ′(x)) ≤ c.
Ası́, f ◦ g y f ′ ◦ g están a distancia finita una de la otra.

Proposición 3.2.23. Sean (X, dX), (Y, dY ), (Z, dZ) espacios métricos y f, f ′ : X −→ Y funciones a dis-
tancia finita una de la otra. Si g : Y −→ Z es un encaje cuasi-isométrico, entonces g ◦ f y g ◦ f ′ están a
distancia finita.

Demostración. Dado que f y f ′ son funciones, entonces para toda x ∈ X , existe y, y′ ∈ Y tal que f(x) = y
y f ′(x) = y′, por lo que:

dX(g ◦ f(x), g ◦ f ′(x)) = dX(g(y), g(y′)).

A continuación, como g es una cuasi-isometrı́a, existen c ∈ R+ y b ∈ R+ ∪ {0}, de modo que:

dX(g ◦ f(x), g ◦ f ′(x)) = dX(g(y), g(y′)) ≤ c · dY (y, y′) + b.

En vista de que f y f ′ están a distancia finita, existe a ∈ R+ tal que:

dX(g ◦ f(x), g ◦ f ′(x)) ≤ c · dY (y, y′) + b = c · dY (f(x), f ′(x)) + b ≤ ca+ b.

Por lo tanto, existe una constante k := ca+ b de forma que g ◦ f y g ◦ f ′ están a distancia finita.

La categorı́a QMet′, es aquella en la que ObQMet′ son espacios métricos, los MorQMet′ son encajes
cuasi-isométricos y la ley de composición es la composición usual de funciones.

Definición 3.2.24. La relación ∼ entre f, g ∈ MorQMet′ denotará que f está a distancia finita de g, con
notación f ∼ g.

Proposición 3.2.25. La relación ∼ es un relación de equivalencia en MorQMet′ .

Demostración. Sean (X, dx), (Y, dY ) espacios métricos y f, g, h : X −→ Y

1) f ∼ f (Reflexividad)
Para c = 1 y toda x ∈ X:

0 = dY (f(x), f(x)) ≤ c = 1,

por lo que f está a distancia finita de f, ası́ f ∼ f .

2) Si f ∼ g entonces g ∼ f (Simetrı́a)
Como f ∼ g, entonces existe c ∈ R+ tal que para toda x ∈ X:

dY (f(x), g(x)) ≤ c,

dado que dY es métrica tenemos que:

dY (f(x), g(x)) = dY (g(x), f(x)) ≤ c
por lo tanto g ∼ f .
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3) Si f ∼ g y g ∼ h entonces f ∼ h (Transitividad)
Si f ∼ g y g ∼ h, existen c1, c2 ∈ R+ de modo que para toda x ∈ X:

dY (f(x), g(x)) ≤ c1 y dY (g(x), h(x)) ≤ c2,

entonces para c1 + c2 se cumple que:

dY (f(x), h(x)) ≤ dY (g(x), h(x)) + dY (g(x), h(x)) ≤ c1 + c2.

Ası́, f ∼ h.

Observación 3.2.26. En vista de que estar a distancia finita es una relación de equivalencia, es posible definir
una nueva categorı́a cociente, cuyos objetos son espacios métricos y donde los morfismos entre dos espacios
métricos, son la colección de las clases de equivalencia ∼ de encajes cuasi-isométricos, es decir:

MorQMet := MorQMet′/distancia finita.

Donde la ley de composición está dada como:

MorQMet(Y, Z)×MorQMet(X,Y ) −→ MorQMet(X,Z)

([f ], [g]) 7−→ [f ◦ g]

Definición 3.2.27. Sea (X, d) un espacio métrico, el grupo de cuasi-isometrı́as de X se define como:

QI(X) := AutQMet(X),

esto es, el grupo de cuasi-isometrı́as de X en X módulo distancia finita.

Otra forma de entender la noción de cuasi-isometrı́a, es a partir de una noción de densidad. Esta idea de
densidad será la cuasi-densidad, que de manera intuitiva dice que la imagen de un encaje cuasi-isométrico es
densa.

Definición 3.2.28. Dados dos espacios métricos (X, dX) y (Y, dY ), una función f : X −→ Y entre ellos
tiene imagen cuasi-densa si existe una constante c ∈ R+ tal que para cualesquiera y ∈ Y , existe x ∈ X tal
que:

dY (f(x), y) ≤ c.

La siguiente es una caracterización de las cuasi-isometrı́as en terminos de cuasi-densidad.

Teorema 3.2.29. Una función f : X −→ Y entre dos espacios métricos (X, dX) y (Y, dY ) es una cuasi-
isometrı́a, si y sólo si, f es un encaje cuasi-isométrico con imagen cuasi-densa.

Demostración. ⇒] Si f : X −→ Y es una cuasi-isometrı́a, entonces ésta tiene una cuasi-inversa g : Y −→
X . Por conisguiente, existe una constante c ∈ R+ de modo que f ◦ g está a distancia finia de idY , es decir,
para toda y ∈ Y :

dY (f ◦ g(y), y) ≤ c.

En particular, para toda y ∈ Y , existe x = g(y) tal que:

dY (f(x), y) ≤ c,
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la función f tiene imagen cuasi-densa.
⇐] Supóngase que f : X −→ Y es un encaje (c, b)-cuasi-isométrico con imagen cuasi-densa, por defi-

nición se cumple que para toda x, x′ ∈ X:

1

c
· dX(x, x′)− b ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ c · dX(x, x′) + b

y también que existe a ∈ R+ tal que para toda y ∈ Y :

dY (f(x), y) ≤ a.

Para demostrar que f es una cuasi-isometrı́a es necesario encontrar (construir) una cuasi-inversa para
dicha función.

Por el axioma de elección, podemos definir una función selectora:

g : Y −→ X

y 7−→ xy

tal que satisfaga que para toda y ∈ Y :

dY (f(xy), y) ≤ a.

Por otro lado, se tiene que para cualesquiera y, y′ ∈ Y :

dX(f(y), f(y′) = dX(xy, xy′),

dado que f es una cuasi-isometrı́a:

dX(g(y), g(y′)) = dX(xy, xy′) ≤ c · dY (f(xy), f(xy′)) + cb,

por la desigualdad del triángulo:

c · dY (f(xy), f(xy′)) + cb ≤ c · (dY (f(xy), y) + dy(y, f(xy′))) + cb,

c · dY (f(xy), f(xy′)) + cb ≤ c · (dY (f(xy), y) + dy(y, y
′) + dy(y

′, f(xy′))) + cb.

Entonces, por construcción y elección de g:

c · dY (f(xy), f(xy′)) + cb ≤ c(dy(y, y′) + 2a) + cb.

De manera similar:

dX(g(y), g(y′)) = dX(xy, xy′) ≥
1

c
· dY (f(xy), f(xy′))−

b

c
,

≥ 1

c
(dy(y, y

′)− dY (f(xy), y)− dy(y′, f(xy′)))−
b

c
,

≥ 1

c
(dy(y, y

′)− 2a)− b

c
.

Por lo tanto g es un encaje cuasi-isométrico.

Además, dada la construcción de g se cumple para toda y ∈ Y :

dY (f ◦ g(y), idY (y)) = dY (f(xy), y) ≤ a.
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Para la otra composición. Puesto que f es un encaje cuasi-isométrico, entonces para toda x ∈ X:

dX(g ◦ f(x), idX(x)) = dX(xf(x), x) ≤ c · dY (f(xf(x)), f(x)) + cb ≤ ca+ cb.

Por consiguiente g es el encaje cuasi-inverso de f , por lo cual f es una cuasi-isometrı́a.

Una vez más, podemos llevar estos conceptos a la teorı́a de grupos.

Definición 3.2.30. Si G es un grupo finitamente generado por un conjunto S. Un subgrupo H de G es
cuasi-denso en G si existe c ∈ R+ tal que para cualquier g ∈ G, existe h ∈ H de modo que:

ds(g, h) ≤ c.

Notación 3.2.31. Dado G un grupo finitamente generado por un conjunto S. Si e es la identidad y g un
elemento de G, se denotará como:

‖g‖ := ds(e, g),

donde ds es la métrica de las palabras asociada a S.

De modo intuitivo, el cociente de grupos con respecto a un subgrupo de ı́ndice finito, es como “doblar”al
grupo con respecto al subgrupo, de manera que el número de plieges es finito. Si se piensa en Z por ejemplo
el cocientado con 2Z la idea se ve ası́:

Figura 3.13: Idea del ı́ndice finito, Z cocientado con 2Z.

Note que lo que queda en los plieges (las clases de equivalencia resultado del cociente) es cuasi-denso al
desdoblar. Esta idea se formaliza en el siguiente teorema. Y además nos permite relacionar el concepto de
ı́ndice finito, con la cuasi-densidad que a su vez está intimamente relacionada con las cuasi-isometrı́as.

Teorema 3.2.32. Si G es grupo finitamente generado. Entonces H es un subgrupo de ı́ndice finito en G, si
y sólo si, H es cuasi-denso en G.

Demostración. ⇒] Si G es un grupo finitamente generado por un conjunto S y H es un subgrupo de ı́ndice
finito en G, entonces:

G/H = {g0H, g1H, g2H, · · · , gkH},

donde g0, · · · , gk son un conjunto de representantes para las clases laterales de dicho cociente. Como G es
finitamente generado puede dotársele con la métrica de las palabras respecto a S. Luego, defı́nanse:

n0 := ‖g0‖, n1 := ‖g1‖, · · · , nk−1 := ‖gk−1‖, nk := ‖gk‖,

y también defı́nase a µ := máx{n0, n1 · · · , nk}.
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Dado g ∈ G, este elemento pertenece a alguna clase lateral giH para alguna i ∈ {0, 1, · · · , k}. De tal
forma que g = gih para algún h ∈ H . De donde se sigue que:

ds(g, h) = ds(gih, h) = ds(gi, e) = ‖gi‖ = ni ≤ µ
Por lo tanto, existe µ de modo que para cualesquiera g ∈ G, existe un h ∈ H (puesto que g esta dentro

de una clase lateral y se escribe de la forma gih), tal que ds(g, h) ≤ µ. Lo que significa queH es cuasi-denso
en G.

⇐] Si H es cuasi-denso en G, entonces existe una constante µ tal que para todo g ∈ G, existe h ∈ H de
modo que ds(g, h) ≤ µ. Note que la bola B := B(e, µ) contiene una cantidad finita de elementos.

Luego, las translaciones de H respecto a B son:

H ·B = {H · b | b ∈ B},
que es un conjunto finito. Para cualquier g0 ∈ G, existe h0 ∈ H , que cumple ds(g0, h−10 g0) ≤ µ,

equivalentemente se tiene que, ds(e, h−10 g0) ≤ µ, es decir, g0 ∈ B(g0, h0), si y sólo si h−10 g0 ∈ B. Llámese
b0 := h−10 g0 y note que:

H · b0 = H · h−10 g0 = H · g0.
Ası́, dado que e ∈ H , entonces g0 ∈ H ·g0 = H ·b0 unaB translación deH , de donde g0 ∈ H ·B. Por lo

que las B translaciones de H cubre a G. De lo anterior se tiene que como B es un conjunto finito, entonces
el conjunto de translaciones deH respecto deB es finito (ya que tiene a los más tantas clases laterales, como
elementos tiene B) e igual al conjunto de clases laterales de H en G cuyos representantes son elementos de
B, por lo que H es de ı́ndice finito en G.

Ejemplo 3.2.33. El grupo Z × Z/2Z con grafo de Cayley como en el ejemplo 3.2.16 tiene como subgrupo
a Z× [0] (con Cay(Z× [0], {(1, [0])})) que es cuasi-denso en Z× Z/2Z e isomorfo a Z.

Figura 3.14: Para todo (z, [i]) ∈ Z× Z/2Z con i ∈ {0, 1}, existe (z, [0]) tal que ds((z, [i]), (z, [0])) ≤ 1

En especial, es posible perguntarse por los grupos que tienen un subgrupo de ı́ndice finito isomorfo a Z,
esta propiedad se definirá como:

Definición 3.2.34. Un grupo finitamente generado G, es virtualmente Z, si contiene un subgrupo de ı́ndice
finito isomorfo a Z.

Todo la teorı́a expuesta anteriormente motiva el siguiente resultado:

Teorema 3.2.35. La rigidez cuasi-isométrica de Z.
Todo grupo finitamente generado G, es cuasi-isométrico a Z, si y sólo si, es virtualmente Z.

La rigidez cuasi-isométrica de Z relaciona, ser cuasi-isométrico a Z, que es una propiedad geométrica,
con ser virtualmente Z, que es una propiedad algebraica. De aquı́ en adelante se desarollará la teorı́a necesaria
para demostrar este teorema, y ası́ dar respuesta a las preguntas antes planteadas.
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3.3. Espacios geodésicos y cuasi-geodésicos

Para ver que, si un grupo finitamente generado es virtualmente Z, entonces cuasi-isométrico a Z, se
domostrará el Lema de Schawrz-Milnor, para enunciarlo, es necesario definir antes espacios métricos ade-
cuados, en particular, serán necesarios espacios conexos por caminos (salvo algún error). Con esta intención
es que definiremos los espacios géodesicos y cuasi-geodésicos.

Definición 3.3.1. Sea (X, dx) un espacio métrico y sea L ∈ R+. Un segmento geodésico en X es un encaje
isométrico γ : [0, L] −→ X , donde [0, L] está dotado con la métrica euclideana. Se dirá que γ(0) es el punto
inicial y γ(L) es el punto final del segmento geodésico.

Un espacio métrico (X, dx) es un espacio geodésico, si para cualesquiera dos puntos x, x′ ∈ X existe
un segmento geodésico entre ellos tal que γ(0) = x y γ(L) = x′.

Ejemplo 3.3.2. Para toda n ∈ N el espacio euclideano (Rn, de) es geodésico. En efecto, para cualesquiera
x, x′ ∈ Rn el segmento de recta γ : [0, de(x, x

′)] −→ Rn definido como γ(t) = x(de(x, x
′) − t) + x′t es

una geodésica entre x y x′.

Y una vez más se definirá la cuasi-generalización.

Definición 3.3.3. Sean (X, dx) un espacio métrico, c ∈ R+ y b ∈ R+ ∪ {0}. Una (c,b)-cuasi-geodésica en
X es un encaje (c,b)-cuasi-isométrico γ : I −→ X , donde I = [t, t′] está dotado con la métrica euclideana.
Se dirá que γ(t) es el punto inicial y γ(t′) es el punto final de la (c,b)-cuasi-geodésica.

Un espacio métrico (X, dx) es (c,b)-cuasi-geodésico si para cualesquiera dos puntos de él existe una
(c,b)-cuasi-geodésica entre ellos.

Ejemplo 3.3.4. El espacio (Rn\{0}, de) no es geodésico, sin embargo es (1, ε)-cuasi-geodésico. Puesto que
para los pares de puntos colineales con el origen no es posible formar la recta (geodésica) que los une; por
lo tanto hay que “rodear ”con un camino de tamaño ε al origen.

Figura 3.15: (1, ε)-cuasi-geodésica en R2\{0}

Ejemplo 3.3.5. Todo grafo de Cayley es (1, 1)-cuasi-geodésico. A continuación se muestra un posible méto-
do para construir cuasi-geodésicas en dichos grafos.

Dado Cay(G,S) el grafo de Cayley de G con generador S. Como el grafo éste es conexo, para cuales-
quiera v, v′ vértices del grafo existe un camino de longitud mı́nima s0, ..., sk tal que los une.

Defı́nase la función γ : [0, k] −→ Cay(G,S) de la siguiente manera:
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γ : −→ Cay(G,S)

I1 := [0, 1) 7−→ s0

I2 := [1, 2) 7−→ s1

.

.

.

Ik := [k − 1, k) 7−→ sk−1

Ik+1 := k 7−→ sk

Si se toman dos t, t′ ∈ [0, k] cualesquiera, entonces ocurre uno de los siguientes casos:

Si t, t′ ∈ In con n ∈ {0, · · · , k + 1}, en este caso d(t, t′) < 1 mientras que ds(γ(t), γ(t′)) = 0. Ası́:

d(t, t′)− 1 < ds(γ(t), γ(t′)) < d(t, t′) + 1.

Si t ∈ In y t′ ∈ Im con n 6= m y n,m ∈ {0, · · · , k + 1}, entonces d(t, t′) < s−m. Mientras que:

ds(γ(t), γ(t′)) = ds(sn−1, sm−1) = ds(e, s
−1
n−1sm−1) = s−m.

Por lo tanto:
d(t, t′)− 1 < ds(γ(t), γ(t′)) < d(t, t′) + 1.

Ası́ tenemos que γ es una (1, 1)-cuasi-geodésica.

3.4. Lema de Schwarz-Milnor

El Lema de Schwarz-Milnor, también conocido como el “lema fundamental de la teorá geometrica de
grupos”, recibe su nombre dado que es una poderosa herramienta que permite relacionar la geometrı́a de los
grupos, con la geometrı́a de espacios asociandoles una topologı́a y otras propiedades geométricas.

Dada una “buena”acción de grupo (cocompacta y propiamente discontinua), sobre un “buen ”espacio
(propio y geodésico), la fuerza del Lema de Schwarz-Milnor reside en que permite determinar un generador
para el grupo y un conjunto de cuasi-isometrı́as, de modo que permite obtener tanto información algebraica
de un grupo, como información geométrica de un espacio.

Este resultado ya era conocido por los matemáticos soviéticos Vadim Arsenyevich Efremovich (1903-
1989) y Albert Solomonovich Schwarz (1934) desde principios de los años cincuentas, fue redescubierto
por Milnor en 1968 y posteriormente Pierre de la Harpe lo llama “la observación fundamental de la teorı́a
geométrica de gurpos”en su libro “Topics in Geometric Group Theory”.

Teorema 3.4.1. Lema de Schwarz-Milnor
Sea G un grupo que actúa por isometrı́as en un espacio métrico (X, d). Si existen constantes c, b ∈ R+ tales
que X es un espacio (c,b)-cuasi-geodésico y existe un subconjunto B ⊂ X con la siguientes propiedades:
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- El diámetro de B es finito.

- Las G-translaciones de B cubren a X , es decir
⋃
g∈G

g ·B = X.

- El conjunto S := {g ∈ G | g ·B′ ∩B′ 6= ∅} es un conjunto finito, donde:

B′ := N2b(B) = {x ∈ X | ∃ y ∈ B : d(x, y) ≤ 2b}.

Entonces se cumple que:

1. El grupo G está generado por S; en particular G es finitamente generado.

2. Para toda x ∈ X la función:
G −→ X

g 7−→ g · x

es una cuasi-isometrı́a (con respecto a la métrica de las palabras ds en G).

Demostración. Primero, es necesario demostrar que el conjunto S genera aG, es decir, que para todo g ∈ G
sucede que g ∈ 〈S〉G, equivalentemente que existen s1, ..., sn ∈ S∪S−1, tales que g = s1, ..., sn para algún
n ∈ N.

Dados g ∈ G, un conjunto B como en las hipótesis y x ∈ B. Como X es (c,b)-cuasi-geodésico, existe
una (c,b)-cuasi-geodésica γ : [0, L] −→ X que empieza en x y termina en g · x (Figura 3.16).

Figura 3.16: Cubierta de una geodésica por translaciones de B.

Ahora, elı́janse algunos puntos sobre la geodésica γ. Sea n := dL · c/be = mı́n{k ∈ N | L · c/b ≤ k}.
Note que para todo j ∈ {0, ..., n− 1}:

j ≤ L · c
b
,

j · b
c
≤ L · c

b
· b
c
,

j · b
c
≤ L.
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Luego, para cada j ∈ {0, ..., n− 1} defı́nanse:

tj := j · b
c

y tn = L,

de modo que tj ∈ [0, L], y defı́nase también a:

xj := γ(tj).

Nótese que x0 := γ(0) = x, que xn := γ(L) = g · x y que para toda j ∈ {0, ..., n − 1} se cumple que
xj ∈ γ([0, L]).

Dado que las translaciones de B cubren a X , existen elementos del grupo gj ∈ G tales que xj ∈ gj ·B,
es decir, elementos del grupo gj tales que la translacion de B por gj contiene a xj . En particular, se puede
elegir a g0 := e y a gn := g.

Afirmación 3.4.2. Para toda j ∈ {0, · · · , n} el elemento del grupo sj := g−1j−1 · gj está en S.

Demostración. Por la construcción anterior, para toda j ∈ {0, · · · , n} se tiene que:

xj := γ(tj) ∈ γ([0, L]),

como γ es una (c,b)-cuasi-geodésica,

d(γ(tj), γ(tj−1)) ≤ c · |tj − tj−1|+ b.

Además, notése que tj−1 = (j−1)· b
c

y tj = j · b
c

, por lo que |tj−1−tj | =
∣∣∣∣j · bc − b

c
− j · b

c

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣bc
∣∣∣∣ =

b

c
.

Entonces:

d(xj , xj−1) = d(γ(tj), γ(tj−1)) ≤ c · |tj − tj−1|+ b ≤ c · b
c

+ b ≤ 2b,

d(xj , xj−1) ≤ 2b.

Ası́, para cada xj ∈ X se tiene xj−1 ∈ gj−1 ·B con d(xj , xj−1) ≤ 2b, es decir, xj ∈ N2b(gj−1 ·B).

Por otro lado, se puede observar que los conjuntos N2b(gj−1 ·B) y gj−1 ·N2b(B) son iguales.
En efecto, si x′ ∈ N2.b(gj−1 ·B), de manera equivalente existe y′ ∈ gj−1B tal que:

d(x′, y′) ≤ 2b,

esto, si y sólo si, existe y ∈ B tal que y′ = gj−1y de modo que:

d(x′, y′) = d(x′, gj−1 · y) ≤ 2b,

si y sólo si, existen x ∈ X y y ∈ B de la forma x′ = gj−1x ,y′ = gj−1y tales que:

d(gj−1x, gj−1 · y) ≤ 2b,

que equivale a que existan x ∈ X , y ∈ B tal que y′ = gj−1y de forma que :

d(x, y) ≤ 2b,
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que es justo que x′ ∈ gj−1 ·N2b(B).

Por lo tanto xj ∈ N2b(gj−1 ·B) = gj−1 ·N2b(B) = gj−1 ·B′. Ahora, como por definición de gj se tiene
que xj ∈ gj ·B ⊂ gj ·B′, entonces:

xj ∈ gj−1 ·B′
⋂
gj ·B′ 6= ∅,

de donde multiplicando por g−1j−1 se obtiene que:

g−1j−1xj ∈ B
′
⋂
g−1j−1gj ·B

′ 6= ∅.

Entonces, por definición de S se sigue que sj = g−1j−1 · gj ∈ S.

En particular (dado que se eligio una g ∈ G cualquiera):

g = gn = gn−1 · g−1n−1 · gn = gn−1 · sn = gn−2 · g−1n−2 · gn−1 · sn = gn−2 · sn−1 · sn

= gn−3 · g−1n−3 · gn−2 · sn−1 · sn = gn−3 · sn−2 · sn−1 · sn = · · · = g0 · s1 · · · sn = s1 · · · sn,

está en el grupo generado por S. Por lo tanto S genera a G.

Figura 3.17: Si s ∈ S, entonces d(x, s · x) ≤ 2 · (diam(B) + 2b)

A continuación, se demuestra que el grupo G es cuasi-isométrico a X .

Sea x ∈ X . Para demostrar que la función:

ϕ : G −→ X

g 7−→ g · x

es una cuasi-isometrı́a, basta ver que es un encaje cuasi-isométrico con imagen cuasi-densa.

Dado que las G-translaciones de B cubren a X , para cualquier x arbitraria se puede encontrar un con-
junto de diametro finito de la forma g′ ·B y renombrarlo como B0, encontrar una (c,b)-cuasi-geodésica de x
a g · x y realizar la misma construcción anterior con respecto a B0. Por lo que sin perdida de generalidad se
puede asumir que x está en B y remitirse a la situación anterior.

Para facilitar la lectura, se recuerda que ϕ tiene imagen cuasi-densa, si existe k ∈ R+ tal que para toda
x′ ∈ X se cumple que hay un g ∈ G, de modo que d(ϕ(g), x′) ≤ k.
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Dado x′ ∈ X y que las translaciones de B cubren a X , existe un g ∈ G tal que x′ ∈ g ·B. Como x ∈ B
(lo que implica que g · x ∈ g ·B) entonces:

d(ϕ(g), x′) = d(g · x, x′) ≤ diam(g ·B) = diam(B).

De las hipótesis el diámetro de B es finito, por lo tanto ϕ tiene imagen cuasi-densa.

Ahora, véase que ϕ es un encaje cuasi-isométrico, es decir, existen p, q ∈ R+ tales que para cualesquiera
g1, g2 ∈ G se cumple que:

1

p
· ds(g1, g2)− q ≤ d(ϕ(g1), ϕ(g2)) ≤ p · ds(g1, g2) + q.

Pero como G está dotado con la métrica de las palabras y actúa por isometrı́as en X para cualesquiera
g1, g2 ∈ G, entonces ds(e, g−11 g2) = ds(g1, g2) y además:

d(ϕ(e), ϕ(g−11 g2)) = d(e · x, g−11 g2 · x) = d(g1 · x, g1g−11 g2 · x) = d(g1 · x, g2 · x) = d(ϕ(g1), ϕ(g2)),

de modo que es suficiente ver que existen p, q ∈ R+ tales que para toda g ∈ G sucede que:

1

p
· ds(e, g)− q ≤ d(ϕ(e), ϕ(g)) ≤ p · ds(e, g) + q

Dado g ∈ G se puede dar una cota inferior para d(ϕ(e), ϕ(g)) en terminos de ds(e, g):
Considérese a γ : [0, L] −→ X una (c,b)-cuasi-isometrı́a que comienza en γ(0) = x y termina en γ(L) =
g · x como anteriormente, ası́:

d(ϕ(e), ϕ(g)) = d(x, g · x) = d(γ(0), γ(L)).

Como γ es un encaje (c,b)-cuasi-isométrico:

d(γ(0), γ(L)) ≥ 1

c
· d(0, L)− b =

1

c
· L− b,

obsérvese que:

tn = L ≥ (n− 1) · b
c

= tn−1,

entonces:
d(ϕ(e), ϕ(g)) = d(x, g · x) = d(γ(0), γ(L)) ≥ 1

c
· L− b,

≥ 1

c
· (n− 1) · b

c
− b,

=
b · n
c2
− b

c2
− b,

≥ b

c2
· dS(e, g)− b

c2
− b,

Por otro lado, para obtener una cota superior para d(ϕ(e), ϕ(g)) en terminos de dS(e, g). Supóngase que
dS(e, g) = n, entonces g puede escribirse en terminos de elementos de S ∪ S−1 como g = s1s2 · · · sn, ası́:

d(ϕ(e), ϕ(g)) = d(x, g · x) = d(x, s1s2 · · · sn · x), luego por la desigualdad del triángulo

≤ d(x, s1 · x) + d(x, s1s2 · · · sn · x),
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≤ d(x, s1 · x) + d(s1 · x, s1s2 · x) + d(s1s2 · x, s1s2 · · · sn · x),

≤ d(x, s1 · x) + d(s1 · x, s1s2 · x) + · · ·+ d(s1 · · · sn−1 · x, s1 · · · sn · x),

Como la acción de G es por isometrı́as y además para toda j ∈ {1, · · · , n− 1}, se tiene que sj ·B′ ∩B′ 6= ∅
(Figura 3.17):

d(ϕ(e), ϕ(g)) = d(x, s1 · x) + d(s1 · x, s1s2 · x) + · · ·+ d(s1 · · · sn−1 · x, s1 · · · sn · x),

= d(x, s1 · x) + d(x, s2 · x) + · · ·+ d(x, s1, sn · x),

≤ 2n · (diam(B) + 2b)

= 2 · (diam(B) + 2b) · dS(e, g)

Por lo tanto, existen p = max{2 · (diam(B) + 2b),
b

c2
} y q = b +

b

c2
tales que ϕ es un encaje cuasi-

isométrico.

A continuación se enuncia una versión topológica del Lema de Schwarz-Milnor, cuya demostración se
ve simplificada por la versión anterior.

Teorema 3.4.3. Versión topológica del Lema de Schwarz-Milnor
SeaG un grupo que actúa por isometrı́as en un espacio métrico (X, d) propio, geodésico y no vacı́o. Más

aún supóngase que la acción de G es propia y cocompacta. Entonces G es finitamente generado y para toda
x ∈ X la función:

G −→ X

g 7−→ g · x

es una cuasi-isometrı́a.

Demostración. Para utilizar el Lema de Schwarz-Milnor en su versión anterior nótese que X es un espacio
geodésico, en particular es cuasi-geodésico.

Como la acción de G en X es cocompacta, existe un conjunto compacto K tal que:

G ·K :=
⋃
g∈G

g ·K = X.

Especialmente, dado que X es un espacio métrico K es acotado y por tanto de diámetro finito. Si se
define B := K, entonces las translaciones de B cubren a X , y B′ := N2b(B) tiene diametro finito. Como
X es propio toda bola cerrada es compacta en particular B′ es compacto, luego como la acción de en G es
propia el conjunto {g ∈ G|g · B′ ∩ B′ 6= ∅} es finito. Ası́ basta con aplicar la primera versión del Lema de
Schwarz-Milnor para obtener que G es finitamente generado por S := {g ∈ G|g ·B′ ∩B′ 6= ∅} y

G −→ X

g 7−→ g · x

es una cuasi-isometrı́a.
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3.5. Virtualmente Z entonces cuasi-isométrico a Z

Un corolario del Lema de Schwarz-Milnor es el siguiente.

Corolario 3.5.1. Si H es un subgrupo de ı́ndice finito en G un grupo finitamente generado, entonces H es
finitamente generado y cuasi-isométrico a G.

Demostración. Sea G un grupo finitamente generado por S y sea H un subgrupo de ı́ndice finito en G.
Note que Cay(G,S) es (1, 1)-cuasi-geodésico. Ahora considérese la acción por translación izquierda de
H en G que es un acción por isometrı́as; de modo que se puede demostrar que satisfacen las condiciones
del Lema de Schwarz-Milnor. Sea B el conjunto conformado por un sistema de representantes del cociente
G/H , éste es finito (dado que H es de ı́ndice finito en G) y por tanto de diámetro finito. Luego se tiene que
H · B = G y podemos definir el conjunto B′ = N2(B), el cual también es finito. A continuación, nótese
que {h ∈ H | h · B′ ∩ B′ 6= ∅} es finito puesto que la acción de H en G libre y éste está determinado por
un número finito de intersecciones de conjuntos finitos. Entonces H es finitamente generado y la inclusión
H ↪→ G es una cuasi-isometrı́a.

En particular si G es un grupo finitamente generado y H es un subgrupo de ı́ndice finito en G isomorfo
a Z, entonces G es cuasi-isométrico a Z, y por lo tanto se tiene el subscecuente teorema.

Teorema 3.5.2. Si G un grupo finitamente generado es virtualmente Z, entonces es cuasi-isométrico a Z.
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Capı́tulo 4

Espacio de fines

4.1. Introducción

La idea intuitiva detrás de las cuasi-isometrı́as, en el senitdo de la geometrı́a a gran escala, consiste en
reconocer objetos geométricos que vistos desde suficientemente lejos se ven igual. Especialmente, se han
estudiado objetos cuasi-isométricos a Z, que intuitivamente al ser vistos suficientemente lejos se ven como
una linea. Ahora, para demostrar que; si un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces es
virtualmente Z, se necesita un puente que permita llevar las cuasi-isometrı́as a un lugar donde se les pueda
relacionar con estructuras de grupos. Este puente será el espacio de fines, concepto que captura y formaliza la
idea de las “direcciones para ir al infinito”, por ejemplo en una linea, se puede caminar infinitamente yendo
siempre a la dercha o yendo siempre a la izquierda, por lo que hay dos “rumbos ”para ir al infinito.

El espacio de fines permite asociar, a un espacio métrico, un espacios topológicos, de tal manera que
todos los objetos cuasi-isométricos pertenecientes a un espacio métrico tengan espacios de fines asociados
homeomorfos. En especial, se verá que los objetos cuasi-isométricos a Z tienen dos fines, lo que será de gran
ayuda para demostrar la implicación que resta de la rigidez cuasi-isométrica de Z.

4.2. Espacio de fines

Para definir el espacio de fines asociado a un espacio métrico, es esencial definir clases de equivalencia
de rayos que van al infinito.

Definición 4.2.1. Dado(X, d) un espacio métrico geodésico. Un rayo propio en X es una función continua
r : [0,∞) −→ X tal que para cualquier B ⊂ X acotado la preimagen r−1(B) ⊂ [0,∞) es un conjunto
acotado.

Definición 4.2.2. Dados dos rayos propios r, r′ : [0,∞) −→ X , estos representan el mismo fin de X si
para todo conjunto acotado B ⊂ X existe un t ∈ [0,∞) tal que r([t,∞)) y r′([t,∞)) están en la misma
componente conexa por caminos de X\B.

Proposición 4.2.3. Repesentar el mismo fin es una relación de equivalencia.

Definición 4.2.4. Si r es un rayo propio, entonces end(r) denotará el conjunto de todos los rayor propios
que representan el mismo fin que r.

Se llamará espacio de fines al conjunto:
Ends(X) := {end(r) : r : [0,∞) −→ X es un rayo propio en X.}.

47
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Subsiguientemente se exhiben algunos ejemplos de espacios de con uno, dos o una infinidad de fines.

Ejemplo 4.2.5. Si r : [0,∞) −→ R3 y r′ : [0,∞) −→ R3 son dos rayos propios cualesquiera. Para todo B
un subconjunto acotado de R3, se tiene que existen t1, t2 ∈ R tales que r−1(B) ⊂ [0, t1] y r′−1(B) ⊂ [0, t2].
Si k = max{t1, t2}, entonces r(t,∞) y r′(t,∞) están en la misma componente conexa por caminos R3\B.
Por consiguiente, r y r′ representan el mismo fin, de modo que R3 tiene un único fin. (Figura 4.1).

Figura 4.1: Para cualquier compacto en R3 existe un punto apartir del cual los rayos r y r′, están en la misma
componente conexa por caminos de R3 sin dicho compacto.

En general para cualquier n ∈ N \ {0, 1}, el espacio euclideano Rn tiene un único fin.

Ejemplo 4.2.6. En las siguientes figuras se indican los fines del espacio con circulos rojos, los fines de R
que son dos.

Figura 4.2: Ends(R)

Mientras que los fines de R× {0} ∪ {0} × R son cuatro.

Figura 4.3: Ends(R× {0} ∪ {0} × R)
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Como ya se vió anteriormente, a todo grupo finitamente generado se le puede asosciar un grafo de Cayley
que es un espacio métrico, por lo que tiene sentido definir el espacio de fines de un grupo, como el espacio de
fines de su grafo de Cayley dotado de la métrica de grafos usual, que coincide con la métrica de las palabras
del grupo para algún conjunto generador.

De aquı́ en adelante Cay(G,S) denotará no al grafo de Cayley de G respecto a S, sino a la realización
geométrica del grafo mismo, que es un espacio métrico propio y geodésico. La construcción de dichas
realizaciones puede consultar de en [8] pág.157-160.

Definición 4.2.7. SiG es un grupo finitamente generado. El espacioEnds(G) de fines un grupoG, (o bien
los fines del grupo G) , se define como Ends(Cay(G,S)), donde S es algún subconjunto generador de G.

Ejemplo 4.2.8. El grupo Z tiene dos fines.

Figura 4.4: El grupo Z tiene dos fines.

Ejemplo 4.2.9. El grupo F2 tiene una infinidad de fines.

Figura 4.5: El grupo F2 tiene una infinidad de fines.

Obsérve que si G es un grupo finitamente generado y finito, entonces su grafo de Cayley tiene una can-
tidad finita de vértices, y resulta imposible construir rayos propios en éste, por lo que el espacio de fines de
un grupo finito es vacı́o, es decir, un grupo finito tiene cero fines.
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A los espacios de fines se los dota de una topologı́a, en terminos de convergencia, definiendo cuando
una sucesión de fines en un espacio X converge a un punto de en Ends(X). Dada {Xn}n∈N ⊆ Ends(X)
y x ∈ Ends(x), se dirá que {Xn}n∈N converge a x, si existen una colección de rayos propios {rn}n∈N y
un rayo propio r en X que presentan a {Xn}n∈N ⊆ Ends(X) y x ∈ Ends(x) respectivamente tales que:
Para todo B ⊂ X acotado, existe {tn}n∈N ⊆ [0,∞) tal que para cada n suficientemente grande rn[tn,∞)
y r[tn,∞) están en la misma componente conexa por caminos de X\B. El siguiente lema da información
acerca de estos espacios. Primero se da una equivalencia para cuando dos rayos repesentan el mismo fin,
luego se exhibe que toda clase de equivalencia de rayos tiene representante geodésico en el conjunto de
rayos que emanan de un punto fijo, y finalmente se muestra un sistema fundamental de vecindades para los
espacios de fines.

Definición 4.2.10. Sea (X, d) un espacio métrico, un k-camino que conecta dos puntos x y x′ es una
sucesión finita de puntos x = x1, x2, · · · , xn = x′ enX tales que d(xi, xi−1) ≤ k para i ∈ {1, 2, · · · , n−1}.

Lema 4.2.11. Sea X un espacio propio y geodésico; y k ∈ R+. Además sean r1 y r2 dos rayos propios en
X. Si el conjunto Gx0(X) denota todos los rayos geodésicos que emanan de x0 ∈ X , entonces:

1) end(r1) = end(r2), si y sólo si, para toda R > 0, existe T > 0 tal que para todo t > T , r1(t) puede
conectarse por un k-camino con r2(t) en X\B(x0, R).

2) El morfismo natural Gx0(X) −→ Ends(X) es sobreyectivo.

3) Para n ∈ N fija pero arbitraria, y r ∈ Gx0(X) un rayo cualquiera. Si Ṽn ⊂ Gx0(X) es el conjunto
de rayos propios r′ tales que r(n,∞) y r′(n,∞) están en la misma componente conexa por caminos
de X\B(x0, n). Entonces los conjuntos Vn = {end(r′) | r′ ∈ Ṽn} forma un sistema fundamental de
vecindades para end(r) en Ends(X).

Demostración. 1) ⇒] Sean r1 y r2 dos rayos propios en X tales que end(r1) = end(r2) y sea R > 0.
Considérese la cerradura de la bola B(x0, R) que es un compacto dado que X es propio. De donde se sigue
que existe T ∈ [0,∞) tal que r1[T,∞) y r2[T,∞) están en la misma componente conexa por caminos de
X\B(x0, R), más aún están en la misma componente conexa por caminos de X\B(x0, R).
Por lo que para toda t > T se tiene que r1(t) y r2(t) están en la misma componente conexa por caminos de
X\B(x0, R).

Ası́, existe un camino λ : [0, a] −→ X con a ∈ R+ determinado por una función continua, entonces
dado que [0, a] es un conjunto compacto y λ continua, λ[0, a] es un subconjunto compacto de X . Esto im-
plica, que existe una cubierta abierta finita de cardinalidad k para λ[0, a] de bolas de radio k/2 con centro en
puntos de λ[0, a], tales que B(λ(0), k/2) y B(λ(1), k/2) pertenecen a la cubierta. Luego, defı́nase a xi con
i ∈ {1, · · · , k} los centros de dichas bolas, estos forman un k-camino, que une λ(0) y λ(a) en X\B(x0, R).

1)⇐] En la siguiente demostración se usa la contrarrecı́proco. Sea k ∈ R+ fijo como en las hipótesis y
sean r1 y r2 dos rayos propios enX tales que end(r1) 6= end(r2), entonces existeA ⊂ X acotado de manera
que para algún t′ ∈ [0,∞), se tiene que r1(t′,∞) y r2(t′,∞) están en diferentes componentes conexas
por caminos de X\A, por lo que A separa en componentes conexas por caminos a X . Luego, defı́nase a
B(x0, R) tal que A ⊂ B(x0, R) con R > 2k, entonces para algún T ∈ [t′,∞) se cumple que r1(T,∞) y
r2(T,∞) están en componentes conexas por caminos distintas de X\B(x0, R). Note que B(x0, R) también
separa en componentes conexas por caminos a X , de manera que para cualesquiera dos puntos x1, x2 que se
encuentran en las mismas componentes conexas por caminos que r1(T,∞) y r2(T,∞) respectivamente, se
tiene que:

d(x1, x2) ≥ 4k
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En consecuencia, para todo t > T es imposible construir un k-camino que una a r1(t) con r2(t), puesto
que siempre existen dos puntos en X\B(x0, R) a distancia mayor que k.

2) Llámese η al morfismo natural:

η : Gx0(X) −→ Ends(X)

r 7−→ end(r)

Sea end(r) ∈ Ends(X), a continuación se va a construir un rayo propio que emana de x0 y cuyo fin
coincide con end(r). Dado r : [0,∞) −→ X un representante de clase de rayos propios end(r). Defı́nanse
como c′n : [0, dn] −→ X a las segmentos geodésicos cuyo punto inicial es c′n(0) = x0 y cuyo punto final es
c′n(dn) = r(n). A continuación considérese la extención de estos segmentos cn(t) : [0∞) −→ X de manera
constante, es decir:

cn(t) =


c′n(t) si t ∈ [0, dn]

c′n(dn) si t ∈ (dn,∞)
(4.1)

Como X es propio, por el teorema de Arzelà-Ascoli, se tiene que existe una subsucesión de cn tal que
converge a un rayo geodésico c : [0,∞) −→ X de modo que end(c) = end(r). Entonces, para cualquier
end(r) ∈ Ends(X), existe un rayo geodésico (propio) c tal que η(c) = end(c) = end(r). Por lo tanto η es
suprayectiva.

3)Toda base para una topologı́a es un sistema fundamental de vecindades, por lo que es suficiete con
demostrar que:

Para todo end(r′) ∈ Ends(X), existe Vn tal que end(r′) ∈ Vn.

Para cualesquiera Vn1 , Vn2 y para todo end(r) ∈ Vn1 ∩ Vn2 , existe Vn0 tal que end(r) ∈ Vn0 ⊆
Vn1 ∩ Vn2 .

Dado end(r′) ∈ Ends(X) por 2) existe un rayo propio r que emana de x0 tal que end(r′) = end(r).
Por definición, existe alguna n ∈ N, a partir del cual r′(n,∞) y r(n,∞) están en la misma componente
conexa por caminos de X\B(x0, n), de forma que r′ y r son elementos de:

Ṽn = {r′ | r(n,∞) y r′(n,∞) están en la misma componente conexa por caminos de X\B(x0, n)}.

Y por consiguiente, se cumple que end(r′) ∈ Vn = {end(r′) | r′ ∈ Ṽn}.

Por otro lado, dados Vn1 , Vn2 por definición existen dos rayos propios r1 y r2 que emanan de x0 de modo
que:

Ṽn1 = {r′ | r1(n,∞) y r′(n,∞) están en la misma componente conexa por caminos de X\B(x0, n)}

Ṽn2 = {r′ | r2(n,∞) y r′(n,∞) están en la misma componente conexa por caminos de X\B(x0, n)}

Por consiguiente se tienen dos casos.

1) Si r1(n,∞) y r2(n,∞) están en la misma componente conexa por caminos deX\B(x0, n), entonces:

Ṽn1 ∩ Ṽn2 = Ṽn1 = Ṽn2 ,

y esto implica que:
Vn1 ∩ Vn2 = Vn1 = Vn2 ,
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2) Si r1(n,∞) y r2(n,∞) están en componentes conexas por caminos de X\B(x0, n) distintas, por
consiguiente:

Ṽn1 ∩ Ṽn2 = ∅,

por lo que:

Vn1 ∩ Vn2 = ∅.

De lo anterior, se tiene que para todo end(r) ∈ Vn1 ∩Vn2 , existe Vn1 tal que end(r) ∈ Vn1 = Vn1 ∩Vn2 .

Ejemplo 4.2.12. Considérese a C := Cay(Z, {1}). Posteriormente elı́janse n = 1, x0 := 0 y r0 : (0,∞] −→
Z un rayo geodésico con punto inicial 0. Si ri con i ∈ Z son rayos propios geodésicos que emanan de i y que
cumplen que end(ri) = end(r0), y además, r′i son rayos propios geodésicos que emanan de i y que cumplen
que end(ri) 6= end(r0), entonces:

Ṽ1 = {r′ | r0(1,∞) y r′(1,∞) están en la misma componente conexa por caminos de C\B(0, 1)},

por lo que {r′ | r′ = ri, i ≥ 1} ⊂ Ṽ1. En la figura 4.6 r1, r2 (los rayos verdes) pertenecen a Ṽ1 . Mientras
que los rayos azules no pertenecen a dicho conjunto.

Figura 4.6: Los rayos r0, r1, r2(verdes) pertenecen a Ṽ1, y r−1, r−2, r−n, r′0 (azules) no pertenecen a Ṽ1.

Por consiguiente:

V1 = {end(r′) | r′ ∈ Ṽ1} = {end(r0)}.

Ejemplo 4.2.13. Sea F2 el grupo libremente generado por dos elementos y C := Cay(F2, {a, b}). Si n = 1
y r1 es un rayo propio geodésico que emana de x0 := e, entonces:

Ṽ1 = {r′ | r1(1,∞) y r′(1,∞) están en la misma componente conexa por caminos de C\B(x0, 1)}.

En la figura 4.7 este conjunto son todos los rayos verdes. Luego, el conjunto:

V1 = {end(r′) | r′ ∈ Ṽ1} = {e0, e1, · · · },

es el conjunto de fines de cada uno de los rayos verdes (Figura 4.7).
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Figura 4.7: Conjunto V1

Ahora bien, si n = 2, y los rayos propios r1, r2 son tales que r1(2,∞) y r2(2,∞) están componentes
conexas por caminos distintas de X\B(x0, 2). El conjunto Ṽ21 será el conjunto de rayos verdes en la figura
4.8, definido como:

Ṽ21 = {r′ | r1(2,∞) y r′(2,∞) están en la misma componente conexa por caminos de C\B(x0, 2)}.

Y Ṽ22 será el conjunto de rayos rosas, dicho conjunto es:

Ṽ22 = {r′ | r2(2,∞) y r′(2,∞) están en la misma componente conexa por caminos de C\B(x0, 2)}.

Figura 4.8: Conjunto Ṽ21 y Ṽ22

Obsérve que si r1(2,∞) y r2(2,∞) están componentes conexas por caminos distintas de X\B(x0, 2),
entonces V21 ∩ V22 es vacı́a.

La siguiente proposición relaciona la distancia finita con los rayos propios.
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Proposición 4.2.14. Sea X es un espacio propio y geodésico. Si dos rayos propios r y r′ están a distancia
finita, entonces end(r) = end(r′).

Demostración. Sea x0 un punto arbitrario pero fijo de X . Si r y r′ están a distancia finita, entonces existe
κ ∈ R+, tal que para todo t ∈ [0,∞):

d(r(t), r′(t)) < κ,

en particular la distancia entre r(0) y r′(0) es menor que κ. Luego, dado un R ∈ R+ cualquiera, defı́nase:

λ = max{d(r(0), B(x0, R)), d(r′(0), B(x0, R))}.

Ulteriormente, si T = κ + λ + 2R, entonces para toda t > T , la distancia entre r(t) y r′(t) es menor
que k, por tanto existe un k′-camino, r(t) = x1, · · · , xk′ = r′(t) con k′ < k. Este k′-camino es tal que
{x1, · · · , xk′} ∩B(x0, R) = ∅, por tanto r(t) y r′(t) están en la misma componente conexa por caminos de
X\B(x0, R). De donde finalmente se tiene que end(r) = end(r′).

A continuación, se demuestra que toda cuasi-isometrı́a induce un homeomorfismo en el espacio de fines
de un espacio métrico, es decir, existe un funtor entre la categorı́a QMet y Ends la categorı́a de espacios de
fines, de tal manera que este funtor manda cuasi-isometrı́as en homeomorfismos de espacios de fines.

Proposición 4.2.15. SiX1 yX2 son dos espacios propios y geodésicos, toda cuasi-isometrı́a f : X1 −→ X2

induce un homeomorfismo fε : Ends(X1) −→ Ends(X2).
Más aún, el morfismo:

QI(X1) −→ Homeo(Ends(X1))

f 7−→ fε

es un homomorfismo.

Demostración. Sean f : X1 −→ X2 una cuasi-isometrı́a y r : [0,∞] −→ X1 tal que r(0) = x0 un rayo
geodésico. Es posible construir un rayo f∗(r) : [0,∞] −→ X2 concatenando segmentos [f◦r(n), f◦r(n+1)]
tales que n ∈ N.

Si se toma a r(1) y r(2), dado que r es un rayo geodésico d(1, 2) = d(r(1), r(2)) y como f es una
cuasi-isometrı́a existen c, b ∈ R+ tales que:

1

c
· d(r(1), r(2))− b ≤ d(f ◦ r(1), f ◦ r(2)) ≤ c · d(r(1), r(2)) + b.

De manera análoga, para r(2) y r(3) se tiene que d(2, 3) = d(r(2), r(3)) y:

1

c
· d(r(2), r(3))− b ≤ d(f ◦ r(2), f ◦ r(3)) ≤ c · d(r(2), r(3)) + .b

Como X2 es geodésico existen λ1 : [a1, b1] −→ X2 tal que λ1(a1) = f ◦ r(1) y λ1(b1) = f ◦ r(2) y
también λ2 : [a2, b2] −→ X2, tal que: λ2(a2) = f ◦ r(2) y λ2(b2) = f ◦ r(3) es posible concatenar estos
segmentos y obtener γ1 : [a1, b1 + b2 − a2] −→ X2 donde:

γ1(t) =


λ1(t) si t ∈ [a1, b1]

λ2(t− a2 − b1) si t ∈ [b1, b1 + b2 − a2]
(4.2)
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Análogamente es posible concatenar λ3 con γ1. Ası́ de manera inductiva hasta obtener el rayo f∗(r) : [0,∞] −→
X2, la concatenación de los segmentos [f ◦ r(n), f ◦ r(n+ 1)] para toda n ∈ N.

A continuación se demostrará que f∗(r) es un rayo propio. Sea B un subconjunto acotado de X2, enton-
ces:

r−1f−1(B) = r−1{x ∈ X1 | f(x) ∈ B}.

En virtud de que B es acotado existe M ∈ R+, tal que para cualesquiera b, b′ ∈ B sucede que d(b, b′) ≤M
y dado que f es una cuasi-isometrı́a, para cualesquiera x, x′ ∈ X1:

1

c
· d(x, x′)− b ≤ d(f(x), f(x′)) ≤ c · d(x, x′) + b,

entonces para toda x, x′ ∈ f−1∗ (B):

1

c
· d(x, x′)− b ≤ d(b, f(b′)) ≤M,

d(x, x′) ≤ c · d(b, f(b′)) + cb ≤ c · (M + b) = K.

Por lo tanto f−1(B) es acotado. Luego, como r es un rayo propio, entonces el conjunto dado como
r−1f−1(B) = {t ∈ [0,∞) | r(t) ∈ f−1∗ (B)} es acotado. Más aún, dado que f∗r : [0,∞) −→ X2 es una
concatenación de segmentos geodésicos, (f∗r)

−1(B) está contenida en una vecindad cerrada que es subcon-
junto de r−1f−1(B) por lo que es un conjunto acotado, lo que implica que f∗(r) es un rayo propio.

Por otra parte, si r y r′ son dos rayos propios en X1 tales que end(r) = end(r′), por el Lema 4.2.11 1),
se tiene que para todo (R + k) > 0, existe T > 0 tal que para toda t > T , existe un k-camino x1, · · · , xk
que une a r(t) con r′(t) en X1\B(x0, R + k). En vista de que f es una cuasi-isometrı́a para cualesquiera
xi, xi+1 con i ∈ {1, · · · , k}:

d(f(xi), f(xi+1)) ≤ c · d(xi, xi+1) + b ≤ ck + b,

por consiguiente f(x1), f(x2), · · · , f(xn) es un (ck + b)-camino que une a f ◦ r(t) y f ◦ r′(t).
Ası́, para todo R > 0, existe T > 0 tal que para toda t > T , existen f(x1), f(x2), · · · , f(xn) un

(ck + b)-camino en X1\B(x0, R) que una a f∗r(t) con f∗r′(t), es decir, end(f∗r) = end(f∗r
′).

Esto asegura que fε está bien definida. Si end(r) = end(r′), entonces fε(r) = end(f∗r) = end(f∗r
′) =

fε(r
′).
Obsérvese que la fε es también continua, puesto que si end(r1) ∈ Ends(X1), por el lema 4.2.11.3),

existe un conjunto V 2
n tal que:

fε(end(r1)) = end(f∗r1) ∈ V 2
n = {end(r′) ∈ Ends(X2) | r′ ∈ Ṽ 2

n },

donde para f∗r1 un rayo propio que emana de f(x0) y está en X2:

Ṽ 2
n = {r′ | f∗r1(n,∞), r′(n,∞) están en la misma componente conexa por caminos de X\B(f(x0), n)}.

Luego, note que:
f−1ε (V 2

n ) = {end(r) ∈ Ends(X1) | fε(end(r)) ∈ V 2
n },

= {end(r) ∈ Ends(X1) | end(f∗r) ∈ V 2
n },

Note que si end(r) ∈ f−1ε (V 2
n ), entonces end(f∗r) está en V 2

n , por lo que f∗r1(n,∞), f∗r(n,∞)
están en la misma componente conexa por caminos de X\B(f(x0), n), luego dado que la imagen de todo
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k-camino bajo f es un ck + b-camino, r(n′,∞) y r1(n
′,∞) están en la misma componente conexa de

X\B(x0, n
′), por lo que end(r1), end(r) ∈ f−1ε (V 2

n ) lo que implica que

f−1ε (V 2
n ) = V 1

n′ = {end(r′) ∈ Ends(X1) | r′ ∈ Ṽ 1
n′},

donde:

Ṽ 1
n′ = {r′ | r1(n′,∞), r′(n′,∞) están en la misma componente conexa por caminos de X\B(x0, n

′)}.

Entonces end(r1) ∈ V 1
n′ , de donde se sigue que fε es una función continua.

En vista de que f : X1 −→ X2 es una cuasi-isometrı́a, existe g : X2 −→ X1 la cuasi-inversa de f . Esta
g induce de manera similar una función continua:

gε : Ends(X2) −→ Ends(X1)

end(r) 7−→ end(g∗r)

De modo que para todo end(r) ∈ Ends(X1):

gε ◦ fε(end(r)) = gε(fε(end(r))) = gε((end(f∗r))) = end(g∗ ◦ f∗r) = end((g ◦ f)∗r).

Luego dado f ◦ g es la composición de una cuasi-isometrı́a y su cuasi-inversa (por tanto una cuasi-
isometrı́a), esta composición está a distancia finita de la identidad y por la proposición 4.2.14, entonces:

gε ◦ fε(end(r)) = end((g ◦ f)∗r) = end(r).

Por lo tanto gε ◦ fε = idEnds(X1), y de manera completamente análoga, se tiene que que fε ◦ gε =
idEnds(X2). Y por consiguiente, fε es un homeomorfismo entre Ends(X1) y Ends(X2).

Más aún, si f y g son dos cuasi-isometrı́as de X1, la composición f ◦ g es también una cuasi-isometrı́a
de X1. Por tanto fε ◦ gε = (f ◦ g)ε, y en efecto, QI(X1) −→ Homeo(Ends(X1)) es un homomorfismo.

Como se vió en los ejemplos 4.2.5, 4.2.8 y 4.2.9 existen grupos con uno, dos o una infinidad de fines,
una pregunta natural es, si existe un grupo finitamente generado cuyo número de fines sea algún natural
mayor a 2, la respuesta a esta interrogante la da el matemático alemán Heinz Hopf (1894-1971) en un texto
titulado “Enden offener Räume und unendliche diskontinuirliche Gruppen”entre 1943 y 1944 con el siguiente
teorema.

Teorema 4.2.16. Si G es grupo finitamente generado, entonces G tiene 0, 1, 2 o un infinidad de fines.

Demostración. Para esta demostración se procederá por contrarreciproca. Dado G un grupo finitamente
generado por un conjunto S, y C := Cay(G,S) que denota al grafo de Cayley deG respecto a S. Supóngase
que G tiene una cantidad finita de fines e1, e2, · · · , en para algún n ∈ N mayor a dos.

Si es γ la acción por translación izquierda de G en sı́ mismo; dicha acción será entonces una acción por
isometrı́as en C, que induce un homomorfismo de G a los homeomorfismos del espacio de fines de C.

γ : G −→ Isom(G) −→ Homeo(Ends(C))

g 7−→ fg : G −→ G 7−→ fεg : Ends(C) −→ Ends(C)

g0 7−→ g · g0 end(r) 7−→ end(g · r)
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Como Ends(G) es un conjunto finito, el número de biyecciones de Ends(G) en si mismo es finito, más
aún dado que todo homeomorfismo es en particular una biyección, entonces Homeo(Ends(C)) es finito.
Por lo tanto Im(γ) = {fεg ∈ Homeo(Ends(C)) : ∃ g ∈ G : γ(g) = fεg} que es un subconjunto de
Homeo(Ends(C)), es un conjunto finito.

Del Segundo Teorema de Isomorfismos se sabe que G/ker(γ) ∼= Im(γ), por tanto H := ker(γ) es de
ı́ndice finito en G.

Considérense tres fines distintos e1, e2, e3. Y sean r1 : [0,∞) −→ C, r2 : [0,∞) −→ C y r′3 : [0,∞) −→
C tres rayos propios geodésicos que emanan del vértice identidad 1, tales que end(r1) = e1, end(r2) = e2 y
end(r′3) = e3.

Por otro lado, como H es de ı́ndice finito en G, entonces es cuasi-denso en G (Teorema 3.2.32), existe
una constante µ, de modo que para toda n ∈ N, existe un hn ∈ H tal que:

ds(hn, r
′
3(n)) ≤ µ.

Ası́, a partir de estos puntos se puede definir un rayo r3 : [0,∞) −→ C con end(r3) = e3 (Figura 4.9),de
tal manera que r3(n) = hn y tal que:

ds(1, r3(n)) ≥ n.

Figura 4.9: Rayos r′3 y r3

A continuación, para toda n ∈ N ∪ {0} llámense γn := r3(n), y fı́jese una constante positiva ρ tal que
r1(ρ,∞),r2(ρ,∞) y r3(ρ,∞) esten en diferentes componentes conexas por caminos de C\B(1, ρ)(Figura
4.10).
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Figura 4.10: r1(ρ,∞),r2(ρ,∞) y r3(ρ,∞) están en diferentes componentes conexas por caminos de
C\B(1, ρ)

Si t, t′ > 2ρ, entonces:

ds(r1(t), r2(t
′)) ≥ 2ρ,

esto debido a que la distancia de r1(t)y r2(t′) a la bola B(1, 2ρ) es a lo menos ρ y todo camino entre estos
puntos debe pasar a través de B(1, ρ).

Figura 4.11: Si t, t′ > 2ρ, entonces ds(r1(t), r2(t′)) ≥ 2ρ

En de vista que para cualquier n se tiene que γn ∈ H , entonces end(γn · r1) = end(r1) y end(γn · r2) =
end(r2). Dada n > 3ρ, se tiene que γn · r1(0) y γn · r2(0), están en diferentes componentes conexas por
caminos que r1(ρ,∞) y r2(ρ,∞) (Figura 4.12). ComoB(1, ρ) separa en componentes conexas por caminos,
entonces γn · r1 y γn · r2 pasan por B(1, ρ). Por lo que para algúnos t, t′ > 2ρ sucede que:

ds(γn · r1(t), γn · r2(t′)) ≤ 2ρ,

ası́, como γn actúa por isometrı́as, sucede que:

ds(r1(t), r2(t
′)) ≤ 2ρ.
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Figura 4.12: Los puntos r1(t), r2(t′) están en B(1, ρ).

Lo cual es una contradicción y por lo tanto G no tiene una cantinidad finita de fines mayor a 2.

Si un grupo finitamente generado tiene una infinidad de fines, es más que númerable, este teorema se
debe a John Robert Stallings(1935-2008) sin embargo la prueba de esto rebaza los alcances de esta tesis.

4.3. Dos fines, si y solo si, virtualmente Z

Una vez establecido el teorema 3.5.2, es posible preguntarse cómo se ven estos grupos, si un grupo
finitamente generado no tiene fines este es finito, si tiene un fin, por ahora, la pregunta es un misterio. Y si
se piensa en los ejemplos con dos fines que se han revisado, se tienen Z, Z × Z/2Z y R, que cumplen con
ser cuasi-isométricos a Z, de donde se intuye el siguiente teorema, que también se debe a Stallings.

Teorema 4.3.1. Si G es un grupo finitamente generado con dos fines, entonces es virtualmente Z.

Demostración. Sea G un grupo finitamente generado por un conjunto S y sea C := Cay(G,S) el grafo de
Cayley de G con respecto a S.
Para fijar notación los fines de G se llamarán e1 y e2.

Note que Homeo(Ends(C)) es un grupo, y dado que Ends(C) tiene únicamente dos fines, entonces
existen dos homeomorfismos en Homeo(Ends(C)) = {Id, σ} donde:

Id : Ends(C) −→ Ends(C) σ : Ends(C) −→ Ends(C)

e1 7−→ e1 e1 7−→ e2

e2 7−→ e2 e2 7−→ e1

De donde se sigue que Homeo(Ends(C)) es un grupo finito.
Ahora, considerando a γ la acción por translación izquierda deG en sı́ mismo , una acción por isometrı́as

en C, es posible inducir un homomorfismo de G a los homeomorfismos del espacio de fines de C.

γ : G −→ Isom(G) −→ Homeo(Ends(C))

g 7−→ fg : G −→ G 7−→ fεg : Ends(C) −→ Ends(C)

g0 7−→ g · g0 end(r) 7−→ end(g · r)
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Puesto que Im(γ) = {fεg ∈ Homeo(Ends(C)) : ∃ g ∈ G : γ(g) = fεg} es un subconjunto de
Homeo(Ends(C)), entonces esta imagen es un conjunto finito. Luego como consecuencia del Segundo
Teorema de Isomorfismos G/ker(γ) ∼= Im(γ), por lo tanto ker(γ) es de ı́ndice finito en G.

Llámese H := ker(γ) y note que:

H := ker(γ) = {g ∈ G | fεg = IdHomeo(Ends(C))}

= {g ∈ G | ∀ end(r) ∈ Ends(C) fεg(end(r)) = end(r)}

= {g ∈ G | ∀ end(r) ∈ Ends(C) end(g · r) = end(r)}

Más aún, en vista de queH es de ı́ndice finito se tiene que es cuasi-denso respecto a dS (Teorema3.2.32),
por lo que existe µ ∈ R+ tal que para todo vértice v ∈ v(C), existe h ∈ H tal que ds(v, h) ≤ µ.

Por otro lado como G tiene dos fines, entonces existe un compacto K ⊆ C tal que para todo r1 ∈ e1 y
r2 ∈ e2, existe N ∈ N de manera que si r1(N,∞) ⊆ C\K y r2(N,∞) ⊆ C\K, entonces r1(N,∞) ⊂ C1 y
r2(N,∞) ⊂ C2 donde C1 y C2 son dos componentes conexas por caminos distintas de C\K.

Sea B(1, ρ) la bola con centro en 1 (la identidad de grupo) y radio ρ un entero tal que K ⊆ B(1, ρ) y
µ < ρ.

Dado que G es un grupo finitamente generado e infinito existe algún vértice w ∈ V (C) tal que
4ρ < ds(1, w)(Figura 4.13).

Figura 4.13: Vértice w a distancia mayor que 4ρ de 1.

Luego, como H es de ı́ndice finito en G existe h ∈ H tal que ds(h,w) < µ (Véase la Figura 4.14). Ası́
tenemos que:

4ρ < ds(1, w) ≤ ds(1, h) + ds(h,w) < ds(1, h) + µ < ds(1, h) + ρ,

4ρ < ds(1, h) + ρ,

3ρ < ds(1, h).
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Figura 4.14: Vértice h a distancia mayor que 3ρ de 1.

Por lo tanto B(1, ρ)
⋂
B(h, ρ) = ∅.

Sea r : [0,∞) −→ C un rayo geodésico que empieza en h, tal que r[0,∞)
⋂
B(1, ρ) = ∅ y end(r) = e1.

Note que r[0,∞) ⊂ C1, pues B(1, ρ) separa en dos componentes conexas por caminos a C y end(r) =
e1(Figura 4.15).

Figura 4.15: Rayo r tal que B(1, ρ) ∩ r[0,∞) = ∅.

A continuación, se demuestra que h tiene orden infinito. Para esto se hará inducción sobre la propo-
sición:‖hn‖ > 3ρ. De esto se obtendrá que para toda n ∈ N, 1 y hn están en componentes conexas por
caminos distintas y como corolario que ‖hn‖ > ‖hn−1‖ > 3ρ.

Lema 4.3.2. Sea r como anteriormente, entonces 1 y r(ρ,∞) están en componentes conexas por caminos
distintas de C\B(h, ρ), en particular 1 6= h2.

Demostración. Sea r′ : [0,∞) −→ C un rayo geodésico que empieza en 1, tal que end(r′) 6= end(r) y
r′[0,∞)

⋂
B(h, ρ) = ∅. Dado que h ∈ H , se tiene que h−1 · r es un rayo geodésico que empieza en 1 y tal

que end(r) = end(h−1 · r)(Figura 4.16).
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Figura 4.16: Rayos r, r′ y h−1 · r.

Supóngase que 1 ∈ h · C1.
Como la acción de h en G es por isometrı́as y B(1, ρ) separa a C en dos componente conexas por

caminos, entonces h ·B(1, ρ) = B(h, ρ) va a separar a h · C en h ·C1 y h ·C2 dos componente conexas por
caminos.

Tras la acción de h, se tiene que h · r′ es un rayo geodésico que empieza en h, que h · h−1 · r = r es un
rayo geodésico que empieza en h, también que h · r′(ρ,∞) ⊆ h · C2 y que end(r′) = end(h · r′)(Figura
4.17).

Figura 4.17: La acción de h sobre la figura 4.16.

De esto último, se sigue que para todo K0 subconjunto compacto de h · C = C, existe M ∈ R+ tal
que h · r′[M,∞) ⊂ h · C\K0 y r′[M,∞) ⊂ h · C\K0 están en la misma componente conexa, esto por la
definición de que h · r′ y r′ representen el mismo fin.

En particular, existe un t0 ∈ (ρ,∞) tal que r′(t0,∞) y h · r′(t0,∞) esten en la misma componente
conexa por caminos de h · C\B(h, ρ).

Dado que h · r′(ρ,∞) ⊆ h · C2 entonces r′(t0,∞) ⊆ h · C2. En virtud de que r′(0) = 1 ∈ h · C1,
como r′(t0) ∈ h ·C2 y B(h, ρ) separan a h · C en dos componentes conexas por caminos, entonces existe un
t1 ∈ [0,∞) tal que r′(t1) ∈ B(h, ρ), es decir r′[0,∞)

⋂
B(h, ρ) 6= ∅ lo cual es una contradicción de que

r′[0,∞)
⋂
B(h, ρ) = ∅. Ası́ 1 /∈ h · C1 y h · r(ρ,∞) ∈ h · C1.

Por lo tanto 1 y r(ρ,∞) están en componentes conexas por caminos distintas de C\B(h, p).

Corolario 4.3.3. Los vértices 1 y h2 están en componentes conexas por caminos distintas de C\B(h, ρ).

Demostración. Llámense Gh(C) al conjunto de rayos propios que emanan de h.
Por otro lado; se tenı́a que B(1, ρ) ∩ r[0,∞) = ∅ y como h actúa por isometrı́as, entonces B(h, ρ) ∩ h ·
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r[0,∞) = ∅. Además, por definición de h, se tiene que end(r) = end(h·r), entonces para ρ, existe T ∈ R+,
tal que para toda t > T , existe r(t) = x1, x2, · · · , xk−1, xk = h · r(t) un k-camino en C\B(h, ρ) (Figura
4.18). Dado que r[ρ,∞) está en h ·C1 (lema anteior), en particular r(t) ∈ h ·C1. Luego puesto que B(h, ρ)
divide en dos componentes conexas por caminos yB(h, ρ)∩h ·r[0,∞) = ∅, entonces h ·r(t) y h ·r(0) = h2

están en h ·C1. Del lema anterior se tiene que 1 ∈ h ·C2. Por lo tanto 1 y h2 están en componentes conexas
por caminos distintas.

Figura 4.18: El vértice h2 y r[0,∞) están en la misma componente conexa por caminos.

Corolario 4.3.4. Sea h como anteriormente, entonces ‖h‖ < ‖h2‖ , en particular h3 6= 1.

Demostración. Como C es geodésico existe α : [0, L] −→ C una geodésica que empieza en 1 y termina en
h2. Además, dado que B(h, ρ) separa a C en dos componentes, entonces α[0, L] pasa por B(h, ρ), por lo
tanto existe x ∈ B(h, ρ)

⋂
α[0, L], de modo que ds(h, x) = ζ ≤ ρ (Véase la figura 4.19).

Figura 4.19: Geodésica α

Además por la desigualdad del triángulo, existe y ∈ α[0, L] dentro de B(h, ρ), tal que ds(x, y) = ρ− ζ
y ds(x, y) < ds(1, x) (Figura 4.20). Llámese z al vértice en α[0, L] tal que ds(z, 1) = ρ. Sean κ = ds(z, y)
y ε0 = ds(1, h)− 2ρ (Figura 4.20); observe que:

ds(1, h) ≤ ds(1, x) + ds(x, h) por la desigualdad del triángulo

2ρ+ε0 ≤ ρ+κ+ρ−ζ+ζ sustituyendo a ds(1, x) = ρ+ κ+ ρ− ζ y a ds(1, h) = 2ρ+ ε0
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2ρ+ ε0 ≤ 2ρ+ κ

ε0 ≤ κ

Figura 4.20: Geodésica α, punto y a distancia ρ− ζ del punto x y z.

De manera análoga, existe y′ ∈ α[0, L] dentro deB(h, ρ) tal que ds(y′, x) = ρ−ζ y ds(1, y′) > ds(x, 1).
Sean z′ al vértice en α[0, L] tal que ds(z′, h2) = ρ y κ′ = ds(z

′, y′) (Figura 4.21), entonces:

dS(1, h) = ds(h, h
2) ≤ ds(h, x) + ds(x, h

2) por la desigualdad del triángulo

2ρ+ε0 ≤ ρ+κ′+ρ−ζ+ζ sustituyendo a ds(1, x) = ρ+ κ+ ρ− ζ

2ρ+ ε0 ≤ 2ρ+ κ′

ε0 ≤ κ′

Figura 4.21: Geodésica α, punto y′ a distancia ρ− ζ del punto x y z′.

Por lo tanto ‖h2‖ ≥ 2ρ + κ + κ′ > 2ρ + ε0 = ‖h‖, ası́ 0 < ‖h‖ < ‖h2‖. Obsérvese que si h3 = 1,
entonces h2 = h−1, por lo que ‖h−1‖ = ‖h‖ = ‖h2‖. De la contrarrecı́proca de este hecho, se tiene que
como 0 < ‖h‖ < ‖h2‖, entonces h3 6= 1, es decir, h no tiene orden tres.

Lema 4.3.5. Si ‖hn−1‖ > 3ρ, entonces 1 y hn están en diferentes componentes conexas por caminos de
C\B(hn−1, ρ).
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Demostración. Dado que ‖hn−1‖ > 3ρ, entonces ds(1, hn−1) > 3ρ; por lo que B(1, ρ)
⋂
B(hn−1, ρ) = ∅.

Sean r′ como en el lema 4.3.2 y rn−1 un rayo geodésico que empieza en hn−1 tal que rn−1(0,∞)
⋂
B(1, ρ) =

∅, end(r′) 6= end(rn−1) y rn−1 : [0,∞) ⊆ C1 (Figura 4.22).

Figura 4.22: Rayos r′ y rn−1

Considérese también a (hn−1)−1 · rn−1 : [0,∞) −→ C, el cual es rayo geodésico que empieza en 1 y tal
que end(rn−1) = end((hn−1)−1 · rn−1)(Figura 4.23).

Figura 4.23: Rayos r′,rn−1 y (hn−1)−1 · rn−1.

Ya que la acción de hn−1 en C es por isometrı́as, entonces B(hn−1, ρ) separa en dos componentes
conexas por caminos hn−1 · C1 y hn−1 · C2 a C\B(hn−1, ρ). Además hn−1 · rn−1[0,∞) ⊆ hn−1 · C1

Supóngase que bajo la acción de hn−1 sobre C, 1 ∈ hn−1 · C1.
En vista de que h ∈ H , sucede que end(hn−1 · r′) = end(r′) 6= end(rn−1) = end((hn−1)−1 · rn−1) y

también que hn−1 · r′(ρ,∞) ⊆ hn−1 · C2 (Figura 4.24).

Figura 4.24: La acción de hn−1 sobre la figura 4.23.

Como hn−1 · r′ y r′ representan el mismo fin, por definición para todo K ′ subconjunto compacto de
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hn−1 · C, existe M ′ ∈ R+ tal que hn−1 · r′[M,∞) ⊂ hn−1 · C\K ′ y r′[M ′,∞) ⊂ hn−1 · C\K ′ están en la
misma componente conexa, es decir en hn−1 · C2.

Dado que r′(0) = 1 ∈ hn−1 ·C1, entonces existe tn−1 ∈ (ρ,∞) tal que r′(tn−1,∞) y hn−1 ·r′(tn−1,∞)
están en la misma componente conexa por caminos de hn−1 · C/B(hn−1, ρ).

Ahora, en tanto que r′(tn−1) ∈ hn−1 ·C2 y queB(hn−1, ρ) separan a hn−1 ·C en dos componentes cone-
xas por caminos, entonces existe un tn ∈ [0,∞) tal que r′(tn) ∈ B(hn−1, ρ), es decir r′[0,∞)

⋂
B(hn−1, ρ) 6=

∅. Esto es una contradicción ya que r′[0,∞)
⋂
B(hn−1, ρ) = ∅. Por lo que 1 ∈ hn−1 ·C2 y hn−1 ·r(ρ,∞) ∈

hn−1 ·C1. Por consiguiente, debido a que h · rn−1(0) = h ·hn−1 = hn ∈ hn−1 ·C1 sucede que 1 y hn están
en componentes conexas por caminos distintas de C\B(hn−1, ρ).

Figura 4.25: Los vértices 1 y hn están en componentes conexas por caminos distintas.

Corolario 4.3.6. Si ‖hn−1‖ > 3ρ, entonces ‖hn‖ > ‖hn−1‖ > 3ρ.

Demostración. La demostración de este corolario es análoga a la demostración del Corolario 4.3.4 (Véase
la Figura 4.26).

Figura 4.26: Geodésica α, punto y a distancia ρ− ζ del punto x y punto z

Como consecuencia de todo lo anterior para cualquier n ∈ N sucede que:
‖hn‖ > ‖hn−1‖ > ‖hn−2‖ > ... > ‖h‖ > 3ρ > 0, en particular ‖hn‖ 6= 0, ası́ h es de orden infinito.

Es fácil ver que 〈h〉 es isomorfo Z puesto que:
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θ : 〈h〉 −→ Z

1 7−→ 0

hz 7−→ z

Es un homorfismo de grupos biyectivo, es decir un isomorfismo.

A continuación, resta demostrar que 〈h〉 es de ı́ndice finito en G. Para esto es suficiente demostrar que
〈h〉 es cuasi-denso en G.

Dentro de las bolas con centro en elementos de 〈h〉 y radio ρ hay un número finito de puntos. En seguida,
se demostrará que “entre” dichas bolas hay también un número finito de puntos.

Defı́nanse para toda n ∈ N los conjuntos de puntos entre las bolasB(hn, ρ) yB(hn+1, ρ) de la siguiente
forma:

Mn = (hn · C1 ∩ hn+1 · C2)\(B(hn, ρ) ∪B(hn+1, ρ)).

Como cada B(hn, ρ) está contenida en el interior de hn · C1, entonces cada Mn debe tener únicamente
una sola componente conexa por caminos.

Supóngase que para cada n ∈ N, existe una cantidad infinita de puntos enMn, digamos p0, p1, · · · , pk, pk+1, · · · .
Luego, constrúyase un rayo r̂ : [0,∞) −→Mn, de la siguiente manera (Figura 4.27):

r̂ : [0,∞) −→Mn

[0, 1) 7−→ p0

[1, 2) 7−→ p1

[2, 3) 7−→ p2

.

.

.

Figura 4.27: Rayo r̂ contenido en Mn
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Ası́, siB ⊂Mn es un conjunto acotado, entonces este contendrá una cantidad finita de puntos, por lo que
r̂−1(B) = {t ∈ [0,∞) : r̂(t) ∈ B} será una unión finita de intervalos acotados, y por tanto un subconjunto
acotado de [0,∞). De donde se tiene que r̂ es un rayo propio.

Ahora, considérense un rayo propio r1 que emana de hn+1 tal que end(r1) = e1 y r1(ρ,∞) ⊂ hn+1 ·
C1(Figura 4.28). Ulteriormente, se tiene que r1 ∩ hn+1 · C1 6= ∅ y r̂ ∩ hn+1 · C1 = ∅, entonces para toda
t ∈ [0,∞) pasa que r1(t) y r̂(t) están en diferentes componentes conexas por caminos de C\B(hn+1, ρ),
por lo tando end(r1) 6= end(r̂).

Figura 4.28: r1 ∩ hn+1 · C1 6= ∅ y r̂ ∩ hn+1 · C1 = ∅

Por otro lado, si se toma un rayo propio r2 que emana de hn y tal que r2(ρ,∞) ⊂ hn ·C2 (Figura 4.29),
entonces sucede que r2 ∩ hn · C2 6= ∅ y r̂ ∩ hn · C2 = ∅, por lo que end(r2) 6= end(r̂).

Figura 4.29: r2 ∩ hn · C2 6= ∅ y r̂ ∩ hn · C2 = ∅

De lo anterior se sabe que end(r1) 6= end(r̂) y end(r2) 6= end(r̂), lo cual es una contradicción, dado que
C tiene únicamente dos fines, por lo tanto Mn es un conjunto finito de puntos. Ası́, si se define kn := |Mn|,
dado que H actúa por isometrı́a en C, se tiene que para toda i, j ∈ N, sucede que ki = kj .Luego, llámese
µ := kn. Como el número de puntos dentro de las bolas es finito y también el número de puntos entre estas,
entonces para toda g ∈ G, existe h ∈ 〈h〉 tal que ds(g, h) ≤ µ + ρ. Por lo tanto h ∈ 〈h〉 es cuasi-denso en
G, de donde se tiene que h ∈ 〈h〉 es de ı́ndice finito en G.

4.4. Cuasi-isométrico a Z entonces virtualmente Z

Si G un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces por la proposición 4.2.15, hay un
homeomorfismo entre Ends(G) y Ends(Z), luego como Z tiene dos fines, entonces G también tiene dos
fines y por el teorema 4.3.1, entonces G es cuasi-isométrico a Z. Por lo tanto se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 4.4.1. Si G un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico a Z, entonces es virtualmente Z.
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Capı́tulo 5

Conclusión.

En general la idea en los problemas de rigidez es la siguiente:

Definición 5.0.1. Un grupo G1 es virtualmente isomorfo a otro grupo G2, si existen subgrupos de ı́ndice
finito Hi < Gi y subgrupos normales Fi C Gi con i ∈ {1, 2} tales que los cocientes H1/F1 y H2/F2 son
isomorfos.

Un grupo G es virtualmente P, si es virtualmente isomorfo a un grupo con la propiedad P (con P una
propiedad para grupos o algún grupo).

En especial, si P es una propiedad de grupos, un grupo es virtualmente P, si contiene un subgrupo de
ı́ndice finito con la propiedad P.

Como consecuencia del Lema de Schwarz-Milnor cuasi-isométrico implica virtualmente isomorfo, sin
embargo el converso no siempre es verdad. Cuando el converso, virtualmente implica cuasi-isométrico se
cumple, entonces se dice que un grupo es cuasi-isométricamente rı́gido. Particularmente en esta tesis se
revisó el caso de los grupos finitamente generados virtualmente Z, es decir, los grupos finitamente gene-
rados G virtualmente isomorfos a Z, donde H1 es un subrgupo de ı́ndice finito isomorfo a Z, H2 = Z y
F1 = F2 = {e}. En este caso, como el converso es cierto, es decir, que un grupo G finitamente generado
cuasi-isométrico a Z es virtualmente Z (virtualmente cı́clico infinito), se tiene que G es cuasi-isométrica-
mente rı́gido a Z.

Ahora bien, a lo largo de este texto, se desarolló la teorı́a necesaria para demostrar la suficiencia y la ne-
cesidad de la rigidez cuasi-isométrica de Z (Teorema 3.2.35), que dice, que todo grupo finitamente generado
G, es cuasi-isométrico a Z, si y sólo si, es virtualmente Z. Esto establece una equivalencia entre ser virtual-
mente Z, que es una propiedad algebraica, y ser cuasi-isométrico a Z, que es una propiedad geométrica. En
particular, se vió que en el caso de los grupos finitamente generados, el número de fines de un espacio métri-
co es invariante bajo cuasi-isometrı́as. El camino que se siguió para demostrar este primer caso de rigidez
en resumen fue ası́: que todo grupo finitamente virtualmente Z, es cuasi-isométrico a Z (Teorema 3.5.2) ,
es consecuencia del Lema de Schwarz-Milnor (3.4.1) y del corolario 3.5.1, que dice que todo subgrupo de
ı́ndice finito es cuasi-isométrico al grupo ambiente, en especial si un grupo finitamente generado tiene un
subgrupo de ı́ndice finito isomorfo a Z (es virtualmente Z), este es cuasi-isométrico a Z. En el otro sentido,
para ver que todo grupo finitamente generado que es cuasi-isométrico a Z, es virtualmente Z. Primero se de-
finió y estudió el espacio de fines de un espacio métrico (en particular un grupo con la métrica de las palabras
asociado a su grafo de Cayley). Luego, se obtuvo que toda cuasi-isomerı́a induce un homeomorfismo en el
espacio de fines de un grupo (Proposición 4.3.1), esto aunado al teorema 4.2.16, que establece que un grupo
finitamente generado tiene 0,1,2 o una infinidad de fines, deja como resultado que todo grupo finitamente

71
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generado con dos fines es virtualmente Z, ası́ todo grupo finitamente generado cuasi-isométrico a Z tiene
dos fines y por tanto es virtualmente Z.

Con este primer caso en mente, tiene sentido preguntárse por la rigidez cuasi-isométrica para otros tipos
de grupos finitamente generados, por ejemplo cı́licos, abelianos, libres, etc. Una buena lista de ejemplos,
no ejemplos y problemas abiertos de rigidez cuasi-isométrica para grupos finitamente generados pueden
consultarde en [6] pág.10-11. Mientras que la rigidez cuasi-isométrica de grupos no finitamente generados
es un problema es abierto, por ejemplo:

Dados a, b ∈ Z+\{1}. Si da y db son métricas en Z con respecto a los conjunto generadores infinitos
A = {ai}∞1=0 y B = {bi}∞1=0 respectivamente, es un problema abierto si (Z, da) y (Z, db), son cuasi-
isométricos.
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[9] C. Löh, An Introduction to Geometric Group Theory. Univeritext, Springer, 2017.

[10] A. Nicol. What is a Cayley Graph?, sin año.

73

http://www.mathematik.uni-regensburg.de/loeh/teaching/ggt_ws1011/lecture_notes_old.pdf

	Introducción
	Preliminares
	Introducción
	Acciones de Grupos
	Grafos de Cayley
	Introducción

	Grupos como espacios métricos
	Acciones de grupos en grafos de Cayley

	Cuasi-isometrías y geodésicas
	Introducción
	Encajes y equivalencias
	Encajes isométricos
	Encajes bi-Lipschitz
	Encajes cuasi-isométricos

	Espacios geodésicos y cuasi-geodésicos
	Lema de Schwarz-Milnor
	Virtualmente Z entonces cuasi-isométrico a Z

	Espacio de fines
	Introducción
	Espacio de fines
	Dos fines, si y solo si, virtualmente Z
	Cuasi-isométrico a Z entonces virtualmente Z

	Conclusión.

