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R E S U M E N

En la presente tesis se realiza la variación de la acción de la teoría
de Einstein-Maxwell-Dilaton con todo detalle, se calcula el tensor
de Riemann para un ansatz tipo Lifshitz en cualquier dimensión
y se procede a calcular los invariantes gravitacionales Kretschmann,
cuadraro de Ricci y escalar de curvatura. Dichos invariantes se evalúan
en los agujeros negros de Taylor que es soportados por un campo
escalar y un campo de Maxwell. Además procedemos a calcular el
invariante independiente del Electromagentismo: FµνFµν .
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1
I N T R O D U C C I Ó N

Desde su presentación en 1915, la relatividad general ha constituido
un cambio de paradigma en la manera como entendemos la gravedad
en física clásica [3-7] y un desafío en sus intentos, aún inconclusos,
de tener una gravedad cuántica. Descrita como la dinámica del es-
paciotiempo, se encarga de determinar la distancia entre puntos de
una variedad diferenciable que se codifican en un objeto tensorial
simétrico de rango 2 denominado métrica gµν Acción de

Einstein-Hilbert

S[gµν] =
∫
M

d4x
√
−g

[
R − 2λ

2κ

]
, (1.1)

donde R representa el escalar de curvatura construido como la doble
traza del tensor de curvatura del espaciotiempo, el Riemann Rµ

ανβ, y
λ representa la constante cosmológica. La variación de la acción (2.2)
resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo
orden para la métrica que, en general, es dificil de resolver

Gµν + λgµν = 0, con Gµν ≡ Rµν −
1
2

Rgµν. (1.2)

En 1916 Karl Schwarzschild dió la primera solución al sistema de
ecuaciones (1.2) –sin constante cosmológica– en el caso estático y
esféricamente que, en honor al físico alemán, se conoce como la métrica
de Schwarzschild [17] Métrica de

Schwarzschild

ds2 = −
(

1 − 2M
r

)
dt2 +

(
1 − 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2, (1.3)

donde dΩ2 ≡ dθ2 + sin2(θ)dϕ2 representa la 2-esfera. La métrica (1.3)
tiene un horizonte de eventos en r = 2M y una singularidad física
en r = 0. Posteriores esfuerzos permitieron demostrar que cualquier
solución de vacio esféricamente simétrica debe ser estática y por tanto debe
ser Schwarzschild. Dicho resultado de unicidad se conoce como Teorema
de Birkhoff, construido en 1921 por Jebsen [10] e independientemente
por Birkhoff y Langer [1] en 1923.
La generalización rotante de la métrica de Schwarzschild tomó más
de media decada en construirse hasta que fue presentada por Kerr
[12] en 1963 Métrica de Kerr

ds2 = − ∆
Σ
(
dt − a sin2 θdϕ

)2

+
sin2 θ

Σ
(
adt − (r2 + a2)dϕ

)2
+

Σdr2

∆
+ Σdθ2, (1.4)

1
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2 introducción

donde ∆ = r2 + a2 − 2rM, Σ = r2 + a2 cos2 θ, M representa la masa de
la configuración y J ≡ aM representa el momento angular. La métrica
(1.4) tiene un horizonte de eventos en r = M +

√
M2 − a2 y la famosa

singularidad de anillo Σ = 0. Posteriormente se intentó demostrar su
unicidad llevando a lo que se conoce como el Teorema de no pelo:
Sí (M, g) representa un espaciotiempo asintóticamente plano, estacionario
y axisimétrico que es solución de vacio de las ecuaciones de Einstein (1.2)
–sin constante cosmológica– y que es regular fuera y sobre el horizonte de
eventos, entonces (M, g) debe corresponder a la familia de métricas de Kerr
(1.4) caracterizadas sólo por la masa M y el momento angular J[2].
Como destacamos, las configuraciones que hemos descrito se caracte-
rizan por tener horizonte de eventos (superficie atrapada) y singularidad,
una peculiaridad que plaga las teorías gravitacionales. Claro está que
las singularidades físicas constituyen un impedimento para que las
configuraciones se realizen en la naturaleza y en algún sentido indican
que la descripción física del sistema debe cambiarse, por lo menos
en ciertas regiones del espaciotiempo. Sin embargo cabe notar que
para las métricas (1.3) y (1.4) las singularidades se ubican dentro del
horizonte de eventos y en algún sentido se encuentran “vestidas” por
el horizonte de eventos. Éstas observaciones fueron formalizadas por
Penrose, Hawking y otros, basado en resultados anteriores[19], en los de-
nominados Teoremas de Singularidad[16]: Si un espaciotiempo (M, g)
satisfaceTeorema de

Singularidad de
Penrose i. la condicion débil de la energía (para la congruencia geodésica nula uµ,

Tµνuµuν ≥ 0),

ii. la existencia de una superficie de Cauchy Σt, no compacta [espaciotiempo
globalmente hiperbólico no compacto],

iii. la existencia de superficies cerrada atrapada [horizonte de eventos],

entonces se tiene incompletitud geodésica nula (singularidad). Aunque a
primera vista parecería que las condiciones del teorema son bastante
exóticas y/o excesivas, en realidad son bastante estandar:

i. Materia razonable con densidad de energía positiva sobre los
rayos de luz.

ii. Espaciotiempos que resulta del desarrollo de las condiciones im-
puestas en Σt a través de ecuaciones hiperbólicas bien definidas,
lo que nos permite tener predictibilidad .

iii. Existencia de agujeros negros.

Genéricamente se satisfacen las condiciones (i)-(iii) por lo que las
singularidades constituyen una realidad casi inevitable en configuraciones
gravitacionales. El comité nobel reconoce dicho teorema como funda-
mental para considerar a Sir. Roger Penrose parte de los ganadores
del Premio Nobel de Física del año 2020 [18].
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introducción 3

Surge la preocupación del significado físico de espaciotiempos que
genéricamente tienen singularidades. Sin embargo llega al rescate,
de la mano del mismo Penrose, la conjetura de censura cósmica[15]:
las singularidades siempre se ubican dentro de un horizonte de eventos y
por tanto no pueden ser observadas desde infinito. Es así que físicamente Invariantes

resulta relevante caracterizar si las singularidad físicas se encuentra
dentro o fuera del horizonte de evento. Para evitar singularidades
coordenadas y capturar esencialmente singularidades físicas trabaja-
mos con invariantes, tanto geométricos como de campos, y verificamos
que no sean irregulares tanto fuera como sobre el horizonte de eventos
de modo que si resultan irregulares tenemos singularidades desnudas.
Sin embargo debemos enfatizar que la regularidad de los invariantes
no caracteriza la singularidad[19], definida como incompletitud geo-
désica[9].

Aunque se tiene un gran catálogo de soluciones exactas de vacío
a la relatividad general[20], las cosas cambian drásticamente cuan-
do consideramos campos de materia que viven en el espaciotiempo.
Los teoremas de unicidad descritos anteriormente pierden validez y
el catálogo de soluciones se enriquece aún más. La interacción entre
la métrica y la materia definen la forma en que cada uno de ellos
se comporta: como se mueve la materia y como se deforma el espa-
ciotiempo, abriendo una ventana de posibilidades en que diferentes
configuraciones de campos pueden coexistir. Existen diversas formas
en que el espaciotiempo y la materia pueden interactuar, siendo de
particular interés la teoría de Einstein-Maxwell-Dilaton porque puede
obtenerse como un límite de bajas energías de la teoría de cuerdas en
4 dimensiones [8] Acción de Einstein-

Maxwell-Dilaton

S[gµν, Φ, Aµ] =
∫

d4x
√
−g

[
R − 2λ

2κ
− 1

2
∇µΦ∇µΦ − 1

4
e−bΦFµνFµν

]
,

(1.5)

donde Φ representa un campo escalar denominado Dilatón y Fµν ≡
2∂[µ Aν] representa el tensor de Faraday asociado al campo de Maxwell
Aµ.
Diversas configuraciones de campos se han encontrado en dicha teoría
y en años recientes se descubrió que soporta agujeros negros asintóti-
camente Lifshitz [21]

ds2 = −
( r

l

)2z
f (r)dt2 +

dr2( r
l

)2
f (r)

+
( r

l

)2
dx⃗2, (1.6)
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4 introducción

donde f (r) representa el único potencial gravitacional despierto en el
ansatz, sujeto a la condición de frontera lı́m

r→∞
f (r) = 1. Los espaciotiem-

pos Lifshitz

ds2 = −
( r

l

)2z
dt2 +

dr2( r
l

)2 +
( r

l

)2
dx⃗2, (1.7)

han despertado recientemente interés en el marco de la corresponden-
cia Holográfica al entenderse como duales gravitacionales de teorías
cuánticas de campos que no son invariantes de Lorentz[11]. La razón
por la que se rompe la covarianza general es que resulta invariante
ante el escalamiento anisotropico Dz :

t 7→ λzt, r 7→ r
λ

, xk 7→ λxk, (1.8)

además de los corrimientos en las coordenada espaciales y la temporal
y las rotaciones espaciales:

H : t −→ t′ = t + a;

Pi : xi −→ x
′i = xi + ai; (1.9)

Lij : xi −→ x
′i = Li

jx
j.

La simetría entre tiempo y espacio se rompe a través del paramétro
extra z, denominado exponente crítico dinámico.

El objetivo de la presente tesis es caracterizar si los agujeros negros
asintóticamente Lifshitz reportados en [21] para la teoría de Einstein-
Maxwell-Dilaton tienen singularidades desnudas “evidentes”. Ésto es,
singularidades identificables desde invariantes gravitacionales o de campo
que se encuentren fuera o sobre el horizonte de eventos. Para ello en el
capítulo 2 revisamos la teoría de Einstein-Maxwell-Dilaton, realizamos
detalladamente la variación de la acción, obtenemos las ecuaciones
de movimiento y describimos las configuraciones tipo agujero negro
Lifshitz encontradas por Taylor en [21]. En el capítulo 3, para un ansatz
métrico tipo Lifshitz, calculamos algunos invariantes geométricos
relevantes: Kretschmann, cuadrado del Ricci y escalar de curvatura. Los
evaluamos en la solución de Taylor y determinanos si son irregulares
fuera ó sobre su horizonte de eventos. Finalmente, en el capítulo 4,
hacemos algo parecido para los dos invariantes independientes del
Electromagnetismo: FµνFµν .
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2
VA R I A C I Ó N

Variamos la acción para obtener las ecuaciones de campo. La ac-
ción Einstein-Maxwell-Dilaton tiene soluciones a espacio-tiempo tipo
Lifshitz. Acción Einstein-

Maxwell-Dilaton

S[gµν, Φ, Aµ] =
∫

dDx
√
−g

[
R − 2λ

2κ
− 1

2
∇µΦ∇µΦ − 1

4
e−bΦFµνFµν

]
,

(2.1)

donde ϕ es el campo escalar y definimos el campo de fuerza como
Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ.

Para facilitar los cálculos dividimos la acción en dos partes. La
primera parte Einstein-Hilbert: Einstein-Hilbert

S[gµν] =
∫
M

dDx
√
−g

[
R − 2λ

2κ

]
(2.2)

Variando Einstein-Hilbert con respecto a g, δg tenemos: Variación
Einstein-Hilbert

δgSEH =
∫

dDx
[(

R − 2λ

2κ

)
δg
√
−g +

√−g
2κ

δgR
]

=
∫

dDx
[(

R − 2λ

2κ

)
δg
√
−g +

√−g
2κ

δg(gµνRµν)

]

=
∫

dDx [
(

R − 2λ

2κ

)
δg
√
−g +

√
−g

(
Rµν

2κ

)
δggµν

+

√−g
2κ

gµν(δgRµν)

]
(2.3)

Para el ultimo termino de la ecuación (2.3) necesitamos δRµν, recor-
demos la definición del Tensor de Riemman y de Ricci. Tensor Riemman

Rµ
ανβ ≡ ∂νΓµ

αβ − ∂βΓµ
αν + Γµ

νσΓσ
αβ − Γµ

βσΓσ
αν (2.4)

Tensor Ricci

Rµν = ∂λΓλ
µν − ∂νΓλ

µλ + Γλ
λσΓσ

µν − Γλ
νσΓσ

µλ (2.5)

Podemos obtener la variación de δRµν en dos pasos
1.- Tomamos la variación del tensor de Riemann (2.4) :

δRµ
ανβ = ∂νδΓµ

αβ − ∂βδΓµ
αν + Γµ

νσδΓσ
αβ + Γσ

αβδΓµ
νσ

− Γµ
βσδΓσ

αν − Γσ
ανδΓµ

βσ (2.6)

5
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6 variación

recordando que:

∇νδΓµ
αβ = ∂νδΓµ

αβ + Γµ
νλδΓλ

αβ − Γλ
ναδΓµ

λβ − Γλ
νβδΓµ

λα (2.7)

∇βδΓµ
αν = ∂βδΓµ

αν + Γµ
βλδΓλ

αν − Γλ
βαδΓµ

λν − Γλ
βνδΓµ

λα (2.8)

nos damos cuenta que:

δRµ
ανβ = ∇νδΓµ

αβ −∇βδΓµ
αν (2.9)

2.- Contraemos la variación del tensor de Riemann para obtener la
variación del tensor de Ricci:

δRµ
αµβ = gαβ∇µδΓµ

αβ − gαβ∇βδΓµ
αµ = ∇µ(gαβδΓµ

αβ)−∇β(gαβδΓµ
αµ)

= ∇µ (gαβδΓµ
αβ − gαµδΓλ

αλ) ≡ ∇µVµ ≡ 1√−g
∂µ(

√
−gVµ)

(2.10)
Variación δRµν

⇒
∫

dDx
√−g

κ
gµν(δRµν) =

∫
dDx

1
κ

∂µ(
√
−gVµ) (2.11)

donde el termino encerrado en (2.11) corresponde a un término de
frontera.

Veamos que [13] :Variación de
√−g

δ
√
−g = −1

2
√
−ggµνδgµν (2.12)

Tomando en cuenta (2.12) y (2.11), la variación de (2.3) esVariación Completa
δg Einstein-Hilbert

δgSEH =
∫

dDx (
√−g

2κ

[
Rµν −

Rgµν

2
+ λgµν

]
δgµν

+
1
κ

∂µ(
√
−gVµ) ) (2.13)

La parte de materia de la acción (2.1) es:

Sϕ−A =
∫

dDx
√
−g

[
−1

2
∇µΦ∇µΦ − 1

4
e−bΦFµνFµν

]
(2.14)

Ahora variamos ϕ − A con respecto de δg

δgSϕ−A =
∫

dDx
[(

−1
2
∇µΦ∇µΦ − 1

4
e−bΦFµνFµν

)
δg
√
−g

+
√
−g

(
−1

2
∂µϕ∂νϕδgµν − 1

4
e−bΦδgFµνFµν

)]
(2.15)
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variación 7

Dividiremos la segunda parte de la ecuación anterior en dos seccio-
nes para realizar la variacion con respecto a g.

i)δg
(
∂µϕgµν∂νϕ

)
= ∂µϕ∂νϕδgµν (2.16)

ii)
1
4

δg(e−bϕFµνgµαgνβFαβ) = − e−bϕ

4
FµνFαβδ(gµαgνβ)

= − e−bϕ

4
FµνFαβ[gµαδgνβ + gνβδgµα]

= − e−bϕ

4
[Fα

νFαβδgνβ − FνµgνβFαβδgµα]

= − e−bϕ

4
[Fα

µFανδgµν − Fβ
µFνβδgµν]

= − e−bϕ

2
(Fα

µFανδgµν) (2.17)

La variación de ϕ − A con respecto de g la podemos reescribir de la
siguiente manera

δgSϕ−A =
∫

dDx
[(

−1
2
∇µΦ∇µΦ − 1

4
e−bΦFµνFµν

)
δ
√
−g

−
√−g

2
(∂µϕ∂νϕ + e−bϕFα

µFαν)δgµν

]
(2.18)

Utilizando el resultado en (2.12) una vez más Variación δg
Maxwell

δgSϕ−A =
∫

dDx
√
−g

[
−1

2
gµν

(
−1

2
∂ρϕ∂ρϕ − 1

4
e−bϕFµνFµν

)
−1

2
(∂µϕ∂νϕ + e−bϕFα

µFαν)

]
δgµν (2.19)

Juntamos la variaciones que obtuvimos en 2.13 y 2.19 para mostrar
el resultado completo de la variación de la acción con respecto a la
métrica. Variación Completa

δg

δgS =
∫

dDx
{√

−g
(

1
2κ

[
Rµν −

Rgµν

2
+ λgµν

]
− 1

2
gµν

(
−1

2
∂ρϕ∂ρϕ

− 1
4

e−bϕFµνFµν

)
− 1

2
(∂µϕ∂νϕ + e−bϕFα

µFαν)

)
δgµν +

1
κ

∂µ(
√
−gVµ)

}
,

(2.20)

donde, como se menciono anteriormente, el termino encerrado corres-
ponde a un término de frontera.

Ahora variamos ϕ − A con respecto de ϕ

δϕSϕ−A =
∫

dDx
√
−gδϕ

[
−1

2
∂µϕgµν∂νϕ − 1

4
e−bϕFµνFµν

]
(2.21)
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8 variación

Variemos la primera parte que depende de ϕ

δϕ

[
−1

2
∂µϕgµν∂νϕ

]
= −1

2
gµν

[
∂µϕδϕ∂νϕ + ∂νϕδϕ∂µϕ

]
= −1

2
[gµν∂µϕ∂νδϕ + gµν∂µϕ∂νδϕ]

= −gµν∂µϕ∂νδϕ

= −gµν∇µϕ∇νδϕ

= ∇µ(−gµν∂νδϕ)−∇ν(−gµν∂νϕ)δϕ (2.22)

La variación completa de ϕ − A con respecto a ϕ queda de la si-
guiente formaVariación δϕ

δϕSϕ−A =
∫

dDx
√
−g

[{
−∇ν(−gµν∂νϕ) +

1
4

bϕe−bϕFµνFµν

}
δϕ + ∇µ(−gµν∂νδϕ)

]
,

(2.23)

en donde el termino enmarcado dentro de la ecuación corresponde a
un término de frontera.

Variamos con respecto a A

δASϕ−A =
∫

dDx
√
−gδA

[
−1

4
e−bϕFµνFµν

]
=

∫
dDx

√
−g

(
−1

4
e−bϕ

)
gµαgνβδA(FµνFαβ)

=
∫

dDx
√
−g

(
−1

2
e−bϕ

)
gµαgνβFαβδAFµν

=
∫

dDx
√
−g

(
−1

2
e−bϕ

)
Fµν(δA∇µ Aν − δA∇ν Aµ)

=
∫

dDx
√
−g

(
−1

2
e−bϕ

)
(2Fµν∇µδAν)

=
∫

dDx
√
−g[−∇µ(−e−bϕFµν)δAν + ∇µ(−e−bϕFµνδAν) ],

(2.24)

en donde el termino enmarcado dentro de la ecuación corresponde a
un término de frontera.

Una vez calculada la última variación procedemos a presentar el
resultado de la variación completa de la acción, es decir, se suman los
resultados obtenidos por separado de cada variación.

δS[gµν, ϕ, Aµ] = δgS + δϕS + δAS (2.25)

A continuación se muestra la suma de las acciones calculadas.Variación Einstein-
Maxwell-Dilaton
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2.1 presentación solución de marika taylor 9

δS[gµν, ϕ, A] =
∫

dDx
√
−g

[{
1

2κ

[
Rµν −

Rgµν

2
+ λgµν

]
− 1

2
(∂µϕ∂νϕ + e−bϕFα

µFαν)

− 1
2

gµν

(
−1

2
∂ρϕ∂ρϕ − 1

4
e−bϕFµνFµν

)}
δgµν

+ (−∇ν(−gµν∂µϕ) +
1
4

bϕe−bϕFµνFµν)δϕ −∇µ(−e−bϕFµν)δAν) ]

+
1√−g

∂µ

(
1
κ
(
√
−gVµ + (

√
−gVνδϕ) + (−

√
−ge−bϕFµνδAν)

) ]
(2.26)

donde como se menciono antes los terminos encerrados son términos
de frontera.

Fijando las condiciones para los términos de frontera, los términos
de frontera no contribuyen en la dinámica local. Entonces, por varia-
ciones arbitrarias independientes de la métrica, el dilatón y el campo
de Maxwell, tenemos las siguientes ecuaciones de movimiento: Métrica

Rµν −
Rgµν

2
+ λgµν = κ

[
∂µϕ∂νϕ + e−bϕFα

µFαν + gµν

(
−1

2
∇ρϕ∇ρϕ − 1

4
e−bϕFµνFµν

)]
︸ ︷︷ ︸

Tµν=
(

−2√−g

)(
δ[
√−gLmat ]

δgµν

)
,

(2.27)

donde Tµν es el Tensor de Energía-momento.
Para ϕ: ϕ

□ϕ +
1
4

bϕe−bϕFµνFµν = 0, (2.28)

para A A

∇µ(e−bϕFµν) = 0 (2.29)

2.1 presentación solución de marika taylor

La acción (2.1) tiene soluciones en espacio-tiempos tipo Lifshitz, y
estamos interesados en ansatz métricos de la forma Espacio-tiempo tipo

Lifshitz

ds2 = −
( r

l

)2z
f (r)dt2 +

dr2( r
l

)2
f (r)

+
( r

l

)2
dx⃗2, (2.30)

donde f (r) representa el único potencial gravitacional despierto en
el ansatz. Notanado que si r → ∞ : f (r) = 1 obtenemos un espacio-
tiempo tipo Lifshitz

ds2 = −
( r

l

)2z
dt2 +

dr2( r
l

)2 +
( r

l

)2
dx⃗2 (2.31)
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10 variación

La solución que revisamos es la encontrada por Taylor en [21],
construidas para de ahí nuestro interés en un ansatz métrico tipo
Lifshitz.

Supongamos un ansatz para un campo de materia que respete las
simetrías espaciotemporales:

ϕ = ϕ(r)︸ ︷︷ ︸
Campoescalar

, A = A(r)dt︸ ︷︷ ︸
Gauge f ield

Una solución para las ecuaciones de movimiento (2.27), (2.28), (2.29),
y para el espacio-tiempo (2.30) :

f (r) = 1 − M
rz+D−2 (2.32)

Frt ≡ A′(r) =
(z − 1)(z + D − 2)

κQl2

( r
l

)z+D−3
(2.33)

ebϕ =
κQ2l2

(z − 1)(z + D − 2)

( r
l

)2(D−2)
(2.34)

λ = − (z + D − 2)(z + D − 3)
2l2 (2.35)

b = 2

√
κ(D − 2)

z − 1
(2.36)

Utilizaremos está solución para evaluar en el horizonte de eventos
y verificar si hay una singularidad desnuda o no.
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3
I N VA R I A N T E S D E C U RVAT U R A

Realizamos el calculo de invariantes de curvatura para verificar que
nuestro espacio-tiempo es regular, lo cual significa que los invariantes
de curvatura sean regulares y finitos en todos los puntos del espacio-
tiempo.

Si los invariantes de curvartura contienen singularidades al menos
una de estas debe ser infinita. Las singularidades son lugares donde
la relatividad general no funciona.

3.1 tensor de riemann

Antes de realizar el calculo, de manera breve mostremos una inter-
pretación del Tensor de Riemman.

Consideremos una familia de geodésicas de un parámetro xµ(s, t)
donde s es el parámetro y t el flujo geodésico. Sµ = dxµ/ds es el
vector que describe el movimiento de una geodésica a otra y Tµ =

dxµ/dt describe el flujo a través de la geodésica. Entonces encontramos
que si S es transportado paralelamente a través del fluho geodésico,
su segunda derivada covariante esta determinada por el Tensor de
Riemann:

D2Sµ

dt2 = −Rµ
ναρSσTνTρ (3.1)

En otras palabras la ecuación anterior descibre una desviación geo-
désica, que se puede visualizar de manera más simple si imaginamos
que S representa la separación entre dos objetos cercanos en el espacio
y T representa su movimiento inicial. [14]

Definición del tensor de Reimann

Rµ
ανβ = ∂νΓµ

αβ − ∂βΓµ
αν + Γµ

σνΓν
βα − Γµ

σβΓσ
να (3.2)

donde los Símbolos de Christoffel están definidos como

Γρ
µν =

1
2

gρσ(∂νgµσ + ∂µgνσ − ∂σgµν) (3.3)

Estamos interesados en ansatz métricos de la forma

ds2 = −
( r

l

)2z
f (r)dt2 +

dr2( r
l

)2
f (r)

+
( r

l

)2
dx⃗2, (3.4)

11
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12 invariantes de curvatura

donde dx⃗2 ≡ dx2
1 + dx2

2 + . . . dx2
D−2 representa la métrica de un sector

plano D − 2 dimensional. Los símbolos de Christoffel (3.3) no triviales
para la métrica (3.4) sonSímbolos de

Christoffel

Γt
tr =

1
2

[
2z
r
+ (ln f )′

]
, Γr

tt =
1
2

( r
l

)2z+2
f 2

[
2z
r
+ (ln f )′

]
,

Γr
rr = −1

2

[
2
r
+ (ln f )′

]
, Γi

rj =
1
r

δij, Γr
ij = −1

l

( r
l

)3
f δij.

(3.5)

Introduciendo los símbolos de Christoffel (3.5) en el tensor de Riemann
(3.2) tiene la estructuraTensor de Riemann

Rµν
αβ = − 4

l2

{
1
2
[
r2 f ′′ + (1 + 3z)r f ′ + 2z2 f

]
δ
[µ
t δ

ν]
r δt

[αδr
β]

+
1
2
(
r f ′ + 2z f

)
δ
[µ
t δ

ν]
i δt

[αδi
β] +

1
2
(
r f ′ + 2 f

)
δ
[µ
r δ

ν]
i δr

[αδi
β]

+ f δ
[µ
i δ

ν]
j δi

[αδ
j
β]

}
, (3.6)

donde los corchetes cuadrados representan la antisimetrización de los
índices, (i, j) repetidos no representan índices de suma y deben der
diferentes (i ̸= j).

Una vez que se obtiene el Tensor de Riemman calculamos los inva-
riantes que son de nuestro interés, posterior a calcularlos los evalua-
mos en la solución de Taylor y determinanos si son irregulares fuera o
sobre su horizonte de eventos.

3.2 tensor de ricci

El tensor de Ricci es una contracción del tensor de Riemman y dada
la forma en la que presentamos el tensor de Riemann, la definición
que nos es útil para calcular el Tensor de Ricci es la siguiente

Rµ
ν ≡ Rαµ

αν (3.7)

Conociendo las componentes distintas de cero y la definición ante-
rior, las componentes a calcular son las siguientes

Rµ
ν ≡ Rµ

νRν
µ ≡ Rtµ

tν + Rrµ
rν +

D−2

∑
i=1

Riµ
iν (3.8)

Mostraremos como calcular la componente Rr
t , y para las demás

se realiza lo mismo
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3.3 cuadrado del ricci 13

Rtµ
tν

Rtr
trδt

[µδν]
rδt

[αδr
β] = Rtr

tr
1
4
(δα

tδ
ν

r − δν
tδ

α
r)(δ

t
αδr

β − δt
βδr

α)

= Rtr
tr(δ

ν
rδr

β + δν
tδ

t
β)

Rti
tiδt

[µδν]
iδ

t
[αδi

β] =
D−2

∑
i=1

Rti
ti((D − 2)δν

iδ
i
β + δν

tδ
t
β)

Rtµ
tν =

(
−

[
f ′′

2

( r
l

)2
+

z2 f
l2 +

3z f r
2l2 +

r f ′

2l2

]
δν

rδr
β

+

[
z f
l2 +

r f ′

2l2

]
(D − 2)δν

iδ
i
β ) δν

tδ
t
β

⇒ Rtµ
tν = −

[
r2 f ′′

2l2 +
[3z(D + 1)]r f ′

2l2 +
2z2 + 2(D − 2)z] f

2l2

]
δν

tδ
t
β

Tras realizar el calculo para el resto de las componentes, se obtiene
lo siguiente Tensor de Ricci

Rµ
ν = − 1

2l2

(
[r2 f ′′ + [3z + (D − 1)]r f ′ + [2z2 + 2(D − 2)z] f ]δν

tδ
t
β

+ [r2 f ′′ + [3z + (D − 1)]r f ′ + [2z2 + 2(D − 2)] f ]δν
rδr

β

+ [2 f ′r + [z + (D − 2)] f ]δν
iδ

i
β ) (3.9)

3.3 cuadrado del ricci

Para el Cuadrado del Ricci utilizamos lo siguiente

RµνRµν ≡ RµνRνµ ≡ Rµ
νRν

µ (3.10)

Se consideran las componentes distintas de cero para facilitar el
calculo, mostramos el procedimiento de una componente, para el resto
se realizan los mismos pasos.

Rr
rRr

r =

[
f ′′

2

( r
l

)2
+

[3z + (D − 1]]r f ′

2l2 +
[z2 + (D − 2)] f

l2

] [
f ′′

2

( r
l

)2

+
[3z + (D − 1]]r f ′

2l2 +
[z2 + (D − 2)] f

l2 ]

=
r4[ f ′′]2

4l4 +
[3z + (D − 1)]r3 f ′ f ′′

2l4 +
r2 f f ′′[z2 + (D − 2)]

l4

+
[3z + (D − 1)][z2 + (D − 2)]r f f ′

l4 +
[3z + (D − 1)]2r2[ f ′]2

4l4 +
[z2 + (D − 2)]2[ f ]2

l4
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14 invariantes de curvatura

El resultado completo es el que se muestra a continuaciónCuadrado de Ricci

Rµ
νRν

µ =
1
l4

[
r4[ f ′′]2

2
+ [3z + (D − 2)]r3 f ′ f ′′ + r2 f f ′′[2z2 + (D − 2)z + (D − 2)]

+ r f f ′[6z3 + 3z2(D − 2) + 2z2(D − 1) + 3z(D − 2) + z(D − 1)(D − 2)

+ (D − 1)(D − 2) + 2z(D − 2) + 2(D − 2)2] +
r2[ f ′]2

2
[9z2 + 6z(D − 1)

+ (D − 1)2 + 2(D − 2)] + f 2[2z4 + 2z3(D − 2) + z2(D − 2)2 + 2z2(D − 2)

+ 2z(D − 2)2 + (D − 2)2 + (D − 2)3 ] (3.11)

Sustituimos f (r) = 1 − M
rz+D−2 y obtenemosCuadrado de Ricci

Solución de Taylor

Rµ
νRν

µ =
1
l4

[
r4

2
M2(z2 + 2zD − 3z + D2 − 3D + 2)2

r2z+2D

+ [3z + (D − 2)]r3[−M2(z + D − 1)(z + D − 2)2r−2z−2D+1]

+ r2[(−M(z + D − 1)(z + D − 2)r−Z−D) + M2(z + D − 1)(z + D − 2)r−2z−2D+2]

[2z2 + (D − 2)z + (D − 2)] + r[M(z + D − 2)r−z−D+1

− M2(z + D − 2)r−2z−2D+1][6z3 + 3z2(D − 2) + 2z2(D − 1)

+ 3z(D − 2) + z(D − 1)(D − 2) + (D − 1)(D − 2) + 2z(D − 2) + 2(D − 2)2]

+
r2

2
M2(z + D − 2)2

r2z−2D−2 [9z2 + 6z(D − 1) + (D − 1)2 + 2(D − 2)]

+ [1 − 2M(r−z−D+2)− M2(r−z−D+2)2][2z4 + 2z3(D − 2) + z2(D − 2)2

+ 2z2(D − 2) + 2z(D − 2)2 + (D − 2)2 + (D − 2)3 ] (3.12)

3.4 escalar de curvatura

Calculamos ahora el Escalar de Curvatura, el cual es la contracción
del Tensor de Ricci, y se utiliza lo siguiente:

R ≡ Rµ
ν (3.13)

De lo cual obtuvimos:Escalar de Curvatura

R = f ′′
( r

l

)2
+

r f ′[3z + (D − 1) + (D − 2)]
l2

+
f [2z2 + 2z(D − 2) + (D − 2) + (D − 2)2]

l2 (3.14)

R =
1
l2 (r

2 f ′′ + r f ′[3z + (D − 1) + (D − 2)]

+ f [2z2 + 2z(D − 2) + (D − 2) + (D − 2)2]) (3.15)
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3.5 escalar de kretschmann 15

El escalar de curvatura nos dice como el área de la superficie de
una esfera en un espacio curvo difiere de la superficie de una esfera
en un espacio plano.

Evaluando en la solución de Taylor. Escalar de Curvatura
Sol. Taylor

R =
1
l2 (r

2[M2(z2 + 2zD − 3z + D2 − 3D + 2)2r2z+2D]

+ r[M(z + D − 2)r−z−D+1][3z + (D − 1) + (D − 2)]

+

[
1 − M

rz+D−2

]
[2z2 + 2z(D − 2) + (D − 2) + (D − 2)2])

(3.16)

3.5 escalar de kretschmann

Dada la forma que mostramos del Tensor de Riemann la definición
del Escalar de Kretschmann es la siguiente

Rµν
αβRµν

αβ = Rµν
αβgαλgβγRµνλγ ≡ Rµν

αβRαβ
µν (3.17)

De lo cual se obtuvo Escalar Kretschmann

Rµν
αβRαβ

µν = [ f ′′]2
( r

l

)4
+

f ′′

l4 [6zr3 f ′ + 4r2z2 f + 2r3 f ′] +
f 2

l4 [2(D − 2)(D − 1)

+ 4z2 + 4(D − 2)z2] +
f f ′

l4 [12z3r + 4z2r + 4(D − 2)zr + 4(D − 2)r]

+
[ f ′]2

l4 [9z2r2 + 6zr2 + (2(D − 2) + 1)r2] (3.18)

Evaluando en la solución de Taylor .

Sustituyendo f (r) = 1 − M
rz+D−2 obtenemos Kretschmann

Solución Taylor

Rµν
αβRαβ

µν =

[
M2(z2 + 2zD − 3z + D2 − 3D + 2)2

r2z+2D

] ( r
l

)4

+
−M(z + D − 2)(z + D − 1)

rz+D

[
6zr3

l4

(
M(z + D − 2)

rz+D−1

)
+

4z2r2

l4

(
1 − M

rz+D−2

)
+

2r3

l4
M(z + D − 2)

rz+D−1 ]

+

(
1 − 2M

rz+D−2 +
M2

r2z+2D−4

) [
2(D − 2)(D + 1)

l4 +
4z4

l4 + 4(D − 2)
z2

l4

]
+

(
M(z + D − 2)

rz+D−1 − M2(z + D − 2)
r2z+2D−3

)
r
l4 [12z3 + 4z2 + 4(D − 2)z

+ 4(D − 2)] +
M2(z2 + 2zD − 4z + D2 − 4D + 4)

r2z+2D−2
r2

l4 [9z2 + 6z

+ (z(D − 2) + 1)] (3.19)
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16 invariantes de curvatura

Veamos que sucede cuando evaluamos en rh, es decir en el punto
donde r se encuentra sobre el Horizonte de Eventos.

rh = M
1

(z+D−2) (3.20)

Si sustituimos en f (r) obtenemos lo siguiente:

f (rh) = 1 − M
rz+D−2

h

= 1 − M
M

= 1 − 1 (3.21)

⇒ f (rh) = 0 (3.22)

Lo cual nos indica que en el Horizonte de Eventos la métrica y el
espacio-tiempo no están bien definidos.
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4
I N VA R I A N T E S D E C A M P O

Se rezalizó el calculo de

FµνFµν (4.1)

Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ (4.2)

Recordando el ansatz A(r) = A(r)dt propuesto en el capitulo 2, tene-
mos que la componente distinta de cero es únicamente la siguiente:

Frt = ∂r At − ∂t Ar (4.3)

De lo cual queda lo siguiente:

Frt ≡ A′(r) (4.4)

Sustituyendo en FµνFµν tenemos:

FµνFµν ≡ 2FrtFrt (4.5)

Subimos los indices de Frt para poder realizar el calculo

Frt = grrgttFrt =

[( r
l

)2
f (r)

] [
−

(
l
r

)2z 1
f (r)

]
Frt (4.6)

Ftr = gttgrrFtr =

[
−

(
l
r

)2z 1
f (r)

] [( r
l

)2
f (r)

]
Ftr (4.7)

Sustituyendo en FµνFµν

FrtFrt = [A′(r)][grrgttFrt] = [A′(r)]
[( r

l

)2
f (r)

] [
−

(
l
r

)2z 1
f (r)

]
[A′(r)]

= −
(

l
r

)2(z−1)

[A′(r)]2 (4.8)

Finalmente sustituyendo en FµνFµν ≡ 2FrtFrt

FµνFµν ≡ 2FrtFrt = −2
(

l
r

)2(z−1)

[A′(r)]2 (4.9)

17
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5
C O N C L U S I O N E S

Se presentaron las ecuaciones de campo de la acción de la teoría de
Einstein-Maxwell-Dilaton.

A partir de los resultados vistos en el capítulo 3 y 4, podemos
afirmar que la singularidad no es una singularidad desnuda, ya que
los invariantes de campos se vuelven finitos en rH, es decir sobre el
horizonte de eventos y la singularidad esta contenidad dentro de este.

El principal interés en espacios métricos tipo Lifzhits deriva de la
improtancia que han tomado en el marco de la correspondencia Holo-
gráfica al entenderse como duales gravitacionales de teorías cuánticas
de campos que no son invariantes de Lorentz.

19
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