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AUTÓNOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICO MATEMÁTICAS
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PUEBLA, PUEBLA. DICIEMBRE 2021



A mi gran amado, a mi amada familia,
a mi familia extendida y amigos.

La ciencia y el conocimiento son el legado
de la humanidad para las nuevas generaciones
a lo largo de la historia.

Es por eso que trabajo y lucho con tanto
empeño apoyado en el gran poder de Cristo
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Introducción

El estudio de iteración de funciones tuvo sus inicios en los
tiempos de la antigua Grecia, porque los matemáticos de aquella
época aplicaban procesos repetitivos para obtener sus cálculos.
Sin embargo, uno de los trabajos más notorios en el proceso de
iteración de funciones fue desarrollado por Newton en el siglo
XVII, el cual es un método empleado para encontrar soluciones
a ecuaciones. aproximando el valor de sus ráıces.

En el marco teórico de funciones de variable compleja, el tra-
bajo del matemático francés Paul Montel introdujo la teoria de
familias normales en sus publicaciones de 1912 y 1916, conside-
rando a la teoŕıa de Picard de gran importancia para la aplicación
a su estudio de familias normales.

El estudio del comportamiento dinámico de clases de funcio-
nes sobre la esfera de Rieman comenzó en el siglo XX véase [16]
y [17], por los matemáticos franceses Pierre Fatou y Gaston Ju-
lia, los cuales definieron dos conjuntos que hoy llevan su nombre.
El principal campo de estudio de estos dos matemáticos fue la
iteración de funciones racionales sobre la esfera de Riemann. El
trabajo de Montel les permitió dividir la esfera en dos conjun-
tos: el conjunto estable, que es el conjunto de puntos del plano
complejo tales que su sucesión de iteraciones está bien definida
y es normal en alguna vecindad de dicho punto, y el conjunto
inestable o caótico que es el complemento del conjunto estable.

Fatou y Julia estudiaron las propiedades de los conjuntos es-
table y caótico par funciones racionales entre 1918-1920. Pos-
teriormente en 1926. Fatou extiende los resultados obtenidos a
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funciones enteras trascendentes dejando varias preguntas abier-
tas, algunas de las cuales fueron respondidas por el matemático
I. Noel Baker, véase [6].

Por otra parte, la extensión de la teoŕıa de Fatou-Julia para
funciones meromorfas trascendentes fue estudiada por los ma-
temáticos I. N. Baker, J. Kotus y Lü Yinian entre los años 1990
y 1992, quienes obtuvieron resultados importantes en [3], [4] y
[6].

En los últimos 40 años se ha retomado el estudio de la itera-
ción de funciones enteras trascendentes y funciones meromorfas
trascendentes debido a las nuevas técnicas en la dinámica ho-
lomorfa y al importante desarrollo en la utilización de software
para la graficación de planos de parámetros que han ayudado a
entender a los sistemas dinámicos.

En la clase de funciones enteras trascendentes se encuentra la
familia fλ(z) = λ sin(z), λ ∈ C\{0}. Anteriormente se pensaba
que esta familia teńıa una dinámica similar a la dinámica de la
familia λez, λ ∈ C\{0}, sin embargo, McMullen, véase [19], probó
que la medida de Lebesgue del conjunto de Julia de la función
exponencial es igual a cero, pero no lo es para la familia fλ(z)
por lo que inducen dinámicas diferentes.

Algunos resultados de la dinámica de la familia fλ(z) = λ sin(z)
fueron investigados por Domı́nguez y Sienra en [10].

Domı́nguez, Montes de Oca y Vázquez estudiaron en [11] una
perturbación de la familia

fλ,µ(z) = λ sin(z) +
µ

z + kπ
, (1)

donde λ, µ ∈ R\{0} y k ∈ Z\{0}.
Posteriormente, Domı́nguez y Vázquez en [13] generalizan re-

sultados de (1) estudiando la familia

λ sin(z) +
µ

z − z0
,

con z0 6= 0, λ, µ ∈ C\{0}.
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Descripción general del trabajo

En este trabajo de tesis se estudia el comportamiento dinámi-
co de la familia

fλ(z) = λ sin(z), λ ∈ C\{0} (2)

y una perturbación de fλ. La perturbación consiste en añadir un
polo simple no omitido en cero y un nuevo parámetro µ ∈ C\{0},
es decir,

gλ,µ(z) = λ sin(z) +
µ

z
, λ, µ ∈ C\{0}. (3)

El objetivo de este trabajo de tesis es hacer un análisis entre
los diferentes resultados obtenidos en [10] de la familia fλ(z) =
λ sen(z) y la familia gλ,µ(z) = λ sen(z)+ µ

z
obtenidos en [12] y [13],

las cuales poseen dinámicas diferentes como se verá a lo largo de
este trabajo de tesis

La tesis esta estructurada como sigue: En el caṕıtulo 2 se
describen algunos conceptos básicos de la variable compleja, aśı
como los teoremas de Picard y Montel. En el caṕıtulo 3 se descri-
ben algunos conceptos y resultados de la dinámica holomorfa, se
definen las clases de funciones enteras transcendentesdenotadas
por E ,y meromorfas transcendentes denotadas por M . También
se definen 2 subclases de funciones denotadas por S y B.

En el caṕıtulo 4 se describe de manera general la dinámica de
la familia fλ, λ ∈ C. Finalmente, en el caṕıtulo 5 se describe la
dinámica de gλ,µ (3) y algunas caracteŕısticas de los conjuntos de
Fatou y Julia para ciertos parámetros estudiados en el trabajo de
Domı́nguez y Vázquez véase [12].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se abordarán algunos conceptos básicos de la
variable compleja, aśı como algunos resultados de conocimiento
general, los cuales serán de gran utilidad para el desarrollo de
los caṕıtulos posteriores de esta tesis. Los resultados pueden ser
consultados en [1] y [9].

1.1. Sucesiones de funciones y el plano

complejo extendido

Una sucesión compleja es una función f : N → C donde f(n) =
zn. Al conjunto imagen se le denota por {zn}∞n=1.

Definición 1.1. Una sucesión {zn}∞n=1 es de Cauchy, si para
cada ε > 0 existe un natural M tal que |zn−zm| < ε si n,m ≥M .

Si (X, d) es un espacio métrico en donde toda sucesión de
Cauchy tiene ĺımite, entonces diremos que X es un espacio com-
pleto.

Proposición 1.2. El campo de los números complejos C es un
espacio completo con la métrica usual.

Recordemos que una topoloǵıa en un conjunto X es una fa-
milia τ de subconjuntos de X que satisface las siguientes con-
diciones: (A) X y ∅ pertenecen a τ . (B) Si A,B ∈ τ , entonces

1



1.1 Sucesiones de funciones y el plano complejo
extendido 2

A ∩ B ∈ τ . (C) Si A ⊂ τ ,
⋃
A ∈ τ . El par (X, τ) es llamado

espacio topológico.
A los elementos de τ se les conoce como abiertos. Si x ∈ X,

se dice que A es una vecindad de x si existe un abierto B ∈ τ tal
que x ∈ B ⊂ A. Diremos que X es compacto si a toda colección
de abiertos que cubren a X se le puede extraer una subcubierta
finita.

Un espacio topológico (X, τ) se dice Hausdorff o T2, si para
cualesquiera x, y ∈ X existen A,B ∈ τ con A ∩ B = ∅ tal que
x ∈ A y y ∈ B.

Definición 1.3. Un espacio topológico (X, τ) es localmente com-
pacto si todo punto tiene una vecindad compacta.

Teorema 1.4. Un espacio Hausdorff es localmente compacto si,
y sólo si, dados x ∈ X y U un abierto de x, existe V vecindad de
x tal que V es compacta y V ⊂ V .

Proposición 1.5. El plano complejo es un espacio localmente
compacto.

Demostración. Sea z0 ∈ C y U un conjunto abierto que tiene a z0,
entonces existe r > 0 tal que la bola abierta {z ∈ C : |z − z0|} ⊂
U , por otra parte es claro que la bola cerrada {z ∈ C : |z− z0| ≤
r/2} esta contenida en la bola abierta {z ∈ C : |z − z0|}. Por
el teorema de Heine-Borel para el plano complejo, C tenemos
que toda bola cerrada de radio finito es compacta y aplicando el
teorema anterior concluimos que C es localmente compacto.

Proyección estereográfica

Los puntos del plano complejo junto con el ∞ forman al plano
complejo extendido, el cual se denota por Ĉ, es decir,

Ĉ = C ∪ {∞}.

Consideremos a la esfera unitaria

S2 = {x ∈ R3 : ‖x‖ = 1},



1.1 Sucesiones de funciones y el plano complejo
extendido 3

que es llamada la esfera de Riemann. La proyección estereográfica
es la función que asigna a cada punto del plano complejo un punto
de S2, siendo el polo norte el infinito. Para asociar cada punto
del plano con uno de S2 usamos la siguiente idea geométrica.
Tomemos el hiperplano

H = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 = 0},

como el plano complejo y consideremos la recta que pasa por el
punto e3 = (0, 0, 1) y el punto X = (x1, x2, x3) de S2. Esta recta
cruza al plano H en un único punto y de esta forma se asigna al
punto X un punto del pano complejo. Para encontrar este punto
se parametriza esta recta, es decir,

e3 + t(X − e3) t ∈ R,

y se debe satisfacer

[e3 + t(X − e3)] · e3 = 0

⇔ 1 + t(X − e3) · e3 = 0

⇔ t =
1

1− x3
,

sustituyendo este valor en la ecuación paramétrica de la recta
obtenemos:

e3 +

(
1

1− x3

)
(X − e3)

=e3 +

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

,
x3 − 1

1− x3

)
=

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

, 0

)
.

Por semejanza de triángulos tenemos:

|z|
1

=

√
x21 + x22

1− x3
.

Aśı, definimos la siguiente función:

ϕ : S2\{e3} −→ C dada por (a, b, c) 7−→ a+ ib

1− c
.



1.1 Sucesiones de funciones y el plano complejo
extendido 4

Proposición 1.6. ϕ es una biyección.

Demostración. ϕ tiene inversa por la izquierda. Tomemos
z = ϕ(a, b, c), es decir z = a+ib

1−c y como (a, b, c) ∈ S2\{e3}
se tiene:

|z|2 =

∣∣∣∣a+ ib

1− c

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a2 + b2

(1− c)2

∣∣∣∣ =
1− c2

(1− c)2
=

1 + c

1− c
.

Despejando a c

c =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
.

Por otro lado, z + z =
2a

1− c
aśı,

a =
(z + z)(1− c)

2
=
z + z

2

(
1− |z|

2 − 1

|z|2 + 2

)

=
z + z

2

(
2

|z|2 + 1

)
,

esto es,

a =
z + z

|z|2 + 1
.

También, z − z =
2ib

1− c
, entonces

b =
z − z

i(|z|2 − 1)
.

Si ponemos

λ(z) =

(
z + z

|z|2 + 1
,

z − z
i(|z|2 − 1)

,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
,

entonces λ(ϕ((a, b, c))) = (a, b, c).

λ(z) definida como antes es la inversa por la derecha de ϕ
y por lo tanto ϕ es sobreyectiva.
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Definamos la proyección estereográfica como la función ϕ̂ :
S2 → Ĉ descrita por:

ϕ̂(x) =

{
ϕ(x) si x 6= e3
∞ si x = e3.

Hemos visto que existe una biyección entre el plano complejo
extendido y la esfera de Riemann, por lo que es necesario encon-
trar una manera de medir la distancia de dos puntos en esfera.
La métrica que permite medir esta distancia es conocida como la
métrica cordal y se define como.

Definición 1.7. La métrica en el cordal en el plano complejo
extendido Ĉ se define como:

dC(z, w) =


2|z−w|√

1+|z|2
√

1+|w|2
si z, w 6=∞

2√
1+|z|2

m si w =∞
0 si z = w =∞.

A está métrica se le da este nombre porque se mide la distancia
de dos puntos geométricamente por medio de cuerdas en la esfera,
es decir,

dC(z, w) = |ϕ̂(z)− ϕ̂(w)|.

Proposición 1.8. La métrica dC y la métrica euclidiana inducen
la misma topoloǵıa en C. Además,

dC(zn,∞) 7→ 0 si, y solo si |z| 7→ ∞.

1.2. Funciones holomorfas y anaĺıticas

En esta sección se dan algunas definiciones básicas del análisis
complejo referentes a la diferenciabilidad de funciones de variable
compleja que son de vital importancia para el desarrollo de este
trabajo, véase [1] y [7].

Definición 1.9. Una función f con dominio A ⊂ C y codominio
el plano complejo es llamada una función de variable compleja.
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Una función de variable compleja es de la siguiente forma:

f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),

donde u(x, y) es la parte real de f y v(x, y) es la parte imaginaria
de f .

Observemos que el álgebra de estas funciones se define exac-
tamente igual que el de las funciones de variable real.

Una sucesión de funciones con dominio A ⊂ C es una función
g : N → X definida por g(n) = fn, donde X consiste en todas
las funciones de variable compleja condominio en A. Al conjunto
imagen se le denota por {fn}∞n=1.

Definición 1.10. Sea {fn} una sucesión de funciones con domi-
nio A ⊂ C. Se dice que la sucesión de funciones {fn} converge
uniformemente a f en A si para todo ε > 0, existe un natural N
tal que si m ≥ n, entonces

|fn(z)− f(z)| < ε, para todo z ∈ A.

Definición 1.11. Sea f : D ⊂ C → C y z0 ∈ C un punto de
acumulación de D. Se dice que ĺım

z→z0
f(z) = L si

∀ε > 0,∃δ > 0 tal que si 0 < |z−z0| < δ implica que |f(z)−L| < ε.

Además, diremos que la función f es continua en z0 ∈ D si
ĺım
z→z0

f(z) = f(z0).

Recordemos el concepto de continuidad uniforme sobre un
conjunto D ⊂ C.

Definición 1.12. Se dice que f es uniformemente continua en
D si ∀ε > 0, existe δ > 0 tal que si z, w ∈ D con |z − w| <
δ implica |f(z)− f(w)| < ε.

Definición 1.13. Sea A ⊂ C un conjunto abierto, se dice que
una función f : A → C es diferenciable en el sentido complejo
en el punto z0 ∈ A, si

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= ĺım

h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
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existe. Este ĺımite es llamado la derivada de f en z0 y se denota
por f ′(z0). Además, diremos que f es holomorfa en z0 ∈ A si es
diferenciable en el sentido complejo en z0.

Observe que una función se dice holomorfa en un conjunto A
si es holomorfa en todo elemento de A.

Teorema 1.14. Sea A un conjunto abierto del plano complejo y
f : A→ C una función holomorfa en z0 ∈ A y sea u(z)+ iv(z) =
f(z) para todo z ∈ A, entonces se cumplen:

∂u

∂x
(z0) =

∂v

∂y
(z0); (1.1)

∂u

∂y
(z0) = −∂v

∂x
(z0). (1.2)

Observemos que el rećıproco de este teorema es falso y para
que sea verdadero es necesario agregar como hipótesis la existen-
cia y continuidad de las derivadas parciales.
Las ecuaciones en (1.1) y (1.2) se conocen como las ecuaciones
de Cauchy-Riemman.

Teorema 1.15. Dadas f, g : A ⊂ C→ C funciones holomorfas,
entonces
f + g, fg, f ◦ g y f/g, g 6= 0 son funciones holomorfas.

Teorema 1.16. Si f es una función es holomorfa, entonces f es
continua.

Denotemos por ∆(z0, r) al disco de radio r centrado en z0 y
sea f una función definida en D ⊂ C. Diremos que f es anaĺıtica
en D si para todo punto z0 ∈ D, existe r > 0 tal que ∆(z0, r) ⊂ D

y una serie de potencias
∞∑
n=1

an(z − z0)n convergente en ∆(z0, r)

tal que para todo z ∈ ∆(z0, r), se cumple que:

∞∑
n=1

an(z − z0)n = f(z).

Teorema 1.17. [9] Sea V ⊂ C un conjunto abierto y f : V → C
una función, entonces f es anaĺıtica si, y sólo si es holomorfa.

Con el teorema 1.17 podemos usar el término holomorfa y anaĺıti-
ca indistintamente.
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1.3. Familias normales

En esta sección se estudiará el concepto de familias normales,
el cual es de vital importancia para de este trabajo. Para poder
definir el concepto de familia normal, recordemos las siguientes
definiciones Véase [7], [9] y [20] para consultar las demostraciones.

Definición 1.18. 1. Sea D ⊂ C, K un subconjunto compacto
de D y F una familia de funciones definidas en D. Diremos
que F es uniformemente acotada si, existe una contante
m = m(K) tal que |f(z)| ≤ m para cada punto z ∈ K y
cada función f ∈ F .

2. La familia de funciones F es localmente acotada en un do-
minio D si, para cada z0 ∈ D existe un número positivo
N = N(z0) y una vecindad V (z0; r) ⊂ D tal que |f(z)| ≤M
y para todo z ∈ V (z0; r) y toda f ∈ F .

Observación 1.19. Una familia F localmente acotada es uni-
formemente acotada sobre subconjuntos compactos de D.

Teorema 1.20. Si F es una familia de funciones anaĺıticas lo-
calmente acotadas en un dominio D, entonces la familia de de-
rivadas F ′ = {f ′ : f ∈ F} es localmente acotada en D.

Teorema 1.21. Sea F una familia de funciones anaĺıticas en
D tal que la familia de derivadas F ′ es localmente acotada y
supongamos que existe algún z0 ∈ D con |f(z0)| < M < ∞ para
toda f ∈ F . Entonces F es localmente acotada.

Definición 1.22. Una familia F de funciones definidas en un
dominio D se dice equicontinua en un punto z0 ∈ D si, para
cada ε > o, existe δ = δ(ε, z0) > 0 tal que

|f(z)− f(z0)| < ε,

siempre que |z − z0| < δ para cada f ∈ F .

Proposición 1.23. Toda familia F de funciones anaĺıticas lo-
calmente acotadas en un dominio D es equicontinua sobre sub-
conjuntos compactos de D.
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A continuación la definición de normalidad de una familia de
funciones.

Definición 1.24. Una familia F de funciones complejas se dice
normal en un dominio D ⊂ C, si cada sucesión {fn}∞n=1 ⊆ F con-
tiene una subsucesión {fnk} que converge uniformemente a una
función f , o bien contiene una subsucesión {fnk} que converge
uniformemente a ∞ en cada subconjunto compacto de D.

Observemos que la definición anterior no requiere que las fun-
ciones limite de las subsucesiones convergentes pertenezcan a la
familia F .

Por ejemplo: Si F es el conjunto de composiciones consigo mis-
ma de f(z) = z2 definidas sobre un abierto U contenido en S1,
entonces F converge a la función cero, la cual no pertenece a F
sin embargo es normal.

Los teoremas importantes que caracterizan a las familias nor-
males es el Teorema de Arzelà Ascoli y el Teorema de Montel.

Teorema 1.25 (Arzelà-Ascoli). Sea F una familia de funciones

holomorfas con dominio D ⊂ Ĉ abierto, entonces F es normal si,
y solo si es puntualmente acotada y puntualmente equicontinua.

Demostración. Sea K ⊂ D compacto. Es claro que toda suce-
sión fn alcanza su máximo aśı, F es puntualmente acotada. Para
probar la equicontinuidad puntual en z0 ∈ D, sea ε > 0 y su-
pongamos que esta propiedad no se cumple. Entonces para cada
δn = 1/n podemos elegir fn ∈ F y una sucesión de puntos zn
tal que si |zn − z0| < δn y |fn(zn) − f(z0)| ≥ ε/3. Por hipótesis
la sucesión {fn} tiene una subsucesión {fnk} que converge uni-
formemente en K a una función f , es decir, existe δ > 0 tal que
|fnk(z) − f(z)| < ε/3 para todo z ∈ K. Como {zn} ⊂ K, si
znk −→ z0 y f es una función continua, entonces

ε ≥ |fnk(znk)− fnk(z0)| ≤ |fnk(znk)− f(znk)|+ |f(znk)− f(z0)|+

|(z0)− fnk(z0)| < ε,
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que es una contradicción. Por lo tanto F es equicontinua pun-
tualmente. Supongamos ahora que la familia F equicontinua y
acotada puntualmente. Sea (fn) ⊂ F una sucesión y considera-
mos el siguiente conjunto

RD = {z ∈ D : Im(z), Re(z) ∈ Q}.

Por la densidad de Q en R se tiene que RD es denso en D
luego, por el axioma de elección es posible escoger un subconjunto
numerable de RD y construir con estos elementos una sucesión
{zn}. Para cada n ∈ N sea {fn(zk)}, la cual es una sucesión
contenida en F que tiene al menos un punto de acumulación,
digamos wk, entonces {fn(zk)} posee una subsucesión convergente
a wk. Ahora, elijamos una sucesión de ı́ndices creciente jki tal que

ĺım
i→∞

fjki f(zk) = wk.

De esta manera obtenemos una sucesión de {fn(zk)}. Sea
nk = jki , la subsucesión de fn que converge uniformemente a la
función construida puntualmente, por el ĺımite anterior esta bien
definida por ser f equicontinua de manera puntual.

Teorema 1.26 (Montel). Sea F una familia de funciones anaĺıti-
cas en un conjunto abierto U ⊆ C. Supongamos que F es local-
mente acotada en U . Entonces F es una familia normal en U .

Demostración. Por ser localmente acotada F en U, entonces F
es puntualmente acotada, por lo tanto por el Teorema de Arzelà-
Ascoli, bastará demostrar que la familia F es equicontinua en U .
Sea z0 ∈ U , existe r > 0 tal que el disco cerrado D(z0, 2/r) ⊂ U .
Además, existe una constante ν = ν(K) > 0 tal que

|f(ς)| ≤ ν

para f ∈ F y ς ∈ K. Para z ∈ D(z0, r) y f ∈ F , luego por la
fórmula integral de Cauchy teenmos:

|f(z)− f(z0) = |
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|ς−z0|=2r

f(ς)dς

ς − z
− 1

2πi

∫
|ς−z0

f(ς)dς

ς − z0

∣∣∣∣
≤ |z − z0|
|2π|

∫
|ς−z0

|f(ς)||dς|
|z − ς||z0 − ς|

≤ |z − z0|
r

.
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Sea ε > 0 y pongamos δ = mı́n{r, rn/ε}, si |z − z0| < δ, por
el argumento anterior, se tiene que |f(z) − f(z0)| < ε para toda
f ∈ F .

Una consecuencia del teorema de Montel es el siguiente resul-
tado que puede ser consultado en [20].

Teorema 1.27. Sea F una familia de funciones anaĺıticas en un
dominio D ⊂ Ĉ. Supongamos que F es localmente acotada (con
respecto a la métrica cordal) en D. Entonces F es una familia
normal en D.

Enseguida nos enfocaremos en la teoŕıa necesaria para el desa-
rrollo de los teoremas de Picard, los cuáles son consecuencia del
teorema de Montel y forman parte importante para el desarrollo
de este trabajo.

1.4. Clasificación de singularidades ais-

ladas

Un punto z0 en donde la función f no es anaĺıtica se denomina
punto singular. Las singularidades de una función se clasifican
como sigue:

(a) Singularidades aisladas. Si existe una vecindad U de z0 que
no contenga otro punto singular z 6= z0.

(b) Singularidades no aisladas. Si una función f contiene un con-
junto de singularidades aisladas en cada vecindad de un pun-
to z0, entonces decimos que z0 es una singularidad no aislada.

Recordemos que una singularidad aislada tiene su naturaleza
de acuerdo a la expansión de serie de Laurent correspondiente de
la función, esto es;

f(z) =
n=∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n (1.3)

en el disco perforado B(z0, r)\{z0}.
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Si z0 es una singularidad aislada de f , entonces z0 tiene la si-
guiente clasificación:

1. z0 se dice evitable o removible si

ĺım
z→∞

f(z)(z − z0) = 0.

2. z0 es un polo o polo simple si

ĺım
z→z0
|f(z)| =∞.

3. z0 es un polo de orden k ∈ N si

ĺım
z→z0

(z − z0)k|f(z)| = c, c 6= 0.

4. z0 es singularidad esencial si no es polo ni singularidad re-
movible.

Definición 1.28. Una función f : U ⊂ C→ C es meromorfa en
U si f es holomorfa en U excepto por polos. Además, f : C→ C
se dice entera si f es holomorfa en todo el plano complejo C.

Es común identificar a las singularidades esenciales por medio
de su expansión en serie de Laurent porque los ı́ndices negativos
en (1.3) de una singularidad z0 de este tipo son infinitos
El siguiente teorema es una caracterización de los polos de una
función holomorfa, su demostración puede ser consultada en [23].

Teorema 1.29. Sea f una función holomorfa en el disco perfo-
rado B(z0.r)\{z0}. Entonces f tiene un polo en z0 de orden k si,
y sólo si

f(z) =
g(z)

(z − zo)k
,

donde g es una función holomorfa en B(z0, r).
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1.5. Valores singulares de una función

holomorfa

Definición 1.30. Sea f una función anaĺıtica sobre un conjunto
abierto A del plano complejo. Diremos que w es un valor critico
de f , si w = f(z0), donde z0 satisface que f ′(z0) = 0. Al punto
z0 le llamamos punto critico.

Definición 1.31. Sea f una función anaĺıtica. Un punto z ∈ C
es un valor asintótico de f si existe una curva γ : [0,∞)→ C tal
que γ(t)→∞ y f(γ(t))→ z, cuando t→∞.

Observación 1.32. Si f(z) =
i=n∑
i=0

aiz
i y γ : [0,∞) → C es una

curva tal que γ(t)→∞, entonces f no tiene valores asintóticos.

Ejemplo 1.33. si g(z) = cos(z), entonces g′(z) = − sin(z) aśı,
los puntos cŕıticos de g(z) son de la forma kπ, k ∈ Z. Luego,
los valores cŕıticos de la función g(z) son los puntos g(kπ) =
{1,−1} k ∈ Z.

Ejemplo 1.34. Sea f(z) = ez y γ : [0,∞)→ C una curva dada
por γ(t) = −t. Cuando t → ∞, f(γ(t)) = e−t → 0, por lo tanto
0 es un valor asintótico de la función exponencial.

Definición 1.35. El conjunto de valores singulares de una fun-
ción f denotado por VS(f) es la clausura de la unión del conjunto
de valores asintóticos denotado por VA(f) con el conjunto de los
valores cŕıticos denotado por VC(f), es decir

V S(f) = V C(f) ∪ V A(f)

.

Definición 1.36. Decimos que w es un valor omitido de la fun-
ción f , si f(z) 6= w para todo z ∈ C.

Por ejemplo, si f(z) = exp(z), entonces el punto 0 es un valor
omitido de f .
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1.6. Teoremas de Picard y Montel

Una consecuencia del teorema de Montel es el teorema de Picard
que establecen lo siguiente:

Teorema 1.37. (Pequeño de Picard) [Conway] Si f es una fun-
ción entera que omite dos valores, entonces f es constante.

Teorema 1.38. (Grande de Picard) [Conway] Toda función anaĺıti-
ca f toma en un entorno arbitrario de un punto singular esencial
z0 cualquier valor finito, a excepción, posiblemente, de uno.

Definición 1.39. Una región o dominio es un subconjunto del
plano complejo conexo y abierto.

Teorema 1.40 (Montel). Sea U un dominio, F : U → Ĉ una fa-
milia de funciones meromorfas y a, b, c ∈ C tres puntos omitidos
de f distintos a pares para toda f ∈ F , entonces F es normal en
U .

Una versión más débil de este teorema es conocido como el
teorema de Montel-Caratheodory que establece lo siguiente

Teorema 1.41. Sea F una familia de funciones meromorfas de-
finidas sobre un domino D y supongamos que la familia F omite
los valores 0 y 1, entonces F es normal en D.

El siguiente corolario esconsecuencia del teorema pequeño de
Picard, la demostración puede ser consultada en [9] y [20].

Corolario 1.42. Sea F una familia de funciones anaĺıticas en
un dominio D ⊂ Ĉ tal que para toda vecindad V de z0 la familia

no es normal, entonces
⋃
f∈F

f(V ) omite a lo más dos puntos en

Ĉ.



Caṕıtulo 2

Elementos de la dinámica
holomorfa

En este caṕıtulo se abordan los conceptos generales de iteración
de funciones y los conjuntos de Fatou y Julia que son necesarios
para el desarrollo de este trabajo.

Las funciones enteras transcendentes son funciones holomor-
fas en todo el plano complejo que no son polinomios, es decir, la
representación en serie de Teylor de la función tiene una cantidad
infinita de coeficientes diferentes de cero.

A la clase de todas las funciones enteras trascendentes las
denotaremos como:

E = {f : C→ C|f es entera trascendente}.
Algunos ejemplos de funciones en la clase E son los siguientes:

(a) ez + sin(z).

(b) ez + z.

(c) λ sin(z) λ ∈ C.

Por otra, una función racional es el cociente de dos polinomios
sin factores comunes es decir;

f(z) =
P (z)

Q(z)
, donde P (z) y Q(z) son polinomios coprimos.
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Observemos que los ceros de f son los ceros del polinomio P
y los polos de f son los ceros del polinomio Q.
Las funciones meromorfas trascendentes (m. t.)se caracterizan
por tener una única singularidad esencial en ∞. Estas funciones
tienen por lo menos un polo que no es valor omitido. Esta clase
de funciones se denota de la siguiente forma

M = {f : C→ Ĉ|fes m.t. con al menos un polo que no es omitido}.

Ejemplos de funciones en la clase M son los siguientes:

(a) λ tan(z), λ ∈ C\{0}.

(b) λ sin(z) + 1
z
, λ ∈ C \ {0}.

Observación 2.1. Las clases E y M son disjuntas, es decir E ∩
M = ∅.

2.0.1. Puntos fijos y periódicos

Dada una función f en la clase E o M y n ∈ N se define la
n-ésima iteración de f como:

f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n veces

,

esto es, la función que resulta de componer n veces a f consigo
misma y la denotaremos por fn, para toda z ∈ C donde f 0(z) = z
y f 1(z) = f ,

Observación 2.2. (a) Si g ∈ E, entonces gn ∈ E,

(b) Si g ∈M ; gn ∈M

En las siguientes definiciones vamos a considerar a f como
una función en las clases E o M .

Definición 2.3. (a) Sea z0 ∈ C, el conjunto {z0, z1, . . . , zn, . . .},
donde zn = fn(z0), n ∈ N es la órbita hacia adelante de z0
bajo f y se denotará por

O+(z0).
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(b) La órbita hacia atrás de z0 bajo f es

O−(z0) =
⋃
n≥0

(fn)−1(z0),

donde (fn)−1(z0) = {z ∈ C : fn(z) = z0}.

(c) Finalmente, la órbita de z0 bajo f es

O+(z0) ∪ O−(z0).

Definición 2.4. Decimos que z0 es un punto fijo de f si f(z0) =
z0. Además, si existe n 6= 0 tal que fn(z0) = z0 y n es el me-
nor natural que satisface esta igualdad, entonces z0 es un punto
periódico de periodo n.

Definición 2.5. Sea f anaĺıtica y z0 un punto fijo de f .

1. Si |f ′(z0)| = 0, entonces z0 es un punto fijo superatractor.

2. Si |f ′(z0)| < 1, entonces z0 es un punto fijo atractor.

3. Si |f ′(z0)| > 1, entonces z0 es un punto fijo repulsor.

4. Si |f ′(z0)| = 1 y es ráız de la unidad, entonces z0 es un
punto fijo indiferente racional.

5. Si |f ′(z0)| = 1 pero f ′(z0) no es ráız de la unidad, entonces
z0 es un punto fijo irracional indiferente.

Cuando O−(z0), z0 ∈ C (o Ĉ) es finita el punto es llamado
excepcional. El conjunto de los puntos excepcionales de f se de-
nota por E(f).

Teorema 2.6. Si f ∈ E, entonces |E(f)| ≤ 1.

A las órbitas de los puntos fijos atractores repulsores e in-
diferentes también se les conoce como órbita atractora, órbita
repulsora u órbita indiferente respectivamente.
Los puntos no periódicos para los que existe un natural n tal que
su imagen bajo fn es un punto periódico, se llaman preperiódicos
o eventualmente periódicos.
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La cuenca de atracción de un punto periódico atractor es el con-
junto

{z : fpn → z0}.

Observemos que un punto periódico de periodo n es un punto
fijo de la n-ésima iteración f . Por otra parte, al valor de (fn)′(z0)
se le conoce como el multiplicador de z0. Si z0 = ∞, entonces el
multiplicador de z0 está dado por (gn)′(0), donde g(z) = f(1/z).
Aplicando la regla de la cadena tenemos

(fn)′(z0) =
n−1∏
k=0

f ′(fk(z0)).

En lo que sigue describiremos algunas propiedades de los con-
juntos de Fatou y de Julia que se definen a continuación.

Definición 2.7. Sea f una función que pertenece a la clase E o
M . El conjunto de Fatou de f (o conjunto estable) F (f) es el
conjunto formado por todos los puntos z ∈ C tales que la sucesión
de iteraciones de f , está bien definida y forma una familia normal
en una vecindad de z.

F (f) = {z ∈ C : {fn(z)} está definida y es normal}.

El conjunto de Julia de f (o conjunto inestable) J(f) es el
complemento del conjunto de Fatou, esto es, (F (f))c.

Los siguientes resultados pueden ser consultados en [7], [20] y
[23].

Proposición 2.8. Sea f ∈ E o M , entonces

F (f) =
⋃

z∈F (f)

Vz,

donde Vz es una vecindad de z tal que {fn} esta bien definida y
es normal.

Teorema 2.9. Sea f ∈ E o M , entonces:

1. F (f) es abierto y J(f) es cerrado.



19

2. J(f) es perfecto.

3. F (f) y J(f) son completamente invariantes.

4. F (f ◦n) = F (f) y J(f ◦n) = J(f), para todo n ∈ N.

5. J(f) es la clausura del conjunto de los puntos periódicos
repulsores de f .

Las propiedades anteriores fueron demostradas para funciones
enteras trascendentes por Fatou y Baker en [3] y [4] y para fun-
ciones trascendentes meromorfas por Baker, Kotus y Yiuan entre
1990 y 1991 en [5] y [6].

Recordemos que cuando f(A) ⊂ A para algún subconjunto A
del dominio de f decimos que A es un conjunto invariante hacia
adelante. Si f−1(A) ⊂ A se dice que A es invariante hacia atrás.
Si el conjunto A cumple con ambas condiciones diremos que A es
completamente invariante.

Una familia de funciones F es normal si, y sólo si converge local-
mente uniformemente.

Teorema 2.10. [20]. Sea f una función anaĺıtica. Si un punto
fijo z0 de f es atractor, entonces existe una vecindad V de z0 tal
que la sucesión {fn|V } converge uniformemente.

Es decir, si un punto z0 de f es atractor, entonces existe
una vecindad V de z0 donde la familia de iteradas {fn} de f
es normal. Similarmente se tiene la caracterización de los puntos
repulsores.

Teorema 2.11. Un punto fijo z0 de una función anaĺıtica f es
repulsor si existe una vecindad U de z0, tal que para cada z ∈
U\{z0} existe n ≥ 1 que cumple fn /∈ U .

2.0.2. Componentes de Fatou

Observemos que por definición, el conjunto de Fatou es abierto,
aśı podemos hablar de componentes. De aqúı en adelante com-
ponente siempre significará componente conexa.

Si f ∈ M o f ∈ E y U es una componente del conjunto de
Fatou F (f), se tiene:
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(a) U es periódica, si existe n > 0 tal que f ◦n(U) = U.

(b) U es eventualmente periódica o preperiódica, si existe n natu-
ral y Γ ⊂ F (f) una componente periódica tal que f ◦n(U) ⊂
Γ.

(c) U se dice errante si no es periódica ni preperiódica.

Las componentes periódicas para funciones meromorfas tras-
cendentes y enteras trascendentes, que caracteriza la dinámica en
el conjunto de Fatou se clasifican como sigue:

Sea U una componente periódica de F (f) de periodo n. Entonces
se tiene las siguientes 5 posibilidades:

I. La componente U contiene un punto z0 atractor de periodo
n. Entonces f ◦nk(z)→ z0 para toda z en U cuando k →∞.
La componente U se llama componente de atracción de z0.

II. Si la frontera de U contiene un punto periódico z0 de periodo
n, tal que f ◦nk(z) → z0 para todo z ∈ U cuando k → ∞
y |(fn)′(z0)| = 1, entonces U es una componente de Leau o
componente parabólica.

III. Si existe un homeomorfismo anaĺıtico φ : U → D donde D
es el disco unitario tal que φ conjugue a fn con e2πiθ para
algún θ irracional, U es un disco de Siegel.

IV. Si existe un homeomorfismo anaĺıtico φ : U → A donde A es
el anillo {z : 0 < |z| < r} con r > 1, tal que φ conjugue a fn

con e2πiθ para algún θ irracional, U es un anillo de Herman.

V. Existe un punto z0 en la frontera de U tal que fnk(z) →
z0 para toda z en U cuando k → ∞, pero fn(z0) no está
definida, U se llama componente de Baker.

A continuación enunciamos algunos resultados de la clase E
y de la clase M relacionados con los conjuntos de Fatou y Julia.

Definición 2.12. El conjunto excepcional de Fatou, consta de
todos los puntos cuya órbita hacia atrás es finita, es decir, si
f ∈ E

E(f) = {z : O−(z)es finito}.
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Teorema 2.13. [8] Si f ∈M , z0 ∈ J(f) y z0 /∈ E(f), entonces
J(f) = O−(z0).

Demostración. El conjunto de Julia es cerrado y completamente
invariante aśı, O−(z0) ⊂ J(f). Por otra parte, consideramos un
punto x ∈ J(f) y V una vecindad de x. Supongamos que V ∩
O−(z0) es vaćıo, como z0 /∈ E(f), |O−(z0)| es infinito, luego por
el teorema de Montel {fn(z0)} es normal en V , lo cual contradice
que x ∈ J(f). Por lo tanto x ∈ O−(z0).

Teorema 2.14. [8] Sea f ∈M y U una componente del conjunto
de Fatou.

1. Si U es una componente atractora o parabólica, entonces U
contiene un valor singular de f .

2. Si U es un disco de Siegel o un anillo de Herman, entonces
∂U ⊂ O+(SV (f)), donde ∂U es la frontera de U .

Lema 2.15. Si U es un subconjunto abierto que intersecta a
J(f), entonces ninguna subsucesión de {fn} es normal en U .

Teorema 2.16. Si f ∈ E, entonces no existen los anillos de
Herman.

Demostración. Sea f ∈ E y supongamos que existe H un anillo
de Herman. Entonces los puntos de la componente interior de
∂H tienen que estar en J(f). Por otro lado, sea γ una curva
de Jordan invariante en H, observemos que todas las iteradas
de f están uniformemente acotadas sobre la curva γ, luego por el
Principio de Módulo Máximo, también lo están en la componente
acotada del complemento de H, esto implica que las iteradas de f
forman una familia uniformemente acotada, y por el teorema de
Montel, es normal en la unión de H con la componente acotada
del complemento de H. Por lo tanto este conjunto debe estar
en F (f) y no puede contener puntos de J(f), pero esto es una
contradicción con el hecho que ∂H contiene puntos de J(f).

La demostración de los siguientes resultados puede consultarse
en [6], [10] y [14].
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Conjetura 2.17. Una función entera trascendente no puede te-
ner más de una componente completamente invariante en el con-
junto de Fatou. Mas aún, dicha componente es simplemente co-
nexa y no acotada.

Definición 2.18. Sea D ⊂ Ĉ un dominio.

1. D es simplemente conexo si toda curva cerrada simple pue-
de ser deformada continuamente a un punto de D.

2. Diremos que D es multiplemente conexo, si D es conexo
pero no simplemente conexo.

Para componentes multiplemente conexas se tiene el siguiente
teorema que puede consultarse en [6].

Teorema 2.19. Si f ∈ E y U es una componente multiplemente
conexa de F (f), entonces fn(U)→∞ cuando n→∞.

Otra caracteŕıstica que nos ayudará en el desarrollo de este
trabajo es el siguiente resultado hecho por el Baker.

Corolario 2.20. Un ciclo de dominios atractores o dominios de
Leau contiene al menos un valor singular.

Definición 2.21. [14] La subclase S de E es la clase de funciones
f para las cuales V S(f) es finito.

Teorema 2.22. [13] Si f ∈ S, entonces F (f) no contiene com-
ponentes errantes, es decir, fn(U) 9 ∞ para toda componente
U de F (f).

La demostración del teorema y el corolario siguiente pueden
consultarse en [20].

Teorema 2.23. Sea f ∈ E y supongamos el conjunto SV (f) es
acotado y z ∈ F (f), entonces {fn(z)}9∞.

Corolario 2.24. Si f es entera trascendente y su conjunto de
puntos singulares es acotado, entonces F (f) no contiene domi-
nios de Baker.
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En el caso de los ciclos de componentes de Baker, siempre
existe una componente que tiene al punto z0 =∞. Más aún, si f
es una función meromorfa trascendente pero no entera, cualquier
componente de F (f) cumple que el punto z0 correspondiente es
un pre-polo.

Teorema 2.25. Si f ∈ S, entonces cada órbita en el conjunto
de Fatou F (f) es absorbida por uno de los ciclos de los dominios
atractores, dominios de Leau o discos de Siegel.

Corolario 2.26. Si las órbitas de todos los puntos básicos de una
función f ∈ S son absorbidos por ciclos o tienden a ∞, entonces
J(f) = C.

Finalizamos esta sección de resultados con la siguiente defini-
ción.

Definición 2.27. La subclase B es la clase de funciones en M
tales que SV (f) esta contenido en un subconjunto acotado de Ĉ.

Por ejemplo la función hλ(z) = λ sen(z)
z

, λ ∈ C\{0} tiene un valor
asintótico en z = 0 y sus puntos cŕıticos se encuentran contenidos
el disco cerrado {w : |w| ≤ 1}. Por lo tanto hλ(z) pertenece a la
clase B.



Caṕıtulo 3

La familia
λ sen(z), λ ∈ C \ {0}

En este caṕıtulo aportaremos algunos resultados generales de la
familia f(z) = sen(z) y de la dinámica de la familia λ sen(z)y
se investigarán algunas aproximaciones. Los resultados pueden
consultarse en [10] y [24].

La función f (z) = sen(z)

Se define la función sen(z), z ∈ C como sigue:

sen(z) =
eiz − e−i

2i
.

De manera similar se define la función cos(z) = eiz+e−i

2
. Cla-

ramente esta función es una extensión de la correspondiente fun-
ción de variable real. La función seno compleja también cumple
las propiedades de las identidades más comunes que se enuncian
a continuación.

1. sen(−z) = − sen(z), cos(−z) = cos(z).

2. sen(z+w) = sen(z) cos(w)+cos(z) sen(w), para cuales quie-
ra z, w ∈ C.

3. cos(z + w) = cos(z)cos(w)− sen(z) sen(w).

24



25

Las funciones sen(z) y cos(z) son periódicas. Por otra parte,

sen(π/2− z) = sen(π/2) cos(−z)− sen(z) cos(π/2) = cos(z)

es decir, el coseno es la composición del seno con una rotación del
origen π radianes, seguida de una traslación π/2. Para analizar
la geometŕıa de la función seno observemos lo siguiente. Sea z =
x+ iy,

sen(z) = sen(x+ iy) = sen(x) cos(iy) + sen(iy) cos(x).

Considerando las propiedades del seno y coseno hiperbólico tene-
mos:

sen(z) = sen(x) cosh(y) + i senh(y) cos(x) = u+ iv. (3.1)

Por lo tanto, si tomamos puntos de la forma Im(z) = y0, y0 6= 0
y aplicamos la identidad sen2 + cos2 = 1 de donde se satisface la
ecuación

u2

cosh(y0)
+

v2

senh(y0)
= 1.

De manera similar, tenemos que los puntos de la forma Re(z) =
x0 con x0 6= kπ

2
, k ∈ Z, satisfacen la ecuación:

u2

cos(x0)
− v2

sen(x0)
= 1,

es decir, la función seno transforma las rectas horizontales en
eĺıpses y las rectas verticales en hipérbolas. Los casos especia-
les como el eje real se transforma en el intervalo [−1, 1], que se
puede pensar como una elipse degenerada. Por otra, parte el eje
imaginario se transforma en śı mismo y se puede considerar co-
mo una hipérbola degenerada. Los casos especiales son las rectas
Re(z) = π/2 + kπ y Re(z) = −π/2 + kπ con k ∈ Z, las cuales se
transforman en los intervalos [1,∞) y (−∞,−1], respectivamen-
te.
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3.1. Valores singulares de λ sen(z), λ ∈
C \ {0}

Iniciamos el análisis dando algunos aspectos generales de la dinámi-
ca de la familia fλ(z) = λ sen(z), λ ∈ C\{0}.

Observemos que los puntos cŕıticos de fλ(z) = λ sen(z), λ ∈
C\{0}, están dados por la siguiente ecuación:

λ cos(z) = 0⇔ z = (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z,

donde (2k + 1)π
2
, k ∈ Z son los puntos cŕıticos de fλ.

Para encontrar los valores cŕıticos de fλ tenemos:

fλ

(
(2k + 1)

π

2

)
= λ, si k > 0

y

fλ

(
(2k + 1)

π

2

)
= −λ, si k < 0.

Aśı, {λ,−λ} son los valores cŕıticos de fλ.

Observación 3.1. La familia fλ no tiene valores asintóticos

Por la observación anterior, tenemos; fλ(z) = λ sen(z) pertenece
a la clase S y por los teoremas 2.16, 2.22 y el corolario 2.24, no
tiene anillos de Herman, componentes errantes ni dominios de
Baker.

3.2. Puntos fijos de la familia λ sen(z)

Los puntos fijos de la familia fλ(z) = λ sen(z), λ ∈ C\{0} pro-
porcionan información de las posibles componentes Fatou, sin
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embargo, calcular estos puntos no es una tarea fácil. Los puntos
fijos de fλ los proporciona la ecuación:

fλ(z) = λ sen(z) = z

y los puntos fijos de fλ de periodo k los proporciona la ecuación:

fkλ (z) = z.

Claramente 0 es un punto fijo de fλ sin embargo, cuando
variamos el parámetro con distintos valores complejos la pregunta
obligada es: ¿qué ocurre con los puntos fijos?.
Observar que de la definición de la función seno se tiene lo si-
guiente:

λ sen(z) = z ⇔ λ

[
eiz − e−iz

2i

]
= z

⇔ λ
[
eiz − e−iz

]
− 2iz = 0

⇔ λ(e2iz − 1)− 2izeiz = 0

⇔ z = −i ln

(
λiz ±

√
λ2 − z2
λ

)
.

Por lo tanto, encontrar puntos fijos de fλ da como resultado
una ecuación que no es fácil de resolver.

Alternativamente, podemos encontrar los puntos fijos de fλ
para un parámetro dado de la siguiente manera.

Tomemos λ = a + ib y z = x + iy con a, b, x, y ∈ R\{0} y
evaluemos λ y z en fλ

λ sen(z) = (au− bv + i(av + bu)), (3.2)

donde u y v están descritas en la ecuación (3.1), es decir,

sen(x) cosh(y) = u y senh(y) cos(x) = v.

La ecuación (3.2) nos da el seno real cuando Im(λ) = 0 y
Im(z) = 0.
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Sea z es un punto fijo de fλ, entonces se tiene

au− bv + i(av + bu) = x+ iy.

Ahora, queremos encontrar puntos fijos de fλ que pertenezcan
a la gráfica de una función continua y para ciertos valores del
parámetro λ.

Por simplicidad consideramos parámetros unicamente en la
recta Im(λ) = b0, y evaluamos el seno en puntos del plano
complejo que pertenezcan a la gráfica de una función continua
g : R→ R, decir, en los puntos z = (x, g(x)) = x+ ig(x), enton-
ces obtenemos la siguiente expresión:

λ sen(z) = a sen(x) cosh(g(x))− b0 senh(g(x)) cos(x)+

i(a senh(g(x)) cos(x) + b0 sen(x) cosh(g(x))). (3.3)

Ejemplo 3.2. (i) Si g(x) ≡ 0 y λ = (a + i0), esto es, valo-
res del parámetro tomados en la recta real, entonces de la
ecuación (3.3) obtenemos que

fλ(z) = λ sen(x+ 0i) = a sen(x) + i0.

Por lo tanto, si hay puntos fijos complejos de fλ en la gráfi-
ca de la función cero, tienen que cumplir a sen(x) = x y
0 = g(x), los cuales son los puntos fijos para el caso real
λ sen(x).

(ii) Si g(x) = 0 y λ = (a + ib0) con b0 6= 0, nuevamente por la
ecuación (3.3) tenemos:

fλ(z) = λ sen(z) = a sen(x) + ib0 sen(x).

Para encontrar puntos fijos que pertenezcan a la gráfica de
g se resuelve el siguiente sistema.

a sen(x) = x;

b0 sen(x) = 0.
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Puntos fijos de λ sen(x), λ ∈ R \ {0}
Por propiedades del seno real, es fácil ver que śı λ ∈ (0, 1], enton-
ces el único punto fijo es el 0. Sin embargo, si λ ∈ (1, π

2
] tal como

se muestra en la figura 3.1, el punto fijo pertenece al intervalo
(0, π

2
] y su respectivo simétrico en el intervalo [−π

2
, 0). Por otro

lado, si λ ∈ (π
2
, 7.7] el punto fijo positivo pertenece al intervalo

(π
2
, π). En esta sección se extenderán algunos cálculos obtenidos

por L. Trujillo en [24].

Figura 3.1: puntos fijos de fλ(x) = λ sen(x) para λ =
1.1, 1.3, 2.5, 4, 5, 7.7.

Proposición 3.3. Para λ ∈ (1, 7.7] la familia real fλ(x) =
λ sen(x) tiene solo dos puntos fijos distintos de cero.

Demostración. La prueba se divide en los siguientes dos casos,
cuando (a) λ ∈ (1, π/2) y (b) λ ∈ [π

2
, 7.7).

(a) Consideremos primero λ ∈ (1, π/2] y definamos g(x) =
λ sen(x) − x. Es claro que fλ(x) = λ sen(x) es creciente en el
intervalo [0, π/2] y que

x ≤ λ sen(π/2) = λ, para toda x ∈ [0, π/2].

Tomemos λ ∈ (1, π/2), entonces

λ cos(0) = λ > 1
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y como la función λ cos(x) es decreciente y continua en el intervalo
[0, π/2], existe x0 ∈ (0, π/2) tal que λ cos(x0) = 1. Aśı,

1 < λ cos(y), para toda y ∈ (0, x0).

Si y0 ∈ (0, x0), entonces

λ cos(y)− 1 > 0, para toda y ∈ [0, y0],

asi que ∫ y0

0

[λ cos(y)− 1]dy > 0,

es decir,

λ

∫ y0

0

cos(y)dy >

∫ y0

0

dy, (3.4)

que implica que λ sen(y0) > y0 y por lo tanto g(y0) > 0.
Por otra parte,

fλ(π/2) = λ < π/2,

es decir, g(π/2) < 0, luego por el teorema del valor intermedio
existe u ∈ (y0, π/2) tal que g(u) = 0, esto es, u es un punto fijo
de la familia fλ. Observemos que λ sen(π

2
) = π

2
si λ = π

2
.

Ahora probemos la unicidad.

Supongamos que u y v son puntos fijos para la familia fλ en
el intervalo (0, π

2
] con u < v, entonces g(u) = g(v) = 0 y por el

teorema de Rolle, existe c ∈ (u, v) tal que g′(c) = 0, por lo tanto
λ cos(c) = 1 y por la inyectividad del coseno en el intervalo [0, π

2
]

tenemos que c = x0, luego por la ecuación (3.4) se concluye que
λ sen(u) > u que es una contradicción.

(b) Sea λ ∈ (π
2
,7.7]. Observemos que si p es un punto fijo de

fλ(x) = λ sen(x), como fλ(
π
2
) = λ > π

2
> 1 y fλ(x) es continua y

estrictamente creciente en [0, π
2
], entonces p /∈ (0, π

2
] y g(π

2
) > 0.

Por otra parte g(π) < 0, nuevamente por el teorema de valor
medio, existe c ∈ (π/2, π) tal que g(c) = 0. Ahora, supongamos
que u < v son puntos fijos para fλ en el intervalo (π

2
, π), entonces
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g(u) = g(v) = 0 y por el teorema de Rolle, existe c ∈ (u, v) tal
que 0 = g′(c) = λ cos(c) − 1, pero esto no puede ocurrir porque
λ cos(x) < 0 para toda x ∈ (π

2
, π).

Por otra parte, para x > 0, fλ(x) tiene máximos en los
puntos {π

2
+ 2kπ, k ∈ N ∪ {0}}, si λ ∈ (π/2, 7.7], se tiene que

fλ({π2 + 2kπ, k ∈ N}) = λ ≤ 7.7 < π
2

+ 2kπ, k ∈ N.

Esto prueba que existe un único punto fijo en x ∈ (0, π) para
λ ∈ (1, 7.7] y dado que la función seno es impar, śı x = λ sen(x),
entonces λ sen(−x) = −x de donde se concluye el resultado.

Proposición 3.4. Si λ ∈ (1, π
2
] y p un punto fijo de fλ(x) =

λ sen(x) distinto de cero tal que p ∈ (0, π
2
], entonces p > x0 donde

x0 cumple que λ cos(x0) = 1.

Demostración. Supongamos que p < x0, por la ecuación (3.4), el
punto p no es un punto fijo para fλ lo cual no puede suceder.
Si p = x0, entonces se satisface que λ sen(p) = p 6= 0 y λ cos(p) =
1 de donde tenemos que

sen(p)

cos(p)
= p,

lo cual no no ocurre en (0, π
2
]. Por lo tanto, λ cos(p) < 1 y

λ cos(−p) < 1, es decir, p y −p son atractores.

Usando el Método de Newton-Raphson, y x0 = π/2 como
punto inicial, podemos aproximar el valor del punto fijo positivo
de fλ y calcular el valor de la derivada del punto para determinar
si se trata de un punto fijo atractor o repulsor. Los cálculos se
registran en la siguiente tabla:
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Parámetro Aproximación del
punto fijo

Derivada

7.7 2.773 -7.182
6.5 2.711 -5.906
5.3 2.624 -4.605
4.1 2.489 -2.257
2.9 2.252 -1.826
1.7 1.688 -0.198

De la tabla anterior podemos observar que:
(i) Si λ ∈ (1.7, 2.9) el respectivo punto fijo puede ser atractor o
repulsor.
(ii) Si λ = 2.2 el valor del punto fijo se aproxima a 2 y el valor
de la derivada en este punto es −0.915, por lo tanto este punto
fijo es atractor.

(iii) Si λ = 2.26, el punto fijo es 2.028 y el valor de su derivada
es −0, 997, por lo tanto el punto fijo es atractor. Sin embargo,
si λ = 2.27 el punto fijo tiene un valor aproximado de 2.032 y
cuyo valor de la derivada es -1.005, entonces 2.032 es un punto
fijo repulsor.

Conjetura 3.5. Si λ ∈ (π
2
, 2.26)], entonces la familia fλ(x) tiene

2 puntos fijos atractores distintos de cero.

Por los cálculos anteriores, hemos visto que śı λ = 2.27 y p un
punto fijo positivo, entonces p es un punto fijo repulsor. Además,
el punto λ sen(π) es un punto fijo de fλ.

Para las gráficas de la segunda iterada para λ = 2.26 y λ
ligeramente mayor que 2.26 observamos que hay una órbita de
periodo 2, véase las figuras 3.2 y 3.3. Las gráficas son parecidas,
pero al hacer un acercamiento se observa que hay dos nuevos
puntos fijos.

Conjetura 3.6. Si λ ∈ (2.26, 2.6], entonces fλ tiene una órbita
atractora de periodo 2 en el intervalo [0, π].

(iv) Si λ = 2.6, la cuarta iteración tiene 4 puntos fijos, 2 corres-
pondientes a los puntos repulsores y 2 a la órbita atractora,véase
figura 3.4.
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(a) f2λ(x) = λ sen(x), λ = 2.26 (b) f2λ(x) = λ sen(x), λ = 2.28

Figura 3.2: Gráficas de la segunda iteración de fλ.

Figura 3.3: Gráficas de f 2
2.26(x)− x y f 2

2.28(x)− x en azul y rojo
respectivamente.

(v) Para λ = 2.7 aparece una órbita atractora de periodo 8 como
se muestra en la figura 3.5.

Conjetura 3.7. Existe λ0, tal que si λ ∈ (2.6, λ0], entonces fλ(x)
tiene una órbita atractora de periodo 4 en [0, π].

Proposición 3.8. Si fλ(x) = λsen(x) y λn = π(4n+1)
2

, n ∈ N ∪
{0}, entonces función fλn tiene 4n + 2 puntos fijos distintos de
cero.

Demostración. La proposición 3.3 prueba el caso cuando n = 0.
Si p > 0 es un punto fijo, entonces −p también lo es, por lo que
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Figura 3.4: Gráfica de f 4
2.6(x)− x.

Figura 3.5: Gráfica de f 4
2.7(x)− x.

basta contar los puntos fijos positivos. Notemos que cada máximo
es un punto fijo, porque se satisface:

λ sen

(
π(4k + 1)

2

)
=
π(4k + 1)

2
⇔ λ =

π(4k + 1)

2
, k ∈ N ∪ {0}.

(3.5)

Ahora sean n ∈ N y k ∈ N ∪ {0}, observemos que si k < n,
entonces

fλn

(
π(4k + 1)

2

)
=
π(4n+ 1)

2
>
π(4k + 1)

2
y

fλn((2k + 1)π) = 0 < (2k + 1)π.

El resultado se sigue de aplicar el teorema de valor medio a el

intervalo
[
2kπ, π(4k+1)

2

]
si k < n−1 y al intervalo

[
π(4k+1)

2
, (2kπ + 1)

]
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si k < n. La ecuación (3.5) asegura que el punto π(4n+1)
2

es fijo. El

último punto fijo se encuentra en el intervalo
[
2nπ, π(4n+1)

2

)
, para

encontrarlo se sigue un razonamiento similar al que se ocupo en
la desigualdad (3.4), es decir, como λn cos(x) es decrciente y conti-

nua en el intervalo
[
2nπ, π(4n+1)

2

)
, entonces existe x∈

[
2nπ, π(4n+1)

2

)
tal que λn cos(x) = 1, asi, λn sen(x0) > x0 y aplicando teorema
de valor medio se obtiene el resultado.

3.3. El conjunto de Fatou para λ sen(z)

En esta sección, se presentan los resultados obtenidos por Domı́nguez
y Sienra en [10] para fλ(z) = λ sen(z), λ ∈ C\{0}.

Se define el plano de parámetros de fλ como:

M = {λ ∈ C : fnλ (z0) es acotado},

donde z0 es un punto cŕıtico de fλ.

Figura 3.6: Plano de parámetros de la familia λ sen(z).

El plano de parámetros nos permite analizar el comporta-
miento dinámico de familias parametrizadas, dicho plano es de
manera intuitiva un mapa para los distintos valores complejos
del parámetro λ. Los siguientes resultados relacionados con los
valores del parámetro λ en el plano de parámetros para el caso
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(a) y (b) se pueden consultar en [10].

(a) Componente atractora

Teorema 3.9. Sea fλ(z) = λ sen(z), donde 0 < |λ| < 1. El
conjunto de Fatou consiste de una componente U atractora com-
pletamente invariante y simplemente conexa.

Cabe mencionar que Domı́nguez y Trujillo en [24] conjeturan que
si 1 < λ < π

2
+0.57, entonces el conjunto de Fatou tiene dos com-

ponentes simplemente conexas atractoras. Similar para el caso
−π

2
+ 0, 57 < λ < 1. Él análisis previo a la Conjetura 3.5 aproxi-

ma con mayor exactitud el caso de las componentes atractoras.

(b) Componente Parabólica

Teorema 3.10. Sea fλ(z) = λsen(z), λ = e2πθ, θ = p/q, con
(p, q) = 1. Entonces si q es par, existe un ciclo con q compo-
nentes de Fatou atráıdas a 0. Si q es impar, existen dos ciclos
con q componentes de Fatou cada una. Estas son las únicas com-
ponentes periódicas de Fatou. Más aún, tales componentes son
acotadas.

(c) Disco de Siegel

En [25] Zhang demostró que para λ = e2πiθ siendo θ un núme-
ro irracional, de tipo acotado, la familia fλ tiene un disco de Siegel
que es invariante alrededor de z = 0 y todas las otras componen-
tes de Fatou son sus preimágenes. El disco de Siegel es acotado,
por lo tanto también todas sus preimágenes.



Caṕıtulo 4

La familia
λ sen(z) + µ

z , λ, µ ∈ C \ {0}

En este caṕıtulo se estudiará la dinámica de la familia gλ,µ(z) =
λ sen(z) + µ

z
, λ, µ ∈ C\{0}, la cual es una perturbación de la

familia fλ(z) = λ sen(z) (añadiendo un polo en cero que no es
omitido).

4.1. Puntos fijos de gλ,µ

La familia gλ,µ pertenece a la clase M . Observese que gλ,µ tie-
ne puntos fijos dependiendo los valores de los parámetros λ y
µ.Sabemos que z0 es un punto fijo de gλ,µ si se satisface la si-
guiente ecuación:

λ sen(z0) +
µ

z0
= z0. (4.1)

Observemos que

gλ,µ(−z0) = λ sen(−z0) +
µ

−z0
= −λ sen(z0)−

µ

z0

= −
(
λ sen(z0) +

µ

z0

)
= −gλ,µ(z0),

es decir, si z0 es un punto fijo de gλ,µ, entonces −z0 también es
un punto fijo de gλ,µ. Para asegurar la existencia de puntos fijos de

37
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gλ,µ(z) consideremos el caso real, es decir, cuando λ, µ ∈ R\{0}
y z ∈ R.
Por ejemplo si µ = 0.1, λ = 1 y z ∈ R, observando la gráfica en
la figura 4.1 vemos que hay dos puntos fijos .

Figura 4.1: Gráfica de gλ,µ cuando µ = 0.1, λ = 1 y z ∈ R.

Lema 4.1. Sea gλ,µ(x) = λ sen(x)+ µ
x

. Si x ∈ R+\{0}, 0 < λ < 7
y 0 < µ < π, entonces gλ,µ(x) tiene un punto fijo w. Más aun
−w es punto fijo.

Demostración. Sea λ ∈ (0, 7) y µ ∈ (0, 2.41). Tomemos H(x) =
gλ,µ(x)− x.

Observemos que λ sen(x) > 0 sobre el intervalo (0, π). Sea
π > x > 0 tal que x2 < µ, esto implica que x < µ

x
, entonces

µ
x
− x > 0 y por lo tanto H(x) > 0.

Ahora, notemos que H(π) = λ sen(π) + µ
π
− π < 1 − π < 0.

Aplicando el teorema de valor intermedio obtenemos que gλ,µ tie-
ne un punto fijo w ∈ (0, π).

El caso del punto fijo negativo se sigue por la simetŕıa de la
función gλ,µ(x) .

Conjetura 4.2. Sea gλ,µ(x) = λ sen(x) + µ
x

, µ ∈ (0, 1) y −4 <
λ < 0, entoncesgλ,µ tiene un punto fijo w.

Conjetura 4.3. Sea gλ,µ(x) = λ sen(x) + µ
x

, µ < −1(0, 1) y
−4.5 < λ < −0.5, entoncesgλ,µ no tiene puntos fijos. Véase figura
4.2.

El objetivo ahora es analizar aproximaciones a puntos fijos de
gλ,µ para estudiar super componentes atractoras, componentes
parabólicas, y discos de Siegel en el conjunto de Fatou.
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Figura 4.2: Gráfica de gλ,µ cuando µ < −1 y λ =
−4.5,−3.5,−2.5,−1.5,−.5 y .1

Puntos fijos atractores de gλ,µ

Observemos que π
2

es un punto fijo para ciertos valores de paráme-
tros λ y µ, entonces se satisface lo siguiente:

λ sen
(π

2

)
+
µ

x
=
π

2

⇔ λ+
2µ

π
=
π

2

⇔ µ = −λπ
2

+
π4

4
.

Si λ > 0, tenemos π2

4
− λπ

2
< π2

4
, es decir, µ <

(
π
2

)2
. Además,

µ > 0⇔ 0 < λ < π/2, por lo tanto:∣∣∣g′λ,µ (π2) ∣∣∣ =
∣∣∣λ cos(π/2)− µ

(π/2)2

∣∣∣ =
∣∣∣− µ

(π/2)2

∣∣∣ =
µ

(π/2)2
< 1,

donde µ = λπ
2
− π4

4
. Concluimos que π

2
es un punto fijo atractor,

análogamente para el punto −π
2

Observe que si µ es lo bastante pequeña, entonces gλ,µ se parece a
λ sen(x) y en virtud de la proposición 3.3 se enuncia la siguiente
conjetura.

Conjetura 4.4. Si λ ∈ (1, 2.1] y µ > 0 suficientemente pequeña
y w es un punto fijo de gλ,µ(x) = λ sen(x) + µ

x
, entonces w es

atractor.
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Las gráficas en las figuras 5.3 y 5.4 muestran la existencia de
puntos fijos para λ y µ como en la conjetura 4.4.

Figura 4.3: Gráfica de f1.1,0.01− x
en rojo y la derivada de f1.1,0.01 en

azul.

Figura 4.4: f2.1,0.01 − x en

rojo y la derivada su deriva-

da en azul.

Observe por ejemplo que si λ = 2.3 y µ = 1, entonces el
valor aproximado del punto fijo positivo de gλµ es 2.24 y el valor
de la derivada en ese punto es −1.62 por tanto es un punto fijo
repulsor.

Puntos fijos super atractores de gλ,µ

En este apartado se darán condiciones para tener puntos fijos
super atractores de la familia gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ

z
, z, λ, µ ∈

R\{0}.
Sea w un punto que satisface la ecuación (4.1) y supongamos
que w es un punto fijo super atractor, entonces w satisface que
|g′λ,µ(w)| = 0, es decir,∣∣∣λ cos(w)− µ

w2

∣∣∣ = 0⇔ λ cos(w)− µ

w2
= 0. (4.2)

De las ecuaciones en (4.1) y (4.2) obtenemos:

λ sen(w) + w
( µ
w2

)
= w

⇔ λ sen(w) + λw cos(w) = w

⇔ λ =
w

sen(w) + w cos(w)
,
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y(
w2 − µ
w sen(w)

)
cos(w) =

µ

w2

⇔w2 cos(w) = µcos(w) +
µ(w sen(w))

w2

⇔µ =
w3 cos(w)

w cos(w) + sen(w)
.

Por lo tanto si λ y µ son de la forma anterior, w es un punto
fijo super atractor de gλ,µ.

Ahora, definamos la curva paramétrica

L(w) =

(
w

sen(w) + w cos(w)
.

w3 cos(w)

sin(w) + w cos(w)

)
,

La curva L(w) formada por puntos fijos super atractores de la
familia gλ,µ véase la figura 4.5.

(a) Gráfica de la curva L en el
plano (λ, µ)

(b) Acercamiento de la la curva L

Figura 4.5: Curva paramétrica formada de puntos fijos super-
atractores de gλ,µ.

Puntos fijos indiferentes de gλ,µ

Los puntos fijos indiferentes se clasifican en racionales indiferentes
o irracionales indiferentes. En esta sección se presentan ejemplos
de estos casos para la familia gλ,µ.
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(a) Puntos fijos Racionales indiferentes

Para λ = π
2
− 2µ

π
y µ = − rπ2

4
, donde r es una ráız de la uni-

dad, afirmamos que gλ,µ tiene dos puntos fijos en ±π
2
. En efecto,

evaluando gλ,µ en π
2

tenemos:

gλ,µ

(π
2

)
= λ sen

(π
2

)
+

µ

π/2

=

(
π

2
− 2

π

(
−rπ

2

4

))
sen
(π

2

)
+
− rπ2

4
π
2

=
π

2
.

Ahora, el multiplicador en π/2 es expresado por:

∣∣∣g′λ,µ (π2) ∣∣∣ =

∣∣∣∣∣λ cos
(π

2

)
− µ(

π
2

)2
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
(
π

2
− 2

π

(
−rπ

2

4

))
cos
(π

2

)
−
− rπ2

4(
π
2

)2
∣∣∣∣∣ ∣∣∣r∣∣∣ = 1,

donde r es una ráız de la unidad. Por lo tanto, π
2

es un punto fijo
racional indiferente degλ,µ. Análogamente para −π

2
.

(b) Puntos fijos Irracionales indiferentes.

Si gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ
z
, λ ∈ C \ {0} y µ =

(
π
2

)2 − λπ
2

, entonces
evaluando gλ,µ en λ y µ tenemos:

g
λ,(π2 )

2
−λπ

2

(z) = λ sen(z) +

(
π
2

)2 − λπ
2

z
= λ sen(z) +

π2 − 2λπ

4z
.

Afirmamos que g
λ,(π2 )

2
−λπ

2

tiene dos puntos fijos en ±π
2
. En

efecto, si evaluamos g
λ,(π2 )

2
−λπ

2

en π
2

obtenemos:

g
λ,(π2 )

2
−λπ

2

(π
2

)
= λ sen

(π
2

)
+
π2 − 2λπ

2π
=
π

2
.

Encontraremos un parámetro λ tal que ±π/2 sea irracional
indiferente. Evaluando la derivada de g

λ,(π2 )
2
−λπ

2

en π
2
, tenemos:



4.2 Valores Singulares de gλ,µ 43

∣∣∣∣g′λ,(π2 )
2
−λπ

2

(π
2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣λ cos
(π

2

)
−
(
π
2

)2 − λπ
2

(π/2)2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1 +
2λ

π

∣∣∣∣ .
Por lo tanto, el punto fijo π/2 es irracional indiferente siempre

que cumpla: ∣∣∣∣g′λ,(π2 )
2
−λπ

2

(z1)

∣∣∣∣ = eiθ,

para algún θ ∈ R \Q. Aśı, λ satisface:

∣∣∣∣g′λ,(π2 )
2
−λπ

2

(z1)

∣∣∣∣ = eiθ ⇔
∣∣∣∣−1 +

2λ

π

∣∣∣∣ = eiθ ⇔ λ =
(
eiθ + 1

) (π
2

)
.

Similarmente para −π/2.

4.2. Valores Singulares de gλ,µ

En esta sección se analiza los valores asintóticos y los valores
cŕıticos de la familia gλ,µ, donde λ y µ son valores reales, para
finalmente concluir que gλ,µ pertenece a la clase B.

Valores asintóticos

Observemos que gλ,µ(z) = λ sen(z)+ µ
z

tal que λ ∈ C\{0} y µ > 0

no tiene valores asintóticos finitos. En efecto: Si γ : [0,∞) → Ĉ
es una curva tal que γ(t) → ∞ y supongamos que gλ,µ(γ(t)) =
λ sen(γ(t)) + µ/γ(t) = w ∈ C. Sin embargo, µ/γ(t) → 0 cuando
|γ(t)| → ∞ y λ sen(γ(t)) → ∞ cuando γ(t) → ∞, por lo tanto
la familia gλ,µ no tiene valores asintóticos w 6=∞.

Valores cŕıticos

Para encontrar los valores cŕıticos de gλ,µ se resuelve la siguiente
ecuación:

λ cos(z) =
µ

z2
. (4.3)



4.2 Valores Singulares de gλ,µ 44

Cuando z y los parámetros λ y µ son reales, los valores cŕıticos
son intersección de la función cos(x) con la función µ/x2, para
distintos vales de los parámetros λ y µ (véase la figura 4.6 los
cuales son número infinito de valores).
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Figura 4.6: Gráficas de λ cos(x) en rojo y µ
x2

en azul cuando

λ = .3, .5, .7, 1 y µ = π2

4
− λπ

2
.

Los valores cŕıticos reales también quedan determinados por
la siguiente ecuación: √

λ2 − µ2

x4
+ µ/x,

donde λ > 0 y x es un punto cŕıtico.

Observar en la gráfica 4.6 que para cada parámetro λ =
.3, .5, .7, 1 y µ = π2

4
− λπ

2
diferente, las gráficas siempre se in-

terceptan en ±3π/2, ±5π/2, ±7π/2, . . . , es decir, las soluciones

de la ecuación (4.3) son aproximadamente (2k+1)π
2

, k ∈ Z\{0,−1}.
Para k = 0,−1 la cota superior de λ cosx, 0 < λ < π/2, nunca
alcanza el valor µ

x2
.

Al evaluar la ecuación (4.3) en los valores pk = (2k+1)π
2

+ εk,

donde εk = µ
(2k+1)π

2

→ 0 cuando (2k+1)π
2
→ ∞, k ∈ Z \ {0,−1},

0 < λ < 1 y µ > 0 se concluye que gλ,µ tiene puntos cŕıticos reales

en pk = (2k+1)π
2

+ εk. Por lo tanto, los valores cŕıticos quedan de-
terminados por gλ,µ(pk) = ±λ cos εk + µ

(2k+1)π
2

+εk
. Observemos que
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gλ,µ(pk) → ±λ cuando (2k+1)π
2

→ ∞, entonces λ y −λ son los
puntos de acumulación para gλ,µ.

Si consideramos 1 < λ < π/2, la figura 4.7 muestra λ cos(x),
en color rojo, y µ

x2
, en color azul, para λ = 1.4, y µ = π2

4
− λπ

2
.

Las gráficas se cruzan dos veces en 0 < x < π/2 (análogo para
−π/2 < x < 0 ) y también se cruzan aproximadamente en los

puntos (2k+1)π
2

, k ∈ Z \ {0,−1}.

Si los parámetros son λ = 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 y µ = π2

4
− λπ

2
,

la figura 4.8 muestra que las gráficas se cruzan cuatro veces en
±π/2 y que se interceptan en puntos muy cercanos a (2k+1)π

2
,

k ∈ Z\{0,−1}, dado que para 1 < λ < π/2, y µ es muy pequeño,
las funciones µ

x2
se aproximan asintóticamente a x = 0.
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Figura 4.7: Gráfica de
λ cos(x) en rojo y µ

x2 en azul
para λ = 1.4.
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Figura 4.8: Gráfica λ cos(x)
en rojo y µ

x2 en azul para λ =
1.2, 1.3, 1.4, 1.5.

En resumen, si evaluamos la ecuación (4.3) en pk = (2k+1)π
2

+ εk,

donde εk = µ
(2k+1)π

2

→ 0 cuando (2k+1)π
2
→ ∞, k ∈ Z \ {0,−1},

0 < λ < 1 y µ > 0 se puede decir que gλ,µ tiene un punto cŕıtico

en pk = (2k+1)π
2

+ εk. Entonces, gλ,µ(pk)→ ±λ as pk →∞ aśı λ y
−λ son puntos de acumulación de los valores cŕıticos de gλ,µ.

Proposición 4.5. [12] gλ,µ pertenece a la clase B, para λ ∈
R \ {0} y µ > 0 suficientemente pequeño.
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4.3. Otros aspectos de la dinámica de

gλ,µ

En esta sección de abordan más aspectos del conjunto de Julia
de gλ,µ y se darán ejemplos para ciertos valores de λ y µ que
cumplen con los resultados obtenidos, véase [12].

Lema 4.6. Si λ, µ ∈ R\{0}, entonces el conjunto {iy : y ∈
R\{0}} es invariante hacia adelante bajo gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ

z
.

Demostración. Se procede usando inducción matemática. Toma-
mos n = 1, sea y y 6= 0. Evaluando iy en gλ,µ tenemos que

gλ,µ(iy) = λ sen(iy) +
µ

iy

= λi senh(y) +
µ

iy
= i senh(y)− iµ

y

= i

(
λ senh(y)− µ

y

)
∈ {iy : y ∈ R \ {0}.

Ahora, supongamos que (gλ,µ)m(iy) = ik ∈ {iy : y ∈ R \ {0}}
k 6= 0, entonces (gλµ)m+1(iy) = gλ,µ(gmλµ(iy)) = gλ,µ(ik) ∈ {iy :
y ∈ R \ {0}}.

Definición 4.7. Sea f ∈ M se define el conjunto de escape de
f como

I(f) = {z : fn(z)→∞ cuando n→∞ y fn(z) 6= 0}.

Corolario 4.8. Si λ, µ > 0, entonces el conjunto de escape de
gλ,µ(z) contiene al eje imaginario.

Demostración. Si y0 6= 0, entonces la función gλ,µ hace la siguien-
te correspondencia

iy0 7→ i
(
λ senh(y0)− µ

y0

)
.

Ahora, consideremos la función hλ,µ(y) = senh(y) − µ
y
, la cual

tiene dos ráıces simétricas con respecto del origen r y −r. Por las
propiedades del seno hiperbólico obtenemos: ĺım

y→∞
hλ,µ(y) = ∞ y
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ĺım
y→−∞

hλ,µ(y) = −∞, de donde concluimos gnλ,µ(y0)→∞ cuando

n → ∞ si y0 > r o bien gnλ,µ(y0) → −∞ cuando n → ∞ si
y0 < −r.

Teorema 4.9. Si λ ∈ C\{0} con |λ| > 1 y µ ∈ R+\{0} pequeño,
entonces el conjunto de Julia de gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ

z
contiene

al eje imaginario.

Demostración. Sea U una vecindad con centro ζ = iy1, y1 ∈
R \ {0} y radio r > 0. Se quiere probar que la familia gλ,µ no es
puntualmente acotada en U .
Tenemos w = iy2, con y2 ∈ R \ {0}, de tal manera que ζ 6= w
y y1y2 > 0. Por el lema 4.6 las imágenes de los puntos ζ, w y
sus iteraciones bajo gλ,µ pertenecen al eje imaginario. Tomando
la distancia entre gλ,µ(ζ) y gλ,µ(w) tenemos:

|gλ,µ(ζ)− gλ,µ(w)| = |λ sen(ζ) +
µ

ζ
− (λ sen(w) +

µ

w
)|

= |λ sen(iy1) +
µ

iy1
− (λ sen(iy2) +

µ

iy2
)|

= |iλ senh(y1)−
iµ

y1
− iλ senh(y2) +

iµ

y2
|

= |i||λ(senh(y1)− senh(y2)) + µ(
1

y2
− 1

y1
)|

> |λ||(senh(y2)− senh(y1))|.

Ahora, como la función real g(x) = senh(x) es continua en [y1, y2]
y diferenciable en (y1, y2), se sigue del teroema del Valor Medio
que existe y3 ∈ (y1, y2), tal que

| senh(y2)− senh(y1)| = cosh(y3)|y2 − y1|.

Aśı,

|λ|| senh(y2)−senh(y1)| = |λ| cosh(y3)|y2−y1| > |λ||y2−y1| > |y2−y1|.

Por lo tanto, se concluye que la familia gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ
z

tiene un comportamiento repulsor en el eje imaginario, es decir,
gλ,µ toma valores arbitrariamente grandes sobre el eje imagina-
rio, esto es, la familia gλ,µ no es puntualmente acotada. Por lo
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tanto, si tomamos una vecindad arbitraria U en el eje imaginario
y consideramos los conjuntos U+ como el eje imaginario positivo
y U− como el eje imaginario negativo, entonces obtenemos que
cualquier punto y ∈ U+ tiende a ∞ bajo iteración, y también
y ∈ U−. Por lo tanto gλ,µ no es normal en el eje imaginario y por
lo tanto el conjunto de Julia de la familia gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ

z

contiene al eje imaginario cuando |λ| ≥ 1.

Teorema 4.10. Si gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ
z
, entones existe un

conjunto de parámetros (λ, µ) tal que el conjunto de Fatou de
gλ,µ contiene dos dominios super atractores invariantes.

Demostración. Se debe identificar primero el conjunto de paráme-
tros reales (λ, µ), tales que gλ,µ tiene dos puntos fijos supper-
atractores. Recordemos que la curva

L(w) =

(
w

sen(w) + w cos(w)
,

w3 cos(w)

sin(w) + w cos(w)

)
contiene valores (λ, µ) tales que gλ,µ tiene dos puntos fijos súper
atractores. Tomando cualquier (λ0, µ0) en L, entonces hay ±w
puntos fijos atractores, donde −w es el punto fijo simétrico de w
con respecto del eje imaginario. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que w se encuentra en los positivos del eje imaginario
Por lo tanto, existe una vecindad U de w tal que gnλ0,µ0(z) → w
cuando n → ∞, para todo z ∈ U . Probaremos que U tiene al
menos un valor singular de gλ,µ.
Supongamos que p es un punto cŕıtico de gλ,µ, entonces los valores
cŕıticos están determinados por gλ,µ(p) = λ sen(p)+ µ

p
. Ahora, sea

ε > 0 el radio de la vecindad U con centro en el punto w, debemos
encontrar δ > 0 tal que |w−p| < δ, entonces |gλ,µ(w)−gλ,µ(p)| <
ε. Luego,
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|gλ,µ(w)− gλ,µ(p)| = |λ sen(w)− µ

w
− (λ sen(p) +

µ

p
)|

≤ |λ (sen(w)− sen(p)) +

(
µ

w
− µ

p

)
|

= |λ|| sen(w)− sen(p))|+ |
(
µ

w
− µ

p

)
|

= |λ(|w − p|+ |µ(p− w)

wp
|

= |w − p|
(
|λ|+ |µ|

|w||p|

)
≤ δ2

(
|λ|+ |µ|

|w|2 − |w|

)
< ε.

Si tomamos δ1 = 1 y δ2 = ε

|λ|+ |µ|
|w|2−|w|

, entonces δ es el máximo

de {δ1, δ2}. Por lo tanto, el valor singular gλ,µ(p) esta en U . Aśı,
concluimos que U es un dominio super atractor del conjunto de
Fatou. De manera similar existe un dominio super atractor V que
contiene al punto fijo −w.

Un ejemplo del teorema anterior es el siguiente.

Ejemplo 1. Sean λ = (2π)/(3
√

3 + π) y µ = π3/(9(3
√

3 + π))
en la curva L.
Entonces la función

(
2π

3
√
3+π

)
sen(z)+π3/(9(3

√
3+π)

z
tiene dos puntos

fijos en ζ = π/3 y −ζ = −π/3, es decir,

gλ,µ

(π
3

)
=

(
2π

3
√

3 + π

)
sen
(π

3

)
+
π3/(9(3

√
3 + π))

π
3

=

√
3π

3
√

3 + π
+

π2

3(3
√

3 + π)
=
π

3
.

Similarmente obtenemos que −ζ = −π
3

también es un punto
fijo de gλ,µ. Los dos puntos fijos son super atractores dado que
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g′λ,µ evaluada en ζ = π
3
, tenemos:

∣∣∣g′λ,µ (π3) ∣∣∣ =
∣∣∣ ( 2π

3
√

3 + π

)
cos
(π

3

)
− π3/(9(3

√
3 + π))(

π
3

)2 ∣∣∣
=
∣∣∣ π

3
√

3 + π
− π

3
√

3 + π

∣∣∣ = 0.

Por la simetŕıa de gλ,µ, el punto−ζ = −π
3

es un punto fijo atractor
de gλ,µ.
Si z = x ∈ R \ {0}, entonces g 2π

3
√
3π
, π3

9(3
√
3+π)

tiene dos órbitas que

convergen a los puntos ±π
3

el que se muestran en la figura 4.9 en
color rojo.

Figura 4.9: Dos órbitas que convergen a ζ1 = π
3

y −ζ1 = −π
3
.

El plano dinámico de

g 2π
3
√
3+π

, π3

9(3
√
3+π)

(z) =

(
2π

3
√

3 + π

)
sen(z) +

π3/(9(3
√

3 + π)

z

se muestra en la figura 4.10. Observe que hay dos dominios atrac-
tores en el conjunto de Fatou (en color negro), cada uno contiene
un punto fijo atractor, que esta separado por eje imaginario, el
cual esta representado en color amarillo.

(I) Componentes atractoras

En el siguiente lema se dan condiciones sobre los parámetros λ, µ
para los cuales se tiene dos dominios atractores en el conjunto de



4.3 Otros aspectos de la dinámica de gλ,µ 51

Figura 4.10: El conjunto de Fatou en negro, el conjunto de Julia

en amarillo y la órbita de un punto en un dominio super atractor en

blanco.

Fatou de gλ,µ.

Lema 4.11. Sea gλ,µ(x) = λ sen(x)+ µ
x

, existen parámetros reales
λ, µ no cero tales que ±π/2 son puntos fijos y el conjunto de Fatou
de gλ,µ contiene dos componentes invariantes atractoras.

Considerando los parámetros reales 0 < λ < π/2 y µ = π2

4
− λπ

2
,

sabemos por la parte (b) de la sección 4.1 que gλ,µ tiene dos
puntos fijos en x = ±π

2
. Enseguida solo calculamos |g′λ,µ(π

2
)|,

porque el cálculo para -π/2 es similar,

∣∣∣g′λ,µ(
π

2
)
∣∣∣ =

∣∣∣λ cos(π/2)− µ

(π/2)2

∣∣∣ =
∣∣∣− µ

(π/2)2

∣∣∣ =
µ

(π/2)2
< 1.

Observe que µ
(π/2)2

< 1 si µ < π2

4
, donde µ = π2

4
− λπ

2
< π2

4
,

entonces −λπ
2
< 0 lo cual implica que λ > 0 (análogamente para

el punto fijo −π/2). Por lo tanto, ±π
2

son puntos fijos atractores
de gλ,µ(x).
El polo z = 0 esta en el conjunto de Julia de gλ,µ(x), por lo que
podemos dividir la recta real en dos conjuntos B1 (derecho) y B2



4.3 Otros aspectos de la dinámica de gλ,µ 52

(izquierda), los cuales deben contener a los punto fijos reales π
2

y
−π

2
, respectivamente. El conjunto de valores cŕıticos de gλ,µ esta

sobre la recta real y sabemos que los valores cŕıticos se acumulan
en ±λ.
Sea U1 una vecindad del punto π

2
. Sea 0 < λ < π

2
podemos supo-

ner que λ esta muy cercano a π
2
, por lo tanto hay un valor cŕıtico

v1 que converge a λ, so v1 ∈ U1, por lo tanto U1 pertenece a un
dominio atractor, digamos D1 del conjunto de Fatou de gλ,µ(x)
sobre el semiplanp derecho B1. Por argumentos similares se tiene
el dominio atractor D2 del conjunto de Fatou de gλ,µ(x) sobre el
semiplano izquierdo B1.

A continuación se da un ejemplo del lema 4.11.

Ejemplo 2. Tomemos gλ,µ y λ = π/4 y µ = π2

4
− λπ

2
. La figura

4.11 muestra los dos dominios atractores del conjunto de Fatou
y el eje imaginario que pertenece al conjunto de Julia.

Figura 4.11: Los dominios atractores están en negro y el conjun-
to de Julia en amarillo y la órbita de un punto en un dominio
atractor en color blanco.

(II) Componentes parabólicas
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En esta sección se dan condiciones sobre los parámetros λ, µ tal
que gλ,µ tiene dos componentes parabólicas.

Lema 4.12. Sea gλ,µ(z) = λ sen(z)+ µ
z
, λ =

π

2
− 2µ

π
y µ = −rπ

2

4
,

donde r es una ráız de la unidad. Los puntos ±π/2 son fijos y el
conjunto de Fatou de gλ,µ(z) = λ sen(z)+µ

z
contiene dos dominios

parabólicos.

La función f
π,−π2

4

(z) = π sen(z)− π2

4z
tiene dos puntos fijos racio-

nales indiferentes ζ = π
2

y −ζ = −π
2
, por los cálculos hechos en

la sección 3.2 (c).
Ahora, definimos el polinomio real P (x) = x2−πx+ π2

4
. Note que

P (x) tiene dos ráıces de multiplicidad 2 en x = π
2
. Por lo tanto,

P (x) > 0 para x ∈ R \ {π
2
}.

Para x > 0, λ = π y µ = −π2

4
obtenemos:

λ sen(x) +
µ

x
≤ x ⇐⇒ λx sen(x) + µ < x2

⇐⇒ πx+
π2

4
≤ x2

⇐⇒ 0 ≤ x2 − πx+
π2

4
= P (x).

Aśı, para x > 0 con x 6= π
2
, λ = π y µ = −π2

4
, tenemos que

λ sen(x) + µ
x
< x. Entonces, g

π,−π2
4

tiene un punto fijo ζ ∈ R+

en ζ = π
2
. Por argumentos similares, obtenemos que g

π,−π2
4

tiene

un punto fijo ζ ∈ R− en ζ = −π
2
. Los puntos se muestran en la

gráfica; véase la figura 4.12, de una variable real g
π,−π2

4

.

A continuación se da un ejemplo del lema 4.12.

Ejemplo 3. Para parámetros λ = π y µ = −π2

4
, el conjunto

de Fatou de f
π,−π2

4

(z) = π sen(z)− π2

4z
contiene dos componentes

parabólicas invariantes. La figura 4.13 muestra los dos dominios
parabólicos del conjunto de Fatou, la órbita de uno de los pun-
tos de la componente parabólica y el eje imaginario, el cual esta
contenido en el conjunto de Julia.
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Figura 4.12: Gráfica de g
π,−π2

4

muestra dos puntos fijos racionales indife-

rentes.

Figura 4.13: Los dominios parabólicos en el conjunto de Fatou en negro

de f
π,−π2

4

= π sen(z)− π2

4z .

(III) Discos de Siegel

En esta sección mostraremos que el conjunto de Fatou de la fami-
lia gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ

z
tiene dos discos de Siegel para paráme-

tros λ y µ dados Esto se enuncia en el siguiente lema.

Lema 4.13. Sea gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ
z
. Si θ ∈ R \ Q es un

número de Bruno y λ, µ ∈ C\{0} son tales que λ = (eiθ+1)(π/2)
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y µ =
(
π
2

)2 − λπ
2

, entonces ±π/2 son puntos fijos y el conjunto
de Fatou de gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ

z
contiene dos discos de Siegel.

Demostración. Por la sección 4.1 parte (c), los puntos z1 = π
2

y
z2 = −π

2
son puntos fijos de g

λ,(π2 )
2
−λπ

2

, donde el parámetro λ es

de tal manera que los puntos fijos son irracionales indiferentes.
Por lo tanto, el conjunto de Fatou de g

λ,(π2 )
2
−λπ

2

tiene un disco

de Siegel con centro en el punto z1 = π
2

(análogamente para el
punto z2 = −π

2
).

Un ejemplo del lema 4.13 es el siguiente.

Ejemplo 4. Sea gλ,µ(z). Tomando θ = 1+
√
5

2
, λ = (e

i(1+
√
5)

2 +1)(π
2
)

y µ =
(
π
2

)2 − λπ
2

=
(
π
2

)2 − (e
i(1+

√
5)

2 +1)(π
2
)π

2
, las hipótesis del Lema

4.13 se satisfacen para

g
λ,(π2 )

2
−λπ

2

(z) = λ sen(z) +
π2 − 2λπ

4z

Por lo tanto, el conjunto de Fatou tiene dos discos de Siegel, los
cuales son simétricos con respecto del eje imaginario. La figura
4.14 muestra la órbita de los dos puntos, en color blanco, en negro
los discos de Siegel perforados y el conjunto de Julia en escala de
amarillos.

Figura 4.14: Discos de Siegel de g
λ,(π2 )

2−λπ
2

.



Conclusiones y análisis

En este trabajo se realizó un análisis de la dinámica de las familias
fλ(z) = λ sen(z) y gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ

z
, λ, µ, z,∈ C\{0}.

Se obtuvieron las siguientes conjeturas:

1. Si λ ∈ (π
2
, 2.26)], la familia fλ(x) = tiene 2 puntos fijos atrac-

tores distintos de cero.

2. Existe λ0, tal que si λ ∈ (2.6, λ0], entonces fλ(x) = λ sen(x)
tiene una órbita atractora de periodo 4 en [0, π].

3. Si λ ∈ (1, 2.1] y µ lo suficientemente pequeña, si w es un
punto fijo de gλ,µ(x) = λ sen(x) + µ

x
, entonces w es atractor.

Aśı, los puntos de la curva L que cumplan con esta condición
son atractores.

4. La conjetura 4.3 muestra que el conjunto de Julia de gλ,µ es
todo el plano complejo.

Análisis

Se realizó el análisis de algunos dominios que se encuentran en la
siguiente tabla:

56



4.3 Otros aspectos de la dinámica de gλ,µ 57

fλ(z) = λ sen(z), λ ∈ C \ {0} gλ,µ(z) = λ sen(z) + µ
z
, λ, µ ∈

C \ {0}
Pertenece a la clase E . Pertenece a la clase M .
Está en clase B. Esta en la clase B.
Si 1 < λ < 2.26 el conjunto
de Fatou tiene dos dominios
simplemente conexos atracto-
res.

Para parámetros reales λ, µ
no cero tales que ±π

2
son pun-

tos fijos atractores, el conjun-
to de Fatou tiene dos domi-
nios atractores.

Si λ = e2πθ, θ = p/q, con
(p, q) = 1, el conjunto de
Fatou contiene dominios pa-
rabólicos.

Si µ = −rπ
2

4
, donde r es una

ráız de la unidad. Los pun-
tos ±π/2 son fijos y el con-
junto de Fatou de gλ,µ(z) =
λ sen(z) + µ

z
contiene dos do-

minios parabólicos.
Para λ = e2πiθ siendo θ un
número irracional, la familia
fλ tiene un disco de Siegel.

Si θ ∈ R \ Q es un número
Brujno, λ, µ ∈ C\{0} son ta-
les que λ = (eiθ + 1)(π/2) y

µ =
(
π
2

)2− λπ
2

, entonces ±π/2
son puntos fijos y el conjunto
de Fatou de gλ,µ contiene dos
discos de Siegel.
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