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Introduccion

El estudio de iteracion de funciones tuvo sus inicios en los
tiempos de la antigua Grecia, porque los matematicos de aquella
época aplicaban procesos repetitivos para obtener sus calculos.
Sin embargo, uno de los trabajos mas notorios en el proceso de
iteracion de funciones fue desarrollado por Newton en el siglo
XVII, el cual es un método empleado para encontrar soluciones
a ecuaciones. aproximando el valor de sus raices.

En el marco tedrico de funciones de variable compleja, el tra-
bajo del matematico francés Paul Montel introdujo la teoria de
familias normales en sus publicaciones de 1912 y 1916, conside-
rando a la teoria de Picard de gran importancia para la aplicacién
a su estudio de familias normales.

El estudio del comportamiento dindmico de clases de funcio-
nes sobre la esfera de Rieman comenzé en el siglo XX véase [16]
y [I7], por los matemadticos franceses Pierre Fatou y Gaston Ju-
lia, los cuales definieron dos conjuntos que hoy llevan su nombre.
El principal campo de estudio de estos dos matematicos fue la
iteracion de funciones racionales sobre la esfera de Riemann. El
trabajo de Montel les permitié dividir la esfera en dos conjun-
tos: el conjunto estable, que es el conjunto de puntos del plano
complejo tales que su sucesion de iteraciones esta bien definida
y es normal en alguna vecindad de dicho punto, y el conjunto
inestable o cadtico que es el complemento del conjunto estable.

Fatou y Julia estudiaron las propiedades de los conjuntos es-
table y caotico par funciones racionales entre 1918-1920. Pos-
teriormente en 1926. Fatou extiende los resultados obtenidos a



funciones enteras trascendentes dejando varias preguntas abier-
tas, algunas de las cuales fueron respondidas por el matematico
I. Noel Baker, véase [6].

Por otra parte, la extensién de la teoria de Fatou-Julia para
funciones meromorfas trascendentes fue estudiada por los ma-
tematicos I. N. Baker, J. Kotus y Lii Yinian entre los anos 1990
y 1992, quienes obtuvieron resultados importantes en [3], [4] y

[6].

En los ultimos 40 anos se ha retomado el estudio de la itera-
ciéon de funciones enteras trascendentes y funciones meromorfas
trascendentes debido a las nuevas técnicas en la dindmica ho-
lomorfa y al importante desarrollo en la utilizacién de software
para la graficacién de planos de parametros que han ayudado a
entender a los sistemas dindmicos.

En la clase de funciones enteras trascendentes se encuentra la
familia f\(z) = Asin(z), A € C\{0}. Anteriormente se pensaba
que esta familia tenia una dinamica similar a la dinamica de la
familia Xe*, A € C\{0}, sin embargo, McMullen, véase [19], probé
que la medida de Lebesgue del conjunto de Julia de la funcién
exponencial es igual a cero, pero no lo es para la familia f(z)
por lo que inducen dindmicas diferentes.

Algunos resultados de la dindmica de la familia f)(z) = Asin(z)
fueron investigados por Dominguez y Sienra en [10].

Dominguez, Montes de Oca y Vézquez estudiaron en [I1] una
perturbacion de la familia

Frou(z) = Asin(z) + . -:ler’ (1)

donde A, n € R\{0} vy k € Z\{0}.
Posteriormente, Dominguez y Vazquez en [13] generalizan re-
sultados de (/1) estudiando la familia

Asin(z) + a :
Z— 20

con zy # 0, A\, u € C\{0}.



iii

Descripciéon general del trabajo

En este trabajo de tesis se estudia el comportamiento dinami-
co de la familia

fr(z) = Asin(z), A € C\{0} (2)

y una perturbacion de f. La perturbacién consiste en anadir un
polo simple no omitido en cero y un nuevo parametro p € C\{0},
es decir,

gan(2) = Asin(z) + g A, pe C\{o}. (3)

El objetivo de este trabajo de tesis es hacer un anélisis entre
los diferentes resultados obtenidos en [10] de la familia f\(z) =
Asen(z) y la familia gy ,(2) = Asen(z)+£ obtenidos en [12] y [13],
las cuales poseen dinamicas diferentes como se verd a lo largo de
este trabajo de tesis

La tesis esta estructurada como sigue: En el capitulo 2 se
describen algunos conceptos bésicos de la variable compleja, asi
como los teoremas de Picard y Montel. En el capitulo 3 se descri-
ben algunos conceptos y resultados de la dinamica holomorfa, se
definen las clases de funciones enteras transcendentesdenotadas
por £,y meromorfas transcendentes denotadas por .#. También
se definen 2 subclases de funciones denotadas por S y B.

En el capitulo 4 se describe de manera general la dindmica de
la familia fy, A € C. Finalmente, en el capitulo 5 se describe la
dinamica de gy, y algunas caracteristicas de los conjuntos de
Fatou y Julia para ciertos pardmetros estudiados en el trabajo de
Dominguez y Vézquez véase [12].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se abordaran algunos conceptos béasicos de la
variable compleja, asi como algunos resultados de conocimiento
general, los cuales seran de gran utilidad para el desarrollo de
los capitulos posteriores de esta tesis. Los resultados pueden ser
consultados en [1] y [9].

1.1. Sucesiones de funciones y el plano
complejo extendido

Una sucesién compleja es una funcién f : N — C donde f(n) =
zp. Al conjunto imagen se le denota por {z,}52,.

Definicién 1.1. Una sucesion {z,}5°, es de Cauchy, si para
cada € > 0 existe un natural M tal que |z, —zm| < € sin,m > M.

Si (X,d) es un espacio métrico en donde toda sucesién de
Cauchy tiene limite, entonces diremos que X es un espacio com-
pleto.

Proposicion 1.2. El campo de los niumeros complejos C es un
espacio completo con la métrica usual.

Recordemos que una topologia en un conjunto X es una fa-
milia 7 de subconjuntos de X que satisface las siguientes con-
diciones: (A) X y 0 pertenecen a 7. (B) Si A, B € 7, entonces
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extendido 2

ANBerT. (C)SiAcC T, |JA € 7. El par (X,7) es llamado
espacio topoldgico.

A los elementos de 7 se les conoce como abiertos. Si z € X,
se dice que A es una vecindad de x si existe un abierto B € 7 tal
que x € B C A. Diremos que X es compacto si a toda coleccién
de abiertos que cubren a X se le puede extraer una subcubierta
finita.

Un espacio topoldgico (X, 7) se dice Hausdorff o 72, si para
cualesquiera z,y € X existen A, B € 7 con AN B = () tal que
reAyyeB.

Definicién 1.3. Un espacio topoldgico (X, T) es localmente com-
pacto st todo punto tiene una vecindad compacta.

Teorema 1.4. Un espacio Hausdorff es localmente compacto si,
y solo si, dados x € X y U un abierto de x, existe V vecindad de
x tal que V' es compacta y V C V.

Proposiciéon 1.5. El plano complejo es un espacio localmente
compacto.

Demostracion. Sea zy € Cy U un conjunto abierto que tiene a 2,
entonces existe 7 > 0 tal que la bola abierta {z € C: |z — z|} C
U, por otra parte es claro que la bola cerrada {z € C : |z — zo| <
r/2} esta contenida en la bola abierta {z € C : |z — 2|}. Por
el teorema de Heine-Borel para el plano complejo, C tenemos
que toda bola cerrada de radio finito es compacta y aplicando el
teorema anterior concluimos que C es localmente compacto. [J

Proyeccion estereografica

Los puntos del plano complejo junto con el oo forman al plano
complejo extendido, el cual se denota por C, es decir,

C=CuU {o0}.
Consideremos a la esfera unitaria

§* = {z e B : o = 1},
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que es llamada la esfera de Riemann. La proyeccion estereografica
es la funcién que asigna a cada punto del plano complejo un punto
de S?, siendo el polo norte el infinito. Para asociar cada punto
del plano con uno de S? usamos la siguiente idea geométrica.
Tomemos el hiperplano

H = {(.1’1,33'2,%3) € Rg X3 = 0},

como el plano complejo y consideremos la recta que pasa por el
punto ez = (0,0,1) y el punto X = (z1, 29, z3) de S?. Esta recta
cruza al plano H en un tnico punto y de esta forma se asigna al
punto X un punto del pano complejo. Para encontrar este punto
se parametriza esta recta, es decir,

es+t(X —e3) t€R,
y se debe satisfacer

[63+t(X—€3)]'€3:0
<:>1+t<X—63)'€3:0

S t=

1—1’3’

sustituyendo este valor en la ecuacion paramétrica de la recta
obtenemos:

1
X —
63+(1—$3)( 63)
. X1 ) l‘g—l
—63—’_(1—%‘3’1—1’3’1—%‘3)

X1 )
= 0].
(1—1‘3’1—1’37 >

Por semejanza de tridngulos tenemos:

2| ai + a3

T_ 1—333

Asi, definimos la siguiente funcion:
a—+1b
1—c’

¢ : 5*\{e3} — C dada por (a,b,c) —>
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Proposicién 1.6. ¢ es una biyeccion.

Demostracion. =  tiene inversa por la izquierda. Tomemos
z = p(a,b,c), es decir z = %% y como (a,b,c) € S?\{es}
se tiene:

12?2 = a+ib] |a®+0| 1-¢  14c¢
S l-c| |(1=0? (1-¢?2 1-¢
Despejando a ¢
_ e -1
P+
Por otro lado, z + 7z = asi,

(z+Z2)1—-¢) =z2+7Z <1_ |z|2—1)

“= 2 2 22 + 2
2tz 2
2 \ 2241
esto es,
z+7Z
a=——.
|2 +1
21b
También, z —z = 1 ! , entonces
zZ—Z
b= ——.
i(z[* = 1)

Si ponemos

)\(z):( z2+7Z z2—Z \z|2—1>7

122+ 174(]z]2 = 1) 2|2+ 1

entonces A(p((a,b,c))) = (a,b,c).

= A\(z) definida como antes es la inversa por la derecha de ¢

y por lo tanto ¢ es sobreyectiva.
O
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Definamos la proyeccién estereografica como la funcién ¢ :
52 — C descrita por:

oy oplx) stz #es
(p(x)_{oo si x = es.

Hemos visto que existe una biyeccion entre el plano complejo
extendido y la esfera de Riemann, por lo que es necesario encon-
trar una manera de medir la distancia de dos puntos en esfera.
La métrica que permite medir esta distancia es conocida como la
métrica cordal y se define como.

Definicion 1.7. La métrica en el cordal en el plano complejo
extendido C se define como:

2w siz,w # 00
VIt 1 w]? ’
do(z,w) = 2 st w = 00
1+2)?
0 sl z =w = o0.

A estd métrica se le da este nombre porque se mide la distancia
de dos puntos geométricamente por medio de cuerdas en la esfera,
es decir,

de(z,w) = |¢(2) — P(w)].

Proposicion 1.8. La métrica de y la métrica euclidiana inducen
la misma topologia en C. Ademds,

de(zn, 00) 0 si, y solo si|z| — oo.

1.2. Funciones holomorfas y analiticas

En esta seccion se dan algunas definiciones béasicas del andlisis
complejo referentes a la diferenciabilidad de funciones de variable
compleja que son de vital importancia para el desarrollo de este
trabajo, véase [1] y [7].

Definicién 1.9. Una funcion f con dominio A C C y codominio
el plano complejo es llamada una funcion de variable compleja.
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Una funcion de variable compleja es de la siguiente forma:

flx +iy) = u(z,y) +iv(r,y),

donde u(z,y) es la parte real de f y v(z,y) es la parte imaginaria

de f.

Observemos que el dlgebra de estas funciones se define exac-
tamente igual que el de las funciones de variable real.

Una sucesién de funciones con dominio A C C es una funcién
g : N — X definida por g(n) = f,, donde X consiste en todas
las funciones de variable compleja condominio en A. Al conjunto
imagen se le denota por {f,}>2;.

Definicién 1.10. Sea {f,} una sucesion de funciones con domi-
nio A C C. Se dice que la sucesion de funciones {f,} converge
uniformemente a f en A si para todo € > 0, existe un natural N
tal que si m > n, entonces

|fu(2) = f(2)| <€, para todo z € A.

Definicién 1.11. Sea f : D C C — C y 2y € C un punto de

acumulacion de D. Se dice que lim f(z) = L si
Z—r20

Ve > 0,30 > 0 tal que si 0 < |z—2p| < 9§ implica que |f(z)—L| < e.

Ademds, diremos que la funcion f es continua en zy € D si

lim f(2) = f(z0).

Recordemos el concepto de continuidad uniforme sobre un
conjunto D C C.

Definicién 1.12. Se dice que f es uniformemente continua en
D si Ve > 0, existe 6 > 0 tal que si z,w € D con |z —w| <
§ implica |f(z) — f(w)] < e.

Definicién 1.13. Sea A C C un conjunto abierto, se dice que
una funcion f : A — C es diferenciable en el sentido complejo
en el punto zo € A, si

lim f(2) = f(2) ~ lim f(z0+h) — f(20)

z—20 zZ— 20 h—0 h
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existe. Fste limite es llamado la derivada de f en zy y se denota
por f'(zo). Ademdas, diremos que f es holomorfa en zy € A si es
diferenciable en el sentido complejo en z.

Observe que una funcién se dice holomorfa en un conjunto A
si es holomorfa en todo elemento de A.

Teorema 1.14. Sea A un conjunto abierto del plano complejo y
f: A — C una funcion holomorfa en zg € A y sea u(z)+iv(z) =
f(2) para todo z € A, entonces se cumplen:

ou ov

20 = gy o) ()
ou ov
(9_y(20) = —%(ZO)- (1.2)

Observemos que el reciproco de este teorema es falso y para
que sea verdadero es necesario agregar como hipotesis la existen-
cia y continuidad de las derivadas parciales.

Las ecuaciones en y (1.2)) se conocen como las ecuaciones
de Cauchy-Riemman.

Teorema 1.15. Dadas f,g: A C C — C funciones holomorfas,
entonces

f+gqg, fg, fogyf/g, g#0 son funciones holomorfas.
Teorema 1.16. Si f es una funcion es holomorfa, entonces f es
continua.

Denotemos por A(zg,r) al disco de radio r centrado en zg y
sea f una funcion definida en D C C. Diremos que f es analitica
en D si para todo punto zy € D, existe r > 0 tal que A(zg,r) C D

o0

y una serie de potencias Z an,(z — z9)" convergente en A(zg,r)
n=1
tal que para todo z € A(zg, ), se cumple que:

Zan(z —20)" = f(2).

Teorema 1.17. [J] Sea V' C C un conjunto abiertoy f:V — C
una funcion, entonces f es analitica si, y solo si es holomorfa.

Con el teorema podemos usar el término holomorfa y analiti-
ca indistintamente.
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1.3. Familias normales

En esta seccion se estudiara el concepto de familias normales,
el cual es de vital importancia para de este trabajo. Para poder
definir el concepto de familia normal, recordemos las siguientes
definiciones Véase [7], [9] y [20] para consultar las demostraciones.

Definicién 1.18. 1. Sea D C C, K un subconjunto compacto
de D y F una familia de funciones definidas en D. Diremos
que F es uniformemente acotada si, existe una contante
m = m(K) tal que |f(z)] < m para cada punto z € K y
cada funcion f € F.

2. La familia de funciones F es localmente acotada en un do-
minio D si, para cada zy € D existe un niumero positivo
N = N(zo) y una vecindad V(zo;7) C D tal que |f(2)] < M
y para todo z € V(zg;7) y toda f € F.

Observacién 1.19. Una familia F localmente acotada es uni-
formemente acotada sobre subconjuntos compactos de D.

Teorema 1.20. Si F es una familia de funciones analiticas lo-
calmente acotadas en un dominio D, entonces la familia de de-
rivadas F' = {f": f € F} es localmente acotada en D.

Teorema 1.21. Sea F una familia de funciones analiticas en
D tal que la familia de derivadas F' es localmente acotada y
supongamos que existe algiun zo € D con |f(29)] < M < oo para
toda f € F. Entonces F es localmente acotada.

Definicién 1.22. Una familia F de funciones definidas en un
dominio D se dice equicontinua en un punto zy € D si, para
cada € > o, existe 6 = (€, z9) > 0 tal que

1f(2) = f(z0)| <,
siempre que |z — zg| < § para cada f € F.

Proposiciéon 1.23. Toda familia F de funciones analiticas lo-
calmente acotadas en un dominio D es equicontinua sobre sub-
conjuntos compactos de D.
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A continuacion la definicién de normalidad de una familia de
funciones.

Definicién 1.24. Una familia F de funciones complejas se dice
normal en un dominio D C C, si cada sucesion { f,}2>, C F con-
tiene una subsucesion { fn,} que converge uniformemente a una
funcion f, o bien contiene una subsucesion {f,, } que converge
uniformemente a oo en cada subconjunto compacto de D.

Observemos que la definicién anterior no requiere que las fun-
ciones limite de las subsucesiones convergentes pertenezcan a la

familia F.

Por ejemplo: Si F es el conjunto de composiciones consigo mis-
ma de f(z) = 2% definidas sobre un abierto U contenido en S*,
entonces JF converge a la funcién cero, la cual no pertenece a F
sin embargo es normal.

Los teoremas importantes que caracterizan a las familias nor-
males es el Teorema de Arzela Ascoli y el Teorema de Montel.

Teorema 1.25 (Arzela-Ascoli). Sea F una familia de funciones

holomorfas con dominio D C C abierto, entonces F es normal si,
y solo si es puntualmente acotada y puntualmente equicontinua.

Demostracion. Sea K C D compacto. Es claro que toda suce-
sion f,, alcanza su maximo asi, F es puntualmente acotada. Para
probar la equicontinuidad puntual en zy; € D, sea ¢ > 0 y su-
pongamos que esta propiedad no se cumple. Entonces para cada
0, = 1/n podemos elegir f,, € F y una sucesién de puntos z,
tal que si |z, — 20| < 6n ¥ |fu(2n) — f(20)| > €/3. Por hipétesis
la sucesion {f,} tiene una subsucesién {f,, } que converge uni-
formemente en K a una funcion f, es decir, existe § > 0 tal que
|fri(2) — f(2)| < €/3 para todo z € K. Como {z,} C K, si
Zn, — 20y [ es una funcién continua, entonces

€2 ‘fnk(znk) - fnk(zo)’ < ‘fnk(znk> - f(an)‘ + |f(znk> - f(ZO)H_
|(20) = fai(20)] <€
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que es una contradicciéon. Por lo tanto F es equicontinua pun-
tualmente. Supongamos ahora que la familia F equicontinua y
acotada puntualmente. Sea (f,) C F una sucesién y considera-
mos el siguiente conjunto

Rp ={z € D :Im(z), Re(z) € Q}.

Por la densidad de Q en R se tiene que Rp es denso en D
luego, por el axioma de eleccion es posible escoger un subconjunto
numerable de Rp y construir con estos elementos una sucesion
{#z,}. Para cada n € N sea {f,(2)}, la cual es una sucesién
contenida en F que tiene al menos un punto de acumulacion,
digamos wy, entonces { f,,(zx) } posee una subsucesién convergente
a wy. Ahora, elijamos una sucesién de indices creciente jF tal que

M fe f(2) = wy.

De esta manera obtenemos una sucesién de {f,(zx)}. Sea
ny = j¥, la subsucesién de f, que converge uniformemente a la
funcién construida puntualmente, por el limite anterior esta bien
definida por ser f equicontinua de manera puntual. n

Teorema 1.26 (Montel). Sea F una familia de funciones analiti-
cas en un conjunto abierto U C C. Supongamos que F es local-
mente acotada en U. Entonces F es una familia normal en U.

Demostracion. Por ser localmente acotada F en U, entonces F
es puntualmente acotada, por lo tanto por el Teorema de Arzela-
Ascoli, bastard demostrar que la familia F es equicontinua en U.
Sea zg € U, existe r > 0 tal que el disco cerrado D(zg,2/r) C U.
Ademas, existe una constante v = v(K) > 0 tal que

f)<v

para f € Fy¢ € K. Para z € D(z,7) vy f € F, luego por la
formula integral de Cauchy teenmos:

1 flQ)ds 1 f(s)ds
/g—zo|2r

21 — 20

£ (2) = f(z0) = |

S—2z  2m Ji_s S

|z — 20| [fOllds| |z~ 2|
| 2] ls—20 |z —<llzo — <] ~ r
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Sea € > 0 y pongamos 6 = min{r,rn/e}, si |z — zo| < ¢, por
el argumento anterior, se tiene que |f(z) — f(20)| < € para toda
ferF. O

Una consecuencia del teorema de Montel es el siguiente resul-
tado que puede ser consultado en [20].

Teorema 1.27. Sea F una familia de funciones analiticas en un
dominio D C C. Supongamos que F es localmente acotada (con
respecto a la métrica cordal) en D. Entonces F es una familia
normal en D.

Enseguida nos enfocaremos en la teoria necesaria para el desa-
rrollo de los teoremas de Picard, los cuales son consecuencia del
teorema de Montel y forman parte importante para el desarrollo
de este trabajo.

1.4. Clasificaciéon de singularidades ais-
ladas

Un punto zy en donde la funcion f no es analitica se denomina
punto singular. Las singularidades de una funcién se clasifican
como sigue:

(a) Singularidades aisladas. Si existe una vecindad U de zy que
no contenga otro punto singular z # z.

(b) Singularidades no aisladas. Si una funcién f contiene un con-
junto de singularidades aisladas en cada vecindad de un pun-
to zg, entonces decimos que zg es una singularidad no aislada.

J

Recordemos que una singularidad aislada tiene su naturaleza
de acuerdo a la expansién de serie de Laurent correspondiente de
la funcién, esto es;

n=oo

f(z)= Z en(z — 20)" (1.3)

n=—oo

en el disco perforado B(zg,7)\{20}-
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Si zg es una singularidad aislada de f, entonces zy tiene la si-
guiente clasificacion:

1. zy se dice evitable o removible si

lim f(2)(z — 2z0) = 0.

Z—00
2. zy es un polo o polo simple si

lim |f(2)| = oo.

Z—r20
3. zp es un polo de orden k € N si

lim (2 — 20)"| f(2)| = ¢, c#0.

Z—20

4. zp es singularidad esencial si no es polo ni singularidad re-
movible.

Definicién 1.28. Una funcion f: U C C — C es meromorfa en
U si f es holomorfa en U excepto por polos. Ademds, f:C — C
se dice entera si f es holomorfa en todo el plano complejo C.

Es comtn identificar a las singularidades esenciales por medio
de su expansién en serie de Laurent porque los indices negativos
en de una singularidad zy de este tipo son infinitos
El siguiente teorema es una caracterizaciéon de los polos de una
funcién holomorfa, su demostracién puede ser consultada en [23].

Teorema 1.29. Sea [ una funcion holomorfa en el disco perfo-
rado B(z9.r)\{z0}. Entonces f tiene un polo en zy de orden k si,
y solo si

9(2)

f(Z):m,

donde g es una funcion holomorfa en B(zy,r).
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1.5. Valores singulares de una funcién
holomorfa

Definicién 1.30. Sea f una funcion analitica sobre un conjunto
abierto A del plano complejo. Diremos que w es un valor critico
de f, si w = f(20), donde zy satisface que f'(zy) = 0. Al punto
2o le llamamos punto critico.

Definicién 1.31. Sea f una funcion analitica. Un punto z € C
es un valor asintdtico de f si existe una curva vy : [0,00) — C tal
que y(t) = oo y f(v(t)) = z, cuando t — oo.

Observacién 1.32. Si f(z) = Zaizi y v :[0,00) = C es una
i=0
curva tal que y(t) — oo, entonces f no tiene valores asintoticos.

Ejemplo 1.33. si g(z) = cos(z), entonces ¢'(z) = —sin(z) asi,
los puntos criticos de g(z) son de la forma kmw, k € Z. Luego,
los walores criticos de la funcion g(z) son los puntos g(km) =
{1,-1} k€ Z.

Ejemplo 1.34. Sea f(z) =¢* y v :[0,00) — C una curva dada
por y(t) = —t. Cuando t — oo, f(y(t)) = e~ * = 0, por lo tanto
0 es un wvalor asintotico de la funcion exponencial.

Definicién 1.35. El conjunto de valores singulares de una fun-
cion f denotado por VS(f) es la clausura de la union del conjunto
de valores asintdticos denotado por VA(f) con el conjunto de los
valores criticos denotado por VC(f), es decir

VS(f) = VC(f) UVA(S)

Definicién 1.36. Decimos que w es un valor omitido de la fun-
cion f, si f(z) # w para todo z € C.

Por ejemplo, si f(z) = exp(z), entonces el punto 0 es un valor
omitido de f.
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1.6. Teoremas de Picard y Montel

Una consecuencia del teorema de Montel es el teorema de Picard
que establecen lo siguiente:

Teorema 1.37. (Pequeno de Picard) [Conway] Si [ es una fun-
cion entera que omite dos valores, entonces f es constante.

Teorema 1.38. (Grande de Picard) [Conway] Toda funcion analiti-
ca f toma en un entorno arbitrario de un punto singular esencial
2o cualquier valor finito, a excepcion, posiblemente, de uno.

Definicién 1.39. Una region o dominio es un subconjunto del
plano complejo conexo y abierto.

Teorema 1.40 (Montel). Sea U un dominio, F : U — C una fa-
milia de funciones meromorfas y a,b, c € C tres puntos omitidos
de [ distintos a pares para toda f € F, entonces F es normal en

U.

Una version méas débil de este teorema es conocido como el
teorema de Montel-Caratheodory que establece lo siguiente

Teorema 1.41. Sea F una familia de funciones meromorfas de-
finidas sobre un domino D y supongamos que la familia F omite
los valores 0 y 1, entonces F es normal en D.

El siguiente corolario esconsecuencia del teorema pequeno de
Picard, la demostraciéon puede ser consultada en [9] y [20].

Corolario 1.42. Sea F una familia de funciones analiticas en

un dominio D C C tal que para toda vecindad V de zy la familia

no es normal, entonces U f(V) omite a lo mds dos puntos en
fer

C.



Capitulo 2

Elementos de la dinamica
holomorfa

En este capitulo se abordan los conceptos generales de iteracién
de funciones y los conjuntos de Fatou y Julia que son necesarios
para el desarrollo de este trabajo.

Las funciones enteras transcendentes son funciones holomor-
fas en todo el plano complejo que no son polinomios, es decir, la
representacion en serie de Teylor de la funcion tiene una cantidad
infinita de coeficientes diferentes de cero.

A la clase de todas las funciones enteras trascendentes las
denotaremos como:

E ={f:C — C|f es entera trascendente}.
Algunos ejemplos de funciones en la clase £ son los siguientes:
(a) e* +sin(z).
(b) e* + z.
(c) Asin(z) A eC.

Por otra, una funcion racional es el cociente de dos polinomios
sin factores comunes es decir;

P(z)

16)= Gy

donde P(z) y Q(z) son polinomios coprimos.

15
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Observemos que los ceros de f son los ceros del polinomio P
y los polos de f son los ceros del polinomio Q).
Las funciones meromorfas trascendentes (m. t.)se caracterizan
por tener una unica singularidad esencial en oco. Estas funciones
tienen por lo menos un polo que no es valor omitido. Esta clase
de funciones se denota de la siguiente forma

M={f:C— @]fes m.t. con al menos un polo que no es omitido}.

Ejemplos de funciones en la clase .# son los siguientes:
(a) Atan(z), A € C\{0}.
(b) Asin(z) 4+ 1, A € C\ {0}.

Observacion 2.1. Las clases € y M son disjuntas, es decir EN

M= .

2.0.1. Puntos fijos y periodicos

Dada una funcién f en la clase £ o # y n € N se define la
n-ésima iteracion de f como:

fofo---of,
—_—
n veces

esto es, la funcién que resulta de componer n veces a f consigo
misma y la denotaremos por f", para toda z € C donde f°(z) = z

y ['(z) = f,
Observacién 2.2. (a) Si g € &, entonces g" € €,
(b) Sige H# + gv € M

En las siguientes definiciones vamos a considerar a f como
una funcion en las clases £ o .

Definicién 2.3. (a) Sea zy € C, el conjunto {zo, 21, ., 2n,---},
donde z, = ["(z), n € N es la drbita hacia adelante de zy
bajo [ y se denotard por

O (2).
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(b) La drbita hacia atrds de zg bajo f es

O (20) = [J (") (20),

n>0
donde (f") ' (20) = {2 € C: f*(2) = 20}
(c) Finalmente, la orbita de zy bajo f es
O™ (20) U O™ (20).

Definicién 2.4. Decimos que zy es un punto fijo de f si f(z0) =
20. Ademdas, si existe n # 0 tal que f"(20) = 20 y n es el me-
nor natural que satisface esta igualdad, entonces zy es un punto
pertodico de periodo n.

Definicién 2.5. Sea f analitica y zo un punto fijo de f.
1. Si|f'(z0)| = 0, entonces zy es un punto fijo superatractor.
Si | f'(z0)] < 1, entonces zy es un punto fijo atractor.
(20)

Si | f'(z0)] > 1, entonces zy es un punto fijo repulsor.

Si |f'(z0)] = 1 y es raiz de la unidad, entonces zy es un
punto fijo indiferente racional.

5. Si|f'(20)] = 1 pero f'(z0) no es raiz de la unidad, entonces
zo es un punto fijo irracional indiferente.

Cuando O~ (z), 20 € C (o @) es finita el punto es llamado
excepcional. El conjunto de los puntos excepcionales de f se de-
nota por E(f).

Teorema 2.6. Si f € £, entonces |E(f)] < 1.

A las orbitas de los puntos fijos atractores repulsores e in-
diferentes también se les conoce como drbita atractora, orbita
repulsora u érbita indiferente respectivamente.

Los puntos no periddicos para los que existe un natural n tal que
su imagen bajo f™ es un punto periddico, se llaman preperiédicos
o eventualmente periddicos.
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La cuenca de atraccion de un punto periédico atractor es el con-
junto

{z: f" = 2}

Observemos que un punto periédico de periodo n es un punto
fijo de la n-ésima iteracién f. Por otra parte, al valor de (f")’(20)
se le conoce como el multiplicador de zy. Si 2y = oo, entonces el
multiplicador de 2 esta dado por (¢")'(0), donde g(2) = f(1/2).
Aplicando la regla de la cadena tenemos

n—1
(f") (z0) = T /(¥ (20))-
k=0
En lo que sigue describiremos algunas propiedades de los con-

juntos de Fatou y de Julia que se definen a continuacion.

Definicién 2.7. Sea f una funcion que pertenece a la clase £ o
A . El conjunto de Fatou de f (o conjunto estable) F(f) es el
conjunto formado por todos los puntos z € C tales que la sucesion
de iteraciones de f, estd bien definida y forma una familia normal
en una vecindad de z.

F(f)={2€ C:{f"(2)} estd definida y es normal}.

El conjunto de Julia de f (o conjunto inestable) J(f) es el
complemento del conjunto de Fatou, esto es, (F(f))°.

Los siguientes resultados pueden ser consultados en [7], [20] y
[23].

Proposicion 2.8. Sea f € £ o M, entonces

F(H= U v

z€F(f)

donde V, es una vecindad de z tal que {f"} esta bien definida y
es normal.

Teorema 2.9. Sea f € £ o M, entonces:

1. F(f) es abierto y J(f) es cerrado.
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J(f) es perfecto.
F(f) y J(f) son completamente invariantes.

(
F(f")y=F(f) y J(f™) = J(f), para todo n € N.

J(f) es la clausura del conjunto de los puntos periddicos
repulsores de f.

Las propiedades anteriores fueron demostradas para funciones
enteras trascendentes por Fatou y Baker en [3] y 4] y para fun-
ciones trascendentes meromorfas por Baker, Kotus y Yiuan entre
1990 y 1991 en [5] y [6].

Recordemos que cuando f(A) C A para algin subconjunto A
del dominio de f decimos que A es un conjunto invariante hacia
adelante. Si f~1(A) C A se dice que A es invariante hacia atras.
Si el conjunto A cumple con ambas condiciones diremos que A es
completamente invariante.

Una familia de funciones F es normal si, y s6lo si converge local-
mente uniformemente.

Teorema 2.10. [20]. Sea f una funcion analitica. Si un punto
fijo 2o de f es atractor, entonces existe una vecindad V de zy tal
que la sucesion {f"|v} converge uniformemente.

Es decir, si un punto 2z, de f es atractor, entonces existe
una vecindad V' de zp donde la familia de iteradas {f"} de f
es normal. Similarmente se tiene la caracterizacion de los puntos
repulsores.

Teorema 2.11. Un punto fijo zg de una funcion analitica f es
repulsor si existe una vecindad U de zy, tal que para cada z €
U\{z0} existe n > 1 que cumple f™ ¢ U.

2.0.2. Componentes de Fatou

Observemos que por definicion, el conjunto de Fatou es abierto,
asi podemos hablar de componentes. De aqui en adelante com-
ponente siempre significard componente conexa.

Si fe#ofef&yU esuna componente del conjunto de
Fatou F(f), se tiene:
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(a) U es periddica, si existe n > 0 tal que f°"(U) = U.

(b) U es eventualmente periédica o preperiddica, si existe n natu-
ral y I' C F(f) una componente periédica tal que f°(U) C
I.

(c) U se dice errante si no es periédica ni preperiddica.

Las componentes periddicas para funciones meromorfas tras-
cendentes y enteras trascendentes, que caracteriza la dinamica en
el conjunto de Fatou se clasifican como sigue:

Sea U una componente peridédica de F'(f) de periodo n. Entonces
se tiene las siguientes 5 posibilidades:

I. La componente U contiene un punto zy atractor de periodo
n. Entonces f°"%(2) — zy para toda z en U cuando k — oco.
La componente U se llama componente de atraccion de zg.

I1. Sila frontera de U contiene un punto peridédico zy de periodo
n, tal que f°"*(z) — 2o para todo z € U cuando k — oo
v |(f™) (20)| = 1, entonces U es una componente de Leau o
componente parabdlica.

ITI. Si existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D donde D
es el disco unitario tal que ¢ conjugue a f" con > para

algin 6 irracional, U es un disco de Siegel.

IV. Si existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A donde A es
el anillo {z: 0 < |z| <7} conr > 1, tal que ¢ conjugue a f"
con €2 para algin 6 irracional, U es un anillo de Herman.

V. Existe un punto 2y en la frontera de U tal que f™(z) —
2o para toda z en U cuando k — oo, pero f"(zp) no esté
definida, U se llama componente de Baker.

A continuacion enunciamos algunos resultados de la clase &£
y de la clase .# relacionados con los conjuntos de Fatou y Julia.

Definicién 2.12. El conjunto excepcional de Fatou, consta de
todos los puntos cuya orbita hacia atrds es finita, es decir, si
feé

E(f) ={z: O (z)es finito}.
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Teorema 2.13. [§] Si f € M, 2o € J(f) y 20 ¢ E(f), entonces
J(f) = O~ (2).

Demostracion. El conjunto de Julia es cerrado y completamente
invariante asi, O~ (zy) C J(f). Por otra parte, consideramos un
punto z € J(f) y V una vecindad de x. Supongamos que V N
O~ (29) es vacio, como zg ¢ E(f), |O~(20)] es infinito, luego por
el teorema de Montel { f"(z9)} es normal en V', lo cual contradice
que x € J(f). Por lo tanto z € O~ (z). O

Teorema 2.14. [8] Sea f € .# y U una componente del conjunto
de Fatou.

1. Si U es una componente atractora o parabolica, entonces U
contiene un valor singular de f.

2. SiU es un disco de Siegel o un anillo de Herman, entonces

oU C O+ (SV(f)), donde OU es la frontera de U.

Lema 2.15. Si U es un subconjunto abierto que intersecta a
J(f), entonces ninguna subsucesion de {f,} es normal en U.

Teorema 2.16. St f € &, entonces no existen los anillos de
Herman.

Demostracion. Sea f € £ y supongamos que existe H un anillo
de Herman. Entonces los puntos de la componente interior de
OH tienen que estar en J(f). Por otro lado, sea v una curva
de Jordan invariante en H, observemos que todas las iteradas
de f estan uniformemente acotadas sobre la curva v, luego por el
Principio de Médulo Méximo, también lo estan en la componente
acotada del complemento de H, esto implica que las iteradas de f
forman una familia uniformemente acotada, y por el teorema de
Montel, es normal en la unién de H con la componente acotada
del complemento de H. Por lo tanto este conjunto debe estar
en F(f) y no puede contener puntos de J(f), pero esto es una
contradiccién con el hecho que 0H contiene puntos de J(f). O

La demostracion de los siguientes resultados puede consultarse
en (6], [10] y [14].
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Conjetura 2.17. Una funcion entera trascendente no puede te-
ner mds de una componente completamente invariante en el con-
jgunto de Fatou. Mas atun, dicha componente es simplemente co-
nexa y no acotada.

Definicién 2.18. Sea D C C un dominio.

1. D es simplemente conexo si toda curva cerrada simple pue-
de ser deformada continuamente a un punto de D.

2. Diremos que D es multiplemente conexo, si D es conexo
pero no simplemente conezo.

Para componentes multiplemente conexas se tiene el siguiente
teorema que puede consultarse en [6].

Teorema 2.19. Si f € £ y U es una componente multiplemente
conexa de F(f), entonces f"(U) — oo cuando n — oo.

Otra caracteristica que nos ayudara en el desarrollo de este
trabajo es el siguiente resultado hecho por el Baker.

Corolario 2.20. Un ciclo de dominios atractores o dominios de
Leau contiene al menos un valor singular.

Definicién 2.21. [7J)] La subclase S de € es la clase de funciones
f para las cuales V.S(f) es finito.

Teorema 2.22. [13] Si f € S, entonces F(f) no contiene com-
ponentes errantes, es decir, f"(U) - oo para toda componente

U de F(f).

La demostracién del teorema y el corolario siguiente pueden
consultarse en [20].

Teorema 2.23. Sea f € € y supongamos el conjunto SV (f) es
acotado y z € F(f), entonces {f"(z)} - oc.

Corolario 2.24. Si f es entera trascendente y su conjunto de
puntos singulares es acotado, entonces F(f) no contiene domi-
nios de Baker.
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En el caso de los ciclos de componentes de Baker, siempre
existe una componente que tiene al punto zp = oo. Mds aun, si f
es una funciéon meromorfa trascendente pero no entera, cualquier
componente de F'(f) cumple que el punto z, correspondiente es
un pre-polo.

Teorema 2.25. Si f € S, entonces cada orbita en el conjunto
de Fatou F(f) es absorbida por uno de los ciclos de los dominios
atractores, dominios de Leau o discos de Siegel.

Corolario 2.26. Si las orbitas de todos los puntos bdsicos de una
funcion f € S son absorbidos por ciclos o tienden a oo, entonces

J(f) =C.

Finalizamos esta seccion de resultados con la siguiente defini-
cién.

Definicién 2.27. La subclase B es la clase de funciones en M
tales que SV (f) esta contenido en un subconjunto acotado de C.

Por ejemplo la funcién hy(z) = )\@, A € C\ {0} tiene un valor
asintotico en z = 0 y sus puntos criticos se encuentran contenidos
el disco cerrado {w : |w| < 1}. Por lo tanto hy(z) pertenece a la
clase B.



Capitulo 3

La familia

Asen(z), A e C\ {0}

En este capitulo aportaremos algunos resultados generales de la
familia f(z) = sen(z) y de la dindmica de la familia Asen(z)y
se investigaran algunas aproximaciones. Los resultados pueden
consultarse en [10] y [24].

La funcién f(z) = sen(z)

Se define la funcién sen(z), z € C como sigue:

(%4 —1

sen(z) = £
21

De manera similar se define la funcién cos(z) = <£¢—. Cla-

ramente esta funcion es una extension de la correspondiente fun-

ciéon de variable real. La funcion seno compleja también cumple

las propiedades de las identidades mas comunes que se enuncian

a continuacion.
1. sen(—z) = —sen(z), cos(—z) = cos(z).

2. sen(z+w) = sen(z) cos(w)+cos(z) sen(w), para cuales quie-
ra z,w € C.

3. cos(z + w) = cos(z)cos(w) — sen(z) sen(w).

24
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Las funciones sen(z) y cos(z) son periddicas. Por otra parte,
sen(m/2 — z) = sen(mw/2) cos(—z) — sen(z) cos(m/2) = cos(z)

es decir, el coseno es la composicién del seno con una rotacién del
origen 7 radianes, seguida de una traslaciéon 7/2. Para analizar
la geometria de la funciéon seno observemos lo siguiente. Sea z =
T + 1y,

sen(z) = sen(z + iy) = sen(x) cos(iy) + sen(iy) cos(z).

Considerando las propiedades del seno y coseno hiperbdlico tene-
mos:

sen(z) = sen(z) cosh(y) + isenh(y) cos(z) = u+iv.  (3.1)

Por lo tanto, si tomamos puntos de la forma I'm(z) = yo, yo # 0
y aplicamos la identidad sen? + cos? = 1 de donde se satisface la

ecuacion

u? v?

cosh(yo) i senh(yp)

De manera similar, tenemos que los puntos de la forma Re(z) =
To con T # %”, k € 7, satisfacen la ecuacion:

=1.

u? v?

_ -1
cos(rg)  sen(zg) ’

es decir, la funciéon seno transforma las rectas horizontales en
elipses y las rectas verticales en hipérbolas. Los casos especia-
les como el eje real se transforma en el intervalo [—1, 1], que se
puede pensar como una elipse degenerada. Por otra, parte el eje
imaginario se transforma en si mismo y se puede considerar co-
mo una hipérbola degenerada. Los casos especiales son las rectas
Re(z) =7/2+ kry Re(z) = —w/2+ km con k € Z, las cuales se
transforman en los intervalos [1,00) y (—o0, —1], respectivamen-
te.
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3.1. Valores singulares de Asen(z), A €
CA\ {0}

Iniciamos el anélisis dando algunos aspectos generales de la dinami-

ca de la familia f\(z) = Asen(z), A € C\{0}.

Observemos que los puntos criticos de fy(z) = Asen(z), A €
C\{0}, estédn dados por la siguiente ecuacion:

Acos(z) =0« 2= (2k + 1)%, keZ,

donde (2k +1)F, k € Z son los puntos criticos de fy.

Para encontrar los valores criticos de f) tenemos:

™

i <(2k; +1)3

):)\, sik>0

NG 1)%) — A\ sik<0.

Asi, {\, —A} son los valores criticos de fj.
Observacion 3.1. La familia fy no tiene valores asintoticos

Por la observacién anterior, tenemos; fy(z) = Asen(z) pertenece

a la clase S y por los teoremas [2.16} y el corolario [2.24] no

tiene anillos de Herman, componentes errantes ni dominios de
Baker.

3.2. Puntos fijos de la familia \sen(z)

Los puntos fijos de la familia f\(z) = Asen(z), A € C\{0} pro-
porcionan informaciéon de las posibles componentes Fatou, sin
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embargo, calcular estos puntos no es una tarea facil. Los puntos
fijos de f, los proporciona la ecuacion:

az) = Asen(z) = z

y los puntos fijos de f) de periodo k los proporciona la ecuacién:

f(z) =z

Claramente 0 es un punto fijo de f) sin embargo, cuando
variamos el pardmetro con distintos valores complejos la pregunta
obligada es: jqué ocurre con los puntos fijos?.

Observar que de la definiciéon de la funcién seno se tiene lo si-
guiente:

eiz - efiz
A = A|————| =
sen(z) = z & [ 5 } z

S A [eiz — e_iz] —2iz=0
S Ae* —1) — 2ize” =0

iz + V2 —22>
S )

<:>z:—iln(

Por lo tanto, encontrar puntos fijos de f) da como resultado
una ecuacién que no es facil de resolver.

Alternativamente, podemos encontrar los puntos fijos de fy
para un parametro dado de la siguiente manera.

Tomemos A = a+iby z = x + iy con a,b,z,y € R\{0} y
evaluemos A y z en fy

Asen(z) = (au — bv +i(av + bu)), (3.2)
donde u y v estan descritas en la ecuacion (3.1)), es decir,
sen(z) cosh(y) = u y senh(y) cos(z) = v.

La ecuacién (3.2)) nos da el seno real cuando Im(X) = 0y
Im(z) = 0.
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Sea z es un punto fijo de f, entonces se tiene
au —bv +i(av + bu) = x +1y.

Ahora, queremos encontrar puntos fijos de f\ que pertenezcan
a la gréfica de una funcién continua y para ciertos valores del
parametro .

Por simplicidad consideramos parametros unicamente en la
recta Im(\) = by, y evaluamos el seno en puntos del plano
complejo que pertenezcan a la grafica de una funcién continua
g : R — R, decir, en los puntos z = (z,g(x)) = x + ig(x), enton-
ces obtenemos la siguiente expresion:

Asen(z) = asen(z) cosh(g(x)) — by senh(g(x)) cos(x)+
i(asenh(g(x)) cos(z) + bgsen(z) cosh(g(x))).  (3.3)
Ejemplo 3.2. (1) Sig(x) =0 y A = (a + i0), esto es, valo-

res del pardametro tomados en la recta real, entonces de la
eCuUacion obtenemos que

fa(z) = Asen(z + 0i) = asen(z) + 0.

Por lo tanto, si hay puntos fijos complejos de fy en la grifi-
ca de la funcion cero, tienen que cumplir asen(z) = x y
0 = g(z), los cuales son los puntos fijos para el caso real

Asen(x).

(1) Si g(x) =0 y A = (a+iby) con by # 0, nuevamente por la
ecuacion tenemos:

fr(z) = Asen(z) = asen(x) + iby sen(z).

Para encontrar puntos fijos que pertenezcan a la grdfica de
g se resuelve el siguiente sistema.

asen(zr) = x;

x
bosen(z) = 0.
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Puntos fijos de Asen(z), A € R\ {0}

Por propiedades del seno real, es facil ver que si A € (0, 1], enton-
ces el tinico punto fijo es el 0. Sin embargo, si A € (1, 7] tal como
se muestra en la figura [3.1], el punto fijo pertenece al intervalo
(0, %] v su respectivo simétrico en el intervalo [5*,0). Por otro
lado, si A € (F,7.7] el punto fijo positivo pertenece al intervalo
(5,7). En esta seccién se extenderdn algunos cdlculos obtenidos
por L. Trujillo en [24].

AN

N\
N\

Figura 3.1: puntos fijos de fy(x) = Asen(z) para A =
1.1,1.3,2.5,4,5,7.7.

Proposicién 3.3. Para A\ € (1,7.7] la familia real fi(z) =
Asen(z) tiene solo dos puntos fijos distintos de cero.

Demostracion. La prueba se divide en los siguientes dos casos,

cuando (a) A € (1,7/2) y (b) A€ [5,7.7).

(a) Consideremos primero A € (1,7/2] y definamos g(z) =
Asen(z) — z. Es claro que fy(z) = Asen(z) es creciente en el
intervalo [0, 7/2] y que

x < Asen(w/2) = ), para toda x € [0, 7/2].
Tomemos A € (1,7/2), entonces

Acos(0) =A>1
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y como la funcién A cos(z) es decreciente y continua en el intervalo
[0, 7/2], existe xy € (0,7/2) tal que Acos(zg) = 1. Asi,

1 < Acos(y), para toda y € (0, zg).
Siyo € (0,20), entonces

Acos(y) — 1 > 0, para toda y € [0, yol,

asi que

/Oyo [Acos(y) — 1]dy > 0,

es decir,
Yo Yo
)\/ cos(y)dy>/ dy, (3.4)
0 0

que implica que Asen(yg) > yo y por lo tanto g(yo) > 0.
Por otra parte,

H(r/2) =A< m/2,

es decir, g(m/2) < 0, luego por el teorema del valor intermedio
existe u € (yo, 7/2) tal que g(u) = 0, esto es, u es un punto fijo
de la familia f). Observemos que Asen(j) = 7 si A = 7.

Ahora probemos la unicidad.

Supongamos que u y v son puntos fijos para la familia fy en
el intervalo (0, 7] con u < v, entonces g(u) = g(v) = 0y por el
teorema de Rolle, existe ¢ € (u,v) tal que ¢’(¢) = 0, por lo tanto
Acos(c) = 1y por la inyectividad del coseno en el intervalo [0, 7]
tenemos que ¢ = xg, luego por la ecuacion se concluye que

Asen(u) > u que es una contradiccién.

(b) Sea A € (3,7.7]. Observemos que si p es un punto fijo de
fa(x) = Asen(x), como fr(5) =A>F > 1y fa(x) es continua y
estrictamente creciente en [0, 7], entonces p & (0, 5] y g(5) > 0.
Por otra parte g(m) < 0, nuevamente por el teorema de valor
medio, existe ¢ € (w/2,7) tal que g(c) = 0. Ahora, supongamos
que u < v son puntos fijos para f, en el intervalo (g, ), entonces
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g(u) = g(v) = 0y por el teorema de Rolle, existe ¢ € (u,v) tal
que 0 = ¢'(¢) = Acos(c) — 1, pero esto no puede ocurrir porque
Acos(z) < 0 para toda z € (3, 7).

Por otra parte, para = > 0, fy(z) tiene méaximos en los
puntos {5 + 2km, k € NU{0}}, si A € (7/2,7.7], se tiene que
Hh({5 +2km, ke N}) =A< 7.7 <5 +2kn, ke N.

Esto prueba que existe un tnico punto fijo en x € (0, 7) para

A € (1,7.7] y dado que la funcién seno es impar, si z = Asen(x),
entonces Asen(—x) = —z de donde se concluye el resultado.

O

Proposicién 3.4. Si A € (1, 3] y p un punto fijo de fr(x) =
Asen(z) distinto de cero tal que p € (0, 5], entonces p > o donde
xo cumple que A cos(zg) = 1.

Demostracion. Supongamos que p < Zg, por la ecuacién , el
punto p no es un punto fijo para fy lo cual no puede suceder.

Si p = x, entonces se satisface que Asen(p) = p # 0y Acos(p) =
1 de donde tenemos que

sen(p)
=D
cos(p)
lo cual no no ocurre en (0,%]. Por lo tanto, Acos(p) < 1y
Acos(—p) < 1, es decir, p y —p son atractores. ]

Usando el Método de Newton-Raphson, y zo = 7/2 como
punto inicial, podemos aproximar el valor del punto fijo positivo
de fy y calcular el valor de la derivada del punto para determinar
si se trata de un punto fijo atractor o repulsor. Los calculos se
registran en la siguiente tabla:



3.2 Puntos fijos de la familia Asen(z) 32

Parametro Aproximacién del | Derivada
punto fijo
7.7 2.773 -7.182
6.5 2.711 -5.906
5.3 2.624 -4.605
4.1 2.489 -2.257
2.9 2.252 -1.826
1.7 1.688 -0.198

De la tabla anterior podemos observar que:
(i) Si A € (1.7,2.9) el respectivo punto fijo puede ser atractor o
repulsor.
(ii) Si A = 2.2 el valor del punto fijo se aproxima a 2 y el valor
de la derivada en este punto es —0.915, por lo tanto este punto
fijo es atractor.

(iii) Si A = 2.26, el punto fijo es 2.028 y el valor de su derivada
es —0,997, por lo tanto el punto fijo es atractor. Sin embargo,
si A = 2.27 el punto fijo tiene un valor aproximado de 2.032 y
cuyo valor de la derivada es -1.005, entonces 2.032 es un punto
fijo repulsor.

Conjetura 3.5. Si A € (F,2.26)], entonces la familia f\(x) tiene
2 puntos fijos atractores distintos de cero.

Por los célculos anteriores, hemos visto que si A = 2.27 y p un
punto fijo positivo, entonces p es un punto fijo repulsor. Ademas,
el punto Asen(7) es un punto fijo de fy.

Para las graficas de la segunda iterada para A\ = 2.26 y A
ligeramente mayor que 2.26 observamos que hay una érbita de
periodo 2, véase las figuras y 3.3} Las gréficas son parecidas,
pero al hacer un acercamiento se observa que hay dos nuevos
puntos fijos.

Conjetura 3.6. Si A € (2.26,2.6], entonces fy tiene una drbita
atractora de periodo 2 en el intervalo [0, 7.

(iv) Si A = 2.6, la cuarta iteracién tiene 4 puntos fijos, 2 corres-
pondientes a los puntos repulsores y 2 a la 6rbita atractora,véase
figura [3.4]
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-2 -2

(a) fi(z) = Asen(z), A =2.26 (b) fi(z) = Asen(zx), A =2.28

Figura 3.2: Graficas de la segunda iteracion de fy.

Y

Figura 3.3: Graficas de f2,4(7) — 'y fi,(z) — x en azul y rojo
respectivamente.

(v) Para A = 2.7 aparece una 6rbita atractora de periodo 8 como
se muestra en la figura (3.5

Conjetura 3.7. Eziste \o, tal que si A € (2.6, N, entonces f(x)
tiene una orbita atractora de periodo 4 en [0, 7).

Proposicién 3.8. Si fy(z) = Asen(z) y \, = w, neNU
{0}, entonces funcion f\, tiene 4n + 2 puntos fijos distintos de
cero.

Demostracion. La proposicion prueba el caso cuando n = 0.
Si p > 0 es un punto fijo, entonces —p también lo es, por lo que
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91

-0.5
-1

=15

Figura 3.4: Gréafica de fis(x) — .

Figura 3.5: Grafica de fy.(z) — .

basta contar los puntos fijos positivos. Notemos que cada maximo
es un punto fijo, porque se satisface:

Asen (W<4k+1)) = m(dk + 1) S A= M, ke NU{0}.

2 2 2
(3.5)

Ahora sean n € Ny k € NU {0}, observemos que si k < n,
entonces

f (W(4k + 1)) m(dn+1)  7w(4k+1)

= >
2 2 2 Y

a2k + 1)) =0 < (2k + 1)m.
El resultado se sigue de aplicar el teorema de valor medio a el
intervalo [21{% ”(4k+1 ] sik < n—1y al intervalo ”(4];“), (2km + 1)]



3.3 El conjunto de Fatou para Asen(z) 35

si k < n. La ecuacion 1) asegura que el punto w es fijo. El

ultimo punto fijo se encuentra en el intervalo [Zmr, W) para

encontrarlo se sigue un razonamiento similar al que se ocupo en
la desigualdad (3.4)), es decir, como A, cos(x) es decrciente y conti-

: In+1 . An+1
nua en el intervalo [2n7r, W) , entonces existe x¢ [2n7r, m(dn+l) ";’L )>

tal que A, cos(zy = 1, asi, A, sen(xg) > x¢ y aplicando teorema
de valor medio se obtiene el resultado.
O

3.3. El conjunto de Fatou para Asen(z)

En esta seccidn, se presentan los resultados obtenidos por Dominguez
y Sienra en [10] para fi(z) = Asen(z), A € C\{0}.

Se define el plano de parametros de f, como:

M={NeC: f{(z) es acotado},

donde zy es un punto critico de fy.

Figura 3.6: Plano de pardmetros de la familia A sen(z).

El plano de parametros nos permite analizar el comporta-
miento dindmico de familias parametrizadas, dicho plano es de
manera intuitiva un mapa para los distintos valores complejos
del parametro \. Los siguientes resultados relacionados con los
valores del pardametro A en el plano de parametros para el caso
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(a) y (b) se pueden consultar en [10].

(a) Componente atractora

Teorema 3.9. Sea f\(z) = Asen(z), donde 0 < |\ < 1. El
conjunto de Fatou consiste de una componente U atractora com-
pletamente invariante y simplemente coneza.

Cabe mencionar que Dominguez y Trujillo en [24] conjeturan que
sil < A< §+0.57, entonces el conjunto de Fatou tiene dos com-
ponentes simplemente conexas atractoras. Similar para el caso
—5+0,57 <A< 1. El anslisis previo a la Conjetura aproxi-
ma con mayor exactitud el caso de las componentes atractoras.

(b) Componente Parabdlica

Teorema 3.10. Sea fr(z) = Asen(z), A = ¥ 0 = p/q, con
(p,q) = 1. Entonces si q es par, existe un ciclo con q compo-
nentes de Fatou atraidas a 0. Si q es impar, existen dos ciclos
con q componentes de Fatou cada una. Estas son las unicas com-
ponentes periodicas de Fatou. Mds aun, tales componentes son
acotadas.

(c) Disco de Siegel

2mi9 siendo @ un nidme-

En [25] Zhang demostré que para A = e
ro irracional, de tipo acotado, la familia f) tiene un disco de Siegel
que es invariante alrededor de z = 0 y todas las otras componen-
tes de Fatou son sus preimagenes. El disco de Siegel es acotado,

por lo tanto también todas sus preimagenes.



Capitulo 4

La familia

Asen(z) + £, A\, pe C\ {0}

En este capitulo se estudiara la dindmica de la familia g, ,(z) =
Asen(z) + £, A\, € C\{0}, la cual es una perturbacién de la
familia fy(z) = Asen(z) (anadiendo un polo en cero que no es
omitido).

4.1. Puntos fijos de g, ,

La familia gy, pertenece a la clase .#. Observese que gy, tie-
ne puntos fijos dependiendo los valores de los pardmetros \ y
p.Sabemos que zy es un punto fijo de g, , si se satisface la si-
guiente ecuacion:

Asen(zg) + Ll 2. (4.1)
20
Observemos que
gru(—20) = Asen(—zp) + Mo\ sen(zg) — "
% %
= ()\ sen(zp) + ﬁ)
20
= _g)‘vl"(zo)7

es decir, si zy es un punto fijo de g, ,,, entonces —z, también es
un punto fijo de gy ,. Para asegurar la existencia de puntos fijos de

37
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gxu(z) consideremos el caso real, es decir, cuando A, u € R\{0}
y z € R.

Por ejemplo si p = 0.1, A = 1y z € R, observando la grafica en
la figura [£.1] vemos que hay dos puntos fijos .

Figura 4.1: Grafica de gy, cuando p=0.1, A\ =1y z € R.

Lema 4.1. Sea gy ,(7) = Asen(z)+£. Siz € RT\{0},0 <A <7
y 0 < pu < m, entonces g,\,u(x) tiene un punto fijo w. Mds aun
—w es punto fijo.

Demostracion. Sea A € (0,7) y p € (0,2.41). Tomemos H(x) =

Iau(T) — 2.

Observemos que Asen(x) > 0 sobre el intervalo (0, 7). Sea
7 > x > 0 tal que 22 < pu, esto implica que x < %, entonces
£ —2 >0y por lo tanto H(x) > 0.

Ahora, notemos que H(m) = Asen(m) + & -7 < 1 —7 < 0.
Aplicando el teorema de valor intermedio obtenemos que g, , tie-
ne un punto fijo w € (0, 7).

El caso del punto fijo negativo se sigue por la simetria de la
funcién gy ,(z) .
O

Conjetura 4.2. Sea gy ,(x) = Asen(z) + £, € (0,1) y —4 <
A < 0, entoncesgy,, tiene un punto fijo w.
Conjetura 4.3. Sea g),(r) = Asen(z) + £, p < —1(0,1) y
—4.5 < X < —=0.5, entoncesgy , no tiene puntos fijos. Véase figura
2

El objetivo ahora es analizar aproximaciones a puntos fijos de

g, Para estudiar super componentes atractoras, componentes
parabdlicas, y discos de Siegel en el conjunto de Fatou.



4.1 Puntos fijos de g, , 39

\&7

Figura 4.2: Grafica de g, cuando p < -1 y A =
—4.5,-35,—-2.5,-15, -5y .1
Puntos fijos atractores de g, ,

Observemos que 7 es un punto fijo para ciertos valores de pardme-
tros A y i, entonces se satisface lo siguiente:

Asen(z)—l-g:z

2 2
2
D
T 2
o AT n m
=" Ty
Si A > 0, tenemos %2 — ’\2—” < %, es decir, p < (%)2 Ademas,
p>0<0<\<7/2 por lo tanto:
i (5) | = Preoster) - 7] = | = el = e <
oo (5) [ = Preostrr2) ~ gl = |~ Gl = e <
donde p = ’\2—” — %4. Concluimos que 7 es un punto fijo atractor,

analogamente para el punto —*

Observe que si p es lo bastante pequena, entonces g, , se parece a
Asen(z) y en virtud de la proposicién se enuncia la siguiente
conjetura.

Conjetura 4.4. Si A € (1,2.1] y u > 0 suficientemente pequena
y w es un punto fijo de gx,(x) = Asen(z) + £, entonces w es
atractor.
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Las graficas en las figuras 5.3 y 5.4 muestran la existencia de
puntos fijos para A y u como en la conjetura [4.4}

NI4T NS

Figura 4.3: Gréfica de f1.170.01 — X Figura 4.4: f2_170_01 — X €en
en rojo y la derivada de f1.1,0.01 en r0jo y la derivada su deriva-
azul. da en azul.

Observe por ejemplo que si A = 2.3 y u = 1, entonces el
valor aproximado del punto fijo positivo de gy, es 2.24 y el valor
de la derivada en ese punto es —1.62 por tanto es un punto fijo
repulsor.

Puntos fijos super atractores de g, ,

En este apartado se daran condiciones para tener puntos fijos
super atractores de la familia gy ,(2) = Asen(z) + £, 2, A\, €
R\{0}.

Sea w un punto que satisface la ecuacién (4.1) y supongamos
que w es un punto fijo super atractor, entonces w satisface que
9. (w)| = 0, es decir,

L
w2

‘)\cos(w) — %‘ =0« Acos(w) — — =0. (4.2)

De las ecuaciones en (4.1) y (4.2]) obtenemos:

Asen(w) + w (%) =w

< Asen(w) + Aw cos(w) = w
w

A =
< sen(w) + w cos(w)’
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y

W= =
(w sen(w)> (w) w2

sw? cos(w) = pcos(w) + w
w? cos(w)

U = .
= cos(w) + sen(w)

Por lo tanto si A y p son de la forma anterior, w es un punto
fijo super atractor de gy .

Ahora, definamos la curva paramétrica

w w? cos(w) > |

(sen(w) + wcos(w) sin(w) 4+ w cos(w)

L(w) =

La curva L(w) formada por puntos fijos super atractores de la
familia g, véase la figura {4.5]

/ N\ / "\
/ / on N\
/=1 N /

\

(a) Grafica de la curva £ en el (b) Acercamiento de la la curva £
plano (A, 1)

Figura 4.5: Curva paramétrica formada de puntos fijos super-
atractores de g ,.

Puntos fijos indiferentes de g, ,

Los puntos fijos indiferentes se clasifican en racionales indiferentes
o irracionales indiferentes. En esta seccion se presentan ejemplos
de estos casos para la familia gy ,.
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(a) Puntos fijos Racionales indiferentes

Para A = § — % y p = —"~, donde r es una rafz de la uni-
dad, afirmamos que Iap t1ene dos puntos fijos en =7. En efecto,
evaluando g , en 7 tenemos:

m () =2 (3)+ 2

T 2 ra? (ﬂ') N —% T
=(———=|——] |sen|— = —.
2 7\ 4 9 T T3

2

Ahora, el multiplicador en /2 es expresado por:

()=

A cos <g> — &

donde 7 es una raiz de la unidad. Por lo tanto, 7 es un punto fijo
racional indiferente deg, ,. Andlogamente para .

(b) Puntos fijos Irracionales indiferentes.

Si gau(z) = Asen(z) + 2, A€ C\ {0}y p = (g)2 2T, entonces
evaluando gy, en A y u tenemos:

g/\,(%)zi%ﬂ(z) = Asen(z) +

Afirmamos que g, (3)=2 tiene dos puntos fijos en £7. En
2 2

efecto, si evaluamos g, (z)-% en 5 obtenemos:
2 2

<7T> \se <7T> +7r2—2)\7r T
— ] = n(— _ =
In(z)*-2 2 2 2 2

Encontraremos un pardmetro A tal que +7/2 sea irracional
indiferente. Evaluando la derivada de g, (3 )2 v €n Z. tenemos:
2
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e (3)] =
Iy \2/|

)2 _ Ar
ACOS(Z)_Q)_2 :’_H%
2 T

Por lo tanto, el punto fijo 7/2 es irracional indiferente siempre
que cumpla:
/

gA7(£)27M(21)

2 2

_ 619’

para algin 0 € R\ Q. Asi, A satisface:

/

g)\’(g)2_% (21)

- 2\ . .
:e’0<:>‘—1+—‘:ew<:>)\:(e’9+1) <g>
T

Similarmente para —m/2.

4.2. Valores Singulares de g, ,

En esta seccion se analiza los valores asintoticos y los valores
criticos de la familia gy ,, donde A y p son valores reales, para
finalmente concluir que g, , pertenece a la clase B.

Valores asintoticos

Observemos que gy ,(z) = Asen(z)+£ tal que A € C\{0} y > 0
no tiene valores asintGticos finitos. En efecto: Si v : [0,00) — C
es una curva tal que y(t) — oo y supongamos que gy ,(7(t)) =
Asen(v(t)) + p/v(t) = w € C. Sin embargo, u/v(t) — 0 cuando
|7(t)| = ooy Asen(y(t)) — oo cuando 7(t) — oo, por lo tanto
la familia g, , no tiene valores asintéticos w # oo.

Valores criticos

Para encontrar los valores criticos de gy, se resuelve la siguiente
ecuacion:
1
Acos(z) = =. (4.3)

22
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Cuando z y los parametros A y u son reales, los valores criticos
son interseccién de la funcién cos(z) con la funcién u/z?, para
distintos vales de los pardmetros A y p (véase la figura los
cuales son nimero infinito de valores).

Figura 4.6: Gréficas de Acos(x) en rojo y 4 en azul cuando
A=.3,571ypu=" — AL

Los valores criticos reales también quedan determinados por
la siguiente ecuacion:

12
/\Q_F—i_lj“/xa

donde A > 0 y x es un punto critico.

Observar en la gréfica que para cada pardmetro \ =
3,.0,. 7,1y u = %2 — A5 diferente, las graficas siempre se in-

terceptan en £3m/2, £57/2, £77/2,. .., es decir, las soluciones
de la ecuacion |D son aproximadamente w, k € Z\{0, —1}.

Para k = 0,—1 la cota superior de Acosz, 0 < A < /2, nunca

alcanza el valor ;.
Al evaluar la ecuacion 1} en los valores p, = @ + €,
donde €, = w5z — 0 cuando M — 00, k € Z\ {0,—1},

2
0 <A <1y p > 0seconcluye que gy, tiene puntos criticos reales
en pp = w + €. Por lo tanto, los valores criticos quedan de-

terminados por gy, (pr) = A cos e, + (QTH)”L—I—% Observemos que
2
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9ru(Pe) — £ cuando @ — 00, entonces A y —\ son los

puntos de acumulacién para g ,.

Si consideramos 1 < A < /2, la figura [4.7 muestra A cos(z),
en color rojo, y 45, en color azul, para A = 14, y p = %2 — AZ.
Las graficas se cruzan dos veces en 0 < x < 7/2 (andlogo para
—m/2 < x < 0 )y también se cruzan aproximadamente en los
puntos (Zkﬂ ,keZ\{0,—1}.

Si los pardmetros son A = 1.2,1.3,1.4,1.5 y u = 2—)\75,
la figura - 4.8 muestra que las graficas se cruzan cuatro veces en
+7/2 y que se interceptan en puntos muy cercanos a %,
k € Z\{0,—1}, dado que para 1 < A < 7/2, y p es muy pequeno,

las funciones 45 se aproximan asintéticamente a x = 0.

Figura 4.7: Grafica de Figura 4.8: Grafica A cos(z)

Acos(z) en rojo y £ en azul en rojo y %3 en azul para \ =
para A = 1.4. 1.2,1.3,1.4,1.5.
En resumen, si evaluamos la ecuacion 1) en py = (2k+1)7r + €

donde ek:ﬁ%Owandow —>oo,k€Z\{0,— },

2
0 <A <1y p>0sepuede decir que gy, tiene un punto critico
en p, = @ + €5, Entonces, g, (pr) — £A aspp, — oo asi Ay

— son puntos de acumulacion de los valores criticos de gy .

Proposicién 4.5. [12] gy, pertenece a la clase B, para A\ €
R\ {0} y u > 0 suficientemente pequeno.
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4.3. Otros aspectos de la dinamica de
Ix.p

En esta seccién de abordan maés aspectos del conjunto de Julia
de gy, y se daran ejemplos para ciertos valores de A\ y u que
cumplen con los resultados obtenidos, véase [12].

Lema 4.6. Si A\, € R\{0}, entonces el conjunto {iy : y €
R\ {0}} es invariante hacia adelante bajo gx,.(z) = Asen(z) + £.

Demostracion. Se procede usando induccion matematica. Toma-
mos n = 1, sea y y # 0. Evaluando ¢y en g, , tenemos que

ganuliy) = Asen(iy) + ﬁy
= Misenh(y) + ﬁ = isenh(y) — e
Yy Y

—i ()\senh(y) - g) e {iy:y e R\ {0}.

Ahora, supongamos que (gx )™ (ty) =ik € {iy : y € R\ {0}}
k # 0, entonces (ga,)" ' (1) = gaulgi(iy)) = grul(ik) € {iy
y e R\ {0}}. O

Definicién 4.7. Sea f € 4 se define el conjunto de escape de
f como

I(f)={z: f"(z2) = o0 cuando n — oo y f"(z) # 0}.

Corolario 4.8. Si A\, u > 0, entonces el conjunto de escape de
g (%) contiene al eje imaginario.

Demostracion. Siyg # 0, entonces la funcioén g, ,, hace la siguien-
te correspondencia

1o > @ ()\ senh(yo) — ﬂ) :

Yo

Ahora, consideremos la funcién hy,(y) = senh(y) — £, la cual

tiene dos raices simétricas con respecto del origen r y —r. Por las

propiedades del seno hiperbélico obtenemos: lim hy ,(y) = oo y
Yy—00
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lim Ay ,(y) = —oo, de donde concluimos gy ,(y0) — oo cuando
Y——00 ’

n — oo siyp > r o bien g} (yo) — —oo cuando n — oo si
Yo < —T. ]

Teorema 4.9. Si A € C\{0} con [\| > 1 yu € RT\{0} pequeno,
entonces el conjunto de Julia de gx,(2) = Asen(z) + £ contiene
al eje imaginario.

Demostracion. Sea U una vecindad con centro ¢ = iy, y1 €
R\ {0} y radio = > 0. Se quiere probar que la familia g, , no es
puntualmente acotada en U.

Tenemos w = iy, con yo € R\ {0}, de tal manera que ¢ # w
y y1y2 > 0. Por el lema las imagenes de los puntos (,w y
sus iteraciones bajo gy, pertenecen al eje imaginario. Tomando
la distancia entre g ,(¢) ¥ gx,(w) tenemos:

97(0) = gralw)] = Prsen(¢) + ¢ = (Asen(w) + )

. [ . [
= |Asen(iy;) + — — (Asen(iyz) + —
oentin) + e = (venti) + )
= |iAsenh(y;) — N senh(ys) + e
hn Y2
. 1 1
= [i[|\(senh(y1) — senh(ys)) + p(— — —)|

Y2 U1
> [Al|(senh(y2) — senh(y:))|.

Ahora, como la funcién real g(x) = senh(z) es continua en [y1, 3]
y diferenciable en (y;,ys), se sigue del teroema del Valor Medio
que existe y3 € (y1,¥2), tal que

| senh(ys) — senh(y;)| = cosh(ys)|ya — y1-
Asi,
|All senh(ya)—senh(y1)| = |A| cosh(ys)|ya—y1]| > [Allya—w1] > |[ya—m].

e _ "
Por lo tanto, se concluye que la familia gy ,(z) = Asen(z) + £
tiene un comportamiento repulsor en el eje imaginario, es decir,
gx,, toma valores arbitrariamente grandes sobre el eje imagina-
rio, esto es, la familia gy, no es puntualmente acotada. Por lo
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tanto, si tomamos una vecindad arbitraria U en el eje imaginario
y consideramos los conjuntos Ut como el eje imaginario positivo
y U~ como el eje imaginario negativo, entonces obtenemos que
cualquier punto y € U™ tiende a oo bajo iteracion, y también
y € U™. Por lo tanto g, no es normal en el eje imaginario y por
lo tanto el conjunto de Julia de la familia gy ,(z) = Asen(z) + £
contiene al eje imaginario cuando |A| > 1. O

Teorema 4.10. Si gy ,(z) = Asen(z) + £, entones ewiste un
conjunto de pardmetros (A, ) tal que el conjunto de Fatou de
gxa,u contiene dos dominios super atractores invariantes.

Demostracion. Se debe identificar primero el conjunto de pardme-
tros reales (A, u), tales que gy, tiene dos puntos fijos supper-
atractores. Recordemos que la curva

w w? cos(w) )

sen(w) + w cos(w)’ sin(w) + w cos(w)

£l = (

contiene valores (A, i) tales que g, tiene dos puntos fijos stiper
atractores. Tomando cualquier (Ao, p9) en L, entonces hay tw
puntos fijos atractores, donde —w es el punto fijo simétrico de w
con respecto del eje imaginario. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que w se encuentra en los positivos del eje imaginario
Por lo tanto, existe una vecindad U de w tal que g , (2) = w
cuando n — oo, para todo z € U. Probaremos que U tiene al
menos un valor singular de gy ,.

Supongamos que p es un punto critico de gy ,, entonces los valores
criticos estdn determinados por gy .(p) = Asen(p)+%. Ahora, sea
€ > 0 el radio de la vecindad U con centro en el punto w, debemos
encontrar 0 > 0 tal que |w—p| < 9§, entonces |gx ,(w) — gr . (p)| <
€. Luego,
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[92(00) = rp)] = Prsentu) = 2 = (Asen(p) + )
— sen Lag
< IAGen(u) — sen) + (4~ 1)
= [Allsen(u) = sen(p) + (£~ 1))
= (gl + M)
wp

— Jw—pl (|A|+—'“' )
Wil
< s+ — ) oo
o T

Si tomamos §; = 1y §y = , entonces ¢ es el maximo

A+ ooy
[wl2 =Tl
de {01, d2}. Por lo tanto, el valor singular g, ,(p) esta en U. Asi,
concluimos que U es un dominio super atractor del conjunto de
Fatou. De manera similar existe un dominio super atractor V' que

contiene al punto fijo —w. O

Un ejemplo del teorema anterior es el siguiente.

Ejemplo 1. Sean A = (27)/(3V3 + 1) y u = 73/(9(3v/3 + 7))
en la curva L.

Entonces la funcién ( 3\/237:-71') sen(z)—l-m tiene dos puntos

fijosen ( =7/3y —C = —m/3, es decir,

T " my, T/OBVE+T
() = (2 ) sen (5) + OCYE )

3
B \/§7T n 2
W3+ 3(3V3+T)

™

Similarmente obtenemos que —(¢ = —% también es un punto
fijo de g»,. Los dos puntos fijos son super atractores dado que
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g&} ., evaluada en ¢ = 3, tenemos:

/ T us T T NEEw
Ip <§> ‘ = ’ (Wéﬁ) cos (§> _ /(9(?%)3 + ))‘

Ve |
3V3+m 3V3+n

Por la simetria de g ,, el punto —¢ = —% es un punto fijo atractor

de gxu-

Siz=ua2 € R\ {0}, entonces g », .3  tiene dos drbitas que
3377 9(3V3+7)
us A
convergen a los puntos +% el que se muestran en la ﬁgura en

color rojo.

1
257 251 51 , 757 T

Figura 4.9: Dos drbitas que convergen a ¢; = 3y —(1 = —

w3

El plano dinamico de

27 7 /(9(3v/3 + )

= ——=— | sen(z) +
3V3+ z

se muestra en la figura[£.10] Observe que hay dos dominios atrac-

tores en el conjunto de Fatou (en color negro), cada uno contiene

un punto fijo atractor, que esta separado por eje imaginario, el

cual esta representado en color amarillo.

g 27 w3

3347 9(3v3+7)

(I) Componentes atractoras

En el siguiente lema se dan condiciones sobre los parametros A,
para los cuales se tiene dos dominios atractores en el conjunto de
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Figura 4.10: El conjunto de Fatou en negro, el conjunto de Julia
en amarillo y la 6rbita de un punto en un dominio super atractor en
blanco.

Fatou de gy ..

Lema 4.11. Sea gy ,(x) = Asen(x)+~, evisten pardmetros reales
A, 14 no cero tales que £7/2 son puntos fijos y el conjunto de Fatou
de gx, contiene dos componentes invariantes atractoras.
Considerando los pardmetros reales 0 < A < 7/2y p = 721—2 — A3,
sabemos por la parte (b) de la seccién que gy, tiene dos
puntos fijos en z = £7. Enseguida solo calculamos |g} ,(3)I,
porque el célculo para -7/2 es similar,

N e Y

g;u(g)’ = ’)\COS(W/Q) - (7r72)2 - ‘ - (1/2)2 (7/2)?

Observequeﬁ<1si,u<”— do1r1de,u:%2—/\§<7T2

1 4
entonces —A% < 0 lo cual implica que A > 0 (andlogamente para
el punto fijo —7/2). Por lo tanto, =7 son puntos fijos atractores
de gy ().

El polo z = 0 esta en el conjunto de Julia de gy ,(z), por lo que
podemos dividir la recta real en dos conjuntos B; (derecho) y By
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(izquierda), los cuales deben contener a los punto fijos reales 7 y
— %, respectivamente. El conjunto de valores criticos de g, esta
sobre la recta real y sabemos que los valores criticos se acumulan
en +\.

Sea U una vecindad del punto 7. Sea 0 < A < § podemos supo-
ner que A esta muy cercano a 7, por lo tanto hay un valor critico
v1 que converge a A, so v; € Uy, por lo tanto U; pertenece a un
dominio atractor, digamos D; del conjunto de Fatou de gy ,(z)
sobre el semiplanp derecho B;. Por argumentos similares se tiene
el dominio atractor D, del conjunto de Fatou de gy ,(z) sobre el
semiplano izquierdo Bj.

A continuacién se da un ejemplo del lema [4.11
Ejemplo 2. Tomemos gy, y A =7/4y p = 721—2 — A5. La figura

muestra los dos dominios atractores del conjunto de Fatou
y el eje imaginario que pertenece al conjunto de Julia.

Figura 4.11: Los dominios atractores estan en negro y el conjun-
to de Julia en amarillo y la 6rbita de un punto en un dominio
atractor en color blanco.

(IT) Componentes parabdlicas
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En esta seccion se dan condiciones sobre los parametros A, p tal
que gy, tiene dos componentes parabolicas.
T 2 ru?
Lema 4.12. Sea gy, (2) = Asen(z)+£, A = 5——” yp=——
T

donde r es una raiz de la unidad. Los puntos +m /2 son fijos y el
conjunto de Fatou de gy ,(2) = Asen(z)+% contiene dos dominios
parabdolicos.

La funcién fﬂ_%(z) = msen(z) — Z—z tiene dos puntos fijos racio-
nales indiferentes ( = 7 y —( = —%, por los calculos hechos en
la seccion 3.2 (c).

. . . 2
Ahora, definimos el polinomio real P(x) = 2° —mx+7-. Note que

P(z) tiene dos raices de multiplicidad 2 en x = 7. Por lo tanto,
P(z) >0 parax € R\ {5}

2

Paraz >0, A=7mypu= —%2 obtenemos:

Asen(x) + Pcr = Azsen(r) + p <

x
2 9
< 7T.ZE+Z§.’L'
2
9 s
— 0<z —7r$—|—Z:P(x).
Asi, parax >0conx # 5, A =7y = —%, tenemos que

Asen(r) + £ < x. Entonces, g__,2 tiene un punto fijo ¢ € R"
’ 4
en ¢ = 5. Por argumentos similares, obtenemos que g_ .2 tiene
T

un punto fijo ¢ € R™ en ¢ = —7. Los puntos se muestran en la

grafica; véase la figura 4.12) de una variable real g ,2.
Lt

A continuacién se da un ejemplo del lema 4.12

Ejemplo 3. Para parametros A\ = 7y p = el conjunto

_n
47
s

de Fatou de f  .2(z) = msen(z) — 4—2 contiene dos componentes
T

parabdlicas invariantes. La figura muestra los dos dominios
parabdlicos del conjunto de Fatou, la 6rbita de uno de los pun-
tos de la componente parabdlica y el eje imaginario, el cual esta
contenido en el conjunto de Julia.
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Figura 4.12: Grifica de g ,> muestra dos puntos fijos racionales indife-
» T
rentes.

Figura 4.13: Los dominios parabdlicos en el conjunto de Fatou en negro
de f“v_T"z = msen(z) — 4—2.

(III) Discos de Siegel

En esta seccién mostraremos que el conjunto de Fatou de la fami-
lia gx,.(2) = Asen(z) + £ tiene dos discos de Siegel para parame-
tros A\ y u dados Esto se enuncia en el siguiente lema.

Lema 4.13. Sea gy,(2) = Asen(z) +£. Si0 € R\ Q es un
nimero de Bruno y A, u € C\{0} son tales que A = (e +1)(r/2)
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Y Y= (%)2 — %’r, entonces +m/2 son puntos fijos y el conjunto
de Fatou de gy, (z) = Asen(z) + £ contiene dos discos de Siegel.

Demostracion. Por la seccién parte (c), los puntos 2z; = 5y
7y = —% son puntos fijos de 9, (£)27,\l, donde el pardmetro A es
"\ 2 2

de tal manera que los puntos fijos son irracionales indiferentes.
Por lo tanto, el conjunto de Fatou de g, (2)’-2 tiene un disco
N2 2

de Siegel con centro en el punto z; = 7 (andlogamente para el

punto zp = —7%). O
Un ejemplo del lema es el siguiente.

i(14+V5
Ejemplo 4. Sea g, ,(z). Tomando § = %5’ \ = (ew
i(14v5
_(2)? o2 (z)? -
2 2 2 2
se satisfacen para

+1)(3)

, las hipotesis del Lema

<
=

w2 — 2\
g/\j(%)z_%ﬂ(z) = Asen(z) + —

Por lo tanto, el conjunto de Fatou tiene dos discos de Siegel, los
cuales son simétricos con respecto del eje imaginario. La figura
.14 muestra la érbita de los dos puntos, en color blanco, en negro
los discos de Siegel perforados y el conjunto de Julia en escala de
amarillos.

Figura 4.14: Discos de Siegel de 9, (

)3



Conclusiones y analisis

En este trabajo se realizé un analisis de la dindmica de las familias
fa(z) = Asen(2) y gau(2) = Asen(z) + £, A\, i, z, € C\{0}.

Se obtuvieron las siguientes conjeturas:

1.

Si A € (5,2.26)], la familia f(x) = tiene 2 puntos fijos atrac-
tores distintos de cero.

Existe Ao, tal que si A € (2.6, \o], entonces fy(x) = Asen(x)
tiene una drbita atractora de periodo 4 en [0, 7].

Si A € (1,2.1] y u lo suficientemente pequena, si w es un
punto fijo de gy ,(z) = Asen(x) + £, entonces w es atractor.
Asi, los puntos de la curva £ que cumplan con esta condicion
son atractores.

La conjetura muestra que el conjunto de Julia de gy, es
todo el plano complejo.

Analisis

Se realizo el andlisis de algunos dominios que se encuentran en la
siguiente tabla:

o6
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frlz) = Asen(z), A € C\ {0}

grn(2) = Asen(z) + L A p €

C\ {0}

Pertenece a la clase £.

Pertenece a la clase .# .

Estéd en clase B.

Esta en la clase B.

Sil < A < 2.26 el conjunto
de Fatou tiene dos dominios
simplemente conexos atracto-
res.

Para pardmetros reales A, p
no cero tales que +7 son pun-
tos fijos atractores, el conjun-
to de Fatou tiene dos domi-
nios atractores.

Si A = e 6 = p/q, con
(p,q) = 1, el conjunto de
Fatou contiene dominios pa-
rabdlicos.

7
Si = ———, donde 7 es una
raiz de la unidad. Los pun-
tos £7/2 son fijos y el con-
junto de Fatou de g ,(2) =
Asen(z) + £ contiene dos do-
minios parabdlicos.

Para A = 2™ gsiendo 6 un

niumero irracional, la familia
£ tiene un disco de Siegel.

Sif € R\ Q es un nimero
Brujno, A, € C\{0} son ta-
les que A = (¢ +1)(7/2) y
= (g)2—’\7”, entonces £7/2
son puntos fijos y el conjunto
de Fatou de gy, contiene dos

discos de Siegel.

57
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