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Introduccion

La incertidumbre es un atributo de la informacién. El trabajo pionero
de Claude Shannon [3] en Teorfa de la Informacién condujo al consenso
universal de que la informacién por naturaleza es estadistica; como con-
secuencia, el tratamiento de la incertidumbre se relegé a la Teoria de la

Probabilidad.

Tversky y Kahneman hicieron notar en [1], que muchas de las deci-
siones que tomamos en nuestra vida cotidiana estan basadas en creencias

que involucran la probabilidad de ciertos eventos. De hecho, de manera

) 2

comun usamos oraciones del tipo “creo que...”, “es probable que ...”,
“es posible que ...”, etc., para sustentar nuestras decisiones. En este tipo
de oraciones, usualmente nos valemos de nuestra experiencia o sentido
comun. No es sorprendente pensar que el razonamiento basado en este
tipo de oraciones pueda alcanzar conclusiones sesgadas. Sin embargo,
estas conclusiones pueden reflejar la experiencia o el sentido comin de

un experto.

Pelletier y Elio senalaron en [18] que las personas simplemente tienen
tendencia a ignorar cierta informacién debido a la necesidad (evolutiva)
de tomar decisiones rapidamente. Esto da origen a sesgos en los juicios
que involucran lo que “realmente” quieren hacer. En vista del hecho de

que sabemos que el razonamiento basado en oraciones que estan cuantifi-
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VIII INTRODUCCION

cadas con probabilidades relativas podrian capturar nuestra experiencia
o sentido comin, la pregunta es, ;como podrian estas oraciones ser captu-

radas por sistemas reales de aplicacion, como los sistemas multiagentes?

El presente trabajo estd fuertemente apoyado en [10]. En ese trabajo,
la Légica Posibilista fué creada por Didier Dubois y Henri Prade [10], la
cual emerge de la Teoria de la Posibilidad de Zadeh [22]. En [10] se inclu-
ye una axiomatizacién para la Logica Posibilista y un método extendido
basado en resolucién, el cual es viable de ser implementado computacio-
nalmente. También ofrece un marco para representar el estado parcial
de ignorancia, debido al uso de un par de funciones, una denominada

medida de necesidad y la otra medida de posibilidad.

De acuerdo con Nicolas et al. [24], la Légica Posibilista provee una
maquinaria completa y robusta para manejar incertidumbre cualitati-
va con respeto a una semantica expresada por medio de distribuciones
de posibilidad, las cuales ordenan en una escala las posibles interpre-
taciones. Nicolas menciona que en la Loégica Posibilista se maneja la
incertidumbre por medio de interpretaciones clésicas bivaluadas (falso o
verdadero) que pueden ser en mayor o en menor grado certeras o po-
sibles. En Logica Posibilista no interesa representar la vaguedad en un
contexto multivaluado, en cambio; se permanece en el contexto de la
Légica Clésica a la cual se le agrega una forma de graduar la confianza

que se tiene en cada uno de los fragmentos de informacién [24].

Ademds, en [24], se propuso una combinacién entre Answer Set Pro-
gramming (ASP) [2] y Légica Posibilista [10]. En el sistema propuesto
se puede manejar la incertidumbre. El enfoque de Nicolas se basa en el
concepto de modelo estable posibilista para definir una seméantica para
programas légicos normales posibilistas. Un punto débil de este enfoque

es que descansa en la expresividad de los programas 16gicos normales.



IX

La Logica Posibilista es una logica que utiliza medidas de incertidum-
bre para razonar con evidencia incompleta y conocimiento parcialmente
inconsistente. En un nivel sintéctico se trabaja con férmulas de légica
proposicional o de una légica de primer orden, a las que se les asig-
na un ndmero en el intervalo [0, 1], aunque en general podria asignarse
cualquier elemento de un conjunto totalmente ordenado. Estas cotas in-
feriores son llamadas grados de necesidad o grados de posibilidad de las
férmulas correspondientes. En [22] Zadeh introduce la medida de posi-
bilidad como un indice escalar que evalia la consistencia de una propo-
sicién difusa respecto al estado de conocimiento expresado por medio de
una restriccion difusa. Una restricciéon difusa es un conjunto difuso de
valores posibles y su funciéon membresia es llamada una distribucién de
posibilidad. Después, la nocién dual de certeza [21] o de necesidad [6]
fué introducida como una evaluacion escalar de la fuerza de restriccién

de una proposicién difusa a través de una restricciéon dada.

El trabajo de tesis estd distribuido de la siguiente manera: en el
Capitulo 1 son presentadas las relaciones de posibilidad que son la base
para las medidas de posibilidad y de necesidad. Se incluyen los aspectos
formales que constituyen la Légica Posibilista, donde las férmulas son
valuadas por una cota inferior en su grado de necesidad. Después, se
considera una Légica Posibilista general en el sentido de que sus féormu-
las pueden tener pesos sobre una cota inferior, denominados grado de
necesidad y grado de posibilidad. También se introduce un teorema de
robustez y completitud. Posteriormente, en el Capitulo 2 se presentan las
definiciones bésicas de la programacién 1égica, asi como la teoria de Ans-
wer Set Programming. Finalmente, presentamos la programacién légica
posibilista, cuyas cldusulas presentan un peso de necesidad permitiendo

la presencia de inconsistencia en los conjuntos de férmulas.
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Capitulo 1
Logica Posibilista

1.1. Légica Posibilista Estandar

1.1.1. Teoria de la Posibilidad

El objeto bésico de la teoria de la posibilidad es la distribucion de
posibilidad, la cual es una funcién m que le asigna a cada elemento de
un conjunto U, de alternativas, un grado de posibilidad, 7(u) € [0, 1],
de ser el estado actual de las cosas, es decir, la realidad. La funcién
de posibilidad es la representaciéon numérica de lo que se sabe acerca
del valor de alguna cantidad = que toma valores en el conjunto U. La
funcidén 7, representa los valores méds o menos plausibles para la cantidad
desconocida z. Se asume que x puede tomar un sélo valor.

Adoptamos las siguientes convenciones

7 (u) = 0, para algin u € U, significa que z = u es imposible.
7 (u) = 1, significa que x = u estd completamente posible.

() > my(u'), significa que x = u es preferible a z = u’.

Ademds, asumiremos que las 7, estdn normalizadas, esto es, 7, (u) =
1 para algin z € U, lo cual significa que en U, existe al menos un valor

de = que es completamente posible.
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EJjEMpPLO 1.1.1. La distribucion de posibilidad mas simple es la funcién
caracteristica de un subconjunto E de U. Considere la funciéon 7, : U —
[0, 1], definida por

1 siuek

e (u) =
0 en otro caso
Esta distribucién representa la situacién de que todo lo que se sabe

sobre el valor de la variable x es que no puede pertenecer al complemento
de E. Este tipo de distribucién surge de manera natural cuando se quiere
representar, por ejemplo, que “estamos en el mes de Febrero”. En este
caso se tiene que U = { 1 de Enero, 2 de Enero, ..., 31 de Diciembre},
x es la variable que representa el dia actual y E = { 1 de Febrero, 2 de

Febrero, ..., 28 de Febrero}!.

EJEMPLO 1.1.2. Considere los conjuntos U = {(a, b), [a, b), (a,b], [a,b] | a <
byabeR}, E={(ab)]|a<byabeR}ylaafirmacién “el con-
junto A no es intervalo abierto”. Esta afirmacién se puede representar
mediante la funcién caracteristica w4 : U — [0, 1], dada por:

0 siueF

ma(u) =
1 en otro caso
Esta forma de representar el conocimiento es mas natural que sim-

plemente asignar un valor a la variable x, ya que permite introducir la

incertidumbre.

DEFINICION 1.1.3. [26] Sean m, y 7, dos distribuciones de posibilidad.
Se dice que 7, es més especifica que 7, si y sélo si 7, < 7., es decir, si

y s6lo si Vu € U, m,(u) < ml(u).

La especificidad se refiere al nivel de precisién de una distribucién de

posibilidad. Si existe ug € U tal que m;(up) = 1 mientras que 7, (u) =0

INo se estan considerando afios bisiestos.
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para u # ug, entonces decimos que el estado de conocimiento es com-
pleto (sabemos que = ug). Similarmente, se tiene un estado de total

ignorancia cuando 7, (u) = 1 para todo u € U.

DEFINICION 1.1.4. (Principio de Minima Especificidad) [10] Dado un
conjunto de restricciones que acotan el valor de x, se deberia escoger 7,
de tal forma que le asigne a cada v € U el maximo grado de posibilidad

acorde con las restricciones.

DEFINICION 1.1.5. Dado U # ), una medida de posibilidad en U es una
funcién IT que asocia a cada subconjunto A C U un ntmero II(4) € [0, 1],

satisfaciendo:

.':I

el

U ;) =supII(4;)

para un conjunto de indlces I.

Una medida de posibilidad se puede obtener de una distribucién de
posibilidad 7, definiendo Vu € U, m;(u) = II({u}). En particular, tene-
mos

II(A) = 21613 7o (1)

II(A) expresa en qué medida existe un valor u € A que pueda presentarse
como valor de z. La funcién dual de la funcién II es llamada una medida

de necesidad, denotada por N y se define como [6]:

N(A) = 1= 1) = fof {1 - ()}

donde A es el complemento de A. N(A) evalia en qué medida todos los
posibles valores de = pertenecen a A, es decir, en qué medida uno esta

seguro de que x pertenece a A.

LEMA 1.1.6. Sean A y B conjuntos, se tiene que

sup {AU B} = max {sup A, sup B}
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PROPOSICION 1.1.7. Sean A, B C U, entonces tenemos que:
1. TI(A U B) = max {II(A), TI(B)}
2. N(AN B) =min {N(A), N(B)}
3. TI(AN B) < min {II(A), TI(B)}
4. N(AUB) > max {N(A), N(B)}
5. min {N(A), N(A)} =0
6. max {TI(A), TI(A)} =1

Demostracién: Sean A, B C U

1) TI(AUB) = sup my(u)
u€EAUB
=sup {m,(u) | u e AUB}
=sup{ny(u) | u€ A6 B}
=sup {{my(u) | u € A} U{my(u) | w € B}} por Lema [?]
= max {sup {7z (u) | u € A}, sup {m;(u) | u € B}}

= max {II(A4),II(B)}.

2) N(ANB)=1-1I(AUB)
=1 — max {II(A),II(B)}
=min {1 —II(4),1 - II(B)}
=min{N(A4),N(B)}.

3) Por definicién, II(AN B) = sup m,(u). Ahora, supongamos que
u€EANB
el supremo se alcanza en u*, es decir, II(AN B) = 7, (u*). Adem4s,
TI(A) = sup 7z (u) > 7(u*) y I(B) = sup 7, (u) > 7(u*), lo cual
u€A u€A

implica que min {II(A),II(B)} > w(u*) = II(AN B).
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4) N(AUB)=1-T(AUB)
=1-TI(ANB) > 1 —min {II(4),II(B)}
= max {1 —II(A),1 - II(B)}
= max {N(A), N(B)}.

5) min {N(A), N(A)} = min {1 —II(A),1 - TI(A)}
— 1 — max {TI(4),[I(4)} =1 —T(AUA) = 1 — I(U) = 0.

6) max {TI(A), TI(A)} = (A UA) = [I(U) = 1.

O

1.1.2. Légica Posibilista Estandar. Férmulas con Va-

luacion de Necesidad

En [10] se introduce una axiomatizacién y un método de refutacién
basado en resolucion extendida, que es viable de ser implementado en
una computadora y que soporta inconsistencia parcial, para la Légica

Posibilista.

Entre las aplicaciones de la Loégica Posibilista se encuentran:

1. Razonamiento No-Mondétono [7, 9], razonamiento con reglas default

[27].
2. Revisién de creencias [4].

3. Se puede usar la programacion logica para crear la Programacion
Logica Posibilista, la cual es particularmente 1til cuando se trata
con incertidumbre o con optimizaciéon min-max. Los detalles for-
males sobre la seméantica declarativa y de procedimientos de los
programas 16gicos posibilistas se pueden encontrar en [11]. Algu-
nas extensiones que incorporan la negacién por falla se pueden

encontrar en los trabajos de Wagner [15].
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En [15] se demuestra que los programas l6gicos normales, bajo la
semantica de modelos estables de Gelfond y Lifschitz, se pueden sumer-
gir en programas logicos difusos bajo su seméntica estable y que los
programas légicos extendidos, bajo la seméntica de Answer Set de Gel-
fond y Lifschitz, se pueden sumergir en programas légicos posibilistas

bajo su seméantica estable.

En [14] se muestra que los conceptos de Answet Set Programming
y Logica Difusa se pueden combinar en un solo esquema llamado Fuzzy
Answer Set Programming (FASP). Ahi, también se muestra que este
enfoque es una extensién de Answer Set Programming tradicional, a

diferencia de otros enfoques.

En las férmulas de la Légica Posibilista Completa, los pesos son cotas
de una medida de necesidad o de posibilidad a diferencia de la Légica
Posibilista Estandar cuyos pesos solo son de necesidad. En la Légica
Posibilista Completa, el conocimiento incierto se expresa en términos
de proposiciones calificadas de certeza o calificadas de posibilidad. La
Légica Posibilista Estdandar trata con objetos sintdcticos que expresan
desigualdades que resultan de este tipo de proposiciones. En lo que si-
gue hablaremos sobre la llamada Légica Posibilista Estandar, la cual
es un fragmento de la Légica Posibilista Completa, que trata sélo con

proposiciones calificadas de certeza.

En la Loégica Posibilista Estandar los conceptos de satisfaccion y
consecuencia l0gica estan definidos en términos de distribuciones de po-
sibilidad sobre el conjunto de “mundos clasicos”. Una distribucién de
posibilidad 7 es una funcién de €2 (el conjunto de todos los mundos po-
sibles) a [0,1], m(w) refleja cuan posible es que w sea el “mundo real”.
Cuando 7(w) = 1 (resp., m(w) = 0) entonces es completamente posible
(resp., imposible) que w sea el mundo real. Una distribucién de posibili-

dad estd normalizada si y sélo si Jw tal que 7(w) = 1.
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1.1.3. Lenguaje

La medida de posibilidad II inducida por 7 es una funcién de £ (un

lenguaje 16gico proposicional) a [0, 1] definida por
(p) = sup {7r(w) : w =}
La medida de necesidad (dual) N inducida por 7 se define como:
N(p) =1-TI(~¢) =inf{l —7(w) : wk -}

PROPOSICION 1.1.8. Si N es una medida de necesidad inducida por ,

se cumplen las siguientes propiedades:

N(T) = 1, donde T es la constante logica “top”
N(p A1) = min {N(¢), N (4)}
N(p V) > max {N (), N(¢)}

SipkE1 entonces N() > N(p).

Demostracion:

1) N(T)=1—TI(~T) = 1 — II(L)
=1-sup{r(w):wkE 1}
=inf{l —7m(w):wkE L}
=inf ) = 1.

2) Para esta parte de la prueba utilizaremos la siguiente propiedad
sup(A U B) = sup({sup(A),sup(B)}). Asi,
N(eAp) =1-=T(=(p A1)
=1-M(=pV-y)
=1-sup{nr(w):wE-pV-y}
— 1= sup {{r(@) s w |~} U {r(w) s w b 0}
— 1= sup {sup {7(w) : w =~} sup {7(w) s w =~}
=inf{l —sup{r(w) : wE —p},1 —sup{r(w) :w = }}
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= Inf{N (), N(4)} = min {N(¢), N(4)}.

3) En esta parte de la prueba utilizaremos la siguiente propiedad
sup(ANB) < min({sup A, sup B}), lo cual implica que 1 —sup(4AN
B) > 1 — min({sup A, sup B}). Asi,

N(p V) = 1-TI(~(pV )
=1—-sup{r(w):wE—-pA-9}

— 1= sup {{m(w) s = 9} N {r(w) s w = 0}

> 1 —min{sup{r(w) : w E —p},sup{r(w) : w = }}

= max {1 —sup {7(w) : w = =}, 1 —sup {r(w) : w = m)}}
— max {N(¢), N(¥)}.

4) Por hipétesis tenemos que ¢ = v, entonces toda w tal que w = ¢,
satisface que w = 9. Asi, tenemos que, w [~ ¢ implica w = ¢, es
decir, que w = =) implica w = —. Por lo tanto {w: w | -9} C
{w:wE-p} Asi, {r(w) :wE 9} C {r(w) : w E —¢}. Por en-
de, sup {7(w) : w | "¢} < sup{m(w): w E —¢}. Asi,

1= sup {n(w) w =~} > 1 — sup {r(w) 1w = ¢},

N(¥) > N(p).

O

DEFINICION 1.1.9. Una férmula con valuacidn de necesidad (también
llamada férmula posibilista estdndar) es un par (¢ «), donde ¢ es una
férmula proposicional cldsica y o € (0,1]. El par (¢ «) expresa que ¢
es cierta al menos desde un grado «, esto es, N(¢) > a, donde N es
una medida de necesidad que modela el estado de conocimiento [10]. A
la constante « se le conoce como la valuacion (o peso) de la férmula y

se denota como val(yp).
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Una base de conocimiento con wvaluacion de necesidad (o también
llamada base de conocimiento posibilista estdndar) F se define como
un conjunto finito de férmulas con valuacién de necesidad. Denota-
mos por F* al conjunto de férmulas clasicas que se obtiene de F de
la siguiente manera: si F = {(¢; ;) | i =1,...,n} entonces, F* =
{pi|i=1,...,n}. A F* se le llama la proyeccidn cldsica de F.

Una base de conocimiento posibilista estandar también puede ser
vista como una coleccién anidada de férmulas clasicas: si « es cualquier
valuacion entre [0,1], definimos el a—corte F,, y el a—corte estricto Fx

como:
Fa = {(pBeF|B>a)
Fo = {(pB)eF|B>a}
y sus proyecciones clésicas son F y Fx, es decir,

Fa {el(pB)eF, B=a}
Fr = {el(@p)eF, 8>a}

Decimos que una distribucién de posibilidad 7 satisface a la férmula
posibilista estdndar (¢ «), si y sélo si N(p) > «, donde N es la medida
de necesidad inducida por 7. Usaremos la notacién 7 = (¢ «). Una dis-
tribucién de posibilidad 7 satisface una base de conocimiento posibilista
estandar F = {(p; a;) | i=1,...,n} siy sélosiV; 7 = (p; a;). Esto
lo denotaremos por w |= F. Si m = (¢ «) es verdadera para toda 7, lo

denotaremos por = (¢ «) y diremos que (¢ «) es vélida.

DEFINICION 1.1.10. Una férmula posibilista estdndar ¢ es una conse-
cuencia logica de una base de conocimiento posibilista estdandar F, si y
s6lo si para cualquier 7 que satisfaga a F, se tiene que también 7 satis-
face a ¢, esto es, para todo 7 se tiene que si 7w |= F entonces w = ¢. Esto

se denota como F = ¢.

Supongamos que tenemos el siguiente problema [10]. Sea F una ba-

se de conocimiento posibilista estandar y sea ¢ una férmula cldsica que
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deseamos deducir de F hasta cierto grado; tenemos que calcular la va-
luacién més alta a (esto es, la mejor cota inferior de una medida de
necesidad) de manera que (¢ «) sea una consecuencia légica de F, esto

es, calcular

Val(p,F) =sup{a e (0,1] : F=(pa)}.

Un resultado fundamental de la deduccién a partir de bases de co-
nocimiento posibilistas estdndar es que siempre existe una distribucién
de posibilidad menos especifica que satisfaga una base de conocimiento
posibilista estdndar F. A saber, si F = {(¢; ;) : i =1,...,n} enton-
ces la distribucién de posibilidad menos especifica 7z que satisface F se

define como

1 stwE @1 Apa A A py

TF(w) = :
1—max{a; |wE -, i=1,...,n} en otro caso
Presentamos el siguiente ejemplo [10].

EJseEmpLO 1.1.11. Dada la siguiente base de conocimiento

F={(p 0.7), (V1 0.4)}

se calculard la distribucién de posibilidad menos especifica:

Primero, Q = {0, {x},{¥},{p,¥}}. Asi, se tiene:

Tr({p,}) = 1—max{a; | {¢, ¥} ¥ vi, (pi ;) € F}
= l-max{0} =1

77 (0) = 1—max{a; | 0¥ ¢;, (p; a;) € F}
= 1-max{0.7} =0.3

mr({e}) = l-max{a; | {p} ¥ ¢, (v ) € F}
= 1-max{0.4}=0.6

mr({¢¥}) = 1-max{a; | {¢} ¥ 0i, (p; ;) € F}

= 1-max{0.7} =0.3

Asi, la distribucién menos especifica que satisface a F es mx({p,¥}) =

1a7T]:(®) = 0377.(-]:({()0}) = 0.6, ﬂ-]:({w}) =0.3.
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PROPOSICION 1.1.12. Sean (¢ «) y (¢ () férmulas con valuacién de

necesidad, entonces:

1. (p a) E (¢ 8), para todo o > S.

2. Va >0, (¢ a), siy sélo si ¢ es una tautologia.

Demostracién: En [10] se presenta este resultado sin demostracion, a

continuacion damos la siguiente prueba:

1. Sea 7 una distribucién de posibilidad tal que 7 = (¢ «). Por lo

tanto, por definicién, N(p) > a. Si a > 3, entonces N(¢p) > 3, asi
T = (¢ B). Luego (¢ a) = (¢ B).

2. (=)

Supongamos que = (¢ «). Por lo tanto, para toda m y para
toda «, se tiene m = (¢ «), es decir, N(¢) > a. Asi, en
particular, si & = 1 se tiene que para todo 7 se cumple N (p) =
1. De aqui que para todo 7 se cumple max {7(w) | w E —¢} =
0. Esto implica que es imposible que alguna interpretacién
cumpla con w | —¢p, entonces para toda w € ) se tiene que

w = ¢. Por lo tanto ¢ es una tautologia.

Supongamos que @ es una tautologia. Asi, para toda interpre-
taciéon w € ) se tiene w = ¢ y como el cdlculo proposicional
clasico es consistente, se tiene que para ningin w € {2 se cum-
ple w = . Asi, para toda 7, el conjunto {r(w) | w E —p} es
el conjunto vacio. Luego, se tiene que max {7 (w) | w E —p} =
0 y por lo tanto N(¢) = 1 — max{n(w) |w = ¢} =1> «
para toda a € [0, 1].

O

Directamente de las definiciones tenemos las siguientes propiedades:

PROPOSICION 1.1.13. [10] Para cualquier distribucién de posibilidad 7,

7 satisface a F siy sélo si w < 7wr.
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Demostracion:
rEF sii (Vi=1,2,...,n) 7 = (v o)
sii (Vi=1,2,...,n) N(¢;) > a; (donde N es la medida de
necesidad inducida por )
sii (Vi=1,2,...,n) inf{l —7n(w) | wE= -} > o
sii (Vi=1,2,...,n) (Vw,wE ;) 1(w) <1-—q
sii m(w) <inf{l—q; |wkE—p;, i=1,2,...,n}

sii m(w) < Tr(w)

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 1.1.14. [10] Sea F una base de conocimiento posibilista y

sea (¢ «) una férmula de necesidad valuada. Entonces,
F E (p a)si, ysdlosi, mr E (¢ a).

O en otros términos, Val(e, F) = Nx(p), donde Nr es la medida de

necesidad inducida por 7.

Demostracién: En [10], se presenta este resultado sin demostracién, a

continuacion damos la siguiente prueba:

Supongamos que F = (¢ «). Por la Proposicién 1.1.13 se tiene que
7 satisface a F, por lo tanto, 7x = (¢ «).

Inversamente, supongamos que 7r = (¢ «). Asi, N, (¢) > a. Sea
7w una distribucién de posibilidad tal que = |= F. Entonces, por la
Proposicién 1.1.13 Vw, 7(w) < 7r(w). Asi, inf{1 —7(w) | w | -} >
inf{l — 7r(w) | w = =¢}, luego Ny(w) > Nr.(¢) > a. Por lo tanto,
T E (¢ a). O

1.1.4. Incomnsistencia Parcial

DEFINICION 1.1.15. Una base de conocimiento F cuya distribucién de

posibilidad asociada 7 es tal que 0 < sup mx < 1, se llama parcialmente
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inconsistente. La cantidad
Cons(F) = sup {sup W(w)} = sup 7r(w)
TEF (we weN
se llamard grado de consistencia de F y la cantidad Incons(F) = 1—Cons(F)

se llamara grado de inconsistencia de F.

La inconsistencia parcial extiende la inconsistencia clasica en la si-
guiente forma: sea F = {p; | i=1,2,...,n} un conjunto de férmulas
proposicionales y asociemos con F' el conjunto de férmulas con valua-

cién de necesidad totalmente certeras
F={(pil) | i=1,2,...,n},

se puede demostrar que si F' es consistente entonces, Incons(F) = 0, y

si F' es inconsistente entonces, Incons(F) = 1.

Se tienen las siguientes proposiciones:

PROPOSICION 1.1.16. Sea F = {(¢1 1), (2 @2),. .., (¢n an)} una base
de conocimiento. Entonces, Incons(F) = 0 si y sélo si la proyeccién

clasica F* es consistente en el sentido clésico.

Demostracién: Damos la siguiente demostracion:

Incons(F) =0 siysélosi 1—sup,cqomr(w)=0
siysélosi 1 =sup,ecqmr(w)
siysélosi Jwy € Q,mr(wy) =1
siysolosi Fwg € Qwo =1 Apa A Ay,
siy s6losi  Jwg € Q, wy es un modelo clasico de F*

siysélosi JF* es consistente

O

PROPOSICION 1.1.17. Sea F una base de conocimiento, se cumple que:
Incons(F) = inf{N(Ll) |7 kE=F}
= Nr(L)
= supf{a | FE(La)}
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donde N es la distribucion de necesidad inducida por .

Demostracion:

(1) Incons(F) = inf {1 —7r(w)} = inf { inf {1 — W(w)}}

weN T<mr |weN

= {of N(L1)=inf{N(L), 7 E F}.

(2) sup{fa, F = (L )} =sup{a, (Vm, m|=F, N(1) = a)}

=inf{N(L),7 = F}.
O

Sea F una base de conocimiento con valuacién de necesidad parcial-
mente inconsistente, esto es, 7 = (L Incons(F)) con Incons(F) > 0.
Asi, puesto que para cualquier férmula ¢ tenemos que N(p) > N(L1),
entonces cualquier formula ¢ es deducible a partir de F con una valua-
cién mayor o igual a Incons(F). Esto significa que cualquier deduccién
tal que F = (¢ «) con a = Incons(F) puede deberse sélo a la inconsis-
tencia parcial de F y no tiene nada que ver con . Esas deducciones son
llamadas deducciones triviales. Por lo tanto, las deducciones de férmu-
las con valuacién de necesidad F = (¢ «), con o > Incons(F), que no
son causadas por la inconsistencia parcial, son llamadas deducciones no
triviales.

Para la siguiente proposicion necesitamos definir el concepto de:

DEFINICION 1.1.18. Sea F' C F tal que Incons(F’) = Incons(F) y
Vo € F', Incons(F — {¢}) < Incons(F’). Entonces F’ es llamada un

subconjunto fuertemente minimal inconsistente de F.

PROPOSICION 1.1.19. ([10]).El grado de inconsistencia de una base de
conocimiento posibilista F parcialmente inconsistente es el peso mas pe-
queno de las férmulas posibilistas en cualquier subconjunto inconsistente
F' de F. M4s precisamente, si Incons(F) = « > 0 entonces existe al me-

nos una férmula (p «) € F’ tal que para toda (¢’ 3) € F', 8> «.
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Demostracién: Sea F' = {(¢; | @;) | i=1,...,m} un subconjunto
fuertemente minimal inconsistente de F. Por definicién de F’ tenemos
que

Incons(F’) = Incons(F) = a =1 — sup nx(w)
wen

Supongamos que «; = min{a; | 1 < i < m}. Probaremos que a1 = «.
Sea m, tal que 7 satisface F’ si y sdlo si para todo i, Yw,w E -y,
m(w) < 1 — a;; en otras palabras, para todo 7, 7 = F’ implica que
Yw,w = =1 Vopa Ve Vo, m(w) <max; {1 —a;} =1—a. Por lo
tanto, ya que -1 V -2 V- - -V o, es una tautologia (de otro modo F’
no serfa inconsistente), m(w) < 1 — a3 es una consecuencia de 7 = F,
para toda w € Q. Asi, @ > ;. Sea w definida de la siguiente manera
mw)=1l—-arsiwEEAp3A-Appymw) <1-—qsiwkE ;.
Ahora, o A p3 A+ A p, #L debido a la minimalidad de F’, asi que

existe w tal que 7(w) =1 —ay, y 7 = F'. Por lo tanto @ = a;. O

PROPOSICION 1.1.20. [10] Sea F un conjunto de férmulas posibilistas y

sea Incons(F) = inc, entonces

1. F es semanticamente equivalente a Fine y a Fr- U {(L inc)}

2. F;, es consistente

3. Si F = (¢ a) no trivialmente (i.e., con o > inc) entonces Fr— =

W a) ‘

Demostracion:

1) Mostremos que F = Fipne, también que Fine = Frz
ademds Fr— = F.

wmc

U {(L ino)},

s F = Fine, dado que F contiene a Fip.

v Fine = Fiz U{(L inc)}, dado que Fj,. contiene a Fi;

nc

Fine = {(L inc)} es una consecuencia inmediata de la Pro-

posicién 1.1.19. Por lo tanto, Fine = Fiz U {(L inc)}.

nc
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» Para ver que F5 U{(L inc)} = F:
Sea 7 una distribucién de posibilidad que satisface (L inc) A
Fizs demostremos que 7 satisface a F. Para cualquier férmula
de necesidad valuada (y; «;) de F: si o; > inc entonces w =
(p; o), ya que 7 satisface a Fi—; v si oy < inc entonces
N(pi) > N(L) >inc > «a; (ya que 7 satisface a (L inc)), por
lo tanto 7 = (@; «;). Asi, hemos demostrado que 7 satisface

a F y por tanto se tiene el resultado.

2) Supongamos que F;- es inconsistente, entonces por la Proposi-
cién 1.1.19 Incons(Fz) es igual a la valuacién de una férmula de

inc
]:inc ’

i.e., Incons(Fs—) > inc. Entonces, como F contiene a JF>—

inc nc’
tenemos que inc = Incons(F) > Incons(Fi—) > inc, lo cual es

nc

contradictorio. Luego, .- es consistente.

3) F E (¢ a) no trivialmente, significa que F |= (¢ o) con a > inc.
Sea F = {(¢i o) | i =1,...,n}, usando la definicién de medida de
necesidad inducida por una distribucién de posibilidad, F = (¢ «)

no trivialmente, es equivalente a
Yw,w | 1, existei tal que, w = —p; v 1—a; < 1—a (< 1—inc).

Esto implica que Yw,w = —), existe i tal que, w E —p; vy o; >

inc. Por lo tanto,
Yw,w = =, min{l —a; | w = g, a; >inct <1—a,

es decir, Fr— = (¢ «).

wmc

O

El resultado anterior muestra que solamente la parte consistente de
F, la cual consta de aquellas férmulas que tienen un grado estrictamente

mayor a inc, es Util en el proceso de deduccién [10].
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PROPOSICION 1.1.21 (Inconsistencia parcial y o — corte). [10] Sea F un

conjunto de férmulas con valuacién de necesidad, entonces

1. Incons(F) = 0 si y sé6lo si F* es consistente en el sentido clasico.

2. Incons(F) = sup {a | F} es inconsistente} = inf {« | F& es consistente}

y estas cotas se alcanzan.

Demostracion:

1. =) Sea F ={(¢; o) | i=1,...,n}, de acuerdo con la definicidn,
Incons(F) = 0 si y s6lo si mx es normalizada, es decir, si y s6lo
si 3 w* € Q tal que mx(w*) = 1. Esto implica que w* | ¢;,

para todo 7. Por lo tanto, F* es consistente.
<) Si F* es consistente, entonces tiene un modelo w; asi,
mr@)=inf{l —a; |WE ¢} =1

ya que, para todo i, W |= ¢;. Asi, mx es normalizada e Incons

(F) = 0.

2. Se sigue del inciso anterior y de los puntos 1) y 2) de la Proposicién
1.1.20.
O

Los siguientes resultados [10], generalizan las versiones seménticas de

los teoremas clasicos de la Deduccién y de Refutacion:

PRrOPOSICION 1.1.22 ([10] Teorema de la Deduccion).
FU{(p D} E (@ a)siysdlosi F = (¢ = ¢ a).
Demostracion:

=) FU{(¢ 1)} (¢ ) implica que Nryg(, 1)}(¢) > «, por el Corola-
rio 1.1.14, se tiene que inf{l —Tru{(e 1)} W) | w E —‘Q/J} > a. para
todo w tal que w = @ A=, Tr(w) < 1—a, ya que Ty, 1)} (W) =
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mr(w) para cualquier w = ¢. Ademés, Nx(p — ¢) > «, ya que
» — 1 es equivalente a =(¢ A —)). Por lo tanto, F = (¢ — ¢ «),

nuevamente, por el Corolario 1.1.14.

<) F E (¢ = ¢ «) implica que Vm, 7 = F, N(p — ) > a. Luego,
Vr,m = F, N(¢) = 1 implica N(¢) > «, dado que N(¢p) >
min {N(¢), N(p = ¥)}. Asi, Vm,m = FU{(¢ 1)}, N(¢) > a. Por

lo tanto, FU{(p 1)} E (¢ «).
O

PROPOSICION 1.1.23 ([10] Teorema de Refutacién).
FE(pa)si,ysolosi FU{(-¢ 1)} = (L a)
0, equivalentemente,
Val(e,F) = Incons(F U {(—p 1)}).

Demostracion: Apliquemos el Teorema de la Deduccion, reemplazando
@ por mp y ¢ por L, tenemos que F U {(-¢ 1)} E (L «a) si y sélo
si F E (m¢ = L a); es decir, FU{(-¢ 1)} = (L «) si y sélo si
FE (¢ a). O

La equivalencia se debe al hecho de que

Val(p F) = sup{a € (0,1] | F = (¢ o)} ,por el teorema de Refutacion

= sup{a € (0, 1] [ FU{(-¢ D} = (L a)}
= Incons(FU{(-¢ 1)})

Como complemento a uno de los teoremas anteriores, tenemos el
siguiente resultado, el cual establece que en el proceso de deduccién de
una férmula posibilista (¢ «), sélo son “utiles” las férmulas que tienen

un grado mayor o igual que .

PROPOSICION 1.1.24. Sean F una base de conocimiento posibilista y

(¢ @) una férmula con valuacién de necesidad. Entonces

F E (p a) siysolosi Fy E (p ).



1.1. LOGICA POSIBILISTA ESTANDAR 19

Demostracién: Por el Teorema de Refutacién, F |= (¢ a) es equiva-
lente a Incons(F U {(—¢ 1)}) > «; entonces, por la proposicién 1.1.20,
tenemos que Incons(F, U {(—¢ 1)}) > a, es decir, F, | (¢ a) por otra
aplicacién del Teorema de Refutacién. El inverso se obtiene debido a
que, F, C F. O

En [10] se presenta un sistema axiomético para la Légica Posibilista.
En analogia con la construccién de la légica clasica, se proponen los

siguientes tres axiomas,

(A1) (o= (b =) 1)

(A2) ((p = (@ =28) = (v =29) = (¢ =8 D)

(A3) ((mp = ) = ((mp = ¢¥) = ¢) 1)

junto con las reglas de inferencia

(GMP) (¢ a), (¢ =4 ) F (¢ min{a, B})

(S) (pa)F(pp)sia=p

Como puede observarse, estos axiomas son los bien conocidos para
la légica clasica ponderados con 1. Observese, ademds que la regla de
inferencia (GMP) conserva férmulas vélidas (tautologias), donde la regla
GMP es llamado Modus Ponens Generalizado. Este sistema formal hace
a la logica posibilista robusta y completa con respecto a la seméntica
tolerante de inconsistencia. Se tiene el siguiente resultado [10], pero antes

un lema que se necesitara para su demostracion.

LEMA 1.1.25. Sean F un conjunto de férmulas con valuacién de necesi-

dad y (¢ «) una férmula de necesidad valuada. Entonces

F = (p a) siy sélo si F; = ¢ en el sentido cldsico.
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Demostracion:

FE(pa) siysdlosi F, = (¢ ) (Proposicién 1.1.24)
siy s6losi  Incons(F, U{(—¢ 1)}) > « (Teorema de Refutacion)
siysélosi  FiU{-p} esinconsistente en el sentido clésico
(Proposicién 1.1.21 (1))
siysélosi Fi E ¢ (propiedad de deduccién clésica)

O

Ahora si, tenemos el teorema de Completitud y Robustez.

TEOREMA 1.1.26 (Robustez y Completitud). Para cualquier conjunto

de féormulas posibilistas F tenemos
F I (p a) siysélosi Fr (o),
Demostracion:

=) Usando el Lema 1.1.25, F = (¢ a) es equivalente a F |= 1. Como
el sistema formal constituido por la parte sin peso del esquema
axiomatico y de las reglas de inferencia (excepto (S) cuya parte no
valuada es trivial), por ser un sistema formal tipo Hilbert completo
y robusto para légica clasica proposicional, existe una prueba de
1 a partir de F; en este sistema formal cldsico. Luego, agregando
valuaciones + a la prueba anterior obtenemos una prueba de (¢ )
a partir de F,, por el sistema formal dado, con v > «a. Por tdltimo,
usando (S) obtenemos una prueba de (¢ «) a partir de Fo v a

fortiori de F.

<) Por induccién sobre la longitud de la deduccidn.
Caso base: Si F deduce a (¢ «) en un sélo paso, tenemos que es
un axioma, es decir, (¢ 1) o que, (¢ ) € F.
Para toda 7, m = (¢ 1), en particular para todan’ tal que 7’ = F’
implica que 7’ |= (¢ 1). Ahora, si (¢ «) € F, para toda 7, 7 = F
implica que 7 = (¢ «).
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Supongamos que F + (¢ 8) y que la prueba requirié n pasos,
entonces F = (¢ ).

Supongamos que F (¢ a) se prob6 en n + 1 pasos. Analicemos

el ultimo paso de la prueba de (¢ «), supuesto F.

Supongamos que (¢ «) se obtuvo por GMP, es decir, que existen
(=9 B)y (¥v) talque FE (¥ = ¢ B) y F I (¢ v) donde a <
min{S,v}. Por hipédtesis inductiva, se tiene que F = (¢ — ¢ f)
y F = (¢ 7). Por el Lema anterior tenemos que Fj = ¢ — ¢y
F> |= 1 en el sentido cldsico. Asi, obtenemos por Modus Ponens

que Fi =@ siysolosi F = (¢ o).

Ahora, supongamos que (¢ «) es aplicacién de la regla (S) y sea
F F (¢ B) con 8 > a. Por hipétesis inductiva F |= (¢ (), ademds,
sabemos que (¢ B) = (¢ «), es decir, para todo m, 7 = F implica
que 7 = (¢ 8) y para todo 7, 7 = (¢ 8) implica que 7 = (¢ ).
Asi, Vrr, m = F implica que 7 |= (¢ «) y por lo tanto F |= (¢ «).

O

Asi, la Logica Posibilista es aziomatizable.

Las demostraciones en la logica posibilista se pueden realizar de ma-

nera equivalente a lo hecho en céalculo proposicioal clasico.

EJempLO 1.1.27. Demostrar que (¢ — 0,7), (¥ = w 0,5) F (¢ — w 0,5).

(p =1 0,7) Hipotesis
(¥ = w0,5) Hipdtesis
(Y =w) = (o= @W—=w) 1) Inst. de Axioma Al
(= (= w)) 05) GMP 2y 3
(p—= W —=w) = ((g—=9) = (p—=w) 1) Axioma A2
(
(

NS e WD

(
(p =) = (p—w) 05) GMP 4y 5
(p —w) 05) GMP 1y 6
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1.1.5. Aspectos No-mondétonos de la Légica Posibi-

lista Estandar

Es posible definir [10] un operador deductivo no-monétono como si-

gue: definimos el operador de deduccién no trivial?> k& como
Fk (¢ a)siysélosi F E (¢ a) y a > Incons(F)
Con este operador puede suceder que Fr (¢ o) y FUF'E (¢ ).

EJEmPLO 1.1.28. Considerar la siguiente teoria F = {(-¢ V ¢ 1), (¢ —
®0,7), (=6 = ¢0,3),(m¢ 1)}, conla cual, deduzca ala férmula {(¢ 0,7)}.

L (¢ 1) Hipétesis
2. (p—90,7) Hipétesis
3. ((p— @)= (¢ —¢) > ) 1) Teo. de cldsica
4. ((rp—9¢)—9¢) 07) GMP 2y3
5. (mmp = (mp—9) 1) Teo. de clésica
6. (¢p—0 1) GMP 1y5
7. (¢ 07) GMP 6y3

EJEmMPLO 1.1.29. [10] Consideremos la siguiente base de conocimiento
posibilista F = {¢1, ..., ¢s}, en relacién a una eleccién cuyos candidatos

son Mary y Pedro, donde

¢1 := ((Electo(Pedro) V Electo(Mary)) A (=Electo(Pedro) V —Electo(Mary)) 1)
@2 := (Va —Presidente-actual(z) V Electo(z) 0.5)

¢3 := (Presidente-actual(Mary) 1)

¢4 := (Ya -Apoya(Juan, z) V Electo(z) 0.6)

¢5 := (Apoya(Juan, Mary) 0.2)

&g := (Vz Victima-de-un-incidente(x) V —Electo(z) 0.7)

Se puede interpretar la férmula ¢5 como “Mary tiene poco apoyo

de Juan”, o la férmula ¢4 se puede interpretar como “lo mas probable

2Recordemos que la deduccién F |= (¢ «) es no trivial si y sélo si o >Incons(F).
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es es que si Juan apoya a un candidato entonces ese candidato sera
electo”. observe que para esta interpretacion se utilizo la equivalencia
“p =1 =-p VY, la cual es valida ya que las formulas pertenecen a la
légica clasica.

Se puede establecer que Incon(F) = 0, es decir, que F es consistente.
Estamos interesados en saber quién sera electo y con qué grado maximo

de certeza. Aplicando GMP a las reglas ¢2 y ¢3 tenemos que:
F = (Electo(Mary) 0.5)

Ademas, se puede probarse que:
F E (—Electo(Mary) 0)

F |= (Electo(Pedro) 0)
F |= (—Electo(Pedro) 0.5)

es decir, es moderadamente cierto que Mary sea electa (o equivalente-
mente, que Pedro no lo sea); el grado 0.5 es maximal, es decir, Val(F, Electo (Mary)) =

0.5. Ya que Incons(F) = 0, tenemos que:
Fke (Electo(Mary) 0.5)

Fre (—Electo(Pedro) 0.5)

Entonces nos enteramos de que Mary es victima de un incidente (lo
cual es informacién completamente cierta). Esto nos lleva a actualizar la

base de conocimiento, adiciondndole a F la férmula posibilista
¢7 = (Victima-de-un-incidente(Mary) 1)

Sea F; la nueva base de conocimiento tal que F; = F U {®7}. Se
puede probar que JF; es parcialmente inconsistente con Incons(F;) = 0.5.
En efecto, la nueva informacién nos permite inferir que Mary no sera
electa. Usando el operador de deduccién no trivial, la deduccién no trivial

previa Fre (Electo (Mary) 0.5) y Fr (—Electo (Pedro) 0.5) ya no puede
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hacerse con F;. En este caso vemos un comportamiento no-monétono.

Ademass, tenemos que
F1 = (—Electo(Mary) 0.7)

F1 E ( Electo(Pedro) 0.7)

y estas deducciones son no triviales ya que 0.7 > Incons(F7), es decir,
F1k (—Electo(Mary) 0.7)

Fike ( Electo(Pedro) 0.7)

lo cual significa ahora que Mary no es electa y Pedro si. Por lo tanto, el

actualizar la base de conocimiento nos lleva a una conclusiéon opuesta.

La conexion entre el razonamiento no-monétono y la Légica Posibi-
lista (como se sefialé en [9]), se investigard a continuacién. Sea F una
base de conocimiento posibilista que contiene férmulas con valuacién de
necesidad y mx es la distribucién de posibilidad menos especifica corres-

pondiente, a saber, si F = {(¢; a;) | ¢ =1,...,n} entonces
mr=min{l —q; |wE ~g;,i=1,...,n}

Considere la relaciéon de preferencia, denotada por C, en el conjunto

de interpretaciones €, definida por
wCw & rr(w) < mr(w)

Esta relacion equipa a €2 con un orden parcial estricto, conforme a
lo solicitado en [29]. Shoham define un modelo con preferencia de una
férmula ¢ como una interpretacién w tal que w E ¢ vy Aw’ # w, tal que
W' E ¢y wC . Este modelo es un elemento maximal en {w’ | W' = ¢}
en el sentido de C y es denotado por w - ¢. Méds aun, se dice que ¢
implica preferencialmente a 1, denotado por ¢ = ¥, si y sélo si todo

modelo con preferencia de ¢ satisface a 1, precisando,

v Ec 9 siy sélo si Vw, w = ¢ implica w = ¢
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Si C es inducida por una distribucién de posibilidad 7z, es facil
verificar que w = @ si y s6lo si mx(w) = Iz (p), esto es, w es el mejor
modelo de FU{(p 1)}. Sin embargo, cuando mx(w) = 0, el concepto de
modelo con preferencia es debatible, ya que mx(w) = 0 significa que w es
imposible. En lo que sigue, vamos a restringir la definicién de Shoham

al caso donde mx(w) > 0 y sea

wEr ¢ siy sélo si mr(w) =r(p) >0

Por lo tanto, queda definida la deduccién preferencial para la Légica

Posibilista, ademas:

Ja>0,FU{(¢ 1)} (¢ ) siy sélosi p = v,

donde k= denota al operador no trivial.

En otras palabras, ¥ es una deduccién no trivial de F, aumentado
con ¢, si ¢ implica preferencialmente a 1 en el sentido del orden de los
modelos inducidos por F. Este resultado se prueba formalmente en [7] y
puede explicarse como sigue: la distribucién de posibilidad 7% asociada
aFU{(p1)}es

mr(w) siwkEe

0 en otro caso

Es claro que
max,cnmr(w) =Hr(p) e Incons(FU{(p 1)}) =1 —TIx(p).

Aqui, F U {(¢ 1)} |~ (¢ a) significa que Nryr 1n3(¥) = a >
Incons(F U {(¢ 1)}). Ahora, si w es un modelo con preferencia de ¢
tenemos 7x(w) = lIz(y). Entonces la interpretacién w deberia de satis-

facer a 1, porque si no

Nruge 1y(@) = ming -y {1 = 7%(W)} < 1 - 7x(w)

= Incons(F U {(¢ 1)}) < a.
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Por lo tanto, ¢ deduce preferencialmente a 1. El inverso también se
establece facilmente. De nuevo, el operador de deduccién no trivial k no
es una generalizacién de la deduccién seméntica cldsica, =, ya que si F
es una base de conocimiento inconsistente en el sentido clasico entonces,
para toda ¢ F = ¢, mientras que F R ¢ nunca se cumple, porque todas
las deducciones son triviales.

Un vinculo entre la implicacién preferencial y la medida de posibili-
dad condicional ha sido establecido. Esto es, sea II(¢) | ¢) la posibilidad

de 9 condicionada a ¢, se define por la ecuacién implicita [16]

(e A¢p) = min{TI(y | ¢), (@)},

de los cuales tenemos que tomar la mayor solucién cuando v # L. La

posibilidad condicional se define entonces como

1 si (o A ) = TI(p)

Vo, Vi, 11 =
2 w (¢ | ()O) H(SD A ¢) en otro caso

La distribucién de posibilidad correspondiente es 7 (- | ¢), tal que

1 simw)=I(p)>0ywEe
@] @) = m(w) siw(w) <Il(p) ywle
sill(p) >0y w =y
1 sill(p) =0

Por lo tanto, cuando II(p) > 0, m(w | ¢) = 1 siy sbélosi w es

un modelo con preferencia de ¢. La necesidad condicional se define por

N | ) = 1-1I(=1) | ¢). Note que II(p) = max {II(¢ A @), IL(=1) A )},
asi que la definicién de la medida de posibilidad condicional se expresa

por:

1 si (g A ) > T(p A =)

11 =
Wle) II(¢ A ) en otro caso

y la medida de necesidad condicional por

N(=p V) siN(—pVip)>N(—pV )

0 en otro caso

N | ¢)=
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(¢ | ) y N(¥ | ¢) son homdlogos numéricos del “podria” condicional
(si se tuviera ¢ podria ser que v) y del “seria” condicional (si se tuviera
© serfa que 1), respectivamente [12].

La deduccién preferencial modificada ¢ = 1 puede entonces ser

expresada en términos de la condicional de necesidad o de posibilidad

Iz | ) y Ne(¢ | @) como sigue [7]
plEc Y siysdlosi Iz(y | @) > Hr(—) | @)
siysélosi Nz(¢ | ) >0
siy sélosi IIx(v A w) > Tr(— A p)
siy sélosi Ne(—p V) > Nre(—pV ).

En efecto, si {w | mr(w) =Ix(p) > 0} C {w | w = ¢}, significa que

r(p Ath) = max,pnymr(w) = Hx(p),

mientras que

Or(p A=) = maxyppr-gTr(w) < Ixr(p)

ya que ningin modelo con preferencia de ¢ satisface a —p. Por otra
parte, contrario a lo que se establece en [23] no se necesita agregar
la condicién suplementaria ¢ | 1 para Nx(v | ¢) > 0, porque no
permitimos que L= ¢. Por lo tanto, ¢ es una consecuencia no tri-
vial de F U {(¢ 1)} siempre que N(¢ | ¢) > 0. También significa que
la condicién de consecuencia no trivial |~ puede ser caracterizada en
un nivel semantico por medio de la distribuciéon de posibilidad condi-
cional mx(- | ¢), ya que la tnica parte 1til de 7x cuando calculamos
la consecuencia no trivial de F U {(¢ 1)} es su restriccién al conjun-
to {w|wkEeynrw) <I(p)} como se puntualizé en [7]. En efecto,
Nr(|p) > 0siysolosi Ne(¥| @) = Nr(—pVh) = 1=sup,pop—y 77 (W) >
1 —IIz(¢) =Incons(F U {(p 1)}), es decir, podemos sélo normalizar la

restriccién de mx a los modelos de ¢ asigndandole un grado de posibilidad
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igual a 1 a su maximal, y trabajar con esta distribucién de posibilidad
normalizada. Note que, Vw € Q mr(w | L) = 1, es decir, condicionar
con la contradicién lleva a la total ignorancia.

La relacién de consecuencia no trivial satisface las reglas de una re-
lacién de consecuencia no-mondétona bien portada como se introdujo en

[13]

© Er ¢ cuando ¢ #1 reflexividad, excluyendo la contradiccién)

oEcY, oAV EcE= o€
eEcY, pEcE= Ay ECE
o VEcE= VY €

corte)

monotonia restringida)

(
(
(
(OR)

En términos de la medida de necesidad condicional, estas propiedades

pueden leerse [5]

N(¢ | ¢) =1parap#L,

N | ¢) >0, N |pAt)>0,luego N(§ | ) >min(N( | ), N(E [ o AY)),
N | ¢) >0, N |p)>0,asi N | pA1p) >min(N( | ), N | ),

N(E @) >0, N(|) >0, entonces N(& | ¢ V1p) >min(N(E | ), N(E | ¢)).

La monotonia racional: si ¢ - =) y ¢ |- € entonces ¢ A ¢ &,

es también satisfecha en la Légica Posibilista [28] bajo la forma:
si N(—¥ | ¢) =0y N(& | ¢) >0 entonces N(§ | ¢ Ap) > 0.

Consecuentemente, la Légica Posibilista pertenece a la familia de las

l6gicas no-mondtonas basadas en modelos con preferencia.

1.2. Generalizacion de la Loégica Posibilista

La versién de la Légica Posibilista que hemos discutido hasta ahora
puede ser insuficiente para modelar algunos tipos de informacién incom-

pleta, tal como
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e Proposiciones calificadas de posibilidad, por ejemplo,
“es posible que Juan venga”
e Proposiciones condicionales, cuya condicién depende de un predicado difuso,
“entre mas tarde llegue Juan, lo mas seguro, es que la reunién no sea amena”
e Proposiciones que involucran predicados vagos, por ejemplo,

“si la temperatura es alta, entonces sélo habra pocos participantes”

1.2.1. Légica Posibilista. Formulas con Valuacién de

Necesidad y de Posibilidad

Con el fin de manejar las sentencias calificadas de posibilidad y de
necesidad, el lenguaje deberia ser capaz de modelar restricciones, de
manera sintactica, en términos de cotas inferiores de una medida de
posibilidad o de necesidad. Todo esto se reduce a considerar dos tipos
de férmulas: las férmulas con valuacién de necesidad, expresadas por
N(p) > ay las férmulas con valor de posibilidad, expresadas por II(y) >
a. Las valuaciones serdn denotadas por w y representardn a (Ila)) o (Na)
de acuerdo a si o es una cota inferior de una medida de posibilidad o de

necesidad, respectivamente.

DEFINICION 1.2.1. Una férmula posibilista es un par (¢ (Na)), donde

© es una férmula cerrada clsica de primer orden y a € (0, 1], o un par
(¢ (I13)) donde B € [0, 1].

(¢ (Na)) significa que ¢ es cierta al menos con el grado «, es decir,
N(p) > ay (¢ (IIB)) significa que ¢ es posible en algin mundo al menos
con el grado B, es decir, II(¢) > 3, donde II y N son medidas duales
(TI(¢) = 1 — N(—¢)) de posibilidad y de necesidad que modelan nuestro
estado de conocimiento incompleto. II(p) > 8 expresa hasta qué punto
consideramos que ¢ puede ser refutado. Mds especificamente, II(¢) > 3
significa que ¢ es consistente con el resto de la base de conocimiento

al cual pertenece ¢ al menos a nivel . Particularmente, (¢ (1I1)) y
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(= (II1)) significa que ni ¢ y ni =y son consecuencia del resto de la
base de conocimiento. Asi, el uso de sentencias calificadas posibilistas nos
permite afirmar que algunas proposiciones no pueden ser establecidas o
refutadas.

La parte derecha de una férmula posibilista, es decir (Na) o (II8),
es llamada la valuacién de la férmula y la denotaremos por val(p). V

denotard al conjunto de todas las valuaciones posibles w, es decir,
V={(Na) | 0<a<1l}U{{la) |0 <a<1}.

Como N(p) > 0 implica II(¢) = 1, (¢ (Na)) es mas fuerte que
(¢ (TIIB)) para cualquier « >0y 8 > 0.

Definimos el siguiente orden entre valuaciones como sigue
(Na) < (NB) siysdlosi a<p
(Mla) < (IB)  siysélosi a<f
(M) < (NB)  Va,VYB >0

IN

Asi, los elementos maximal y minimal de V son (N1) y (T10), respec-
tivamente. (V1) significa que la férmula es completamente cierta y (I10)
significa que no se sabe nada de la verdad, falsedad o consistencia de la
féormula.

La diferencia entre (¢ (I11)) y (¢ (I10)) es que al declarar (¢ (I11)) se
afirma que ¢ ciertamente no puede ser probada, mientras que (¢ (110))
expresa nuestra ignorancia sobre: si —¢ puede ser probada o no.

Definimos una base de conocimiento posibilista como un conjunto
(es decir, una conjuncién) finito de férmulas posibilistas. Una férmula
posibilista cuya valuacién es de la forma (Na) (resp. (Ile)) serd llamada
una férmula de necesidad valuada (resp. de posibilidad valuada).

Denotaremos por PL2 al lenguaje que consiste de formulas posibilis-
tas (las férmulas de necesidad valudas, asi como las férmulas de posibi-
lidad valuadas) y por PL1 al lenguaje que consiste sélo de las férmulas
con valuaciéon de necesidad. En la siguiente seccién se extendera gran

parte de la seméantica de PL1 a PL2.
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La proyeccion clasica F* de F denota al conjunto de férmulas clasicas
obtenido de un conjunto de férmulas posibilistas F ignorando los pesos,

asi,
si F={(p; w;)|i=1,2,...,n}entonces F* = {p; | i=1,2,....,n}.

Una base de conocimiento posibilista puede ser vista como una co-
leccién de conjuntos anidados de férmulas: w es una valuacién de V), el
w-corte y el estricto w-corte de F denotados respectivamente por F,, y

F, se definen como
Fo={(pv) e F|v=uw}

Fo={lpv) €F|v>uw}

1.2.2. Semantica

En primer lugar, asociamos con un conjunto de féormulas posibilistas
el conjunto de distribuciones posibilistas normalizadas sobre  que lo

satisface.

DEFINICION 1.2.2. Sea F = {(p; w;) | i =1,...,n} una base de cono-
cimiento posibilista. Para la distribuciéon de posibilidad 7, que induce
la medida de posibilidad II, y la medida de necesidad N, definimos la

satisfaccién como
7 E (¢ (Na)) siy sélo si N(p) > «
T E (¢ (Ia)) siy solo si II(p) > «

= F siy solosi Vi1, n, 7 = (pi w;)

y consecuencia légica como:
F = ¢ siy sélo si, para todo m, (7= F) = (7 = ¢).
La funcién Val es extendida naturalmente por:

Val(p, F) =sup{w | F E (p w)}
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Las siguientes propiedades son inmediatas

1. (pw) E (¢ w') siw > w'

2. Para todo w > (T10), = (¢ w) siy sblo si ¢ es una tautologfa.

Existen dos clases de inconsistencias en una base de conocimiento

posibilista F:

= Inconsistencias generadas (solamente) por férmulas con valuacién
de necesidad contradictorias; pueden ser resueltas permitiendo un

valor distinto de cero para N(L).

= Inconsistencias donde participan las férmulas valuadas de posibili-

dad y de necesidad.

Con el fin de equipar una base de conocimiento posibilista incon-
sistente con una seméntica, un método consiste en anadir al conjunto
de interpretaciones € un elemento extra, digamos w, con el cual toda
férmula es verdadera, es decir, Vo € L', w) | ¢ lo que corresponde a la
idea de una interpretacién trivial, discutida en [25].

Sea Q; = QU {w, }, una distribucién de posibilidad en Q; es un
mapeo 7 de ) a [0,1] tal que FJw € Q, 7(w) = 1 (normalizacién sobre

Q). Definimos dos funciones de £’ a [0, 1] inducidas por 7#:
[I(p) = sup {F(w) | w € Qi w = ¢},

N(p) =inf{1 —#(w) | we QL ,w ¢}

Note que N(¢) no toma en cuenta a #(w, ), mientras que II(p) si.
Note también que w = ¢ ya no es equivalente a w = —p pues w, = ¢
y wi .

La idea de adicionar un elemento extra a la referencia de una distri-
bucién de posibilidad ya se ha utilizado para tratar el caso de un atributo
que no se aplica a un elemento de una base de datos. Sin embargo, las

extensiones de las medidas de posibilidad y de necesidad, que son usadas
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para la evaluacién de consultas en una base de datos incompleta, difieren
de ITy N definidos en [8].

Las medidas de posibilidad II(¢) = sup {#(w) | w € Q,w = ¢} y de
necesidad clasicas N(¢) = inf {1 — 71(w) | w € Q,w | —p} derivados de
la restriccién (posiblemente no normalizada) de 7 a 2 estédn relacionados
con II vy N como sigue:

() = max{TI(p), 7 (wi)},

N(p) = N(p) =1 = II(=p).

IT = I si y s6lo si (w1 ) =0, en este caso 7 es normalizado sobre €.
Note que II no es una medida de posibilidad con respecto a 2, pero si
con respecto a €| . Llamaremos a II yva N medidas de posibilidad (resp.
de necesidad) tolerantes a la inconsistencia.

Cada férmula posibilista (¢ (Ila)) o (¢ (Na)) es ahora interpreta-
da como TI(p) > a (repectivamente N(¢) > a), es decir, tomamos en
cuenta la interpretacién absurda en nuestra comprensién de sentencias
calificadas de incertidumbre. Por ejemplo, (¢ (Ila)) significa que: es po-
sible, al menos con grado «, que ¢ sea verdadera o que estamos en una

situacién absurda. Esto nos lleva a las siguientes definiciones.
DEFINICION 1.2.3.

e Satisfaccidn: ﬁ');(cp (Iav)) si y sélo si () > o, #E=(¢ (Na)) siy
sélo si N(p) > a, donde IT y N son las medidas de posibilidad y
de necesidad tolerantes a la inconsistencia inducidas por T, fr};}'

si y sélo si 7 satisface todas las férmulas de F.
e Consecuencia légica: .7-'|;</> siy sélo si Vi, 7Ar|;]: implica 7%|;¢.

El resultado sobre la caracterizaciéon del conjunto de distribuciones
posibilistas que satisfacen una base de conocimiento de necesidad valua-
da, via una distribuciéon de posibilidad 7#, no puede ser generalizado a
la Légica Posibilista con féormulas calificadas de posibilidad, pues este

conjunto generalmente ya no tiene una cota superior de €2 .
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Como se senald anteriormente, podemos distinguir entre dos diferen-
tes tipos de inconsistencias. Sea F un conjunto de férmulas posibilistas
considerando una distribucién posibilista sobre 2, que satisfae F. Pue-

den ocurrir tres situaciones:

1. Existe 7 tal que fr%]—" y #(wy) = 0: en este caso, F es consis-
tente en ambas semanticas; asi F se dice que es completamente

consistente.

2. Para toda #, se cumple que ﬁ'};}", con 7(w,) > 0 pero I, tal
que 7Ar|A:.7-' y sup {7(w) | w# wy} = 1, entonces para todo 7 que
satisface F, tenemos que II(L) = #(wy) > 0y N(L) = 1 —
sup {#(w) | w#w,} = 0. Asi, F induce sélo una “inconsisten-
cia posible”. El valor minimo de 7 (w, ) entre las distribuciones de
posibilidad 7 en w, que satisface a F da el grado de inconsistencia

de F. Sea o = inf{fr(wl) | 7Ar|;]:} entonces Incons(F) = (Tla).

3. Para toda #, #|=F, sup {#(w) | w # w,} < 1 (lo cual implica que
v, 7});]-', #(wy) = 1). En este caso, para todo & que satisface F
tenemos que #(w, ) =1y N(L) =1 —sup{a(w) | w#w,.} > 0.
Asi recuperamos la nocién de inconsistencia parcial introducida en

PL1.

Se define el grado de inconsistencia de F, el cual es una valuacién de

la forma (Ila)) o (Na), como
Incons(F) = sup {w eV | FE(L o.))}

y decimos que F es completamente consistente si 'y sélo si Incons(F) =
(I10). Si V#, #=F, sup {#(w) | w # w, } = 0, entonces Incons(F) = (N1)
y F se dice completamente inconsistente. F es débilmente inconsistente
si Incons(F) = (Ila) con o > 0. Ademés F es parcialmente inconsistente
si Incons(F) = (Np) con § < 1. La Figura 1 muestra la jerarquia de

inconsistencias:
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(N1) Completamente inconsistente

(Na) Parcialmente inconsistente

Incons(F) = | (I11)

Débilmente inconsistente

(TI0) Completamente consistente

Figura 1. Jerarquia de inconsistencias

Es claro que cuando F es consistente o parcialmente inconsistente,

entonces las dos implicaciones semdnticas |= y | son equivalentes.

PROPOSICION 1.2.4. [19] El grado de inconsistencia de una base de cono-
cimiento posibilista inconsistente F es el peso mas pequeno de férmulas
posibilistas en cualquier subconjunto inconsistente fuertemente minimal

F' de F. Especificamente, si
Incons(F) = (IIB) (8 > 0)

entonces existe una tUnica férmula de posibilidad valuada en F' de la

forma (¢ (IIS3)).

Demostracién: Consideremos el caso en que Incons(F) = (II5). Es
obvio que cualquier subconjunto inconsistente fuertemente minimal F’
contiene al menos una férmula de posibilidad valuada. Mostremos que
estd férmula es unica.

Sea F' = {(pi (Nay)), i =1,....,m}U{(p; (I13;)), j =m+1,...,n}.

El grado de inconsistencia es ahora de la forma:
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B =inf 71(w,)
bajo las restricciones

N(SD’L) Zahi:l,"'?m
max{T(wi),(¢;)} > B, j=m+1,...,n.

Como 3 > 0, Vfr);]-"7 existe k tal que II(pg) < Bk (de otra forma, no
deberfa ser inconsistente), e Incons(F’) = S para algtn 5. Con el fin de
minimizar el valor, vamos a maximizar 7 sobre 2, con la finalidad de que
el conjunto {j : II(¢;) < B;} sea lo més pequeiio posible. Sea 7y definido
como 7o(w) = min{l — o, w | —g;}, para w # w, . Se observa que,
7o E (pi (Nay)), i =1,...,m) y que existe w € Q tal que 7p(w) =1
ya que no existe inconsistencia entre la férmula N-valuada, y Vr', #’ =
{(vi (Na;)), i =1,...,m} implica que para todo w € Q, 7(w) < 7(w).
El tinico pardmetro que queda es 7p(w ). Sea fr = max{f; : Ily(y;) <
B;} donde IIy se basa en #p. Note, que la maxibilidad de 7y sobre Q
minimaliza el ndmero de (¢; (II3;)) con y(p;) < B;.

Para facilitar el trabajo, supondremos que S = Byn41. Sea o(wy ) =
Bm+1. Entonces, 7rg );]:’, ya que, para toda j, max{SB,+1,o(y¢;)} > B;
por construccién. Asi, Incons(F’) < S,,+1. Ahora, para toda ¢; tal que
Iy () > Bj, Incons(F' — {(¢ (I15;))}) = Incons(F’), de igual forma se
cumple para toda ¢; tal que IIp(¢;) < B < Bm1-

Si existiese otra férmula (¢;(T115;)) tal que 8; = Bm1, despreciando
alguna de estas férmulas atin requerimos que 7g(w, ) = Bm+1, para ga-
rantizar que 7o |A:}“ ’. Por lo tanto, F’ es realmente minima que contiene
una sola férmula de posibilidad valuada, es decir, (¢m+1 (Bm+1)) €
Incons(F') = (I1Bpm+1).

O

La unicidad de (¢ (Ile)) se debe al hecho de que: para cualesquie-
ra dos férmulas ITI—valuadas, digamos (¢ (Ila)) y (—¢ (II3)) nunca se

contradicen entre si.
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Sea F = FnUJFqr donde Fy contiene sélo a las formulas con valuacion
de necesidad de F y Jij contiene a las férmulas de posibilidad valuadas,

entonces tenemos el siguiente resultado.
PROPOSICION 1.2.5. Incons(F) = (Ila) si y s6lo si Fix es consistente y
a=max{f | 3 (¢ (IIB)) € Fu, Fy U{p} es inconsistente}

Demostracién: Primero, Incons(F) = (Ila) significa que no existe € >
0 tal que fI;(L (Ne)) y por lo tanto la parte de necesidad valuada
Fn de F es consistente, lo cual implica (por la Proposicién 1.1.21) la
consistencia de Fj;. Después, de acuerdo a la Proposicién 1.2.7 de la
siguiente seccién, Incons(F) = (Ila) implica que existe una deduccién
formal de (L (IIer)) en el sistema formal dado. Como puede verse en
la demostracién de la Proposicién 1.2.7 [10], s6lo un paso de deduccién
utiliza una cldusula de posibilidad valuada (en otro caso, el peso de la
férmula de deduccién seria (I10)), cuyo peso es igual al peso adjunto a
L (es decir, (ITa)) en el ultimo paso de la deduccién. Entonces, ésta es
también una deduccién de (L (TIe)) a partir de Fy U{(p (Ila))}, donde
(¢ (I1e)) es la férmula de posibilidad valuada. Entonces, considerando la
deduccién (cldsica), obtenida a partir de ésta al ignorar las valuaciones,
obtenemos una deduccién de L a partir de FyU{p}; por tanto, FxU{p}
es inconsistente. Ahora, supongamos que existe una férmula (¢ (IIy)) con
v > a tal que FyU{t} es inconsistente. Entonces, se darfa el caso de que
Fr U{(® ()} F (L (I17)), es decir, Fx UL (7))} F=(L (IT)) (por
la Proposicién 1.2.7), la cual contradice al hecho de que Incons(F) =
(ITe). Asi, o = max {3 | 3 (¢ (IIB)) € Fuu, Fa U{p} es inconsistente}.

O

1.2.3. Axiomatizacion

El sistema formal para la légica posibilista con valuaciéon de necesi-

dad puede ser extendido con el fin de manejar las férmulas de posibilidad
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valuada. Basicamente, esto consiste en extender Modus Ponens Genera-
lizado sobre w € ) para poder permitir la derivacién de una férmula de
posibilidad valuada a partir de una férmula con valuaciéon de necesidad
y de una férmula con valuacién de posibiliad.

El sistema formal extendido para completar la Logica Posibilista PL2
usa el mismo esquema de axiomas que para PL1, donde cada axioma es

de necesidad valuado por (N1) y las siguientes reglas de inferencia

(GMP) (¢ w1), (¢ = ¥ wa) F (¥ w1 x w2)
(S) (pw)k (puw)siw=>w

donde definimos la operacion * de la siguiente forma

(N min{a, }) siw; = (Na)y ws = (NB)

om0y s = (a) s = )
e (11B) siwg =(Na)ywa=M0)ya+p>1
(T10) siw; = (Na)ywey={B)ya+p<1

LEMA 1.2.6. Sea F un conjunto de férmulas posibilistas y (¢ (Ila)) con
o > 0 una férmula con valuacién de posibilidad, tal que F |:( (Ie))
con o maximal, es decir, para todo w > (Iler), no tenemos que .7:|=( Y w).
Entonces existe una férmula con valuacién de posibilidad (¢ (Ilar)) en

F' tal que

1. Fn U{(or ()} (L)),

2. }"N|;(—|<pk Vi (Na)) con f>1— .

Demostracién: Sea G = F U {(—% (N1))}. Entonces, conforme a la
generalizacién del teorema de Refutaciéon a PL2 y a la maximidad de
a, obtenemos que Incons(G) = (Ilar). Entonces, usando la proposicién
1.2.4, siendo G’ un subconjunto de Fy U{(—¢ (N1))} U{(¢r (Ila))}, te-
nemos (IIer) = Incons(G’) < Incons(Fy U{ (-9 (N1))}U{(ex (IIa))}) <
Incons(F U {(—% (N1))}) = (Ilar), es decir, Incons(Fn U {(— (N1))}U
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{(¢r (lIa)))}) = (Ilx). Usando, de nuevo la proposicién 1.2.4, tenemos
que Fy U{(pr (Ia))}=(¢ Ma), lo cual prueba a (1).

Para demostrar (2) tenemos lo siguiente. La afirmacién (1) es equi-
valente a Incons(Fy U {(—¢ (N1))} U {(¢x (TIIe))}) = (Ilr). Primero
probaremos que para cualquier distribucién de posibilidad 7 sobre €2
satisface Fy U {(=¢ (N1))} tenemos que I(pr) < a; en si, estamos
suponiendo que existe una distribucién de posibilidad 7y que satisface
Fn U{(=¢ (N1))} tal que Ilo(pk) > a. Si Fy U {(-¢ (N1))} fuera
inconsistente, entonces, por la proposicién 1.2.4, este deberia ser el caso
en que F %(w (N7)) con v > 0, lo cual contradice la suposicién de que
.7-'|;(1/1 (Iler)) siendo & maximo.

Asi, FNyU{(—¢ (N1))} es consistente, es decir, la distribucién de posi-
bilidad menos especifica 7* sobre Q relacionado con FyU{(—¢ (N1))} de
acuerdo la corolario 1.1.14, es normalizada. Por la proposicién 1.1.13, el
hecho de que 7 satisfaga a Fy U {(—1 (IN1))} es equivalente a my < 7*
(donde 7 es la restriccién de 7g en ). Asi, II*(pr) > Io(pr) > «,
es decir, si extendemos my a 0, por 7p(w,) = 0, entonces 7y );}'N U
{(~ (N1))}U{(gx (Tla) } y asf, Tncons(Fy U{(~6 (N1)) U (5, (TT))}) <
(I1e), lo cual contradice el hecho de que Incons(Fy U {(—¢ (N1))} U
{(ox (Ta))}) = (Tla).

Por lo tanto, cada distribuciéon de posibilidad 7 sobre 2, satisface
Fn U{(—% (N1))} con II(pr) < «, es decir, N(—pg) > 1 — «, lo cual
significa que Fy U{(=¢) (N1))}=(~¢x (NB)) con 8> 1 —a. Por el Teo-
rema de Refutacién, esto equivale a que la Incons(Fy U {(—¢ (N1))} U
{(pr (Ila))}) > (NP), es decir, equivalente a Incons(Fy U {(—¢ A
wr (N1))}) > (NS); por tanto aplicando el Teorema de Refutacién, ob-
tenemos que Fy );{(w V=g (NB)) con 8 > 1—a, con lo cual probamos

el segundo inciso de la prueba. O

PROPOSICION 1.2.7. El sistema formal propuesto es robusto y completo
con respecto a la semantica adecuada a la inconsistencia de la Légica Po-

sibilista, es decir, para todo conjunto de formulas posibilistas F tenemos
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que:

FE@ w) siy sélo si F+ (¢ w)

donde F I (¢ w) significa: “(¢ w) puede ser derivado de F en el anterior

sistema formal”.

Demostracién: De acuerdo al lema anterior, Fy |;(—\<pk Vp (NfS)) con
B > 1— « y usando la proposicién ??, existe una deduccién de (—py V
¥ (NB)) a partir de Fn (a fortiori de F usando la parte de necesidad
valuada del sistema formal propuesto. Por tdltimo, usando GMP en la
férmulas (¥ V —pr (NB)) v (pr (Ile)), inferimos (¢ (I1e))). Por lo tanto
hemos encontrado una deduccién de (¢ (Iler)) a partir de F usando el
sistema formal propuesto. Asi, se obtiene la completitud y la robustez.

O

Hasta ahora se ha presentado un teorema de Completitud y Robustez
para la Logica Posibilista Estandar. Ademas de introducir una semantica
adecuada para la Logica Posibilista completa. En lo subsecuente habla-
remos de los programas légicos, y de una combinacién entre los Answer

Set Programming y la Légica Posibilista Completa.



Capitulo 2

Programacién Loégica

La Programacién Légica surgié a principios de los 70’s teniendo como
primeros objetivos la demostraciéon automatica de teoremas y la inteli-
gencia artificial. Los créditos para la introduccién de la programacién
légica se deben principalmente a Kowalski y Colmerauer, aunque Green y
Hayes también deberian de ser considerados pioneros de la programacién
logica. En 1972, Kowalski y Colmerauer llegaron a la idea fundamental

de que la Légica puede ser usada como un lenguaje de programacion.

Un de las ideas principales de la programacion légica, la cual se debe a
Kowalski, es que un algoritmo consiste de dos componentes disjuntos, la
l6gica y el control. La légica es la sentencia de lo que es el problema y de
que puede ser solucionado. En cambio el control se debe al hecho de como
resolver el problema. Generalmente, un sistema de programacién légica
deberia de proporcionar herramientas para el programador, especificando

cada una de esas componentes. [20]

En lo que a nosotros concierne trataremos la vertiente de como re-

solver el problema, en este caso con la Programacion Légica Posibilista.

41
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2.1. Conceptos Basicos de Programacion Logi-

ca

El lenguaje de una légica proposicional tiene un alfabeto que consiste
de

i) Simbolos proposicionales: L, T, pg, p1, ...
ii) Conectivos: V, A, +—, 7, not, ...
ili) Simbolos auxiliares: (,), ., ...

donde V, A y < son conectivos binarios, - y not son conectivos una-
rios y T y L son constantes légicos. El simbolo proposicional L y los
simbolos proposicionales de la forma p;(i > 0) representan a las proposi-
ciones indescomponibles, las cuales son llamadas a&tomos o proposiciones
atémicas. dtomos negados por — seran llamados dtomos extendidos. Usa-
remos el concepto de atomo sin prestar atencién si es un atomo extendido
o no. El signo de negaciéon — es considerado y llamado negacion fuerte
en la literatura de Answer Set Programming y la negacién not es la

negacién por falla.

DEFINICION 2.1.1. Una literal a es un dtomo (llamado literal positivo),

o la negacién not de un atomo a, llamado literal negativo.

Dado un conjunto de dtomos {a1, ..., a, }, escribiremos not {ay, ..., an }

para denotar al conjunto de literales {not aj,..., not a,}.

DEFINICION 2.1.2. Una cldusula es una férmula de la forma H + B, don-
de la implicacién es el conectivo principal y H, BB representan subférmulas
que tienen solamente los conectivos =, A,V y not. A la subférmula H se
le llama cabeza del programa y a la subférmula B se le llama el cuerpo

del programa.

FEl significado intuitivo, por ejemplo de la regla,

c4ai,....an,not by,...,not b,
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es que teniendo todos los a;’s y todos los not b;’s se puede deducir a c.

En la literatura referente a la programacion logica podemos encontrar

diferentes tipos de clausulas:

1. Una clausula de restriccion o constraint es una féormula del tipo

L < B, y se dice que la cabeza esta vacia.

2. Una cldausula es un hecho, si tiene la forma H < T. Por simplicidad

se escribird H.

3. Una férmula es una cldusula definite, si H = {a} y B = BT =

Ai_, bi, donde a,b; son dtomos, es decir, no hay literales negadas.

4. Una férmula es una cldusula normal, si H = {a} y B =BT AB™,

donde Bt = A\l b; y B~ = \i_; ~d, con a,b;, d), dtomos.

5. Una cldusula es disyuntiva, si H = \/;n:1 ¢j y B=B"AB~, donde
Bt = A/, biy B = Ai_; ~dk, con a,b;,ds dtomos.

Un programa es un conjunto de férmulas de alguno de los tipos an-
teriores. Asi, un programa normal es un conjunto de clausulas normales;
un programa definite es un conjunto de clausulas definite y un programa
disyuntivo es un conjunto de clausulas disyuntivas. Denotaremos por Lp

al conjunto de atomos que aparecen en las cldusulas del programa P.

DEFINICION 2.1.3. Un modelo M de un programa normal P es un sub-
conjunto de Lp tal que, considerando a sus elementos como verdaderos y
como falsos a los elementos de M = Lp — M, se tiene que cada cldusula

del programa P es verdadera.

EJEMPLO 2.1.4. Considere el siguiente programa normal

P
a <
c < aAN-b

d <+ —cNh~f
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un modelo es M = {a, c}. Otro modelo es, M’ = {a, ¢, d}.

EjeEmprLo 2.1.5. Consideremos el siguiente programa normal:

P:
a <« ~b
b +— -—c
c + —a
c <+ b

Se puede ver que, un modelo para P es M = {a,c}. Observemos que

otros modelos para P son M’ = {a,b} y M"" = {a,b,c}.
La observacion anterior nos puede sugerir dos preguntas:
1. ;Todo programa normal tiene algin modelo?

2. ;Si tiene modelo, entonces tiene un modelo minimo (en el sentido

de la contencién)?

La respuesta a la primer pregunta es afirmativa, ya que en el peor de lo
casos, el modelo para un programa normal son todos los a&tomos que apa-
recen en la cabeza de cada cldusula. La respuesta a la segunda pregunta
es negativa, como lo muestra el ejemplo anterior en donde los modelos
M y M’ no son comparables. Lloyd [20], da una respuesta afirmativa

para programas definite.

2.2. Answer Set Programming

Answer Set Programing (ASP) es un modelo apropiado para repre-
sentar varios problemas emergentes de la Inteligencia Artificial, que sur-
gen cuando la informacién es incompleta como en el razonamiento no-
mondtono, planificacién, diagndstico, etc. Es también un marco conve-

niente para codificar y resolver problemas de combinatoria, hoy en dia
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algunos sistemas operacionales eficientes estan disponibles para hacer
frente con ASP. Desde un punto de vista global, ASP es un paradigma
general cubriendo diferentes seménticas declarativas para diferentes ti-
pos de programas légicos. Cualquiera que sea el marco, la informacién
es codificada por reglas légicas y las soluciones se obtienen por con-
juntos de modelos. Cada modelo es un conjunto minimal de dtomos (o
literales) conteniendo informacién segura (algunos datos) y deducciones
obtenidas aplicando algunas reglas con negacién por falla. Por lo cual,
las conclusiones se basan en los datos presentes y ausentes, ellos forman
un conjunto coherente de hipétesis y representan un punto de vista ra-
cional en el mundo descrito por las reglas. Asi, en general, no existe un
conjunto tnico de conclusiones pero tal vez varios, y cada conclusion ya
no es absolutamente segura, sélo es plausible y mas o menos cierta.

El objetivo es estudiar un tnico modelo por falta del razonamiento
y el razonamiento bajo incertidumbre. Es por eso que se introduciran
conceptos de la teoria de la posibilidad dentro de la seméantica de los
modelos estables.

Para ilustrar esta idea, tomemos un ejemplo de un programa légico

normal que no representa ninguna nociéon de incertidumbre.

EJEMPLO 2.2.1. Si codificamos el tratamiento médico en el que un pa-
ciente sufre de dos enfermedades. En el cual, cada enfermedad puede ser
curada por una droga pero, dichas drogas son incompatibles. El progra-

ma

ml < el,not m2 m2 + e2,not ml

cl + ml,el c2 +— m?2,e2
Pmed =

el e2

L+ ml,m2

significa que el medicamento m1 (resp. m2) es dado al paciente si padece
de la enfermedad el (resp. €2), excepto si toma el medicamento m2 (resp.

m1); si un paciente sufre la enfermedad el (resp. €2) y toma medicamento
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ml (resp. m2) entonces se cura cl (resp. c2) de esta enfermedad; el
paciente sufre de las enfermedades el y e2; los medicamentos m1 y m2

no son compatibles.

Sin embargo, puede parecer interesante para un médico poder evaluar
que eleccién hacer entre esos dos tratamientos que son incompatibles.
Uno de los criterios para esta eleccién puede ser la eficiencia de cada
tratamiento médico: jLas reglas ¢l <+ ml,el y ¢2 <+ m2,e2, son
absolutamente ciertas? Otro punto puede ser la confianza del médico
en su diagndstico: jEstan el y e2 bien establecidas? Es por eso que
proponemos para hacer frente a este problema asignar grados de certeza
a estas reglas. Estos grados deberian ser tomados en cuenta durante el
mecanismo inferencial con el fin de determinar el nivel de certeza de cada
conclusién y permitir al médico compararlos entre si. En este trabajo se

muestra como lograr tal objetivo con la ayuda de la Légica Posibilista.

2.3. Semantica de Modelos Estables

El interés de Answer Set Programing es por diferentes tipos de pro-
gramas légicos y diferentes semanticas. En este capitulo trabajaremos
con programas légicos definite y normales, con la semédntica de modelos

estables.

DEFINICION 2.3.1. Sea r = ¢ + ai,as,...,a,, 00t by,...n0t b, una

clausula de un Programa Légico Normal P, definimos lo siguiente:
1. El cuerpo positivo de 7 como: body™ (r) = {a1,az,...,a,}.
2. El cuerpo negativo de r como: body~ (r) = {not by, ...not b, }.
3. La conclusién de r como: head(r) = c.

4. La proyeccién positiva de 7 como 7+ = head(r) < body™ (r).
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LEMA 2.3.2. Sea P un programa P que no contiene ninguna negacién
por falla (i.e., body~ (P) = (), entonces P es un programa légico definite,

y este tiene un modelo de Herbrand minimal denotado por C,(P) [20].

El reducto P4 de un programa P respecto a un conjunto de atomos

A es el programa légico definite definido por:
PA = {r*:rePbody (r)nA=10}
y este es el nicleo de la definicién de un modelo estable.

DEFINICION 2.3.3. Sea P un programa légico normal y S un conjunto de

atomos. Decimos que S es un modelo estable de P si y sélosi S = C,,(P?).

Como ya se menciono, un programa puede tener uno o mas modelos
estables o ninguno. En este tltimo caso decimos que el programa es in-
consistente, de otro modo decimos que es consistente. Cuando un dtomo
pertenece al menos a un modelo estable de P este es llamado una con-
secuencia crédula de P y cuando este pertenece a cada modelo estable
de P, este es llamado consecuencia esceptica de P. Este vocabulario,
proviene de una de las logicas por falla y este es natural. La seméntica
de los modelos estables puede ser vista como un subcaso de la légica por

falla.

Del programa del ejemplo 2.2.1 obtenemos dos modelos estables M =
{el,e2,ml,cl} y M’ = {el,e2,m2,c2}. Esto significa que el paciente

puede ser curado de una de estas dos enfermedades pero no de ambas.

DEFINICION 2.3.4. Sean A un conjunto de dtomos, r una regla y P un

programa (normal o definite). Decimos que:

1. r es aplicable en A si body™*(r) C A.

2. App(P,A) es el subconjunto de P de las reglas aplicables en A.
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. A satisface a r (o r es satisfecha por A), denotado por A | r, si

cuando r es aplicable en A, entonces head(r) € A.
. A es cerrado bajo P si, para todar € P, A = r.

. P es grounded si este puede ser ordenado como una sucesién (rq, ..., 7,)

tal que

Vi, 1 <i<mn,r; € App(P, head({r1,...,mi—1})).

. 7 es blocked por A si body™(r) N A # 0.

. Cn(P) es calculado como el minimo punto fijo del siguiente opera-

dor consecuencia

Tp : 257 — 2C7

Tp(A) = head(App(P, A))

El siguiente resultado muestra la relacién que existe entre el menor

modelo de A de un programa P y las reglas que lo producen.

PROPOSICION 2.3.5. Sea P un programa légico definite y sea A un con-

junto de atomos. A es el menor modelo de Herbrand de P, si y sélo si

A = head(App(P, A)) vy App(P, A) es grounded.

Demostracién: =] Como A es un modelo de P entonces, A = C,,(P),

ya que este es el menor modelo de Tp, asi, A = head(App(P, A)). Ahora,

el calculo iterativo del menor modelo de Tp, produce una sucesién del

conjunto de reglas:

Ag=10 Ro=10
Ay = Tp(Ap) Ry = App(P, Ao)
Ay = Tp(Ay) Ry = App(P, Ay)

A = (Tp(Ak-1))) Rr= App(P,Ax_1)) = Rx
A=A Ry, = App(A, A)

(menor modelo)
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Asi, podemos ordenar el dltimo conjunto Ry como:

_ 1 2 2 k k
RK = <7017...77"(n1),rl,...,T(n1)7...,T17...,T(nk)>

Vi=1,....,kVj=1,.. TLZ,T 6R\U(l<z)Rl

De esta forma, tenemos que App(P, A) es grounded.

<] Como A = head(App(P, A)) entonces, A = Tp(A), por definicién
de Tp. Asi, A es el menor modelo de Tp. Ahora, como App(P, A) es
grounded, el menor modelo de Tp es B 2O Ay asi A es el menor modelo

de Tp y por lo tanto el menor modelo de Herbrand de P. O

Ahora, podemos ya deducir el por qué M y M’ modelos del ejemplo

2.2.1 son modelos estables.

EJEMPLO 2.3.6. S1 = {el,e2,m1,cl} es un modelo estable del programa

l6gico normal

ml < el,not m2 m2 < e2,not ml

P cl + ml,el c2 +— m2,e2
el <+ e2
1< drl,dr2
por que,
ml el
pS _ cl < mlyel c2 < m2 e2
med el + e2
1< ml,m2

({0} {m1,m2}
{el,e2,ml}

{el,e2,m1,cl}

Pred

)

T ({e1 e2})
TS1 ({el e2,ml})
({el e2,ml,cl})

{el,e2,m1,cl} es el punto fijo.
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Con lo que se verifica que:
C’n(Pmedsl) ={el,e2,ml,cl} =5

es un modelo estable de P,,.q. Del mismo modo se encuentra la estabi-
lidad del segundo modelo So = {el, e2,m2,¢2} y ningiin otro conjunto

satisface esta propiedad.

2.4. Programas Légicos Posibilistas

En esta seccién, se combinara la teoria de Answer Set Programming y
la Logica Posibilista. Este marco es capaz de tratar con el razonamiento

que es al mismo tiempo no mondtono e incierto.

DEFINICION 2.4.1. Un &tomo posibilista es un par p = (a,q) € A X
Q, donde A es un conjunto finito de dtomos y (@, <) es una lattice.

Aplicamos la proyeccién * bajo p como sigue: p* = a.

DEFINICION 2.4.2. Dado un conjunto de dtomos posibilistas S, definimos

la generalizacién de * bajo S como sigue: S* = {p*|p € S}.

DEFINICION 2.4.3. Definimos la sintaxis de un programa normal 16gi-
co posibilista extendido valido de la siguiente manera: sea (@, <) una

lattice. Una cldusula normal posibilista extendida r es de la forma:
r:=(a:a+ BT not B7)

donde o € Q. La proyeccion * bajo la clausula posibilista r es: 7* = a <
Bt ,not B~. N(r) = a. Es un grado de necesidad que representa el nivel

de certeza de la informacién descrita por 7.

DEFINICION 2.4.4. Un programa légico normal posibilista extendido P
es una tupla de la forma (@, <), N}, donde (@, <) es una latice y N es

un conjunto finito de clausulas normales posibilistas extendidas.
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2.5. Programas Loégicos Definite Posibilis-

tas

En esta seccion trataremos con programas légicos definite posibilis-
tas. Introducimos el marco en el que la incertidumbre es tomada en
cuenta usando la teoria de la posibilidad: los programas logicos defini-
te posibilistas. Al igual que en el marco de la logica posibilista, estu-
diamos el comportamiento de este tipo de programas tanto en el sentido
semantico como sintactico. La parte seméantica se refiere al tratamiento
de programas en el sentido de una distribucién posibilista definida en el
conjunto de dtomos. La parte sintactica se ocupa de un cédlculo en sus
propias reglas. El punto crucial es que las dos formas de tratamiento son
equivalentes y nos llevan al mismo resultado.

Enunciamos algunos resultados y definiciones.

DEFINICION 2.5.1. Un programa légico definite posibilista es un conjunto

de reglas posibilistas de la forma

r=(c+ay,...,a, @) conn>0{ay,...,a,,¢c} CLp,a €N
Denotamos
1. r* =c+ ay,...,a, la proyeccién clasica de la regla posibilista.

2. N(r) = « representa a los grados de necesidad a nivel de certeza

de la informacién descrita por la regla r.

Como en la Légica Posibilista, el grado « es evaluado por una medi-
da de necesidad y no por una medida de probabilidad. Asi, los valores
numéricos no son una evaluacién absoluta (como en la teorfa de la pro-
babilidad) pero induce una escala de certeza (o confianza) que permite
ordenar las reglas. Si R es un conjunto de reglas posibilistas, entonces
R* = {r* : r € R} es el programa légico definite obtenido de R al quitar
todos los pesos de necesidad. Para un programa légico definite posibilis-

ta dado P y un dtomo z, definimos H(P,z) = {r € P : head(r*)} = z
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como el conjunto de todas las reglas en P que tienen el mismo head x.

Recordemos que una base légica posibilista es una representacién
compacta de la distribucién de posibilidad definida sobre interpretacio-
nes en representacién de la informacion. De hecho, el tratamiento de la
base en el sentido sintdctico (en términos de férmulas y grados de nece-
sidad) nos lleva a los mismos resultados que el tratamiento hecho en el
sentido seméntico (en términos de interpretaciones y distribuciones de
posibilidad).

A continuacién, damos la definicién de inferencia que no es méas que
los grados de evaluacién de los grados de necesidad y de posibilidad de

cada atomo del universo.

DEFINICION 2.5.2. Sea P un programa légico definite posibilista y 7p la
distribucién de posibilidad menor especifica compatible con P, definimos

dos medidas de necesidad duales:

IIp(x) = méx ycocp {mp(A) : = € A}
Np(z) =1 —méxy cocp {mp(A) : = ¢ A}

IIp(x) da el grado de consistencia de  con respecto al programa légico
definite posibilista P, y Np(x) evalia el grado al que = se deduce del

programa logico definite posibilista P.

Por ejemplo, cuando un atomo pertenece a un modelo de la progra-

macién clasica su posibilidad es igual a 1.

DEFINICION 2.5.3. Sea P un programa légico definite posibilista y X un

conjunto de atomos, entonces el conjunto
M (P) = {(z, Np(x)) | @ € X, Np(z) > 0}

es su modelo posibilista.
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2.5.1. Teoria de Modelos para Programas Logicos

Definite Posibilistas

De un programa légico definite posibilista P podemos determinar, co-
mo se hacen en Loégica Posibilista, algunas distribuciones de posibilidad
definidas en todos los conjuntos de 2% y que sean compatibles con P. Al
igual que en programacién logica, el grado de posibilidad de un conjunto
de dtomos es determinado por los grados de necesidad de las reglas del
programa que no esta satisfecho por este conjunto. Conociendo el marco
de un programa logico definite, se puede ver que la satisfactibilidad de
una regla r se basa en su aplicabilidad con respecto a un conjunto de
atomos A, entonces A £ 7 siy soélo si body™ (r) C AAhead(r) ¢ A. Pero
tenemos que notar que la contradiccién de una regla no es suficiente pa-
ra determinar el grado de posibilidad de un conjunto, ya que en ASP es

importante tomar en cuenta las nociones de groundness y estabilidad.

En primer lugar, el conjunto A = {a, b} satisface cada regla en R’ =
{a + ,b <« a.}, pero no es un modelo de R ya que el groundness no
se satisface. En segundo lugar el conjunto A’ = {a,b,d} satisface cada
regla en R’ = {a + ,b < a ,d + c}, pero no es un modelo de R porque
d puede no ser producido por alguna regla de R’ aplicable en A’. En
estos dos casos, la posibilidad de A y A’ debe ser 0 ya que no puede
ser un modelo absoluto, incluso si satisface cada regla en su respectivo

programa asociado.

DEFINICION 2.5.4. Sea P un programa ldégico definite posibilista y sea
7p @ 257 — [0,1] una distribucién de posibilidad. Decimos que 7 es

compatible con P si se satisfacen las siguientes condiciones:
1. A& head(App(P*, A)) = w(A) = 0.
2. App(P*, A) no es grounded = w(A) = 0.

3. A es el modelo de P* = w(A) = 1.
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4. Otro caso mp(A) <1—max,cp{N(r) | A} r*}.

PROPOSICION 2.5.5. Sea P un programa légico definite posibilista, en-
tonces la funcion

7p 1 257 = [0,1]
definida por:
1. Si A ¢ head(App(P*, A)) entonces mp(A) = 0.
2. Si App(P*, A) no es grounded entonces mp(A) = 0.

3. Si para cada r € P, A F r* entonces mp(A4) = 1.

4. En cualquier otro caso, 0< 7p(A) < lynp(A) = 1-méx,cp{N(r) | A ¥

r*}.
es la distribucion de posibilidad menor especifica.

Demostracién: Ver [24] O

Por este medio, es posible clasificar cada conjunto de &tomos con
respecto a su capacidad para ser un modelo de P. Si un conjunto de
atomos satisface la condicion en una de los dos puntos de la proposicién,
entonces no es absolutamente posible para que sea un modelo de P, de
otra forma, su posibilidad de ser un modelo se relaciona al grado de
certeza de las reglas que la falsifican.

La siguiente proposiciéon muestra el lazo que existe entre la distribu-
cién de posibilidad menor especifica y el menor modelo de la proyeccién
clésica de un modelo. En particular, sélo el modelo P* tiene una posibi-

lidad igual a 1.

PROPOSICION 2.5.6. Sea P un programa légico definite posibilista y A C

Lp un conjunto de dtomos entonces
1. wp(A) =1 siy sélosi A =Cn(P*).

2. A D Cn(P*) entonces mp(A) = 0.
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3. Cp(P*) # 0 entonces mp(0) = 1 — max,cp{N(r) | body™ (r*) = 0}.

Demostracion:

1. =] Sinp(A) = 1entonces A C head(App(P*, A)) y head(App(P*, A)) C

A, entonces para toda r € P, A | r*. Ademds, como 7p(A) > 0
tenemos que App(P*, A) es grounded. Por lo tanto, por proposicién
2.3.5 tenemos que A = C,,(P*).

<] Como A = C,,(P*) entonces tenemos que A C head(App(P*, A))
y App(P*, A) es grounded. Como App(P*, A) es grounded, enton-
ces mp(A) > 0. Ademds, tenemos que A = head(App(P*, A)), asi
que para todo r € P, A [~ r*, por lo tanto mp(A) = 1.

2. Como C,(P) C A significa que head(App(P*, A)) C A, ademds
tenemos que App(P*, A) no es grounded, entonces por proposicién

2.5.5 mp(A) = 0.

3. 0 C head{App(P*,0)} y App(P*,0) es grounded. Asi, mp(0) estd
bien definida, ahora, como C,,(P*) # @) tenemos que wp(0) = 1 —
méx,ep{N(r): 0 F£r*} =1 —méx,ep{N(r) : body™ (r*) = 0}.

O

PROPOSICION 2.5.7. Sea P un programa légico definite posibilista y
Crn(P*) el menor modelo de P*. Entonces para todo z € X tenemos

que

1. x € Cp(P*) implica que II(z) = 1y ¢ € C,(P*) implica que
II(z) = 0.

2. z ¢ C,(P*) siy sélo si Np(x) = 0.

3. x € Cy(P*) implica que Np(x) = mingcc, (p-){max,cp{N(r) | A |~
r*} |z & A}

4. Sea P’ un programa légico definite posibilista, P C P’ implica que
Np(&?) S Np/ (.I')
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Demostracion:

1. Como C,(P*) es un modelo de P, tenemos por definicién que
7p(Cn(P*)) = 1. Por lo tanto como =z € C,(P*), tenemos que
mp(x) = 1. Por otro lado, si ¢ C,(P*) podemos suponer que
mp(z) > 0. Entonces, existe A C X y x € A tal que, mp(A) >0y
ademds, A # C,,(P*) ya que z ¢ C,,(P*). Por tal motivo, debemos

de considerar los dos siguientes casos:

i) Si A # head(App(p*, A)), A € head(App(P*, A)), asi mp(4) =0
lo cual es una contradiccién.
ii) Si App(P*, A) no es un grounded, entonces mp(A) = 0, lo cual

es una contradiccién.

2. Como 7(C,,(P*)) = 1, entonces Np(x) = 0 cuando = ¢ C,(P*).
Ahora, si Np(z) = 0, entonces existe un A C X tal que x € A y
m(A) = 1. Asi, por el inciso anterior de esta proposicién tenemos

que A = C,,(P*) y este es su unico subconjunto que tiene una

posibilidad de 1. Por lo tanto, x ¢ Cy,(P*).

Np(z) = 1—méxycox{mp(A):z ¢ A}
= 17méxAgcn(p*){7rp(A) . ¢A}
= 1—-méxscc,(py{mp(A) 1z & A}, ya que x ¢ C,(P*)

Ahora, sea © € C,(P*), ya que Cp,(P*) no es vacio. Por la par-
te 3 de la proposicién 2.5.6, tenemos que existe por lo menos un

conjunto, a saber A = (), en el cual se cumple que

mp(A)=1-— I&é}g{{N(r) AT

Np(r) = 1—-maxacc,(p{l —mix,cp{N(r): AEr‘}:a ¢ A}
= mingce, (p){l —méx,cp{N(r): AFEr*} a2 g A}
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4. Si z ¢ C,(P*) entonces Np(z) = 0, esto es por el inciso 2 de
esta proposicién, y asi Np(x) < Np(z). Ahora, sea x € C,(P*)
entonces tenemos que x € Cp(P*). Y como P C P implica que

para todo A € 2%X:

méx,ep{N(r): AFEr*} < max p {N(r): AREr}
min g {meep{N() : A YY) € minggos {mdx, e pr {N(r) : A J )}
Np(@) € Nplo)

O

PROPOSICION 2.5.8. Sea P un programa légico definite posibilista, en-
tonces (ITM(P))* es el menor modelo de P*.

Demostracién: Supongamos que (ITM(P))* no es el menor modelo de
P*, entonces por la proposicién 2.5.7 inciso 2, existe un = € (IIM(P))*
tal que Np(z) = 0 lo cual es una contradiccién, ya que (z, Np(z)) €
IIM(P). O

EJEMPLO 2.5.9. Sea X = {a,b,c} y el siguiente programa posibilista
P={(a+ 0)9),(b+«+ 06),(c+a,b0,_8)}

La distribucién de posibilidad menos especifica en 2%, que es inducida

por P, es la siguiente

mp(0) = max{O 9,06} =01  7p({a}) =1 —méx{0,6} = 0,4
7Tp({b}) — méx{0,9} = 0,1 mp({a,b}) =1 — max{0,8} = 0,2
mp({c}) = (no inclusion) wp({a,c}) =0 (no inclusion)
wp({b,c}) = 0 (no inclusion) wp({a,b,c}) = 1(el modelo)

La definicién de wp asegura que es compatible y ninguna distribucién

de posibilidad menos especifica es compatible.

DEFINICION 2.5.10. Sea A el conjunto finito de todos los conjuntos de

atomos posibilistas inducidos por X y por la necesidad N, para todo,
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A, B € A, se define:

ANB = {(z,min{a,8}): (r,0) € A, (z, 6) € B}

AuB = {(z,a):(z,a)€ A,z ¢ B*} U{(z,B) : z & A*, (z,5) € B} U{(z,méx{c, 8}) : (z,
A* C B*,y

ACB &

para toda z, o, 8, (x,a) € AA (x,8) € B implica que o <

PROPOSICION 2.5.11. Sea A el conjunto finito de todos los conjuntos de
atomos posibilistas inducidos por X y por la necesidad N, para todo,

A, B € A, tenemos lo siguiente:

1. VA,B e A, AT B es el sup{A, B}.

2. VA,Be€ A, AU B es el inf{A, B}.

3. 1=( es el elemento minimal de A.

4. T={(z,méx{a:a € N} :z € X} es el elemento maximo de A.
y asi, (A, C) es una lattice completa.
Demostracion: [24] O

DEFINICION 2.5.12. Sea 7 = (¢ + a4, ..., an,a) una regla posibilista y

sea A un conjunto de dtomos posibilistas, decimos que:

1. res S-aplicable en A con 8 = min{«, ay,...,a,}si{(a,a1),..., (an,an)} C
A.

2. r es 0-aplicable de otra forma.

Y asi, para todo x definimos:
App(P,A,z) = {r € H(P,x),r es 3 — aplicable en Ay 3> 0}

DEFINICION 2.5.13. Sea P un programa légico definite posibilista y A
un conjunto de dtomos posibilistas. El Operador consecuencia inmediata
posibilista, denotado por II7Tp, mapea un conjunto A, de dtomos posibi-

listas, mediante la siguiente regla:
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(x,8) :x € head(P*), App(P, A, x) # ()

Tp(A) =
0 = MX,c App(P,A,2)108 : 7 es B — aplicable en A}

Asi, el operador iterado 117} estd definido por
N73 =0 y UTp™ = UTp(IITE),Yn > 0

PROPOSICION 2.5.14. El operador IITp es mondtono, es decir, si A C B
implica que

IITp(A) C IITp(B)
Demostracion: ]

PROPOSICION 2.5.15. Sea P un programa légico definite posibilista, en-
tonces IITp tiene un punto fijo U,>oII7T5 al cual llamaremos el conjunto

de las consecuencias posibilistas de P y lo denotaremos por I1C,,(P).
Demostracién: [24] O

EJEMPLO 2.5.16. Sea X = {a,b,¢,d} y considere el siguiente programa

posibilista P
P={(a+08),(b+ a0,6),(d+ a0,5),(d+ c09)}
IC,(P) = {(a 0,9),(b 0,6), (c 0,6)}

TEOREMA 2.5.17. Sea P un programa légico definite posibilista entonces,
IC,(P) = IIM(P).

Demostracion:

C ] Sea P un programa 16gico definite posibilista y sea Np su medida
de posibilidad asociada, probaremos que IIC,, (P) C IIM (P). Por
definicién de IIC,,(P) tenemos que este es el menor punto fijo de
IITp asi, para toda € X y (z a) € I[IC,(P) con a € N implica
que o > 0.
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Supongamos que Np(z) = o' > a. Como z € C,,(P) tenemos que

Np(z) = jrelgr}({%ag{N(r) CAErth e g A =d

entonces para toda A € 2% con z € A, méx,cp{N(r) : A}
r*} > o. Lo cual implica que para todo conjunto A € 2%, con
x ¢ Aexiste,unr € Ptal que AfEr*y N(r) > o'.

Por lo tanto, usando esta tltima regla para cada paso i, podemos
construir dos sucesiones maximal (A4;) y (r;), tal que para todo @

con0>i>k, od Al y head(r}) # x.

Si Ag = 0, existe 79 € P tal que A} b= iy n(ro) > o
A1 = {(head(ry) n(ro))} = existe r1 € P tal que A} & riy n(r1) > o

A = {(head(r§) n(ro)), ..., (head(r;_,) n(rr—1))}
entonces existe 1, € P tal que A} = riy n(rg) > o
A1 = {(head(r§) n(ro)), ..., (head(r}) n(ry))}

(ro,...,r) es maximal, es decir, no existe r € P tal que head(r*) #

xry A}, £ r. Pero como

v & Ay, App1 THC,(P) y x € IIC, (P)”

tenemos que, para todo r € P
Aj 1 £ r implica que head(r”) = x
y en particular, tenemos que

existe p € P tal que Aj_, £ p* con n(p*) > o' y head(p*) = x.

Asi, para todo (y 8) € Agy1 con B8 > o y como n(p*) > o te-
nemos que (head(p*) v) = (z v) € HC,(P) con v > o > a.
Lo cual contradice el hecho de que (z a) € IIC,(P), ya que
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IIC,,(P) = Up>oIITE (D). Por lo tanto nuestra primera suposicién
de que Np(z) = &’ > a, es falsa y por lo tanto Np(z) < a.
Ademas, tenemos que (z «) € IIC,, (P) implica que existe P’ C P,
tal que (z «) € IIC,(P’') con P’ minimo, es decir, que para todo
P’ C P (z a) ¢ I1C,(P). Entonces, para toda r € P, N(r) > a,
asi Np/(x) > a y por lo tanto Np(z) > a.

Por lo tanto, Np(z) = ay (z o) € IIM(P), y finalmente IIC,, (P) C
1M (P).

I

] Ahora, probaremos que IIC,,(P) D IIM(P). Por el inciso 2 de la
proposicién 2.5.7 tenemos que = & C,,(P*), siy sélo si, Np(z) =0,
yx & C,(P*) siy sblo si, no existe un 8 con 8 > 0 tal que
(x B) € TIC,,(P). Por otro lado Np(x) = 0, si y sélo si, no existe 3
con 3 > 0 tal que (z 8) € IIM(P).

Con lo anterior, tenemos que, para cualquier x € X, existe g > 0
tal que (z B) € IIC,(P), si y sblo si, existe 8 > 0 tal que (z 3) €
IIM(P). Asi, si para todo z € X, (z ) € IIM(P) con o« > 0
entonces, existe 8 > 0 tal que (z B) € IIC,(P), lo cual implica
que, existe 8 > 0 tal que (z ) € IIM(P). Entonces, 5 = a ya que
IIM(P) = {(z Np(x))} implica que (z o) € IIC,,(P). Por lo tanto,
IC,(P) D IIM(P).

O

2.6. Programas Légicos Normales Posibilis-

tas

DEFINICION 2.6.1. Sea P un programa légico normal posibilista y A un
conjunto de atomos. El reducto posibilista de P, con respecto a A, es el
programa légico definite posibilista

PA={(+* ,N(r)):r € P, r no es blocked por A}
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Por este camino, la definiciéon de un modelo estable posibilista es

natural.

DEFINICION 2.6.2. Sea P un programa légico normal posibilista y S un
conjunto de dtomos posibilistas. S es un modelo estable posibilista de P

siy sélo si S = IIC,, (P57).

EJEMPLO 2.6.3. Sea el ejemplo 2.2.1. Consideremos la siguiente escala
de certeza: 1 como absolutamente cierto; 0,9 como casi cierto; 0,7 como
menos cierto y 0,3 como poco cierto. Aplicando esta informacién a de los
niveles de certeza al programo P obtenemos un programa légico normal

posibilista

ml + el,not m2 1) (m2 < e2,not ml 1)
cl +mlel 0,7) (2 + m2,e2 0,3)
el + 0,9) (e2+ 0,7)

1+ ml,m2 1)

(
.
med (

(

Las dos primeras reglas (adecuacién e incompatibilidad de los me-
dicamentos) son consideradas absolutamente ciertas. La tercera (resp.
cuarta) regla expresa que estamos casi (resp. poco) ciertos de la eficacia
del fédrmaco ”"ml” (resp. farmaco 2 "m2”). Las dos ultimas reglas indi-
can que el diagndstico de la enfermedad .°1” (resp. enfermedad 2 .°2”)

es casi (resp. casi menos) cierta. Asi, P/ . tiene dos modelos estables

posibilistas:

Sy = {(e1 0,9), (2 0,7), (m1 0,9), (c1 0,7)}
Sy = {(e1 0,9), (2 0,7), (m1 0,7), (2 0,3)}

Por lo tanto, el médico puede observar que tiene una alternativa. Por
un lado, puede casi sin duda dar el medicamento m1 y estar casi menos
seguro de que el paciente se va a curar de la enfermedad el. Por otro

lado, puede dar el medicamento m2 de una manera casi menos segura
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y el paciente se curara de la enfermedad .¢2”, pero el médico estd poco
cierto de que esto suceda. Sin embargo, si el médico considera que la
enfermedad e2 es muy grave, tal vez va a elegir el medicamento m2
incluso si el grado de certeza es menor. Por esto es interesante para
obtener y mantener los dos modelos estables en el cual cada conclusién

se pondera con un grado de certeza.

PROPOSICION 2.6.4. Sea P un programa légico normal posibilista, tene-

mos las siguientes afirmaciones

1. Sea A un modelo estable posibilista de P y sea o € N, entonces

(z o) € Asiy sblosi @ = Npa=(z).

2. Sea A un modelo estable de P*, entonces {(x Npa(x)) : z €
X, Npa(z) > 0} es un modelo estable posibilista de P.

3. Sea A un modelo estable posibilista de P, entonces A* es un modelo

estable de P*.

Demostracion:

1. Por definicién 2.6.2 A es el conjunto de consecuencias posibilistas
de PA".

2. Primero, notemos que (P4)* = (P*)? y que P“ es un programa
l6gico definite posibilista, por lo cual tenemos lo siguiente:
i) para toda € X, Npa > 0 implica que 2 € C,,((P4)*) por la

proposicién 2.5.7 y asi x € C,,((P*)?). Por lo tanto, z € A ya que
A= C,((P*)?) (A es un modelo estable de P*).

ii) para toda z € X, 2 € A implica que € C,((P*)*) pues
A es un modelo estable de P*, y asi € C,((P%)*). Asi, por la
proposicién 2.5.7 Npa(z) > 0.

Por lo tanto, {z € X, Npa > 0} = A y entonces

{(x Npa(z)) : € X,Npa >0}"=A
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Denotemos por S = {(x Npa(z)) : € X, Npa >0} y como P4

es un programa légico definite posibilista, tenemos que:
S =TIM(P*), siy slo si S = I1C, (P?), si y sélo si S = I1C,(P")

Por lo tanto, S = {(x Npa) : x € X,Npa > 0} es un modelo
estable de P.

3. Si A es un modelo estable posibilista de P, asi lo es también un
modelo posibilista de PA". Asi, A* es el modelo de (P4")*, por lo
tanto A* es un modelo estable de P*.

O

Esté proposicién muestra que existe un mapeo uno a uno entre los
modelos estables posibilistas de un programa légico normal P y los mo-

delos estables de su proyeccion clasica P*.

2.6.1. Programa Loégico Normal Posibilista Inconsis-

tente

Una caracteristica de la Légica Posibilista es su capacidad para ma-
nejar la inconsistencia de un conjunto de férmulas. Eso propone una
manera de restaurar la consistencia de un conjunto de férmulas supri-
miendo las férmulas menos certeras (o preferidas), aquellas que tienen un
grado de certeza mayor. Presentamos aqui una idea analoga para hacer
frente con programas logicos normales inconsistentes. La idea bésica es

considerar que cada regla en el programa dado tiene un grado de certeza.
DEFINICION 2.6.5. Sea P un programa légico normal posibilista
- el a—corte estricto de P es el subprograma P~ = {r € P|N(r) > «}
- el grado de corte consistente de P es

0 si P es consistente
ConsCutDeg(P) =

mingen {@|P>o €5 consistente} otro caso
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El grado de corte consistente de un programa légico normal posibi-
lista P define el minimo nivel de certeza para el cual un a—corte estricto

es consistente.

EJEMPLO 2.6.6. Sea P el siguiente programa légico normal posibilista

(c+ 1) (f + not e,not f 0,8)
P: (e<+ notb0,8) (a < not a,not b 0,7)
(d < ¢,not d 0,6) (b<+ c0,5)

Entonces ConsCutDeg(P) = 0,7 ya que Psg = P, P~o5 y Py, son
inconsistentes y Psq,7 es consistente. Remarquemos que P g es incon-
sistente. Este ultimo punto ilustra una notable diferencia entre la légica
cldsica y la semantica de los modelos estables. En la légica clasica cada
subconjunto de un conjunto consistente de férmulas es consistente. Pero,
un subconjunto de un programa normal consistente no necesariamente es

consistente y esto se debe a la naturaleza no monétona del formalismo.

DEFINICION 2.6.7. Sea P un programa légico normal posibilista, su grado

de inconsistencia es

I Deg(P) =1 — mé A
neonsDeg(P) = 1~ mix {rp(4))

Este grado de inconsistencia puede ser usado para caracterizar un
programa légico normal posibilista inconsistente y para definir un corte
de un programa légico normal posibilista inconsistente que ain es un

super conjunto del subprograma consistente que deseamos obtener.

PROPOSICION 2.6.8. Sea P un programa légico normal posibilista, en-

tonces

1. P es inconsistente si y sélo si InconsDeg(P) > 0.

2. InconsDeg(P) < ConsCutDeg(P).

Demostracion:
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1. Si InconsDeg(P) = 0, entonces maxcox {mp(A)} = 1. luego
Cp(P) es un modelo.

2. Si P es consistente, entonces por el primer inciso de esta proposicion
tenemos que InconsDeg(P) = 0. Ahora, sea P un programa légico
normal posibilista inconsistente. Como N es un conjunto finito,
podemos considerar a N' = {ay,...,a,} tal que para toda i, 1 <

1< ny o <1, denotando P; = P, para toda i, 1 <7 < n.

Sea ap, = ConsCutDeg(P), asi Py es consistente y por lo cual
existe A € 2% donde A es un modelo estable de (Py)*. Tenemos
que P4 = (P,)? U P'4 y mostraremos que P4 # (). Supongamos
que P'4 = (), entonces C,,(P?) = C,((Py)") = A,de donde A es
un modelo estable de Px(A). Asi, A es un modelo estable de P,
lo cual es una contradiccion ya que P es inconsistente y por tanto
P'A £ ().

Como A es un modelo estable de (Py)#, entonces para toda r €
(P)?, A = r* y para toda r € P4 N(r) < ag, todo esto
implica que méxp,jaypa{N(r) : A = r*} < ap. Entonces,
Tpyaupa(A) = 1 — méx,epyavpa{N(r) : A} >1-
ayg. Ast, Tp(A) = mpa(A) = m(pyaupa = 1 — ag. Por lo cual,

méx 4cox Tp(A) > 1 — ag. Por lo tanto

InconsDeg(P) =1 — méx {7p(A)} < ar = ConsCutDeg(P).

Ae2X

O

DEFINICION 2.6.9. Sea P un programa légico normal posibilista, defini-

mos la funcién cut(P) como:

P si InconsDeg(P) =0
cut(P) = 9(P)
CUt(P>InconsDeg(P)) en otro caso

PROPOSICION 2.6.10. Sea P un programa légico normal posibilista, en-

tonces C'U/t(P) = P>ConsCutDeg(P)~
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Demostracion: Sea P un programa légico normal posibilista. Si P es in-
consistente, entonces Psconscutpeg(p) = Py InconsDeg(P) = 0, por lo
tanto, por la definicién anterior tenemos que cut(P) = PsconsCutDeg(P)-

Ahora, sea P un programa légico normal posibilista, entonces 0 <

InconsDeg(P) < ConsCutDeg(P) lo cual implica que:

P>ConsCutDeg(P) - P>ConsCutDeg(P) cP

Asi, cada vez que aplicamos cut, reducimos el ntimero de reglas en el
programa dado eliminando las reglas menos ciertas. Ademds, el resultado
es siempre un super conjunto de P conscutpeg(p)- Donde el ntimero de
reglas en P es finito y todos los super conjuntos de P conscutDeg(p) SON
inconsistentes, entonces cut para y regresa P consCutDeg(P) después de

un nuimero finito de aplicaciones. O

Cuando P es inconsistente PsconscutDeg(p) €S €l subprograma con-

sistente de P que queremos calcular.

EJEMPLO 2.6.11. Continuando con el programa P del ejemplo 2.6.6,
tenemos que InconsDeg(P) = 0,7. La primera aplicacién de la funcién

cut es suficiente para calcular el submodelo maximal consistente de P:

Asi,

cut(P) ={(c 1); (f + not e,not f 0,9); (e + not b 0,8)}
Y por tanto, cut(P)* tiene un modelo que es {c,e}.

Asi, con lo anterior se muestra la relacién existente entre la Légica

Posibilista y los programas Légicos.
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Conclusiones

Se present6 una descripcién detallada de la teoria de la posibilidad
Estandar y Generalizada. Ademads, de un teorema que hace a la Légica
Posibilista Estandar Robusta y Completa. Generalizando este resultado

en una semantica adecuada a la inconsistencia de la Logica Posibilista.

El desarrollo de la Programacion Légica en los tltimos 40 anos ha
sido relevante permitiendo el desarrollo de Answer Set Programing y los
Programas Logico Posibilistas, en diferentes dreas de estudio como es el

caso de la medicina.

Ademsds, se da una breve resefia acerca de la caracterizacién de los
programas logicos. Asi como la definicién de modelos estables para pos-
teriormente ver su comportamiento ponderandole a cada cldusula del
programa un grado de posibilidad y asi obtener los programas légicos

posibilistas.

Se muestra la caracteristica de la Légica Posibilista para manejar la
inconsistencia de un conjunto de férmulas, restaurando la consistencia
de un conjunto de férmulas supliendo las menos certeras por aquellas de

mayor certeza.
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