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Introducción

La incertidumbre es un atributo de la información. El trabajo pionero

de Claude Shannon [3] en Teoŕıa de la Información condujo al consenso

universal de que la información por naturaleza es estad́ıstica; como con-

secuencia, el tratamiento de la incertidumbre se relegó a la Teoŕıa de la

Probabilidad.

Tversky y Kahneman hicieron notar en [1], que muchas de las deci-

siones que tomamos en nuestra vida cotidiana están basadas en creencias

que involucran la probabilidad de ciertos eventos. De hecho, de manera

común usamos oraciones del tipo “creo que. . .”, “es probable que . . .”,

“es posible que . . .”, etc., para sustentar nuestras decisiones. En este tipo

de oraciones, usualmente nos valemos de nuestra experiencia o sentido

común. No es sorprendente pensar que el razonamiento basado en este

tipo de oraciones pueda alcanzar conclusiones sesgadas. Sin embargo,

estas conclusiones pueden reflejar la experiencia o el sentido común de

un experto.

Pelletier y Elio señalaron en [18] que las personas simplemente tienen

tendencia a ignorar cierta información debido a la necesidad (evolutiva)

de tomar decisiones rápidamente. Esto da origen a sesgos en los juicios

que involucran lo que “realmente” quieren hacer. En vista del hecho de

que sabemos que el razonamiento basado en oraciones que están cuantifi-
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viii INTRODUCCIÓN

cadas con probabilidades relativas podŕıan capturar nuestra experiencia

o sentido común, la pregunta es, ¿cómo podŕıan estas oraciones ser captu-

radas por sistemas reales de aplicación, como los sistemas multiagentes?

El presente trabajo está fuertemente apoyado en [10]. En ese trabajo,

la Lógica Posibilista fué creada por Didier Dubois y Henri Prade [10], la

cual emerge de la Teoŕıa de la Posibilidad de Zadeh [22]. En [10] se inclu-

ye una axiomatización para la Lógica Posibilista y un método extendido

basado en resolución, el cual es viable de ser implementado computacio-

nalmente. También ofrece un marco para representar el estado parcial

de ignorancia, debido al uso de un par de funciones, una denominada

medida de necesidad y la otra medida de posibilidad.

De acuerdo con Nicolas et al. [24], la Lógica Posibilista provee una

maquinaria completa y robusta para manejar incertidumbre cualitati-

va con respeto a una semántica expresada por medio de distribuciones

de posibilidad, las cuales ordenan en una escala las posibles interpre-

taciones. Nicolas menciona que en la Lógica Posibilista se maneja la

incertidumbre por medio de interpretaciones clásicas bivaluadas (falso o

verdadero) que pueden ser en mayor o en menor grado certeras o po-

sibles. En Lógica Posibilista no interesa representar la vaguedad en un

contexto multivaluado, en cambio; se permanece en el contexto de la

Lógica Clásica a la cual se le agrega una forma de graduar la confianza

que se tiene en cada uno de los fragmentos de información [24].

Además, en [24], se propuso una combinación entre Answer Set Pro-

gramming (ASP) [2] y Lógica Posibilista [10]. En el sistema propuesto

se puede manejar la incertidumbre. El enfoque de Nicolas se basa en el

concepto de modelo estable posibilista para definir una semántica para

programas lógicos normales posibilistas. Un punto débil de este enfoque

es que descansa en la expresividad de los programas lógicos normales.
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La Lógica Posibilista es una lógica que utiliza medidas de incertidum-

bre para razonar con evidencia incompleta y conocimiento parcialmente

inconsistente. En un nivel sintáctico se trabaja con fórmulas de lógica

proposicional o de una lógica de primer orden, a las que se les asig-

na un número en el intervalo [0, 1], aunque en general podŕıa asignarse

cualquier elemento de un conjunto totalmente ordenado. Estas cotas in-

feriores son llamadas grados de necesidad o grados de posibilidad de las

fórmulas correspondientes. En [22] Zadeh introduce la medida de posi-

bilidad como un ı́ndice escalar que evalúa la consistencia de una propo-

sición difusa respecto al estado de conocimiento expresado por medio de

una restricción difusa. Una restricción difusa es un conjunto difuso de

valores posibles y su función membreśıa es llamada una distribución de

posibilidad. Después, la noción dual de certeza [21] o de necesidad [6]

fué introducida como una evaluación escalar de la fuerza de restricción

de una proposición difusa a través de una restricción dada.

El trabajo de tesis está distribuido de la siguiente manera: en el

Caṕıtulo 1 son presentadas las relaciones de posibilidad que son la base

para las medidas de posibilidad y de necesidad. Se incluyen los aspectos

formales que constituyen la Lógica Posibilista, donde las fórmulas son

valuadas por una cota inferior en su grado de necesidad. Después, se

considera una Lógica Posibilista general en el sentido de que sus fórmu-

las pueden tener pesos sobre una cota inferior, denominados grado de

necesidad y grado de posibilidad. También se introduce un teorema de

robustez y completitud. Posteriormente, en el Caṕıtulo 2 se presentan las

definiciones básicas de la programación lógica, aśı como la teoŕıa de Ans-

wer Set Programming. Finalmente, presentamos la programación lógica

posibilista, cuyas cláusulas presentan un peso de necesidad permitiendo

la presencia de inconsistencia en los conjuntos de fórmulas.
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Caṕıtulo 1

Lógica Posibilista

1.1. Lógica Posibilista Estándar

1.1.1. Teoŕıa de la Posibilidad

El objeto básico de la teoŕıa de la posibilidad es la distribución de

posibilidad, la cual es una función π que le asigna a cada elemento de

un conjunto U, de alternativas, un grado de posibilidad, π(u) ∈ [0, 1],

de ser el estado actual de las cosas, es decir, la realidad. La función

de posibilidad es la representación numérica de lo que se sabe acerca

del valor de alguna cantidad x que toma valores en el conjunto U . La

función πx representa los valores más o menos plausibles para la cantidad

desconocida x. Se asume que x puede tomar un sólo valor.

Adoptamos las siguientes convenciones

πx(u) = 0, para algún u ∈ U , significa que x = u es imposible.

πx(u) = 1, significa que x = u está completamente posible.

πx(u) > πx(u′), significa que x = u es preferible a x = u′.

Además, asumiremos que las πx están normalizadas, esto es, πx(u) =

1 para algún x ∈ U , lo cual significa que en U, existe al menos un valor

de x que es completamente posible.

1



2 CAPÍTULO 1. LÓGICA POSIBILISTA

Ejemplo 1.1.1. La distribución de posibilidad más simple es la función

caracteŕıstica de un subconjunto E de U . Considere la función πx : U −→
[0, 1], definida por

πx(u) =

 1 si u ∈ E
0 en otro caso

Esta distribución representa la situación de que todo lo que se sabe

sobre el valor de la variable x es que no puede pertenecer al complemento

de E. Este tipo de distribución surge de manera natural cuando se quiere

representar, por ejemplo, que “estamos en el mes de Febrero”. En este

caso se tiene que U = { 1 de Enero, 2 de Enero, . . . , 31 de Diciembre},
x es la variable que representa el d́ıa actual y E = { 1 de Febrero, 2 de

Febrero, . . . , 28 de Febrero}1.

Ejemplo 1.1.2. Considere los conjuntos U = {(a, b), [a, b), (a, b], [a, b] | a <
b y a, b ∈ R}, E = {(a, b) | a < b y a, b ∈ R} y la afirmación “el con-

junto A no es intervalo abierto”. Esta afirmación se puede representar

mediante la función caracteŕıstica πA : U −→ [0, 1], dada por:

πA(u) =

 0 si u ∈ E
1 en otro caso

Esta forma de representar el conocimiento es más natural que sim-

plemente asignar un valor a la variable x, ya que permite introducir la

incertidumbre.

Definición 1.1.3. [26] Sean πx y π′x dos distribuciones de posibilidad.

Se dice que πx es más espećıfica que π′x si y sólo si πx < π′x, es decir, si

y sólo si ∀u ∈ U, πx(u) < π′x(u).

La especificidad se refiere al nivel de precisión de una distribución de

posibilidad. Si existe u0 ∈ U tal que πx(u0) = 1 mientras que πx(u) = 0

1No se están considerando años bisiestos.
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para u 6= u0, entonces decimos que el estado de conocimiento es com-

pleto (sabemos que x = u0). Similarmente, se tiene un estado de total

ignorancia cuando πx(u) = 1 para todo u ∈ U .

Definición 1.1.4. (Principio de Mı́nima Especificidad) [10] Dado un

conjunto de restricciones que acotan el valor de x, se debeŕıa escoger πx

de tal forma que le asigne a cada u ∈ U el máximo grado de posibilidad

acorde con las restricciones.

Definición 1.1.5. Dado U 6= ∅, una medida de posibilidad en U es una

función Π que asocia a cada subconjunto A ⊆ U un número Π(A) ∈ [0, 1],

satisfaciendo:

Π(∅) = 0

Π(U) = 1

Π(
⋃
i∈I

Ai) = sup
i∈I

Π(Ai)

para un conjunto de ı́ndices I.

Una medida de posibilidad se puede obtener de una distribución de

posibilidad πx, definiendo ∀u ∈ U , πx(u) = Π({u}). En particular, tene-

mos

Π(A) = sup
u∈A

πx(u)

Π(A) expresa en qué medida existe un valor u ∈ A que pueda presentarse

como valor de x. La función dual de la función Π es llamada una medida

de necesidad, denotada por N y se define como [6]:

N(A) = 1−Π(A) = ı́nf
u6∈A
{1− πx(u)}

donde A es el complemento de A. N(A) evalúa en qué medida todos los

posibles valores de x pertenecen a A, es decir, en qué medida uno está

seguro de que x pertenece a A.

Lema 1.1.6. Sean A y B conjuntos, se tiene que

sup {A ∪B} = max {supA, supB}

.
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Proposición 1.1.7. Sean A,B ⊆ U , entonces tenemos que:

1. Π(A ∪B) = max {Π(A),Π(B)}

2. N(A ∩B) = min {N(A), N(B)}

3. Π(A ∩B) ≤ min {Π(A),Π(B)}

4. N(A ∪B) ≥ max {N(A), N(B)}

5. min
{
N(A), N(A)

}
= 0

6. max
{

Π(A),Π(A)
}

= 1

Demostración: Sean A,B ⊂ U

1) Π(A ∪B) = sup
u∈A∪B

πx(u)

= sup {πx(u) | u ∈ A ∪B}
= sup {πx(u) | u ∈ A ó B}
= sup {{πx(u) | u ∈ A} ∪ {πx(u) | u ∈ B}} por Lema [?]

= max {sup {πx(u) | u ∈ A} , sup {πx(u) | u ∈ B}}
= max {Π(A),Π(B)}.

2) N(A ∩B) = 1−Π(A ∪B)

= 1−max
{

Π(A),Π(B)
}

= min
{

1−Π(A), 1−Π(B)
}

= min {N(A), N(B)}.

3) Por definición, Π(A ∩ B) = sup
u∈A∩B

πx(u). Ahora, supongamos que

el supremo se alcanza en u∗, es decir, Π(A∩B) = πx(u∗). Además,

Π(A) = sup
u∈A

πx(u) ≥ π(u∗) y Π(B) = sup
u∈A

πx(u) ≥ π(u∗), lo cual

implica que min {Π(A),Π(B)} ≥ π(u∗) = Π(A ∩B).
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4) N(A ∪B) = 1−Π(A ∪B)

= 1−Π(A ∩B) ≥ 1−min
{

Π(A),Π(B)
}

= max
{

1−Π(A), 1−Π(B)
}

= max {N(A), N(B)}.

5) min
{
N(A), N(A)

}
= min

{
1−Π(A), 1−Π(A)

}
= 1−max

{
Π(A),Π(A)

}
= 1−Π(A ∪A) = 1−Π(U) = 0.

6) max
{

Π(A),Π(A)
}

= Π(A ∪A) = Π(U) = 1.

1.1.2. Lógica Posibilista Estándar. Fórmulas con Va-

luación de Necesidad

En [10] se introduce una axiomatización y un método de refutación

basado en resolución extendida, que es viable de ser implementado en

una computadora y que soporta inconsistencia parcial, para la Lógica

Posibilista.

Entre las aplicaciones de la Lógica Posibilista se encuentran:

1. Razonamiento No-Monótono [7, 9], razonamiento con reglas default

[27].

2. Revisión de creencias [4].

3. Se puede usar la programación lógica para crear la Programación

Lógica Posibilista, la cual es particularmente útil cuando se trata

con incertidumbre o con optimización min-max. Los detalles for-

males sobre la semántica declarativa y de procedimientos de los

programas lógicos posibilistas se pueden encontrar en [11]. Algu-

nas extensiones que incorporan la negación por falla se pueden

encontrar en los trabajos de Wagner [15].
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En [15] se demuestra que los programas lógicos normales, bajo la

semántica de modelos estables de Gelfond y Lifschitz, se pueden sumer-

gir en programas lógicos difusos bajo su semántica estable y que los

programas lógicos extendidos, bajo la semántica de Answer Set de Gel-

fond y Lifschitz, se pueden sumergir en programas lógicos posibilistas

bajo su semántica estable.

En [14] se muestra que los conceptos de Answet Set Programming

y Lógica Difusa se pueden combinar en un solo esquema llamado Fuzzy

Answer Set Programming (FASP). Ah́ı, también se muestra que este

enfoque es una extensión de Answer Set Programming tradicional, a

diferencia de otros enfoques.

En las fórmulas de la Lógica Posibilista Completa, los pesos son cotas

de una medida de necesidad o de posibilidad a diferencia de la Lógica

Posibilista Estándar cuyos pesos sólo son de necesidad. En la Lógica

Posibilista Completa, el conocimiento incierto se expresa en términos

de proposiciones calificadas de certeza o calificadas de posibilidad. La

Lógica Posibilista Estándar trata con objetos sintácticos que expresan

desigualdades que resultan de este tipo de proposiciones. En lo que si-

gue hablaremos sobre la llamada Lógica Posibilista Estándar, la cual

es un fragmento de la Lógica Posibilista Completa, que trata sólo con

proposiciones calificadas de certeza.

En la Lógica Posibilista Estándar los conceptos de satisfacción y

consecuencia lógica están definidos en términos de distribuciones de po-

sibilidad sobre el conjunto de “mundos clásicos”. Una distribución de

posibilidad π es una función de Ω (el conjunto de todos los mundos po-

sibles) a [0, 1], π(ω) refleja cuan posible es que ω sea el “mundo real”.

Cuando π(ω) = 1 (resp., π(ω) = 0) entonces es completamente posible

(resp., imposible) que ω sea el mundo real. Una distribución de posibili-

dad está normalizada si y sólo si ∃ω tal que π(ω) = 1.
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1.1.3. Lenguaje

La medida de posibilidad Π inducida por π es una función de L (un

lenguaje lógico proposicional) a [0, 1] definida por

Π(ϕ) = sup {π(ω) : ω |= ϕ}

La medida de necesidad (dual) N inducida por π se define como:

N(ϕ) = 1−Π(¬ϕ) = inf {1− π(ω) : ω |= ¬ϕ}

Proposición 1.1.8. Si N es una medida de necesidad inducida por π,

se cumplen las siguientes propiedades:

N(>) = 1, donde > es la constante lógica “top”

N(ϕ ∧ ψ) = min {N(ϕ), N(ψ)}

N(ϕ ∨ ψ) ≥ max {N(ϕ), N(ψ)}

Si ϕ |= ψ entonces N(ψ) ≥ N(ϕ).

Demostración:

1) N(>) = 1−Π(¬>) = 1−Π(⊥)

= 1− sup {π(ω) : ω |= ⊥}
= inf {1− π(ω) : ω |= ⊥}
= inf ∅ = 1.

2) Para esta parte de la prueba utilizaremos la siguiente propiedad

sup(A ∪B) = sup({sup(A), sup(B)}). Aśı,

N(ϕ ∧ ψ) = 1−Π(¬(ϕ ∧ ψ))

= 1−Π(¬ϕ ∨ ¬ψ)

= 1− sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ ∨ ¬ψ}
= 1− sup {{π(ω) : ω |= ¬ϕ} ∪ {π(ω) : ω |= ¬ψ}}
= 1− sup {sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ} , sup {π(ω) : ω |= ¬ψ}}
= inf {1− sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ} , 1− sup {π(ω) : ω |= ¬ψ}}
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= inf {N(ϕ), N(ψ)} = min {N(ϕ), N(ψ)}.

3) En esta parte de la prueba utilizaremos la siguiente propiedad

sup(A∩B) ≤ min({supA, supB}), lo cual implica que 1− sup(A∩
B) ≥ 1−min({supA, supB}). Aśı,

N(ϕ ∨ ψ) = 1−Π(¬(ϕ ∨ ψ))

= 1− sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ ∧ ¬ψ}
= 1− sup {{π(ω) : ω |= ¬ϕ} ∩ {π(ω) : ω |= ¬ψ}}
≥ 1−min {sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ} , sup {π(ω) : ω |= ¬ψ}}
= max {1− sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ} , 1− sup {π(ω) : ω |= ¬ψ}}
= max {N(ϕ), N(ψ)}.

4) Por hipótesis tenemos que ϕ |= ψ, entonces toda ω tal que ω |= ϕ,

satisface que ω |= ψ. Aśı, tenemos que, ω 6|= ψ implica ω 6|= ϕ, es

decir, que ω |= ¬ψ implica ω |= ¬ϕ. Por lo tanto {ω : ω |= ¬ψ} ⊆
{ω : ω |= ¬ϕ}. Aśı, {π(ω) : ω |= ¬ψ} ⊆ {π(ω) : ω |= ¬ϕ}. Por en-

de, sup {π(ω) : ω |= ¬ψ} ≤ sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ}. Aśı,

1− sup {π(ω) : ω |= ¬ψ} ≥ 1− sup {π(ω) : ω |= ¬ϕ} ,

y

N(ψ) ≥ N(ϕ).

Definición 1.1.9. Una fórmula con valuación de necesidad (también

llamada fórmula posibilista estándar) es un par (ϕ α), donde ϕ es una

fórmula proposicional clásica y α ∈ (0, 1]. El par (ϕ α) expresa que ϕ

es cierta al menos desde un grado α, esto es, N(ϕ) ≥ α, donde N es

una medida de necesidad que modela el estado de conocimiento [10]. A

la constante α se le conoce como la valuación (o peso) de la fórmula y

se denota como val(ϕ).
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Una base de conocimiento con valuación de necesidad (o también

llamada base de conocimiento posibilista estándar) F se define como

un conjunto finito de fórmulas con valuación de necesidad. Denota-

mos por F∗ al conjunto de fórmulas clásicas que se obtiene de F de

la siguiente manera: si F = {(ϕi αi) | i = 1, . . . , n} entonces, F∗ =

{ϕi | i = 1, . . . , n}. A F∗ se le llama la proyección clásica de F .

Una base de conocimiento posibilista estándar también puede ser

vista como una colección anidada de fórmulas clásicas: si α es cualquier

valuación entre [0,1], definimos el α−corte Fα y el α−corte estricto Fα
como:

Fα = {(ϕ β) ∈ F | β ≥ α}

Fα = {(ϕ β) ∈ F | β > α}

y sus proyecciones clásicas son F∗α y F∗α, es decir,

F∗α = {ϕ | (ϕ β) ∈ F , β ≥ α}

F∗α = {ϕ | (ϕ β) ∈ F , β > α}

Decimos que una distribución de posibilidad π satisface a la fórmula

posibilista estándar (ϕ α), si y sólo si N(ϕ) ≥ α, donde N es la medida

de necesidad inducida por π. Usaremos la notación π |= (ϕ α). Una dis-

tribución de posibilidad π satisface una base de conocimiento posibilista

estándar F = {(ϕi αi) | i = 1, . . . , n} si y sólo si ∀i π |= (ϕi αi). Esto

lo denotaremos por π |= F . Si π |= (ϕ α) es verdadera para toda π, lo

denotaremos por |= (ϕ α) y diremos que (ϕ α) es válida.

Definición 1.1.10. Una fórmula posibilista estándar φ es una conse-

cuencia lógica de una base de conocimiento posibilista estándar F , si y

sólo si para cualquier π que satisfaga a F , se tiene que también π satis-

face a φ, esto es, para todo π se tiene que si π |= F entonces π |= φ. Esto

se denota como F |= φ.

Supongamos que tenemos el siguiente problema [10]. Sea F una ba-

se de conocimiento posibilista estándar y sea ϕ una fórmula clásica que
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deseamos deducir de F hasta cierto grado; tenemos que calcular la va-

luación más alta α (esto es, la mejor cota inferior de una medida de

necesidad) de manera que (ϕ α) sea una consecuencia lógica de F , esto

es, calcular

V al(ϕ,F) = sup {α ∈ (0, 1] : F |= (ϕ α)} .

Un resultado fundamental de la deducción a partir de bases de co-

nocimiento posibilistas estándar es que siempre existe una distribución

de posibilidad menos espećıfica que satisfaga una base de conocimiento

posibilista estándar F . A saber, si F = {(ϕi αi) : i = 1, . . . , n} enton-

ces la distribución de posibilidad menos espećıfica πF que satisface F se

define como

πF (ω) =

 1 si ω |= ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ · · · ∧ ϕn
1−max {αi | ω |= ¬ϕ, i = 1, . . . , n} en otro caso

Presentamos el siguiente ejemplo [10].

Ejemplo 1.1.11. Dada la siguiente base de conocimiento

F = {(ϕ 0.7), (¬ϕ ∨ ψ 0.4)}

se calculará la distribución de posibilidad menos espećıfica:

Primero, Ω = {∅, {ϕ} , {ψ} , {ϕ,ψ}}. Aśı, se tiene:

πF ({ϕ,ψ}) = 1−max {αi | {ϕ,ψ} 2 ϕi, (ϕi αi) ∈ F}
= 1−max {∅} = 1

πF (∅) = 1−max {αi | ∅ 2 ϕi, (ϕi αi) ∈ F}
= 1−max {0.7} = 0.3

πF ({ϕ}) = 1−max {αi | {ϕ} 2 ϕi, (ϕi αi) ∈ F}
= 1−max {0.4} = 0.6

πF ({ψ}) = 1−max {αi | {ψ} 2 ϕi, (ϕi αi) ∈ F}
= 1−max {0.7} = 0.3

Aśı, la distribución menos espećıfica que satisface a F es πF ({ϕ,ψ}) =

1, πF (∅) = 0.3, πF ({ϕ}) = 0.6, πF ({ψ}) = 0.3.
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Proposición 1.1.12. Sean (ϕ α) y (ϕ β) fórmulas con valuación de

necesidad, entonces:

1. (ϕ α) |= (ϕ β), para todo α ≥ β.

2. ∀α > 0, |= (ϕ α), si y sólo si ϕ es una tautoloǵıa.

Demostración: En [10] se presenta este resultado sin demostración, a

continuación damos la siguiente prueba:

1. Sea π una distribución de posibilidad tal que π |= (ϕ α). Por lo

tanto, por definición, N(ϕ) ≥ α. Si α ≥ β, entonces N(ϕ) ≥ β, aśı

π |= (ϕ β). Luego (ϕ α) |= (ϕ β).

2. (=⇒) Supongamos que |= (ϕ α). Por lo tanto, para toda π y para

toda α, se tiene π |= (ϕ α), es decir, N(ϕ) ≥ α. Aśı, en

particular, si α = 1 se tiene que para todo π se cumpleN(ϕ) =

1. De aqúı que para todo π se cumple max {π(ω) | ω |= ¬ϕ} =

0. Esto implica que es imposible que alguna interpretación

cumpla con ω |= ¬ϕ, entonces para toda ω ∈ Ω se tiene que

ω |= ϕ. Por lo tanto ϕ es una tautoloǵıa.

(⇐=) Supongamos que ϕ es una tautoloǵıa. Aśı, para toda interpre-

tación ω ∈ Ω se tiene ω |= ϕ y como el cálculo proposicional

clásico es consistente, se tiene que para ningún ω ∈ Ω se cum-

ple ω |= ¬ϕ. Aśı, para toda π, el conjunto {π(ω) | ω |= ¬ϕ} es

el conjunto vaćıo. Luego, se tiene que max {π(ω) | ω |= ¬ϕ} =

0 y por lo tanto N(ϕ) = 1 − max {π(ω) | ω |= ¬ϕ} = 1 ≥ α

para toda α ∈ [0, 1].

Directamente de las definiciones tenemos las siguientes propiedades:

Proposición 1.1.13. [10] Para cualquier distribución de posibilidad π,

π satisface a F si y sólo si π ≤ πF .
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Demostración:

π |= F sii (∀i = 1, 2, . . . , n) π |= (ϕi αi)

sii (∀i = 1, 2, . . . , n) N(ϕi) ≥ αi (donde N es la medida de

necesidad inducida por π)

sii (∀i = 1, 2, . . . , n) inf {1− π(ω) | ω |= ¬ϕi} ≥ αi
sii (∀i = 1, 2, . . . , n) (∀ω, ω |= ¬ϕi) π(ω) ≤ 1− αi
sii π(ω) ≤ inf {1− αi | ω |= ¬ϕi, i = 1, 2, . . . , n}
sii π(ω) ≤ πF (ω)

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.14. [10] Sea F una base de conocimiento posibilista y

sea (ϕ α) una fórmula de necesidad valuada. Entonces,

F |= (ϕ α) si, y sólo si, πF |= (ϕ α).

O en otros términos, V al(ϕ,F) = NF (ϕ), donde NF es la medida de

necesidad inducida por πF .

Demostración: En [10], se presenta este resultado sin demostración, a

continuación damos la siguiente prueba:

Supongamos que F |= (ϕ α). Por la Proposición 1.1.13 se tiene que

πF satisface a F , por lo tanto, πF |= (ϕ α).

Inversamente, supongamos que πF |= (ϕ α). Aśı, NπF (ϕ) ≥ α. Sea

π una distribución de posibilidad tal que π |= F . Entonces, por la

Proposición 1.1.13 ∀ω, π(ω) ≤ πF (ω). Aśı, inf {1− π(ω) | ω |= ¬ϕ} ≥
inf {1− πF (ω) | ω |= ¬ϕ}, luego Nπ(ω) ≥ NπF (ϕ) ≥ α. Por lo tanto,

π |= (ϕ α).

1.1.4. Inconsistencia Parcial

Definición 1.1.15. Una base de conocimiento F cuya distribución de

posibilidad asociada πF es tal que 0 < supπF < 1, se llama parcialmente
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inconsistente. La cantidad

Cons(F) = sup
π|=F

{
sup
ω∈Ω

π(ω)

}
= sup
ω∈Ω

πF (ω)

se llamará grado de consistencia de F y la cantidad Incons(F) = 1−Cons(F)

se llamará grado de inconsistencia de F .

La inconsistencia parcial extiende la inconsistencia clásica en la si-

guiente forma: sea F = {ϕi | i = 1, 2, . . . , n} un conjunto de fórmulas

proposicionales y asociemos con F el conjunto de fórmulas con valua-

ción de necesidad totalmente certeras

F = {(ϕi 1) | i = 1, 2, . . . , n} ,

se puede demostrar que si F es consistente entonces, Incons(F) = 0, y

si F es inconsistente entonces, Incons(F) = 1.

Se tienen las siguientes proposiciones:

Proposición 1.1.16. Sea F = {(ϕ1 α1), (ϕ2 α2), . . . , (ϕn αn)} una base

de conocimiento. Entonces, Incons(F) = 0 si y sólo si la proyección

clásica F∗ es consistente en el sentido clásico.

Demostración: Damos la siguiente demostración:

Incons(F) = 0 si y sólo si 1− supω∈Ω πF (ω) = 0

si y sólo si 1 = supω∈Ω πF (ω)

si y sólo si ∃ω0 ∈ Ω, πF (ω0) = 1

si y sólo si ∃ω0 ∈ Ω, ω0 |= ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ . . . ∧ ϕn
si y sólo si ∃ω0 ∈ Ω, ω0 es un modelo clásico de F∗

si y sólo si F∗ es consistente

Proposición 1.1.17. Sea F una base de conocimiento, se cumple que:

Incons(F) = inf {N(⊥) | π |= F}
= NF (⊥)

= sup {α | F |= (⊥ α)}
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donde N es la distribución de necesidad inducida por π.

Demostración:

(1) Incons(F) = ı́nf
ω∈Ω
{1− πF (ω)} = ı́nf

π≤πF

{
ı́nf
ω∈Ω
{1− π(ω)}

}
= ı́nf
π≤πF

N(⊥) = inf {N(⊥), π |= F}.

(2) sup {α, F |= (⊥ α)} = sup {α, (∀π, π |= F , N(⊥) ≥ α)}

= inf {N(⊥), π |= F}.

Sea F una base de conocimiento con valuación de necesidad parcial-

mente inconsistente, esto es, F |= (⊥ Incons(F)) con Incons(F) > 0.

Aśı, puesto que para cualquier fórmula ϕ tenemos que N(ϕ) ≥ N(⊥),

entonces cualquier fórmula ϕ es deducible a partir de F con una valua-

ción mayor o igual a Incons(F). Esto significa que cualquier deducción

tal que F |= (ϕ α) con α = Incons(F) puede deberse sólo a la inconsis-

tencia parcial de F y no tiene nada que ver con ϕ. Esas deducciones son

llamadas deducciones triviales. Por lo tanto, las deducciones de fórmu-

las con valuación de necesidad F |= (ϕ α), con α > Incons(F), que no

son causadas por la inconsistencia parcial, son llamadas deducciones no

triviales.

Para la siguiente proposición necesitamos definir el concepto de:

Definición 1.1.18. Sea F ′ ⊆ F tal que Incons(F ′) = Incons(F) y

∀φ ∈ F ′, Incons(F − {φ}) < Incons(F ′). Entonces F ′ es llamada un

subconjunto fuertemente minimal inconsistente de F .

Proposición 1.1.19. ([10]).El grado de inconsistencia de una base de

conocimiento posibilista F parcialmente inconsistente es el peso más pe-

queño de las fórmulas posibilistas en cualquier subconjunto inconsistente

F ′ de F . Más precisamente, si Incons(F) = α > 0 entonces existe al me-

nos una fórmula (ϕ α) ∈ F ′ tal que para toda (ϕ′ β) ∈ F ′, β ≥ α.
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Demostración: Sea F ′ = {(ϕi | αi) | i = 1, . . . ,m} un subconjunto

fuertemente minimal inconsistente de F . Por definición de F ′ tenemos

que

Incons(F ′) = Incons(F) = α = 1− sup
ω∈Ω

πF (ω)

Supongamos que α1 = min{αi | 1 ≤ i ≤ m}. Probaremos que α1 = α.

Sea π, tal que π satisface F ′ si y sólo si para todo i, ∀ω, ω |= ¬ϕi,
π(ω) ≤ 1 − αi; en otras palabras, para todo π, π |= F ′ implica que

∀ω, ω |= ¬ϕ1 ∨ ¬ϕ2 ∨ · · · ∨ ¬ϕm, π(ω) ≤ maxi {1− αi} = 1− α1. Por lo

tanto, ya que ¬ϕ1 ∨¬ϕ2 ∨ · · · ∨¬ϕm es una tautoloǵıa (de otro modo F ′

no seŕıa inconsistente), π(ω) ≤ 1 − α1 es una consecuencia de π |= F ′,
para toda ω ∈ Ω. Aśı, α ≥ α1. Sea π definida de la siguiente manera

π(ω) = 1 − α1 si ω |= ϕ2 ∧ ϕ3 ∧ · · · ∧ ϕm y π(ω) ≤ 1 − αi, si ω |= ¬ϕi.
Ahora, ϕ2 ∧ ϕ3 ∧ · · · ∧ ϕm 6=⊥ debido a la minimalidad de F ′, aśı que

existe ω tal que π(ω) = 1− α1, y π |= F ′. Por lo tanto α = α1.

Proposición 1.1.20. [10] Sea F un conjunto de fórmulas posibilistas y

sea Incons(F) = inc, entonces

1. F es semánticamente equivalente a Finc y a Finc ∪ {(⊥ inc)}

2. Finc es consistente

3. Si F |= (ψ α) no trivialmente (i.e., con α > inc) entonces Finc |=
(ψ α)

Demostración:

1) Mostremos que F |= Finc, también que Finc |= Finc ∪ {(⊥ inc)},
además Finc |= F .

F |= Finc, dado que F contiene a Finc.

Finc |= Finc ∪ {(⊥ inc)}, dado que Finc contiene a Finc;
Finc |= {(⊥ inc)} es una consecuencia inmediata de la Pro-

posición 1.1.19. Por lo tanto, Finc |= Finc ∪ {(⊥ inc)}.
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Para ver que Finc ∪ {(⊥ inc)} |= F :

Sea π una distribución de posibilidad que satisface (⊥ inc) ∧
Finc; demostremos que π satisface a F . Para cualquier fórmula

de necesidad valuada (ϕi αi) de F : si αi > inc entonces π |=
(ϕi αi), ya que π satisface a Finc; y si αi ≤ inc entonces

N(ϕi) ≥ N(⊥) ≥ inc ≥ αi (ya que π satisface a (⊥ inc)), por

lo tanto π |= (ϕi αi). Aśı, hemos demostrado que π satisface

a F y por tanto se tiene el resultado.

2) Supongamos que Finc es inconsistente, entonces por la Proposi-

ción 1.1.19 Incons(Finc) es igual a la valuación de una fórmula de

Finc, i.e., Incons(Finc) > inc. Entonces, como F contiene a Finc,
tenemos que inc = Incons(F) ≥ Incons(Finc) > inc, lo cual es

contradictorio. Luego, Finc es consistente.

3) F |= (ψ α) no trivialmente, significa que F |= (ψ α) con α > inc.

Sea F = {(ϕi αi) | i = 1, . . . , n}, usando la definición de medida de

necesidad inducida por una distribución de posibilidad, F |= (ψ α)

no trivialmente, es equivalente a

∀ω, ω |= ¬ψ, existe i tal que, ω |= ¬ϕi y 1−αi ≤ 1−α (< 1−inc).

Esto implica que ∀ω, ω |= ¬ψ, existe i tal que, ω |= ¬ϕi y αi >

inc. Por lo tanto,

∀ω, ω |= ¬ψ, min {1− αi | ω |= ¬ϕi, αi > inc} ≤ 1− α,

es decir, Finc |= (ψ α).

El resultado anterior muestra que solamente la parte consistente de

F , la cual consta de aquellas fórmulas que tienen un grado estrictamente

mayor a inc, es útil en el proceso de deducción [10].
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Proposición 1.1.21 (Inconsistencia parcial y α− corte). [10] Sea F un

conjunto de fórmulas con valuación de necesidad, entonces

1. Incons(F) = 0 si y sólo si F∗ es consistente en el sentido clásico.

2. Incons(F) = sup {α | F∗α es inconsistente} = inf {α | F∗α es consistente}
y estas cotas se alcanzan.

Demostración:

1. ⇒) Sea F = {(ϕi αi) | i = 1, . . . , n}, de acuerdo con la definición,

Incons(F) = 0 si y sólo si πF es normalizada, es decir, si y sólo

si ∃ ω∗ ∈ Ω tal que πF (ω∗) = 1. Esto implica que ω∗ |= ϕi,

para todo i. Por lo tanto, F∗ es consistente.

⇐) Si F∗ es consistente, entonces tiene un modelo ω; aśı,

πF (ω) = inf {1− αi | ω |= ¬ϕi} = 1

ya que, para todo i, ω |= ϕi. Aśı, πF es normalizada e Incons

(F) = 0.

2. Se sigue del inciso anterior y de los puntos 1) y 2) de la Proposición

1.1.20.

Los siguientes resultados [10], generalizan las versiones semánticas de

los teoremas clásicos de la Deducción y de Refutación:

Proposición 1.1.22 ([10] Teorema de la Deducción).

F ∪ {(ϕ 1)} |= (ψ α) si y sólo si F |= (ϕ→ ψ α).

Demostración:

=⇒) F∪{(ϕ 1)} |= (ψ α) implica que NF∪{(ϕ 1)}(ψ) ≥ α, por el Corola-

rio 1.1.14, se tiene que inf
{

1− πF∪{(ϕ 1)}(ω) | ω |= ¬ψ
}
≥ α. para

todo ω tal que ω |= ϕ∧¬ψ, πF (ω) ≤ 1−α, ya que πF∪{(ϕ 1)}(ω) =
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πF (ω) para cualquier ω |= ϕ. Además, NF (ϕ → ψ) ≥ α, ya que

ϕ→ ψ es equivalente a ¬(ϕ ∧ ¬ψ). Por lo tanto, F |= (ϕ→ ψ α),

nuevamente, por el Corolario 1.1.14.

⇐=) F |= (ϕ → ψ α) implica que ∀π, π |= F , N(ϕ → ψ) ≥ α. Luego,

∀π, π |= F , N(ϕ) = 1 implica N(ψ) ≥ α, dado que N(ψ) ≥
min {N(ϕ), N(ϕ→ ψ)}. Aśı, ∀π, π |= F ∪{(ϕ 1)} , N(ψ) ≥ α. Por

lo tanto, F ∪ {(ϕ 1)} |= (ψ α).

Proposición 1.1.23 ([10] Teorema de Refutación).

F |= (ϕ α) si, y sólo si F ∪ {(¬ϕ 1)} |= (⊥ α)

o, equivalentemente,

V al(ϕ,F) = Incons(F ∪ {(¬ϕ 1)}).

Demostración: Apliquemos el Teorema de la Deducción, reemplazando

ϕ por ¬ϕ y ψ por ⊥, tenemos que F ∪ {(¬ϕ 1)} |= (⊥ α) si y sólo

si F |= (¬ϕ → ⊥ α); es decir, F ∪ {(¬ϕ 1)} |= (⊥ α) si y sólo si

F |= (ϕ α).

La equivalencia se debe al hecho de que

V al(ϕ F) = sup {α ∈ (0, 1] | F |= (ϕ α)} ,por el teorema de Refutación

= sup {α ∈ (0, 1] | F ∪ {(¬ϕ 1)} |= (⊥ α)}
= Incons(F ∪ {(¬ϕ 1)})

Como complemento a uno de los teoremas anteriores, tenemos el

siguiente resultado, el cual establece que en el proceso de deducción de

una fórmula posibilista (ϕ α), sólo son “útiles” las fórmulas que tienen

un grado mayor o igual que α.

Proposición 1.1.24. Sean F una base de conocimiento posibilista y

(ϕ α) una fórmula con valuación de necesidad. Entonces

F |= (ϕ α) si y sólo si Fα |= (ϕ α).
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Demostración: Por el Teorema de Refutación, F |= (ϕ α) es equiva-

lente a Incons(F ∪ {(¬ϕ 1)}) ≥ α; entonces, por la proposición 1.1.20,

tenemos que Incons(Fα ∪ {(¬ϕ 1)}) ≥ α, es decir, Fα |= (ϕ α) por otra

aplicación del Teorema de Refutación. El inverso se obtiene debido a

que, Fα ⊆ F .

En [10] se presenta un sistema axiomático para la Lógica Posibilista.

En analoǵıa con la construcción de la lógica clásica, se proponen los

siguientes tres axiomas,

(A1) (ϕ→ (ψ → ϕ) 1)

(A2) ((ϕ→ (ψ → ξ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ ξ)) 1)

(A3) ((¬ϕ→ ¬ψ)→ ((¬ϕ→ ψ)→ ϕ) 1)

junto con las reglas de inferencia

(GMP) (ϕ α), (ϕ→ ψ β) ` (ψ min {α, β})

(S) (ϕ α) ` (ϕ β) si α ≥ β

Como puede observarse, estos axiomas son los bien conocidos para

la lógica clásica ponderados con 1. Observese, además que la regla de

inferencia (GMP) conserva fórmulas válidas (tautoloǵıas), donde la regla

GMP es llamado Modus Ponens Generalizado. Este sistema formal hace

a la lógica posibilista robusta y completa con respecto a la semántica

tolerante de inconsistencia. Se tiene el siguiente resultado [10], pero antes

un lema que se necesitará para su demostración.

Lema 1.1.25. Sean F un conjunto de fórmulas con valuación de necesi-

dad y (ϕ α) una fórmula de necesidad valuada. Entonces

F |= (ϕ α) si y sólo si F∗α |= ϕ en el sentido clásico.
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Demostración:

F |= (ϕ α) si y sólo si Fα |= (ϕ α) (Proposición 1.1.24)

si y sólo si Incons(Fα ∪ {(¬ϕ 1)}) ≥ α (Teorema de Refutación)

si y sólo si F∗α ∪ {¬ϕ} es inconsistente en el sentido clásico

(Proposición 1.1.21 (1))

si y sólo si F∗α |= ϕ (propiedad de deducción clásica)

Ahora si, tenemos el teorema de Completitud y Robustez.

Teorema 1.1.26 (Robustez y Completitud). Para cualquier conjunto

de fórmulas posibilistas F tenemos

F |= (ϕ α) si y sólo si F ` (ϕ α),

Demostración:

⇒) Usando el Lema 1.1.25, F |= (ψ α) es equivalente a F∗α |= ψ. Como

el sistema formal constituido por la parte sin peso del esquema

axiomatico y de las reglas de inferencia (excepto (S) cuya parte no

valuada es trivial), por ser un sistema formal tipo Hilbert completo

y robusto para lógica clásica proposicional, existe una prueba de

ψ a partir de F∗α en este sistema formal clásico. Luego, agregando

valuaciones γ a la prueba anterior obtenemos una prueba de (ψ γ)

a partir de Fα por el sistema formal dado, con γ ≥ α. Por último,

usando (S) obtenemos una prueba de (ψ α) a partir de Fα y a

fortiori de F .

⇐) Por inducción sobre la longitud de la deducción.

Caso base: Si F deduce a (ϕ α) en un sólo paso, tenemos que es

un axioma, es decir, (ϕ 1) o que, (ϕ α) ∈ F .

Para toda π, π |= (ϕ 1), en particular para todaπ′ tal que π′ |= F ′

implica que π′ |= (ϕ 1). Ahora, si (ϕ α) ∈ F , para toda π, π |= F
implica que π |= (ϕ α).
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Supongamos que F ` (ψ β) y que la prueba requirió n pasos,

entonces F |= (ψ β).

Supongamos que F ` (ϕ α) se probó en n + 1 pasos. Analicemos

el último paso de la prueba de (ϕ α), supuesto F .

Supongamos que (ϕ α) se obtuvo por GMP, es decir, que existen

(ψ → ϕ β) y (ψ γ) tal que F ` (ψ → ϕ β) y F ` (ψ γ) donde α ≤
min{β, γ}. Por hipótesis inductiva, se tiene que F |= (ψ → ϕ β)

y F |= (ψ γ). Por el Lema anterior tenemos que F∗β |= ψ → ϕ y

F∗γ |= ψ en el sentido clásico. Aśı, obtenemos por Modus Ponens

que F∗α |= ϕ si y sólo si F |= (ϕ α).

Ahora, supongamos que (ϕ α) es aplicación de la regla (S) y sea

F ` (ϕ β) con β > α. Por hipótesis inductiva F |= (ϕ β), además,

sabemos que (ϕ β) |= (ϕ α), es decir, para todo π, π |= F implica

que π |= (ϕ β) y para todo π, π |= (ϕ β) implica que π |= (ϕ α).

Aśı, ∀π, π |= F implica que π |= (ϕ α) y por lo tanto F |= (ϕ α).

Aśı, la Lógica Posibilista es axiomatizable.

Las demostraciones en la lógica posibilista se pueden realizar de ma-

nera equivalente a lo hecho en cálculo proposicioal clásico.

Ejemplo 1.1.27. Demostrar que (ϕ→ 0,7), (ψ → ω 0,5) ` (ϕ→ ω 0,5).

1. (ϕ→ ψ 0,7) Hipótesis

2. (ψ → ω 0,5) Hipótesis

3. ((ψ → ω)→ (ϕ→ (ψ → ω)) 1) Inst. de Axioma A1

4. (ϕ→ (ψ → ω)) 0,5) GMP 2 y 3

5. ((ϕ→ (ψ → ω))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ ω)) 1) Axioma A2

6. ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ ω) 0,5) GMP 4 y 5

7. ((ϕ→ ω) 0,5) GMP 1 y 6
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1.1.5. Aspectos No-monótonos de la Lógica Posibi-

lista Estándar

Es posible definir [10] un operador deductivo no-monótono como si-

gue: definimos el operador de deducción no trivial2 |≈ como

F|≈ (ϕ α) si y sólo si F |= (ϕ α) y α > Incons(F)

Con este operador puede suceder que F|≈ (ϕ α) y F ∪ F ′|≈/ (ϕ α).

Ejemplo 1.1.28. Considerar la siguiente teoŕıa F = {(¬ϕ ∨ ϕ 1), (ϕ→
φ 0,7), (¬φ→ φ 0,3), (¬¬ϕ 1)}, con la cual, deduzca ala fórmula {(φ 0,7)}.

1. (¬¬ϕ 1) Hipótesis

2. (ϕ→ φ 0,7) Hipótesis

3. ((ϕ→ φ)→ ((¬ϕ→ φ)→ φ) 1) Teo. de clásica

4. ((¬ϕ→ φ)→ φ) 0,7) GMP 2y3

5. (¬¬ϕ→ (¬ϕ→ φ) 1) Teo. de clásica

6. (¬ϕ→ φ 1) GMP 1y5

7. (φ 0,7) GMP 6y3

Ejemplo 1.1.29. [10] Consideremos la siguiente base de conocimiento

posibilista F = {φ1, . . . , φ6}, en relación a una elección cuyos candidatos

son Mary y Pedro, donde

φ1 := ((Electo(Pedro) ∨ Electo(Mary)) ∧ (¬Electo(Pedro) ∨ ¬Electo(Mary)) 1)

φ2 := (∀x ¬Presidente-actual(x) ∨ Electo(x) 0.5)

φ3 := (Presidente-actual(Mary) 1)

φ4 := (∀x ¬Apoya(Juan, x) ∨ Electo(x) 0.6)

φ5 := (Apoya(Juan, Mary) 0.2)

Φ6 := (∀x Vı́ctima-de-un-incidente(x) ∨ ¬Electo(x) 0.7)

Se puede interpretar la fórmula φ5 como “Mary tiene poco apoyo

de Juan”, o la fórmula φ4 se puede interpretar como “lo mas probable

2Recordemos que la deducción F |= (ϕ α) es no trivial si y sólo si α >Incons(F).
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es es que si Juan apoya a un candidato entonces ese candidato será

electo”. observe que para esta interpretación se utilizo la equivalencia

“ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ∨ψ”, la cual es valida ya que las fórmulas pertenecen a la

lógica clásica.

Se puede establecer que Incon(F) = 0, es decir, que F es consistente.

Estamos interesados en saber quién será electo y con qué grado máximo

de certeza. Aplicando GMP a las reglas φ2 y φ3 tenemos que:

F |= (Electo(Mary) 0.5)

Además, se puede probarse que:

F |= (¬Electo(Mary) 0)

F |= (Electo(Pedro) 0)

F |= (¬Electo(Pedro) 0.5)

es decir, es moderadamente cierto que Mary sea electa (o equivalente-

mente, que Pedro no lo sea); el grado 0.5 es maximal, es decir, V al(F ,Electo (Mary)) =

0.5. Ya que Incons(F ) = 0, tenemos que:

F|≈ (Electo(Mary) 0.5)

F|≈ (¬Electo(Pedro) 0.5)

Entonces nos enteramos de que Mary es v́ıctima de un incidente (lo

cual es información completamente cierta). Esto nos lleva a actualizar la

base de conocimiento, adicionándole a F la fórmula posibilista

φ7 := (Vı́ctima-de-un-incidente(Mary) 1)

Sea F1 la nueva base de conocimiento tal que F1 = F ∪ {Φ7}. Se

puede probar que F1 es parcialmente inconsistente con Incons(F1) = 0.5.

En efecto, la nueva información nos permite inferir que Mary no será

electa. Usando el operador de deducción no trivial, la deducción no trivial

previa F|≈ (Electo (Mary) 0.5) y F|≈ (¬Electo (Pedro) 0.5) ya no puede
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hacerse con F1. En este caso vemos un comportamiento no-monótono.

Además, tenemos que

F1 |= (¬Electo(Mary) 0.7)

F1 |= ( Electo(Pedro) 0.7)

y estas deducciones son no triviales ya que 0.7 > Incons(F1), es decir,

F1|≈ (¬Electo(Mary) 0.7)

F1|≈ ( Electo(Pedro) 0.7)

lo cual significa ahora que Mary no es electa y Pedro śı. Por lo tanto, el

actualizar la base de conocimiento nos lleva a una conclusión opuesta.

La conexión entre el razonamiento no-monótono y la Lógica Posibi-

lista (como se señaló en [9]), se investigará a continuación. Sea F una

base de conocimiento posibilista que contiene fórmulas con valuación de

necesidad y πF es la distribución de posibilidad menos espećıfica corres-

pondiente, a saber, si F = {(ϕi αi) | i = 1, . . . , n} entonces

πF = min {1− αi | ω |= ¬ϕi, i = 1, . . . , n}

Considere la relación de preferencia, denotada por @, en el conjunto

de interpretaciones Ω, definida por

ω @ ω′ ⇔ πF (ω) < πF (ω′)

Esta relación equipa a Ω con un orden parcial estricto, conforme a

lo solicitado en [29]. Shoham define un modelo con preferencia de una

fórmula ϕ como una interpretación ω tal que ω |= ϕ y 6 ∃ω′ 6= ω, tal que

ω′ |= ϕ y ω @ ω′. Este modelo es un elemento maximal en {ω′ | ω′ |= ϕ}
en el sentido de @ y es denotado por ω |=@ ϕ. Más aún, se dice que ϕ

implica preferencialmente a ψ, denotado por ϕ |=@ ψ, si y sólo si todo

modelo con preferencia de ϕ satisface a ψ, precisando,

ϕ |=@ ψ si y sólo si ∀ω, ω |=@ ϕ implica ω |= ψ
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Si @ es inducida por una distribución de posibilidad πF , es fácil

verificar que ω |=@ ϕ si y sólo si πF (ω) = ΠF (ϕ), esto es, ω es el mejor

modelo de F ∪ {(ϕ 1)}. Sin embargo, cuando πF (ω) = 0, el concepto de

modelo con preferencia es debatible, ya que πF (ω) = 0 significa que ω es

imposible. En lo que sigue, vamos a restringir la definición de Shoham

al caso donde πF (ω) > 0 y sea

ω |=@ ϕ si y sólo si πF (ω) = ΠF (ϕ) > 0

Por lo tanto, queda definida la deducción preferencial para la Lógica

Posibilista, además:

∃α > 0,F ∪ {(ϕ 1)} |≈ (ψ α) si y sólo si ϕ |=@ ψ,

donde |≈ denota al operador no trivial.

En otras palabras, ψ es una deducción no trivial de F , aumentado

con ϕ, si ϕ implica preferencialmente a ψ en el sentido del orden de los

modelos inducidos por F . Este resultado se prueba formalmente en [7] y

puede explicarse como sigue: la distribución de posibilidad π∗F asociada

a F ∪ {(ϕ 1)} es

π∗F =

 πF (ω) si ω |= ϕ

0 en otro caso

Es claro que

maxω∈Ωπ
∗
F (ω) = ΠF (ϕ) e Incons(F ∪ {(ϕ 1)}) = 1−ΠF (ϕ).

Aqúı, F ∪ {(ϕ 1)} |≈ (ψ α) significa que NF∪{(ϕ 1)}(ψ) = α >

Incons(F ∪ {(ϕ 1)}). Ahora, si ω es un modelo con preferencia de ϕ

tenemos πF (ω) = ΠF (ϕ). Entonces la interpretación ω debeŕıa de satis-

facer a ψ, porque si no

NF∪{(ϕ 1)}(ψ) = minω′|=¬ψ {1− π∗F (ω′)} ≤ 1− πF (ω)

= Incons(F ∪ {(ϕ 1)}) < α.
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Por lo tanto, ϕ deduce preferencialmente a ψ. El inverso también se

establece fácilmente. De nuevo, el operador de deducción no trivial |≈ no

es una generalización de la deducción semántica clásica, |=, ya que si F
es una base de conocimiento inconsistente en el sentido clásico entonces,

para toda ϕ F |= ϕ, mientras que F|≈ ϕ nunca se cumple, porque todas

las deducciones son triviales.

Un v́ınculo entre la implicación preferencial y la medida de posibili-

dad condicional ha sido establecido. Esto es, sea Π(ψ | ϕ) la posibilidad

de ψ condicionada a ϕ, se define por la ecuación impĺıcita [16]

Π(ϕ ∧ ψ) = min {Π(ψ | ϕ),Π(ϕ)} ,

de los cuales tenemos que tomar la mayor solución cuando ψ 6= ⊥. La

posibilidad condicional se define entonces como

∀ϕ,∀ψ, Π(ψ | ϕ) =

 1 si Π(ϕ ∧ ψ) = Π(ϕ)

Π(ϕ ∧ ψ) en otro caso

La distribución de posibilidad correspondiente es π(· | ϕ), tal que

π(ω | ϕ) =


1 si π(ω) = Π(ϕ) > 0 y ω |= ϕ

π(ω) si π(ω) < Π(ϕ) y ω |= ϕ

0 si Π(ϕ) > 0 y ω |= ¬ϕ
1 si Π(ϕ) = 0

Por lo tanto, cuando Π(ϕ) > 0, π(ω | ϕ) = 1 si y sólo si ω es

un modelo con preferencia de ϕ. La necesidad condicional se define por

N(ψ | ϕ) = 1−Π(¬ψ | ϕ). Note que Π(ϕ) = max {Π(ψ ∧ ϕ),Π(¬ψ ∧ ϕ)},
aśı que la definición de la medida de posibilidad condicional se expresa

por:

Π(ψ | ϕ) =

 1 si Π(ϕ ∧ ψ) ≥ Π(ϕ ∧ ¬ψ)

Π(ϕ ∧ ψ) en otro caso

y la medida de necesidad condicional por

N(ψ | ϕ) =

 N(¬ϕ ∨ ψ) si N(¬ϕ ∨ ψ) > N(¬ϕ ∨ ¬ψ)

0 en otro caso
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Π(ψ | ϕ) y N(ψ | ϕ) son homólogos numéricos del “podŕıa” condicional

(si se tuviera ϕ podŕıa ser que ψ) y del “seŕıa” condicional (si se tuviera

ϕ seŕıa que ψ), respectivamente [12].

La deducción preferencial modificada ϕ |=@ ψ puede entonces ser

expresada en términos de la condicional de necesidad o de posibilidad

ΠF (ψ | ϕ) y NF (ψ | ϕ) como sigue [7]

ϕ |=@ ψ si y sólo si ΠF (ψ | ϕ) > ΠF (¬ψ | ϕ)

si y sólo si NF (ψ | ϕ) > 0

si y sólo si ΠF (ψ ∧ ϕ) > ΠF (¬ψ ∧ ϕ)

si y sólo si NF (¬ϕ ∨ ψ) > NF (¬ϕ ∨ ¬ψ).

En efecto, si {ω | πF (ω) = ΠF (ϕ) > 0} ⊆ {ω | ω |= ψ}, significa que

ΠF (ϕ ∧ ψ) = maxω|=ϕ∧ψπF (ω) = ΠF (ϕ),

mientras que

ΠF (ϕ ∧ ¬ψ) = maxω|=ϕ∧¬ψπF (ω) < ΠF (ϕ)

ya que ningún modelo con preferencia de ϕ satisface a ¬ψ. Por otra

parte, contrario a lo que se establece en [23] no se necesita agregar

la condición suplementaria ϕ |= ψ para NF (ψ | ϕ) > 0, porque no

permitimos que ⊥|=@ ϕ. Por lo tanto, ψ es una consecuencia no tri-

vial de F ∪ {(ϕ 1)} siempre que N(ψ | ϕ) > 0. También significa que

la condición de consecuencia no trivial |≈ puede ser caracterizada en

un nivel semántico por medio de la distribución de posibilidad condi-

cional πF (· | ϕ), ya que la única parte útil de πF cuando calculamos

la consecuencia no trivial de F ∪ {(ϕ 1)} es su restricción al conjun-

to {ω | ω |= ϕ y π(ω) < Π(ϕ)} como se puntualizó en [7]. En efecto,

NF (ψ | ϕ) > 0 si y sólo si NF (ψ | ϕ) = NF (¬ϕ∨ψ) = 1−supω|=ϕ∧¬ψ πF (ω) >

1 − ΠF (ϕ) =Incons(F ∪ {(ϕ 1)}), es decir, podemos sólo normalizar la

restricción de πF a los modelos de ϕ asignándole un grado de posibilidad
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igual a 1 a su maximal, y trabajar con esta distribución de posibilidad

normalizada. Note que, ∀ω ∈ Ω πF (ω | ⊥) = 1, es decir, condicionar

con la contradición lleva a la total ignorancia.

La relación de consecuencia no trivial satisface las reglas de una re-

lación de consecuencia no-monótona bien portada como se introdujo en

[13]

ϕ |=@ ϕ cuando ϕ 6=⊥ (reflexividad, excluyendo la contradicción)

ϕ |=@ ψ, ϕ ∧ ψ |=@ ξ ⇒ ϕ |=@ ξ (corte)

ϕ |=@ ψ, ϕ |=@ ξ ⇒ ϕ ∧ ψ |=@ ξ (monotońıa restringida)

ϕ |=@ ξ, ψ |=@ ξ ⇒ ϕ ∨ ψ |=@ ξ (OR)

.

En términos de la medida de necesidad condicional, estas propiedades

pueden leerse [5]

N(ϕ | ϕ) = 1 para ϕ 6=⊥,
N(ψ | ϕ) > 0, N(ξ | ϕ ∧ ψ) > 0, luego N(ξ | ϕ) ≥ min(N(ψ | ϕ), N(ξ | ϕ ∧ ψ)),

N(ψ | ϕ) > 0, N(ξ | ϕ) > 0, aśı N(ξ | ϕ ∧ ψ) ≥ min(N(ψ | ϕ), N(ξ | ϕ)),

N(ξ | ϕ) > 0, N(ξ | ψ) > 0, entonces N(ξ | ϕ ∨ ψ) ≥ min(N(ξ | ϕ), N(ξ | ψ)).

La monotońıa racional: si ϕ 6|=@ ¬ψ y ϕ |=@ ξ entonces ϕ ∧ ψ |=@ ξ,

es también satisfecha en la Lógica Posibilista [28] bajo la forma:

si N(¬ψ | ϕ) = 0 y N(ξ | ϕ) > 0 entonces N(ξ | ϕ ∧ ψ) > 0.

Consecuentemente, la Lógica Posibilista pertenece a la familia de las

lógicas no-monótonas basadas en modelos con preferencia.

1.2. Generalización de la Lógica Posibilista

La versión de la Lógica Posibilista que hemos discutido hasta ahora

puede ser insuficiente para modelar algunos tipos de información incom-

pleta, tal como
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• Proposiciones calificadas de posibilidad, por ejemplo,

“es posible que Juan venga”

• Proposiciones condicionales, cuya condición depende de un predicado difuso,

“entre más tarde llegue Juan, lo más seguro, es que la reunión no sea amena”

• Proposiciones que involucran predicados vagos, por ejemplo,

“si la temperatura es alta, entonces sólo habrá pocos participantes”

1.2.1. Lógica Posibilista. Fórmulas con Valuación de

Necesidad y de Posibilidad

Con el fin de manejar las sentencias calificadas de posibilidad y de

necesidad, el lenguaje debeŕıa ser capaz de modelar restricciones, de

manera sintáctica, en términos de cotas inferiores de una medida de

posibilidad o de necesidad. Todo esto se reduce a considerar dos tipos

de fórmulas: las fórmulas con valuación de necesidad, expresadas por

N(ϕ) ≥ α y las fórmulas con valor de posibilidad, expresadas por Π(ϕ) ≥
α. Las valuaciones serán denotadas por w y representarán a (Πα) o (Nα)

de acuerdo a si α es una cota inferior de una medida de posibilidad o de

necesidad, respectivamente.

Definición 1.2.1. Una fórmula posibilista es un par (ϕ (Nα)), donde

ϕ es una fórmula cerrada clásica de primer orden y α ∈ (0, 1], o un par

(ϕ (Πβ)) donde β ∈ [0, 1].

(ϕ (Nα)) significa que ϕ es cierta al menos con el grado α, es decir,

N(ϕ) ≥ α y (ϕ (Πβ)) significa que ϕ es posible en algún mundo al menos

con el grado β, es decir, Π(ϕ) ≥ β, donde Π y N son medidas duales

(Π(ϕ) = 1−N(¬ϕ)) de posibilidad y de necesidad que modelan nuestro

estado de conocimiento incompleto. Π(ϕ) ≥ β expresa hasta qué punto

consideramos que ϕ puede ser refutado. Más espećıficamente, Π(ϕ) ≥ β
significa que ϕ es consistente con el resto de la base de conocimiento

al cual pertenece ϕ al menos a nivel β. Particularmente, (ϕ (Π1)) y
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(¬ϕ (Π1)) significa que ni ϕ y ni ¬ϕ son consecuencia del resto de la

base de conocimiento. Aśı, el uso de sentencias calificadas posibilistas nos

permite afirmar que algunas proposiciones no pueden ser establecidas o

refutadas.

La parte derecha de una fórmula posibilista, es decir (Nα) o (Πβ),

es llamada la valuación de la fórmula y la denotaremos por val(ϕ). V
denotará al conjunto de todas las valuaciones posibles w, es decir,

V = {(Nα) | 0 < α ≤ 1} ∪ {(Πα) | 0 ≤ α ≤ 1} .

Como N(ϕ) > 0 implica Π(ϕ) = 1, (ϕ (Nα)) es más fuerte que

(ϕ (Πβ)) para cualquier α > 0 y β ≥ 0.

Definimos el siguiente orden entre valuaciones como sigue

(Nα) ≤ (Nβ) si y sólo si α ≤ β
(Πα) ≤ (Πβ) si y sólo si α ≤ β
(Πα) ≤ (Nβ) ∀α,∀β > 0

Aśı, los elementos maximal y minimal de V son (N1) y (Π0), respec-

tivamente. (N1) significa que la fórmula es completamente cierta y (Π0)

significa que no se sabe nada de la verdad, falsedad o consistencia de la

fórmula.

La diferencia entre (ϕ (Π1)) y (ϕ (Π0)) es que al declarar (ϕ (Π1)) se

afirma que ¬ϕ ciertamente no puede ser probada, mientras que (ϕ (Π0))

expresa nuestra ignorancia sobre: si ¬ϕ puede ser probada o no.

Definimos una base de conocimiento posibilista como un conjunto

(es decir, una conjunción) finito de fórmulas posibilistas. Una fórmula

posibilista cuya valuación es de la forma (Nα) (resp. (Πα)) será llamada

una fórmula de necesidad valuada (resp. de posibilidad valuada).

Denotaremos por PL2 al lenguaje que consiste de fórmulas posibilis-

tas (las fórmulas de necesidad valudas, aśı como las fórmulas de posibi-

lidad valuadas) y por PL1 al lenguaje que consiste sólo de las fórmulas

con valuación de necesidad. En la siguiente sección se extenderá gran

parte de la semántica de PL1 a PL2.
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La proyección clásica F∗ de F denota al conjunto de fórmulas clásicas

obtenido de un conjunto de fórmulas posibilistas F ignorando los pesos,

aśı,

si F = {(ϕi wi) | i = 1, 2, ..., n} entonces F∗ = {ϕi | i = 1, 2, ..., n} .

Una base de conocimiento posibilista puede ser vista como una co-

lección de conjuntos anidados de fórmulas: w es una valuación de V, el

w-corte y el estricto w-corte de F denotados respectivamente por Fw y

Fw, se definen como

Fw = {(ϕ v) ∈ F | v ≥ w}

Fw = {(ϕ v) ∈ F | v > w}

1.2.2. Semántica

En primer lugar, asociamos con un conjunto de fórmulas posibilistas

el conjunto de distribuciones posibilistas normalizadas sobre Ω que lo

satisface.

Definición 1.2.2. Sea F = {(ϕi wi) | i = 1, . . . , n} una base de cono-

cimiento posibilista. Para la distribución de posibilidad π, que induce

la medida de posibilidad Π, y la medida de necesidad N , definimos la

satisfacción como

π |= (ϕ (Nα)) si y sólo si N(ϕ) ≥ α

π |= (ϕ (Πα)) si y sólo si Π(ϕ) ≥ α

π |= F si y sólo si ∀i=1,...,n, π |= (ϕi wi)

y consecuencia lógica como:

F |= φ si y sólo si, para todo π, (π |= F)⇒ (π |= φ).

La función Val es extendida naturalmente por:

V al(ϕ,F) = sup {ω | F |= (ϕ ω)}
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Las siguientes propiedades son inmediatas

1. (ϕ w) |= (ϕ w′) si w ≥ w′

2. Para todo w > (Π0), |= (ϕ w) si y sólo si ϕ es una tautoloǵıa.

Existen dos clases de inconsistencias en una base de conocimiento

posibilista F :

Inconsistencias generadas (solamente) por fórmulas con valuación

de necesidad contradictorias; pueden ser resueltas permitiendo un

valor distinto de cero para N(⊥).

Inconsistencias donde participan las fórmulas valuadas de posibili-

dad y de necesidad.

Con el fin de equipar una base de conocimiento posibilista incon-

sistente con una semántica, un método consiste en añadir al conjunto

de interpretaciones Ω un elemento extra, digamos w⊥ con el cual toda

fórmula es verdadera, es decir, ∀ϕ ∈ L′, w⊥ |= ϕ lo que corresponde a la

idea de una interpretación trivial, discutida en [25].

Sea Ω⊥ = Ω ∪ {w⊥}, una distribución de posibilidad en Ω⊥ es un

mapeo π̂ de Ω⊥ a [0, 1] tal que ∃w ∈ Ω⊥, π̂(w) = 1 (normalización sobre

Ω⊥). Definimos dos funciones de L′ a [0, 1] inducidas por π̂:

Π̂(ϕ) = sup {π̂(w) | w ∈ Ω⊥, w |= ϕ} ,

N̂(ϕ) = inf {1− π̂(w) | w ∈ Ω⊥, w 6|= ϕ} .

Note que N̂(ϕ) no toma en cuenta a π̂(w⊥), mientras que Π̂(ϕ) śı.

Note también que w 6|= ϕ ya no es equivalente a w |= ¬ϕ pues w⊥ |= ϕ

y w⊥ |= ¬ϕ.

La idea de adicionar un elemento extra a la referencia de una distri-

bución de posibilidad ya se ha utilizado para tratar el caso de un atributo

que no se aplica a un elemento de una base de datos. Sin embargo, las

extensiones de las medidas de posibilidad y de necesidad, que son usadas
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para la evaluación de consultas en una base de datos incompleta, difieren

de Π̂ y N̂ definidos en [8].

Las medidas de posibilidad Π(ϕ) = sup {π̂(w) | w ∈ Ω, w |= ϕ} y de

necesidad clásicas N(ϕ) = inf {1− π̂(w) | w ∈ Ω, w |= ¬ϕ} derivados de

la restricción (posiblemente no normalizada) de π̂ a Ω están relacionados

con Π̂ y N̂ como sigue:

Π̂(ϕ) = max {Π(ϕ), π̂(w⊥)} ,

N̂(ϕ) = N(ϕ) = 1−Π(¬ϕ).

Π̂ = Π si y sólo si π̂(w⊥) = 0, en este caso π̂ es normalizado sobre Ω.

Note que Π̂ no es una medida de posibilidad con respecto a Ω, pero śı

con respecto a Ω⊥. Llamaremos a Π̂ y a N̂ medidas de posibilidad (resp.

de necesidad) tolerantes a la inconsistencia.

Cada fórmula posibilista (ϕ (Πα)) o (ϕ (Nα)) es ahora interpreta-

da como Π̂(ϕ) ≥ α (repectivamente N̂(ϕ) ≥ α), es decir, tomamos en

cuenta la interpretación absurda en nuestra comprensión de sentencias

calificadas de incertidumbre. Por ejemplo, (ϕ (Πα)) significa que: es po-

sible, al menos con grado α, que ϕ sea verdadera o que estamos en una

situación absurda. Esto nos lleva a las siguientes definiciones.

Definición 1.2.3.

• Satisfacción: π̂|̂=(ϕ (Πα)) si y sólo si Π̂(ϕ) ≥ α, π̂|̂=(ϕ (Nα)) si y

sólo si N̂(ϕ) ≥ α, donde Π̂ y N̂ son las medidas de posibilidad y

de necesidad tolerantes a la inconsistencia inducidas por π̂, π̂|̂=F
si y sólo si π̂ satisface todas las fórmulas de F .

• Consecuencia lógica: F|̂=φ si y sólo si ∀π̂, π̂|̂=F implica π̂|̂=φ.

El resultado sobre la caracterización del conjunto de distribuciones

posibilistas que satisfacen una base de conocimiento de necesidad valua-

da, v́ıa una distribución de posibilidad πF , no puede ser generalizado a

la Lógica Posibilista con fórmulas calificadas de posibilidad, pues este

conjunto generalmente ya no tiene una cota superior de Ω⊥.
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Como se señaló anteriormente, podemos distinguir entre dos diferen-

tes tipos de inconsistencias. Sea F un conjunto de fórmulas posibilistas

considerando una distribución posibilista sobre Ω⊥ que satisfae F . Pue-

den ocurrir tres situaciones:

1. Existe π̂ tal que π̂|̂=F y π̂(w⊥) = 0: en este caso, F es consis-

tente en ambas semánticas; aśı F se dice que es completamente

consistente.

2. Para toda π̂, se cumple que π̂|̂=F , con π̂(w⊥) > 0 pero ∃π̂, tal

que π̂|̂=F y sup {π̂(w) | w 6= w⊥} = 1, entonces para todo π̂ que

satisface F , tenemos que Π̂(⊥) = π̂(w⊥) > 0 y N̂(⊥) = 1 −
sup {π̂(w) | w 6= w⊥} = 0. Aśı, F induce sólo una “inconsisten-

cia posible”. El valor mı́nimo de π̂(w⊥) entre las distribuciones de

posibilidad π̂ en w⊥ que satisface a F da el grado de inconsistencia

de F . Sea α = inf
{
π̂(w⊥) | π̂|̂=F

}
entonces Incons(F) = (Πα).

3. Para toda π̂, π̂|̂=F , sup {π̂(w) | w 6= w⊥} < 1 (lo cual implica que

∀π̂, π̂|̂=F , π̂(w⊥) = 1). En este caso, para todo π̂ que satisface F
tenemos que π̂(w⊥) = 1 y N̂(⊥) = 1 − sup {π̂(w) | w 6= w⊥} > 0.

Aśı recuperamos la noción de inconsistencia parcial introducida en

PL1.

Se define el grado de inconsistencia de F , el cual es una valuación de

la forma (Πα) o (Nα), como

Incons(F) = sup
{
ω ∈ V | F|̂=(⊥ ω)

}
y decimos que F es completamente consistente si y sólo si Incons(F) =

(Π0). Si ∀π̂, π̂|̂=F , sup {π̂(ω) | ω 6= ω⊥} = 0, entonces Incons(F) = (N1)

y F se dice completamente inconsistente. F es débilmente inconsistente

si Incons(F) = (Πα) con α > 0. Además F es parcialmente inconsistente

si Incons(F) = (Nβ) con β < 1. La Figura 1 muestra la jerarqúıa de

inconsistencias:
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Incons(F) =

x

(N1) Completamente inconsistente
...

(Nα) Parcialmente inconsistente
...

(Π1)
... Débilmente inconsistente

(Πα)
...

(Π0) Completamente consistente

Figura 1. Jerarqúıa de inconsistencias

Es claro que cuando F es consistente o parcialmente inconsistente,

entonces las dos implicaciones semánticas |= y |̂= son equivalentes.

Proposición 1.2.4. [19] El grado de inconsistencia de una base de cono-

cimiento posibilista inconsistente F es el peso más pequeño de fórmulas

posibilistas en cualquier subconjunto inconsistente fuertemente minimal

F ′ de F . Espećıficamente, si

Incons(F) = (Πβ)(β > 0)

entonces existe una única fórmula de posibilidad valuada en F ′ de la

forma (ϕ (Πβ)).

Demostración: Consideremos el caso en que Incons(F) = (Πβ). Es

obvio que cualquier subconjunto inconsistente fuertemente minimal F ′

contiene al menos una fórmula de posibilidad valuada. Mostremos que

está fórmula es única.

Sea F ′ = {(ϕi (Nαi)), i = 1, . . . ,m}∪{(ϕj (Πβj)), j = m+1, . . . , n}.
El grado de inconsistencia es ahora de la forma:
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β = inf π̂(ω⊥)

bajo las restricciones N(ϕi) ≥ αi, i = 1, . . . ,m

máx{π̂(ω⊥),Π(ϕj)} ≥ βj , j = m+ 1, . . . , n.

Como β > 0, ∀π̂|̂=F ′, existe k tal que Π(ϕk) < βk (de otra forma, no

debeŕıa ser inconsistente), e Incons(F ′) = βk para algún βk. Con el fin de

minimizar el valor, vamos a maximizar π̂ sobre Ω, con la finalidad de que

el conjunto {j : Π(ϕj) < βj} sea lo más pequeño posible. Sea π̂0 definido

como π̂0(ω) = min{1 − αi, ω |= ¬ϕi}, para ω 6= ω⊥. Se observa que,

π̂0 |= (ϕi (Nαi)), i = 1, . . . ,m) y que existe ω ∈ Ω tal que π̂0(ω) = 1

ya que no existe inconsistencia entre la fórmula N-valuada, y ∀π′, π̂′ |=
{(ϕi (Nαi)), i = 1, . . . ,m} implica que para todo ω ∈ Ω, π̂(ω) ≤ π̂(ω).

El único parámetro que queda es π̂0(ω⊥). Sea βk = máx{βj : Π0(ϕj) <

βj} donde Π0 se basa en π̂0. Note, que la maxibilidad de π̂0 sobre Ω

minimaliza el número de (ϕj (Πβj)) con Π0(ϕj) < βj .

Para facilitar el trabajo, supondremos que βk = βm+1. Sea π̂0(ω⊥) =

βm+1. Entonces, π̂0 |̂=F ′, ya que, para toda j, máx{βm+1,Π0(ϕj)} ≥ βj
por construcción. Aśı, Incons(F ′) ≤ βm+1. Ahora, para toda ϕj tal que

Π0(ϕj) ≥ βj , Incons(F ′ − {(ϕ (Πβj))}) = Incons(F ′), de igual forma se

cumple para toda ϕj tal que Π0(ϕj) < βj < βm+1.

Si existiese otra fórmula (ϕi(Πβi)) tal que βi = βm+1, despreciando

alguna de estas fórmulas aún requerimos que π̂0(ω⊥) = βm+1, para ga-

rantizar que π̂0 |̂=F ′. Por lo tanto, F ′ es realmente mı́nima que contiene

una sola fórmula de posibilidad valuada, es decir, (ϕm+1 (Πβm+1)) e

Incons(F ′) = (Πβm+1).

La unicidad de (ϕ (Πα)) se debe al hecho de que: para cualesquie-

ra dos fórmulas Π−valuadas, digamos (ϕ (Πα)) y (¬ϕ (Πβ)) nunca se

contradicen entre śı.
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Sea F = FN∪FΠ donde FN contiene sólo a las fórmulas con valuación

de necesidad de F y FΠ contiene a las fórmulas de posibilidad valuadas,

entonces tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.2.5. Incons(F) = (Πα) si y sólo si F∗N es consistente y

α = max {β | ∃ (ϕ (Πβ)) ∈ FΠ,F∗N ∪ {ϕ} es inconsistente}

Demostración: Primero, Incons(F) = (Πα) significa que no existe ε >

0 tal que F|̂=(⊥ (Nε)) y por lo tanto la parte de necesidad valuada

FN de F es consistente, lo cual implica (por la Proposición 1.1.21) la

consistencia de F∗N . Después, de acuerdo a la Proposición 1.2.7 de la

siguiente sección, Incons(F) = (Πα) implica que existe una deducción

formal de (⊥ (Πα)) en el sistema formal dado. Como puede verse en

la demostración de la Proposición 1.2.7 [10], sólo un paso de deducción

utiliza una cláusula de posibilidad valuada (en otro caso, el peso de la

fórmula de deducción seŕıa (Π0)), cuyo peso es igual al peso adjunto a

⊥ (es decir, (Πα)) en el último paso de la deducción. Entonces, ésta es

también una deducción de (⊥ (Πα)) a partir de FN ∪{(ϕ (Πα))}, donde

(ϕ (Πα)) es la fórmula de posibilidad valuada. Entonces, considerando la

deducción (clásica), obtenida a partir de ésta al ignorar las valuaciones,

obtenemos una deducción de ⊥ a partir de F∗N∪{ϕ}; por tanto, F∗N∪{ϕ}
es inconsistente. Ahora, supongamos que existe una fórmula (ψ (Πγ)) con

γ > α tal que F∗N∪{ψ} es inconsistente. Entonces, se daŕıa el caso de que

FN ∪{(ψ (Πγ))} ` (⊥ (Πγ)), es decir, FN ∪{(ψ (Πγ))} |̂=(⊥ (Πγ)) (por

la Proposición 1.2.7), la cual contradice al hecho de que Incons(F) =

(Πα). Aśı, α = max {β | ∃ (ϕ (Πβ)) ∈ FΠ, F∗N ∪ {ϕ} es inconsistente}.

1.2.3. Axiomatización

El sistema formal para la lógica posibilista con valuación de necesi-

dad puede ser extendido con el fin de manejar las fórmulas de posibilidad
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valuada. Básicamente, esto consiste en extender Modus Ponens Genera-

lizado sobre ω ∈ Ω para poder permitir la derivación de una fórmula de

posibilidad valuada a partir de una fórmula con valuación de necesidad

y de una fórmula con valuación de posibiliad.

El sistema formal extendido para completar la Lógica Posibilista PL2

usa el mismo esquema de axiomas que para PL1, donde cada axioma es

de necesidad valuado por (N1) y las siguientes reglas de inferencia

(GMP) (ϕ w1), (ϕ→ ψ w2) ` (ψ w1 ∗ w2)

(S) (ϕ w) ` (ϕ w′) si w ≥ w′

donde definimos la operación ∗ de la siguiente forma

w1 ∗w2 =


(N min {α, β}) si w1 = (Nα) y w2 = (Nβ)

(Π0) si w1 = (Πα) y w2 = (Πβ)

(Πβ) si w1 = (Nα) y w2 = (Πβ) y α+ β > 1

(Π0) si w1 = (Nα) y w2 = (Πβ) y α+ β ≤ 1

Lema 1.2.6. Sea F un conjunto de fórmulas posibilistas y (ψ (Πα)) con

α > 0 una fórmula con valuación de posibilidad, tal que F|̂=(ψ (Πα))

con α maximal, es decir, para todo ω > (Πα), no tenemos que F|̂=(ψ ω).

Entonces existe una fórmula con valuación de posibilidad (ϕk (Πα)) en

F ′ tal que

1. FN ∪ {(ϕk (Πα))}|̂=(ψ (Πα)),

2. FN |̂=(¬ϕk ∨ ψ (Nα)) con β > 1− α.

Demostración: Sea G = F ∪ {(¬ψ (N1))}. Entonces, conforme a la

generalización del teorema de Refutación a PL2 y a la maximidad de

α, obtenemos que Incons(G) = (Πα). Entonces, usando la proposición

1.2.4, siendo G′ un subconjunto de FN ∪{(¬ψ (N1))}∪{(ϕk (Πα))}, te-

nemos (Πα) = Incons(G′) ≤ Incons(FN ∪{(¬ψ (N1))}∪{(ϕk (Πα))}) ≤
Incons(F ∪ {(¬ψ (N1))}) = (Πα), es decir, Incons(FN ∪ {(¬ψ (N1))} ∪
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{(ϕk (Πα))}) = (Πα). Usando, de nuevo la proposición 1.2.4, tenemos

que FN ∪ {(ϕk (Πα))}|̂=(ψ Πα), lo cual prueba a (1).

Para demostrar (2) tenemos lo siguiente. La afirmación (1) es equi-

valente a Incons(FN ∪ {(¬ψ (N1))} ∪ {(ϕk (Πα))}) = (Πα). Primero

probaremos que para cualquier distribución de posibilidad π̂ sobre Ω

satisface FN ∪ {(¬ψ (N1))} tenemos que Π(ϕk) < α; en śı, estamos

suponiendo que existe una distribución de posibilidad π̂0 que satisface

FN ∪ {(¬ψ (N1))} tal que Π0(ϕk) ≥ α. Si FN ∪ {(¬ψ (N1))} fuera

inconsistente, entonces, por la proposición 1.2.4, este debeŕıa ser el caso

en que F|̂=(ψ (Nγ)) con γ > 0, lo cual contradice la suposición de que

F|̂=(ψ (Πα)) siendo α máximo.

Aśı, FN∪{(¬ψ (N1))} es consistente, es decir, la distribución de posi-

bilidad menos espećıfica π∗ sobre Ω relacionado con FN∪{(¬ψ (N1))} de

acuerdo la corolario 1.1.14, es normalizada. Por la proposición 1.1.13, el

hecho de que π0 satisfaga a FN ∪ {(¬ψ (N1))} es equivalente a π0 ≤ π∗

(donde π0 es la restricción de π̂0 en Ω). Aśı, Π∗(ϕk) ≥ Π0(ϕk) ≥ α,

es decir, si extendemos π0 a Ω⊥ por π̂0(ω⊥) = 0, entonces π̂0 |̂=FN ∪
{(¬ψ (N1))}∪{(ϕk (Πα))} y aśı, Incons(FN∪{(¬ψ (N1))}∪{(ϕk (Πα))}) <
(Πα), lo cual contradice el hecho de que Incons(FN ∪ {(¬ψ (N1))} ∪
{(ϕk (Πα))}) = (Πα).

Por lo tanto, cada distribución de posibilidad π̂ sobre Ω⊥ satisface

FN ∪ {(¬ψ (N1))} con Π(ϕk) < α, es decir, N(¬ϕk) > 1 − α, lo cual

significa que FN ∪{(¬ψ (N1))}|̂=(¬ϕk (Nβ)) con β > 1−α. Por el Teo-

rema de Refutación, esto equivale a que la Incons(FN ∪ {(¬ψ (N1))} ∪
{(ϕk (Πα))}) ≥ (Nβ), es decir, equivalente a Incons(FN ∪ {(¬ψ ∧
ϕk (N1))}) ≥ (Nβ); por tanto aplicando el Teorema de Refutación, ob-

tenemos que FN |̂={(ψ∨¬ϕk (Nβ)) con β > 1−α, con lo cual probamos

el segundo inciso de la prueba.

Proposición 1.2.7. El sistema formal propuesto es robusto y completo

con respecto a la semántica adecuada a la inconsistencia de la Lógica Po-

sibilista, es decir, para todo conjunto de fórmulas posibilistas F tenemos
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que:

F|̂=(ψ w) si y sólo si F ` (ψ w)

donde F ` (ψ w) significa: “(ψ w) puede ser derivado de F en el anterior

sistema formal”.

Demostración: De acuerdo al lema anterior, FN |̂=(¬ϕk ∨ψ (Nβ)) con

β > 1 − α y usando la proposición ??, existe una deducción de (¬ϕk ∨
ψ (Nβ)) a partir de FN (a fortiori de F usando la parte de necesidad

valuada del sistema formal propuesto. Por último, usando GMP en la

fórmulas (ψ∨¬ϕk (Nβ)) y (ϕk (Πα)), inferimos (ψ (Πα))). Por lo tanto

hemos encontrado una deducción de (ψ (Πα)) a partir de F usando el

sistema formal propuesto. Aśı, se obtiene la completitud y la robustez.

Hasta ahora se ha presentado un teorema de Completitud y Robustez

para la Lógica Posibilista Estándar. Además de introducir una semántica

adecuada para la Lógica Posibilista completa. En lo subsecuente habla-

remos de los programas lógicos, y de una combinación entre los Answer

Set Programming y la Lógica Posibilista Completa.



Caṕıtulo 2

Programación Lógica

La Programación Lógica surgió a principios de los 70’s teniendo como

primeros objetivos la demostración automatica de teoremas y la inteli-

gencia artificial. Los créditos para la introducción de la programación

lógica se deben principalmente a Kowalski y Colmerauer, aunque Green y

Hayes también debeŕıan de ser considerados pioneros de la programación

lógica. En 1972, Kowalski y Colmerauer llegaron a la idea fundamental

de que la Lógica puede ser usada como un lenguaje de programación.

Un de las ideas principales de la programación lógica, la cual se debe a

Kowalski, es que un algoritmo consiste de dos componentes disjuntos, la

lógica y el control. La lógica es la sentencia de lo que es el problema y de

que puede ser solucionado. En cambio el control se debe al hecho de como

resolver el problema. Generalmente, un sistema de programación lógica

debeŕıa de proporcionar herramientas para el programador, especificando

cada una de esas componentes. [20]

En lo que a nosotros concierne trataremos la vertiente de como re-

solver el problema, en este caso con la Programación Lógica Posibilista.

41
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2.1. Conceptos Básicos de Programación Lógi-

ca

El lenguaje de una lógica proposicional tiene un alfabeto que consiste

de

i) Śımbolos proposicionales: ⊥,>, p0, p1, ...

ii) Conectivos: ∨,∧,←,¬,not, ...

iii) Śımbolos auxiliares: (, ), ., ...

donde ∨,∧ y ← son conectivos binarios, ¬ y not son conectivos una-

rios y > y ⊥ son constantes lógicos. El śımbolo proposicional ⊥ y los

śımbolos proposicionales de la forma pi(i ≥ 0) representan a las proposi-

ciones indescomponibles, las cuales son llamadas átomos o proposiciones

atómicas. átomos negados por ¬ serán llamados átomos extendidos. Usa-

remos el concepto de átomo sin prestar atención si es un átomo extendido

o no. El signo de negación ¬ es considerado y llamado negación fuerte

en la literatura de Answer Set Programming y la negación not es la

negación por falla.

Definición 2.1.1. Una literal a es un átomo (llamado literal positivo),

o la negación not de un átomo a, llamado literal negativo.

Dado un conjunto de átomos {a1, . . . , an}, escribiremos not {a1, . . . , an}
para denotar al conjunto de literales {not a1, . . . , not an}.

Definición 2.1.2. Una cláusula es una fórmula de la formaH ← B, don-

de la implicación es el conectivo principal yH, B representan subfórmulas

que tienen solamente los conectivos ¬,∧,∨ y not. A la subfórmula H se

le llama cabeza del programa y a la subfórmula B se le llama el cuerpo

del programa.

El significado intuitivo, por ejemplo de la regla,

c← a1, . . . .an, not b1, . . . , not bn
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es que teniendo todos los ai’s y todos los not bi’s se puede deducir a c.

En la literatura referente a la programación lógica podemos encontrar

diferentes tipos de cláusulas:

1. Una cláusula de restricción o constraint es una fórmula del tipo

⊥ ← B, y se dice que la cabeza está vaćıa.

2. Una cláusula es un hecho, si tiene la formaH ← >. Por simplicidad

se escribirá H.

3. Una fórmula es una cláusula definite, si H = {a} y B = B+ =∧n
i=1 bi, donde a, bi son átomos, es decir, no hay literales negadas.

4. Una fórmula es una cláusula normal, si H = {a} y B = B+ ∧ B−,

donde B+ =
∧n
i=1 bi y B− =

∧n
k=1 ¬dk, con a, bi, dk átomos.

5. Una cláusula es disyuntiva, si H =
∨m
j=1 cj y B = B+ ∧B−, donde

B+ =
∧n
i=1 bi y B− =

∧n
k=1 ¬dk, con a, bi, dk átomos.

Un programa es un conjunto de fórmulas de alguno de los tipos an-

teriores. Aśı, un programa normal es un conjunto de cláusulas normales;

un programa definite es un conjunto de cláusulas definite y un programa

disyuntivo es un conjunto de cláusulas disyuntivas. Denotaremos por LP
al conjunto de átomos que aparecen en las cláusulas del programa P.

Definición 2.1.3. Un modelo M de un programa normal P es un sub-

conjunto de LP tal que, considerando a sus elementos como verdaderos y

como falsos a los elementos de M = LP −M , se tiene que cada cláusula

del programa P es verdadera.

Ejemplo 2.1.4. Considere el siguiente programa normal

P :

a ←
c ← a ∧ ¬b
d ← ¬c ∧ ¬f
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un modelo es M = {a, c}. Otro modelo es, M ′ = {a, c, d}.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el siguiente programa normal:

P :

a ← ¬b

b ← ¬c

c ← ¬a

c ← ¬b

Se puede ver que, un modelo para P es M = {a, c}. Observemos que

otros modelos para P son M ′ = {a, b} y M ′′ = {a, b, c}.

La observacion anterior nos puede sugerir dos preguntas:

1. ¿Todo programa normal tiene algún modelo?

2. ¿Si tiene modelo, entonces tiene un modelo mı́nimo (en el sentido

de la contención)?

La respuesta a la primer pregunta es afirmativa, ya que en el peor de lo

casos, el modelo para un programa normal son todos los átomos que apa-

recen en la cabeza de cada cláusula. La respuesta a la segunda pregunta

es negativa, como lo muestra el ejemplo anterior en donde los modelos

M y M ′ no son comparables. Lloyd [20], da una respuesta afirmativa

para programas definite.

2.2. Answer Set Programming

Answer Set Programing (ASP) es un modelo apropiado para repre-

sentar varios problemas emergentes de la Inteligencia Artificial, que sur-

gen cuando la información es incompleta como en el razonamiento no-

monótono, planificación, diagnóstico, etc. Es también un marco conve-

niente para codificar y resolver problemas de combinatoria, hoy en d́ıa
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algunos sistemas operacionales eficientes están disponibles para hacer

frente con ASP. Desde un punto de vista global, ASP es un paradigma

general cubriendo diferentes semánticas declarativas para diferentes ti-

pos de programas lógicos. Cualquiera que sea el marco, la información

es codificada por reglas lógicas y las soluciones se obtienen por con-

juntos de modelos. Cada modelo es un conjunto minimal de átomos (o

literales) conteniendo información segura (algunos datos) y deducciones

obtenidas aplicando algunas reglas con negación por falla. Por lo cual,

las conclusiones se basan en los datos presentes y ausentes, ellos forman

un conjunto coherente de hipótesis y representan un punto de vista ra-

cional en el mundo descrito por las reglas. Aśı, en general, no existe un

conjunto único de conclusiones pero tal vez varios, y cada conclusión ya

no es absolutamente segura, sólo es plausible y más o menos cierta.

El objetivo es estudiar un único modelo por falta del razonamiento

y el razonamiento bajo incertidumbre. Es por eso que se introducirán

conceptos de la teoŕıa de la posibilidad dentro de la semántica de los

modelos estables.

Para ilustrar esta idea, tomemos un ejemplo de un programa lógico

normal que no representa ninguna noción de incertidumbre.

Ejemplo 2.2.1. Si codificamos el tratamiento médico en el que un pa-

ciente sufre de dos enfermedades. En el cual, cada enfermedad puede ser

curada por una droga pero, dichas drogas son incompatibles. El progra-

ma

Pmed =


m1← e1, not m2 m2← e2, not m1

c1 ← m1, e1 c2 ← m2, e2

e1← e2←
⊥← m1,m2


significa que el medicamento m1 (resp. m2) es dado al paciente si padece

de la enfermedad e1 (resp. e2), excepto si toma el medicamento m2 (resp.

m1); si un paciente sufre la enfermedad e1 (resp. e2) y toma medicamento
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m1 (resp. m2) entonces se cura c1 (resp. c2) de esta enfermedad; el

paciente sufre de las enfermedades e1 y e2; los medicamentos m1 y m2

no son compatibles.

Sin embargo, puede parecer interesante para un médico poder evaluar

que elección hacer entre esos dos tratamientos que son incompatibles.

Uno de los criterios para esta elección puede ser la eficiencia de cada

tratamiento médico: ¿Las reglas c1 ← m1, e1 y c2 ← m2, e2, son

absolutamente ciertas? Otro punto puede ser la confianza del médico

en su diagnóstico: ¿Están e1 y e2 bien establecidas? Es por eso que

proponemos para hacer frente a este problema asignar grados de certeza

a estas reglas. Estos grados debeŕıan ser tomados en cuenta durante el

mecanismo inferencial con el fin de determinar el nivel de certeza de cada

conclusión y permitir al médico compararlos entre śı. En este trabajo se

muestra como lograr tal objetivo con la ayuda de la Lógica Posibilista.

2.3. Semántica de Modelos Estables

El interés de Answer Set Programing es por diferentes tipos de pro-

gramas lógicos y diferentes semánticas. En este caṕıtulo trabajaremos

con programas lógicos definite y normales, con la semántica de modelos

estables.

Definición 2.3.1. Sea r = c ← a1, a2, . . . , an,not b1, . . .not bn una

cláusula de un Programa Lógico Normal P, definimos lo siguiente:

1. El cuerpo positivo de r como: body+(r) = {a1, a2, . . . , an}.

2. El cuerpo negativo de r como: body−(r) = {not b1, . . .not bn}.

3. La conclusión de r como: head(r) = c.

4. La proyección positiva de r como r+ = head(r)← body+(r).
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Lema 2.3.2. Sea P un programa P que no contiene ninguna negación

por falla (i.e., body−(P ) = ∅), entonces P es un programa lógico definite,

y este tiene un modelo de Herbrand minimal denotado por Cn(P ) [20].

El reducto PA de un programa P respecto a un conjunto de átomos

A es el programa lógico definite definido por:

PA =
{
r+ : r ∈ P, body−(r) ∩A = ∅

}
y este es el núcleo de la definición de un modelo estable.

Definición 2.3.3. Sea P un programa lógico normal y S un conjunto de

átomos. Decimos que S es un modelo estable de P si y sólo si S = Cn(PS).

Como ya se menciono, un programa puede tener uno o más modelos

estables o ninguno. En este último caso decimos que el programa es in-

consistente, de otro modo decimos que es consistente. Cuando un átomo

pertenece al menos a un modelo estable de P este es llamado una con-

secuencia crédula de P y cuando este pertenece a cada modelo estable

de P , este es llamado consecuencia esceptica de P . Este vocabulario,

proviene de una de las lógicas por falla y este es natural. La semántica

de los modelos estables puede ser vista como un subcaso de la lógica por

falla.

Del programa del ejemplo 2.2.1 obtenemos dos modelos estables M =

{e1, e2,m1, c1} y M ′ = {e1, e2,m2, c2}. Esto significa que el paciente

puede ser curado de una de estas dos enfermedades pero no de ambas.

Definición 2.3.4. Sean A un conjunto de átomos, r una regla y P un

programa (normal o definite). Decimos que:

1. r es aplicable en A si body+(r) ⊆ A.

2. App(P,A) es el subconjunto de P de las reglas aplicables en A.
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3. A satisface a r (o r es satisfecha por A), denotado por A |= r, si

cuando r es aplicable en A, entonces head(r) ∈ A.

4. A es cerrado bajo P si, para toda r ∈ P , A |= r.

5. P es grounded si este puede ser ordenado como una sucesión 〈r1, . . . , rn〉
tal que

∀i, 1 ≤ i ≤ n, ri ∈ App(P, head({r1, . . . , ri−1})).

6. r es blocked por A si body−(r) ∩A 6= ∅.

7. Cn(P ) es calculado como el mı́nimo punto fijo del siguiente opera-

dor consecuencia

TP : 2LP −→ 2LP

TP (A) = head(App(P,A))

El siguiente resultado muestra la relación que existe entre el menor

modelo de A de un programa P y las reglas que lo producen.

Proposición 2.3.5. Sea P un programa lógico definite y sea A un con-

junto de átomos. A es el menor modelo de Herbrand de P, si y sólo si

A = head(App(P,A)) y App(P,A) es grounded.

Demostración: ⇒] Como A es un modelo de P entonces, A = Cn(P ),

ya que este es el menor modelo de TP , aśı, A = head(App(P,A)). Ahora,

el cálculo iterativo del menor modelo de TP , produce una sucesión del

conjunto de reglas:

A0 = ∅ R0 = ∅
A1 = TP (A0) R1 = App(P,A0)

A2 = TP (A1) R2 = App(P,A1)

. . . . . .

Ak = (TP (A(k−1))) Rk = App(P,A(k−1)) = Rk

Ak = A Rk = App(A,A)

(menor modelo)
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Aśı, podemos ordenar el último conjunto Rk como:

RK = 〈r1
1, . . . , r

1
(n1), r

2
1, . . . , r

2
(n1), . . . , r

k
1 , . . . , r

k
(nk)〉

∀i = 1, . . . , k,∀j = 1, . . . , ni, r
i
j ∈ Ri\ ∪(l<i) Rl.

De esta forma, tenemos que App(P,A) es grounded.

⇐] Como A = head(App(P,A)) entonces, A = TP (A), por definición

de TP . Aśı, A es el menor modelo de TP . Ahora, como App(P,A) es

grounded, el menor modelo de TP es B ⊇ A y aśı A es el menor modelo

de TP y por lo tanto el menor modelo de Herbrand de P.

Ahora, podemos ya deducir el por qué M y M ′ modelos del ejemplo

2.2.1 son modelos estables.

Ejemplo 2.3.6. S1 = {e1, e2,m1, c1} es un modelo estable del programa

lógico normal

Pmed =


m1← e1, not m2 m2← e2, not m1

c1 ← m1, e1 c2 ← m2, e2

e1← e2←
⊥← dr1, dr2


por que,

PS1

med =


m1← e1

c1 ← m1, e1 c2 ← m2, e2

e1← e2←
⊥← m1,m2


y

TS1

Pmed
({∅}) = {m1,m2}

TS1

Pmed
({e1, e2}) = {e1, e2,m1}

TS1

Pmed
({e1, e2,m1}) = {e1, e2,m1, c1}

TS1

Pmed
({e1, e2,m1, c1}) = {e1, e2,m1, c1} es el punto fijo.
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Con lo que se verifica que:

Cn(Pmed
S1) = {e1, e2,m1, c1} = S1

es un modelo estable de Pmed. Del mismo modo se encuentra la estabi-

lidad del segundo modelo S2 = {e1, e2,m2, c2} y ningún otro conjunto

satisface esta propiedad.

2.4. Programas Lógicos Posibilistas

En esta sección, se combinará la teoŕıa de Answer Set Programming y

la Lógica Posibilista. Este marco es capaz de tratar con el razonamiento

que es al mismo tiempo no monótono e incierto.

Definición 2.4.1. Un átomo posibilista es un par p = (a, q) ∈ A ×
Q, donde A es un conjunto finito de átomos y (Q,≤) es una lattice.

Aplicamos la proyección ∗ bajo p como sigue: p∗ = a.

Definición 2.4.2. Dado un conjunto de átomos posibilistas S, definimos

la generalización de ∗ bajo S como sigue: S∗ = {p∗|p ∈ S}.

Definición 2.4.3. Definimos la sintaxis de un programa normal lógi-

co posibilista extendido valido de la siguiente manera: sea (Q,≤) una

lattice. Una cláusula normal posibilista extendida r es de la forma:

r := (α : a← B+,not B−)

donde α ∈ Q. La proyección ∗ bajo la cláusula posibilista r es: r∗ = a←
B+,not B−. N(r) = α. Es un grado de necesidad que representa el nivel

de certeza de la información descrita por r.

Definición 2.4.4. Un programa lógico normal posibilista extendido P

es una tupla de la forma 〈(Q,≤), N〉, donde (Q,≤) es una latice y N es

un conjunto finito de cláusulas normales posibilistas extendidas.
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2.5. Programas Lógicos Definite Posibilis-

tas

En esta sección trataremos con programas lógicos definite posibilis-

tas. Introducimos el marco en el que la incertidumbre es tomada en

cuenta usando la teoŕıa de la posibilidad: los programas lógicos defini-

te posibilistas. Al igual que en el marco de la lógica posibilista, estu-

diamos el comportamiento de este tipo de programas tanto en el sentido

semántico como sintáctico. La parte semántica se refiere al tratamiento

de programas en el sentido de una distribución posibilista definida en el

conjunto de átomos. La parte sintáctica se ocupa de un cálculo en sus

propias reglas. El punto crucial es que las dos formas de tratamiento son

equivalentes y nos llevan al mismo resultado.

Enunciamos algunos resultados y definiciones.

Definición 2.5.1. Un programa lógico definite posibilista es un conjunto

de reglas posibilistas de la forma

r = (c← a1, . . . , an α) con n ≥ 0, {a1, . . . , an, c} ⊆ LP , α ∈ N

Denotamos

1. r∗ = c← a1, . . . , an la proyección clásica de la regla posibilista.

2. N(r) = α representa a los grados de necesidad a nivel de certeza

de la información descrita por la regla r.

Como en la Lógica Posibilista, el grado α es evaluado por una medi-

da de necesidad y no por una medida de probabilidad. Aśı, los valores

numéricos no son una evaluación absoluta (como en la teoŕıa de la pro-

babilidad) pero induce una escala de certeza (o confianza) que permite

ordenar las reglas. Si R es un conjunto de reglas posibilistas, entonces

R∗ = {r∗ : r ∈ R} es el programa lógico definite obtenido de R al quitar

todos los pesos de necesidad. Para un programa lógico definite posibilis-

ta dado P y un átomo x, definimos H(P, x) = {r ∈ P : head(r∗)} = x
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como el conjunto de todas las reglas en P que tienen el mismo head x.

Recordemos que una base lógica posibilista es una representación

compacta de la distribución de posibilidad definida sobre interpretacio-

nes en representación de la información. De hecho, el tratamiento de la

base en el sentido sintáctico (en términos de fórmulas y grados de nece-

sidad) nos lleva a los mismos resultados que el tratamiento hecho en el

sentido semántico (en términos de interpretaciones y distribuciones de

posibilidad).

A continuación, damos la definición de inferencia que no es más que

los grados de evaluación de los grados de necesidad y de posibilidad de

cada átomo del universo.

Definición 2.5.2. Sea P un programa lógico definite posibilista y πP la

distribución de posibilidad menor espećıfica compatible con P , definimos

dos medidas de necesidad duales:

ΠP (x) = máxA∈2LP {πP (A) : x ∈ A}
NP (x) = 1−máxA∈2LP {πP (A) : x /∈ A}

ΠP (x) da el grado de consistencia de x con respecto al programa lógico

definite posibilista P, y NP (x) evalúa el grado al que x se deduce del

programa lógico definite posibilista P .

Por ejemplo, cuando un átomo pertenece a un modelo de la progra-

mación clásica su posibilidad es igual a 1.

Definición 2.5.3. Sea P un programa lógico definite posibilista y X un

conjunto de átomos, entonces el conjunto

ΠM(P ) = {(x,NP (x)) | x ∈ X,NP (x) > 0}

es su modelo posibilista.
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2.5.1. Teoŕıa de Modelos para Programas Lógicos

Definite Posibilistas

De un programa lógico definite posibilista P podemos determinar, co-

mo se hacen en Lógica Posibilista, algunas distribuciones de posibilidad

definidas en todos los conjuntos de 2X y que sean compatibles con P. Al

igual que en programación lógica, el grado de posibilidad de un conjunto

de átomos es determinado por los grados de necesidad de las reglas del

programa que no está satisfecho por este conjunto. Conociendo el marco

de un programa lógico definite, se puede ver que la satisfactibilidad de

una regla r se basa en su aplicabilidad con respecto a un conjunto de

átomos A, entonces A 6|= r si y sólo si body+(r) ⊆ A∧head(r) 6∈ A. Pero

tenemos que notar que la contradicción de una regla no es suficiente pa-

ra determinar el grado de posibilidad de un conjunto, ya que en ASP es

importante tomar en cuenta las nociones de groundness y estabilidad.

En primer lugar, el conjunto A = {a, b} satisface cada regla en R′ =

{a← , b← a.}, pero no es un modelo de R ya que el groundness no

se satisface. En segundo lugar el conjunto A′ = {a, b, d} satisface cada

regla en R′ = {a← , b← a , d← c}, pero no es un modelo de R porque

d puede no ser producido por alguna regla de R′ aplicable en A′. En

estos dos casos, la posibilidad de A y A′ debe ser 0 ya que no puede

ser un modelo absoluto, incluso si satisface cada regla en su respectivo

programa asociado.

Definición 2.5.4. Sea P un programa lógico definite posibilista y sea

πP : 2LP → [0, 1] una distribución de posibilidad. Decimos que π es

compatible con P si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. A 6⊆ head(App(P ∗, A))⇒ π(A) = 0.

2. App(P ∗, A) no es grounded⇒ π(A) = 0.

3. A es el modelo de P ∗ ⇒ π(A) = 1.



54 CAPÍTULO 2. PROGRAMACIÓN LÓGICA

4. Otro caso πP (A) ≤ 1−maxr∈P {N(r) | A 6|= r∗}.

Proposición 2.5.5. Sea P un programa lógico definite posibilista, en-

tonces la función

πP : 2LP → [0, 1]

definida por:

1. Si A * head(App(P ∗, A)) entonces πP (A) = 0.

2. Si App(P ∗, A) no es grounded entonces πP (A) = 0.

3. Si para cada r ∈ P,A � r∗ entonces πP (A) = 1.

4. En cualquier otro caso, 0≤ πP (A) < 1 y πP (A) = 1−máxr∈P {N(r) |A 2

r∗}.

es la distribución de posibilidad menor espećıfica.

Demostración: Ver [24]

Por este medio, es posible clasificar cada conjunto de átomos con

respecto a su capacidad para ser un modelo de P. Si un conjunto de

átomos satisface la condición en una de los dos puntos de la proposición,

entonces no es absolutamente posible para que sea un modelo de P, de

otra forma, su posibilidad de ser un modelo se relaciona al grado de

certeza de las reglas que la falsifican.

La siguiente proposición muestra el lazo que existe entre la distribu-

ción de posibilidad menor especif́ıca y el menor modelo de la proyección

clásica de un modelo. En particular, sólo el modelo P ∗ tiene una posibi-

lidad igual a 1.

Proposición 2.5.6. Sea P un programa lógico definite posibilista y A ⊆
LP un conjunto de átomos entonces

1. πP (A) = 1 si y sólo si A = Cn(P ∗).

2. A ⊃ Cn(P ∗) entonces πP (A) = 0.
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3. Cn(P ∗) 6= ∅ entonces πP (∅) = 1−maxr∈P {N(r) | body+(r∗) = ∅}.

Demostración:

1. ⇒] Si πP (A) = 1 entoncesA ⊆ head(App(P ∗, A)) y head(App(P ∗, A)) ⊆
A, entonces para toda r ∈ P , A |= r∗. Además, como πP (A) > 0

tenemos que App(P ∗, A) es grounded. Por lo tanto, por proposición

2.3.5 tenemos que A = Cn(P ∗).

⇐] ComoA = Cn(P ∗) entonces tenemos queA ⊆ head(App(P ∗, A))

y App(P ∗, A) es grounded. Como App(P ∗, A) es grounded, enton-

ces πP (A) > 0. Además, tenemos que A = head(App(P ∗, A)), aśı

que para todo r ∈ P , A 6|= r∗, por lo tanto πP (A) = 1.

2. Como Cn(P ) ⊂ A significa que head(App(P ∗, A)) ⊂ A, además

tenemos que App(P ∗, A) no es grounded, entonces por proposición

2.5.5 πP (A) = 0.

3. ∅ ⊆ head{App(P ∗, ∅)} y App(P ∗, ∅) es grounded. Aśı, πP (∅) está

bien definida, ahora, como Cn(P ∗) 6= ∅ tenemos que πP (∅) = 1 −
máxr∈P {N(r) : ∅ 6|= r∗} = 1−máxr∈P {N(r) : body+(r∗) = ∅}.

Proposición 2.5.7. Sea P un programa lógico definite posibilista y

Cn(P ∗) el menor modelo de P ∗. Entonces para todo x ∈ X tenemos

que

1. x ∈ Cn(P ∗) implica que Π(x) = 1 y x 6∈ Cn(P ∗) implica que

Π(x) = 0.

2. x 6∈ Cn(P ∗) si y sólo si NP (x) = 0.

3. x ∈ Cn(P ∗) implica queNP (x) = minA⊂Cn(P∗){maxr∈P {N(r) |A 6|=
r∗} | x 6∈ A}.

4. Sea P ′ un programa lógico definite posibilista, P ⊆ P ′ implica que

NP (x) ≤ NP ′(x).
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Demostración:

1. Como Cn(P ∗) es un modelo de P, tenemos por definición que

πP (Cn(P ∗)) = 1. Por lo tanto como x ∈ Cn(P ∗), tenemos que

πP (x) = 1. Por otro lado, si x 6∈ Cn(P ∗) podemos suponer que

πP (x) > 0. Entonces, existe A ⊂ X y x ∈ A tal que, πP (A) > 0 y

además, A 6= Cn(P ∗) ya que x 6∈ Cn(P ∗). Por tal motivo, debemos

de considerar los dos siguientes casos:

i) Si A 6= head(App(p∗, A)), A 6⊆ head(App(P ∗, A)), aśı πP (A) = 0

lo cual es una contradicción.

ii) Si App(P ∗, A) no es un grounded, entonces πP (A) = 0, lo cual

es una contradicción.

2. Como π(Cn(P ∗)) = 1, entonces NP (x) = 0 cuando x 6∈ Cn(P ∗).

Ahora, si NP (x) = 0, entonces existe un A ⊂ X tal que x 6∈ A y

π(A) = 1. Aśı, por el inciso anterior de esta proposición tenemos

que A = Cn(P ∗) y este es su único subconjunto que tiene una

posibilidad de 1. Por lo tanto, x 6∈ Cn(P ∗).

3.

NP (x) = 1−máxA∈2X{πP (A) : x 6∈ A}
= 1−máxA⊇Cn(P∗){πP (A) : x 6∈ A}
= 1−máxA⊂Cn(P∗){πP (A) : x 6∈ A}, ya que x 6∈ Cn(P ∗)

Ahora, sea x ∈ Cn(P ∗), ya que Cn(P ∗) no es vaćıo. Por la par-

te 3 de la proposición 2.5.6, tenemos que existe por lo menos un

conjunto, a saber A = ∅, en el cual se cumple que

πP (A) = 1−máx
r∈P
{N(r) : A 6|= r∗}.

Aśı,

NP (x) = 1−máxA⊂Cn(P∗){1−máxr∈P {N(r) : A |= r∗} : x 6∈ A}
= minA⊂Cn(P∗){1−máxr∈P {N(r) : A 6|= r∗} : x 6∈ A}.
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4. Si x 6∈ Cn(P ∗) entonces NP (x) = 0, esto es por el inciso 2 de

esta proposición, y aśı NP (x) ≤ N
′

P (x). Ahora, sea x ∈ Cn(P ∗)

entonces tenemos que x ∈ Cn(P ∗). Y como P ⊂ P
′

implica que

para todo A ∈ 2X :

máxr∈P {N(r) : A 6|= r∗} ≤ máxr∈P ′ {N(r) : A 6|= r∗}
minA∈2X{máxr∈P {N(r) : A 6|= r∗}} ≤ minA∈2X{máxr∈P ′{N(r) : A 6|= r∗}}

NP (x) ≤ NP ′ (x)

Proposición 2.5.8. Sea P un programa lógico definite posibilista, en-

tonces (ΠM(P ))∗ es el menor modelo de P ∗.

Demostración: Supongamos que (ΠM(P ))∗ no es el menor modelo de

P ∗, entonces por la proposición 2.5.7 inciso 2, existe un x ∈ (ΠM(P ))∗

tal que Np(x) = 0 lo cual es una contradicción, ya que (x,Np(x)) 6∈
ΠM(P ).

Ejemplo 2.5.9. Sea X = {a, b, c} y el siguiente programa posibilista

P = {(a← 0,9), (b← 0,6), (c← a, b 0,8)}

La distribución de posibilidad menos espećıfica en 2X , que es inducida

por P, es la siguiente

πP (∅) = 1−máx{0,9, 0,6} = 0,1 πP ({a}) = 1−máx{0,6} = 0,4

πP ({b}) = 1−máx{0,9} = 0,1 πP ({a, b}) = 1−máx{0,8} = 0,2

πP ({c}) = 0 (no inclusion) πP ({a, c}) = 0 (no inclusion)

πP ({b, c}) = 0 (no inclusion) πP ({a, b, c}) = 1(el modelo)

La definición de πP asegura que es compatible y ninguna distribución

de posibilidad menos espećıfica es compatible.

Definición 2.5.10. Sea A el conjunto finito de todos los conjuntos de

átomos posibilistas inducidos por X y por la necesidad N , para todo,
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A,B ∈ A, se define:

A uB = {(x,min{α, β}) : (x, α) ∈ A, (x, β) ∈ B}
A tB = {(x, α) : (x, α) ∈ A, x 6∈ B∗} ∪ {(x, β) : x 6∈ A∗, (x, β) ∈ B} ∪ {(x,máx{α, β}) : (x, α) ∈ A, (x, β) ∈ B}

A v B ⇔

 A∗ ⊆ B∗, y
para toda x, α, β, (x, α) ∈ A ∧ (x, β) ∈ B implica que α ≤ β

Proposición 2.5.11. Sea A el conjunto finito de todos los conjuntos de

átomos posibilistas inducidos por X y por la necesidad N , para todo,

A,B ∈ A, tenemos lo siguiente:

1. ∀A,B ∈ A, A uB es el sup{A,B}.

2. ∀A,B ∈ A, A tB es el inf{A,B}.

3. ⊥= ∅ es el elemento minimal de A.

4. > = {(x,máx{α : α ∈ N} : x ∈ X} es el elemento máximo de A.

y aśı, 〈A,v〉 es una lattice completa.

Demostración: [24]

Definición 2.5.12. Sea r = (c ← a1, . . . , an, α) una regla posibilista y

sea A un conjunto de átomos posibilistas, decimos que:

1. r es β-aplicable en A con β = min{α, α1, . . . , αn} si {(a, α1), . . . , (an, αn)} ⊆
A.

2. r es 0-aplicable de otra forma.

Y aśı, para todo x definimos:

App(P,A, x) = {r ∈ H(P, x), r es β − aplicable en A y β > 0}

Definición 2.5.13. Sea P un programa lógico definite posibilista y A

un conjunto de átomos posibilistas. El Operador consecuencia inmediata

posibilista, denotado por ΠTP , mapea un conjunto A, de átomos posibi-

listas, mediante la siguiente regla:
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ΠTP (A) =

 (x, δ) : x ∈ head(P ∗), App(P,A, x) 6= ∅
δ = máxr∈App(P,A,x){β : r es β − aplicable en A}

Aśı, el operador iterado ΠT ∗P está definido por

ΠT 0
P = ∅ y ΠTn+1

P = ΠTP (ΠTnP ),∀n ≥ 0

Proposición 2.5.14. El operador ΠTP es monótono, es decir, si A v B
implica que

ΠTP (A) v ΠTP (B)

Demostración:

Proposición 2.5.15. Sea P un programa lógico definite posibilista, en-

tonces ΠTP tiene un punto fijo tn≥0ΠTnP al cual llamaremos el conjunto

de las consecuencias posibilistas de P y lo denotaremos por ΠCn(P ).

Demostración: [24]

Ejemplo 2.5.16. Sea X = {a, b, c, d} y considere el siguiente programa

posibilista P

P = {(a← 0,8), (b← a 0,6), (d← a 0,5), (d← c 0,9)}

ΠCn(P ) = {(a 0,9), (b 0,6), (c 0,6)}

Teorema 2.5.17. Sea P un programa lógico definite posibilista entonces,

ΠCn(P ) = ΠM(P ).

Demostración:

⊆ ] Sea P un programa lógico definite posibilista y sea NP su medida

de posibilidad asociada, probaremos que ΠCn(P ) ⊆ ΠM(P ). Por

definición de ΠCn(P ) tenemos que este es el menor punto fijo de

ΠTP aśı, para toda x ∈ X y (x α) ∈ ΠCn(P ) con α ∈ N implica

que α > 0.
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Supongamos que NP (x) = α′ > α. Como x ∈ Cn(P ) tenemos que

NP (x) = mı́n
A∈2X

{máx
r∈P
{N(r) : A 6|= r∗}, x 6∈ A} = α′

entonces para toda A ∈ 2X con x 6∈ A, máxr∈P {N(r) : A 6|=
r∗} ≥ α′. Lo cual implica que para todo conjunto A ∈ 2X , con

x 6∈ A existe, un r ∈ P tal que A 6|= r∗ y N(r) ≥ α′.

Por lo tanto, usando esta última regla para cada paso i, podemos

construir dos sucesiones maximal 〈Ai〉 y 〈ri〉, tal que para todo i

con 0 ≥ i ≥ k, x 6∈ A∗i y head(r∗i ) 6= x.

Si A0 = ∅, existe r0 ∈ P tal que A∗0 6|= r∗0y n(r0) ≥ α′

A1 = {(head(r∗0) n(r0))} =⇒ existe r1 ∈ P tal que A∗1 6|= r∗0y n(r1) ≥ α′

. . .

Ak = {(head(r∗0) n(r0)), . . . , (head(r∗k−1) n(rk−1))}
entonces existe rk ∈ P tal que A∗k 6|= r∗ky n(rk) ≥ α′

Ak+1 = {(head(r∗0) n(r0)), . . . , (head(r∗k) n(rk))}

〈r0, . . . , rk〉 es maximal, es decir, no existe r ∈ P tal que head(r∗) 6=
x y A∗k+1 6|= r. Pero como

x 6∈ A∗k+1, Ak+1 v ΠCn(P ) y x ∈ ΠCn(P )∗

tenemos que, para todo r ∈ P

A∗k+1 6|= r implica que head(r∗) = x

y en particular, tenemos que

existe ρ ∈ P tal que A∗k+1 6|= ρ∗ con n(ρ∗) ≥ α′ y head(ρ∗) = x.

Aśı, para todo (y β) ∈ Ak+1 con β ≥ α′ y como n(ρ∗) ≥ α′ te-

nemos que (head(ρ∗) γ) = (x γ) ∈ ΠCn(P ) con γ ≥ α′ ≥ α.

Lo cual contradice el hecho de que (x α) ∈ ΠCn(P ), ya que
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ΠCn(P ) = tn≥0ΠTnP (∅). Por lo tanto nuestra primera suposición

de que NP (x) = α′ > α, es falsa y por lo tanto NP (x) ≤ α.

Además, tenemos que (x α) ∈ ΠCn(P ) implica que existe P ′ ⊆ P ,

tal que (x α) ∈ ΠCn(P ′) con P ′ mı́nimo, es decir, que para todo

P ′′ ⊆ P ′, (x α) 6∈ ΠCn(P ). Entonces, para toda r ∈ P ′, N(r) ≥ α,

aśı NP ′(x) ≥ α y por lo tanto NP (x) ≥ α.

Por lo tanto,NP (x) = α y (x α) ∈ ΠM(P ), y finalmente ΠCn(P ) ⊆
ΠM(P ).

⊇ ] Ahora, probaremos que ΠCn(P ) ⊇ ΠM(P ). Por el inciso 2 de la

proposición 2.5.7 tenemos que x 6∈ Cn(P ∗), si y sólo si, NP (x) = 0,

y x 6∈ Cn(P ∗) si y sólo si, no existe un β con β > 0 tal que

(x β) ∈ ΠCn(P ). Por otro lado NP (x) = 0, si y sólo si, no existe β

con β > 0 tal que (x β) ∈ ΠM(P ).

Con lo anterior, tenemos que, para cualquier x ∈ X, existe β > 0

tal que (x β) ∈ ΠCn(P ), si y sólo si, existe β > 0 tal que (x β) ∈
ΠM(P ). Aśı, si para todo x ∈ X, (x α) ∈ ΠM(P ) con α > 0

entonces, existe β > 0 tal que (x β) ∈ ΠCn(P ), lo cual implica

que, existe β > 0 tal que (x β) ∈ ΠM(P ). Entonces, β = α ya que

ΠM(P ) = {(x NP (x))} implica que (x α) ∈ ΠCn(P ). Por lo tanto,

ΠCn(P ) ⊇ ΠM(P ).

2.6. Programas Lógicos Normales Posibilis-

tas

Definición 2.6.1. Sea P un programa lógico normal posibilista y A un

conjunto de átomos. El reducto posibilista de P, con respecto a A, es el

programa lógico definite posibilista

PA = {(r∗
+

, N(r)) : r ∈ P, r no es blocked por A}
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Por este camino, la definición de un modelo estable posibilista es

natural.

Definición 2.6.2. Sea P un programa lógico normal posibilista y S un

conjunto de átomos posibilistas. S es un modelo estable posibilista de P

si y sólo si S = ΠCn(PS
∗
).

Ejemplo 2.6.3. Sea el ejemplo 2.2.1. Consideremos la siguiente escala

de certeza: 1 como absolutamente cierto; 0,9 como casi cierto; 0,7 como

menos cierto y 0,3 como poco cierto. Aplicando esta información a de los

niveles de certeza al programo P obtenemos un programa lógico normal

posibilista

P ′med =


(m1← e1, not m2 1) (m2← e2, not m1 1)

(c1 ← m1, e1 0,7) (c2 ← m2, e2 0,3)

(e1← 0,9) (e2← 0,7)

(⊥← m1,m2 1)


Las dos primeras reglas (adecuación e incompatibilidad de los me-

dicamentos) son consideradas absolutamente ciertas. La tercera (resp.

cuarta) regla expresa que estamos casi (resp. poco) ciertos de la eficacia

del fármaco ”m1”(resp. fármaco 2 ”m2”). Las dos últimas reglas indi-

can que el diagnóstico de la enfermedad .e1”(resp. enfermedad 2 .e2”)

es casi (resp. casi menos) cierta. Aśı, P ′med tiene dos modelos estables

posibilistas:

S1 = {(e1 0,9), (e2 0,7), (m1 0,9), (c1 0,7)}

S1 = {(e1 0,9), (e2 0,7), (m1 0,7), (c2 0,3)}

Por lo tanto, el médico puede observar que tiene una alternativa. Por

un lado, puede casi sin duda dar el medicamento m1 y estar casi menos

seguro de que el paciente se va a curar de la enfermedad e1. Por otro

lado, puede dar el medicamento m2 de una manera casi menos segura
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y el paciente se curará de la enfermedad .e2”, pero el médico está poco

cierto de que esto suceda. Sin embargo, si el médico considera que la

enfermedad e2 es muy grave, tal vez va a elegir el medicamento m2

incluso si el grado de certeza es menor. Por esto es interesante para

obtener y mantener los dos modelos estables en el cual cada conclusión

se pondera con un grado de certeza.

Proposición 2.6.4. Sea P un programa lógico normal posibilista, tene-

mos las siguientes afirmaciones

1. Sea A un modelo estable posibilista de P y sea α ∈ N , entonces

(x α) ∈ A si y sólo si α = NPA∗ (x).

2. Sea A un modelo estable de P ∗, entonces {(x NPA(x)) : x ∈
X,NPA(x) > 0} es un modelo estable posibilista de P.

3. Sea A un modelo estable posibilista de P, entonces A∗ es un modelo

estable de P ∗.

Demostración:

1. Por definición 2.6.2 A es el conjunto de consecuencias posibilistas

de PA
∗
.

2. Primero, notemos que (PA)∗ = (P ∗)A y que PA es un programa

lógico definite posibilista, por lo cual tenemos lo siguiente:

i) para toda x ∈ X, NPA > 0 implica que x ∈ Cn((PA)∗) por la

proposición 2.5.7 y aśı x ∈ Cn((P ∗)A). Por lo tanto, x ∈ A ya que

A = Cn((P ∗)A) (A es un modelo estable de P ∗).

ii) para toda x ∈ X, x ∈ A implica que x ∈ Cn((P ∗)A) pues

A es un modelo estable de P ∗, y aśı x ∈ Cn((P a)∗). Aśı, por la

proposición 2.5.7 NPA(x) > 0.

Por lo tanto, {x ∈ X,NPA > 0} = A y entonces

{(x NPA(x)) : x ∈ X,NPA > 0}∗ = A
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Denotemos por S = {(x NPA(x)) : x ∈ X,NPA > 0} y como PA

es un programa lógico definite posibilista, tenemos que:

S = ΠM(PA), si y sólo si S = ΠCn(PA), si y sólo si S = ΠCn(PS
∗
)

Por lo tanto, S = {(x NPA) : x ∈ X,NPA > 0} es un modelo

estable de P.

3. Si A es un modelo estable posibilista de P, aśı lo es también un

modelo posibilista de PA
∗
. Aśı, A∗ es el modelo de (PA

∗
)∗, por lo

tanto A∗ es un modelo estable de P ∗.

Está proposición muestra que existe un mapeo uno a uno entre los

modelos estables posibilistas de un programa lógico normal P y los mo-

delos estables de su proyección clásica P ∗.

2.6.1. Programa Lógico Normal Posibilista Inconsis-

tente

Una caracteŕıstica de la Lógica Posibilista es su capacidad para ma-

nejar la inconsistencia de un conjunto de fórmulas. Eso propone una

manera de restaurar la consistencia de un conjunto de fórmulas supri-

miendo las fórmulas menos certeras (o preferidas), aquellas que tienen un

grado de certeza mayor. Presentamos aqúı una idea análoga para hacer

frente con programas lógicos normales inconsistentes. La idea básica es

considerar que cada regla en el programa dado tiene un grado de certeza.

Definición 2.6.5. Sea P un programa lógico normal posibilista

- el α−corte estricto de P es el subprograma P>α = {r ∈ P |N(r) > α}

- el grado de corte consistente de P es

ConsCutDeg(P ) =

 0 si P es consistente

minα∈N {α|P>α es consistente} otro caso
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El grado de corte consistente de un programa lógico normal posibi-

lista P define el mı́nimo nivel de certeza para el cual un α−corte estricto

es consistente.

Ejemplo 2.6.6. Sea P el siguiente programa lógico normal posibilista

P :

(c← 1) (f ← not e,not f 0,8)

(e← not b 0,8) (a← not a,not b 0,7)

(d← c,not d 0,6) (b← c 0,5)

Entonces ConsCutDeg(P ) = 0,7 ya que P>0 = P , P>0,5 y P0,6 son

inconsistentes y P>0,7 es consistente. Remarquemos que P>0,8 es incon-

sistente. Este último punto ilustra una notable diferencia entre la lógica

clásica y la semántica de los modelos estables. En la lógica clásica cada

subconjunto de un conjunto consistente de fórmulas es consistente. Pero,

un subconjunto de un programa normal consistente no necesariamente es

consistente y esto se debe a la naturaleza no monótona del formalismo.

Definición 2.6.7. Sea P un programa lógico normal posibilista, su grado

de inconsistencia es

InconsDeg(P ) = 1− máx
A∈2X

{πP (A)}

Este grado de inconsistencia puede ser usado para caracterizar un

programa lógico normal posibilista inconsistente y para definir un corte

de un programa lógico normal posibilista inconsistente que aún es un

super conjunto del subprograma consistente que deseamos obtener.

Proposición 2.6.8. Sea P un programa lógico normal posibilista, en-

tonces

1. P es inconsistente si y sólo si InconsDeg(P ) > 0.

2. InconsDeg(P ) ≤ ConsCutDeg(P ).

Demostración:
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1. Si InconsDeg(P ) = 0, entonces máxA∈2X{πP (A)} = 1. luego

Cn(P ) es un modelo.

2. Si P es consistente, entonces por el primer inciso de esta proposición

tenemos que InconsDeg(P ) = 0. Ahora, sea P un programa lógico

normal posibilista inconsistente. Como N es un conjunto finito,

podemos considerar a N = {α1, . . . , αn} tal que para toda i, 1 ≤
i < n y αi < αi+1, denotando Pi = P>αi

para toda i, 1 ≤ i < n.

Sea ak = ConsCutDeg(P ), aśı Pk es consistente y por lo cual

existe A ∈ 2X donde A es un modelo estable de (Pk)∗. Tenemos

que PA = (Pk)A ∪ P ′A y mostraremos que P ′A 6= ∅. Supongamos

que P ′A = ∅, entonces Cn(PA) = Cn((Pk)A) = A,de donde A es

un modelo estable de Pk(A). Aśı, A es un modelo estable de P,

lo cual es una contradicción ya que P es inconsistente y por tanto

P ′A 6= ∅.

Como A es un modelo estable de (Pk)A, entonces para toda r ∈
(Pk)A, A |= r∗ y para toda r ∈ P ′A, N(r) ≤ αk, todo esto

implica que máxPk)A∪P ′A{N(r) : A 6|= r∗} ≤ ak. Entonces,

πPk)A∪P ′A(A) = 1 − máxr∈(Pk)A∪P ′A{N(r) : A 6|= r∗} ≥ 1 −
αk. Aśı, π̂P (A) = πPA(A) = π(Pk)A∪P ′A ≥ 1 − αk. Por lo cual,

máxA∈2X π̂P (A) ≥ 1− αk. Por lo tanto

InconsDeg(P ) = 1− máx
A∈2X

{π̂P (A)} ≤ αk = ConsCutDeg(P ).

Definición 2.6.9. Sea P un programa lógico normal posibilista, defini-

mos la función cut(P ) como:

cut(P ) =

 P si InconsDeg(P ) = 0

cut(P>InconsDeg(P )) en otro caso

Proposición 2.6.10. Sea P un programa lógico normal posibilista, en-

tonces cut(P ) = P>ConsCutDeg(P ).
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Demostración: Sea P un programa lógico normal posibilista. Si P es in-

consistente, entonces P>ConsCutDeg(P ) = P y InconsDeg(P ) = 0, por lo

tanto, por la definición anterior tenemos que cut(P ) = P>ConsCutDeg(P ).

Ahora, sea P un programa lógico normal posibilista, entonces 0 <

InconsDeg(P ) ≤ ConsCutDeg(P ) lo cual implica que:

P>ConsCutDeg(P ) ⊆ P>ConsCutDeg(P ) ⊂ P

Aśı, cada vez que aplicamos cut, reducimos el número de reglas en el

programa dado eliminando las reglas menos ciertas. Además, el resultado

es siempre un super conjunto de P>ConsCutDeg(P ). Donde el número de

reglas en P es finito y todos los super conjuntos de P>ConsCutDeg(P ) son

inconsistentes, entonces cut para y regresa P>ConsCutDeg(P ) después de

un número finito de aplicaciones.

Cuando P es inconsistente P>ConsCutDeg(P ) es el subprograma con-

sistente de P que queremos calcular.

Ejemplo 2.6.11. Continuando con el programa P del ejemplo 2.6.6,

tenemos que InconsDeg(P ) = 0,7. La primera aplicación de la función

cut es suficiente para calcular el submodelo maximal consistente de P:

Aśı,

cut(P ) = {(c 1); (f ← not e, not f 0,9); (e← not b 0,8)}

Y por tanto, cut(P )∗ tiene un modelo que es {c, e}.

Aśı, con lo anterior se muestra la relación existente entre la Lógica

Posibilista y los programas Lógicos.
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Conclusiones

Se presentó una descripción detallada de la teoŕıa de la posibilidad

Estándar y Generalizada. Además, de un teorema que hace a la Lógica

Posibilista Estándar Robusta y Completa. Generalizando este resultado

en una semántica adecuada a la inconsistencia de la Lógica Posibilista.

El desarrollo de la Programación Lógica en los últimos 40 años ha

sido relevante permitiendo el desarrollo de Answer Set Programing y los

Programas Lógico Posibilistas, en diferentes áreas de estudio como es el

caso de la medicina.

Además, se da una breve reseña acerca de la caracterización de los

programas lógicos. Aśı como la definición de modelos estables para pos-

teriormente ver su comportamiento ponderandole a cada cláusula del

programa un grado de posibilidad y aśı obtener los programas lógicos

posibilistas.

Se muestra la caracteŕıstica de la Lógica Posibilista para manejar la

inconsistencia de un conjunto de fórmulas, restaurando la consistencia

de un conjunto de fórmulas supliendo las menos certeras por aquellas de

mayor certeza.

69
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