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Introduccion

En esta tesis se estudian propiedades de algunos operadores polinomiales en espacios
de funciones peri6édicas. En particular, se consideran los operadores de Fejér, Jackson,
Fejér-Korovkin, Norlund y Riesz.

Recordemos que, para f € C[0,1] y n € N los polinomios de Bernstein se definen

como Bfe) Zn: <Z>f (:) F—e) k. zeo1].

k=0

Utilizando un cambio de variable es facil construir polinomios similares para

f € Cla,b] (a <b). Para ello basta definir

Bu(f,7) = (b_la)nzn: (Z)f <a+ %(b— a)) (@—a)fb—2)"*  zelab.

k=0

Se sigue de un resultado de Voronovskaya [69] una limitaciéon de los polinomios
de Bernstein. En particular, si z € (0,1) y f®)(x) existe en el punto z, entonces

r(l—=x 1

Buf.a) — 1) = LD @) 4 o( L), 0
Lo anterior implica que la velocidad de convergencia no puede ser mayor que 1/n. Si
f tiene segunda derivada continua, € > 0y

C
1Ba) = 71l <~

entonces, para todo x se tiene que

lim n(Bn(f,a:) — f(:l:)) =0,

n—oo
mientras que de la férmula de Voronovskaya se sigue que

tim n(B,(f.2) - f(a)) = "0 p0 ),

n—o0 2

III



v Introduccion

En tal caso f(?) (x) =0y f debe ser un polinomio de primer grado.

Actualmente, cuando una sucesiéon de operadores cumple una condiciéon similar a
la ecuacion (1) se dice que es un resultado del tipo Voronovskaya.

La definicion siguiente se debe a Favard (véase [22]). Fijemos 1 < p < oo. Sea
{L,}, L, : XP — XP un proceso de aproximacion. Esto es, para toda f € XP

Tim | La(f) ~ fllp = 0.

Si existe una funciéon decreciente y positiva ¢(n) y K C XP tales que

(I) ILm | f = Ln(f)|lp/¢(n) = 0 implica que f es constante,

(IT) sup{||f — Ln(f)|lp/¢(n) : n € N} < oo implica que f €, K

(IIT) f € K implica que sup{||f — Ln(f)|lp/¢(n) : n € N} < o0,
se dice que el proceso de aproximacion {L,,} esta saturado, que el orden de saturation
es p(n) y que la clases de saturacion es K.

Las formulas de tipo Voronovskaya estédn estrechamente relacionadas con la clase
de saturacién de operadores. En el caso algebraico se relacionan con la segunda
derivada, sin embargo, en el caso trigonométrico no siempre es asi.

En teoria de aproximacion se diferencia los resultados cualitativos de los cuanti-
tativos. Por ejemplo, si {L,} es una sucesion de operadores, L,, : C[0,1] — C]0, 1],
y se prueba que,

lim [[L,(f) = fll =0,  paratoda f € C[0,1],

se dice que se tiene un resultado del tipo cualitativo. Pero, si se encuentra una cons-
tante C'y una funcional ¢ : C[0,1] x N — R tal que para toda f € C[0,1]

lim ¢(f,n) =0

n—oo

[Ln(f) = Il < Co(f, ),

se dice que se tiene un resultado del tipo cuantitativo.

En los tltimos anos se han realizado estudios con el fin de obtener férmulas
cuantitativas del tipo Voronovskaya. Para los operadores de Bernstein véase [25] y
[28].

En el caso de operadores para aproximar funciones periddicas no se conocen
resultados cuantitativos del tipo Voronovskaya.

Aunque se conocen muchos hechos relacionados con los operadores de Fejér, no
hemos encontrado estudios detallados que incluyan el comportamiento de combina-
ciones lineales de estos operadores ni su utilizacion para la aproximacion simultanea.



Por otro lado, para extender los operadores de Fejér, se introdujeron las sumas
de Norlund y Riesz. Sin embargo, en muchos casos no esta clara la relacion entre
dichas sumas y las de Fejér.

Dicho lo anterior, senalaré los objetivos de esta investigacion:

1.- Obtener teoremas del tipo Voronovskaya en versiéon cuantitativa para algunos
operadores polinomiales trigonométricos.

2.- Encontrar estimados para la velocidad de convergencia de la aproximacién,
mediante combinaciones iterativas de los operadores de Fejér similares a las conocidas
para los operadores de Jackson.

3.- Determinar cuéndo el estudio de las propiedades aproximativas de los opera-
dores de Norlund y Riesz se puede realizar en términos de los operadores de Fejér
(de ser posible).

La tesis contiene cinco capitulos.

El Capitulo 1 contiene notaciones y resultados conocidos que se utilizaran en todo
el trabajo.

El Capitulo 2 presenta el estudio de los operadores de Fejér. En la Seccién 2.1 se
incluyen resultados clasicos. La Seccion 2.2 se dedica a demostrar nuevas propiedades
relacionadas con combinaciones lineales de operadores de Fejér. En particular, en
el Teorema 2.9 se caracteriza la velocidad de convergencia de las combinaciones
iterativas en términos de modulos de continuidad (incluyendo constantes especificas).
En la Seccién 2.3 se discuten problemas concernientes a la aproximacion simultanea;
para ello se analiza previamente una variante especial de los operadores de De la
Vallée Poussin. El resultado principal de dicha seccién es el Teorema 2.16. En la
Seccién 2.4 se presenta un teorema cualitativo del tipo Voronovskaya. Finalmente,
la Seccion 2.5 contiene varias observaciones sobre los operadores de Fejér que se
necesitan en el ultimo capitulo.

El Capitulo 3 se dedica a los operadores de Jackson. El objetivo principal es
obtener teoremas del tipo Voronovskaya. Esto se logra en los Teoremas 3.8 y 3.11
aunque, para ello, previamente se presenta un resultado de caricter general en el
Teorema 3.3.

El Capitulo 4 sigue la linea del Capitulo 3, no obstante, considera los operadores
de Fejér-Korovkin. La diferencia fundamental entre estos estudios radica en un re-
conocimiento previo de los factores de convergencia, asi como una serie de calculos
adicionales (véase la Seccion 4.2). Para las pruebas relacionadas con los operadores
de Fejér-Korovkin necesitamos, ademés, estimar las derivadas intermedias. Lo ante-
rior se logré con la ayuda de un resultado nuevo que se muestra interesante por si
mismo (véase el Teorema 4.9 y el Corolario 4.10).

El dltimo capitulo esta dedicado a los operadores de Norlund y Riesz. El objetivo
es utilizar los nuevos resultados previos, relacionados con los operadores de Fejér
para generalizar y/o simplificar estudios conocidos.



VI Introduccion
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios X? y derivadas

Durante este trabajo denotaremos con X al espacio de las funciones f : R — R
continuas y 27 periédicas. En X°° consideramos la norma del supremo. Esto es:

[flloo =sup | f(z) |
zeR

Para 1 < p < oo, XP denotard al espacio LP de las funciones f medibles con
respecto a la medida de Lebesgue y 27 periddicas, para las cuales

1/p

1910 =4 5= [Ipdug <o

Utilizamos estas notaciones para diferenciar a C' = X de L°, el espacio de las
funciones medibles con respecto a la medida de Lebesgue y esencialmente acotadas.
Para g € L™

l9lloc = esssup | g(z) | .
zeR

Teorema 1.1. (Desigualdad de Minkowski, [10, Proposition 0.1.5]) Si1 <p < oo y
f,g € XP, entonces

1+ gllp < 171l + llgllp-

Sipestal que 1 < p < o0, el conjugado de p, denotado por g, se define por medio
de la relacion siguiente: 1/p + 1/¢ = 1. Para simplificar, cuando p = 1 supondremos
que g = 00, y cuando p = oo tomamos q = 1.

Teorema 1.2. (Desigualdad de Hélder, [10, Proposition 0.1.6]) Si 1 < p < oo,
feXPygec X9, entonces fg€ X' y

1£glle < 1 f1lpllgllg-

1



2 Preliminares

Teorema 1.3. (Desigualdad de Holder-Minkowski, [20, pag. 18|) Supongamos que
1<p<oo. SiAy B son intervalos de la recta real, g : B >R y f: Ax B—R
son funciones medibles con respecto a la medida de Lebesgue no negativas, entonces

U ([ swsen) el < [ g { [ seopa) "

Proposicion 1.4. [10, Proposition 0.1.11] Sea 1 < p < oo y f,{fn}nr; perte-
necientes a XP. Si existe una constante M tal que ||fnll, < M para todo n y
lim,, 00 fn(z) = f(x) a.e., entonces para todo g € X1

i [ fu@g@de = [ gz

Teorema 1.5. (Beppo Levi, [10, Proposition 0.3.3]) Sea {f,}o, C X!. Si
00 ™
> [ lfala)lds < o
n:liﬂ_

o0
entonces la serie Y fn(x) converge absolutamente a.e. en (—m,m). Si denotamos
n=1

flz) = § fu(z), entonces f € X1 y
n=1

[ f(z)dx = ;[ folz)da.

Definiciéon 1.6. Sea A =N o A = (a,b), donde 0 < a < b < 00, y sea pg uno de los
puntos a,b o co. Un conjunto de funciones {x,(z),p € A} es llamado un nicleo si,
para cada p € A, y, € X'y

™

1
— =1.
o Xp(u)du

El nicleo {x,(x),p € A} se dice:
1. Real, si para cada p € A, x,(x) es una funcion real.
2. Acotado, si para cada p € A, x, € L.

3. Continuo, si para cada p € A, x, € C.
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4. Absolutamente continuo, si x,(x) es absolutamente continua para cada p € A.
5. Par, si para cada p € A, x,(z) = x,(—) a.e.
6. Positivo, si x,(x) > 0 a.e. para cada p € A.

Definiciéon 1.7. Si 1 < p < ooy {xn(z),n € N} es un nucleo, una expresion de la
forma

L(fa) = (o) = 5 [ fa—wnawde, fexr, ()

se llama integral singular. La integral singular es positiva (continua) si el ntcleo
correspondiente es positivo (continuo).

Definiciéon 1.8. Un nicleo {x,(z),n € N} es llamado una identidad aproximada si
lim IXn(u)ldu =0, (0<d<m),
y existe una constante M > 0 tal que

Ixnllh <M, (n€N).

Una identidad aproximada es par, positiva, acotada o continua si el ntcleo es par,
positivo, acotado o continuo, respectivamente.

Proposicion 1.9. [10, Proposition 1.1.3] Si1 <p < oo, f € XP y {xn(z),n € N}
es un nicleo, entonces I, (f,x) € XP para cadan € N y

(Ol < [l -

Mads ain, si el nicleo es acotado, entonces I,(f) es una funcion continua.

Teorema 1.10. [10, Theorem 1.1.5] Si 1 < p < o0 y el nicleo de la integral (1.1) es
una tdentidad aproximada, entonces para cada f € XP,

Jim {1, (f) = fllp = 0.
Definicion 1.11. Sea f € XP 1 < p < o0. Si existe g € XP tal que

=0,
h—0

p

entonces g es llamada la derivada uniforme f, si p = oo y la derivada de f en medida
de orden p si XP = LP. De forma abreviada, hablaremos de esta derivada como la
primera derivada en norma o derivada fuerte y denotamos g por DU f. Para cualquier
r € N, la r-ésima derivada fuerte de f € X? se define por D) f = D(I)(D(’“_l)f)7 si

existe.
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Para 1 <p < ooy r €N, denotamos por W a la familia de todas las funciones
f € XP tales que f,...,D""!(f) son absolutamente continuas y D"(f) € X?. Aqui
D(f) = DY(f) = f' y D""Y(f) = D(D"(f)). Ademas, AC""! es la clase de las

funciones ¢ tales que ¢, ..., D" "' (¢) son absolutamente continuas.

Proposicion 1.12. [10, Proposition 1.1.16] Sea 1 < p < oo y {xn(z),n € N} un ni-
cleo I,(f) acotado. Si f € W, entonces I, (f) es una funcion r veces continuamente
diferenciable para cada n € N y

(In(f,2))") = LD f,2) = I,(¢"), 2),

donde ¢ € AC™1 con ¢") € XP es tal que p(z) = f(x) a.e. Mds atin, si {xn(x),n €
N} es una identidad aproximada, entonces

nh—>nc}o ||(In(f7 o))(’/‘) - (Dgr)f)(o)’|p =0.

Para f € L', la funcion conjugada es definida por

Tflz+t)— flz—1)
dt,
e—0 27 tan( t/2)

siempre que el limite exista. Se sabe que si f € XP con 1 < p < 0o, entonces fexiste
casi donde quiera y fe XP, y éste no es el caso parap =1y p = oo (véase |75, pag.
253]).

Para las funciones continuamente diferenciables, la funcién conjugada siempre
existe. En particular, si T),(z) = ag + Y_p_; (ax cos(kz) + by sen(kzx)), entonces

n

To(x) =Y _(—by cos(kz) + aj,sen(kz)). (1.2)
k=1

1.2. Polinomios y series trigonométricas

Un polinomio trigonométrico (o de forma abreviada, un polinomio) T}, (z) de grado
no mayor que n, n € N, es una expresion de la forma

To(z) = 2ao+ Y {ax cos(kz) + by sen(kz)}. (1.3)

2
k=1

El conjunto de todos los polinomios trigonométricos de grado no mayor que n se
denota por Ty,. Si T,, € Ty, y |an| + |bn| # 0, decimos que T, es estrictamente de
grado n.
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Paran € Ny y f € XP, la mejor aproximacion se define como:
Eap(f) = inf |If =Tl

La primer desigualdad en la ecuacion (1.5) se conoce como la desigualdad de
Bernstein, aunque el caso 1 < p < oo fue estudiado por Zygmund, quien también
consider6 los polinomios conjugados. Dichas desigualdades serédn varias veces utili-
zadas en este texto.

Teorema 1.13. |67, pag. 215| Si1 <p<oo, r,neN yT € T,, entonces

Ty < (5o ) 83T, 1.4
H n Hp = QSen(nh/Z) H h Hp7 ( )
para todo h € (0,27 /n). Mds ain,

D" (Tl < 0" Tlp g D" (T)llp < 07| Tullp- (1.5)

Las series trigonométricas son de la forma

1 o0

5%+ Z{ak cos(kx) + by sen(kx)},
k=1

y la suma parcial de orden n se definen como:

Sp(z) = 1ao + Z{ak cos(kx) + by sen(kz)}.

2
k=1

Dada f € L', los coeficientes de Fourier de orden n estan definidos de la forma

siguiente:
:% / flu)cos(ku)du y  by(f) = % / f(u) sen(ku)du

La serie (formal) de Fourier de f € L! esta definida por:

£a) ~ S(F.2) = ) 1S (0 (F) cos(na) 4 bu(F)sen(na)). (L6)

n=1

La serie conjugada asociada es definida por:

i(— bi(f) cos(kz) + ax(f)sen(kx ) iBn (f). (1.7)

k=1 n=1
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Se conoce que las sumas parciales de (1.6) se pueden representar en la forma
siguiente (véase |10, pag. 42]):

% + Z{cos(k‘u) cos(kz) + sen(ku) sen(kx)}] du
k=1

&m@:iiﬂw

T

— 5 [ £

1 —|—22cosk(x —u)] du = ;ﬂ_/f(:z: — u) Dy (u)du,

7 k=1
donde
n sen((2n +1)x/2) .
Dy(z) =1+ QZcos(km) = sen(x/2) w2 ,
=1 2n+1 ;T =29m

se conoce como el nucleo de Dirichlet.
Las funciones D,,(z) definen un nicleo con parametro p =n € Ny py = oc.

Proposicion 1.14. [10, Proposition 1.2.6] El sistema trigonométrico es cerrado en
XP e, si f € XP ypara toda k € Ny

]f(u) cos(ku)du =0 vy ]f(u) sen(ku)du = 0,

entonces f(x) =0 a.e.

Se sigue, de la proposicién anterior, que las funciones f € XP? estan univocamente
determinadas por sus coeficientes de Fourier. En otras palabras, si los coeficientes
de Fourier, de dos funciones en X?, son iguales para todo k € Ny, entonces dichas
funciones son iguales casi donde quiera.

1.3. Ncleos y aproximaciéon

Teorema 1.15. [10, Theorem 1.3.7] Sean 1 < p < oo, {xn(z),n € N} un nicleo
positivo, y los operadores I, definidos como en (1.1). Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. limp o0 [ In(f) — fllp = 0 para toda f € XP.
2. limy 00 |[In(cos) — cos ||, =0 y limy, o || I (sen) —sen ||, = 0.

3. limp o0 I, (sen? (u/2),0) = 0.
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4. limpoo [ Xn(u)du =0 para toda 0 < § < 7.
s<lul<n

Proposicion 1.16. [10, Proposition 1.3.9] Sea {xn(z),n € N} el nicleo de I,(f) y
considerémoslo positivo. Entonces la relacion

Jim |1, (f) = fllp =0
se satisface para cada f € XP si y solo si existe un punto xq tal que

liﬁ\m I, (cos (u) , xp) = cos(xp) y ILm I, (sen (u) , o) = sen(xy). (1.8)

1.4. Moédulos de continuidad y clases de Lipschitz

Definicion 1.17. Para r € N, una funcién f : R — Ry h > 0, la diferencia de orden
r esta definida por

() = o0 ) o+ )

k=0
La diferencia simétrica de orden r esté definida por

T

nf(@) = Z(—l)k (Z)f(a: +7(h/2) — kh).

k=0

Definiciéon 1.18. Parar € N, f € XP (1 < p < o0) y t > 0, el modulo usual de
continuidad (suavidad) de orden r de f se define como

wr(f;t)p = sup [| A fllp-
|hl<t

Usualmente, para el médulo de continuidad de primer orden, empleamos la no-
tacion wi(f,t)p = w(f,t)p.

Lema 1.19. [10, Lemma 1.5.2] Sean 1 <p < oo y f € XP.
1. w(f,6)p es una funcion mondtona creciente de §, con § > 0.
2. w(f,A0)p < (L+Nw(f,0)p para X >0y d>0.
3. limg_,o+ w(f,0)p, = 0.
4. Siw(f,8), =0(0) cuando § — 0T, entonces f es constante a.e.

Definicion 1.20. Si 1 < p < oo, una funcién f € XP cumple una condicién de
Lipschitz de orden «, o > 0, denotado por f € Lip(X?,a); si w(f,d), = O(6%). Si
w(f,0), = 0(0%) cuando § — 07, se denota por f € lip(XP, o).
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Para n € N, a > 0, la clase W, es definida como el conjunto de las funciones
f € Wy, las cuales cumplen que #") € Lip(XP a), donde ¢ € AC"™ 1y ¢(") € XP es
tal que ¢(z) = f(x) a.e.

Para el modulo de continuidad de segundo orden se cumplen propiedades similares
a las del Lema 1.19 (véase |10, Lemma 1.5.4]), con algunas variantes en los incisos
siguientes:

[ wz(f, 5)p < 2w(f7 5)107

= si wa(f,8), =0(6%) cuando § — 0T, entonces f es constante a.e.



Capitulo 2

Operadores de Fejér

2.1. Introduccién

Paran € Ny f € X!, la suma de Fejér de orden n se define como

mlf0) = Y (1- ) At @)

k=0 +1

donde Ag(f,z) = ay cos(kx) + by sen(kx). También consideraremos el operador con-

jugado .
=3 (1- ) Bets),

k=1

donde Bg(f,x) = —bg cos(kx) + ay sen(kzx).

Si definimos .

1
) = g 22 el

donde Dy (u) es el nucleo de Dirichlet, se prueba que

x)—1+2z< 1>cos(kx),
k=0
de lo cual obtenemos
1 vy
on(f,z) = o f(z —u)F,(u)du. (2.2)

—T

La expresion (2.2) se denomina como la integral singular de Fejér. La sucesion
{F,.(x)} es llamada el ntcleo de Fejér.
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Como {F),(z)} satisface que [10, pag. 43|, para cualquier ¢ fijo, con 0 < 6 < 7

1
su Fnu < ’
somp S Ty en2(6/2)

entonces

lim sup |F,(u)l

0 §<ju| <

0, (0<d<m).

Por lo tanto, {F,(z)} es una identidad aproximada

Como una consecuencia directa del Teorema 1.10 se tiene el resultado siguiente
Corolario 2.1. Si1 <p <oo,n € Ny feXP, entonces ||on(f)llp < || fllp- Ademds
im0 (f)  fllp = 0.

Corolario 2.2. [10, Corollary 1.4.7] Si 1 <p<oo,n € Ny f € XP  entonces para
casi todo x,

Jlngoan(f,x) = f(x)a.e. (2.3)

Lema 2.3. [10, Lemma 1.6.4] Sea {F,(x)} el nicleo de Fejér. Para cada n € N se
cumple que:

1. Para0 < a <1,

1/n ™
1 [ . 1 1 o1
il F < — oF < — .
o /u n(u)du < o Yy 5 /u n(u)du < 21_an
0 1/n
2. Sia=1,
1 ap 7 log(n) + log(m)
il < )
o /“ e ———
1/n

3. Si0<a<l,

1 1+ w1
—_ OéF d < ——
2T / “ 2a0n’
0
Corolario 2.4. [10, Corollary 1.7.2] Si1 <p<oo,n €N, f € XP
Tim infnflo(f) ~ Flly =0,

entonces f es constante a.e.
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2.2. Desigualdades fuertes para combinaciones de opera-
dores de Fejér

Para incrementar la velocidad de convergencia de los operadores de Fejér (2.1), se
pueden utilizar distintos tipos de combinaciones lineales. Aqui consideraremos las
llamadas combinaciones iterativas (I — o,)" donde, como es usual, para un operador
A, ATt = A(AT) (siempre que esto tenga sentido), e I es el operador identidad.

Notese que
T

(1= (5) =319 (1)),

Jj=0

luego necesitamos propiedades de o7, para obtener representaciones convenientes de
los operadores iterativos. Esto se logra con el uso de la Proposicién 2.5.

Proposicién 2.5. Para cada n,7 € Ny f € L' tenemos que

op(f,z) = Zn: <1 — k>rAk(f, x).

Pt n+1

Demostracion. Por las relaciones de ortogonalidad sabemos que, para 0 < k < n,

L[ - E N1 [™
ar(on(f)) = / an(f,t)cos(kt)dt:kz:(l— n+1)ﬂ/_ﬂAk(f,t) cos(kt)dt

™ J_
T —0

- (1_ n_k;_1);/_7;ak(f,t)0082(kt)dt_ (1 _

o Jan(h):

Con argumentos similares, podemos verificar que
be(on(f) = (1= K/ (0 +1) )bl ).

Luego Ax(on(f)) = (1 —k/(n+ 1))Ak(f). Por lo tanto,

n

an(f) = n 1—% Arlon(f) = 1—7,L’“1 QAk<f>-
k:0< + +

k=0

Usando un argumento inductivo se obtiene el resultado. |

Proposicién 2.6. Para cada n,r € N y f € L' tenemos que

M= FoS (1o K
I= () =1 =3 (1= gy ) )



12 Operadores de Fejér

Demostracion. Tenemos que

-5 = X0 (Dain =1+ 317 ()

j=1 J —0 +1

- [ k
=13 (5 () (1) s

" - " (r k J
—r-3 a3 (% () G- 1))
YA+ Y () )

k=0 k=0

n k‘r
=f kz_0< - (n—|—1)7"> k(f)

Usando las Proposiciones 2.5 y 2.6 podemos obtener el resultado siguiente para
los polinomios trigonométricos:

Proposicién 2.7. Para cada n,r € N yT € T, se cumple lo siguiente

((;2I)/r2 D(T) ; st T es par
(I - Un)T(T) = e N
%DT(T) . siT es impar.

Demostracion. Se puede verificar, que para cada polinomio T € T,,,

(1= 0u)(T) =T — (1) = 1) (25)
Y 1
(1= 0 T) =~ D), (2.6

Por ejemplo, si Ty, (x) = ap + > pq (ai cos(kzx) + by sen(kx)), se tiene que
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(I = on)(T(x))

= Z ay, cos(kx) + b sen(kx)) — ag — kzo (1 o xl ) (ay cos(kx) + by, sen(kx))
_ Z ak cos(kx) + b sen(kx)) = - i P k(ay cos(kx) + by sen(kx)).

Pero

(Z (—bg cos(kx) + ay sen(kx)) ) = Z k(b sen(kx) + ax cos(kx)).
k=1 k=1

Dado que (I —0,)(T") es un operador lineal, para probar la Proposicién, podemos
considerar solo el caso T'(x) = acos(kz) + b(kz), donde a,b € Ry 1 < k < n. A este
respecto, de la Proposiciéon 2.6 tenemos que

k;m

(I —on)™(T) = WT

Si r es par, entonces usando (2.6), por induccién obtenemos lo siguiente
_1)7'/2

(1= 020 = =D (1= 0 (D (T) =

(_1)(r+2)/2
(n + 1)T+2

DT2(T).

Sir > 1 es impar, entonces usando (2.5), se tiene que

(1= 0,0 (1) = (1= 0 (I -~ 0)(T) = (1 ~ 0y~ (D(T))
)12 e
_ %D“l(D(T)) — ((:L)WDT(T).

Para la prueba del Teorema 2.9 necesitamos un resultado conocido.

Proposicion 2.8. [35] Para cada k € N,
\/ m(k+1/2) 7T\/7T(2k‘+1) 27)
(Qk‘) 22k 222 '
Teorema 2.9. Sil1<p<oo, fe XP yn,r €N, conr par, entonces

1
2r + (2 4 1)

(f), ST = (Dl < (L4806 +nr))en(f =)
n+1 n+1/p
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Demostracion. (a) Primera desigualdad. Si f € XP, fijamos T € T, tal que

1f = Tllp = Enp(f)-
Dado que (I —0,)"(f) — f € T, tenemos que

Enp(f) =1f =Tllp <[If = (I = 0n)(f) = Nllp = 1T = a0)()lp-

Usando las propiedades de w, y la Proposiciéon 2.7 obtenemos lo siguiente:
‘s

1 O

wn(f7g), S 2 = Tllp o (T 5) <27 =T+
= 27| = Tl + 71T = o) (T)]
<2 =Tl + 7" (2 = Tlp + I = o) ()
< (27 + 7@ + D) = o) (Nl

(b) Segunda desigualdad. Sea T como en la parte (a). Usando las Proposiciones
2.5, 2.7, las propiedades de w, y la ecuaciéon (1.4) (con h = 7/n), tenemos que

I = on)" (Dllp < 1T =0n)"(f = D)llp + 11 = a0)"(T)l

e 1P

< 2" Epp(f) + (n—i—ll)T (g)rw (T7 %)p

< 2Enp(f) +

< (2" 4+ 1)Eny(f) + %w’" (f’ %)19

< (2" 4+ 1) Enp(f) + wr (f, nLH)p
De [23, Theorem 6.1] sabemos que
1\2
Enp(f) < \/77<2 In(r) + 12) er (f, nLH)p-

Usando (2.7) con r = 2k obtenemos lo siguiente:

Enp(f) < 2\/77(1n(1") + 6) \/27;7%» (f, " i 1>p

&r

= sz (6410 e (£ nLH)p (2.8)

1T =) (F)llp < (14876 + m(r))eor (£, 57)
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2.3. Aproximacion simultanea

En esta seccién presentamos varios resultados relacionados con la aproximacion si-
multanea. En teoria de aproximacion, cuando se tiene una sucesion {7} de polino-
mios trigonométricos que convergen a una funcion f € XP?, si la funcion f € Wy
suele preguntarse si {D"(T,)} converge a D"(f). En tal caso se dice que se tiene
aproximacion simultéanea.

Para que se entienda mejor el objetivo de esta seccién recordemos un resultado
de Favard:

Teorema 2.10. [67, pag. 289] Sil<p<oo,rneNyge Wy, entonces

Fusl9) < 50137 Bl D' (9)) (29)
Yy
Fan(@) < 5037 B (D7 (@): (2.10)

Por ejemplo, si para cada n € N, T, es el polinomio de la mejor aproximaciéon
para g € W, queremos estimar

1D"(g) = D" (Tn)lp-

Pero no podemos hacerlo directamente utilizando el Teorema 2.10 ya que, en general,
D"(T,,) no es el polinomio de la mejor aproximacion para D"(g). La pregunta es jse
podréa acotar || D"(g) — D"(T},)||, en términos de E;, ,(D"(g))? Como demostraremos
en el Teorema 2.16 la respuesta a la pregunta es afirmativa.

El Teorema 2.10 no esta escrito en la forma usual del teorema de Favard. Pero,
como Czipszer y Freud notaron [18, pag. 37|, las desigualdades presentadas anterior-
mente pueden ser deducidas de las originales de Favard.

Parece que los principales resultados en aproximacién simultanea por polinomios
trigonomeétricos se deben a Czipszer y Freud [18]. Ellos consideraron el caso de las
funciones continuas, pero (como algunos autores usualmente hacen) solo explicaron
que todos los resultados se cumplen en los espacios LP |18, pag. 49-51|. Previamente,
Freud [24] obtuvo la estimacion

ID(f) = D(To) oo < Cr(n"If = Tulloo + Enoo(D"(f))),  f € Cip,

donde T}, € T, es el polinomio de la mejor aproximaciéon para f.

En este trabajo preferimos incluir una prueba completa del Teorema 2.16 por
varias razones. Primero, en [18] algunos detalles son omitidos para X? con 1 < p <
oo y no se da informacion sobre las constantes. Se sigue de nuestra prueba, que
las constantes en el Teorema 2.16 no son las mejores posibles, no obstante, en la
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aplicaciéon para los operadores de Fejér, proporcionan estimaciones razonables. Con
respecto a la prueba del Teorema 2.16 necesitamos algunos hechos auxiliares. La idea
original se debe a De la Vallée Poussin [19].

Definicién 2.11. Sea r € N fijo. Paran € Nconn > ry f € X! definimos

1 [n(14+1/r)]—1
OnelF2) = AT = ,; Sk(f,).

Tomando en cuenta que S, (f,z) = S27 w1 Br(f,z), tenemos que:

B 1 [n(14+1/r)]—1 B
C’n,r‘(fax) = [n(l—{—l/r)] _n kz_;L Sk(fvx)

Veamos algunas de las propiedades de C), ,(f, ) dadas en [18, pag. 46].

Proposicién 2.12. Seanr €N fijoyq=1+1/r. Sif€ L', n€ Ny

L (2 +1/r)]t/2)([n/r]t/2)
[n/7] 2(t/2) ’

entonces Cpr(f,7) € Tipg—1 ¥y

In,(t) =

™

Cor(fi2) = — [ f(a + D)L, ()dt.

2 J_,

Demostracion. El hecho de que Cy,(f,z) € Tppg-1 se sigue de la definicion de

Sk(f,x).

La expresion
Curlhia) = 5= [ Fla+ 0L, (0
es un caso especial de los operadores de De la Vallée Poussin. |

Proposicion 2.13. Sir,n e N, n > r, f,fe L', ge W} y T, € T,, entonces

~ ~ d
On,r(f’ ﬂj‘) = Cn,r(fv x), Cn,r(g/) x) = %Cn,r(ga JJ)

Y Crp (T, x) = Ty ().
Demostracion. Tenemos que

1 [n(141/r)]—1

CorlF2) = g 2 Si(F)

k=n
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1 [n(1+1/r)]-1 _ B
B [n(l—Fl/T‘)} -n ]; Sk(f,.%) :Cn,r<f,l').

La igualdad Cy, (¢, z) = %Cnm(g,x) se sigue de [10, Proposition 1.1.15].
Para la tercera igualdad recordemos que, para k,n € Ncon k > ny T, € T,,
Si(Th,x) = T,. |
El resultado siguiente da un estimado de la norma del operador C, ..
Proposicion 2.14. Sir,n € N, n > r, entonces
L @l <3+ L £
— — + In(2r).
or J " - r
Demostracion. Primero utilizamos la identidad

1 T 2 w/2
o (D)t = 2 / T (28)]d2.
0

2 J_, m

Dividimos el intervalo [0,7/2] en los subintervalos siguientes: A(1) = [0, 7/(2n)],

A2) = [r/(2n),7/@2n/r])] vy AB) = [x/(2[n/r]),7/2].

Observe que
1<n/r<n y 1< [n/r] <n.

En el resto de la prueba suponemos que 0 < z < /2.
Tomando en cuenta que |sen(nz)| < nsenx, obtenemos que

- 2 w/(2n)
- /A(l) | I (2t)|dt < p n(2+ 1/7’)][7»/7’]/0 dt <2+ 1/r.

Para acotar la integral en el intervalo A(2), notese que si n > max{2,r} y n =
gr+6,con g€ Nyfel0,1), entonces 20 < 2 < n = gr + 6. Por lo tanto, gr > 6y
n=qr+0 < 2rq = 2r[n/r]. Dado que 2z < 7sen x, tenemos que,

2 / Ly (20)]dt <
A(2)

/Q@In/T)) g4t
T n
—In/r —=In——<In2+Inr.
2[ / ]/7r/(2n) t [n/r]

T w[n/r]

Finalmente,

2 2 ym\2 [? dt 2 /m\22[n/7]
— I,-2t)|dt < —( = / —- = — =1.
71'/14(3) ’ ( )| W[n/r](Q) 7/(2[n/r]) 12 71'[71/’/"](2) T

Por lo tanto,

1 7r 1
5= | Mas(t)ldt <3+~ +In(2n).

—T
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Proposicion 2.15. Si1 <p<oo, f € XP yn,r € N con n > max{2,r}, entonces

17 = Cor(Dllp < (4 +1n(2r)) Buy(f).
Demostracion. SiT € Tn y |f — Tllp = Enp(f), entonces
I1F = CorD)llp = 1 =T = Coua(F =Ty
< (14 [Cor ) I1£ = T,

< (4 + % + 1n(27’)>En7p(f).

Teorema 2.16. Suponga que 1 < p < oo, r,n € N y n > max{2,r}.
1. SigeW,, TeT, yllg—T|,=Enp(g), entonces

1D (g) = D'l < (44 +n@2n) (14 T ) By (D'(9))

2. S8ig,geW,, TeTyyllg—Tlp,= Enp(g), entonces

~ ~ 1 - em
1D7@) = D" (@)l < (4+ ~ + 1)) (Eap(D7 @) + 5 Ean(D(9))).

Demostracion. Sea Cy,, como en la Definicion 2.11. Notemos que

r 1N7
([n(1+1/r)]=1)" <n" <1 + 7> <en", mn>r.
r

De las Proposiciones 2.13, 2.14 y 2.15 obtenemos las desigualdades siguientes:

1
1Crr(9) = Tlly = |G (g = T)llp < (4~ +In(2r) ) g = T,

T _E.,(D'(g)),

< (4 + % + ln(2r)) ST

107 (9) = Con (D7 (@))llp < (44 7 +1n(20)) B (D" (9))

ID"(Crr(9)) = D(D)lp < ([n(1 +1/7)] = 1) [[Crr(9) = Tl

™

<Z(a+ % +1n(2r) ) B (D' (9)).
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Por lo tanto,

1D"(9) = D"(T)lp < [[D"(9) = Cnr (D" (9)llp + [[D"(Crr(9)) = D (T)lp

< (4 + % + 1n(2r)) (1 + %)En,p(DT(g))'

Para la funcién conjugada, consideramos las relaciones

Cn.r(D"(9)) = D" (Ch,r(9)

y ~ ~ ~
1D"(g) = D™(D)[lp < |1D7(9) = Cor (D" (@)lp + D" (Crr(9) = T)lp
< (44 % +10(2) ) By (D"()) + en” | Crr(9) = Ty
< (44410020 (Bop(D°@) + S Bupl(D7(0))),
aqui aplicamos el Teorema 1.13. |

2.4. Teoremas del tipo Voronovskaya

Para los operadores de Fejér se conoce una versiéon cualitativa del teorema de Voro-
novskaya: Zamansky [72, Theorem 14] probé que, si f € C1 | entonces

Jim [[(n+1)(@n(f) = f) + D(f) o = 0.

También se sabe que, si F,(f)s < C/n" [73, Theorem 1|, r > 1, entonces

lim |[n(on(f) = f) + D(f)llec = 0.

n—o0

La extensién de la ecuaciéon anterior a los espacios XP, 1 < p < oo, fue dada por
Butzer y Gorlich en [9, pag. 386].

En el resultado siguiente presentamos una versién cuantitativa de los teoremas
del tipo Voronovskaya para los operadores de Fejér.

Teorema 2.17. 571 < p < oo, f,fe VVp1 yn > 1, entonces

l(n+ 1)(0n(f) = )+ D(P)llp < (14 3e)m Enp(D(f)) + 6 Enp(D(f)).

[+ 1)@a(f) = F) = D)y < (1 +3e)w Enp(D(f)) + 6 Epp(D(f)).
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Demostracion. Si T, € T,, satisface que E,, , = || f — Ty||p, considerando la Proposi-

cion 2.7, el Teorema 2.16 y la ecuacion (2.9) tenemos que

ou(f = Tp) = (f — Tp,) — RLO=LT)

oulf) -~ F+ 28| =

< 2B,,(f) + 252 (Bup(D() + FEnp(D(F))

< B (D) + ZE2 (B, (D(F) + LBy,

n+1

< (143¢) 757 Enp(D(f)) + 757 Enp(D(f)).

Sea g = f. Vamos a verificar que &,,(f) = on(g) a.e y D(g)(z) = —D(f)(z) a.c.

En efecto, si
o0

(kx)),

k:l

entonces

~ Z (—by cos(kx) + ap(kx)).
k=1

De aqui que

Gl fz) = (1 - ni 1) (—by cos(kz) + ax(kz)) = on(F, 2).

Por otra parte,

D(f,z) ~ > k(b cos(kx) — ax(kz)),

ot
Gla) ~ — i(ak cos(kx) + by (k)
. ) Pt
D(g,x) ~ =Y k(=bgcos(kz) + ap(kx)) ~ —D(f,z)
Por lo tanto .
5ull) =T = 2 =g (g) g+ 2D

Dado que g = fe VVp1 yg=—f¢€ W]}, tenemos que

[(n +1)(@u(f) = f+ D)) < 7(1+3e) Enp(D(9)) + 6 Enp(D(G))
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= 7(1 4 3€) Enp(D(f)) + 6 Enp(D(f))

y esto prueba el resultado.
[

El corolario siguiente es una consecuencia simple del teorema anterior. Recorde-
mos que, para 1 < p < 0o, el elemento f siempre existe.

Corolario 2.18. Sil<p<ooy f € Wpl, entonces

lim_{|(n +1)(on(f) = f) + D(f)]lp = 0.

n—o0

Veamos un resultado similar al Teorema 2.17 para los operadores (I —oy,,)". Con-
sideraremos solamente el caso cuando r es par.

Teorema 2.19. 5i1 <p<oo,r €N espar, f € W] yn >r, entonces
l(n+1)"(T = 00)"(f) = (=1)"2D"(f)]lp < (27" +7(5 + I(2r))) Enp (D7 (f)).

Demostracion. Si T € Ty, es tal que E, ,(f) = || f — Tnllp, de la Proposicion 2.7 se
infiere que

(-1)72
(n+1)"

(1)

(I —0n)"(f) — nt 1)

D(f) = —on)'(f =T) - D™(f = To).

Tomado en cuenta la condiciéon n > r, se sigue de (2.9) y el Teorema 2.16, que

I = on)"(f) = ﬂDT(f)Hp < 27 Epp(f) + D (f - To)llp
1) (n+ 1)
< (fl:lgrEmpDr(f) + (a5 +men) (1+ 5) g B D)
< 2 E D () + (54 men) L2 o)
< (n+11> (271 + 75 + In(20))) Enp D' (/).

Con esto concluimos la demostracion del Teorema. [ |
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2.5. Otras observaciones sobre los operadores de Fejér

Necesitamos el resultado siguiente tomado de [3].

Teorema 2.20. Supongamos que 1 <p < oo. Sin e Ny f e XP, entonces

1 ~ 3
Sl = on(Plp < K(f. 7)< 41F = oulDl (2.11)

donde B(f,1)p = it {If — gllp + 1@ lp = 9.5 € X7, 5 € AC, () € XP}. Mas aim,
sil<p<ooyfeXP, entonces

1

1
sp I oDl < (1, ﬁ)p <8PO|If — o)l (2.12)

donde
tan %, si 1<p<2,
P(p) = (2.13)
cot %, st 2<p< .

La estimacién siguiente es menos exacta, pero es ttil cuando se trabaja con fun-
ciones que satisfacen una condicién de Lipschitz. Usamos la notacién

Q1(f,1)p = wi(f, 1)y +t/t7r “’1(:52’5)%&5, t>0. (2.14)

Teorema 2.21. Supongamos que 1 < p < oo. Sin € Ny, f € XP y o, es el operador
de Fejér, entonces

17 =onDllp < (57

Demostracion. Primero, supongamos que n > 1. Dado que
| sen((n+1)t) |[< (n+1)|sent |,

parat € [0,7/(n+1)], tomando en cuenta la desigualdad generalizada de Minkowski,
obtenemos que

I = ol = |3 [ atsCR ]

S er/oﬂ(nﬂ) A2f()Fo(t) dth+ H}T/;(nﬂ) A2f()F,(t) dth

. /w/<n+1> L (),
< wa(f, 1), dt + — B AYALY/ Y
o Jo 2o At g |y Tt D22)
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w/(n+1) T
<un(f. 2 >n+1/0 dH(?ﬂ/ wolfs o oy

’ n+1 p 27 n + 1) /(n+1) t2
1 ™ 27 g wQ(f,t)p
=c-walf,—— ) + dt
2 2<f n—l—l);u (n+1) /7r/(n+1) 2
i n+1 [7/(+1) v 4 wi(f,t)
< , dt P gt
_WI<f n+1)p ™ /0 +(n+1) /7r/(n+1) 2
Una relacion similar se cumple también para n = 0. En efecto, dado que
a 1 (7
ooifie)— f@) = 0 gy = L7 ek nar - s
1 ™
=2, (flz+1)+ flz—1t))dt — f(x)
L[N f(x)dt
- 27_[_ 0 t x Y

obtenemos lo siguiente:

loo(£) = 7l < 5= | 182 7@yt < Gun(. )y < wr(, )y = Hlfmye (215)
T Jo
Esto da el resultado. |

Necesitaremos la proposicién siguiente mas adelante.

Proposicion 2.22. Supongamos que 1 < p < oco. St f € XP, entonces

Ql(f>t)p <9 Ql(f7 3)])
t - s

, O<s<t<m.
Mds aun, st 0 <t <1,
01 (f, 1), < (2+7T)t/ “”(jjf)pdv.
t

Demostracion. Se sabe (véase [67, pag. 104]) que, si 0 < s < t, entonces

(it _ yenlf.s),
t - s

o(t) = /t7r Mdv

(2.16)

Dado que la funcién
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decrece, tenemos que

Ql(fat)p_wl(fat)p+/7r wl(f?”)pd <2 (f S) S/ﬂ-wl( ’v)pd’l)
2
t s

t - t v S

:i(aﬂ(fas)p"’&;/ wl(‘j)pd) 1(‘2’5)1”.

Por otro lado, si 0 < t < 1, tenemos que t < 1 < me~ '/ entonces 1 < 7ln(7/t),
asi

m: (%—%)m(f,t)p (f wi(fst)p <wi(f,t)p /tﬂ:fs—l—m(f,t)p/ﬂidv

t t
wl(fa )p T w1 (f> t)p
< /t dv —I—/t T dv

_ /7r (1+ v)wi(f, t)pdv - /ﬂ (1 +v)wi(f, U)pdv

v2 v2 ’
luego

Ql(f,t)p:wl(f,t)p-i-t/tWde
" (1 + U)wl(fa U)p M " (2 + U)wl (f7 U)P
St/t dv+t/t 2 dv /t dv.

v2 v2

La primera desigualdad en la Proposiciéon 2.23 fue demostrada por De la Vallée
Poussin [19, pag. 34] para funciones continuas, pero los argumentos pueden ser usados
en el caso de los espacios LP. La ultima desigualdad esté incluida en el Teorema 2.5
de [23].

Proposicion 2.23. Sil<p<oo, feXP, nnmeN, n>my

Vim(f, )

entonces

2 10
17 = VoDl € =2 Bl ) < (£ 20

n—m n—m

Recordemos que la funcién méximo entero (techo) de z le asigna a x el menor
entero mayor o igual a x y es denotado por [z].
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Teorema 2.24. Si1 < p < o0, f,fe XP yn € Ny, entonces

4 ~ 4
I =)Dl <4801 (£, 7) +25(Fo7) (2.17)
Y
\|(1—an)(f)upg48wl(ﬁ n‘“l) +25w1(f, +1> (2.18)

Demostracion. Probaremos la primera desigualdad considerando tres casos:
(i) Sin =0, de (2.15) obtenemos que |[oo(f) — fllp < wi(f, 7)p.
(ii) Supongamos que 1 < n < 6. De [10, pag. 69|, sabemos que

(3+2V2) ™
17 =oulf)lp < =5 (f =)

dado que 2y/n < n + 1, tomando en cuenta (2.16), obtenemos lo siguiente

I = ot < EE2 (1. ).
V2) T
<BHa(r ),
<(3+22f n+1w1<f7 )
\f ™
< B (127),
< 8wy (f’ n2—|7—rl)p'

(ili) Asumamos que n > 6. Sea g = V, i (f), con m = [n/2]. Dado que (n—1)/2 <
n — m, tenemos que

n 2n 1 2
< y —F <
n—m n-—1 m-+1 n+2
Més atn, si n > 6, entonces
n <6 n? <6
n-1-5 Y p2_1-F%

Usando (2.5), la Proposicion 2.23 y la ecuacion (1.4) (con h = 7/n), tenemos que

I = on)(Dllp < I = on)(f = Do + 1T = o0)(9)llp



26 Operadores de Fejér

1 _
<2|[f —gllp + mIID(g)Hp

n2—0n (f’ 2: ) +(n—1|—1)<7;) 1(57%>p

17 =3+ g (1)

IN

1
< 40n ( 47 > n
_n—l "n+1/p n+1
_ 40n ( 47r)
N w1 "n+4+1
4

1 ~ T
P1F = VoDl + 5 (7. 7).

n—1 D

), (ﬁ o 1> #yenlln ),
1)p+24w1(f’n+1) 2 1<f’n+1>
i)

P ( )
+5w1f+1p

< 48w (f’ n-+1

+
4
< 480 1, f
n

< 48(‘-}1 (fa
p

Para la segunda desigualdad, sustituyendo f por f en (2.17), tenemos lo siguiente

I = )Pl < 801 (F -2 ) + 25 (D7)

_48w1<f’ +1) +25w1<f’ +1)



Capitulo 3

Operadores de Jackson

3.1. Introducciéon

Parar,n € N,z € R,y f € X', el operador de Jackson-Matsuoka se define como

T o(f,7) = % _W F(@ 4 D) T (t)dt, (3.1)
donde ) (nt/2)\ 2r
Trn—r(t) = ( sen(t/2) )

77’71—7“

YV Yrn—r Se toma de la condiciéon

r(n—1)

1 /sen(nt/2)\2r 1
rn—r ( Sen(t/2) ) - 5 + Z Mk mn,r COS(kt).
! k=1

En efecto, como la expresion entre paréntesis es un polinomio par de grado r(n —1),
existen constantes cx, 0 < k < r(n — 1), tales que

r(n—1)

sen(nt/2)\2r
(W> =co+ ; ¢k cos(kt).

Notese que

1] ((nt/Q)

2r
= (t/2)> dt # 0.

Co
—T
Entonces basta tomar v,,—, = 2¢p.

Nuestro propédsito en este capitulo es presentar teoremas cuantitativos del tipo
Voronovskaya para los operadores Jo,, 9 v J3,_3. Estas tareas se realizan en la Seccién
3.3. En la Seccién 3.2 presentamos algunos hechos conocidos y un resultado general
para operadores polinomiales trigonométricos positivos.

27
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3.2. Resultados generales para polinomios positivos

La convolucién de dos funciones f y g en L', g una funcién par, se define como

™

1 1 (7
(e =+ [ farnona=— [ (e+0+ =D
El resultado principal de esta seccion es el Teorema 3.3.

Para cada n € N fijemos un ntcleo

Qn(z) = % + Z Ak cos(kz) > 0. (3.2)

k=1

El momento algebraico de orden 2r de @, () esta definido por

Mo (Qn) = i/ﬁw 02" Q (v)dv. (3.3)

La acotaciéon que se presenta en la Proposicion 3.1 aparece en diferentes trabajos,
véase |31, Lemma 1] y [10, Lemma 1.5.7].

Proposicion 3.1. Si Q,, estd definido por (3.2), entonces

7T2

2(1 = An) < Ma(Qn) < 5 (1= A1)

My(Q) < ”84(2<1 — M) — %(1 ~ o).

La proposicién siguiente es bien conocida, incluimos una demostracién para be-
neficio de los lectores.

Proposicion 3.2. Suponga que 1 < p < 0o. Sean Qy,(t) definido por (3.2) y K,(f) =
f*Qn. Sige Wﬁ, entonces

7'('2

lg = Kn(@)llp < 5 (1= A1n)[D*(9)lp-

Demostracion. Dado que @, es una funcién par

Kulf.) = fa) = Kulfoa) = 2 [ j@Qu

= [ (tar0-26@ + 1= 1) Quit) .

s



3.2 Resultados generales para polinomios positivos 29

Si denotamos AZg(x) = g(x +t) — 2g(z) + g(x — t), usando la desigualdad gene-
ralizada de Minkowski obtenemos,

I~ ol = (5) ([

(s [ st ) ar

1 ™
— n(t)wa(g,t)d
< 77/0 Qn(t)wa(g,t)dt

’ d:l:) p

+ [t Quny

IN

2 1 " 2
1Dz [ £Qute)d

= Ma(Qn)IID*(9)llp

7T2

< S (=2 1D%9)y

donde, para obtener la tltima desigualdad se us6 la Proposiciéon 3.1. |

IN

Teorema 3.3. Suponga que 1 < p < oo y la sucesion {Qn} estd dada por (3.2). Si
K, (f) = f * Qn, entonces para cada g € Wg se cumple que

HKn( )—g D) 1—Az,n>

3
™
<1+ ——F—7——,/4—
A, 2 H;;‘( +8\/§,/1_>\17n 1—=Ain
X w1 <D2(g), \/1 — Alm)p,

donde Ay, = M2(Qy) es el momento algebraico definido por (3.3).

Demostracion. Presentamos la prueba para los espacios XP con 1 < p < oo.
Para z,v € [—m, 7], sea

_ X[:r,z+v](s)7 v >0,
@m,v(s) { X[x+v,x](8)7 v <0,

donde x4(s) es la funcion caracteristica del conjunto A.
Dado que

r+v
gz +v) =g(x)+ Dl(g, x)v + / (x+v— S)DQ(Q, s)ds,

xT

1 /_7; vQp(v)dv = 71r/07r vQy (v)dv + % /OW(—U)Qn(—U)d’U =0,

™
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ya que @), es un polinomio trigonométrico par, y

z+v ’U2
/ (x+v—s)ds=—,
z 2

tenemos que

us 2 T us
= [ s+ 0@uian - go) - 2D [ 2w

—T 27T -

’U2

/7r (g(g: +v) —g(z) - D2(g,x)—)Qn(v)dv

I
S)= D= A= A= N =
VR
e\

2

™ 112
| (s +0) = o)~ D'(g. )0 - DX(g.0)'y ) Qule)do
T+v
(x +v+s)D*(g,s) — D*(g,2)(z +v + s)ds) Qn(v)dv

/xﬂ(x + v+ s)(DQ(g7 s) — Dz(g, a:))ds) Qn(v)dv

(
/7r (sign(v) i Ozu(s)(z+v+ s)(DZ(g, s) — DQ(g, :U))ds) Qn(v)dv.

—T —T

Por lo tanto,

27 g+ 0)@utio - o) - 22D [T 2, )] ar
< [T ([ |erstso+o-9)0%a.9) ~ DP(g.00)|ds)@ue)as] a

Si

Oru(8)(x +v = $)(D*(g.5) = D*(g.x))|ds.

F(z,v) = /:

se sigue de la desigualdad generalizada de Minkowski que

™ ™ 1/p
|| Kn(f) — f — (An/Q)DQ(ng < 3 Qn(v) <1/ (F(:L',’U))pdl‘> dv

2 J_,

_ /0 i Qu(w)( (;ﬂ /_ :(F(x,v))de) " <217r / i (F(a:,—v))pdm>1/p)dv.

-7
Pero, si 0 < v < 7, usamos otra vez la desigualdad generalizada de Minkowski
para obtener lo siguiente
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<217r /_ Z(F(x,v))pdx> v
([
_ (;ﬁ /T; (/0 (v —w)(D*(g, 3+ w) - DQ(g,az))depdx)l/p

v T 1/p
S/ (v—w) <21/ ‘D2(g,x+w)—D2(g,x)‘pdx> dw
0 ™ J 7

v 1
< / (v —w)w (¢", w)pdw = 3 v? wi(D?(g), v)p-
0

(x+v—ys) (DQ(g, s) — D*(g, x))ds‘)p dx) .

Si —m < wv <0, entonces 0 < —v < 7, luego

1/p

(x+v—s) (DZ(g, s) — Dz(gjx))dstdx>

1/p

(¢ —v—s3) (D2(g, 5) — D2(g,m))ds‘)pdzx>

(—v —w) <D2(g, x +w) — D?(g, x))dw‘)pdx> .

—v s 1/17
< / (—v—w) (21 / |D*(g,z +w) — DQ(g,x)‘pdx> dw
0 T J-m

< /0_”(_v — w)wi(g", w)pdw = %UQ w1 (D*(g), —0)p.

Asi, tomando en cuenta (3.3) y la Proposicion 3.1, obtenemos

1Ka(f) = f — (An/2D(g)]lp < / Qu(v)0%w1 (D2 ((g), v)pddv

<o (Do) VT=0) < [ Qu?(1+ )

» m\/M2 Qn M4(Qn))
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< <D2(g), Vi )\m)p (An i \/7;27;4(2(1 —ALn) — %(1 _ )\Qm)))

—wi (D), m)p (An V) [y 1o A“) ,

4v2

- 1- )\l,n
Hemos probado que

’ 1

. (Kn(g) - g) - %Dz(g)

3 /T— Min — Ao
<1+ s 1, 4_1 A2
4\/5 An 1_A1,n

_ ;:iiz) wy (DQ(Q)’ J1— /\1,n> .

T
<14 —2——x /4
< 8\/5\/1_>\1,n

Observacion 3.4. Para una sucesion {Q,,} de polinomios trigonométricos positivos,
el Teorema 3.3 es interesante solo en el caso A1, — 1 cuandon — ooy

1 4 1— Do <
sup - 00
neEN 4/ 1- )\l,n 1 - )‘1771

(3.4)
3.3.

Teoremas del tipo Voronovskaya
Para los operadores J2,—2 se conocen algunas relaciones del tipo Voronovskaya. Por
ejemplo, Korovkin [37] probé que

Jim | |202(Jana(h) = 1) = 3D%(f)||_ =0.

Por otro lado, si f € Cor y D?(f, ) existe en un punto x, entonces

Jim (n+1)* (T o(f,2) ~ f(2)) = 3D*(f,a)

(véase [38, pag. 134] y [8, Theorem 6.2]). Ademas, si f € W2, 1 < p < oo, entonces

nli_{gOHnQ(Jzn—ﬂf) - f) - gDQ(f)H =0,

(3.5)
(véase |9, pag. 387]).

Teoremas de carécter local, del tipo Voronovskaya para operadores de Jackson-
Matsuoka J,,,—, fueron probados por Schurer [61, Theorem 22| para f € C3. 'y
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Rathore [58, Lemma 3] (no en una forma cuantitativa). Para los espacios X? se
conocen estimaciones menos exactas (véase [36, pag. 160]). Un resultado para el caso
general fue dado por Matsuoka en [46].

En esta seccion presentamos teoremas del tipo Voronovskaya para los operadores
de Jackson-Matsuoka Jo,_o y J3,_3. En particular, demostramos que la afirmacién
(3.5) puede ser mejorada. Al estudiar ambos operadores aparecen algunas diferencias.
Para explicarlo de forma clara, recordemos algunos hechos conocidos.

Proposiciéon 3.5. [62, Theorem 1| Para cada n > 3, existen nimeros reales oj p,
1<k <2n—2 tales que

2n—2

1 sen(nt/2))4 1
=5+ ie.n cos(kt),
72n_2( sen(t/2) 2 ; Okn cos(kt)
con
ST PR R (U]
Y2n—2 N 2(2n3 +n) O1,n = mZ+ 1’ Yy 02n = n(2n? + 1)_

Se sigue de la proposiciéon previa que para el operador Js,_s, tenemos que

1 ( _ 1- o0 )_(2n2+1)3
1- O1,n 3(1 — O01.n 3 n’

Por lo tanto, la condicion en la ecuacion (3.4) no se satisface y el Teorema 3.3 no
es Util en este caso.

En la Proposicién 3.7 usaremos el Teorema 2.16, inciso 1, para el caso particular
r = 2. Con el objetivo de simplificar la afirmacion, es conveniente usar una constante
mayor. En particular, consideramos el estimado

(% +1n4) (1 n %) < (5.9) (5.27) < 31.05.

También necesitamos un resultado auxiliar que se presenta a continuacion.

Proposicion 3.6. [53, Petrov| Para cada n € N y x € R se cumple que

n

1 k 2n 1
- == 1— — k> k3 k
froel) 2 " ; ( Yon—2  Y2n—2 " V2n—2 ) cos(kz)
1 2n—2
+ <8n3 —2n — (12n% — 1)k + 6nk? — k3> cos(kx).
37271—2

k=n+1
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Proposicion 3.7. Para cadan € N y T € T, se cumple que
3 3 ~ 3 ~
T// _ T !/ T n
O+ sz @

H(T) =T
Tona(D) =T+ 50577 2n(2n? + 1)

3nt Dion —D(T) | 3ntD) 0y

3D(T)
2n(2n% + 1) 2n(2n% + 1)

2n? +1

donde o, es el operador de Fejér.

=T+

Y r—o(ar cos(kx) + by, sen(kz)). Tomando

Demostracion. Sea T'(x) = > p_ Ag(x) =
en cuenta la relaciones de ortogonalidad y la Proposiciéon 3.6 tenemos que

SonealT) = 1 [ T+ ) an-alt)d

/ Z ag cos(k(t + ) + b sen(k(t + x))) Jon—o(t)dt
T k=0

=Ag+ — /Zakcos (t 4 x))Jon—a(t)dt

T k=1

/ Zbksen t+$>)J2n 2( )dt
T k=1
= Ay + Z / cos(k(t + x) (1 ko 2k + K ) cos(kt)dt
0 Y2n—2 Y2n—2 Y2n—2
k 2nk? k3
+ sen(k(t+x))(1— — + cos(kt)dt
Z / ) ( Y2n—2 Y2n—2 ’72n—2> ( )
k 2nk? k3
= Ay + aicos(kx)(1 — - +
0 ; g ( ) ( Y2n—2 Y2n—2 Y2n—2 )
- k onk? k3
+ bpsen(kx)(1 — - +
Z g ( ) ( Y2n—2 Y2n—2 Y2n—2 )
~ 3 1 —
2(T)(x) + D*(T)(x)

3
=T+ Gt 1)D1(T)(x) T o r1? Non—2
3D*(T)(x)  3(n+1)(on = )(T,x) 3(n+1)(on — D)(D*(T), )
2n(2n2 + 1) ’

=T
@)+ e 2n(2n2 + 1)
donde hemos usado (2.5), la Proposiciéon 3.5 y la identidad D3(T) = (M)’, con
|

M = D*(T).
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Teorema 3.8. Suponga que 1 <p < oo. Si f € Wﬁ yn €N, n >3, entonces
120° + 1) T2n—2(f) = f) = 3D*(f)lp < 4B p(f) + (219 + 477%) B, ,(D*(9))

+2(1 = o) (F)llp + 2T = 70)(D*(f))lp,

donde o, es el operador de Fejér.

Demostracion. Para cada n € Ny f € Wp2, elegimos T' € T,, tal que E, ,(f) =
|f —T||p- Observe que

(20% + 1) (J2n-2(f) = f) = 3D*(f) = (20 + 1)(Jan—o(T) — T) — 3D*(f)

+(20? + 1) (Ton-a(f = T) = (f = T)) +3(DA(T) = D*(f)),

Estimaremos cada término de la suma anterior por separado.
Segin la Proposiciéon 3.7 se cumple que, para cadan € Ny T € T,

3 3 ~ 3 ~

o(T) =T - D*(T)=——————DYT) + ———5——D*(T).
Ban-2(T) w1l D= e n? Dt e 0
Tomando en cuenta (2.5) podemos escribir
o(T)-T - D*(T

_ 3+ D)(on — I)(T) N 3(n+1)
2n(2n? + 1) 2n(2n? +1)

(I = 0n)(D*(T)),

donde o, es el operador de Fejér.
Si n > 3, entonces

Asi,
1202 4+ 1) (Tana(T) — T) — 3D*(T) ], < 2ll(0n — DT + 20 — ) (DT,

< AT ~ fllp + 2ll(on = D(Hllp + 20T = 00)(D*(f))llp + 4IDHT — £l
< ABnp(f) + 2 (00 = D(H)llp + 20T = o) (D*(£)lp + 125Ep (D*(f)).

Por otro lado, dado que f — 1T € sz, como una consecuencia directa de la
Proposicién 3.2 (recordemos que g1, = 1 — 3/(2n? + 1)) sabemos que

7T2
(207 )T of =) = (7 = T)llp < 5[ D*(7 =),

ﬁ 2 2 2
< (31.05) Enp(D(f)) < 46.70° B, »(D?(f)),
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donde usamos nuevamente el Teorema 2.16.
El término 3(D?(T) — D?(f)) puede ser estimado como en el Teorema 2.16. Esto

IB(D*(T) = D*())lp < 3 x (31.05) Enp(D*(f)) < 94Ey(D*(f)).

En conclusion, hemos probado que
120° + 1) T2n—2(f) — f) = 3D*(f)lp < 4B p(f) + (219 + 477%) By, (D*(f))

+2|[(1 = o) (H)llp + 20T = o) (D*(£))lp-
_

La Proposiciéon 3.9 se usara para obtener un teorema del tipo Voronovskaya rela-
cionado con el operador Js,—3 con la ayuda del Teorema 3.3.

Proposicion 3.9. [62, Theorem 1| Para cada n > 3, existen nimeros reales g p,
1 <k <3n-—3 tales que

3(n—1)

1 (sen(nt/Q))6 1
=5+ k. cos(kt).
Y3n—3 \ sen(t/2) 2 ; Gk, cos(kt)
Mas ain,
n(11n* + 5n2 + 4)
Y3n—3 = ,
10
n(n2 + 1) 20(2712 . 1)
= 1 -~ 7 _ 1 _ e =)
e Y3n—3 vy @ It + 5n2 + 4

Proposicién 3.10. Sean qin, qin Y q2,n los coeficientes dados en la Proposicion
3.9. Para cadan € N, n > 3, tenemos que

1 1-— 27 10
(4 - QZ’”) <+ v l-aa.<—.
1-— din 1-—- din 5) n
Demostracion. De la representacion de los factores de convergencia g1 5, ¥ g2, sabe-
mos que
1 (4 1—q2,n>_9n4+5n2+4< 2n(2n21))
1—qin l—qn/  10(n2+1) n(n?+1)
~ 6(9n* +5n? +4 < 27
o 10(n2+1)2 T 5
Yy
n(n?+1) 10n(n? + 1) _ 10(n? +1) 10

1= qins = - .
Ans Yan—3 n(9nt +5n2 +4) = nt+n? n?
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Teorema 3.11. Suponga que 1 < p < o0 y J3,—3 es el operador de Jackson-Matsuoka
(3.1). Para cada g € Wz? tenemos que, para n > 3,

m)p’

- (Tansle) = 9) = 3D%0)|| < 6 (D%(g),
An 2 '

P
donde Ay, = My(J3,—3). Véase (3.3).
Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 3.3 y la Proposicion 3.10. H

Notese que el indice r(n—1) en la definicion de los operadores J,,,—, hace referencia
al grado del polinomio. Luego, dados dos enteros positivos n y m se tiene que si
Jo(n-1) = J3(m—1), m debe ser impar. Si m = (2r + 1) con r € N se tiene que

6r=3(m—1)=2(n—-1).

Luego n = 3r + 1.
Sim=(2r+1)y n=3r+1, del Teorema 3.8 obtenemos lo siguiente

1237 +1)* + 1) Jsr(9) — 9) = 3D*(9)lp = 1(20° + 1)(J2n—2(9) — 9) —3D*(9) I,
< A4Enp(g) + (219 + 47n%) B, (D (9))
+2[|(I = ) (9)lp + 211 = 70)(D*(9)) Iy,
= 4BE341,(9) + (219 + 471%) E3r1,,(D?(9))
+2[[(1 = o3r41) (@) lp + 21 (I = 73+1) (D*(9)) [1ps

mientras que

(369 - 9) = 50°0)|| + |5 (Fon-sle) = 9) = 50%9)|

I

Azrq1 p

V10 9 V10
—) = 6wy <D (9), ) .
n P 3r + 1 P

Segin lo anterior, vemos que, ademas de que no podemos comparar los dos tipos
de operadores para todos indices, en los casos donde los grados coicinden se obtiene
expresiones que no pueden deducirse una de la otra. Expliquemos algunos detalles.

Se puede acotar a Es,41,(D?(g)) en términos del primer médulo de continuidad
de D?(g), pero a cambio de obtener una constante mas grande. Esto es

< 6wy (Dz(g),

T
Bsri15(D%(9)) < 481 (DX(9). 575 )

y debemos multiplicar por (219 + 4772) (véase la ecuacion (2.8)).
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Por otro lado, se conoce que (véase [10, pag. 77])

(I = os) (D ()l < Cua (D), < 40w (D(g), )

1
\/37"—1—1)17 Va3r+1

Pero, existen funciones g € Wﬁ para las cuales

1 (P°0): )
lim P

T Wy (Dz(g)a 3\,{.1:01)1J

Los argumentes presentados més arriba prueban que el resultado para los opera-
dores J3,—3 no se pueden deducir de los correspondientes a Jo,,—2, cuando dan lugar
a operadores del mismo grado.

Veamos que la resultados para Jo,_9 no se pueden deducir de los correspondientes
a J3n—3.

Si g € Tsne1 y g no es una constante se tiene que

v 10
"3r 41

0 # wi (DQ(Q) )p Yy Esri1p(9) = 0.

Luego, en general, no podemos estimar a

w1 (DQ(Q)

\/10)
’3?"—1—1 p

en términos de Esr41,(D?(g)).



Capitulo 4

Operadores de Fejér-Korovkin

4.1. Introduccion

Para n € N, el nacleo de Fejér-Korovkin se define como

_ ! sen? — cos((n + 2)x/2)
n+2 n+ 2 (cos(m/(n+2)) — cosz)?’

n

para x # £7/(n+2) + 2jm, j € Z.
Para f € X!, se define la integral singular de Fejér-Korovkin mediante la expre-
sion

F.(f,z) = % / f(z+t)Ky,(u)du. (4.1)

Enunciemos algunos teoremas conocidos del tipo Voronovskaya para el operador
F.,.

Teorema 4.1. [10, Corollary 1.6.2] Si f € Cor, x € [—7, 7| y f"(x) existe, entonces

7T2
Fu(f,2) = f(z) = 5 f"(x) +o(n™?). (4.2)

2n?
Teorema 4.2. [9, pag. 385 Sil<p<ooy f € Wp2, entonces
2
Tim [n?(Falf) ~ )~ o f @)l = 0.

El propdsito de este capitulo es presentar un teorema cuantitativo del tipo Voro-
novskaya para el operador F,,. Esto es, queremos estimar la velocidad de convergencia
del operador al valor 0 en los resultados presentados anteriormente (Teorema 4.1 y
Teorema 4.2). Para lo cual, necesitamos otros hechos conocidos.

39



40 Operadores de Fejér-Korovkin

Teorema 4.3. [23, Theorem 2.5] Si 1 <p < oo, f € XP yn € N, entonces

Buplf) < 501 (1277
p

Proposicion 4.4. |9, Theorem 2.5] Supongamos que 1 < p < 0o y

Qn(x) = % + Z Ak,n cos(kx)

k=1
es un polinomio trigonométrico no negativo. Si g € WpQ, entonces

7T2

lo = (9% Qull, < - (1= Aua) [ D(9)]

p°

Recordemos que una sucesion {a,} es convexa si A%a, > 0 para todo n € N,
donde Aa, = a, — ani1 y A?an, = Aay — Aapyr.

Proposicion 4.5. |75, pag. 93| Si {a,} es una sucesion acotada y conveza, entonces
{a,} decrece, nAta, — 0y

o
Z(n +1)A%a, = ag — lim a,.
=0 n—oo

Proposicion 4.6. |75, pag. 183| Si {a,} es una sucesion convexa que converge a 0,
entonces la serie

oo
% + kz_l ay, cos(kz),

converge para todo x # 0 a una funcidon integrable y no negativa.

Proposicion 4.7. La funcion

() = Z cos;lm)7 v 40,
k

=1

es integrable. Ademds,

3
< —,
el < 9

Demostracion. Si consideramos la Proposicién 4.6 con la sucesion {a,} dada por
ap =3/2y a = 1/k para k € N, entonces

. cos(kx)
Y =0,
k=1

>~ w
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para x # 0. Pero

1 [|& cos(kx) 3 1 []3 cos(kx)
— <4 e
o Z:: 2 d_4+27r/4 2 dr
31 [ (3 & cos(ka) 3 I 2 3
e k=1 k=0
Aqui usamos la Proposicion 4.5. |

Observacion 4.8. En la prueba de la proposicién previa no podemos tomar ag <
3/2, pues necesitamos que A2ag = ag — 2a; + ag = ag — 3/2 > 0.

Las derivadas intermedias han sido usadas por varios autores. Ahora presentamos
algunas constantes particulares.
Denotemos por T a la familia de todos los T' € T,, con media cero, esto es

™

/Tn(x)dx =0. (4.3)

—T
Teorema 4.9. Paral <p<oo,neNyT eT,, tenemos que:
3(n+1)

1T = o)D)y < =T = 0)*(T)]lp,
donde o, denota al operador de Fejér. Ademds, si T € TY, entonces
3(n+1)
ITlly < =5 = an) (D).
Demostracion. Definamos 7, : T2 — T por la ecuacion
n n
A
m(T) = (n+1) ’“]im), donde T(x) = Ap(x). (4.4)
k=1 k=1
Observe que, para cada T € TY,
3(n+1)
[m(T)llp < (0 + D@l Tl < =———ITlp,

2

donde ¢ es la funcion de la Proposiciéon 4.7. Por otro lado, si T" estd dado como en
(4.4), entonces

(I —on)(T),2) = T <Z - i 1Ak,x> = ZAk(fl') =T(x). (4.5)
k=1 k=1
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Por lo tanto, para cualquier 7' € T, si denotamos por 7" = T'— Ay(T") /2, entonces

I = o) (D)llp = I = 0n)(T*)lp = I7a((I = 00)*(T)) I

0D 1 - on2@lly = )1 - 0@l

Finalmente, si T € TY, se sigue de (4.5) que

IN

I(Z = 00) (D) -

nﬂu=WMU—gm@m@§Nﬁ;D

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el resultado que aparecerd en
el corolario siguiente.

Corolario 4.10. Sin € N y T € T?, entonces
9 " 3
1Tl < 1T p, 1Tl < *HD )iy,
T 3w T 3(T
1Ty < SIT M, 1Tl < *HD (T)llp,

ID* D)y < 2(n+ DIIT"lp-

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 4.9 y la Proposicion 2.7. En efecto,
tenemos que

il < 20 - ol < 0 - 0@l = 2,
’ 27 1
i, < I 1oy, = oA
Por otro lado,
1Ty = (n+ DI = 0Ty < 5 (0 4+ DT~ 0 2(D)llp = ST,

HT’Hpéz(er)SII(I—%) (T )pr*HDS( ]

Finalmente,

17" lp = IT"Yllp = (n+ DI = 0u)(T")llp < 2(n + T
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4.2. Algunos resultados auxiliares

Algunas representaciones para los factores de convergencia aparecen en diferentes
lugares. Véase [64, pag. 1098|. Denotemos

cot

Cn(z) = (1 — 2) cos(mzx) + 2 nj—2

sen(mx). (4.6)

Algunas veces escribiremos gy, = (, (k/(n + 2)).

Proposicion 4.11. El nicleo de Fejér-Korovkin puede ser escrito en la forma si-
guiente:

R R
=5 Z Cn () cos(kx) =3 Z Ok.n cos(kx).
Corolario 4.12. Para cada n > 1, tenemos que

T 1
: :1—2(1— 2 ) 1—
g On o8 n+2 < n+2)

1-02n _ 6 5o n 2(1+cos(7r/(n+2))).
1-01n n—+2 n-+2

™

01,n = COS
n

4 —

Necesitamos algunas estimaciones relacionadas con los factores de convergencia
Okn- En lo siguiente denotamos

1 T T
ap = — 1— cot 5
7r< n+2 n+2>

H, 1(z) = (1 —z)cos(mz) + sen(rz) + 7;21‘2 - 7;2;33, (4.7)
H, 2(x) = ap(sen(nz) — mx), (4.8)

' k 2 k2 m2k3 k
Aen = 1=y (n—|—2>_2(n+2)2+3(n+2)3_ﬂa"n+2' (4.9)

Lema 4.13. Para 0 < x < m, tenemos que

2 2
T T
1——< tr <1— —.

27.%001‘7 3

En particular,
7

< —
=90 1 2)2
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Demostracion. La primera afirmacion se sigue del desarrollo de la serie de Taylor de
la cotangente. Para la segunda, tenemos que

1 1 T ¢ T <1 2
=7 nt2 2 = w2(n+2)%
|

Lema 4.14. Sea zo € (0,7/2) definido por la ecuacion 3tan(mxg) = 7(1—x). Para
x € [0, x0] tenemos que

(1 —x)(1 — cos(mx)) + sen(wx) — mx > 0.
Mas ain, xo > /6.
Demostracion. Para 0 < xz <1,
—4cos(mz) — (1 — x) sen(mz) < 0.
Por lo tanto, la funcion
fi(x) = =3sen(nx) + 7(1 — z) cos(mz)

es decreciente en [0,1]. Pero fi(zg) = 0 si y solo si
s
3

De lo cual obtenemos que fi(x) > 0 para z € [0, zg].
Con argumentos similares se verifica que la funcién

tan(mxg) = = (1 — zo).

fa(x) = =2+ 2cos(mz) + w(1 — x) sen(mx)

es creciente en [0, xg]. Asi fa(x) > 0 para = € [0, xo].
Si f3(x) = m(1 — x)(1 — cos(mx)) + sen(mzx) — wx, entonces fi(x) = wfa(x) > 0,
para € [0, zo]. |

Lema 4.15. Sin,m € N, n>m > 5 y Hy estd definido como en (4.7), entonces

m mimt 1 m
1-H, < - — ,
T \n+2 6(n+2)*\4 5n+2)

m m—1 73 (m —1)3
<H — | — H, <
0= n’1<n—|—2> n’l(n—{—Z)_ 4(n+2)4

y, para 0 < k <m — 2,

k+2 k+1 k 4k +1)2
H, 1 Kt2 —2H,,, + +Hyq [ —— SM-
T \n+2 T \n+2 T \n+2 2(n +2)*
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Demostracion. Observe que

!/

ni(z) = —m(1 —x)sen(rx) + m2x(1 —x) = (1 — x) (72 — sen(nz))

" 1(@) =7 (m(1 — 2)(1 — cos(mz)) + sen(mz) — 7).

n,1

(i) Si &y, = m/(n + 2), entonces

L Hys ()| = [ 1 (0) — o ()] = ' [ s

=7 /Im(l — s)(ms — sen(ms))ds.
0

Para 0 < y < 1, tenemos que

7T3y3

0 < (1—y)(ry —sen(my)) < T(l - ),

por lo tanto, para 0 < z < n + 2, la funcién

z/(n+2) m 2t 2
F(z) = /0 (1= s)(ms —sen(ms))ds — e (4 - 5(n+2)) ’

decrece. Tomando en cuenta que F'(0) = 0,

mim? 1 m
‘1 — Hml(a}m)‘ = 7rF(m) < m <4 - E)(Tl—l—2)> .

(ii) Por otro lado, si y = (m — 1)(n + 2),

m m—1
0< H, —— | - H, _
= ’1<n+2> ’1<n+2>
y+1/(n+2)
:/ H,/%l(s)ds
y

y+1/(n+2)
= 7T/ (1 —s)(ms — sen(ms))ds.
y
Como antes, para x > 0, la funcién

((y+2)* =y
24(n + 2)4

y+z 7.‘.3
Gy(z) = / " (1 —s)(mws —sen(ms))ds —

((y+ 2" =y
2U(n+2)4

z 7.[.3
_ /0 (1= (y + ) (n(y + 5))ds —
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decrece y G(0) = 0. Por lo tanto,

y(0
< ) <ZL+—21> < 7r3((y+1/(7;4_|_ 2))4 — )

= v v’ y 1

B ﬁ <4(n+2) +6(”+2)2 +4(n+2)3 - (n+2)4>
3

- m (4(m*1)3+6(m—1)2+4(m71)+1)

7w (m—-1)3 6 4 1 73 (m —1)3
T 24(n+2)4 <4+ (m—1) " (m —1)? * (m — 1)3> :

para m > 5.
(iii) Sea xg como en el Lema 4.14. Pongamos z = k/(n + 2). Note que
2 m—-2+2 7

0<2< < <T a0
SESET LT S a2 S

Luego, si0 < s <z+4+2/(n+2),
1
0< =H!,(s)=7(1—5)(1—cos(rs)) + sen(ns) — 7s
7T k)

(ms)°
2

< m(l—cos(ms)) <m

1 2
0<Hpi(x )—2Hn1(z+n)+Hn71 (z+)

+2 +2

/(n+2)
/ H), (z+s+1/(n+2)) - H,’%l(z—i—s))ds

1+(n+2) pl+(n+2)
/ / H)) ((z+ s+ t)dtds
1+(n+2) pl+(n+2)
</ / (z + s+ t)%dtds

1+(n+2)
7r/ ( +o) g l+s) 1 >ds

6 n+ 2 (n+2)?2  (n+2)3

71 3 22 43 z n 1
6 n+2 n+2 (n+2)2 (n+2)3

e (re) )
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47
rd 3
= (3K’ 4+3k+1+3k+=-+1
60n 2 (3 +3k+1+3 +5+ )
d 5
=— "  (3kZ+6k+=
6(n +2)t <3 +0 +2>
<L(3k2+6k+3)—”74(k+1)2
6(n +2)* -~ 2(n+2)* '
[ |

Lema 4.16. Sin,m € N, n>m > 5 y Hy, o estd definido por (4.7), entonces
m t om?
Hyo[ -2 )< ™
2 (n+2>' ~12(n+2)5

m—1 m 7t m2
H, — | — H < -
"’2<n+2> ”’2<n+2>“ 4 (n+2)°

y, para 0 < k <m — 2,

k+2 k-1 k m(3k? + 9k +7)
H,, — | —2H, _— H, < .
’ ’2(n+2) ’2<n+2)+ 2 <n+2>‘ 4(n +2)°

Demostracion. (i) Si z = m/(n + 2) tenemos que

1
[Hy2(z)| = p (1 - j_ 5 cot - i 2) (rx — sen(7z))

1 ™ (mz)d 7L4 m3
“a2(n+2)?2 6 12(n+2)%
(ii) Por otro lado, existe 8 € (w(m — 1)/(n + 2),7m/(n + 2)) tal que (véase el

Lema 4.13)
™ m(m—1) T
sen — sen -
n+2 n+2 n+2

m—1 m
H, — | — H, — ]| =
oz (5g) ~ e (57 | =

Ay wa, 02 7t m 2
= 1-— 0) < — <
L B R T <n+2>
<7r4 m?
4 (n+2)5

Finalmente, tomando en cuenta el Lema 4.13 y poniendo z = k/(n + 2), tenemos

que
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|Hp2(z+2/(n+2)) —2H —n,2(z+1/(n+2)) + Hp 2(2)|
= ap [sen(m(z +2/(n+2)) — 2sen(mw(z + 1/(n + 2)) + sen(7z)))|

1/(n+2) p1/(n+2)
/ / sen(m(z+s+1t))dsdt
0 0

1/(n+2) 1

:wan/ (1—cos<7r<z+s—|— >>>d$
0 n—|—2

. v 1/(n+2) s 1 2d

= 4(n+2)2/0 T e2)

__ G (RN R S (RS W P
C4n+2)2 \n+2 n+2 (n+ 2)2 n+2 (n+2)3

= 7a,

4

T
= Bk +1*+3k+1)+1) = ——r 32+ 9K+ 7).
oy B+ #3414 1) = gomas (38 4+ 9k +7)
|
Lema 4.17. Sin,m € N, 5 <m <n y A\, estd definido por (4.9), entonces
at m? m3m?
A < - Am—1n — A <
’ m,n‘ = oy (n+2)2; |m( m—1,n m,n)‘ > 4(714—2)47
Y
m— 4 3( 1)
k 1 AQ)\ < 71'm—
Demostracion. Observe que
sen(rx) 7w o T 4
1—Hpi(x)+Hpa(x) =1—(1—2) cos(mc)—i—?w —i-ga? +ay (sen(mz)—7x)
0
T T LGP S
=1—(1—x)cos(mz) — - cot - sen(mwz) — P + 3L T

De donde obtenemos que

k k
Mo =1—Hy [~ )+ Hyo [ —— ).
k, 1 <n+2> + ’2<n+2>

(i) Si m > 5, se sigue de los Lemas 4.15 y 4.16 que
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m m
A =|1—-H _— H,
| m,n‘ ‘ n,1 <n+2>+ n,2 <n+2>’

14 m }_ m 14 m3 7t md
6 (n+2)*\4 5(n+2)

Por otro lado,

m m—1
rmMWJW—MmN<WﬂEM<n+2>‘HM<n+2N

m m—1
— )-H
”’2<n+2> "2<n+2>‘

w3m(m —1)3 n mtm3 m3m3 LT m3m?
m .
4(n+2)4 4(n+2)5 ~ 4(n+2)* (n+2)) = 4(n+2)*

+m

(iii) Finalmente, para 0 < k < m — 2, entonces

k42 k+1 k
AN ol < |Hp1 | —=) —2H,1 | —— ) + H,
| ’“’*2‘—‘ ’1<n+2> ’1<n—|—2>+ ’1<n+2)‘
2 1
e () - 2ma (50) 10 ()
n n n
atk+1)2  7*Bk2+9k+7) m
< 4k* + 11k + 8).
= St 2) nt2p S (nygpth HHETE
Dado que
m—2 m—2
> (k+1)(4E* + 11k +8) = > (4% + 15k + 10k + 8)
k=0 k=0
(2m—3) 19 8 4 3
=(m—-1)(m-2 —Dm—-1)+15——L 4y 242 ) =t —md
(m—1)(m )((m Y(m—1)+15 G +2+m—2 m*—m
Asi,
m— 4,3 _1)
(h+ 1A A o] < MM —1)
kg + knt2| > (n+2)
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4.3. Resultados del tipo Voronovskaya

Veamos previamente un estimado relacionado con la aproximacién simultanea, me-
diante el polinomio de la mejor aproximacion.

Teorema 4.18. Supongamos que 1 <p <oco,meNym>2. Sig¢e W;} TcT,,
yllg—Tlp = Emp(g), entonces

lg” = T"llp < 30 Emp(g")- (4.10)

Demostracion. Recordemos que (Teorema 2.16), para cualquier » € N, g € Wﬁ y
m > max{2,r}, si T € Ty, es tal que ||g — T'||, = Em p(g), entonces

em

D) - D'l < (14 1 +1021)) (14 F) B0,

Dado que
1
(4 o+ 1n(27’)) (1+ %T) < 30,
r

tenemos que
1D?(g) = D*(T)|lp < 30 Enp(D*(g)).

|
Proposicion 4.19. Sil<p<oo,neNyge WI?, entonces
lg = Fal@)lly < 7555 1D*(@)]l5
P= 4(n +2)2 P
Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.4 y del Corolario 4.12 que
2 9 w2 T 9
g =Fal@)llp < 5 (1= 1) ID2(@)lp = & (1= cos = ) IDX(9)l,
7r
< ——||D? .
< sz POl
|

Proposicién 4.20. Para cada1 < p < oo, sin,m €N, n>m >5yT €T (véase
(4.3)), entonces

Q /"

< 9m3m? n 32 n 212 (m + 1) o
» \(n+2)t 4(n+2)3 0 3(n+2)3 P
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Demostracion. Definamos \g,, como en (4.9). SiT =" | Ap(z) € Ty, con Ag(z) =

ay, cos(kz) + by sen(kx), entonces
2

T(a) = Fa(T,2) + 5050 1" (@)

k=0

= k m2k3

n - A
+kzo<m +2 3(n—|—2)3) +()
2
™a T
_ A A n_opr "
2 Mok +2° T 3(n+2)

m m—1 k
> MenAr D A(@) + D ki — Metrn) Y Aj(@)
k=0 k=0 7=0
m—1 k m—2 k J
= AmnT(@) + Aot = Aman) D > Ar(@) + D> AN > D Ai(w)
k=0 j=0 k=0 7=0 =0
m—2
= AT (@) + m(A A1 0)om (T, 2) + Y (k+ 1) AN oi(T, ),
k=0

donde oy, es la suma de Fejér. Se sigue del Lema 4.17 que

> MenAi(z)
k=0

mim* N 3m* N 7tm3(m — 1) Il
24(n+2)% " 4(n + 2)° (n+2)* P

< i§+l+§ mim? 1T,
=\245 475 ) nron

m3m?

< m” Ip

LH
~ (n+2)*
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Ahora, tomando en cuenta el Lema 4.13 obtenemos que

2 m T 21
™ man T, = T"|]
T—-F, (T — 7"l < e nA n P_ P
H n(T)+ 2(n+2)2" |, ~ kZ:o ki (@) n+ 2 3(n+2)3
473 m* 2 ~ 2 ~
< T - T/ - T/// .
< gt + 5 1+ 5 1T

Cada una de las normas anteriores puede ser estimada con la ayuda del Corolario
4.10 (aqui la condicién T € TY, es necesaria). Esto es,

< 9m3m? n 372 n 2m2(m + 1) 0
» (n+2)*  4(n+2)3  3(n+2)3 P

2
T 1

2(n+2)?

7= Fum)+

|
Para la prueba del teorema principal de este capitulo recordemos el Teorema 4.3.

Teorema 4.21. Supongamos quel <p<ocoy0<a<1.Sin+2>7*yfe Wﬁ,

entonces
79572

2/3 ||f”||p'

2
(n+2)*(Fn(f) — f) — 7]’1// < W

Demostracion. Sea m € N tal que
m+1=[(n+2)%?.
Note que
6<(n+2)?2-1<[n+2)?=m+1<n.
Sea T, € Ty, dado por la condicién Ey, ,(f) = ||f — Tm||p- Como
2 2
(n+2)*(Fu(f +¢) = (f + ) - S (e =+ 2)2(Fn(f) = f) - 5 I

Em,p(f + C) = Em,p(f):

para cualquier constante ¢, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que 7}, tiene
media cero. Esto es T,,, € TY,
Tomando en cuenta (4.10) y la Proposicion 4.19,

7I.2
(n+2°(Fn(f) = ) = 5 f"|| < 0+ 2 [Fulf = Tn) = (f = T)ly
p
2 2
+ " =Tl + || (n + 2)*(Bu(Ton) — Tm) — ST
p
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™ 1" /" 2 7 1"
< <4 + 2) 1" = Tollp + ||+ 2)*(Fn(Ton) = Ton) = 5 T,
P
o 7 2 7w 1
< 30 e + o5 Emp(f") + ||(n+2)"(Fn(T) — Tin) — ?Tm .
P
Utilizando la Proposicién 4.20 obtenemos
w2 9m3m? 32 2% (m + 1)
2)(Fp(Trn) — Trn) — =Ti|l < T

< (9#3(71 +2)% 372 22 (n + 2)0‘/2> (

wrer Tamts) T swry ) et I)

97T3 37r2 27T2 1! "
< (o * T * sy GOFnslr) 1571

3.2\ [l 171l
< 3172 S f) P g2 P
< 317 <97T+4+3> (n+2)0‘_(3 ) 1 2)

Mas atin, tomando en cuenta el Teorema 4.3, tenemos que

2 10 1 2
o — ) E, " <1 2 (=¥ - 1"
30<4+2> H(f") <1507 <4+2>w1< ,m+1>p

2 )
— 450720, ( 1, T < 4507%wy ( f7, ——
m+1), (n+2)92-1),

Resumiendo, hemos probado que

2 (317)2
< 450 2 //7 1 .
= “’1( (n+2)a/21> ML

2

(n+ 22 (Fulf) ~ ) = 5 f"

p

Esto nos da el resultado que buscamos. |
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Capitulo 5

Operadores de Norlund y Riesz

Sea D = {d,, 1} una matriz triangular inferior fija (d, ; = 0 para k > n) que satisface
dppg >0 (0< k< n), y ) dpr=1 (5.1)

Sea {L,} la sucesion de operadores, L, : L' — T, definida por
x) = idn,kSk(f,:c), para f e L (5.2)

donde Sj denota a las sumas parciales de Fourier.
Necesitamos otras restricciones relacionadas con la matriz {d, ;}. En adelante,
en este capitulo supondremos que

A_ilelgn—kl (Z’dnk+1 n,k]><oo. (5.3)

La condicién (5.3) no siempre es asumida por otros autores.Varios ejemplos de
operadores que satisfacen las condiciones (5.1) y (5.3) pueden encontrarse en los
articulos [17], [33], [39], [56] v [71].

5.1. Estimados para los operadores L,

En esta seccién presentaremos un estimado para el error relacionado con los opera-
dores L, en términos de los operadores de Fejér.
Si
sen((2k + 1)t/2)
Z dn k y
sen(t/2)

95
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entonces

7) = % /7; F + O Ln()dt. (5.4)

En lo que sigue denotaremos Ad,, = d;, x+1 — dy k. Recordemos que la transfor-
mada de Abel puede ser escrita como

n—1 k
Zakbk = aank — Z (ags1 — ak)ij.
k=0 7=0

Proposicién 5.1. Sin € N y la matriz D = {d, 1.} satisface las condiciones (5.1) y
(5.3), entonces

T w/(2n+1)
[ dn@lasas o[ | 1u(t) | dt < 7A,
w/(2n+1) 0

donde A estd definido en (5.3).

Demostracion. Es sabido que (véase [51, pag. 157])

- ~sen?((n +1)t/2)
Z sen((2k +1)t/2) = ent2)

k=0

De la formula de Abel obtenemos lo siguiente, recordemos que dy, 41 = 0,

Zdnksen ((2k +1)t/2)

sen(t/2)
n n—1
sen((2k + 1)t/2) sen((2j + 1)t/2)
B sen(t/2) Z ok Z sen(t/2)
n 2
_ Ady s sen ((l€2+ 1)t/2)
— sen?(t/2)

1 - 72
< S A 12 5 Y A
sen?(t/2) kzo t2 kzo

Por lo tanto, usando la condicion (5.3)
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/W | L(t)dt 1< 272 (3 | Ady |)/7r a

/(2n+1) o 7/(2n+1) T

n
<27m(2n+1) | Ad,,j |[< 4 A.
k=0

Para la segunda desigualdad recordemos que
| sen((2k + 1)t/2) |< (2k 4 1) sen(t/2),

para t € [0,7/(2n + 1)] y 0 < k < n. Por lo tanto, usando nuevamente la condicion
(5.3)

w/(2n+1) w/(2n+1) n
/ Lot | dt < / SOk + )i | dt
0 0

k=0

n

(2k +1)d

k:O

n—1 k
= dpm 2k+1) ZAd R (25 +1)
7=0

T . ( (2k+1)> (znj | Ady y)
k=0 k=0

n+1

3

IN

Para evitar repeticiones presentamos un resultado general.

Proposicion 5.2. Supongamos que 1 < p < oo y L, (f) estd definido por (5.2). Si
f € XP, entonces (0 denota al operador de Fejér)

n—1

1f = Za(H)llp < (0 + Ddunlloa(f) = Fllp + Dk +1) | Adu | ow(f) = flp
k=0
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Demostracion. Tomando en cuenta (5.1) y usando la transformada de Abel, tenemos
que

Ln(f, Zdnksk (f,z) = dnk(Sk(f,2) — f(@))
k=0
n n—1 k
=dpn Y (Se(fr2) = f(2)) =D Adpi > _(Si(f,2) = f(2))
k=0 k=0 j=0
(0t Dedun(on(Fo) — F)) — Sk + (D) ou(fr2) — ().
k=0

Luego
[ Ln(f, ) — ()]l

?
L

= [l(n+ Ddnn(on(f,2) = f(2)) = p_(k+1)(Adnr)(ok(f,2) = f(2))]]

0

i

<l (n+Ddnn(on(f,2) = f(2))]|+

n—1
> (k+1)(Adng) (ox(f,7) - f(x))H
k=0

n—1
< (n+ D dpall(0a(f,2) = f@))+ D (k+1)(Adn i) | (0k(f, 2) = f(2))]-

k=0
|

Los Teoremas 5.3, 5.4 y 5.6 son los resultados principales de esta secciéon. Particu-
larmente se sigue del Teorema 5.3 que || f — Ly, (f)||, — 0, cuando n — oo, para cada
f € XP. Este tipo de resultados no son obtenidos claramente en algunos articulos
dedicados a los operadores de Norlund o Riesz.

Teorema 5.3. Supongamos que 1 < p < oo, L,(f) estd definido por (5.2) y se
satisfacen las condiciones (5.1) y (5.3). Si f € XP yn € N, entonces

I = LoDl < A(SELDE L 5)f — o))

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 5.2, del Teorema 2.20 y (2.15) que
3 1
17 = La(D)llp < 20+ DB (. -27) 45 1 dua = dno | wn(F,7)y

n—1

+22(k:+1) | dn+1 — dnk | K(f’ki1)
k=1
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donde K esta definida como en el Teorema 2.20.

Si w : [0,1] — RT es una funcién mondétona creciente y céoncava, para la cual
w(0) = 0, entonces w(t)/t decrece, (véase [67, pag. 97]). Dado que cualquier K-
funcional es una funcién céncava, tenemos que:

n—1

23 (k4 1) | dyjsr — due | f((f, i)

P k+1/p

n—1 =
=6> | dnjs1—dnp | K(J;f(/k(ij;)l))p

<2(n+1)K ( ) Z|dnk+1 nk) | -

Por lo tanto, de (2.11), recordemos que dj, n+1 = 0, obtenemos lo siguiente

A 3 R(f—>
I = LDl < gryenllimlp+ 20+ (2 | M | )R (£, 155),

k=1

< A(SHLT 81— o))
|

La conclusiéon del Teorema 5.4 es menos exacta que la presentada en el Teorema
5.3, pero es 1til para el estudio de funciones que satisfacen una condicién de Lipschitz.

Teorema 5.4. Supongamos que 1 < p < oo, L,(f) estd definido por (5.2) y se
satisfacen las condiciones (5.1) y (5.3). Si f € XP, n € N y Qi(f,t) estd definida
como en (2.14), entonces

I = Za(Dllp < 280 (F. 7).

Demostracion. En este caso, la Proposicién 5.2 y el Teorema 2.21 nos dan

||Ln(f)_f‘|p (n+ )danl(fa ) §k+1 ’Adnk,gl(f’k+1)
k=0

Maés atin, tomando en cuenta la Proposicion 2.22 sabemos que
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n—1

B F/(k+ 1)y

<n+1>91( ) Z o | -

En algunos articulos los autores aplican los operadores de Norlund (Riesz) a las
funciones conjugadas. En ellos se hacen célculos complicados. Como el Teorema 5.5
muestra, el analisis puede ser hecho en forma simple.

Teorema 5.5. Supongamos que 1 < p < oo, Ly(f) estd definido por (5.2) y se
satisfacen las condiciones (5.1) y (5.3). Si f, f € XP yn € N, entonces

I = LoDl < 28 (180 (£, 275) + 25 (F25) )

17 = Lol < 24 (150 (7 25) 250 (550 ).

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 5.2 y del Teorema 2.24 que

1 = Za(F)llp < (0 + V)dnn (4801 £, - +1> + 2501 f, - +1))
n—1

_|_Z(k;+1) | Adp, i | (48w1(f, kél:l) +25w1<f’k+1> )

k=0

< 2(n+1)dy, (48w1(f, +1> +25w1(f, n411>p>

1

7)) % s

12(n+1) (48w1 (f, i 1) n 25w1<

<2 <48w1 (f, Tﬁfl)p + 250, (f, n4:1)p>.

Para la segunda desigualdad cambiemos f por ]?, en la primera desigualdad.
Entonces

1f = Lo(Dlp < 24 (48w1 (f, n477 )p + 25w, (f, n477 )p)

- 2A(48w1 (f, -
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Sil < p < oo, la hipotesis f € XP? puede ser omitida. Mas atun, en tal caso
se puede obtener otra buena estimacién que involucra solo al primer médulo de
continuidad.

Teorema 5.6. Supongamos que 1 < p < oo y P(p) estd dado por (2.13). Sea L, (f)
definido por (5.2) y supongamos que se satisfacen las condiciones (5.1) y (5.3). Si
f e XP yneN, entonces

17 = La(Dlly < 8A Pw) en(f, i)p.

Demostracion. Aplicando la Proposicion 5.2 y el Teorema 2.20 obtenemos

I1Z0(7) = Fllp < 20+ Ddon PO (£.) 1 Ao [ n(f.7),

1

¥2P() 3 (k+ 1) | A |wr (£, 7).
1

3
I

e
Il

1

S 2(” + 1)dn,n P(p)wl (fa E)p + 4 | Adn,O | w1 (f7 1)27

n—1
HPE) S k| A1),
k=1

n—1

< 8P(p)<(n + 1)dpn + nz | Ady, 1 | )Wl (fa 111)19

k=0
< 8AP(p)wr (f, 711);{
|

El método utilizado en la demostracion del Teorema 5.3 nos da otra ventaja. De
hecho, podemos considerar variaciones para estudiar algunas clases de funciones que
aparecen en la aproximaciéon en normas de Holder generalizadas.

Sea w : (0, 7] — R una funcién creciente tal que w(t) — 0 cuando t — 0 y

02

t/7r WO gy < Mw(),  0<t<m (5.5)

para una constante M fija. Sea H} la familia de todas las funciones f € XP, para

las cuales
w1 (fv S)P

Ow(f)p := sup

< 0.
0<s<m ’U)(S)
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Teorema 5.7. Supongamos que 1 < p < oo y w cumple las condiciones antes
mencionadas. Si f € Hb, L, (f) estd definido por (5.2) y se satisfacen las condiciones
(5.1) y (5.3), entonces (M es la constante en (5.5))

17 = LalF)lly < A0+ 8M) 0 (1w (-77 )

Demostracion. Para t € (0, 7],

D (f,0)p = wi(f.1) / f’ SREE2 s < 0, () (w (t)+t/t7rw(2s)ds)

S

< 0w (f)p(1 + M)w(t).

Del Teorema 2.21 sabemos que

17 =on(Ply < 0 (f, 7)< 0u(Pp(1+ M) w( ")

Ahora, el Teorema 5.3 y la ecuacion (2.16) nos dan

I = LoDl < A(ELTE 817 = ()

< A(201(f, =) ) + 817 = a1

< (10+8M)A9w(f)pw(nil)'

Para poder comparar nuestras estimaciones con otros resultados conocidos, pre-
sentamos algunos corolarios.

Un caso particular de la clase H se obtiene cuando w(t) = t*, 0 < a < 1. Dado
que

/ —dv< , 0<a<l, (5.6)

—

podemos tomar en (5.5) M =1/(1 — a). En este caso escribimos 0, (f), = 0 (f)p-

Corolario 5.8. Supongamos que 1 < p < oo, Ly,(f) estd definido por (5.2) y se
satisfacen las condiciones (5.1) y (5.3). Si 0 < a <1, f € LP ywi(f,t), < Kt°,
entonces

K
If = Ln(H)llp < 8AP(p) 2

Demostracion. La desigualdad es una simple consecuencia del Teorema 5.6. |
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Corolario 5.9. Supongamos que 1 < p < oo, Ly, (f) estd definido por (5.2) y se
satisfacen las condiciones (5.1) y (5.3). Si0 < a <1, f € XP yuwi(f,t), < Kt°,
entonces

17 = La(R)llp < A 10+

l1—a

8 Kn®
) (n+ 1)~

Demostracion. La prueba se sigue del Teorema 5.7. Observe que 6,(f), < Ky
M <1/(1-a). [

Para 1 < p < 00, en la estimacion del Corolario 5.8, las constantes no dependen
de «, pero no estan acotadas como funcién de p. Por otro lado, en el Corolario 5.9
las constantes no dependen de p, pero no estdn acotadas como funcién de a. Estos
hechos explican por qué presentamos dos resultados diferentes. Observemos que, en
el caso @ = 1, el Teorema 5.7 no es muy util, de hecho un término extra, In(n + 1),
aparece.

5.2. Funciones conjugadas

Algunos autores (véase Seccion 5.3) han estudiado la accién de los operadores Ly,
definidos en (5.4) para funciones conjugadas. Este problema no siempre es intere-
sante. Para 1 < p < oo, se sabe que, si f € X?, entonces fexiste a.e. y f € XP.
Mas atn, si f € Lip(X*°,a), 0 < a < 1, entonces f € Lip(X>,«) (véase [74] y
[75, pag.121-122]). Por lo tanto, en todos estos casos, podemos aplicar directamente
los resultados presentados anteriormente a ]7 Recordemos que, si f € L', entonces
S(f) = S(f) (véase [1, Cap. VIII, Sec. 17]).

Un problema nuevo aparece si queremos estimar || f — Ly, (f) p en términos del mo-
dulo de continuidad de f. Por supuesto, obtendremos una solucién si somos capaces
de estimar el m6dulo de continuidad de fven términos del modulo de continuidad de
f. Como Zygmund mostré en [74], para las funciones continuas existen casos donde
esto es posible. Dado que estamos prestando atencién a las constantes, presentamos
una modificaciéon de los argumentos de Zygmund.

Lema 5.10. Si 0 < h < w/3, entonces

—2h 1 " 1
0<I(h) ::/_7r ‘m((t—h)/?)dt+/2hmn((t—h)/2)dt < In3,

y si 2h <|t |< 7, entonces

J(h) =

1 1 < w2 h
tan((t — h)t/2) tan(t/2)’ A2
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Demostracion. Note que

_ [Teos((t+h)/2) T cos((t —h)/2)
I(h) = /% sen((t + y/2) " T /gh sen((t— h)/2)™

(T+h)/2 cog (T=h)/2 cos
= —/ ds +/ ds
3h/2 sen s h/2 sen s

3h/2 cos s (T+h)/2 cos s
= / ds — / ds
h/2 sen s (wfh)/2 sen s

sen(3h/2) o sen((m — h)/2)
sen(h/2) sen((m+ h)/2)
sen(3h/2) cos(h/2) 5 sen(3h/2)
sen(h/2) Tlog o h ) cos(h/2) =log sen(h/2)

En el intervalo (0, 7/3), la funcion F'(h) = sen(3h/2)/sen(h/2) decrece. En efecto,
3h h)

3h _h
. / _ i - i o
sign(F'(h)) = 31gn<3 COS —- Sen o — sen —- €os 5

h h h h
= 51gn<2 cos 3? sen + sen <§ — %))
h/2
= sign(m sen h — sen h>
sen h

= msign(cos(?)hﬂ) - cos(h/2)> <0

ya que 3h/2 < /2. Asi,
sen(3h/2) < lim sen(3h/2)
sen(h/2) h—0+ sen(h/2)
lo cual prueba que 0 < I(h) < In3.
Por otro lado, si 2h <| ¢ |< 7, entonces | ¢t | /2 <7/2y |t—h| /2 < 7/2. Més

:37

aun, si t < 0, por la condicion 2h <|t |= —t, tenemos que
—t=|t|<=2(t+h)=2|t—h].
Sit >0, entonces |t —h |=t—h >1t/2, por lo tanto,

’sen (t/2) cos((t — h)/2) — cos(t/2) sen((t — h)/2)
sen(( — h)/2)sen(t/2)
B ‘ sen(t/2 — (t —h)/2) 2 h 27?2 w2h

= |sen(t =)/ sen(y2) | = ST T S AT T T
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Teorema 5.11. Si1<p<oo, fe XPy

/ s gy o, (5.7)
0 t

entonces fve XP ypara 0 <t <m, wl(fv, t)p < 4Q1(f,2t), donde Q estd definido
n (2.14).

Demostracion. Presentaremos una prueba para el caso de funciones continuas. Para
los espacios X? con 1 < p < oo la demostraciéon es similar. Dado € > 0, existe
0 € (0,7/2) tal que, si 0 < 51 < s9 < 4, entonces

52 f(ﬂf—f—t)—f(l“—t) 52 wl(fa2t) 52 wl(fat)
W tan(t/2) ‘“‘ = / < [
donde la tltima expresiéon es menor que €. Esto prueba que fexiste.
Dado que tan(t/2) es una funcion impar,
oy "flatt) - fl@a—t)
J(@) = % tan(t/2) dt
_ fla+t)— flx) - flz—1t) + f(z)
B 271'/ tan(t/2) dt
B T flx+t)— f(x)
I 2 tan t/2 dt.
Por lo tanto,
T flx+h+t)— f(x+h f:1:+t flz+h)
fla+h) 2 tan(t/2) 2tan((t — h)/2) dt.
De aqui que
~ ~ 1 1
flz+h)— f(z) = 27T(f($+h)—f(x)) / Mdt
2h<|t|<n

/ Atf($)<tan((t i mtj2) tan(lt/2)>dt

2h<|t|<m
! flat+t) = flet+h)  flz+t)— flz)
o < tan((t — h)/2) tan(t/2) )dt =hL+hL+1 (58

t|<2h



66 Operadores de Norlund y Riesz

El término I; puede ser estimado con ayuda de la primera desigualdad del Lema
5.10. Esto es

In3 In3 2 o1 (f, h)so
I | < == o < d ds.
[ hl< o2 wi(f, Moo < 27T10g2/ s s

Para I (véase la segunda desigualdad del Lema 5.10)

~h r -
iy [ welnlthergii=nn [0

t2
2h<|t|<7 2h

Finalmente,

AT ) AT
e 2”t|</2h (Feentii=m/2 1 " Tsentaay] )"

2h 2h
. 1 Wl(f,‘t D 1 w1<f,t+h) wl(f, )
=50 dt+/dt ﬂ/ D 0t
0

| sen((t — h)/2) | / sen((t+ h)/2) sen(t/2)

h
_i wl(f’|8|) . wl(fv ) wl(f’ )
%%|wmmﬂd+%hsmwmd+w/%mﬁﬂt

sen(s/2)

2h 3h 2h

SQ/WOdS+/WOd5:3/MOdS

S
0 2h 0
Hemos probado que

h 2h
_ 1 wl(f? 8) wl(fa ) 1 wl(fa 5)00
N 7T/ sen(s/2) Sen(s/2) & T % sen(s/2) Sen(s/2) T 7r/ ds
0 h 0

\f(x—i—h ( < (271111103g2+3>7 “1(f: 8)oo — L Eds+ 7 h/wl(‘f’t)oodt
0

2h

34/w“2$m@+wh/“ﬂﬁﬂ“ﬁ

t2
0 2h

y esto es suficiente para obtener el resultado. |

Recordemos que, si f, f € XP, entonces la serie conjugada (1.7) coincide con la
serie de Fourier de f a.e. Esto es S(f) = S(f).
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Teorema 5.12. Supongamos que 1 < p < oo y 0 < a < 1. Sea L,(f) definido por
(5.2). Siwi(f,t), < Kt*, entonces

22t9(2 — )2 Kr“
1-—a)2 (n+1)*

1 = Za(H)llp < 17A

Demostracion. Se sigue de la ecuacion (5.6) que

™ e Kta
t/ degm/ o< K
¢ s ;S 11—«

Del Teorema 5.11 sabemos que

T wl(f? S)p

ar(Fot)y < aa(f20), +2t [ 2@2-a)
t

—

Kt*.

32 ds> <4

Ahora, usando el Teorema 5.7 con M = 1/(1 — ) y w(t) = t“, tenemos que

1f = Za(Hllp = I1f = La(Hllp

~ 7ra

< I1TA(L+ M) 0a(f)p CESG

22+t(2 — a)?  Kn®
(1—a)2 (n+1)

<17A

5.3. Algunas notas histéricas

Recordemos algunos resultados conocidos (sin incluir la convergencia puntual). Va-
rios autores han estudiado los operadores L,, definidos por (5.2), sin considerar la
condicion (5.3). Dos tipos de hipotesis independientes son usualmente invocadas. La
primera involucra la suavidad de las funciones: en ciertas ocasiones las estimaciones
son dadas en términos del médulo de continuidad y en otras, el anélisis es restringido
a la clase de funciones de Lispchitz (o generalizadas de Lispchitz). El segundo grupo
de condiciones esta relacionado con las propiedades de la matriz {d,, ;}.

Diremos que la matriz {d, ,} crece (decrece) si, para cadan € Ny 0 < k < n,
dn i < dp g1 (dng > dygt1). Para las matrices de este tipo, la condicion (5.3) se
satisface si sup{(n+1) | dno — dnn |: 7 € N} < 0.

Utilizaremos la notacion

Ln;=1Ln, si {dnx} crece (5.9)

)
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Lpg= Ly, si {d,x} decrece. (5.10)

Gran parte de los resultados conocidos estan en términos de los operadores L, ;
y Ly.q. Hay otras condiciones que no se estudiaran a detalle en este trabajo. Par-
ticularmente, en [56] Qureshi, ademéas de la condicion (5.1), supuso que existe una
constante C' tal que

n—1

npn <CPy y Y k|pri—pi |[<CPy, (5.11)
k=0

donde "
Pn = Zpk'
k=0

En [65, Theorem 3.3|, Sun consider6 el caso en que existe una constante C' tal
que, para cada n € N,

S duk = dsr |< Cdno, y ndyg < C. (5.12)
k=0

Una condicion similar a la de Sun aparece en [26] y [48, Theorem 2| en la forma

n
Z ’ dn,k - dn,k—l—l ‘S Cdn,n
k=0

(véase también [42] y [52]).

En un principio los autores solo estudiaron funciones que satisfacian una condi-
cion de Lipschitz. Por ejemplo, véanse los trabajos de Goel y Sahney [27], Chandra
[11] y Qureshi [56]. Dado que los resultados para funciones de Lipschitz pueden ser
obtenidos de las estimaciones en términos de los médulos de continuidad, preferimos
considerar el caso general.

Teorema 5.13. Sean L, 4 y Ln; dados como en (5.10) y (5.9) respectivamente. Si
se satisface (5.1), entonces existe una constante C' tal que, para cada f € Cor,

k+1

n n

i)~ Floo < C(n(£,5) “’(f;/’“)w > d). (5

k=1 j=n—k
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Corolario 5.14. Si0 < a <1y f € Lip(X*>, a), entonces

C(dnn)*, O<a<l,

HLn,z(f) - fHoo <
Cdyyn In d-1 a=1.

n,n’

Las ecuaciones (5.13) y (5.14), al igual que el Corolario 5.14, se deben a Mohapatra
y Sahney [50, Theorem 2 y Theorem 3|. La ecuacion (5.13) aparece también en |14,
Theorem 3| en una forma ligeramente diferente. Debemos observar estos resultados
con precaucién, ya que no se asume una condiciéon de regularidad. Esto es, no estéa
claro si los términos, en la parte derecha de las ecuaciones, tienden a cero cuando n
tiende a infinito.

Usaremos las notaciones siguientes, para una sucesion {p,} de nameros reales no
negativos, escribimos

R, (f ) = ]_-;kz_opksk(fvﬂ?) y Nu(f,z) = ékz_opnksk(fyﬂ?),

donde P, = EZ:o pr > 0. Usualmente los R, (N,) son llamados operadores de
Riesz (Norlund). Para simplificar, escribimos N, ; y Ry ; si {pn} crece. Si {p,} de-
crece, escribimos N, 4 y R, 4. Mas atn, Nm y ﬁm (de y ﬁmd) representan a los
operadores con respecto a las sumas parciales conjugadas. Si escribimos d,, , = pr/ Py
0 dy k = Pn—k/Pn, entonces R, y N, son operadores de la forma (5.2).

Observemos que el Teorema 5.13 puede ser aplicado a las sumas de Nérlund, N, 4,
en tal caso la ecuacion (5.13) fue probada por Holland, Sahney y Tzimbalario [33].
Un resultado similar fue dado en [34], considerando una matriz triangular. De hecho,
en [33| y [34] no se hicieron suposiciones sobre la monotonia de la sucesion, pero
algunos resultados no son correctos. Mohapatra y Sahney observaron un error en la
prueba del Corolario 2 de [34] y Sue en [65] dio un contraejemplo para demostrar
que la estimacion (5.13) es falsa si {py} es creciente.

Si para una sucesion creciente {p, } tomamos d,, = pr/ Py, entonces el Corolario
5.14 da un resultado para las medias de Riesz R,, ; previamente probado por Chandra
en [11], quien anadi6 la condicién de regularidad P, — oo, pero si pg > 0y {p,} es
creciente, tal condicién se cumple. En efecto,

P, > (n+ 1)po.

Si {pn} es una sucesion positiva, decreciente y dy, i = pp—k/Pn, entonces Ny, g =
Ly, (véase (5.9)) y 21,y dn,j = Px/Py. Por lo tanto, de (5.14) y el Teorema 5.11
obtenemos el resultado que aparece en los teoremas siguientes.

Teorema 5.15. 51 0 < « < 1, existe una constante C tal que para toda f €
Lip(X®°,«) se cumple que
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(i) (Goel y Sahney [27])

C < P
[Nna(f) = fllo < o Z Tra
k=1

n

Y
(ii) (Chandra [11])

HRnJ(f) — flloo < Cpn/Pn)".

Teorema 5.16. Si 0 < o < 1, existe una constante C tal que para toda f €
Lip(X>°, ) se cumple que
(i) (Qureshi y Sharma [54, pag. 84])

Q " Pkwl (f, 1/k)oo
P,

¥l f) = Flloo < g

" k=1

Y
(ii) (Sharma y Qureshi [54, pag. 37])

Hén,l(f) - f”oo < C(pn/Pn)™.

Observemos que, si {p,} es creciente, entonces P, = > ;_opr < (n+ 1)p,. Por
lo tanto,

1 < Pn
n+1~- P,/

y la desigualdad en (ii) del Teorema 5.15 puede ser deducida del Corolario 5.9. Por

otro lado, en [17] Chandra da un ejemplo de una sucesion {p, }, para la cual podemos

usar el Corolario 5.9 pero p, /P, no converge a cero. En efecto, es suficiente tomar

pn = ", donde ¢ > 1 es cualquier namero real.

Afirmaciones analogas al Teorema 5.16, para funciones conjugadas, aparecen en
articulos de Qureshi ([55], [56] y [57]) para medias de Norlund y en Saxena [60] para
medias de Riesz. Singh y Raghuwanshi consideraron un problema similar en [63]. El
analisis fue hecho para funciones en Lip(XP o), 0 < a < 1. Para 0 < a < 1 los
resultados pueden ser obtenidos a partir del Teorema 5.12.

Para sucesiones crecientes, Sun present6 la estimacion en una forma ligeramente
diferente en términos del moédulo de continuidad de segundo orden. El anadio la
condicién lim,, oo dy = 0, sin embargo, no encontramos déonde fue usada en la
prueba.

Teorema 5.17. (Sun, [65, Theorem 3.1]) Supongamos que (5.1) se satisface y

lim d,; =0
n—oo
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para todo k. Eziste una constante C tal que, para cada f € Cor tenemos que

n

L) — fua>s<fj{j“” Ud/Bee 5~ 0 (5.15)

= j=n—k+1

Observemos que, si {d, 1} es creciente, entonces

n

(fi1/k)o
Zw2 Z dn]§2dnn wl('f’k:—l—l)

k=1 j=n—k+1

§2dn7nzn:/:+1w1(f, 1>mdt:2dn,n/1n+lw1(f,1>oodt

k=1
1
— an’n/ M dt.
1/n+1 §

Considerando esta observaciéon se puede obtener otro resultado conocido. Para
estudiar clases de funciones méas grandes que las de Lipschitz, dada una funcién no
negativa H tal que

t
/ H(s)ds < CtH(t), (5.16)
0
Chandra consideré en [14], [15] y [16] funciones f, para las cuales
Wl(f? )
/t 2 ——>"=ds < M;H(t). (5.17)

Este tipo de condiciones han sido usadas también en [42], [44], [52] y [70]. Por
ejemplo, para sucesiones crecientes en [14| y [16], Chandra establecio que, si (5.16)
y (5.17) se satisfacen, entonces

||f - Ln,z(f)”oo < C(f) dn,nH(dn,n)a f € C'27r-
En [16], Chandra también verifico que bajo las condiciones (5.16) y (5.17),
Hf - Ln,d(f)Hoo < C(f) dn,OH(dn,O)a J € Cor.

En [44], Leindler no asume la condicién de monotonia, pero probé que, bajo las
condiciones (5.16) y (5.17),

If = La(f)llee < C(f) anH(an), [ € Cor,

donde a,, = Y7 Ad,, 1. Méas ain, si solo asumimos (5.17), entonces
k=0 ) ? 9

I = La(Plloo < () (1 (£.5) _+anH(T)), f€Con
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Leindler no explicé cuando o, H (o) — 0.

Los resultados recordados anteriormente pueden ser deducidos usando la segunda
afirmacion de la Proposicion 2.22 y el Teorema 5.4. Més atun, se pueden extender
al caso de funciones integrables. Notese que en el Teorema 5.18 no se incluye la
condicion (5.16).

Teorema 5.18. Supongamos que 1 < p < oo, L,(f) estd definido por (5.2) y la
condicion (5.3) se satisface. Si f € XP satisface

[ s < arpymo,
entonces o M)A (2
I = LoDl < 2HEEEDT (2,

Del Teorema 5.18 se infiere el Teorema 2 de [14].
En el resultado siguiente solo tomamos parte del Teorema 3.2 de Sun.

Teorema 5.19. (Sun, |65, Theorem 3.2|) Supongamos que (5.1) se satisface. Existe

una constante C tal que, para cada f € Cor tenemos que

(5.18)

Enalh) = Flloe < O dpson (£, 5 )
k=1

Si {d, 1} decrece y 1 < k < n, entonces

e
—

k

kdn,k—l < dn,i < (k' + 1) Z dn,kz-
: =0

-
I
o

Esto puede usarse para obtener (5.13) de (5.18).

Teorema 5.20. (Sun, [65, Theorem 3.3|) Supongamos que las condiciones (5.1) y
(5.12) se satisfacen. Eziste una constante C tal que, para cada f € Cor,

1 (f) = Flleo < C(w2 (f, %)w + dno Zn:wg(f, 1/k)oo>. (5.19)
k=1

Las funciones integrables fueron estudiadas por Mohapatra y Russell en [48], y
Chandra en [12], [13], [15] v [17].

Teorema 5.21. (Chandra, [12] y [13]) Supongamos que 1 < p < 0o y p, > 0.



5.3 Algunas notas histéricas 73

(i) Existe una constante C' tal que para cada f € LP tenemos que

C P
1BraF) = Fllp + 1Nna() = b < 5 > Fren(£.7)
" k=1
(i) Si0<a <1y f e Lip(XP,a), entonces
1f = Bni(Dllp +11f = Nui(Hllp < Cloa/Pa)®,  0<a <1,

y N = Bui(Hllp +1F = NoilH)llp < Con/Po) (pn/Pn), o= 1.

Para f € Lip(XP, ) desigualdades menos exactas fueron probadas por Sahney y
Rao en [59] para N, 4(f) y Qureshi [54, pag. 104] para R, ;(f):

If = Naa(Dllp < €/ x| = Raa(P)lly < Clpa/ )7,

Sahney y Rao afiadieron la condiciéon adicional (P(y) = P))

</1n Py)" dy)l/q < b (5.20)

yqa+2—q - potl/p-1°

Agreguemos un comentario. Si {px} decrece y py > 0 para todo k € N, como en
la prueba del Lema 1 en [34], se tiene que

n—1 n—1
1 . 1 Pk _ 1 1 (l{ + 1)pk
WI(f7n)p_W1(f’n)pZPn,1 _WI(f77’L)p k+1 Pn,1
k=0 k=0
1 =L wi(f,1/(k+1))p 1 & P 1
=% <Zp’“> k+ 1 = k+1w1<f’k+1>
n—1 k=0  j=0 n—1 k=0 p
P, 1 <P 1 2 = Py ( 1>
P Py 2k w1<f’k>p— Pnz ),
k=1 k=1
Por lo tanto, del Teorema 5.6 obtenemos que
1 2A(4 4 6 P(p)) =~ P 1
1F = LaDlly < A4+ 6P0) ) (£, 1) < 2RETOLED S I, (1)
n’/p Pn 1 k k P

Asi, el Teorema 5.6 mejora al Teorema 5.21.

Teorema 5.22. (Chandra, [17]) Supongamos que p, > 0 y {pn} es una sucesion
creciente que satisface (n+1)p, < CP,. Si f € Lip(X',a) con 0 < a < 1, entonces

1f = Noi(Hll +1f = Rna(f)lly < Cn™*
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En [43] Leindler present6 varios resultados para sucesiones que satisfacen (5.3).
Notese que los estimados de Chandra y Leindler (y también el Teorema 1 de [47])
pueden ser mejorados utilizando las ideas de la Seccién 5.1. En el enunciado original
del Teorema 1 en [47] la condicion dy, o < Ca/(n + 1) no se incluye, pero se us6 en
parte de la prueba (véase la ecuacion (22) de [47]).

Mohapatra y Russell obtuvieron algunas desigualdades sin usar la condicién

(5.20).

Teorema 5.23. (Mohapatra y Russell, [48]) Supongamos que 1 < p < oo y f €
Lip(X>°,1), o f € Lip(XP,1) sip < 00 .

() Si S0 | Puk ~ Ptr |< Cn, entonces [|f — Ln(f)llp < Con/ P

(ii) Sisup > p_o | Pk — Prt1 |< 00, entonces || f — Ln(f)|lp < C/Py.

Para finalizar, senalamos que las pruebas que presentaron Lal-Krishna en [40]
y Lal-Kushwaha [41] en el caso 1 < p < oo no son correctas. En particular, ellos

trataron de estimar la integral
/(1) ¢y
/ (5 ( ))q .
+2
0

donde ¢ > 1 y £ es un modulo de continuidad. Es conocido que, si £(t) es un modulo
de continuidad no nulo, entonces £(t) > Ct (véase [67, pag. 100]). Por lo tanto, la
integral considerada anteriormente diverge.



Conclusiones

Nuestro objetivo fundamental era obtener teoremas del tipo Voronovskaya en
version cuantitativa para algunos operadores polinomiales trigonométricos.

Como se puede observar en el texto, la formulacién y posterior demostracion de
teoremas del tipo Voronovskaya depende en gran medida de los operadores concre-
tos a considerar. También, a diferencia de la aproximacion de funciones f € C[0, 1]
mediante polinomios algebraicos, cuando se estudian operadores polinomiales trigo-
nométricos pueden aparecer las funciones conjugadas.

Los Teoremas 2.17, 2.19, 3.8, 3.11 y 4.21 presentan estimados cuantitativos del
tipo Voronovskaya. Estos son los resultados fundamentales de la tesis.

Resaltamos que, para obtener los teoremas del tipo Voronovskaya, en la Seccion
2.3, estudiamos previamente varios resultados sobre aproximaciéon simultanea. En
particular, el Teorema 2.16 se utilizo en la prueba de los Teoremas 2.17 (para Fejér)
y 4.18 (para Fejér-Korovkin).

Con respecto a la velocidad de convergencia de la aproximacién, mediante com-
binaciones iterativas, se demostro el Teorema 2.9. Obsérvese que en dicho resultado,
ademas del estimado directo, se incluye un estimado inverso fuerte. Esto es, se carac-
teriza la velocidad de convergencia en términos de un moédulo de suavidad de orden
conveniente. Se conocen resultados similares para los operadores de Jackson.

Se determiné que, bajo ciertas condiciones, (véase (5.1) y (5.3)), el estudio de las
propiedades aproximativas de los operadores de Norlund y Riesz se puede realizar
en términos de los operadores de Fejér. Con respecto a dichos operadores, el trabajo
realizado consistié en utilizar los resultados obtenidos sobre los operadores de Fejér
para mejorar los estudios conocidos.

Otra aportacion de la tesis fue dar de forma explicita algunas constantes que en
otros trabajos no son calculadas.

Aunque el planteamiento inicial fue indicado para un nimero mayor de operado-
res, debido a ciertas circunstancias, nos restringimos a algunos, quedando esto para
un trabajo futuro.
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