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Modelo electrodinamico de cintas REBCO para su

uso en la generacién de campos magnéticos altos

Resumen

En este trabajo se desarrollé un modelo electrodinamico utilizando el formalismo
general basado en la ecuacién dindmica de la magnetizacion en superconductores tipo II de
forma arbitraria. Se derivaron expresiones analiticas para la ecuacién de movimiento de la
magnetizacién en tres geometrias: un prisma rectangular alargado sometido a un campo
magnético con orientacién arbitraria, una cinta en campo magnético perpendicular y una
placa infinita bajo la accién de un campo paralelo a su plano. A partir de estas expresiones,
se realizdé un andlisis numérico en Fortran, considerando el modelo de Bean, para obtener
las curvas de histéresis de la magnetizacién y perfiles espaciales de la inducciéon magnética,
para placas infinitas de un monocristal y de un policristal, ambos tipo REBCO (acrénimo de
Rare Earth Barium Copper Ozide). Los resultados obtenidos reproducen de manera consis-
tente el comportamiento caracteristico de materiales tipo REBCO y muestran concordancia
con observaciones experimentales reportadas, lo que valida la pertinencia del modelo y su
potencial utilidad en el diseno de electroimanes basados en materiales superconductores

para aplicaciones de campos magnéticos intensos (superiores a 30 T).



Electrodynamic model of REBCO strips for use in

the generation of high magnetic fields
Abstract

This work presents an electrodynamic model developed using a general formalism
based on the magnetization dynamic equation in arbitrarily shaped type II superconduc-
tors. Analytical expressions were derived for the magnetization motion equation in three
geometries: an elongated rectangular prism in a magnetic field of arbitrary orientation; a
strip in a perpendicular magnetic field; and an infinite plate in a parallel field. A numerical
analysis was then performed in Fortran based on these expressions, considering the Bean
model to obtain hysteresis curves for the magnetization and spatial profiles of magnetic in-
duction for infinite plates of single-crystal and polycrystal REBCO materials (acronym for
Rare Earth Barium Copper Oxide). The results consistently reproduce the characteristic
behaviour of REBCO-type materials, aligning with reported experimental observations and
validating the model’s relevance and potential usefulness in designing electromagnets based
on superconducting materials for applications involving high magnetic fields (greater than

30 T).
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Capitulo 1

Introduccion

La generacion de campos magnéticos intensos mediante el uso de superconduc-
tores ha sido fundamental en diversas areas de la ciencia y la tecnologia. Esto se debe a
la capacidad de los superconductores para conducir electricidad sin pérdidas resistivas y
producir campos magnéticos sumamente potentes. La aplicacion de estas propiedades en

diferentes tecnologias ha permitido mejorar la calidad de vida humana.

En el sector salud, los superconductores son el pilar del sistema de imagenes por resonancia
magnética (IRM), que permite realizar diagndsticos de alta precisién de enfermedades neu-
rologicas, cardiovasculares y oncolégicas. En el ambito energético, la aplicacién de cables
superconductores representa una potente alternativa para la transmisién eficiente de energia,
aumentando la capacidad de las redes eléctricas. Ademds, su contribucién sin precedentes se
refleja en el sistema de transporte a través de los trenes de levitacion magnética, impulsados
por superconductores. En el plano cientifico, su impacto se aprecia en los imanes utilizados

en los aceleradores de particulas, como el Gran Colisionador de Hadrones (LHC).

La creacion de estos campos magnéticos se realiza en instalaciones especializadas, donde
se utilizan electroimanes de alta potencia y sistemas hibridos que combinan imanes con-
vencionales con superconductores de alta temperatura (HTS), como las cintas, REBCO
(acrénimo de Rare Earth Barium Copper Ozide). Los superconductores HTS han mostrado
ser capaces de soportar altos valores de corriente critica, incluso en presencia de campos
intensos, lo que les permite generar campos magnéticos sostenidos superiores a los 30 T

[1]. Ejemplos notables incluyen el iman de 45.5 T alcanzado en el Laboratorio Nacional de
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Campo Magnético Alto (NHMFL) utilizando un inserto HT'S de 14.4 T en combinacién con
un imén resistivo de 31.1 T. Este hito tecnolégico ha motivado el desarrollo de una nueva
generacion de imanes para generar campos altos en configuraciones completamente super-
conductoras, es decir, que emplean solo materiales superconductores para generar campos

intensos y sostenibles en el tiempo [2].

Las cintas REBCO, empleadas en configuraciones de bobinas enrolladas, son clave en
el desarrollo de imanes HT'S de alta potencia. Sin embargo, presentan desafios especificos,
como las corrientes de apantallamiento, que inducen campos magnéticos internos y
propician pérdidas por histéresis, aumentando la demanda en el sistema de refrigeracion
criogénica necesario para mantener el estado superconductor [2]. Para mitigar estos prob-
lemas, se han implementado mejoras en el disefio, como el refuerzo de las bobinas con tiras
de acero inoxidable y la precompresién, proporcionando estabilidad adicional frente a las

tensiones generadas por las fuerzas de Lorentz en estos dispositivos [1].

La modelacion de electroimanes superconductores ha evolucionado considerablemente para
hacer frente a los desafios que presentan los sistemas de alta potencia y gran tamano.
Las primeras aproximaciones, como la formulacion H, describian el campo magnético en
términos de la densidad de corriente en todo el sistema, pero esta formulacién resulta com-
putacionalmente costosa para modelos de gran escala. La formulaciéon T - A mejord la
eficiencia al dividir el cdlculo entre el potencial vectorial magnético A en toda la geometria
v el potencial de corriente T en el dominio superconductor, permitiendo asi el modelado de

sistemas mds grandes en menos tiempo [3, 2].

Sin embargo, la formulacién J - A ha surgido como una alternativa prometedora para
el modelado de dispositivos superconductores de gran escala, particularmente en imanes
HTS de alta intensidad. En esta formulacién, el potencial vectorial magnético A se calcula
en todas las regiones fuera del superconductor, mientras que el potencial de corriente J se
calcula directamente en el dominio superconductor, lo cual reduce la carga computacional y
permite una mayor precisién en los célculos [1]. Este enfoque ha demostrado ser efectivo en
la prediccion de fenémenos electromagnéticos complejos, como las pérdidas por histéresis y
las corrientes de apantallamiento, lo que permite optimizar el rendimiento y la estabilidad

de los imanes HT'S en condiciones de campo alto [3].
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En los trabajos [1, 3, 2] el comportamiento magnético de las cintas superconductoras ultra
delgadas se describe en el marco de la aproximacién de lamina delgada, es decir, se sustituye
la cinta por una interfaz por donde fluye una corriente superficial y luego se hace uso de la
condicién de frontera de Maxwell para las componentes tangenciales del campo magnético.
Cabe mencionar que el comportamiento de superconductores planares delgados de forma
arbitraria (e.g., cintas, plaquetas cuadradas o rectangulares, discos) en un campo magnético
perpendicular se puede también describir con el formalismo propuesto en los trabajos [4,
5, 6]. Este formalismo se basa en la solucién de la ecuacién de movimiento ya sea para la
densidad de corriente [4] o la magnetizacién local (densidad de pequenos bucles de corriente,

equivalente al potencial de corriente ) [5, 6] y resulta ser muy eficiente.

1.1 Objetivo general

Desarrollar un formalismo general para describir el comportamiento magnético de
superconductores tipo II irreversibles de forma arbitraria basado en la ecuacién dindmica

de la magnetizacién.

1.2 Objetivos especificos

e Obtener una expresién analitica de la magnetizacién para el caso de un prisma rect-

angular alargado, una cinta alargada y una placa infinita.

e Implementar en Fortran dichas expresiones para analizar el perfil espacial de la in-
duccién magnética y la curva de histéresis de la magnetizaciéon para el caso de una

placa infinita, un monocristal y un policristal de tipo REBCO.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1 Introduccion a la superconductividad

2.1.1 Definiciéon y origen historico

La superconductividad surge como una propiedad que poseen ciertos materiales,
al ser enfriados por debajo de una temperatura critica especifica, que les permite conducir
corriente eléctrica indefinidamente sin disipar energia en forma de calor. Ademas de esta
caracteristica, estos materiales conocidos como superconductores, expulsan de su interior
los campos magnéticos aplicados externamente, a este comportamiento se le conoce como
efecto Meissner (del cual hablaremos adelante con mas detalle).

Este fenémeno surge de un estado cuantico colectivo, en el que los electrones forman pares
enlazados (conocidos como pares de Cooper) que se comportan como una sola entidad
cudntica. Esta onda cudntica se extiende a través de todo el material, dando lugar a la
conduccion sin friccién.

Fue descubierta por el fisico neerlandés Heike Kamerlingh Onnes el 8 de abril de
1911, mientras estudiaba las propiedades eléctricas del mercurio a bajas temperaturas en
la Universidad de Leiden. Este hallazgo marcé el inicio de una nueva era en la fisica del

estado sélido y la tecnologia de materiales [7].
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Figura 2.1: Heike Kamerlingh Onnes (a la derecha) y Gerrit Flim, su técnico jefe, en el
licuefactor de helio del laboratorio de Kamerlingh Onnes en Leiden, 1911. Adaptado de
The discovery of superconductivity, por D. van Delft y P. Kes, 2010, Physics Today, 63(9),
p. 40. ©) 2010 American Institute of Physics.

2.1.2 De Ginzburg—Landau a BCS

Durante décadas este fenémeno permanecio sin una explicacién tedrica satisfacto-
ria, fue hasta mediados del siglo XX cuando surgieron los primeros modelos tedricos capaces
de describir sus propiedades fundamentales. Entre ellos destacan la teoria fenomenolégica de

Ginzburg—Landau y la teoria microscépica BCS, cada una con enfoques y alcances distintos.

e Teoria Ginzburg - Landau

Figura 2.2: Vitali Guinzburg y Lev Landau, figuras fundamentales en el desarrollo de la
teoria de la superconductividad Ginzburg-Landau. Imagenes tomadas de Wikipedia [8] y

editadas.
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Fue propuesta en 1950 por Vitaly Ginzburg y Lev Landau, este modelo tiene un
enfoque fenomenoldgico inspirado en la teoria de transiciones de fase de Landau. Intro-
dujeron una funcién de orden compleja 1(r), que describe el estado macroscépico
del sistema superconductor, asociada a la densidad de pares de electrones (aunque

originalmente no se interpretaba asi) [9].

Estas son algunas de las propiedades que permitié describir esta teoria:

— La aparicién del efecto Meissner.

— La longitud de coherencia £ y la profundidad de penetracién del campo magnético

A

— La clasificacion entre superconductores tipo I y tipo II mediante el pardametro

adimensional x = \/¢ [10].

Esta teoria es particularmente util para describir el comportamiento espacial del
campo magnético y la corriente en presencia de superficies o interfaces, y ha sido

ampliamente aplicada a sistemas con geometrias no triviales.

e Teoria BCS

Figura 2.3: John Bardeen, Leon Cooper y Robert Schrieffer, autores de la teoria BCS de la

superconductividad. Fuente: Historia de la Superconductividad [11].

Por otra parte, en 1957, John Bardeen, Leon Cooper y Robert Schrieffer pro-
pusieron una teoria microscépica basada en la mecanica cuantica, hoy conocida como
teorfa BCS (por las iniciales de sus autores). La cual explica la superconductividad
como el resultado de la formacién de pares de Cooper, uniones débiles de electrones
con momentos opuestos cerca de la superficie de Fermi, debido a una interaccién

atractiva mediada por fonones (vibraciones de la red cristalina) [12].
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Estas son algunas de las propiedades que permitié describir esta teoria:

— La existencia de una temperatura critica.
— La brecha de energia en el espectro electronico.

— La persistencia de la corriente superconductora.

Bajo este enfoque, la superconductividad es interpretada como un estado cuantico
colectivo coherente, con una brecha de energia (A) que impide la dispersién normal

de los electrones y, por lo tanto, la resistencia eléctrica [12].

2.1.3 Tipos de superconductores

Tradicionalmente, los superconductores se dividen en dos grandes grupos de acuerdo
a su comportamiento frente al campo magnético externo aplicado y su temperatura critica,

en tipo I y tipo II. A continuacién se mencionan sus diferencias:

e Superconductores Tipo I

Expulsan completamente el campo magnético del interior cuando estan por debajo de
una temperatura critica T, y de un campo critico H., a través del efecto Meissner. Por

lo general, son elementos puros, como el plomo (Pb), el aluminio (Al) y el mercurio

(Hg).

e Superconductores Tipo II

Su comportamiento fisico fue descrito tedricamente por Abrikosov en 1957. Esta clase
de superconductores no expulsan completamente el campo magnético, en su lugar,
permiten que el campo penetre parcialmente en forma de vértices magnéticos, mante-
niendo la superconductividad hasta un segundo campo critico H,, [13]. Este compor-
tamiento es caracteristico de materiales como el niobio-titanio (NbT1i), el niobio-estano

(NbSn) y los superconductores de alta temperatura como las cerdmicas cupratas.
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Tipol Tipo I

estado normal

estado normal

campo magneético
C 1m|,m magnético

vortices
= Estado mixto
<§ >> estado Meissner Tl; < 5; estado Meissner r{;
temperatura temperatura

Figura 2.4: Comparacién entre superconductores tipo I y tipo II. Adaptado de [14].

No obstante, a medida que la investigacion sobre estos fue avanzando, se su-
girieron otras categorias basadas en su composicién quimica, estructura electrénica y con-
texto histérico de descubrimiento. Asi, hoy en dia es comun hablar también de supercon-
ductores convencionales, superconductores de alta temperatura critica (HTS)
y superconductores no convencionales [15]. Cada uno de estos grupos encierra car-
acteristicas tnicas que han abierto nuevas fronteras en la ciencia de materiales y en sus
multiples aplicaciones.

En este contexto, resulta pertinente destacar a los superconductores de alta temperatura
critica (HTS), cuya relevancia radica en que ampliaron significativamente las posibilidades
de aplicacion de los materiales superconductores. A diferencia de los superconductores con-
vencionales, los HTS pueden operar a temperaturas mas elevadas, lo que disminuye las
limitaciones técnicas y econdémicas asociadas a los sistemas de refrigeracién, abriendo asi

un nuevo panorama para la investigacion y el desarrollo tecnolégico.

e Superconductores de alta temperatura critica (HTS)

Durante la década de 1980, J. Georg Bednorz y K. Alex Miiller descubrieron el
primer HT'S en un compuesto ceramico cuprato, lo que les hizo merecedores del Premio
Nobel en 1987 [16]. La mayoria de los HTS son superconductores tipo II, capaces
de mantener superconductividad incluso bajo campos magnéticos altos al permitir
la penetracién de vortices magnéticos. Son en su mayoria materiales ceramicos y

anisotrépicos, lo que implica propiedades que dependen fuertemente de la orientacién
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del campo magnético respecto a la estructura cristalina y permiten enfriamiento con

nitrégeno liquido, mas accesible que el helio liquido.

2.1.4 Efecto Meissner

Figura 2.5: Walther Meissner, fisico alemén reconocido por el descubrimiento del efecto
Meissner. Imagen tomada de la Magnet Academy, National High Magnetic Field Laboratory
[17].

En 1933, fue descubierto el Efecto Meissner por Walther Meissner y Robert
Ochsenfeld, a través del cual se describié que un superconductor expulsa el campo magnético
de su interior cuando estd por debajo de su temperatura critica (7;) [9].

Este fenémeno implica que los superconductores no solo presentan resistencia eléctrica nula,
sino que también se comportan como diamagnéticos perfectos. La expulsiéon del campo
magnético ocurre porque en la superficie del superconductor se generan corrientes inducidas
que cancelan el campo en el interior. Este efecto no puede explicarse tinicamente por la
ausencia de resistencia, ya que un conductor perfecto conservaria el campo magnético inicial
dentro de si mismo.

Desde el punto de vista tedrico, el efecto Meissner se describe mediante las ecuaciones de
London, propuestas en 1935, que introducen una profundidad caracteristica llamada lon-
gitud de penetracién de London (A), la cual determina hasta qué punto puede penetrar el

campo magnético en la superficie del superconductor
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(a)

Abrikosov
Vortex

Pinning
Site
Superconductor

Figura 2.6: Esquema de vortices de Abrikosov en una red periddica de sitios de pinning
observados mediante punta MFM. Figura adaptada de Ma, Reichhardt and Reichhardt
(2018) [18].

2.1.5 Estado mixto y la fisica de los vértices

En los superconductores tipo II, cuando el campo magnético aplicado se encuentra
entre los valores criticos H.1 y H.2, el material entra en el llamado estado mixto. En esta
fase, el campo no es totalmente expulsado (como en los tipo I), sino que penetra en forma
de vértices de flujo magnético, descritos por Abrikosov en 1957, resolviendo las ecua-
ciones de Ginzburg-Landau [19]. A nivel microscépico, el nicleo del vértice es una regién
normal-conductora, mientras que alrededor circulan supercorrientes de apantallamiento. En
el nucleo existen estados ligados de baja energia que determinan la disipaciéon cuando los
vortices se mueven [20]. A nivel macroscépico, los vortices forman una red periédica (gen-
eralmente triangular), visible por microscopia de efecto tinel o difraccién de neutrones. La
respuesta magnética global de la muestra queda dominada por la distribucién y dindmica

de los vértices [13].

e Dinamica de vértices y disipacion

Cuando se induce corriente eléctrica, los vortices experimentan una fuerza de Lorentz
Fr, = J x @, la cual tiende a mover los vortices perpendicularmente a la corriente
aplicada. Ademds existe una fuerza de anclaje (pinning), de la que hablaremos pos-

teriormente. Existen dos regimenes dindmicos clave:

— Flux - flow: régimen en el que los vértices estan desanclados (o el pinning es
despreciable) y se mueven libremente por la accién de J. Como consecuancia,
se produce un campo eléctrico proporcional a la corriente dando lugar a una

resistividad efectiva llamada resistividad de flux-flow, aproximada por el modelo
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de Bardeen - Stephen [21]. Este se observa cuando las corrientes estan por encima

del umbral de depinning, y tenemos barridos rapidos y campos moderados - altos.

— Flux - creep: régimen en el que incluso por debajo de la corriente critica J.
(cuando el pinning deberia impedir el movimiento), la temperatura finita permite
que los vértices salten térmicamente por encima de las barreras de pinning. No

es flujo continuo, sino saltos intermitentes activados térmicamente [22].

e Defectos y pinning

La movilidad de los vértices puede controlarse mediante el anclaje de vortices en
defectos estructurales que reducen su energia al alojarse en regiones donde la super-
conductividad estd suprimida (vacancias, impurezas, dislocaciones, inclusiones, entre
otros), a esto se le conoce como pinning. Hablamos de un pinning fuerte cuando un
defecto individual es tan “profundo o agudo” que por si solo atrapa un vértice ven-
ciendo la elasticidad de la red. Y se considera un pinning débil o colectivo, cuando
muchos defectos débiles no atrapan por si solos, pero colectivamente deforman la red
de vértices en un volumen de correlacién [23].

En superconductores de alta temperatura como REBCO, se usan estrategias de inge-
nierfa de defectos para mejorar el pinning: introduccién de nanoparticulas de BaZrOs,
columnas de defectos correlacionados (nanorods), o inclusiones de éxidos. Estos de-
fectos artificiales aumentan la densidad de corriente critica J. y permiten aplicaciones

en campos magnéticos superiores a 20 — 30 T [24].

e Pérdidas por Histéresis

Cuando un superconductor tipo II se somete a campos o corrientes alternas, los
vortices se mueven de manera irreversible dentro del material, lo que origina pérdidas
por histéresis. Estas pérdidas estan directamente ligadas al area de magnetizacion
M(H), y se explican mediante el modelo de estado critico de Bean, del cual hablaremos
en la siguiente seccién. En aplicaciones AC, las pérdidas totales incluyen: histéresis en
el superconductor (dominante), pérdidas de acoplamiento entre filamentos en conduc-
tores multifilamento y pérdidas en estabilizadores metélicos por corrientes parasitas.
El disenio de conductores superconductores (por ejemplo, cintas REBCO estriadas)

busca reducir estas pérdidas, lo cual es esencial en sistemas eléctricos de potencia.
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2.2 Modelado de superconductores tipo II en geometrias co-

munes

Uno de los desarrollos tedricos mas completos para describir el comportamiento
dindmico de superconductores tipo II bajo la influencia de un campo magnético perpen-
dicular es el trabajo de E. H. Brandt titulado “Thick Superconductors in a Perpendicular
Magnetic Field” [25]. En este trabajo se desarrolla un enfoque integral para calcular la dis-
tribucién de corriente, la induccién magnética, el momento magnético, y la susceptibilidad

AC, aplicable a diversas geometrias.

2.2.1 Ecuacion material y modelos constitutivos

Para describir cémo responde un superconductor cuando se le aplica un campo
magnético, es necesario definir una ecuacion material, es decir, una relacién que vincule
las magnitudes fisicas involucradas: el campo magnético B, la densidad de corriente J y el
campo eléctrico E. Estas ecuaciones varian segun el tipo de superconductor y el régimen
en que se encuentre (reversible o irreversible). A continuacién, se describen los principales

modelos considerados:

e Curvas de magnetizacién reversibles

En ciertos materiales superconductores, especialmente en condiciones de laboratorio
muy controladas, es posible que el campo magnético inducido en el interior del material
(B) dependa unicamente del campo aplicado externamente (H). El comportamiento
de esta relacién se considera reversible porque si se retira el campo externo, el sistema

vuelve exactamente a su estado anterior.

Para modelar esta respuesta, Brandt propone partir de una energfa libre F(B), que
contiene toda la informacién termodindmica del sistema. Este enfoque permite mode-
lar materiales que tienen un comportamiento mas ideal, sin pérdidas de energia ni

retardo en su respuesta magnética.

Sin embargo, en la mayoria de los superconductores tipo II en aplicaciones reales, el
comportamiento no es completamente reversible. Por eso, el modelo mas 1til en la

practica es el modelo de Bean.
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e Modelo de Bean (modelo estatico e irreversible)

Este es el modelo mas conocido para describir el comportamiento de superconductores
tipo II cuando se encuentran en el estado mixto, es decir, cuando permiten que
el campo magnético penetre parcialmente en forma de vortices. Fue propuesto por
Charles P. Bean en 1962 [26] y se basa en una simplificacién poderosa: asumir que
el material permite que la corriente eléctrica fluya hasta un valor maximo, llamado

corriente critica J¢, sin disipar energia, pero que no puede superar ese valor.
En este modelo:
— Las corrientes en el material siempre tienen una magnitud constante |J| = J. en
las regiones donde el campo ha penetrado.

— No se considera el movimiento térmico de los vértices ni la dependencia del campo

magnético.

— La magnetizacion resultante muestra histéresis, es decir, depende de la historia
del campo aplicado, lo que se traduce en pérdidas energéticas en aplicaciones con

campos alternantes (AC).

Aunque idealizado, el modelo de Bean permite calcular de forma eficiente perfiles de
corriente y campo en geometrias complejas, y fue adoptado por Brandt como punto
de partida para sus modelos numéricos.

e Modelo de resistividad no lineal

El modelo de Bean ignora la disipacién asociada al movimiento de vértices; por ello,

desarrollos posteriores introdujeron una relacion constitutiva no lineal del tipo:

donde:

FE es el campo eléctrico generado dentro del superconductor.
— E, es un valor de referencia muy pequefio (por ejemplo, 1076V /m).
— J es la densidad de corriente.

— J. es la corriente critica.
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— n es un exponente que define qué tan abrupto es el paso entre un estado sin

pérdida (superconductor ideal) y uno con pérdida (resistivo).

conocida como modelo E-J de ley de potencia, ampliamente formalizada por Brandt
en una serie de trabajos pioneros [5], [25]. Este modelo permite describir el fenémeno
conocido como “creep de flujo” o deslizamiento térmico de vortices, del cual
hablamos en la seccién 2.1.5. Para n = 1, se recupera el comportamiento de un

conductor normal, que disipa energia linealmente.

Este modelo es especialmente 1itil en simulaciones porque permite transiciones suaves

entre distintos regimenes del material y facilita la implementacién numérica estable.

Modelo de resistividad compleja (AC)

Este es el ultimo caso analizado por Brandt en [25], en el cual el campo magnético
aplicado varia en el tiempo, como ocurre en aplicaciones con corriente alterna, por
ejemplo en transformadores o imanes pulsados. En este régimen, la respuesta del
superconductor se caracteriza por una resistividad compleja, que depende de la
frecuencia del campo alternante. La parte real de la resistividad estd relacionada con
las pérdidas de energia en forma de calor; mientras que la parte imaginaria refleja

la capacidad del material para almacenar energia magnética, como un inductor.

Este tipo de andlisis permite entender fenémenos como la expulsion del campo (efecto
Meissner) en regimenes AC, y es 1til para optimizar el disefio de dispositivos donde

se desea minimizar las pérdidas por corriente alterna.

2.2.2 Configuraciones geométricas en el modelado de superconductores

tipo 1II

Para entender cémo se comporta un superconductor bajo un campo magnético, no

basta con saber qué tipo de material es. También es crucial considerar su forma fisica o

geometria, ya que la distribucién del campo magnético y de las corrientes internas depende

mucho de si el superconductor es delgado, grueso, largo, cilindrico, etc.

En su articulo, E. H. Brandt estudia varias configuraciones geométricas bajo dos tipos

de campo aplicado: paralelo y perpendicular a la muestra. Estas configuraciones se
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analizan con distintos grados de complejidad matemadtica (1D o 2D), segun sea necesario.

A continuacién se explican cada una de estas geometrias, de forma clara:

e Campo paralelo (geometrias 1D y 2D)

En este caso, el campo magnético aplicado apunta en la misma direccién que la
superficie del superconductor, por ejemplo, a lo largo del eje de una barra o de
una placa delgada. Al aplicar el campo en esta direccion, las ecuaciones que describen
la evolucién del campo y la corriente en el material se vuelven mas simples. Esto
permite usar modelos de una sola dimensién (1D) en algunos casos. También se
reduce el efecto desmagnetizante, es decir, el efecto que tiene la forma del material en

modificar el campo interno.

e Campo perpendicular (geometrias 1D y 2D)

Aqui el campo magnético se aplica de forma vertical respecto a la superficie del
superconductor. Es decir, entra desde arriba o desde abajo. Esta configuracién induce
corrientes circulares dentro del superconductor que tienden a oponerse al campo
aplicado. Como estas corrientes pueden variar tanto en el plano como en el espesor del
material, a veces se requiere usar modelos en dos dimensiones (2D), por ejemplo,
una tira delgada con el campo entrando desde arriba o un disco plano (como una

moneda) expuesto a un campo vertical.

En tiras delgadas, Brandt utiliza integrales unidimensionales para describir cémo la
corriente fluye a lo largo de la cinta. Esta aproximacién es valida cuando el espesor
es mucho menor que el ancho (ldmina delgada). Estas ideas son especialmente ttiles

para modelar cintas REBCO.

e Discos y barras gruesas (geometrias 2D)

Este es el caso mds complejo pero mas realista, pues se trata de materiales que tienen
un espesor no despreciable (no son laminas delgadas). Aqui, el campo penetra
tanto radial como verticalmente, por lo que la corriente también tiene una distribucion
bidimensional. Por ejemplo, un disco grueso (como un cilindro corto) o una barra

cilindrica bajo un campo que entra desde arriba.
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2.2.3 Importancia para el presente trabajo

El formalismo desarrollado por Brandt proporciona una base tedrica sélida para mod-
elar sistemas superconductores de forma arbitraria bajo campos perpendiculares. En
este trabajo se ha utilizado esta aproximacién como fundamento para desarrollar un
modelo electrodinamico de cintas REBCO basado en la ecuacién dinamica de la mag-
netizacion, incluyendo también su implementacién numérica para estudiar pérdidas

por histéresis y perfiles de campo.

Particularmente, el articulo valida la utilizacién de modelos tipo Bean extendidos
a geometrias no triviales y justifica el tratamiento integral de los efectos de borde,

relevantes en configuraciones como cintas enrolladas en bobinas HTS.
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2.3 Cintas REBCO

Las cintas REBCO, pertenecen a la familia de los superconductores tipo II de
alta temperatura critica. Estos materiales poseen la capacidad de transportar corriente
eléctrica sin resistencia, incluso en condiciones de campo magnético intenso, lo que los hace
ideales para aplicaciones en las que se requieren corrientes elevadas, eficiencia energética y

campos magnéticos extremos.

A diferencia de los superconductores tradicionales como el NbT% o el Nb3Sn, que son uti-
lizados en forma de hilos o alambres rigidos, las cintas REBCO tienen una geometria plana
y flexible, similar a una cinta delgada. Esta caracteristica estructural les permite adaptarse
mejor a configuraciones compactas y curvas, como es el caso de bobinas enrolladas utilizadas

en imanes de alto campo [27].

2.3.1 Estructura multicapa

Electroplating

Copper Stabilizer

Sputtering
Silver Overlayer

MOCVD

(RE)BCO - HTS (epitaxial)
IBAD/Magnetron Sputtering
Buffer Stack

Electropolishing
~0.2 pm Substrate

20 pm

Figura 2.7: Estructura tipica de una cinta superconductora REBCO. Imagen tomada del

Applied Superconductivity Center, National High Magnetic Field Laboratory [28].

La estructura de las cintas REBCO se caracteriza por su diseno plano multicapa,
de unos pocos milimetros de ancho y menos de 0.2 mm de espesor. Su diseno esta opti-
mizado para maximizar la corriente critica, minimizar pérdidas energéticas, y proporcionar

flexibilidad mecénica [29]:

e Sustrato metdlico: comunmente Hastelloy o acero inoxidable. Aporta resistencia

mecanica.

e Capas buffer (6xidos): como MgO, CeOs, que permiten el crecimiento epitaxial
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de la capa superconductora.
e Capa superconductora REBCO: de grosor tipico entre 1-2 um.

e Capas estabilizadoras: usualmente de cobre o plata, para proteccién térmica y
derivacién de corriente en caso de quench, es decir, una transicién repentina del estado
superconductor al estado resistivo, generalmente inducida por un aumento local de

temperatura.

Este disefio permite alcanzar densidades de corriente critica superiores a 108A4/m? bajo

campos superiores a 20 T y temperaturas de 30-77 K.

2.3.2 Propiedades fisicas relevantes

Las cintas REBCO presentan un conjunto de propiedades fisicas tinicas que las
hacen ideales para aplicaciones en condiciones extremas. A continuacién se detallan las

mas relevantes:

e Temperatura critica 7T,

La temperatura critica 7. de los materiales REBCO, como YBCO (Yttrium Bar-
ium Copper Oxide, YBasCuzO7_s5) o GABCO (Gadolinium Barium Copper Oxide,
GdBasCuzO7_s), se encuentra tipicamente en el rango de 85-92 K, lo cual permite
su operacién practica a 77 K, temperatura alcanzada mediante refrigeracién con
nitrégeno liquido [27]. Esta caracteristica representa una ventaja econémica y op-
erativa considerable frente a superconductores de baja temperatura, que requieren

helio liquido para alcanzar sus condiciones de operacion.

e Campo magnético critico H,

Las cintas REBCO pueden operar por encima de los 30 teslas, incluso manteniendo
altas densidades de corriente critica J., lo que supera ampliamente los limites de

superconductores convencionales como NbTi (~ 10 T) o Nb3Sn (~ 18 T) [30].

Este rendimiento ha sido comprobado en aplicaciones como el iman de 32 T desarrol-

lado por el NHMFL, que utilizé insertos fabricados con cintas REBCO [31].

e Alta anisotropia
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Una propiedad distintiva de este tipo de materiales es su alta anisotropia, es decir,
que su comportamiento electromagnético varia significativamente dependiendo de la
orientaciéon del campo magnético aplicado respecto a su estructura cristalina. El
rendimiento maximo de la cinta se alcanza cuando el campo se encuentra paralelo a
la superficie de la cinta, mientras que disminuye notablemente si el campo se orienta

perpendicular al plano [32].

e Flexibilidad mecanica

Gracias al uso de un sustrato metalico (como Hastelloy), las cintas REBCO tienen
una alta flexibilidad mecanica, pudiendo doblarse o enrollarse sin fracturarse ni perder
rendimiento. Esta propiedad es clave en aplicaciones donde las cintas deben ser
integradas en bobinas compactas o en sistemas mdviles, como: motores eléctricos
superconductores, imanes toroidales en reactores de fusién o sistemas de levitacion

magnética (Maglev).

2.3.3 Desafios

A pesar de sus impresionantes capacidades, las cintas REBCO todavia enfrentan
limitaciones técnicas importantes que deben ser superadas para garantizar su implementacién
a gran escala en aplicaciones industriales, cientificas y médicas. Los desafios més relevantes

se describen a continuacién:

e Corrientes de apantallamiento

Uno de sus principales problemas, especialmente en configuraciones de bobinas para
imanes de campo alto, es la aparicién de corrientes de apantallamiento (también lla-
madas screening currents). Estas corrientes son inducidas dentro de la cinta como
respuesta al campo magnético aplicado y tienden a circular en el volumen del super-

conductor de forma no uniforme.

Estas corrientes producen campos magnéticos internos adicionales que pueden: dis-
torsionar el campo 1til en la regién central de la bobina, reducir la homogeneidad del
campo magnético, provocar fluctuaciones temporales (efectos transitorios) o complicar

la calibracién en dispositivos sensibles como RMN o aceleradores.

Este fenémeno ha sido ampliamente estudiado por investigadores como Pardo et al.

[33], quienes demostraron que su efecto es particularmente relevante en cintas con
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gran ancho y alta J., y que se agrava cuando las cintas estdn enrolladas en capas
multiples. Ademds, estas corrientes persisten incluso en condiciones estacionarias, lo
que representa un problema crénico para aplicaciones donde se requiere un campo

muy uniforme.

Pérdidas por histéresis y corrientes alternas

Otro reto importante son las pérdidas energéticas que se producen en condiciones
dindmicas, como cuando el campo magnético externo cambia con el tiempo o cuando
las cintas transportan corriente alterna. Estas pérdidas generan calor dentro del sis-
tema criogénico, lo cual puede: elevar la temperatura localmente, reduciendo J.,
aumentar el consumo de refrigeracién o provocar transiciones no deseadas al estado

resistivo (quench).

Costo elevado y complejidad de fabricacién

Uno de los principales obstaculos para la adopcién masiva de las cintas REBCO es su
alto costo de produccién, especialmente en comparacion con los superconductores de

primera generacién. Su fabricacién involucra procesos sofisticados como:

— Depésito por haz de electrones (E-beam evaporation)

— Sputtering epitaxial sobre sustratos ceramicos o metalicos con capas tampoén

alineadas cristalograficamente

— Procesamiento de texturizacion biaxial, necesario para lograr la orientacion

optima de los granos del material superconductor.

Estos procesos requieren condiciones de vacio, temperatura y alineamiento muy pre-
cisas, lo que eleva los costos tanto en equipamiento como en tiempo de produccion.
Aunque ha habido avances recientes en métodos de deposiciéon méas econémicos (como
metal-organic chemical vapor deposition, MOCVD), atin no se logra una solucién de

bajo costo y alta escala completamente estandarizada [29].



Capitulo 3

Desarrollo del Modelo
Electrodinamico para

Superconductores Tipo Il

3.1 Sistema de ecuaciones fundamentales

Consideramos un superconductor tipo II bajo la influencia de un campo magnético
H,. El campo magnético total en este estard dado como:

Ho . R /
B = yoH, + X0 2 av, 1
poba + /V,J X R3dV (3.1)

donde R = x — X' y el segundo término es el campo generado por las corrientes internas j,
que se obtiene mediante la ley de Biot-Savart; ademds, la integral se realiza sobre el volumen
de la muestra, de manera que j # 0. Siendo j = V x M, podemos reescribir (3.1) como:

wo [ [3M-RR M]
B = uoH, + oM + -2 i/l I 78 3.2
foHa - froVL+ 7 /V/ [ RS RS (3.2)

Esto es 1til para describir el comportamiento de los vértices magnéticos en super-
conductores de tipo II, fundamentales en su capacidad de soportar campos altos sin perder
superconductividad. En el apéndice A, se encuentra el desarrollo de la ecuacién (3.1) a la

(3.2).

Para obtener una ecuacién de movimiento para la magnetizacién, derivamos respecto al

21
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tiempo la expresién (3.2) y usamos la Ley de induccién de Faraday: B = -V xE, con la

cual llegamos a:

3M-R)R M

oM = — (VB ot ) - 42 [ PRS- Teav (33)

4

Esta ecuacién puede resolverse numéricamente como en [5] y [34].

Para describir la relacién entre la magnetizacion M, la corriente j y el campo magnético B,

se introduce la ecuacién material (modelo de estado critico doble):
E=E(j,B)=EM,B) (3.4)

la cual describe el campo eléctrico en funcién de la magnetizacién y el campo magnético
en un superconductor. Ademads, debemos considerar la descomposicién de la corriente, tal

que:

= (5-BYBLB (4B o5 4 (3.5)
=i g)gtgxlixg)=d+i :

Resolver estas ecuaciones en una geometria tridimensional es computacionalmente pesado,
va que la magnetizacion depende de tres coordenadas espaciales y del tiempo, lo que implica

considerar un nimero grande de puntos en la malla de simulacién,

M(x“yjazk)) ]-SZSN:M 1§]<Ny7 1§kSNZ

3.1.1 Prisma rectangular alargado

Establecemos un modelo geométrico del superconductor para simplificar las ecua-
ciones y hacer el problema manejable. Consideramos una muestra en forma prismatica
rectangular con dimensiones a,b y ¢, como se muestra en la Figura 3.1. Suponemos que
c — oo, pero a y b son finitos. Bajo esta suposicién, la magnetizacién solo depende de x, y

v no de z, de tal manera que:

NOM =B - NOHa

Ho b2 / af2  [4M - p)p  2(My2 + Myg) (3.6)
- — dy dx v — 5
AT ) /o —a/2 p p
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Figura 3.1: Geometria del superconductor en forma de prisma rectangular alargado

,LLOM = - (V X E—l—,LL()Ha)

/ /“/ : p) (M + Myg) 3.1
b/2 a/2 p?

donde p = (z — 2,y — ¢/,0). Esta ecuacién sirve para modelar la situacién experimental

con un campo aplicado como en el articulo [35]. El desarrollo de las ecuaciones (3.6) y (3.7)

se encuentra en el apéndice B.

3.1.2 Cinta alargada

Dado que nuestro trabajo estd centrado en la modelacion fisico-matemaética de las
cintas REBCO, ahora consideramos una muestra donde: b < a < ¢ — oo, como se ilustra

en la Figura 3.2. Se cambian M y V X E por su promedio sobre el espesor:

. 1 b/2 . 1 b/2
(M) = M(z,y)dy, (VXE)=- V x E(z,y) dy, (3.8)
b —b/2 b —b/2

entonces (M) y (V x E) sélo dependen de z y podemos reescribir (3.7) como:
po(M) = — ((V x B) + uoH, )

/ » / M) 'P) p 2 (<Mm>i + (My>?3>
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Figura 3.2: Geometria del superconductor en forma de cinta alargada

Nos interesa la geometria en donde el campo es perpendicular al plano de la cinta,
entonces: H, = H,(t)y. Debido a que el campo variable se induce sobre la componente y,

entonces nos fijamos en esta:
Ho(M,) = — (V x E),) — poH

y / o / o 4(<M>.Z4) (y—v) 2<£'4y> (3.9)

(M)
wlor

siendo:

b b

1
[ xm), = [ dyeo.p. + ek

/_ _

(VX B), =

S| =

SISy

(3.10)

(SIS ol

dy(_asz + azE:c) = _az <Ez>7
0

S

[N

sustituimos (3.10) en (3.9):

N0<My> = 0,(E) — MoHa

s s [A(D ) w-y) oy (3.11)
I / ’
_472/_ e _gdy pt py

a
2
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y promediamos sobre el espesor:

o (M) = 0u(E=) — oM,
M) (r—1) o
m/ dm/gdy/g 54) y—y —2<%y>

Desarrollamos la expresion entre corchetes:

(3.12)

(0 0) =9 2ty a0 @ -2 - y) A0 - 20
p4 p2 - p4 p4 2

(3.13)

de manera que tenemos que realizar tres integrales a lo largo de y e y/':

/bdy/b (y—y’)7 /bdy/b

Para la primera expresién

/ dy/ (y = ml){ dy / P —

l\.’)\@
N)\@
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Para la segunda expresion hacemos el cambio de variable u =y — y
y—y
/b dy/ b b dy/ b /(2 ) 1212
2 2 —3 s l@—a)? 4+ (y—y')?
: y+2 2
— /2 dy / ’ du Y 2
- y [(z —a")* + u?]
b b b
1 1 + 3 -3
= /2 dy{ [arctan (y 2,) — arctan (y 2/>]
_ T—x T—x

y luego hacemos otros dos cambios de variable: v=y+ 3y w =y g, de manera que:

R e R e e e R ]
0 w w
B /bdw [@:—1:::') aretan (—x> B <x—x’>2+w2H

_ ;{ G b 7y arctan (93_2) —In[(z —a")? +°]

+1In [(x—a:’)2]} -5

(x_bx,) arctan (—&) +1In [(z — 2')* + b°] }

1{—2111 [(z —2/)> +b°] +2In [(:c—x')Q]}

Para la tercera expresion hacemos nuevamente los cambios de variable u =y —y', v = y + 3

b.

yw=y-—z3:
1 3 1
dy/ — / dy/ dy'
/g I S L Ak
1
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; arctan (—

(z —a') x—a

1 N2 L 2
>+2ln[(x—$) —|—b}}

=—In[(z —2')* +b*] + In [(z — 2')?]

De manera que, juntando las tres expresiones:

[ 4«ND;2<Q—V>_2€§>

_b
2

= 4(M,)(0) + 4(M,) <;> {—2111 [(z —2')? +b°] +2In [(z — 2)?] }

— 2<My>{— In[(z —2')? + b°] + In [(z — 2')?] }

m—wQ]

= 2<My> In [MW

por lo que la ecuacion final para la cinta alargada superconductora en un campo magnético

perpendicular es

mww:@w»ﬂmﬂ—ﬁ(g/gm%@mhgﬁﬁfw] (3.14)

(SIS

3.1.3 Placa infinita

Consideremos ahora una placa delgada muy grande, aunque con espesor no des-
preciable (b finito, a — oo, ¢ — 00), como se muestra en la Figura 3.3. Partiendo de las
ecuaciones (3.6) y (3.7), si hacemos que a — co entonces ni M ni M dependen de 2/, por

lo que se puede calcular una integral de la forma:

/°° d’ [4(0 pp 2(Cad 4+ Cyf)
pt p?

—0o0
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Figura 3.3: Geometria del superconductor en forma de placa infinita

donde C es una funcién vectorial que representa a M o M. Desarrollamos la expresion

entre corchetes:

4(C-p)p  2(Cax+Cyy)

AC, (x — o)’ %

AC; (v —2') (y — )y

o

entonces

P (x =22+ (y =y (@ =)+ (y—y)?
L AGh —y) (@)X 4Cy (y - y)*y
[z =22+ (y—y) (@ —a)?+ (y— )
2(Cux + C,9)

/‘X’ d! [4 (C-p)p 2(Cex+Cyy)

—00

5 > ! (Z’ — 1‘/)2
=4C.x €T
0 [ @22+ 9P
= (o — )

4 4C(y — y)F / da’

—o [z =2+ (y -

)

y)2)?

+4Cy(y — y')f{/_oo d:n’[(

1

(z —
r—a')?+ (y -

y)2)?

+4C, (y—y’)zy/ d:n’[(

1

z—a)2+(y—y)°

—2(Cok + CyF) / da’

e (=) +(y—Y)?
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y hacemos el cambio de variable u = z — 2/

/oo » [4(0 p)p  2(Cuk + ny)]

4 2

oo p p
[e%e] ’U,2 [ee) U
:4036)2/ du +4C, y—y'y/ du
oo W2+ (y—y)2 ( ) o U2+ (y—v)2
[~ u 2. [ 1
+4C, y—y’x/ du +4C, (y — y/ du
ot ) oo [P+ (y— )2 2 ) o U2+ (y—y)?

*° 1

—2Cx+CyF) [ du————s.
(Cakt yy)/oo ey =y

Usando:

I) /dme 1! arctan (E) R
(x2 +a2)? 2 |a a/  x?+4a?|’
1 1
I ey (.
) / (:t:Q—i—a,Q)2 2 (:c2—|—a2>
1 x ax
III) /d[]} (xz T a2 <3) I:a.rctan a) =+ M]

1 x
y IV) /da;$2 Pl — arctan <g>

obtenemos
* g [ACpp  2Cx + CyY)
B p p?

—iCk |2 (5) -0t (<5) o] vacu v (<5) 00
2

40, )% (=3) 0-0+46, (= )°3 (5 ) = [ +0- (=3) ]

2 2
:>/ [ ép)p (C Xp;r nyq
1 1 N N 1
= 2nC X< ) +2nCyy <> —2m(Cpx + CyY) < ,)
y—y y—y y—y
—0.

Por lo tanto, para la placa infinita las ecuaciones adquieren la forma tipica (es decir, no

dependen de las coordenadas a lo largo de los lados a y ¢ infinitos) y se pueden escribir

CcOomo:

/’LOM =B - /'LOH(M

(3.15)
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foM = — (v x E+ MOHQ) : (3.16)

para la geometria de campo magnético paralelo al plano de la placa.



Capitulo 4

Calculo Numérico, Resultados y

Analisis

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos mediante la simulacién
numérica del comportamiento de superconductores tipo II bajo la aplicacién de un campo
magnético externo. El estudio se realizé utilizando un modelo de estado critico tipo Bean,
implementado en Fortran, para resolver la evolucién espacio-temporal de la induccién

magnética B y la magnetizacién M. Ademas, se consideré lo siguiente:

e Una placa superconductora infinita, como caso base de validacion, estudiada en

dos variantes estructurales: Monocristalina y Policristalina.

Este andlisis permite observar cémo influyen la geometria y la microestructura del

material en la distribucion de la induccién magnética y la magnetizacién.

4.1 Placa infinita

El modelo de una placa superconductora idealizada de grosor finito pero extensién
infinita en las otras dimensiones es ampliamente utilizado en el estudio de superconduc-
tores tipo II debido a su simplicidad matemaética. Ademés, permite capturar efectos fisicos
esenciales sin la complicaciéon de condiciones de frontera en los bordes de una placa real

(finita).

31
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>IN

Figura 4.1: Geometria de la placa infinita simulada sometida a un campo magnético externo

paralelo, H,. La lineas rojas representan esquematicamente las lineas de flujo magnético.

4.1.1 Implementaciéon numérica: Caso base

La Fig. 4.1 ilustra la geometria considerada en este capitulo: una placa supercon-
ductora infinita con superficies paralelas al plano y—z en las posiciones t =0y z = D. El
campo magnético externo H, se orienta a lo largo del eje z. De acuerdo con los resulta-
dos obtenidos para esta geometria en el capitulo anterior, las ecuaciones que describen la
evolucién del campo eléctrico E, la induccién magnética B, y la magnetizacién M estan
dadas por las ecuaciones (3.15) y (3.16), y se deben complementar con la ecuacién material
E = (M, B) (3.4). Sin embargo, en este caso particular, podemos pasar de manera directa
a la descripcién comunmente utilizada [36] en términos de E, B y la densidad de corriente
eléctrica j. Utilizando j = V x M y las ecuaciones (3.15) y (3.16), obtenemos las leyes de
Ampere y de Faraday:

0B

B = uoj E=—-—. 4.1

Estas ecuaciones se pueden resolver modelando la ecuacién constitutiva E =
E(j,B).
Dado que Hj, es paralelo al eje z, la inducciéon magnética lo es también para un

medio isétropo, es decir, B = B2, y depende solamente de la coordenada x dentro del
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superconductor (0 < z < D), donde supondremos que B = poH. Las condiciones de

frontera para B(x) estdn dadas por

B(z =0) = puo Ha, B(z = D) = o Ha. (4.2)
Las ecuaciones de Maxwell (sin considerar la corriente de desplazamiento), dadas

en la ecuacién (4.1), se pueden reescribir entonces en la forma:

0B . oF 0B
5 = M e T 3

La relacién constitutiva entre el campo eléctrico E = E g y la densidad de corriente

eléctrica j = j y se describird con el modelo de estado critico de Bean:

B
= jelIBI) - (44)

Para lograr resolver el sistema de ecuaciones diferenciales fuertemente no lineales

(4.3) y (4.4), es conveniente escribir la ecuacién material (4.4) de la siguiente manera:

0 i1 < 3.8,
E(j) = (4.5)
p (31 =3.(1B))i/1il, 13l = je(1BI),

donde se ha introducido la resistividad p, que juega el papel de un parametro
auxiliar. Siendo esto, en el caso de variaciones lentas del campo magnético aplicado, cuando
se producen campos eléctricos de magnitud pequena (|E| < pj.(|B|)), el célculo de la dis-
tribucién espacial de B(x) resulta ser cuasi-relajado e independiente del pardmetro p que
se elija. El método de soluciéon numérica que aplicaremos se basard en el que se describe
en [37]. Por tanto, después de sustituir la primera ecuacién de (4.3) (ley de Ampere) y la
ecuacién material (4.5) (modelo de Bean) en la segunda ecuacion de (4.3) (ley de Faraday),
se obtiene una ecuacién no lineal de primer orden en ¢ y de segundo orden en .

Los valores de la induccién magnética en las superficies de la placa se fijan en
concordancia con las condiciones de frontera (4.2). Los valores de B(z;) en el interior de
la placa superconductora (i = 1,..., N — 1) se obtienen resolviendo el sistema de N — 1
ecuaciones diferenciales no lineales resultantes para B(x;) mediante un método de diferencias
finitas de primer orden. Con esta solucién numeérica para B(x) calcularemos la distribucién

de magnetizacién en la placa, M(x) = M(x)Z, donde

M(z) = <B(“")> — H,.

Ko
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Posteriormente, se calcula la magnetizacion promediada sobre el espesor de la

placa :

1 D
(M) = =5 | (B) — o 1) d (4.6)

a fin de comparar con curvas experimentales de (M) vs H,.

e Condiciones iniciales y parametros del modelo

La muestra se model6 como una placa infinita de espesor total

D =0.8x107% m, (4.7)

dividida en N = 100 intervalos uniformes, con paso espacial

D
Az =5 =8x 1075 m. (4.8)

El cédlculo inicia con campo magnético nulo en todo el volumen (B(z) = 0) y un

incremento externo inicial

AB =0.01T, (4.9)

que se utiliza para barrer el campo aplicado desde cero hasta la completa penetracién

y posteriormente de regreso, describiendo asi el ciclo M (H).

El cédigo incluye ademas una resistividad efectiva

p=10x10"" Qm, (4.10)

utilizada tnicamente para estabilizar los pasos numéricos, y una densidad critica de

corriente expresada como

J,=1.0x 10" A/m?, (4.11)
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e Analisis de resultados

Perfil de induccion magnética: Placa infinita

74 3.,
5
5]
2 4
E*
=
Q 3
1 5
Py
1
o 1 '-- L o* -u' y 6

0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008
x [m]

Figura 4.2: Perfil espacial de B(z) de la placa infinita.

En la Fig. 4.2 se presentan los perfiles de la induccién magnética B(x) calculados
numéricamente para el caso ideal cuando la densidad del flujo de corriente eléctrica
tiene una magnitud constante (|j| = j.) en las regiones de la placa superconductora
donde ha penetrado el campo magnético (B(z) # 0). La suposicién de que la densidad
critica de corriente eléctrica j. sea constante (como hemos propuesto en (4.11)) se

conoce como el modelo de Bean.

El campo inicial H, aplicado es nulo, por lo que la distribucién inicial es B(z) = 0
en todo el intervalo 0 < x < D. A medida que el campo externo se incrementa,
la induccién magnética crece en las regiones aledanas a las superficies de la placa
superconductora infinita. Nétese que, para valores pequenos de H, (como es el caso
de las dos primeras curvas de color azul en la Fig. 4.2), B(x) decrece desde su valor
superficial B(0) = B(D) = uoH, hasta anularse en algin punto dentro de la placa.
En estas zonas superficiales, B(z) se describe mediante lineas rectas con pendientes

iguales a dB/dx = % pupje.

Para valores suficientemente grandes de H, (véase la Fig. 4.2, curva 3), el campo
magnético logra penetrar en toda la muestra y los perfiles de B(x) adquieren la forma
caracteristica de “V”. Con el subsecuente aumento de H,, la forma de estos perfiles

se conserva, aunque B(z) continta incrementando su valor en toda la placa.

Las curvas de color naranja muestran la evolucién de B(z) al disminuir H, después de
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que éste habia alcanzado un valor maximo Hy max = 7 T. Se observa que la induccién
magnética decrece inicamente cerca de las superficies, mientras que en el interior el

perfil conserva la forma previa al inicio de la disminuciéon de H,.

Finalmente, cuando H, alcanza el valor cero, B(x) se anula también en las superficies
x =0y ax = D, pero queda atrapado flujo magnético dentro de la placa, ya que

B(x) # 0 en su interior.

Curva de magnetizacién: Placa infinita

—Up{M) [T]

B A RAF M MR aaP S
HoH, [T]
Figura 4.3: Curva de magnetizacion para la placa infinita, mostrando el comportamiento

histerético tipico del régimen critico.

En la Fig. 4.3 se presenta el resultado del cdlculo de la magnetizacién promediada
sobre el espesor de la placa (dada por la ecuacién (4.6)), en funcién de la intensidad
del campo magnético aplicado. Al inicio, H, = 0, B(xz) = 0, y por tanto (M) = 0.
Conforme se incrementa H,, la magnetizaciéon promediada (M) adquiere valores

negativos (véase la curva azul que inicia en el origen en la Fig. 4.3), indicando que la
respuesta del superconductor es diamagnética. Sin embargo, para valores suficiente-
mente grandes de H,, la magnetizacién se satura, alcanzando una magnitud maxima
|{(M)|max que se mantiene constante al continuar incrementando H,. Esto se debe a
que los perfiles tipo V de la induccién magnética no cambian su pendiente, consecuen-
cia de que se eligié una densidad critica de corriente constante J. (independiente de
|B|). Al disminuir el campo aplicado, la magnetizacién promediada cambia de signo
(véase la Fig. 4.3). Cuando H, = 0, la magnetizacién promediada, (M (H, = 0)), es

distinta de cero y su valor se conoce como magnetizacion remanente, que se debe
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al hecho de que queda flujo magnético atrapado en el interior de la placa supercon-
ductora (véase la curva 6 de color naranja en la Fig. 4.2). H, se continda variando

hasta alcanzar el valor H, = —Hgmax = —77T.

Posteriormente, H, se vuelve a incrementar hasta completar un ciclo de histeresis,
llegando nuevamente a H, = Hymax = 7T (vea la curva verde de la Fig. 4.3). Se
puede observar que en el ultimo trayecto la curva de cierre del ciclo de histeresis y la
curva inicial transitoria se unen para luego evolucionar de la misma manera. El punto
donde se unen ambas curvas (la azul y la verde) corresponde al valor de H, donde el

campo magnético ha penetrado en toda la placa superconductora.
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4.1.2 Implementacion numérica: Caso Monocristal

Para estudiar la respuesta magnética de un monocristal tipo REBCO, se utiliz6
un procedimiento numérico analogo al implementado en el caso de la placa infinita, basado
en el modelo de estado critico. La geometria de la placa infinita isétropa es realista para
las cintas de REBCO cuando los ejes cristalinos a y b de un superconductor laminar son
paralelos a las superficies de la cinta. En este caso, se puede considerar que la respuesta de

la cinta REBCO a un campo magnético paralelo es isétropa.

e Condiciones iniciales y parametros del modelo

Los parametros de simulacién se definieron tomando como referencia los valores experi-
mentales reportados en el trabajo de Zhang et al. (2025) [38] (vease la Fig. 7), quienes
analizaron el comportamiento de monocristales de YBCO obtenidos mediante manu-
factura aditiva. Este estudio sirvié como guia para establecer las condiciones iniciales

y los rangos de variacién del campo magnético aplicados en nuestra simulacién.

d e f
— 4000 BE———
50 Polycrystal 10K 35K Single crystal B e———— L
T 85K —T7K| & —55K —T7TK 5 Hlab g b 7m—— =
E | E 10-f 5 Single Crystal
L] 5 2000 10K
5 E 104
E e A E < < E = 1N F‘ol-,-Q'ystel
= or —_— c ol — 2 10° i e
H o L] o — N r
2 2 % - 2 = Single Crystal
g | g \\ \ i,
B -2000 | ] i i 17K
| 1 S 7K
= ; T S e
g =50 - g '/-;llc G Polycrystal
= 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | " X i i A 7 il A 10 1 1 1 Wil 1
-8 6 -4 -2 0 2 4 6 B e R i 0o 1 2 3 4 5 &
Magnetic Field yH (T) Magnetic Field y.H (T) Magnetic Field yH (T)

Figura 4.4: Curvas de magnetizacién experimentales de YBCO. Magnitudes ex-
perimentales de magnetizacién M(H) para YBCO policristalino (panel d) y monocristalino
(panel e) a distintas temperaturas: 10, 35, 55 y 77 K, con el campo aplicado paralelo al
eje cristalografico ¢ para el monocristal (H || ¢). El panel (f) muestra la dependencia de la
densidad de corriente critica Jc(H) para ambas configuraciones cristalinas a 10 y 77 K. Las
curvas a 10 K fueron tomadas como referencia para la validacién del modelo numérico de

magnetizacién implementado en esta tesis [38].

El monocristal se model6 con un espesor total de

D =0.8x10"% m, (4.12)
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dividido en N = 100 intervalos uniformes a lo largo de la direccién de penetracién del

campo. De esta manera, el paso espacial utilizado en el calculo corresponde a

D
Ax:jvz8x106m. (4.13)

El campo aplicado se incrementd en pasos de

AB =0.01T, (4.14)

comenzando desde un valor inicial de B(z) = 0.0 T. Estos incrementos permiten
describir la evolucién gradual del campo magnético desde la superficie hasta el centro

del monocristal y, posteriormente, se invirtié el sentido del barrido del campo.

Para mantener la estabilidad numérica del algoritmo, se introdujo una resistividad

efectiva de

p=1.0x10"" Qm, (4.15)

que actia Unicamente como un parametro de control y relajacién, sin modificar las

propiedades fisicas del sistema.

La densidad critica de corriente se defini6 como una funcién dependiente de la in-

duccién magnética dentro del superconductor, expresada como

1.0 x 1010
J(B) = —— 2 A2, 416
(1B1) 1+ |B[/50T) ™ (4.16)

Esta relacién introduce una variacién suave de J, a lo largo del espesor del monocristal,
disminuyendo ligeramente con |B| en el interior del material. Dicha dependencia
busca representar de forma simplificada la ligera disminucion del transporte de corri-
ente con la magnitud de B en el monocristal. El valor méaximo de la densidad critica
del monocristal alcanza 1 x 100 A-m~2, equivalente a 1 x 10¢ A-cm™2, lo cual con-
cuerda con los valores caracteristicos de superconductores REBCO de alta calidad a

temperatura del nitrégeno liquido.

e Analisis de resultados
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Curva de magnetizaciéon: Monocristal

—HoiM) [T]
o

HoHa [T]

Figura 4.5: Ciclo de histéresis magnética de un monocristal superconductor YBCO.

La Fig. 4.4 presenta la curva de histéresis calculada numéricamente para un super-
conductor monocristalino habiendo considerado una densidad de corriente critica .J,.
dependiente de la induccién magnética, dada por la ecuacién (4.16). El efecto de
la disminucién de la corriente critica con el aumento de la magnitud de la induccién
magnética dentro del superconductor altera notablemente las curvas de histéresis de la
magnetizacién (compare con las curvas de las Figs. 4.3 y 4.4). Se puede observar que
el modelo de Bean para la densidad de corriente critica solo describe cualitativamente

bien la curva de histéresis del monocristal.

En las Figs. 4.5-4.7 y 4.8-4.12 se presentan, respectivamente, las distribuciones espa-
ciales de la induccién magnética B(z) y la magnetizacion M (z). Los colores de las
curvas corresponden a los intervalos de variacién del campo magnético aplicado en la
curva de histéresis de la Fig. 4.4. Comparando los perfiles de B(z) con los resultados
que predice el modelo de Bean (Fig. 4.3), es evidente que la dependencia de J. en
funcién de B no solo altera la pendiente de las distribuciones espaciales, sino influye
considerablemente en la forma de la curva de histéresis de (M) vs. H,, reproduciendo

cuantitativamente las curvas experimentales para el monocristal superconductor.
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Perfil espacial de la induccién magnética
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Figura 4.6: Evolucién de B(x) en la curva de inicio (azul) de la magnetizaciéon de un

monocristal YBCO.

Perfil espacial de la induccion magnética

5
6
6
. 7
8
2
9
E o 10
o
1
-2
12
-4 13
14
"
15
0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008

X [m]

Figura 4.7: Evolucién de B(x) cuando el campo aplicado decrece en el monocristal YBCO

(curva roja en el ciclo de histéresis magnética de la Fig. 4.4).
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Perfil espacial de la induccién magnética
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Figura 4.8: Evolucién de B(x) cuando el campo aplicado vuelve a aumentar en el monocristal

YBCO (curva verde en el ciclo de histéresis magnética de la Fig. 4.4).
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Figura 4.9: Distribuciones espaciales de la magnetizaciéon M(x) en el monocristal YBCO
durante la rama ascendente inicial del ciclo de histéresis de la Fig. 4.4. Estas curvas
corresponden a los primeros incrementos del campo aplicado (etiquetas 1-5) y se presentan

en color azul, en correspondencia con la porcién inicial del ciclo mostrada en la Fig. 4.5.
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M vs x
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Figura 4.10: Distribuciones espaciales de la magnetizaciéon M(x) cuando el campo aplicado
decrece, corresponde a la rama positiva del ciclo de histéresis de la Fig. 4.4. Las curvas
asociadas (etiquetas 5-10) se indican en color rojo, reflejando el mismo intervalo de campo

que en los perfiles de B(x) de la Fig. 4.6.

Mvs x
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Figura 4.11: Distribuciones espaciales de la magnetizacién M(x) en el monocristal YBCO.
Estas curvas corresponden a un intervalo intermedio del ciclo de histéresis (curvas con
etiquetas 10-15 de la Fig. 4.6) y se muestran en color rojo, destacando la transicién entre

la saturacién positiva y la posterior inversién del campo.
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M vs x
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Figura 4.12: Distribuciones espaciales de la magnetizacién M(x) durante la rama negativa
del ciclo de histéresis del monocristal YBCO. Las curvas representadas (etiquetas 15-20) se
muestran en color verde, en correspondencia con los perfiles de B(x) de la Fig. 4.7 para el

mismo intervalo de campo aplicado.
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Figura 4.13: Distribuciones espaciales de la magnetizaciéon M(x) en la etapa final del ciclo
de histéresis de la Fig. 4.4. Las curvas, asociadas a las ultimas etiquetas del ciclo (20-25),

se presentan en color verde y van en correspondencia a las curvas de B(x) de la Fig. 4.7.
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4.1.3 Implementacion numérica: Caso Policristal

El analisis numérico del comportamiento magnético de un policristal superconduc-
tor tipo REBCO se llevé a cabo siguiendo el mismo enfoque utilizado en los casos de la placa
infinita isétropa y el monocristal, basado en el modelo de estado critico. En esta simulacién
se buscé reproducir de forma cualitativa la respuesta magnética de un material granular,
donde la presencia de limites de grano y regiones con distinta conectividad eléctrica afectan

la distribucién de corriente critica y la penetracién del flujo magnético.

e Condiciones iniciales y parametros del modelo

Los parametros de simulacién se definieron tomando como referencia los valores expe-
rimentales reportados en el trabajo de Zhang et al. (2025) [38], quienes analizaron
el comportamiento de policristales de YBCO. Este estudio sirvié como guia para
establecer las condiciones iniciales y los rangos de variaciéon del campo magnético

aplicados en nuestra simulacién.

El policristal se representé como una muestra de espesor total

D =159 x 1072 m, (4.17)

dividida en N = 100 intervalos uniformes, lo que define un paso espacial de

D
A= =1.59 x 10~* m. (4.18)

El campo magnético aplicado se incrementé en pasos de

AB=0.01T, (4.19)

comenzando desde un valor inicial de B(z) = 0.0 T.

Para garantizar la estabilidad del algoritmo, se introdujo una resistividad efectiva de

p=10x10"" Qm, (4.20)

utilizada inicamente con fines numeéricos.
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La densidad critica de corriente se definié como una funcién dentro de la muestra, de

la forma

1.0 x 108

AT BT M (421)

Je(|Bl) =

Esta dependencia cuadratica decreciente representa la disminucién del valor de J.
con |B| en el interior del policristal, describiendo de forma realista la pérdida de
conectividad eléctrica entre los granos.

e Analisis de resultados

Curva de magnetizacion: Policristal

0.3 4

0.2 4

0.1+

0.0

—Hol{M) [T]

—0.1 41

—-0.2 4

—-0.3 1

Mg Ha [T]

Figura 4.14: Ciclo de histéresis magnética de un policristal superconductor YBCO.

En la Fig. 4.13 se presenta la curva de histéresis de la magnetizacion calculada
numéricamente para el caso de superconductor policristalino con una densidad de cor-
riente critica J. dependiente de la induccién magnética, dada por la ecuacién (4.21).
Comparando este resultado con la curva de histéresis obtenida para el monocristal
superconductor (Fig. 4.4), resulta evidente que la dependencia de J. en funcién de B
disminuye notablemente el area de la curva de histéresis, puesto que la magnetizacion

promediada disminuye rapidamente con el campo magnético aplicado.

Para entender mejor el efecto de la dependencia de J. en funcién de B, se presen-

tan, respectivamente, las distribuciones espaciales de la inducciéon magnética B(z) y
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la magnetizacién M (x) en las Figs. 4.14-4.16 y 4.17-4.21. Los colores de las curvas
corresponden a los intervalos de variacion del campo magnético aplicado en la curva
de histéresis de la Fig. 4.13. Evidentemente, las pendientes de las curvas de B(x)
disminuyen drasticamente con el incremento de B en el interior de la placa supercon-
ductora. Como consecuencia, la magnitud de la magnetizacién promediada disminuye
notablemente con el incremento de H,, como se observa en las curvas experimentales

de un superconductor policristalino.

Perfil espacial de la induccion magnética

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016
x[m]

Figura 4.15: Evolucién de B(x) en la curva de inicio (azul) de la magnetizacién de un

policristal YBCO (campo aplicado positivo).
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Perfil espacial de la induccién magnética
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Figura 4.16: Evolucién de B(x) cuando invertimos el signo de barrido del campo aplicado

(negativo) en el policristal YBCO (curva roja en el ciclo de histéresis magnética de la Fig.

4.13).

-2

Perfil espacial de la induccién magnética
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Figura 4.17: Evolucién de B(x) cuando el campo aplicado vuelve a aumentar en el policristal

YBCO (curva verde en el ciclo de histéresis magnética de la Fig. 4.13).
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Figura 4.18: Distribuciones espaciales de la magnetizacién M(x) en el policristal YBCO
durante la etapa inicial del ciclo de histéresis . Las curvas, mostradas en color azul, corre-
sponden a los primeros incrementos del campo aplicado. La magnitud de M(x) es pequena
y su variacion espacial es suave debido a la baja corriente critica efectiva en las regiones

intergranulares del policristal

M vs x
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Figura 4.19: Distribuciones espaciales de la magnetizaciéon M(x) para valores de campo

cercanos al méximo positivo en el policristal YBCO (etiquetas 5-10 de la Fig. 4.15).
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HoM [T]

M vs x
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Figura 4.20: Distribuciones espaciales de la magnetizacién M(x) en la rama positiva del ciclo

de histéresis magnética. Las curvas en rojo ilustran la transicién entre la saturacién positiva

y el inicio de la inversién hacia campos negativos. La estructura granular del policristal

atenta los gradientes de magnetizacion, generando perfiles mas suavizados que en el caso

monocristalino.
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Figura 4.21: Distribuciones espaciales de la magnetizacién M(x) en la rama negativa del

ciclo de histéresis (etiquetas 15-20 de la Fig. 4.16). Las curvas, mostradas en color verde,

exhiben una caida progresiva de M(x) hacia valores negativos.
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Mvs x
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Figura 4.22: Distribuciones espaciales de la magnetizacién M(x) en la parte final de la rama

negativa del ciclo de histéresis magnética (etiquetas 20-25 de la Fig. 4.16).
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Conclusiones

El desarrollo de este trabajo permitié crear una teoria general y unificada para
describir la respuesta magnética de superconductores tipo II irreversibles. Particularmente,
se aplico la teoria a superconductores tipo REBCO, utilizando una ecuacion material basada
en el modelo del estado critico de Bean, considerando distintas configuraciones geométricas
y tipos de microestructura: una placa infinita ideal, un monocristal y un policristal.

Los resultados numéricos muestran que el modelo reproduce de forma adecuada
las curvas de histéresis M (H,), evidenciando la penetracién progresiva del flujo magnético
y la dependencia no lineal de la magnetizacion con el campo aplicado. En el caso ideal de
la placa infinita, con densidad critica de corriente eléctrica constante se obtuvo un lazo
simetria de inversién caracteristico del régimen critico, donde la magnetizacién maxima se
mantiene constante después de la completa penetracién del flujo.

Para el monocristal YBCO, los resultados mostraron una reduccién ligera en
la magnetizacién con respecto al caso ideal, atribuida a la heterogeneidad en la densidad
critica de corriente. La dependencia en funcién de |B| de la densidad de corriente per-
mitié representar la variacion realista de las propiedades del material, obteniendo curvas de
histéresis coherentes con las reportadas experimentalmente para muestras de alta calidad.

En el caso del policristal YBCO, la introduccion de una corriente fuerte depen-
diente de B permiti6 reflejar la pérdida de conectividad eléctrica entre granos, generando un
lazo M (H,) mdas angosto y una magnetizacién reducida. Este comportamiento concuerda
con las observaciones experimentales de materiales REBCO policristalinos [38], donde los
limites de grano y las regiones con menor densidad de corriente critica facilitan la pene-

tracién del flujo magnético.

52
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En conjunto, los tres modelos muestran cémo la geometria y la microestructura
influyen directamente en la respuesta magnética del material. La implementacién numérica
demuestra ser una herramienta confiable y flexible para analizar de manera cualitativa y
cuantitativa el comportamiento de superconductores tipo II bajo campos externos.

Finalmente, este trabajo sienta las bases para extender el modelo hacia configu-
raciones tridimensionales y sistemas mas complejos, tales como cintas y bobinas REBCO,
donde los efectos de anisotropia, histéresis y pérdidas por corrientes de apantallamiento

cobran mayor relevancia en aplicaciones tecnoldgicas.



Apéndice A

Apéndice: Expresion de la
inducciéon magnética en términos

de la magnetizacion.

La inducciéon magnética en el material estd dada por:

Ho sl ] R
B = uoH, + X2 2av, Al
110 +47T/‘//J(F)XR3dV (A.1)
donde R=r -1/, R=|r—r'| y H, = H,(r) es el campo magnético externo aplicado.
Sea
Ho st R
By ="— —d A2
0 47?/‘//J<r)XR3V7 ( )
como
R 1
b v Y (el
entonces
Ho sl 1 /
By=—— — | dV". A3
o= [ o< () (A3)

Usamos la identidad

Vx(pA)=p(VxA)-(AxV)p

y que
V xj(r') =0,
entonces
By = %v X /V j(;)dv’ (A.4)
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Sea j(r') = V/ x M(r’), donde M(r’) es la magnetizacién local. Como
M 1 1
/ i — / - M - / M
VX<R> V(R>>< —i—(R)Vx
j 1 M 1
Ao e (e ()

Ho r 1 ’
By = v v/ (=) V' xM
0 4 % V/d <R> %

_ Mo ot (MY B / (L
_47TV><//dVV><<R>+47TV><//dVM><V<R>

_ Mo / M Ho / (1
47TV><//alA ><<R>—|—47TV><//dVM><V (R)’

la primera integral del lado derecho de la igualdad en la tltima linea es cero ya que como

condicién de frontera tenemos que M |g:= 0. Luego, como V’ (%) =-V (%), entonces

entonces

By = —Ziv < | dV'M xV (]1%)

T \
__Ho / 1
~ [ e (1]

dado que M = M(r') es independiente de r, entonces
v e (Y] =nafe e (1)] -7 (1) @
n [v (;) .v] M_<M.v>v<}%>
1
)

:Mv2< ! ,’)(M-V)V<

r—r

R
— M (—drdi(r 1)) — (M-V)V<1>

= B( = —Z—D av’ [—47rM53(r - r’) -(M-V)V <1 ]

1
—MO/ dv’ 83(r r')M(r’)—i—Mo/ dV' M-V)V (=
’ 41 ’ R
- M(r)—’m/ v M-v) B
Ho 47 ’ R3
e 0 [ g [M SRR
= poM(r) - 22 / av [ = —

- po [, [BM-RR M
_MOM(F)+4W/,dV I: R5 R3 s
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por lo tanto

B(r) = poHg(r) + poM(r) + Z—;; // dv’ [ : - : (A.5)



Apéndice B

Apéndice: Derivacion de la
ecuacion de movimiento para la
magnetizaciéon en un prisma

alargado.

Siendo

—

M-R=My(x—2')+ My —y)+ M. (z—2) (B.1)

1/2

R=[(z—2")+@y—v)+ (-2 (B.2)

aplicdndolo en la expresiéon dada en (3.2) para el campo magnético, tenemos

s BE ar] 30T-B) [ -2+ =)+ - (gt sk
RS R R’ N RS
(B.3)
C3(M-R)[(x—a)i+(y—y)) 3(M-R)(z— 2k (Myi+ Myj+ Mk)
o R5 + RS - R3
1) 2) 3)
(B.4)

Resolviendo esas 3 integrales tenemos:
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Ty a0 _ 3oxs 4y BER) _ gxs oy [MaX MUY EM(e—2)
1) 3(M - Ryle=20in = 3(Xi+ YU = 3(xi 4 ) [ M oy ]

M, X + MY — 2
= 3(Xi+Y)) (Mo X + M,Y) ot M(z = 7) — (B.5)
(X2 4+ Y24 (2 -2 (X24V2+ (2 —2)2)%
a) )

Para a), siendo u = z — z entonces:

/ dz' _/Z+§ du (B.6)
—< [X2—|—Y2—|—(z—z’)2]5/2 - (X2+Y2+u2)5/2 ’

wio

c

_ 3(X2+Y?)u + 2u u=ats (B.7)
B(X24+ Y22 (X2 + V2 4 u2)¥? | e '
oo ds' z+£ d
= / z = lim [ e (B.8)
oo [X24 Y24 (2 — )22 oo - (X2 4+ Y2 +u2)”/
* du
= B.9
/oo (X2 4+ V2 4 42)%? (B9)
. 3(X? 4+ Y?)u + 2u3 33X+ YY) (—u) +2(—w)?
u—00 3(X2+Y2)2(X2—|—Y2+u2)3/2 3(X2+Y2)2(X2—|—Y2+u2)3/2
(B.10)
X? +Y?u+ 2u®
—2 lim SX"+ Y Ju+ 2u - (B.11)
u=o0 | 3(X2 4 V2)2 (X2 4 Y2+ u2)¥

1 U 2 u3
=2 lim + lim
{ (X2 +Y2) umoo (X2 4 Y2 4 42)%2 (X2 +Y?2)? uvoo (X2 4 Y2 4 42)3/? }
(B.12)

lim

1 1 2 1
=2 li
{ (X2 +Y?) w0 L(X24Y2+ u2)3/? + 3(X2+Y2)?2 usco L(X2 472+ u2)?/?
(B.13)

}
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_9 1 i 1 + 2 i 1
o (X2+Y2) ulﬁnolo X2+Y2 ) 3/2 3(X2+Y2)2 ulﬁngo X2—|-Y2 3/2
()] (=) ]
u3 u3 u
(B.14)
1 1 2 4
=2 li 1 = ——
(X2 + Y2) uboo KXQ +Y2> . ] HE S Sl GalTs ern e
- - us
us
(B.15)

Para b), tenemos:

o (z—2")d7
/oo [XZ +Y2 4+ (Z o Z/)2]5/2 =0 (Blﬁ)

Sustituyendo (B.15) Y (B.16) en (B.5) llegamos a:
N (0.7 B 1 (e R et 0} PR 4
= /OO dz { FE =3(Xi+Y)) (M, X + M,Y) XTI V2
(B.17)

_AMX + MyY)(Xi+Y))
(X2 +Y2)?

(B.18)
2) 3(M-R)(2—2")k
3[My(x — ')+ My(y —v)] (= — 2) 3M,(z — 2')?

R N e e N (e R R e N G L
(B.19)

(1)

-/

o {3 (M (2 = a') + My (y = /)] (=~ 2) BM. (2 — 2')? }
[(z—2)2+ (y—y)2 + (2 — Z/)2]5/2 [(z—2)2+ (y—y)2 + (2 — z’)2]5/2
(B.20)

<
2
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3 (z—2")d7
=3 [Ma(z — ") + My(y — o) / ()
| ! } —e [ — a2+ (y — )2+ (2 — 22
+3M., / (2 = #)*d (d)
sl —a)2+ (y—y)2+ (- )27
Para c), siendo u = z — z entonces:
/S (z—2)de _ /Z_S udu (B.21)
. 5/2 . 5/2 ‘
s ll@=2")2+W—y)+(z-2) / a+s (X2 4+Y2+u?) /
/z+2 wdu 1 u=Z+§ (B 22)
s (X24Y24w)? 3(X24 Y24+ u2) g |

2

{97 e
> (z—2")d7
” /—oo [z =22+ (y —y/)? + (2 — )22 (B:24)

_ 1 2 2 c\2] % 2 2 c\2] %2
__301520{[)( LYy (2+2)} x%yy +<z—§) (B.25)

. 1
:_ggggo 2 2 c\2 32 2 2 c 273/2 :_5(0_0)
[X LY +<z—|—2)] [X +Y +<z—2)}

(B.26)

Para d), tenemos:

3 z— 22 dY =3 u? du
2) /_ (2 =) - _/ (B.27)

sl —a)2+ (y—y)2+ (2 s (X2 4 Y24 u2)?

=0
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61
z+5 24 3 u=zt3
- / 2 o 52 = 3/2 (B.28)
g (X24Y24u?) (X2 4+Y?) (X2 4+ V2 +u?)" lumsg
- N2 g c — N2 4y
:>/ (z—2")%dz 5/2:11111 2 (z—2')"dz
—oo [(z—a)?+ (y —y)* + (2 = &) e

sl =P+ (o) + (2= 2P

(B.29)
3 u=z+3
= lim v 572 (B.30)
oo BX2HY) (X2 Y2 +u) ) .
2
3 _.)\3
= lim u (—u)

o B.31
zHoo3(X2_|_y2)(X2+Yz+u2)3/2 3(X2 4 V2) (X2 4 V24 u?) ( )

2 . u?
- 3(X24Y?) uh—>nolo (X24+ Y2+ u2)3/2 (B.32)
2 1 2
= li = B.33
3(X2+Y2) uggo X2+Y2 3/2 3(X2—|—Y2) ( )
(=)
u
sustituyendo (B.26) y (B.33) en (B.20) tenemos:
% 3(M-R)(z—2)d? 2 oM,
= =3M = B.34
/_Oo RS 13(X24+Y?2)]  X24Y2 (B.34)
(Myit Myj+M.k) My i+ Myj+ M,k
3) e

[(w - x/)Q + (y _ y/)2 + (Z _ z/)2]3/2

3 M+ Myj+ Mk . 2
:/2 4y 2=t y;* :<Mmi+Myj+Mzk)/ i -
B R s l@—a)+ @y —y)?+ (2= )2
(B.35)

[[e}

[[e}
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Siendo u = z — z entonces:

[[e}

/ dz' _/ZJFE du (B.36)
3/2 3/2 ’

sla—aP -y =P ey (X2 a)Y

z2+3

u
(X2 +Y2)(X2+V24+u2)V2]

<
2

(B.37)
- /°° = = lim e du
oo [(m _ x/)z + (y _ y/)Q + (Z _ 2’)2]3/2 c—00 - (X2 +Y2 4+ u2)3/2
(B.38)
e du
N /oo (X2 + Y2+ u2)%? (B.39)
U U—00
= 72 (B.40)
(X24+Y2)(X24+Y24+u?) " lus -
: U (—u)
=—-1 — B.41
X2 1 Y2 uboo (X2—|—Y2+u2)1/2 (X2+Y2+u2)1/2] ( )
i U
- X2 +Y?2 ulggo (X24+ Y2+ u2)1/2 (B-42)
2 1 2
= (B.43)

:XZ—I—quhﬁngo |:X2+Y2 :|1/2 X2 +Y?2
— +1

u2

Sustituyendo (B.18), (B.34) Y (B.43) en (B.4), llegamos finalmente a:

/ dz

— —

3(M-R)E M
R R

AMX + MY)(Xi+Y))  2(Myi+ M,j)

(X2+Y2)2 X2+Y2

(B.44)
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_ AMy(z =)+ My(y — o)l [z —2')i+ (y—y)j]  2(Mai+ M,))
(& —a")? + (y — ¢ (@ — 22+ (y — y)>?
(B.45)
Siendo
pr=pp= (-2 +(y—y)? (B.46)
M-j=(My, My, M,) - (x —2', y — ¢/, 0) = My(z — ') + My(y — ) (B.4T)
entonces:
* 5 3(M-R)E M| 4 (M P) P2(Myi+ My))
- RS R3 ol 2
(B.48)
b a - =, = — b a —
2 2 o 3(M-R)R M 2 2 A4(M - p)p 2(Myi+ M)

(SIS
Nl

(B.49)
Por lo tanto:
- . - M-RR M
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