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Introduccion

Como sabemos con el descubrimiento de los semiconductores, la humanidad tuvo grandes
avances en la tecnologia, lo que llevo a grandes mejoras en la vida cotidiana. La forma
en que los semiconductores trabajan es controlando las corrientes eléctricas, un fenémeno
interesante en ellos es el de la llamada banda prohibida. La banda prohibida electrénica
es un extrecho rango de energias prohibidas que no pueden ocupar los electrones. Cuando
los electrones en un semiconductor llenan todos los estados disponibles por debajo de la
banda prohibida, no existe flujo de corriente eléctrica. La banda prohibida electronica
se encuentra entre la banda de valencia y la banda de conduccién de los materiales|1].
La existencia y las propiedades de una banda prohibida electronica dependen del tipo de
atomos del material y de su estructura cristalina. Con el paso del tiempo se logran fabricar
circuitos electronicos cada vez méas pequenos, una de sus desventajas es la pérdida de
energia. Buscando la forma de eliminar esta pérdida, surge un nuevo tipo de dispositivos
los llamados dispositivos épto-electronicos, en los cuales se utilizan tanto las propiedades
electrénicas como las propiedades épticas de los materiales.

En la ultima década surge un nuevo reto, el de controlar las propiedades 6pticas en los
materiales, y con esto disenar un nuevo tipo de circuitos. Estos circuitos se llamarian
circuitos épticos integrados o semiconductores de luz, y serian el analogo de los circuitos
electronicos. Si pudieramos construir un material que prohiba la propagacién de la luz, o
que la permita solo en ciertas direcciones y a ciertas frecuencias, o permita localizar la luz
en areas especificas, toda nuestra tecnologia tendria una gran revolucion, sobre todo en la
informacién y las telecomunicaciones al hacer posible fibras épticas de mayor capacidad,
ldseres nanoscopicos, computadoras de alta velocidad, circuitos épticos integrados, etc..

La propagacién de la luz nos ofrece muchas ventajas con respecto a la de los electrones
ya que esta puede viajar en un material dieléctrico con una mayor velocidad que la del
electrén en un alambre metdlico. La luz puede llevar una gran cantidad de informacién
por segundo, el ancho de banda de un material dieléctrico es significativamente maés
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grande que el de los metales. Por ejemplo: el ancho de banda de una fibra éptica usada en
telecomunicaciones es del orden de un terahertz, mientras que para sistemas electronicos
como el teléfono es solo de algunos cientos de kilohertz[2]. Ademds, como los fotones no
tienen interaciones entre ellos como en el caso de los electrones, esto nos reduce la pérdida
de energia.

Una nueva clase de materiales conocidos como cristales foténicos son la clave para con-
tinuar con el desarrollo hacia los circuitos dpticos integrados[3]. Los primeros cientificos
en estudiar a los cristales foténicos fueron Eli Yablonovitch [4] y John Sajeev [5] en 1987
cuando mandan sus trabajos con una diferencia de meses a publicar. La idea de Eli Yablo-
novitch fué buscar una regién en los materiales en la cual se pudiese suprimir la emisién
espontanea, esta region es conocida ahora como banda de gap foténica en los cristales
fotonicos. El fenomeno de emisiéon espontanea se da en los semiconductores cuando un
electron decae de la banda de valencia a la banda de conduccién emitiendo un foton. John
Sajeev propone la banda de gap fotonica para crear lo que se conoce como localizacion
de la luz. Su analogia electronica es un efecto cuantico llamado localizacién electronica y
esta ocurre en materiales desordenados, tales como semiconductores amorfos. Como dato
curioso ambos utilizan la misma terminologfa, banda de gap foténica y cristales fotonicos.

Podemos definir un cristal foténico como un arreglo periédico de materiales dieléctricos.
Para determinados valores de las constantes dieléctricas y con cierta geometria definida,
se puede obtener lo que se conoce como “gap foténico”. Un gap foténico es una region
de frecuencias en la cual la propagacion de ondas electromégneticas estd totalmente
prohibida. Como son sistemas artificiales los cristales foténicos pueden construirse en una,
dos o tres dimensiones. En el caso de los cristales fotonicos bidimensionales la mayoria de
los estudios tedricos se han concentrado en estudiar las propiedades de la propagacion de
ondas electromagnéticas en el plano de periodicidad. Existen algunos trabajos que han
estudiado la propagacion de ondas electromagnéticas fuera del plano de periodicidad. Por
otro lado, se ha demostrado que en los sistemas bidimensionales, la propagacion de ondas
electromagnéticas a lo largo de la direccion perpendicular al plano de la periodicidad
posee propiedades extraordinarias, especificamente en las llamadas fibras 6pticas de
cristal fot6nico[6, 7].

La forma més simple de una fibra éptica es la que esta compuesta de un nucleo y su
envolvente, con diferente indice de refraccién. Las fibras épticas de cristal fotéonico se
construyen rodeando el ntcleo de la fibra con un cristal foténico bidimensional. Si el
indice de refraccién del nicleo es mayor que el indice de refraccién del cristal foténico,
la propagacion de ondas electromagnéticas ocurre debido al fenémeno de reflexion total
interna[8]. Sin embargo, esto no ocurre si el indice de refraccién del nicleo es menor que
el indice de refraccion del cristal foténico. Se ha demostrado experimentalmente que es
posible la propagacion de ondas electromagnéticas en estas condiciones, siempre y cuando
el cristal foténico rodeando al nicleo posea un gap foténico completo. En este caso la
propagacion de ondas electromagnéticas a lo largo del nicleo se debe a la expulsién
de los modos debido al gap foténico de la estructura. Esto permite la fabricacion de
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fibras épticas cuyo nicleo este compuesto por aire, obteniéndose la maxima velocidad de
propagacién y la minima pérdida de energia[9, 10].

Una forma simple de construir las fibras épticas de cristales fotonicos es mediante un
arreglo periédico de agujeros circulares en una matriz de un material con cierta constante
dieléctrica, el nucleo de la fibra 6ptica se construye introduciendo uno o mas defectos en
la estructura periédica. Los defectos pueden generarse simplemente haciendo que uno o
mas agujeros de la estructura estén ausentes.

El objetivo del presente trabajo es calcular la estructura de bandas foténicas para un
cristal foténico bidimensional .

En el primer capitulo se describe teoria la necesaria para el cdlculo de la estructura de
bandas para los cristales fotonicos. En el segundo capitulo se muestran las estructuras de
bandas foténicas para algunos tipos de redes y diferentes materiales dieléctricos. En el
capitulo tercero mencionamos brevemente las fibras épticas. En el capitulo cuarto calcu-
lamos la estructura de bandas para el cristal foténico bidimensional, que hace el papel de
la envolvente de la fibra éptica de cristal fotonico, la cual posee un ntcleo de aire. Como
nuestra referencia nos asegura la existencia de un gap foténico completo en esta fibra 6pti-
ca de cristal foténico, se analiza la propagacion dentro y fuera del plano de periodicidad.
Y en el capitulo cinco damos nuestras concluciones.
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Capitulo 1

Cristales Fotonicos

Los cristales foténicos se pueden considerar como el andlogo 6ptico de los semiconductores.
Los semiconductores o cristales electronicos son arreglos periédicos de atomos o molécu-
las, los cuales presentan un potencial periddico para la propagacion de electrones. Debido
a la difraccién de Bragg por los planos cristalinos que sufren la propagacién de electro-
nes es como aparecen gaps en la energia. Es decir, una regién de energia prohibida para
los electrones. Los cristales foténicos son arreglos periédicos de materiales dieléctricos. Si
consideramos la propagacion de ondas electromagnéticas en el cristal, estas sienten un
“potencial periédico” debido a la variacién periodica de la constante dieléctrica. Debido
a la difracién de Bragg por los planos cristalinos de las ondas electromagnéticas, tenemos
bandas de gaps foténicas. Un gap fotdnico es una regién de frecuencias en la cual la propa-
gacién de las ondas electromagnéticas estd prohibida. Los cristales foténicos son sistemas
artificiales que necesitan ser fabricados, y pueden ser en una, dos o tres dimensiones como

se puede observar en la fig.1.1

Figura 1.1: a) Cristal foténico crecido solo en una dimensién, compuesto de dos materiales con diferente
constante dieléctrica arreglados en forma periddica, el espacio periddico entre ellos se le llama constante

de red. b) Cristal foténico en dos dimensiones y c) en tres dimensiones.

Desde el punto de vista de la fabricacién, aun cuando es posible crecer cristales foténicos
tridimensionales, los sistemas bidimensionales son los mas faciles de construir, y son los
que han sido mas estudiados hasta el momento. Sabemos qué tipo de arreglos bidimen-
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sional y tridimensional dan origen a los gaps foténicos. Sin embargo, para estos arreglos,
no todas las combinaciones de constantes dieléctricas permiten obtener gaps fotdénicos
completos. De la misma manera que los defectos en un semiconductor localizan los estados
electrénicos, los defectos en un cristal foténico localizan las ondas electromagnéticas.
Desde el punto de vista tecnoldgico, es necesario contar con un cristal foténico que posea
un gap fotonico en la regién visible del espectro. Para esto, es necesario que el tamano de
la constante de red usada en un cristal foténico sea del orden de 0.5um, esto es alrededor
de 1000 veces mas grande que la constante de red de un semiconductor.

Despues de haber hecho la comparacién entre los semiconductores electronicos y los
cristales fotonicos podemos darnos cuenta que la teoria ocupada para entender a los
semiconductores puede ser utilizada también para entender a los cristales foténicos. La
diferencia mas importante es que en los semiconductores es necesario resolver la ecuacién
de Schrodinger, la cual es una ecuacién escalar, que gobierna a los electrones; en los
cristales foténicos debemos resolver las ecuaciones de Maxwell, ya que ellas gobiernan
todos los fenémenos electromagnéticos. Estas ecuaciones, a diferencia de la ecuacion de
Schrédinger, son ecuaciones vectoriales.

1.1. Ecuaciones de Maxwell

Nuestro punto de partida son las ecuaciones de Maxwell que en unidades (cgs), tienen la
siguiente forma

V. B(r,{) = 0 (1.1)
VB - ol (1.2)

V. D(r,t) = dmp (1.3)

V x H(r,t) %% _ 47711 (1.4)

Si no consideramos densidades de cargas libres ni corrientes, y suponiendo materiales
no-magnéticos, entonces, J = 0,p = 0, y B(r,t) = H(r,t). Suponiendo también que la
constante dielectrica es lineal e isotrépica, D(r,t) = e(r)E(r,t), y si tomamos la depen-
dencia temporal de los campos como A(r,t) = A(r)e™!, podemos escribir las ecuaciones
de Maxwell de la siguiente manera,

V-B(r)=0 (1.5)
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V x B(r) + %‘"H(r) ~0 (1.6)
V x H(r) — %ue(r)E(r) ~0 (1.7)

Dividamos la ecuacién (1.7) por €(r) y tomemos el rotacional. Despues de eliminar E(r)
usando la ecuacién (1.6), obtenemos una ecuacién que solo depende de H(r);

V x {—v X H(r)} - <—>2H(r) (1.8)

Para cualquier cristal foténico con constante dielectrica €(r), podemos resolver esta ecua-
cién y calcular las frecuencias w, asi como también los modos H(r). Una vez conocido
H(r), E(r) se obtiene usando la ecuacién (1.7),

E(r) = ( —ic ) V x H(r) (1.9)

we(r)
La ecuacién (1.8) se puede identificar como un problema matematico de eigenvalores,

OH(r) = (5>2H(r) (1.10)

donde ® = V x (Tlr)Vx) es un operador que actiia sobre H(r) y (%)2 son los eigen-
valores de H(r). Se puede demostrar que ® es un operador hermitico en el sentido que
satisface propiedades como producto interno, normalizacién, ortogonalizacién de estos
operadores[11].

Debido a que se tiene un sistema periddico y la constante dieléctrica tiene la periddicidad
del sistema, y solo depende de r, se utiliza el método de ondas planas[12, 13, 14] para
resolver la ec.(1.10) y calcular la estructura de bandas, ya que es el método mas sencillo
de implementar y obtener resultados aceptables. En el caso de que en nuestro sistema la
constante dielectrica dependiera no solo de r sino también de la frecuencia w, tendriamos
una ecuacién similar a la ec.(1.10) en terminos del campo eléctrico[15]. Aunque este
método tiene deficiencias, especialmente para cuando tenemos defectos en el sistema, se
obtienen buenos resultados. Buscando como resolver la ec.(1.10) surgen otros métodos
para el calculo de la estructura de bandas para cristales foténicos, algunos de ellos
son: El método iterativo[16]. En este método se describe un algoritmo para calcular
los eigenestados de las ecuaciones de Maxwell para sistemas dielectricos periddicos,
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incluyendo sistemas con birefringencia o materiales magnéticos. Se calculan solo los
modos deseados en sistemas con defectos y ademés nos provee de un camino atractivo
para hacer un anélisis propio de diversos sistemas electromagnéticos.

El método de multigrid[17], este método se utiliza para calcular la velocidad de grupo
v la masa foténica efectiva. La eficiencia de este método es demostrada cuando utiliza
una versién simplificada del operador matriz, la cual converge lentamente, esto reduce
rapidamente el error para frecuencias altas. Y permite que el problema sea transferido
a una grid ordinaria donde ese error puede ser resuelto sin dificultad. El método de
multipolar[18], este método se utiliza cuando tenemos sistemas con defectos, los campos
se expresan en terminos de harmonicos cilindricos centrados alrededor de cada defecto.
Este método tiene cierta ventaja en rapidez y exactitud.

El método KKK[19]. Con el desarrollo de este método es facil de calcular los coeficientes
de transmisién, reflexion y absorsién de la luz que incide en cualquier angulo dentro
de una placa de cristal foténico y utilizando matrices de transferencia se obtienen los
resultados.

En la siguiente seccion se desarrolla el método de ondas planas.

1.2. Teorema de Bloch

Bloch demostré que la soluciéon a la ecuacién de Schrodinger para un electrén en presencia
de un potencial peridédico tiene la forma,

Wy (r) = uy(r)er (1.11)

esto es, las eigenfunciones de la ecuacién de onda se pueden escribir como el producto de
una onda plana por una funcién que tiene la periodicidad de la red; es decir uk(r + R) =
uk(r), donde R es un vector de translacién de la red, dado por,

R =la+ mb + nc. (1.12)

En la ecuacién anterior a,b,c son vectores unitarios y 1,m,n son enteros. Este teorema es
aplicable a cualquier sistema periédico, como los cristales fotonicos son sistemas periddicos,
entonces los campos electromagnéticos pueden ser expresados mediante el producto de una
onda plana por una funcién que posea la periodicidad del cristal, es decir,

Hy (r) = ug(r)e™T, (1.13)
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donde uk(r + R) = uk(r). En la ecuacién anterior el vector k estd definido como k =
kgza* + kyb* + k.c* siendo a*,b* y c*, los vectores unitarios de la red reciproca, y estan
dados en terminos de los vectores a, b, ¢ primitivos de la red de la siguiente manera [1],

¥ _o b xc ¥ _o cxa ¥ _o axb
a* = 21— =2T————— ¢ =2r———.
"abxc "abxc "abxc
Definiendo la funcién 7(r) como,
1
— =1(r). (1.14)

Como la constante dieléctrica es periddica, entonces 7(r) es tambien periédica. Tanto n(r)
como u(r) de la ecuacién (1.13) podemos representarlas de la siguiente forma,

u(r) = Zu(G)eiG'r, (1.15)
n(r) = % = (G, (1.16)
G

donde G es un vector de la red reciproca, dado por G = la*+mb* +nc* con I,m,n enteros.
Al sustituir la ecuacién (1.15) en (1.13) el campo magnético se puede escribir como,

Hy(r) = u(G)elkte)r, (1.17)
G

Si sustituimos la ecuacién (1.16) y (1.17) en la ecuacién (1.8) obtenemos lo siguiente:
W\ 2
Y G -G)[(k+G)x[k+G)xu@)] = (—) u(Q) (1.18)
G/

. . . . . w2
la cual es un sistema de ecuaciénes en tres dimensiones, cuyos eigenvalores (;) pueden

obtenerse mediante técnicas convencionales. En la ecuacién anterior k es el vector de
propagacién de la onda electromagnética, G es un vector de la red reciproca, y n(G — G')
son los coeficientes de Fourier de la funcién n(r) = 1/¢(r). Estos coeficientes estan dados
en general, de la siguiente forma,

nG)=— [ n(r)e "Gdr, (1.19)
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Ab {;‘b

Figura 1.2: Celda unitaria de un cristal foténico bidimensional compuesto por dos mate-
riales dieléctricos. En este caso tomamos el area de la celda unitaria, como la suma de el
area de los atomos mas el area restante A, = A, + Ap.

donde V, es el volumen de la celda unitaria. Por ejemplo, en la fig.2 tenemos lo que se
conoce como celda unitaria de un cristal foténico, compuesto de dos materiales dielectricos.

Podemos evaluar la integral (1.19) de la siguiente forma, para G = 0

n(G=0) = i[ nade + | mdr], (1.20)
Va Vi

como 1), ¥ M son constantes en los volumenes V,, y V,, la integral se calcula facilmente
obteniendo,

1

n(G=0)= v [MaVa +mVe] = fna + (1 — f)mp, (1.21)

donde f es la fraccién de llenado, es decir el volumen de los atomos ocupado dentro de la
celda unitaria (f = V,/V.).

Para G # 0 tenemos,

1 . .
1(G) = [ / e 'S dr 4, / e’G'rdr} (1.22)
Va |3

sumando y restando 7, [y, e G Tdr

1

n(G) = — [(Tla - T]b)/ e ' dr + 7]b/ e_iG'rdr] (1.23)
Vc Va VotV

la segunda integral es simplemente fVC e "GTdr la cual se anula, por lo que obtenemos:

10
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n(G #0) = w [/a e_iG'rdr] (1.24)

Donde la integral se calcula solo sobre el volumen ocupado por los “4tomos” de V, (ver
fig.2). Esta integral puede calcularse analiticAmente para cuando la forma de los dtomos
es relativamente sencilla. Por ejemplo, esferas en un arreglo cubico simple, cilindros o
cuadrados en un arreglo bidimensional cuadrado, rectangular o hexagonal, etc.

Una vez obtenidos los coeficientes de Fourier procedemos a resolver la ecuacién
(1.18), la cual es una suma infinita que depende del vector G de la red reciproca. El
criterio para acotar esta suma es: elegir un niimero lo suficientemente grande del vector
G de tal manera que cuando se obtengan los eigenvalores, estos ya no tengan cambios
significativos. Al resolver la ecuacién (1.18) otenemos una matriz de 2N X 2N debido
a que el campo magnético H se puede descomponer en H = H; + H; donde H; es la
componente transversal, y H; la componente longitudinal.

11
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Capitulo 2

Cristales fotonicos en dos
dimensiones

Un cristal foténico bidimensional es periédico a lo largo de dos ejes y homogeneo a lo largo
del tercero. En la figura 2.1 se muestra un cristal foténico bidimensional el cual consiste
de una red cuadrada de columnas dieléctricas con constante dieléctrica €, en un medio de
constante dieléctrica ep.

Cristal foténico bidimensional

Figura 2.1: Cristal foténico bidimensional formado por el arreglo periédico de columnas
dieléctricas en aire. El cristal es homogeneo en la direcciéon z, peridédico a lo largo de = y
Y, y su constante de red es a.

13



CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.1. RED CUADRADA DE COLUMNAS DIELECTRICAS.

Propagacién en el plano k, =0

Cuando se considera la propagaciéon de ondas electromagnéticas en el plano de la
periddicidad, tanto el vector G, como el vector de propagacién k son bidimensionales, es
decir, G = G, 1+ GJ, k = k1 + k,].

Como el cristal es homogeneo a lo largo de z, entonces la constante dieléctrica solo
depende de = y y, es decir €(r) = €(z,y). Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacién
(1.18), obtenemos dos sistemas de ecuaciones, las cuales son

> (G -Gk + GI?H.(G)
o

Il
A~
| €
~
no

=
&

(2.1)

Sn(G - G [k + G2 (k+ @) (k + G)| Hr(G) = (%)2 Hp(G)  (2.2)
Z

La ecuacién (2.1) describe los modos cuyo campo magnético estd a lo largo del eje z,
estos modos se conocen como modos transversales eléctricos (TE), ya que el campo
eléctrico E estd en el plano (z, y). Por otro lado, la ecuacién (2.2) nos da los modos
para los cuales el campo magnético H se encuentra en el plano (z, y), y nos da los
modos transversales magnéticos (TM). En este caso el campo eléctrico E se encuen-
tra a lo largo del eje z. La estructura de bandas para los modos TE y TM pueden
ser completamente diferentes[20, 21, 22, 23]. Para que un cristal foténico prohiba la
propagacion de ondas electromagnéticas en todas direcciones, es necesario que éste po-
sea un gap foténico completo para ambas polarizaciones, es decir para los modos TE y TM.

2.1. Red cuadrada de columnas dieléctricas.

Consideremos la propagacién en el plano de la periédicidad de las ondas electromagnéticas
en un arreglo cuadrado de columnas dieléctricas, como la que se muestra en la fig (2.1). Las
columnas dieléctricas estdn dentro de una matriz de aire. La estructura de bandas para un
arreglo cuadrado de columnas de aluminio € = 8,9 con rp/a = 0,2 se muestra en la fig.(2.3).
El vector de onda k recorre la zona irreducible de la 1¢ zona de Brillouin, de I' - X - M - T'.

La celda unitaria y la zona irreducible de Brillouin de esta red cuadrada se muestran en
la fig.(2.2). Para este tipo de red los vectores unitarios son: a; = al, as = aj. Su red
reciproca también es una red cuadrada generada por los vectores unitarios,

aj = (2n/a)i, a3 = (2n/a)j.
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CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.1. RED CUADRADA DE COLUMNAS DIELECTRICAS.

M X

T
B0

Figura 2.2: Celda unitaria de una red cuadrada y la zona irreducible de Brillouin.

Cualquier vector de la red reciproca se escribe como: G = mjaj + meaj, donde m; y ma
son enteros. Tenemos que para G = 0, el coeficiente de Fourier n(0) (ec. 1.21) es:

n(0) = fna + (L= f)me (2.3)

donde f es la fraccién del drea de la celda unitaria ocupada por las columnas dieléctricas,

2
f=t2-T0 (24)

los coeficientes de Fourier para G # 0 estdn dados por la ecuacién (1.29), donde la
integral se realiza sobre la seccién transversal del area de la columna. Podemos evaluar
esta integral en coordenadas polares de la siguiente forma.

n(G #0) = @ [/OTO rdr /027r eiGTcosedG] (2.5)

donde G = |G|, 7 = [r| y 0 es el dngulo entre los vectores Gy r.

La integral sobre 6 es simplemente,

2 .
/ e~ iGreost g — om Jo (Gr), (2.6)
0

donde Jy es la funcién de Bessel de orden cero. Para evaluar la integral sobre r usamos la
relacion,
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CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.2. RED CUADRADA CON ATOMOS CUADRADOS.

A g (@)] = ™ Ty (2). 27)

dx

Entonces, calculemos facilmente la integral sobre r, haciendo el cambio x = |G|r y dx =
|G |dr

ro
/ rdrJo(|Gr) (2.8)
0
obteniendo finalmente
/ o—iGr g, _ 2713 71(|Glro) (2.9)
a |Glro

sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.5)

(2.10)

donde J1(|G|rg) es la funcién de Bessel de orden 1. Finalmente los coeficientes de Fourier
para el caso de cilindros circulares de radio rg son

Sra+ (1= f)m G=0
(G #0) =
2(na — ) A G #£0

La estructura de bandas para los modos TE y TM obtenidos de las ecuaciones 2.1 y 2.2
se muestran en la fig(2.3). Como puede verse la estructura posee un gap foténico para los
modos TM (entre la primera y la segunda banda). Sin embargo este gap desaparece para
los modos TE[2, 24].

2.2. Red cuadrada con atomos cuadrados.

Como segundo ejemplo de cristales foténicos bidimensionales, analizemos la estyructura
formada por un enrejado cuadrado de material dieléctrico en una matriz de aire. La
figura 2.4 muestra esta estructura vista desde la parte superior, tambien muestra la celda
unitaria y la zona irreducible de la 1ra zona de Brilloin. Como podemos ver tenemos una
estructura conectada, con regiones de constante dieléctrica altas, las cuales nos muestran
un camino continuo en el plano zy, y columnas con una constante dieléctrica e = 1.

16



CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.2. RED CUADRADA CON ATOMOS CUADRADOS.

1.0

09T

E

0.8
0.7
06 |

0.5

Frecuencia

0.4
0.3
0.2

01

+* TE
*TM
r X M r

0.0
Figura 2.3: La figura muestra la frecuencia (w/2ma) como funcién del vector de propagacién

a lo largo las direcciones de alta simetria de la zona irreducible de Brilloin. Las lineas azules
representan los modos TM y las lineas rojas representan a los modos TE.

Celda unitaria

Enrejado dieléctrico

Zona de Brillouin

Figura 2.4: Cristal foténico bidimensional formado por un enrejado dieléctrico. Celda uni-
taria de una red cuadrada con una constante de red a, y la primera zona irreducible de
Brilluoin.
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CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.2. RED CUADRADA CON ATOMOS CUADRADOS.

En este caso los vectores unitarios de la red real y de la red reciproca son de la misma
forma que los del ejemplo anterior.

Sin embargo, como podemos ver de la figura 2.4, podemos tomar la celda unitaria como
un cuadrado de lado a, la cual contiene columnas de aire de seccién transversal cuadrada.
Si b es el lado de las columnas de aire dentro de la celda unitaria, la fraccion del area
ocupada por ellas es,

= j_z _ (9)2 (2.11)

a

El coeficiente de Fourier G = 0 es igual al de la ecuacién (2.3) con f dado por la ecuacién
(2.11)

n(0) = fra+ (1= f)m (2.12)

Los coeficientes de Fourier para G # 0, se calculan utilizando la ecuacién (1.22). En

dos dimensiones esta integral es expresada en coordenadas cartesianas, donde G -r =
b

Gzr + Gyy. Como tenemos ”4tomoscuadrados los limites de integraciéon son de ~La 35

2
en ambas direcciones.

b b
n(G #0) = ("7(114;7711) [ 2b dx /j) e_i(G”+ny)dy] , (2.13)
c -2 =
esta integral se calcula facilmente obteniendo
o — 4 b b
n(G #0) = (77147776)(; o sen (§GI) sen (509) . (2.14)
c z Oy

En caso de que G, = 0 6 G, = 0 sean igual a cero, entonces tenemos que los coeficientes
de Fourier son

fna+(1_f)nb7 G=0
b
2(77a;?7b)f 53”(G2yGy)7 G, =0, Gy #0
n(G 7& 0) = (bG )
2(77a;77b)f senGi: r , Gy = 0, Gat 7£ 0
_ n(tG,)sen(2a
4(Tiab277b)f sen(3 Gié:(Q v) Gz, Gy #0
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CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.3. RED TRIANGULAR DE COLUMNAS DE AIRE.

RLIEJIUN EDJ3))

Figura 2.5: Estructura de bandas foténico para un arreglo cuadrado atomos cuadrados
formados por un enrejado dieléctrico. Las lineas azules representan los modos TM y las
lineas rojas representan a los modos TE.

La estructura de bandas para los modos TE y TM se muestra en la fig(2.5). Como puede
verse la estructura posee un gap foténico para los modos TE (entre la primera y la
segunda bandas), pero no para los modos TM.

Hemos encontrado la estructura de bandas para una red cuadrada con diferentes tipos
de atomos en la celda unitaria. Cuando se tienen cilindros dieléctricos aparece un gap
foténico para los modos TM, por otro lado, para el caso de los cilindros cuadrados de aire
en un enrejado dieléctrico aparece un gap foténico para los modos TE.

2.3. Red triangular de columnas de aire.

En este ejemplo tenemos un sistema compuesto de un material dieléctrico ¢ = 13 y
columnas de aire, este sistema presenta un arreglo triangular con una constante de red a.
Las columnas tienen radio r y constante dielectrica e = 1. Este sistema es mostrado en la
fig.(2.6)

Este arreglo triangular se describe mediante los vectores unitarios,

1+ ﬁj) (2.15)

1
a; = ai, ay = a(§ 5

en la red reciproca los vectores unitarios son,
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CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.3. RED TRIANGULAR DE COLUMNAS DE AIRE.

Figura 2.6: Cristal foténico bidimensional en un arreglo triangular de columnas de aire
en un material dieléctrico con constante dieléctrica ¢ = 13. La celda unitaria tiene una
constante de red a.

al = i+ =), 2 = (=)} (216)

Cualquier vector de la red reciproca se escribe como, G = [ja] + lpa3, utilizando los
vectores unitarios de la ecuacion (2.16).

El primer ejemplo y este, tienen en comin el mismo tipo de atomos en el arreglo periédico,
entonces los coeficientes de Fourier se calculan utilizando la misma ecuacién en ambos casos
y obteniendo resultados similares, las diferencias entre ellos es: el drea de la celda unitaria,
la fraccién de llenado y los vectores de la red reciproca, en el primer ejemplo tenemos
un arreglo cuadrado y en este ejemplo tenemos un arreglo triangular. El area de la celda
unitaria en este caso es A. = v/3a%/2, y la fraccién de llenado esta dada por

f—é— 27r'r(2)
_Ac_\/ga2

Los coeficentes de Fourier para cuando G = 0 son calculados por la ecuacién (1.21), y

(2.17)

cuando G # 0 se obtienen de manera similar como en el primer ejemplo, entonces

J1(|G]ro)

2.18
|G|ro (2.18)

donde J;(|G|ro) es la funcién de Bessel de orden 1. Resumiendo, los coeficientes de Fourier

son:

fna+ Q= f)m G=0
n(G) =
2(na — ) ALY G £ 0
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CAPITULO 2. CRISTALES FOTONICOS EN DOS DIMENSIONES
2.3. RED TRIANGULAR DE COLUMNAS DE AIRE.
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Figura 2.7: Estructura de bandas foténica para los modos de un arreglo triangular de
columnas de aire dentro de un substrato dielectrico e = 13.

La estructura de bandas para este cristal foténico, es mostrada en la fig.(2.7), claramente
se ve que posee un gap foténico completo para ambas polarizaciones, TE y TM]25, 26, 27].
Las lineas azules representan a los modos TM y las lineas rojas representan a los modos TE.

En este capitulo hemos calculado la estructura de bandas para cristales foténicos
bidimensionales encontrando que dependiendo el tipo de arreglo y de los valores de las
constantes dieléctricas, es posible encontrar un gap foténico completo en el plano de
la periodicidad. Es decir, una regién de frecuencias que no pueden propagar las ondas
electromagnéticas en todas las direcciones. Desde el punto de vista tecnologico, aunque
es dificil construir un dispositivo 6ptico que contenga un cristal foténico bidimensional,
debido a que hemos supuesto que el cristal es infinito en una direccién. Sin embargo, los
cristales fotonicos bidimensionales han encontrado aplicacién tecnologica en el campo
de la fibra o6ptica, especialmente en la denominada “fibra éptica de cristal foténico”. Se
ha demostrado que la fibra éptica de cristal foténico posee propiedades extraordinarias
comparadas con la fibra 6ptica convencional.

En el siguiente capitulo describiremos las fibras épticas convencionales y las fibras 6pticas
de cristal foténico.
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Capitulo 3

Fibra Optica

La forma mdés simple de una fibra éptica es la que esta compuesta de un ntcleo y su
envolvente con diferente indice de refraccién, como se muestra en la fig. (3.1).

nucleo

Figura 3.1: Fibra éptica.

Las fibras épticas més comunes son: la fibra éptica de indice escalon y la fibra dptica
de indice gradual. En la fig.3.2 mostramos la secciéon transversal de este tipo de fibras y
también el esquema de la distancia radial y el indice de refraccién|[28, 29].

FEn la fig.3.2 de la seccion transversal se ve claramente que ambas fibras estan compuestas
por un ntucleo con radio 1 = a y una envolvente con radio ro = b. En el esquema
distancia radial e indice de refraccion se ve claramente que para la fibra de indice escalon
el indice de refraccion del nicleo es constante y es mayor que el indice de refraccion de la
envolvente. Para la fibra de indice gradual se tiene que el indice de refraccién es mayor en
el centro y este decrece gradualmente dentro del niicleo hasta llegar al indice de refracciéon
de la envolvente en donde se hace constante.

La forma en la que una fibra 6ptica guia ondas electromagnéticas, es debido al fenémeno
de reflexién total interna, el cual ocurre cuando el indice de refraccién del nicleo es mayor
que el indice de refraccién de la envolvente. En la fig.(3.3) se muestra este fenémeno.
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Fibra de indice paso Fibra de indice gradual

L, envolvente

I

z 8 § . = _,“
) | 35 |
] E p—b—n E
‘Distancia radial Distancia radial

Figura 3.2: Fibras épticas comunes, esquema de indice de refraccion y distancia radial.

Figura 3.3: Fibras épticas comunes, esquema de indice de refraccién y distancia radial.
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CAPITULO 3. FIBRA OPTICA
3.1. FIBRAS OPTICAS DE CRISTAL FOTONICO

Analisemos la geometria de la fig.(3.3), donde un rayo incidente forma un dngulo de in-
cidencia 6; con el eje de la fibra. Debido a la refraccion de la interface fibra-aire, el rayo
penetra en el nicleo formando un angulo 6,.. El angulo 6, del rayo refractado esta dado
de acuerdo a la ley de Snell[8].

nosent; = nisenf, (3.1)

donde ng es el indice de refraccion del aire y ni es el indice de refraccién del nicleo de la
fibra 6ptica respectivamente. El rayo refractado que incide en la interface nicleo-envolvente
es refractado nuevamente, la refraccion es posible solo si el angulo de incidencia ¢ cumple
dentro de la fibra

nisend = nosend’

donde no es el indice de refraccién de la envolvente, entonces para que exista reflexion
total interna se debe cumplir que

seng < ng/ny.
Existe un dngulo critico para el cual se cumple la relacién
seng. = na/ny (3.2)

donde no es el indice de refraccién de la envolvente. Cuando esta relacién se cumple
el rayo experimenta reflexiéon total interna en la interface ntcleo-envolvente. Debido a
que las reflexiones ocurren a lo largo de la fibra, todos los rayos con ¢ > ¢. se quedan
confinados en el niucleo de la fibra. Este es basicamente el mecanismo que esta detras del

confinamiento de la luz en una fibra éptica.

Para encontrar el méximo dngulo de incidencia que hace el rayo incidente con el eje de la
fibra, el cual lo confinara en el nicleo, utilizamos las ecuaciones (3.1,3.2) y obtenemos que
0, = m/2 — ¢., substituyendo 6, en la ecuacién (3.1) tenemos

nosend; = nicosg. = (n? —n2)Y/2. (3.3)
ngsend; es conocida como la Apertura Numerica (AN) de la fibra. Esto representa la
capacidad del guiado de la luz en una fibra 6ptica, la AN puede ser aproximada a uno y
en el aire (ng = 1,00028 ~ 1). Esto significa que el valor méas grande de AN es uno. En
este caso, el semidngulo #; es igual a 90° y la fibra refleja interna y totalmente toda la luz
que entra a su cara.

3.1. Fibras opticas de cristal foténico

Las fibras opticas de cristal foténico se construyen rodeando el nicleo de la fibra
convencional por un cristal foténico bidimensional. Este tipo de fibra se puede construir
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por ejemplo, mediante un arreglo periddico de agujeros circulares en una matriz de
un material con cierta constante dieléctrica, el nicleo de la fibra déptica se construye
introduciendo uno o mas defectos en la estructura periddica. Estos defectos consisten
en omitir o colocar uno o méas agujeros en el cristal foténico. Si el indice de refraccién
del nicleo es mayor que el indice de refraccién del cristal fotonico, la propagacién de
ondas electromagnéticas ocurre debido al fenémeno de reflexién total interna[2, 28, 29].
Al considerar la propagacién de las ondas electromagnéticas a lo largo de los ejes de los
agujeros, y debido a este fendmeno, aparecen modos guiados en la estructura los cuales se
localizan en los defectos. Sin embargo, si el indice de refraccién del nticleo es menor que
el indice de refraccion del cristal foténico, la propagacién de las ondas electromagnéticas
en estos sistemas no puede llevarse a cabo por el fendmeno de reflexién total interna,
entonces la propagacién de las ondas electromagnéticas se dard por la expulsién de los
modos debido al gap foténico que posea la estructura.

Es decir, si se considera un cristal fotonico con uno o més defectos el cual posee un rango
de frecuencias prohibidas (o gaps foténicos)[30], y se considera la propagacién de ondas
electromagnéticas cuyas frecuencias estén en el rango de las del gap fotdnico, estas sélo
podran propagarse a lo largo del eje de los defectos. Recientemente se ha reportado una
fibra éptica de cristal foténico cuyo nicleo esta compuesto por aire y que es capaz de
poseer modos guiados en é1[9, 10]. En este tipo de fibras, es posible tener propagacién a
lo largo del ntcleo siempre y cuando el cristal foténico bidimensional que rodea al nicleo
posea un gap fotonico completo.

En el siguiente capitulo se realizaran los calculos para ver si la estructura de banda de
el cristal fotonico bidimensional que sirve como envolvente de estd fibra éptica de cristal
foténico posee un gap foténico completo. En la fig.(3.4) mostramos este tipo de fibra
optica de cristal foténico. Si encontramos que este cristal foténico bidimensional tiene un
gap foténico completo, entonces la propagacion de ondas electromagnéticas sera por la
expulsion de los modos.

En las siguientes figuras se muestran diferentes tipos de fibras épticas de cristales fotonicos.
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1SKY X7Se L@k m e42070

Figura 3.4: Fibras épticas de cristal foténico con un niicleo de aire.
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Capitulo 4

Aros dieléctricos

En este capitulo se realizan los calculos para ver si la estructura de banda del cristal
foténico bidimensional que sirve como envolvente de esté fibra optica de cristal foténico
posee un gap foténico completo[9], estd fibra es mostrada en la fig.(4.1).

€

iSKy X3.S582

Figura 4.1: fibra 6ptica de cristal foténico.

El cristal foténico bidimensional que hace el papel de la envolvente de esta fibra éptica de
cristal fotonico, consiste de una red triangular compuesta de anillos de material dielectricos
con un radio externo ro = a/2 y un radio interno ry, siendo a la constante de red[9, 10],
como se puede ver en la fig.(4.2)

Calcularemos la estructura de bandas de este cristal foténico bidimensional de la misma
forma que se realizé en el capitulo anterior, utilizado la ecuacién (1.18), considerando la
propagacion de las ondas electromagnéticas en el plano de la periédicidad, esto es kz =0
y utilizando las ecuaciones (2.1-2.4). La forma especifica de los coeficientes de Fourier
n(G) para este caso en particular, como ya vimos, en el capitulo anterior tenemos un dos
ejemplos que involucran atomos con seccién transversal circular, la diferencia es que ahora
ademads tenemos un radio interno. La fraccién de llenado para este caso es:
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Figura 4.2: Anillos de diéxido de silicio con un radio interno 71 y un radio externo ro = a/2,
su celda unitaria tiene una constante de red a

)

Ty

A

fi= fo= (3 —1]) (4.1)

los coeficientes de Fourier se calculan apartir de la ecuacién

/A a e—iG'rdr] (4.2)

para cuando G = 0 tenemos que los coeficientes de Fourier son

U(G) — (Uaf;cﬂb)

n(0) = fana + (1 — f2)me (4.3)

y para cuando G # 0 los coeficientes de Fourier son

n(G #0) = 20, — ) [(F1 + ﬁ)% - f% (4.4)

donde J; (|G|ro) es la funcién de Bessel de orden 1. En la fig.3.2 se muestra la estructura de
bandas para el cristal foténico compuesto por anillos de dioxido de silicio con una constante
dieléctrica € = 2,1025. La propagacién de las ondas electromagnéticas es en el plano de la
periddicidad. Los datos para realizar los calculos fueron tomados del articulo[9], teniendo
una constante de red a = 4,9, un radio externo ro = 2,45 y un radio interno r; = 1,404.
Los modos TM son de color azul y los modos TE son de color rojo.
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Figura 4.3: Estructura de bandas para anillos de dioxido de silicio con una constante

dieléctrica € = 2,1025. La propagacién de las ondas electromagnéticas es en el plano de la

periddicidad. Con radio externo ry = 2,45u y radio interno r1 = 1,40p.
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4.1. PROPAGACION FUERA DEL PLANO DE LA PERIODICIDAD K # 0

Se puede apreciar claramente que no existe gap foténico completo en esta estructura de
bandas, entonces para asegurarnos de que no existen gaps en el plano de la periddicidad,
se calculara la estructura de bandas para radios internos diferentes en el plano de la
periodicidad. Las siguientes figuras nos muestran la estructura de bandas para dos radios
internos diferentes, la primera tiene un radio interno r; = 0,500 y la segunda tiene un
radio interno r; = 2,35u. En las figs.(3.3) y (3.4) mostramos la estructura de bandas para
los dos radios internos mencionados.

15

05

00F M K r

Figura 4.4: Estructura de bandas para anillos de dioxido de silicio con una constante
dieléctrica € = 2,1025. La propagacién de las ondas electromagnéticas es en el plano de la
periédicidad. Con radio externo ro = 2,45 y radio interno r; = 0,504.

Se puede apreciar que no existe gap foténico completo en ninguna de las estructuras de
bandas que aqui se presentan. Por lo tanto, concluimos que para la propagacion de ondas
electromagnéticas en el plano de la periodicidad, la estructura de banda de este cristal
fotonico bidimensional no posee gap foténico completo. Ahora se buscara el gap foténico
fuera del plano de la periodicidad.

4.1. Propagacion fuera del plano de la periodicidad &, # 0

Para la propagacién de las ondas electromagnéticas fuera del plano de la periédicidad
k. # 0, ahora el vector k tiene sus tres componentes, esto es; k = k,1+ k:yj—l—kzl;:, resolvemos
la ecuacion (1.18), y nos damos cuenta que esta ecuacién no puede ser separada como en el
caso anterior, por lo que tenemos una ecuacién con sus tres componentes donde los modos
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00 *

Figura 4.5: Estructura de bandas para anillos de dioxido de silicio con una constante
dieléctrica € = 2,1025. La propagacién de las ondas electromagnéticas es en el plano de la
periédicidad. Con radio externo ro = 2,451 y radio interno r; = 2,35u.
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4.1. PROPAGACION FUERA DEL PLANO DE LA PERIODICIDAD K # 0

TE y TM se encuentran mezclados|?]. Separaremos por componentes la ecuaciéon obtenida,

componente x

> (G -G [((ky +G,)%+ k:2) H, — [(ky + Gy) (ks + Gy)|Hy — [k (ks + Gx)]HZ} _ (%)2 H,(G)
oY

componente y

ST0(@ — @) [ (ke + Gy + Gy)) Ha o+ [+ )P R, — iy + Gl = () By ()
oY

componente z

SOG — @) [~ (ke + Galhs) oy — [(ky + Gkl Hy 4 [k + G (ky + Gy ] = (f)QHAG).
.

Las ecuaciones anteriores nos daran la estructura de bandas del cristal foténico, la cual
se muestra en la fig.(3.5), tenemos una estructura de bandas en donde claramente se ve
que no se puede distinguir entre los modos transversales magnéticos TM y los modos
transversales eléctricos TE[1], ya que se encuentran mezclados.
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Figura 4.6: Estructura de bandas para los anillos de dioxido de silicio, la propagacién es
fuera del plano de la periédicidad, k, = 2,0.
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Figura 4.7: Estructura de bandas para los anillos de dioxido de silicio, la propagacién es
fuera del plano de la periédicidad, k., = 6,0.
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Figura 4.8: Estructura de bandas para los anillos de dioxido de silicio, la propagacién es
fuera del plano de la periédicidad, k, = 10,0.
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En esta estructura de bandas se puede apreciar la existencia de gaps foténicos que era
lo que se queria encontrar para este cristal fotonico. Las caracteristicas para la obtencion
de esta estructura son radio externo ro = 2,45u, radio interno r; = 1,40u, k, = 10. Se
realizarén varios calculos con diferentes valores de k.. Finalmente después de obtenidas las
estructuras de bandas para cada valor de k., se grafica el valor de k, contra la frecuencia
donde aparecen los gaps fotonicos completos, esta grafica se muestra en la fig.3.8.
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Figura 4.9: Valores de k, contra el rango de frecuencia en donde es localizados los gaps
foténicos completos.

Comparemos ahora nuestros resultados con los resultados experimentales reportados
en la referencial9], donde los autores reportan que esta fibra éptica de cristal foténico
bidimensional tiene un pico en el espectro de luz transmitida en el centro de aire de la
fibra con una logitud de onda de alrededor de 810nm. En la fig.(4.) mostramos la fig.4
de la referencia[9]. Entonces, esto nos indica que el cristal foténico debe de tener un
gap foténico completo con una frecuencia de alrededor de (w/c) = 7,75um~t. Con estos
valores buscamos el valor correspondiente de k, para el cual el cristal foténico posee un
gap foténico completo para la frecuencia reportada (w/c), y encontramos que el valor es
k. = 10,93. La fig.(4.) nos muestra la estructura de banda para los valores reportados en
la referencia. Vemos que la estructura de bandas posee un gap foténico completo en la
frecuencia especificada.
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Figura 4.10: Estructura de banda con un valor de k, = 10,93 fuera del plano de la perio-
dicidad con la frecuencia (w/c) = 7,75um=".
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Capitulo 5

Conclusiones

Utilizando los conceptos basicos de la mecdnica cudntica, la fisica del estado solido y la
electrodindmica. En conjunto estas tres areas de la fisica nos ayudan a comprender el
comportamiento de las ondas electromagnéticas en los cristales fonicos. Se resolvieron
las ecuaciones de Maxwell sin considerar cargas libres ni corrientes. Y valiendonos del
método de ondas planas llegamos a una ecuacién que es considerada como un problema
matematico de eigenvalores, la cual nos permite calcular las frecuencias permitidas en el

plano de la periodicidad para cristales fétonicos.

Se calculo la estructura de bandas para cristales fétonicos bidimensionales los cuales son
homogeneos a lo largo de cierta direccion y son periodicos en el plano de la periodicidad.
Se analizarén distintas configuraciones de cristales fétonicos bidimensionales con el fin de
encontrar bajo que circunstancias se originan los gaps fotonicos. El primer caso que se
reviso; esto es, en la red cuadrada de columnas circulares dieléctricas encontramos que la
estructura de bandas posee un gap fétonico solo para los modos TM y este gap desaparese
para los modos TE. En el segundo caso, el cudl consiste en la red cuadrada de columnas
cuadradas encontramos que la estructura de bandas posee un gap fétonico para los modos
TE, pero no para los modos TM. Finalmente, para la red triangular de columnas de aire
encontramos que la estructura de bandas posee un gap fotonico completo para ambas
polarizaciones, TE y TM.

Hemos calculado la estructura de bandas para cristales fétonicos bidimensionales encon-
trando que, dependiendo el tipo de arreglo y de los valores de las constantes dieléctricas,
es posible encontrar un gap fotonico completo en el plano de la periodicidad. Es decir, una
region en la que no pueden propagarse las ondas electromagnéticas en todas direcciones
en el plano de la periodicidad del cristal. Estos resultados nos sirven de base para calcular
la estructura de bandas de cualquier configuracién de un cristal foténico. Es la base para
cacular la estructura de bandas de un cristal foténico bidimensinal que sirve como envol-
vente en una fibra éptica con nicleo de aire. Los cristales fétonicos bidimensionales han
encontrado aplicacion tecnologica en el campo de las fibras opticas especialmente en las
denominadas ” fibras opticas de cristales fotonicos”.
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