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Introducción

El pronóstico de series de tiempo tiene una historia extensa, su objetivo es reco-
lectar y estudiar rigurosamente las observaciones pasadas de una serie temporal
para desarrollar un modelo apropiado que pueda describir la estructura inhe-
rente de la serie, a �n de generar valores futuros. Bajo este enfoque, el área
de investigación en series de tiempo es fructífera con muchas metodologías
existentes, la más conocida es sin duda la metodología Box-Jenkings con los
modelos autorregresivos integrados de promedios móviles (modelos ARIMA).
Con la �nalidad de contar con modelos apropiados, es necesario considerar la
existencia de puntos de cambio y datos anómalos para brindar mejores mode-
los de predicción.

Desde el punto de vista de puntos de cambio, el problema es decidir si el mode-
lo estadístico para una serie de observaciones no cambia o si el modelo cambia
una o más veces, en este último caso, es necesario identi�car cuándo se han
producido los cambios y establecer modelos distintos para antes y después de
haber detectado los cambios [24].

Se considera que los trabajos de Girshick [36] y Page [82], publicados en 1952
y 1954 respectivamente, sentaron las bases para el problema de puntos de
cambio, el cual fue formulado hasta �nales de la década de 1950 por A. N.
Kolmogorov [6].

Aunque las primeras aplicaciones del problema de puntos de cambio se consi-
deraron en el área de control de calidad, con el tiempo y la implementación
de nuevas metodologías para detectar puntos de cambio tanto para el caso
de variables aleatorias independientes como en el caso de variables aleatorias
dependientes, las aplicaciones han permeado en áreas del conocimiento como
climatología, �nanzas, medicina, seguridad, genética y todas aquellas áreas del
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Introducción

conocimiento cuyo cambio en la estructura estadística de la información, re-
percuta en la toma de decisiones [6, 56].

El calentamiento global, es la manifestación más evidente del cambio climá-
tico, se re�ere al incremento promedio de la temperatura global, terrestre y
marina [28], y se le atribuye al incremento en las emisiones de gases de efecto
invernadero como CO2, CH4 y N2O. Si bien, los gases de efecto invernadero
están presentes y se consumen de manera natural en la atmósfera, el consumo
de combustibles fósiles para la producción de energía e insumos producto del
desarrollo humano, provoca emisiones de estos gases de manera más rápida que
en su ciclo natural [52, 79]. El Grupo Intergubernamental de Expertos sobre
Cambio Climático (IPCC), estima impactos radicales que implican incremen-
tos en la temperatura, aumento en el nivel del mar (derivado del deshielo de
los polos) así como destrucción de los bienes y servicios ecosistémicos [53], por
lo tanto, es importante monitorear y realizar análisis del comportamiento de
datos climatológicos para establecer políticas, en caso de ser necesario, que
coadyuven a disminuir los impactos al ambiente y a la sociedad.

Con base en los comentarios anteriores, se consideró pertinente realizar un aná-
lisis del comportamiento de la temperatura máxima en una región del estado
de Tlaxcala, que cuenta con una estación climatológica que registra, entre otras
variables, la temperatura máxima. Dicha estación está ubicada en el municipio
de Tlaxco-Tlaxcala, es responsabilidad de la Comisión de Protección Civil del
Estado de Tlaxcala y del Centro de Investigación del Cambio Climático de
la Universidad Autónoma de Tlaxcala. Con los registros antes mencionados,
se aplicaron metodologías para detectar uno y múltiples puntos de cambio y
se compararon los resultados, para ello, se realizó un análisis de calidad de
datos, se completaron los datos perdidos por regresión lineal y se ajustaron los
modelos ARIMA. Para contrastar la bondad de ajuste de los modelos consi-
derados, se consideraron el Criterio de Información de Akaike (AIC), así como
el Criterio de Información Bayesiano (BIC).

Este trabajo está dividido en cuatro capítulos y dos apéndices. En el capítulo
1, se presentan los antecedetes del problema de puntos de cambio, la clasi�-
cación de los mismos así como las metodologías que se han utilizando para
su solución. En el capítulo 2, se presentan los resultados más importantes de
series de tiempo, los cuales serán necesarios para abordar las metodologías de
puntos de cambio en series de tiempo. En el capítulo 3, se presentan las meto-
dologías para detectar uno y múltiples puntos de cambio en series de tiempo,
�nalmente, en el capítulo 4, se presentan los resultados obtenidos del análisis
de los datos y la aplicación de las metodologías descritas en el capítulo 3 y
la teoría necesaria se presenta en el apéndice A. El apéndice B, contiene los
programas desarrollados en R que se implementaron en el presente estudio.
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CAPÍTULO 1

Preliminares sobre puntos de cambio

A partir de la revolución industrial que dio origen a la producción en masa, fue
necesario implementar mecanismos que garantizaran procesos de producción
satisfactorios, desde entonces, algunas técnicas puestas en práctica consisten
en la revisión de los productos elaborados en intervalos regulares de tiempo
para registrar medidas sobre la calidad del producto (cuando el producto no
satisface los estándares de calidad establecidos, es necesaria la toma decisiones,
como parar el proceso de producción y reiniciar los equipos). En la década de
1950, Girshick y Page [36, 82] establecieron las primeras metodologías para
detectar cambios en la estructura estadística de registros de un proceso de
producción, a este problema se le conoce actualmente como el "problema de
puntos de cambio", el cual, en sentido estricto, busca responder lo siguiente:

1. Dado un conjunto de observaciones muestrales, ¾Este conjunto es homo-
géneo en el sentido estadístico?

2. Si la respuesta es no, entonces ¾qué segmentos de homogeneidad existen
en la muestra dada?

En este capítulo, se presentan los antecedentes del problema de puntos de cam-
bio y algunas metodologías relevantes para su detección, para ello se de�ne el
concepto de punto de cambio y su clasi�cación, �nalmente se abordan algunas
metodologías relevantes.

1



Capítulo 1. Preliminares sobre puntos de cambio

1.1. Antecedentes del problema de puntos de
cambio

Se considera que los trabajos de Girshik y Page publicados en 1952 y 1954
respectivamente, relacionados a encontrar cambios en un proceso de produc-
ción, sentaron las bases (con enfoques diferentes) para abordar un problema de
punto de cambio en teoría de control de calidad, para ello, Girshick [36] modeló
un proceso de producción usando la teoría de cadenas de Markov y Page [82]
estableció el método de sumas acumuladas (CUSUM). Aunque ambos autores
trabajaron con un problema de punto de cambio, éste no fue de�nido mate-
máticamente hasta �nales de la década de 1950 por Kolmogorov [6].

Establecido el problema en sentido matemático, las metodologías propuestas
para su solución se encaminaron en determinar cambios en la media y varianza
de variables aleatorias independientes, principalmente de la distribución nor-
mal univariada con enfoques clásicos y no paramétricos, así lo muestran los
trabajos de Cherno� y Zacks [12], Hinkley [47] y Lorden [73].

A �nales de la década de 1970, se publicaron metodologías para detectar cam-
bios en la varianza (dadas las aplicaciones directas en los modelos de un cambio
en el stock del precio de mercado) [100], tiempo después, se establecieron me-
todologías para el caso de variables dependientes, en particular para series de
tiempo.

La necesidad de plantear procedimientos más e�cientes, dio paso a analizar el
problema de puntos de cambio con enfoques como el análsis Bayesiano, análisis
no paramétrico además de hacer uso de las herramientas computacionales apli-
cando algoritmos genéticos, entropía de la información, Wavelets o estadística
difusa [19, 59, 62, 64, 76, 77, 106].

Existe una amplia bibliografía que se puede consultar para detectar puntos de
cambio con distintos enfoques (Tabla 1.1).

1.2. Conceptos

De�nición 1.1 Sea XXX1, . . . ,XXXn una sucesión de vectores aleatorios indepen-
dientes cada uno con función de densidad p(xxx|θiθiθi), θθθi desconocidos para i =
1, 2, · · · , n. Supóngase que θθθ1 ≤ θθθ2 ≤ · · · ≤ θθθn, se dice que existe un pun-
to de cambio en XXX i para 1 < i < n, si existe un entero desconocido q con
1 < q ≤ n− 1, tal que θ1θ1θ1 = θ2θ2θ2 = · · · = θθθq < θθθq+1 = · · · = θθθn.

De�nición 1.2 Sea XXX1,XXX2, . . . ,XXXn una sucesión de vectores (variables) alea-

2



Capítulo 1. Preliminares sobre puntos de cambio

Tabla 1.1: Bibliografía sobre puntos de cambio con distintos enfoques (Elaboración
propia).

Tipo de problema Biobliografía
Puntos de cambio múltiples Battacharya [4], Csörgó and SzyszKowicz [16],

Maboudou and Hawkins [75],
Tartakovsky and Moustakides [97]

Pruebas de rango en problemas Lombard [70], Hawkins [43], Elnaser et al. [30]
de puntos de cambio
Principios de invarianza de puntos de cambio Csörgó and Horváth [13], Csörgó and Horváth, [14],

Tartakovsky [96]
Intervalos de con�anza para variables Worsley [103], Seigmund [89]
aleatorias independientes
Problemas de puntos de cambio en modelos Chow [11], Sprent [94], Müller [78], Poluchenko et al. [85],
de regresión y cambio en la varianza Sen and Srivastava [90], Yong Zhou et al. [106], Davis [20]
Métodos no paramétricos Darkhovski [21], Brodsky and Darkhovsky [6],

Giriatis et al. [35], Nikiforov [81], Sharma et al. [93]
Problemas secuenciales Bhattacharya [5], Brodsky and Darkhovsky [7],

Lai and Xing [64]� Gozdeket al. [40]
Problemas de puntos de cambio por medio Atherton et al. [2], Loschi et al. [72],
de Análisis Bayesiano and Mohammad Féron [76],Mostafa and Ghorbal [77],

Giordani and Kohn [34], Lai and Xing [63]

torios independientes con funciones de distribución F1, F2, . . . , Fn respectiva-
mente, el problema de puntos de cambio consiste en probar la hipótesis esta-
dística

H0 : F1 = F2 = · · · = Fn

vs

H1 : F1 = F2 · · · = Fk1 6= Fk1+1 = · · · = Fk2 6= Fk2+1

· · · = Fkq 6= Fkq+1 = · · · = Fn

donde 1 < k1 < k2 < · · · < kq < n, q es el número desconocido de puntos de
cambio en las posiciones k1, k2, · · · , kq.

Si las funciones de distribución pertenecen a una familia paramétrica común
F (θθθ), donde θθθ ∈ Rp, entonces el problema de puntos de cambio consiste en
probar la hipótesis

H0 = θθθ1 = θθθ2 = · · · = θθθn

vs

H1 = θθθ1 = θθθ2 = · · · = θθθk1 6= θθθk1+1

6= θθθkq−1 = · · · = θθθkq 6= θθθkq+1 = · · · = θθθn (2.1)

donde q y k1, k2, . . . , kq deben ser estimados.

Del juego de hipótesis (2.1) resaltan dos aspectos importantes de la inferencia
en puntos de cambio:

3



Capítulo 1. Preliminares sobre puntos de cambio

a) Determinar la existencia de puntos de cambio,

b) Estimar las posiciones de los puntos de cambio.

Davis et al., Gombay, Horváth et al. entre otros autores, han demostrado que en
pruebas paramétricas, el estadístico de prueba utilizado converge a un puente
Browniano o a un movimiento Browniano; por otra parte, al utilizar constantes
de normalización, los mismos autores, han demostrado la convergencia exacta
del estadístico de prueba a una función de distribución Gumbel, aunque con
parámetros distintos [17, 37, 50].

Para Killick [60], dada una sucesión ordenada de datos xxx = (x1, . . . , xn) y
suponiendo que existen m puntos de cambio en las posiciones τττ = (τ1, . . . , τm),
con τ0 = 0 y τm+1 = n (se asume que los puntos de cambio están ordenados
como τi < τj si y sólo si i < j), los m puntos de cambio, particionan los datos
en m + 1 segmentos, donde el i−ésimo segmento contiene las observaciones
(xτi−1+1, . . . , xτi), proponen minimizar∑

1≤i≤m+1

C(xτi−1+1:τi) + βf(m),

donde C(xτi−1+1:τi) es una función de costo para un segmento y βf(m) es una
penalización, para identi�car los puntos de cambio.

1.3. Clasi�cación de puntos de cambio

Autores como Aminikhanghahi et al. [1] y Brodsky [6], clasi�can los puntos de
cambio en aposteriori (o�ine) y secuenciales (online) .

En un problema de punto de cambio aposteriori, se considera que la adqui-
sición de la información se completa hasta el momento en que se veri�ca la
homegeneidad; mientras que para el problema de punto de cambio secuencial,
la hipótesis de homogeneidad de los datos se veri�ca de manera simultánea
con el proceso de adquisición de la información

Se considera punto de cambio abrupto, cuando las propiedades estocásticas
permanecen constantes por un periodo de tiempo y después cambian repen-
tínamente a otro valor; un punto de cambio se considera gradual, cuando las
propiedades estocásticas son (aproximadamente) constantes por un tiempo y
luego alcanzan un punto en el tiempo donde comienza lentamente el cambio
(Figura 1.1).
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(b) Simulación de un cambio gradual.

Figura 1.1: Tipos de puntos de cambio.

1.4. Metodologías relevantes para resolver el pro-
blema de puntos de cambio

1.4.1. Metodologías para detectar puntos de cambio en

forma secuencial

Históricamente, los problemas de punto de cambio han venido desde el punto
de vista secuencial. En esta sección se presentan algunas de las ideas más im-
portantes del problema de puntos de cambio secuenciales. Si bien, la revisión
no es exhaustiva, deja una idea clara de lo que buscan este tipo de metodolo-
gías. Se omiten los procedimientos bayesianos, por estar fuera del alcance de
este manuscrito, sin embargo se pueden revisar los trabajos de Fearnhead y
Liu [31] así como las referencias allí contenidas para una introducción a este
punto de vista.

Cartas de control

Sea X1, . . . , Xn observaciones secuenciales de un proceso aleatorio con valores
reales que sufre un cambio en la media para cualquier i ∈ {1, 2, . . . , n} y se
de�ne

µ∗ = E(Xi).

La idea más inmediata para detectar cambios en la media es, sin duda, estable-
cer un umbral y decidir si hay un cambio siempre que cierta estadística cruce
el umbral. Para la elección de ese umbral, Shewhart en 1931, hizo el primer
intento, suponiendo por ahora que la verdadera media de las observaciones es
µ∗ así como la varianza σ2, se elige un tamaño de muestra N y se elige

X(K) =
1

N

N(K−1)+1∑
i=NK

Xi, K = 2, 3, . . . .

5
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El propósito es detectar un cambio tan pronto como

|X(K)− µ∗| > κ
σ√
N
,

donde κ es una constante.

Es necesario tener en cuenta que en el contexto de control de calidad en el que
se introdujeron grá�cos de control, µ∗ es un valor conocido prescrito por los
artículos industriales de primera necesidad. Por otra parte, σ2 puede estimarse
fácilmente (si es desconocido), como

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X i)
2.

Sumas Acumuladas (CUSUM)

El método CUSUM propuesto por Page [82], consiste en tomar muestras de
tamaño N para después asignar un puntaje (score) a la k−ésima muestra, sea

Sm =
m∑
t=1

Y (K), Page consideró la existencia de un punto de cambio si

Sm − mı́n
0≤i<m

Si ≥ h,

con h una constante positiva. Aunque en Page [82] no está explícito cómo elegir
los puntajes Y (K) es común utilizar la razón del logaritmo de verosimilitud.
Esto es, suponiendo que los Xi siguen una distribución Fθ con θ = θ0 ∈ Θ
antes del cambio y θ = θ1 después del cambio, se establece

Y (K) =
1

N

NK∑
i=N(k−1)+1

log

(
Fθ1(Xi)

Fθ0(Xi)

)
.

Aquí Θ = {θ : θ es un valor tal que Fθ está de�nida} y 1 < m ≤ N .

1.4.2. Metodologías aposteriori para detectar puntos de

cambio

Bajo el enfoque de determinar puntos de cambio aposteriori, la primera idea
es interpretar el problema de punto de cambio como una prueba de hipóte-
sis estadística, decidiendo la existencia de un punto de cambio si este resulta
estadísticamente signi�cativo. Otro enfoque de un problema a posteriori, es
visualizar el problema de puntos de cambio como un problema de estimación,
donde los puntos de cambio son parámetros del modelo que se desean estimar.
Entre los métodos de estimación, las metodologías estudiadas hacen énfasis en
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las estimaciones obtenidas a través de minimización por el criterio de mínimos
cuadrados o por máxima verosimilitud.

Para cualquier entero n se llaman enteros de segmentación 1 ≤ D ≤ n y
τ0 = 0 < τ1 < · · · < τD−1 < τD = n y se establecen los conjuntos de seg-
mentación {1, . . . , τ1}, {τ1 + 1, . . . , τ2}, · · · , {τD−1 + 1, . . . , τD = n}. Dadas las
observaciones X1, . . . , Xn, se dice que hay una segmentación τ ∗ con D∗ seg-
mentos tales que la distribución de Xi es constante para los segmentos, pero
distinta para segmentos consecutivos (en particular la media µ∗i = E(Xi) es
constante sobre los segmentos), otra suposición paramétrica es que las obser-
vaciones Xi tienen función de densidad fθ, con θ = θl sobre el segmento l + 1
el cual está dado por el segmento {τl + 1, . . . , τl+1}.

Pruebas de hipótesis

Una primera idea para detectar un único punto de cambio es considerar este
problema como una prueba de hipótesis. Se puede probar la hipótesis

H0 : F1 = F2 = · · · = Fn

vs

H1 : ∃ t ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, tal que F1 = F2 · · · = Ft 6= Ft+1, . . . , Fn.

CUSUM y extensiones

Sea L (Xi) ∼ fθ para alguno θ ∈ Θ (θ puede depender de i ya que los Xi

pueden no estar distribuidos de manera idéntica). La situación más simple, es
cuando se conocen los parámetros iniciales y �nales θ0 y θ1 respectivamente,
bajo este esquema, la idea es construir una estadística de prueba a partir de la
función de probabilidad asociada con las observaciones X1, . . . , Xn. En Page
[83], se propone elegir el Ht que maximiza la función de verosimilitud de la
hipótesis, es decir, τ1 es estimada por

τ̂1 ∈ arg máx
1≥t≥n

{
t∑

j=1

log fθ0(xj) +
n∑

j=t+1

log fθ1(xj)

}
.

En el caso de un cambio unilateral en la media de las observaciones gaussianas
con una varianza conocida σ2, Page propuso la suma acumulativa del algoritmo
CUSUM

St :=
t∑

j=1

(Xj − θ0 + δσ),

y rechazar H0 si Sn −máx
t<n

St < −h, donde h es un número positivo y se elige

τ̂1 como el primer t tal que Sn − máx
t<n

St ≥ 0 y δ es una constante. Las ideas
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de Page fueron estudiadas por Hinkley [47] quien logró obtener la distribución
asintótica del estimador bajo la suposición Gaussiana.
Si el parámetro inicial θ0 se desconoce (pero la varianza σ2 es conocida), Sen
y Srivastava [90] propusieron la estadística

U∗ =
1

n2

n−1∑
i=1

(
n−1∑
j=1

(Xj+1 −X)

)2

,

obteniendo la función de distribución acumulada exacta de U∗.

Prueba de la razón de verosimilitud

Otra posibilidad como estadística de prueba, es utilizar la estadística de razón
de verosimilitud. La idea es utilizar como estadística el logaritmo de la razón
entre la verosimilitud bajo la hipótesis alternativa (H1) y la verosimilitud bajo
la hipótesis nula (H0). Suponiendo σ conocida, sea

Qk =
k∑
j=1

(Xj −X1:k)
2 +

n∑
j=k+1

(Xj − X̂(k+1):n)2,

donde Xa:b denota la media de las b − a observaciones Xa+1, . . . , Xb, luego
el estadístico de prueba de razón de verosimilitud para la media desconocida
de observaciones Gaussianas antes y después del cambio está dada por Qn −
Qk∗ , donde k∗ es la posición del punto de cambio. En Garreau D. [27], se
puede consultar la descripción de los procedimientos de estimación los cuales
incluyen la estimación por máxima verosimilitud y la estimación por mínimos
cuadrados.

1.5. Áreas de aplicación

Las áreas de aplicación de los puntos de cambio son muy amplias; a lo largo del
tiempo, los investigadores han buscado mejorar las metodologías propuestas
para detectar el punto de cambio; el objetivo es reducir el costo computacional;
en este sentido, se pueden encontrar artículos de la teoría difusa que se han
utilizado para analizar puntos de cambio en series de tiempo no lineales. En
2001, Kumar y Wu [62], propusieron una metodología estadística difusa para
detectar puntos de cambio en series de tiempo a través de un concepto conocido
como entropía difusa, además, los autores compararon la metodología con otras
estadísticas paramétricas. Finalmente, el método de Segmentación binaria se
ha mejorado recientemente por un nuevo método propuesto por Fryzlewicz [32].

En climatología, Jaru²ková [55], describió una metodología basada en el lo-
garitmos de verosimilitud en busca de un punto de cambio en un modelo de
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regresión aplicado a promedios mensuales de la presión del aire. El autor asu-
mió la normalidad y la independencia para determinar la distribución de la
prueba estadística, este autor hace énfasis sobre la di�cultad de aplicar las
nuevas metodologías de detección de puntos de cambio, ya que solo se conocen
y comparten dentro de la comunidad matemática y rara vez se transmiten a
otras áreas de conocimiento. Horváth et al. [50], propusieron una estadística
basada en la metodología de relación de probabilidad y determinan puntos
de cambio en los promedios mensuales de las temperaturas de Praga. Otros
documentos sobre detección de puntos de cambio en climatología se pueden
consultar en [10, 26, 74]. Los documentos de Csörgó [14] e Inclán y Tiao [51],
se utilizaron en el trabajo de Wei et al. [102], para detectar cambios en el
problema de recuperación de imágenes. Xu et al. [104], asumieron un modelo
lineal y usaron la prueba CUSUM y el método PELT propuesto en [60], para
encontrar cambios en vigilancia post mercado. En medicina, se han utilizado
métodos bayesianos para detectar el punto de cambio en la emergencia diaria
de enfermedades similares a la in�uenza [58]. Para detectar cambios en los
datos del electrocardiograma, Qi JP et al. [107], usaron las ideas de Brodsky
[6], Darkhovsky [21] y Wang et al. [101]. Técnicas para detectar el punto de
cambio también se han aplicado en problemas de sueño, epilepsia, interpreta-
ción de imágenes de resonancia magnética, así como en la comprensión de las
actividades cerebrales.

Los métodos de detección de puntos de cambio se han aplicado en el recono-
cimiento de voz para la segmentación de audio y en el reconocimiento de los
límites entre las palabras de silencio y el ruido. En el área de análisis de imá-
genes, la detección de eventos abruptos como la seguridad se puede formular
como un problema de punto de cambio [86].

En el área económica, existen varios artículos que utilizan metodologías de
detección de puntos de cambio, Joo-Oh y Han [57], aplicaron metodologías
paramétricas y no paramétricas de detección de puntos de cambio, así como
redes neuronales para agrupar el sistema de pronóstico en economía �nancie-
ra, Takayasu [95], utiliza la teoría del punto de cambio para modelar series de
tiempo del mercado �nanciero, otros trabajos en esta área, se pueden consultar
en [33, 84].
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CAPÍTULO 2

Series temporales

Para �nes de análisis, es importante recopilar información y concentrarla en
bases de datos. Contar con bases de datos actualizadas es muy importante, pues
de su análisis es posible lograr planeaciones y la toma de decisiones acertadas.
En este capítulo se abordan los conceptos básicos de series de tiempo para
después abordar el problema de puntos de cambio en series de tiempo.

2.1. Conceptos

De�nición 2.1 Un Proceso Estocástico es una familia de variables aleatorias
asociadas a un conjunto índice de números reales de forma tal que cada ele-
mento del conjunto le corresponda una y sólo una variable aleatoria y se denota
como {Xt; t ∈ T}, donde T es el conjunto índice y Xt es la variable aleatoria
correspondiente al elemento t de T .

Si T es un intervalo de números reales abierto o cerrado, se dice que el proceso
es continuo, si T es un conjunto �nito o in�nito numerable, se dice que T es
discreto [41].

De�nición 2.2 Se de�ne una serie de tiempo como la sucesión de observa-
ciones generadas por un proceso estocástico {Xt} cuyo conjunto índice se toma
en relación al tiempo.

De�nición 2.3 Una serie de tiempo discreta es aquella en la que el conjunto
índice T sobre el que se hacen las observaciones es un conjunto discreto (por
ejemplo cuando las observaciones se hacen en intervalos regulares de tiempo).

En la Figura 2.1, se presenta un ejemplo de una serie de tiempo.
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Figura 2.1: Temperatura promedio de la Ciudad de México durante 2015
(la línea anaranjada corresponde al promedio y el área sombreada a
la desviación estándar). Fuente: Calidad del aire en la Ciudad de Mé-
xico. http://www.aire.cdmx.gob.mx/descargas/publicaciones/flippingbook/

informe_anual_calidad_aire_2015v3/files/downloads/Informe2015v3.pdf.

De�nición 2.4 Si {Xt} es un proceso tal que E(X2
t ) < ∞ para cada t ∈ T ,

entonces la función de autocovarianza γX(·, ·) de {Xt} se de�ne por

γ
X

(r, s) = Cov(Xr, Xs) = E [(Xr − E[Xr]) (Xs − E[Xs])] , r, s ∈ T ·

De�nición 2.5 La serie de tiempo {Xt} es débilmente estacionaria si

1. E|X2
t | <∞.

2. E[Xt] = m, para todo t ∈ Z.

3. γX(r, s) = γ
X

(r + t, s+ t), para todo r, s, t ∈ Z.

Observación 2.1 Si {Xt} es estacionaria, entonces γ
X

(r, s) = γ
X

(r − s, 0)
para todo r, s ∈ Z. En efecto, por ser {Xt} estacionaria, se cumple la Condición
3 de la De�nición 2.5, luego tomando t = −s, se tiene γ

X
(r, s) = γ

X
(r −

s, 0). Por lo tanto, es conveniente rede�nir la función de autocovarianza de un
proceso como función de una sola variable.

De�nición 2.6 Si {Xt} es una serie de tiempo débilmente estacionaria, se
de�ne

γ
X

(h) = γ
X

(h, 0) = Cov(Xt+h, Xt), ∀ h ∈ Z ,

12



Capítulo 2. Series temporales

como la función de autocovarianza de {Xt} y a

ρ
X

(h) =
γ
X

(h)

γ
X

(0)
,

como la función de autocorrelación de {Xt}.

Observación 2.2 Si {Xt} es una serie de tiempo débilmente estacionaria,
entonces la función de autocovarianza es independiente de t, y está dada por
Cov(Xt+h, Xt) .

Proposición 2.1 La función γ
X

(·) tiene las siguientes propiedades:

1. γ
X

(0) ≥ 0.

2. |γ
X

(h)| ≤ γ
X

(0).

3. γ
X

(h) = γ
X

(−h).

Demostración:

1. γ
X

(0) = E[(Xt − E[Xt])
2] = V ar(Xt) ≥ 0.

2. |γX ((h))

γ
X

(0)
| ≤ 1⇐⇒ |γ

X
(h)| ≤ γ

X
(0), si γ

X
(0) > 0.

3. γ
X

(h) = Cov(Xt+h, Xt) = Cov(Xt, Xt+h) = γ
X

(−h).

De�nición 2.7 Una función κ con valores reales de�nida sobre los enteros,
es de�nida no negativa si

n∑
i,j=1

aiκ(i− j)aj ≥ 0 ·

Para todo entero positivo n y vectores aaa = (a1, a2, . . . , an)′.

Teorema 2.1 Una función con valores reales de�nida sobre los enteros es la
función de autocovarianza de una serie de tiempo estacionaria si y sólo si es
par y de�nida no negativa.

Demostración:⇒) Sea γ
X

(·) una función tal que γ
X

(·) es la función de au-
tocovarianza de una serie de tiempo {Xt}, por propiedades de la función,
γ
X

(·) es par. Sea aaa = (a1, . . . , an)′ cualquier vector con componentes reales,
XXXn = (X1, . . . , Xn)′ y Γn = (σij), i, j = 1, 2, . . . , n, la matriz de covarianza de
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XXXn.

V ar(a′Xa′Xa′Xn) = a′a′a′Γnaaa =
n∑

i,j=1

aiγ(i− j)aj ≥ 0 ,

de lo anterior, γ
X

(·) es de�nida no negativa.

⇐) Sea κ : Z −→ R una función par y de�nida no negativa. Se debe demostrar
que existe un proceso estacionario con κ(·) como su función de autocovarian-
za, para esto se usará el Teorema de Kolmogorov ([9] p.11). Para cada entero
n y cada ttt = (t1, · · · , tn) ∈ Zn tal que t1 < t2 < · · · < tn. Sea Fttt la fun-
ción de distribución sobre Rn con función característica Φttt(uuu) = eu

′Kuu′Kuu′Ku/2 donde
uuu′ = (u1, · · · , un) ∈ Rn y KKK = [κ(ti − tj)]ni,j=1, como κ es de�nida no negativa,
la matriz KKK también es de�nida no negativa y consecuentemente φttt es la fun-
ción característica de una distribución multinormal con n variables con media
cero y matriz de covarianza KKK, luego utilizando la notación del Teorema de
Kolmogorov,

limututut→000φttt(uuu) = φt(i)(u(i))

es decir, las funciones Fttt son consistentes, luego por el Teorema de Kolmogorov
([9] p.11), existe una serie de tiempo {Xt} con funciones de distribución Fttt y
funciones características φt, t ∈ F . En particular la distribución conjunta de
Xi y Xj es la distribución normal bivariada con media 000 y matriz de covarianza[

κ(0) κ(i− j)
κ(i− j) κ(0)

]
,

lo cual demuestra que Cov(Xi, Xj) = κ(i− j).

De�nición 2.8 La serie de tiempo {Xt} se dice estacionaria estricta si las
distribuciones conjuntas de (Xt1 , . . . , Xtk)

′ y (Xt1+h, . . . , Xtk+h)
′ son las mis-

mas para todos los enteros positivos k y para todo t1, . . . , tk, h ∈ Z.

Proposición 2.2 Una serie de tiempo estrictamente estacionaria, tiene las
siguientes propiedades

1. Las variables aleatorias {Xt} son idénticamente distribuidas.

2. (Xt, Xt+h)
′ = (X1, X1+h)

′ en distribución, ∀ t ∈ Z, h ∈ Z.

3. Si E(X2
t ) <∞, {Xt} es débilmente estacionaria.

4. Una sucesión independiente e idénticamente distribuida (iid) es estacio-
naria estricta.

Demostración: Sea {Xt} una serie estacionaria estricta.
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1. Por la de�nición de estacionaridad estricta, las variables aleatorias {Xt}
son idénticamente distribuidas.

2. Por la Propiedad 1, (Xt, Xt+h)
′ = (Xt+h′ , Xt+h+h′)

′ en distribución, en
particular si h′ = 1 − t, entonces, (Xt, Xt+h)

′ = (Xt+1−t, Xt+h+1−t)
′ =

(X1, X1+h)
′.

3. Supongamos que E(X2
t ) <∞, ∀ t ∈ Z, como {Xt} es un conjunto de va-

riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, E(Xt) es
independiente de t y por la Propiedad 2, Cov(Xt, Xt+h) = Cov(X1, X1+h)
también es independiente de t, de donde se tiene que {Xt} es débilmente
estacionaria.

4. Sea {Xt} una sucesión iid de variables aleatorias con distribución común
F , entonces la distribución conjunta de (Xt1 , . . . , Xtk)

′ y (Xt1+h, . . . , Xtk+h)
′

claramente son las mismas, independientemente de h, esto es, la sucesión
es estacionaria estricta.

2.2. Media, función de autocovarianza y auto-
correlación muestrales

El primer momento muestral de un proceso estacionario es la media muestral

Xn = n−1(X1 + · · ·+Xn) ,

el cual es un estimador insesgado de la media µ del proceso. El error cuadrado
medio de Xn es

E(Xn − µ)2 = V ar(Xn)

= n−2

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Xj)

= n−2

n∑
i−j=1

(n− |i− j|)γ(i− j)

= n1

n∑
h=−n

(
1− |h|

n

)
γ(h) ,

Ahora, si γ(h)→ 0 cuando h→∞, E(Xn − µ)2 converge a 0 y si

∞∑
h=−∞

|γ(h)| <∞ ,
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entonces limn→∞V ar(Xn) =
∑
|h|<∞ γ(h).

Estimación de γ(·) y ρ(·)
Se de�ne la función de autocovarianza muestral y autocorrelación muestral
como

γ̂(h) = n−1

n−|h|∑
t=1

(
Xt+|h| −Xn

) (
Xt −Xn

)
y

ρ̂(h) =
γ̂(h)

γ̂(0)

respectivamente, en donde n es el tamaño de la muestra. Finalmente, se de�ne
la matriz de autocovarianza muestral como la matriz de tamaño k de�nida por

Γ̂k =


γ̂(0) γ̂(1) · · · γ̂(k − 1)
γ̂(1) γ̂(0) · · · γ̂(k − 2)
...

... · · · ...
γ̂(k − 1) γ̂(k − 2) · · · γ̂(0)

 ,

2.3. Modelos ARIMA

Los proceso ARIMA son una generalización de los modelos ARMA, són útiles
cuando los procesos ARMA son no estacionarios. El objetivo de los procesos
ARIMA es transformar un proceso ARMA no estacionario en estacionario
mediante diferencias [48, 71].

De�nición 2.9 Un proceso autorregresivo e integrado de promedios móviles
ARIMA(p, d, q) se de�ne como(

1−
p∑
i=1

φiL
i

)
(1− L)dyt =

(
1 +

q∑
j=1

θjL
j

)
εt

donde p, d, q ∈ Z, p, d, q ≥ 0 hacen referencia a la parte autorregresiva, inte-
grada y de promedios móviles respectivamente y L es el operador diferencia.

Uh proceso ARIMA(p, 0, 0) es un modelo AR(p), el modelo ARIMA(0, 0, q)
es un proceso MA(q), �nalmente, si d = 0, un proceso ARIMA(p, d, q) se
transforma en un modelo ARMA(p, q).

En este trabajo se omite la descripción de los modelos ARMA así como el
procedimiento para su ajuste. En [46], se puede consultar la metodología Box-
Jenkins para el ajuste de modelos y pronóstico de series temporales estaciona-
rias.
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CAPÍTULO 3

Puntos de cambio en series temporales

Las metodologías utilizadas para detectar puntos de cambio en el caso de varia-
bles independientes no se pueden aplicar de manera directa en series de tiempo,
debido a la dependencia entre las variables. Para el caso de series temporales,
para determinar puntos de cambio, se han desarrollado metodologías paramé-
ticas, no paramétricas y Bayesianas cada una con sus desarrollos particulares
e importantes; por ejemplo, las metodologías paramétricas han utilizado la es-
tadística de razón de verosimilitud; los métodos Bayesianos, han utilizado la
distribución uniforme como distribución apriori, otras metodologías incluyen
la aplicación de algoritmos genéticos, entropía de la información, estadística
difusa, el uso de waveletes y recientemente se ha propuesto el método de sumas
móviles (MOSUM) [2, 3, 18, 19, 22, 23, 29, 34, 38, 42, 63, 65, 66, 67, 68, 69,
72, 76, 77, 92, 99, 106, 108].

En este capítulo, se da una breve descripción de las metodologías paramétricas
para determinar puntos de cambio en series temporales, poniendo énfasis en
los trabajos desarrollados por Davis et al. [17], Gombay [37] y los métodos
Pruned Exact Linear Time (PELT), Segment Neighbourhood (SN) y Binary
segmentation (BS), que fueron aplicadas para el desarrollo del capítulo cuatro.
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Capítulo 3. Puntos de cambio en series temporales

3.1. Metodologías supervisadas y no supervisa-
das para detectar puntos de cambio en se-
ries de tiempo

Las metodologías aplicadas para determinar puntos de cambio en series de
tiempo, autores como Aminikhanghahi y Cook [1] las clasi�can en metodologías
supervisadas y no supervisadas. A continuación se da una breve descripción
de estas metodologías.

3.1.1. Metodologías supervisadas y no supervisadas

Los algoritmos de aprendizaje supervisados son algoritmos de aprendizaje au-
tomático que aprenden una asignación de información de entrada a un atributo
objetivo de los datos, que generalmente es una etiqueta de clase. Si bien este
enfoque tiene una fase de capacitación más simple, se debe proporcionar una
cantidad y diversidad su�ciente de datos de aprendizaje para representar a
todas las clases. Por otro lado, detectar cada clase por separado proporciona
su�ciente información para encontrar tanto la naturaleza como la cantidad de
cambios. Una alternativa es tratar la detección del punto de cambio como un
problema de clase binaria, donde todas las posibles secuencias de transición de
estado (punto de cambio) representan una clase y todas las secuencias dentro
del estado representan una segunda clase. Mientras solo dos clases necesitan
ser aprendidas. En este caso, este es un problema de aprendizaje mucho más
complejo si el número de posibles tipos de transiciones es grande. Al igual que
con el tipo anterior de metodologías supervisadas, en este aprendizaje cada
enfoque en el vector de entrada indica una fuente de posible cambio. Por lo
tanto, cualquier algoritmo de aprendizaje supervisado que genere un mode-
lo interpretable (como un árbol de decisión o un aprendiz de reglas) no solo
identi�cará un cambio sino que también describirá la naturaleza del cambio [1].

Los algoritmos de aprendizaje no supervisados se usan típicamente para des-
cubrir patrones en datos no etiquetados. En el contexto de la detección de
puntos de cambio, dichos algoritmos se pueden usar para segmentar datos de
series de tiempo encontrando así puntos de cambio basados en características
estadísticas de los datos. La segmentación no supervisada es atractiva porque
puede manejar una variedad de situaciones diferentes sin requerir capacitación
previa para cada situación. Los primeros métodos informados utilizan la razón
de probabilidad basada en la observación de que la densidad de probabilidad
de dos intervalos consecutivos es la misma si pertenecen al mismo estado. Otra
solución tradicional es el modelado del subespacio, que presenta una serie tem-
poral que utiliza espacios de estado y, por lo tanto, detecta puntos de cambio
al predecir los parámetros del espacio de estado. Los métodos probabilísticos
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estiman las distibuciones de probabilidad del nuevo intervalo en función de los
datos que se han observado desde el candidato a punto de cambio anterior.
Finalmente, los métodos agrupan los datos de series de tiempo en sus respec-
tivos estados y encuentran cambios al identi�car diferencias entre las caracte-
rísticas de los estados.
Las Figuras 3.1 y 3.2 presentan un resumen de las metodologías que se pueden
utilizar para detectar puntos de cambio en series de tiempo.

Métodos 
supervisados

Clasificadores
multiclase

Clasificadores
binarios

Clasificadores
virtuales

Árboles de desición

Regresión logística

Vecino más cercano
Cadenas ocultas de Markov

Figura 3.1: Clasi�cación de las metodologías supervisadas para puntos de cambio en
series temporales [1].

Métodos no 
supervisados

Razón de 
verosimilitud

Métodos
probabilísticos

Métodos
clúster

CUSUM

Procesos Gaussianos
Análisis Bayesiano

Figura 3.2: Clasi�cación de las metodologías no supervisadas para puntos de cambio
en series temporales [1].

Dentro de las metodologías no supervisadas, se encuentran los métodos para-
métricos. En la siguiente sección se aborda el problema de puntos de cambio
desde este punto de vista.

3.2. Metodologías paramétricas para detectar pun-
tos de cambio en series de tiempo

En esta sección se pone énfasis en las metodologías de Davis et al. [17] y Gom-
bay [37], las cuales se aplican en el Capítulo 4.
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Sea X1, . . . , Xn, n observaciones consecutivas del proceso

Xt =


φ0 + φ1Xt−1 + · · ·+ φpXt−p + εt; −∞ < t ≤ τ,

α0 + α1Xt−1 + · · ·+ αpXt−p + εt, t ≥ τ + 1;
(2.1)

donde τ ∈ (p, n], {εt} es una sucesión de ruido blanco, con cuarto momento
�nito, es decir

E(εi) = 0, (2.2)

E(εiεj) =

{
σ2, si i = j;
0, si i < j.

(2.3)

E(εiεjεk) =

{
µ3, si i = j = k;
0, en otro caso .

(2.4)

E(εiεjεkεl) =


µ4, si i = j = k = l;
σ4 si i = j < k = l;
0, en otro caso.

(2.5)

Además, φφφ(z) = 1−φ1z−· · ·−φpzp 6= 0 para todo z, tal que |z| ≤ 1, se quiere
probar

H0 : τ = n vs H1 : τ < n. (2.6)

Bajo la hipótesis nula, la razón de verosimilitud Gaussiana condicionada sobre
las primeras p observaciones después de considerar menos dos veces el logaritmo
de la función de verosimilitud y suponiendo que σ2 = 1, queda expresada como:

Λn(k) = mı́n
φ

n∑
t=p+1

(Xt − φ0 −
p∑
j=1

φjXt−j)
2

−mı́n
φ

k∑
t=p+1

(Xt − φ0 −
p∑
j=1

φjXt−j)
2

−mı́n
α

n∑
t=k+1

(Xt − α0 −
p∑
j=1

αjXt−j)
2. (2.7)

La expresión (2.7), puede ser reescrita de manera matricial de la siguiente
manera:

Λn(k) := Q1 −Q2 −Q3,

20
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donde

Q1 = XXXT
nXXXn −XXXT

nMMMn(MMMT
nMMMn)−1MMMT

nXXXn,

Q2 = XXXT
kXXXk −XXXT

kMMMk(MMM
T
kMMMk)

−1MMMT
kXXXk,

Q3 = X̃̃X̃XT
k X̃̃X̃Xk − X̃̃X̃XT

k M̃̃M̃Mk(M̃̃M̃M
T
k M̃̃M̃Mk)

−1M̃̃M̃MT
k X̃̃X̃Xk,

XXXk = (Xp+1, . . . , Xk)
T ,

X̃̃X̃Xk = (Xk+1, . . . , Xn),

MMMk =


1 Xp Xp−1 · · · X1

1 Xp+1 Xp · · · X2
...

...
...

...
...

1 Xk−1 Xk−2 · · · Xk−p

, M̃̃M̃Mk =


1 Xk Xk−1 · · · Xk−p+1

1 Xk+1 Xk · · · Xk−p+2
...

...
...

...
...

1 Xn−1 Xn−2 · · · Xn−p

 .
Al escribir

εεεn = (εp+1, . . . , εn)T y φφφ = (φ0, φ1, . . . , φp)
T ,

se tiene que bajo H0,
XXXn = MMMnφφφ+ εεεn,

por tanto

Q1 = εεεTnεεεn − εεεTnMMMn(MMMT
nMMMn)−1MMMT

nεεεn,

Q2 = εεεTk εεεk − εεεTkMMMk(MMM
T
kMMMk)

−1MMMT
k εεεk,

Q3 = ε̃̃ε̃εTk ε̃̃ε̃εk − ε̃̃ε̃εTk M̃̃M̃Mk(M̃̃M̃M
T
k M̃̃M̃Mk)

−1M̃̃M̃MT
k ε̃̃ε̃εk.

Considérese SSSk = MMMT
k εεεk, PPP k = (MMMT

kMMMk)
−1 y P̃̃P̃P k = (M̃̃M̃MT

k M̃̃M̃Mk)
−1, así

Λn(k) = −SSSTnPPP nSSSn +SSSTkPPP kSSSk + (SSSn −SSSk)T P̃̃P̃P k(SSSn −SSSk). (2.8)

Teorema 3.1 Sea {Xt} un proceso autorregresivo de orden p (AR(p)) que
satisface

Xt = φ0 + φ1Xt−1 + · · ·+ φpXt−p + εt, −∞ < t <∞,

donde {εt} satisface las condiciones (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5) con σ2 = 1 y
suptE|εt|4+δ <∞ para algún 0 < δ ≤ 1. Además supóngase que {Xt} es ρ− de-
pendiente, con ρ la correlación de las observaciones y ρ(n)� n−(1+ε)(1+4/δ) pa-
ra algún ε > 0. Entonces para la estadística de razón de verosimilitud Qn(t) =
Λn([nt]), donde Λn(k) está de�nida en (2.8), se tiene que para 0 < t1 < t2 < 1,

Qn(t)
d→ ||W

WW (t)− tWWW (1)||2

t(1− t)
, (2.9)

en D[t1, t2], donde WWW (t) es un movimiento Browniano (p+ 1)−dimensional y
D[0, 1] es el espacio de funciones reales sobre [0, 1] continuas por la derecha y
con límite por la izquierda.
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Demostración: Considérese Qn(t) := Λn([nt]) ( [nt] representa la parte en-
tera de nt) para 0 ≤ t ≤ 1. Supóngase también que sup

t
E|εt|4+δ < ∞ para

algún 0 < δ ≤ 1 y que el proceso está fuertemente relacionado con ρ(n) �
n−(1+ε)(1+4/δ) para algún ε > 0.

SSSn es la suma parcial de n−p términos no correlacionados de una sucesión p+1
dimensional débilmente estacionaria fuertemente relacionada con la matriz de
covarianzas Γp+1 = [γij]i,j=1,2,...,p, donde

γij =


1, si i = j = 1,

E(Xi), si i = 1, j > 1 ó i > 1, j = 1,

E(XiXj), si i > 1, j > 1.

Sea ξn = Sn − Sn−1, aplicando el Teorema A.12 del apéndice A, existe una
sucesión {ZZZn} de vectores aleatorios Guassianos, de�nidos posiblemente sobre
un nuevo espacio de probabilidad con media cero y matriz de covarianza Γp+1

tal que

SSSk −UUUk = O(k1/2−λ) conforme k →∞ a.s., (2.10)

para algún λ > 0, donde UUUk =
k∑

i=p+1

ZZZi, por tanto

1√
n

Γ
1/2
p+1SSS[n·]

d→WWW (·) (2.11)

en Dp+1[0, 1], dondeWWW (·) es un movimiento Browniano p+1−dimensional con
matriz de covarianza Ip+1.

Se puede ver que la componente (i, j) (i, j > 1) de P−1
n es

n−p∑
s=1

Xp+1−i+sXp+1−j+s,

aplicando el Teorema A.12 del apéndice A, se tiene

n−p∑
s=1

(Xp+1−i+sXp+1−j+s − E(XiXj))− V (n− p) = O(n1/2−λ) conforme

n→∞ a.s., (2.12)

Para algún λ > 0, donde V (t) es un movimiento Browniano con varianza

V ar(Xi, Xj) + 2
∞∑
s=1

Cov(X−iX−j, Xs−iXs−j).

aplicando este argumento a cada componente de P−1
n , se tiene

nP[nt] → t−1Γ−1
p+1 (2.13)

22



Capítulo 3. Puntos de cambio en series temporales

uniformemente sobre [t1, t2], 0 < t1 < t2 ≤ 1. Luego de las expresiones (2.11)
y (2.13), del teorema del mapeo continuo y de P̃−1

[nt] = P−1
n − P−1

[nt], se cumple

QQQn(t)
d→ ||W

WW (t)||2

t
+
||WWW (1)−WWW (t)||2

1− t
− ||WWW (1)|| = ||W

WW (t)− tWWW (1)||2

t(1− t)
,

en D[t1, t2], (|| · || representa la longitud Euclidea del vector).
Para determinar un punto de cambio en τ ∈ [nt1, nt2], se considera la razón
de verosimilitud restringida

máx
k∈[nt1,nt2 ]

Λn(k) = máx
t∈[t1,t2]

Qn(t)
d→ máx

t∈[t1,t2]

||WWW (t)− tWWW (1)||2

t(1− t)
. (2.14)

En [17] se comenta que el proceso límite en (2.9) toma el valor de ∞ en las
dos vecindades de 0 y 1. Es posible determinar la convergencia exacta de Λn

con unas constantes de normalización, esto se establece en el Teorema 3.2.

Teorema 3.2 Sea {Xt} el proceso de�nido en (2.1), tal que bajo H0, {εt}
satisface las condiciones (2.2) a (2.5) con suptE|εt|4+δ < ∞ para algún 0 <
δ ≤ 1 y {Xt} fuertemente relacionada con la función ρ(n) � n−(1+ε)(1+4/δ)

para algún ε > 0. Entonces bajo H0,

P

[
σ−2Λn − bn(p+ 1)

an(p+ 1)
≤ x

]
L→ exp(−2e−x/2),

donde Λn = máxp<k≤n Λn(k) es la estadística de la razón de verosimilitud,

bn(d) =
(2 ln lnn+ (d/2) ln ln lnn− ln Γ(d/2))2

2 ln lnn
, an(d) =

√
bn(d)

2 ln lnn
son cons-

tantes de normalización y Γ(·) es la función Γ.

Demostración: Como la distribución de σ−2Λn no depende de σ2, se asumirá
en toda la demostración que σ2 = 1. Por otro lado la demostración se centra en
la idea de probar que para todo δ′ > 0, se cumplen las expresiones (2.15-2.18).

ĺım sup
n→∞

P

∣∣∣ máx
p<k≤ε′n

Λn(k)− máx
p<k≤ε′n

SSS ′kPkSSSk

an

∣∣∣ > δ′

→ 0 a.s. ε′ → 0 (2.15)

ĺım sup
n→∞

P


∣∣∣ máx
(1−ε′)n<k≤n

Λn(k)− máx
(1−ε′)n<k≤n

(SSSn −SSSk)′P̃k(SSSn −SSSk)
∣∣∣

an
> δ′

→ 0 a.s., ε′ → 0, (2.16)

para todo ε′ > 0.
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P

 máx
p<k≤n

SSS ′kPkSSSk − bn

an
≤ x

→ exp(−e−x/2), (2.17)

P

 máx
(1−ε′)n<k≤n

(SSSn −SSSk)′P̃k(SSSn −SSSk)− bn

an
≤ x

→ exp(−e−x/2), (2.18)

donde an = an(p+ 1)y bn = bn(p+ 1).
Para demostrar (2.15), se cumple

∣∣∣ máx
p<k≤ε′n

Λn(k)− máx
p<k≤ε′n

SSS ′kPkSSSk

∣∣∣
an

≤ máx
p<k≤ε′n

∣∣∣Λn(k)−SSS ′kPkSSSk
∣∣∣

an

= máx
p<k≤ε′n

∣∣∣(SSSn − Sk)′P̃k(SSSn −SSSk)−SSS ′nPnSSSn∣∣∣
an

d→ máx
t≤ε′

∣∣∣ ||WWW (1)−WWW (t)||2

1− t
− ||WWW (1)||2

∣∣∣( a.s. n→∞)

→ 0 a.s. conforme ε′ → 0 conforme a→ 1.

La demostración de (2.16) es similar a la demostración de (2.15) y por tanto
se omite.
La demostración de (2.17), estará dividida en tres pasos.
Paso 1. Para la sucesión {Un} dada en (2.10),

SSS ′kΓ
−1
p+1SSSk −UUU ′kΓ−1

p+1UUUk = O(k1−λ′),

conforme k →∞ a.s para algún λ′ > 0 en efecto,

SSS ′kΓ
−1
p+1SSSk −UUU ′kΓ−1

p+1UUUk = SSS ′kΓ
−1
p+1(SSSk −UUUk) + (SSS ′k −UUU ′k)Γ−1

p+1UUUk (2.19)

además, por la ley del logaritmo iterado (apéndice A.13),

UUU ′kΓ
−1
p+1 = O((k ln2 k)1/2),

así de (2.10), SSS ′kΓ
−1
p+1 = O((k ln2 k)1/2). Utilizando las propiedades de la suma y

el producto de O(g) y de (2.10) y (2.19), se tiene que SSS ′kΓ
−1
p+1SSSk−UUU ′kΓ−1

p+1UUUk =

O(k1−λ′).

Paso 2. SSS ′kPkSSSk −
1

k
UUU ′kΓ

−1
p+1UUUk → 0, conforme k →∞ a.s..

Del paso 1, es su�ciente demostrar que

SSS ′kPkSSSk −
SSS ′kΓ

−1
p+1SSSk

k
=

SSSk
k1/2

kPk

(
Γp+1 −

P−1
k

k

)
Γ−1
p+1

SSSk
k1/2

→ 0 a.s. (2.20)
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Además por (2.12) y la ley del logaritmo iterado (apéndice A.13), Γp+1 −
1

k
P−1
k = O((ln2 k/k)1/2) conforme k →∞, por lo tanto (2.20) converge a cero

conforme k →∞ a.s.
Paso 3. Para todo ε′ > 0, conforme n→∞,

P

[
máx
p<k≤n

SSS ′kPkSSSk = máx
p<k≤ε′n

SSS ′kPkSSSk

]
→ 1. (2.21)

En efecto, de la demostración del Teorema 3.1,

máx
ε′n≤k≤n

SSS ′kPkSSSk
d→ máx

t∈[ε′,1]

||WWW (t)||2

t
,

(2.21) sigue de máx
ε′n≤k≤n

SSS ′kPkSSSk = Op(1) y máx
p<k≤ε′n

SSS ′kPkSSSk
p→∞. Por otro lado el

paso 2, implica ∣∣∣ máx
M≤k≤n

SSS ′kPkSSSk − máx
M≤k≤n

1

k
UUU ′kΓ

−1
p+1UUUk

∣∣∣
≤ sup

k≥M
|SSS ′kPkSSSk −

1

k
UUU ′kΓ

−1
p+1UUUk| → 0 (2.22)

conforme M → ∞ a.s. Como los vectores aleatorios Γ
−1/2
p+1 ZZZk satisfacen las

suposiciones del Corolario A.2 del apéndice A, se sigue que

P

[(
máx
p<k≤n

1

k
UUU ′kΓ

−1
p+1UUUk

)
/an ≤ x

]
→ exp(−e−x/2)

esta relación junto con (2.21) y (2.22), prueban la relación (2.17).
La demostración de (2.18) se omite, al ser similar a la demostración de (2.17).

Una vez que se ha veri�cado (2.15-2.18), resta ver que la suposición de relación,
implica que máx

p<k≤ε′n
SSS ′kPkSSSk y máx

(1−ε′)n<k≤n
(SSSn − SSSk)′P̃k(SSSn − SSSk) son asintótica-

mente independientes (para ε′ < 1/2), por lo tanto de (2.15)-(2.18),

P

 máx
p<k≤ε′n

SSS ′kPkSSSk − bn

an
≤ x,

máx
(1−ε′)n<k≤n

(SSSn −SSSk)′P̃k(SSSn −SSSk)

an
≤ x


→ exp(−2e−x/2),

también por (2.14),

(
máx

ε′n≤k≤(1−ε′)n
Λn(k)− bn

)
/an

p→ −∞. Aplicando el Teo-

rema A.8 del apéndice A, se tiene el resultado.
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Partiendo del proceso autorregresivo

Xi − µ = φ1(Xi−1 − µ) + . . .+ φp(Xi−p − µ) + εi, i ≥ p+ 1, (2.23)

con {εi} un ruido blanco, E(ε2
1) = σ2, y ξξξ = (µ, σ2, φ1, . . . , φp)

T el vector de
parámetros, Gombay [37], propuso utilizar el vector score como prueba esta-
dística, para esto, se considera el logaritmo de la función de verosimilitud.

Bajo la suposición Gaussiana, basada sobre las primeras k observaciones, las
componentes del vector score e�ciente 5ξlk(Y1, . . . , Yk;ξξξ) = 5ξξξlk(ξξξ) son:

∂

∂µ
lk(ξξξ) =

1−
∑p

j=1 φj

σ2

k∑
i=1

[
Yi − µ−

p∑
j=1

φj(Yi−j − µ)

]
,

∂

∂σ2
lk(ξξξ) = − k

2σ2
+

1

2σ4

k∑
i=1

[
Yi − µ−

p∑
j=1

φj(Yi−j − µ)

]2

,

∂

∂φs
lk(ξξξ) =

1

σ2

k∑
i=1

[
Yi − µ−

p∑
j=1

φj(Yi−j − µ)

]
(Yi−s − µ), s = 1, . . . , p.

Donde lk denota la función logaritmo de verosimilitud basada en las observa-
ciones Y1, Y2, . . . , Yk, se asumen como cero los valores de Y0, Y−1, . . . , Y−p.

Considérese

III(ξξξ) = III(µ, σ2, φ1, . . . , φp) =


(1−

∑p
i=1 φj)

2

σ2
000 000

000
1

σ4
000

000 000
1

σ2
Γ

 ,
la matriz de información de tamaño (p+ 2)× (p+ 2) donde Γ es la matriz

de covarianza del vector (Y1, . . . , Yp) y µ̂n, σ̂2
n y φ̂φφn los estimadores de máxima

verosimilitud de los parámetros del proceso, sea

B̂BB(u) = n−1/2III(ξ̂ξξ)


∂

∂µ
l[nu](ξ̂ξξn)

∂

∂σ2
l[nu](ξ̂ξξn)

∂

∂φ
l[nu](ξ̂ξξn)

 . (2.24)

Teorema 3.3 Supóngase que la sucesión de observaciones {Yi} satisface el
modelo (2.23) con {εi} una sucesión Gaussiana de ruido blanco independien-
te e idénticamente distribuida, Var(εi)=σ

2 y polinomio característico φ(z) =
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1 − φ1z − · · · − φpzp con raíces fuera del círculo unitario. Entonces existe un
proceso Gaussiano (p+ 2)− dimensional BBB(u) cuyas componentes son puentes
Brownianos independientes B(j)(u), j = 1, 2, . . . , p+ 2 tal que

máx
1≤j≤p+2

sup
0≤u≤1

|B̂BB
(j)

(u)−BBB(j)(u)| = op(1).

Demostración: La demostración se realizará para cada uno de los diferentes
parámetros.

1. Considérese el caso de probar un cambio en µ. La componente del vector
score e�ciente es

∂lk
∂µ

=

1−
p∑
j=1

φ̂jn

σ̂2
n

k∑
j=1

[
(Xi − µ̂n)−

p∑
j=1

φ̂jn(Xi−j − µ̂n)

]

±
1−

p∑
j=1

φj

σ2

k∑
j=1

[(
Xi −Xn

)
−

p∑
j=1

φj(Xi−j −Xn)

]
. (2.25)

Es claro que

1−
p∑
j=1

φj

σ2

k∑
i=1

[
(Xi −Xn)−

p∑
j=1

φj(Xi−j −Xn)

]

=

1−
p∑
j=1

φj

σ2

{
k∑
i=1

(Xi −Xn)−
p∑
j=1

φj

k∑
i=1

(Xi−j −Xn)

}
. (2.26)

En [39], se demuestra

∣∣∣ [t]∑
i=1

(Xi − µ)− σ∗W (t)
∣∣∣ = o(t1/v) a.s. para algún v > 2,W (t) un mo-

vimiento Browniano y σ∗ > 0.
(2.27)

De lo anterior se obtiene

sup
0≤u≤1

∣∣∣n−1/2

 [nu]∑
i=1

Xi −
[nu]

n

n∑
i=1

Xi

− σ∗ (W (u)− uW (1))
∣∣∣ = op(1).

(2.28)
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Para la diferencia

n−1/2

(
k∑
i=1

Xi−j −
k

Xi
i=1

)
= n−1/2

j∑
i=1

Xi−j − n−1/2

k∑
i=k−j+1

Xi. (2.29)

Considerando que

ĺım sup
k→∞

sup
0≤s≤p

|W (k − s)−W (k)| = O((log k)1/2) a.s., (2.30)

(ver [15]) entonces, del término del error de (2.29), utilizando (2.27) y
(2.30), se tiene que conforme n→∞

máx
1<k≤n

máx
1≤j≤p

n−1/2
∣∣ k∑
i=k−j+1

Xi

∣∣ = op(1). (2.31)

De (2.25) a (2.31) y después de estandarizar, se tiene

sup
0≤u≤1

∣∣∣(1−
p∑
j=1

φj

)−1 [nu]∑
i=1

[
(Xi −Xn)−

p∑
j=1

φj(Xi−j −Xn)

]
− σ∗BBB(u)

∣∣∣
= op(1)

Gombay [37], demuestra que

|µ̂n − µ| = O

(√
log log n

n

)
a.s., (2.32)

|σ̂2
n − σ2| = O

(√
log log n

n

)
a.s., (2.33)

y para j = 1, 2, . . . , p

|φ̂jn − φj| = O

(√
log log n

n

)
a.s.. (2.34)

Por (2.33) y (2.34)el error cometido de reemplazar (1 −
∑
φ̂j)/σ̂2 por

(1−
∑
φj)/σ

2 es O(n1/2(log log n)1/2) a.s. Por tanto se puede escribir

28
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1−
p∑
j=1

φj

σ2

{
k∑
i=1

(Xi −Xn)−
p∑
j=1

φj(Xi−j −Xn)

}

−
1−

p∑
j=1

φj

σ2

{
k∑
i=1

(Xi −Xn)−
p∑
j=1

φ̂j(Xi−j −Xn)

}

=

1−
p∑
j=1

φj

σ2

{
k∑
i=1

p∑
j=1

(φ̂jn − φj)(Xi−j −Xn)

}

≤ máx
1≤j≤p

∣∣∣φ̂jn − φj∣∣∣∣∣∣ k∑
i=1

(Xi−j −Xn)
∣∣∣.

Luego por (2.28), (2.31) y (2.34)

sup
0≤u≤1

máx
1≤j≤p

|φ̂jn − φj|n−1/2
∣∣∣ [nu]∑
i=1

(Xi−j −Xn)
∣∣∣ = Op

(√
log log n

n

)
.

Finalmente como

µ̂n =
1

n

(
1−

p∑
j=1

φj

) n∑
i=1

[
Xi −

p∑
j=1

φjXi−j

]
, utilizando (2.27) y (2.30), se

tiene
|µ̂n −Xn| = o(n1/v−1) a.s., (2.35)

lo cual lleva a un error que se puede omitir al reemplazar µ̂n por Xn en
el estadístico de prueba.

2. Para detectar cambios en φs, s = 1, . . . , p, se considera

∂

∂φs
lk(µ̂n, σ̂

2
n, φ̂n) =

1

σ̂2
n

k∑
i=1

(Xi−s − µ̂n)

[
Xi − µ̂n −

p∑
j=1

φ̂nj(Xi−j − µ̂n)

]
.

Al cambiar σ2 por σ̂2 en (2.33), no se cambia la distribución asintótica.

Sea ε̂ = (Xi − µ̂n) −
p∑
j=1

φ̂nj(Xi−j − µ̂n), lo que estima εi = (Xi − µ) −
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p∑
j=1

φj(Xi−j −µ). Además
n∑
i=1

(Xi−s− µ̂n)ε̂j ≡ 0. Luego por el principio de

invarianza para la sucesión
k∑
i=1

(Xi−s − µ)εi probado en [39],

sup
0≤u≤1

∣∣∣n−1/2

 [nu]∑
i=1

(Xi−s − µ)εi −
[nu]

n

n∑
i=1

(Xi−s − µ)εi − σ1BBB(u)

 ∣∣∣ = op(1)

(2.36)
con algún σ2

1 > 0. A continuación, se demostrará que el error cometido
al reemplazar los parámetros por sus respectivos estimadores de máxi-
ma verosimilitud se pueden omitir. El error se puede escribir como una
constante por tiempos

[
k∑
i=1

(
Xi−s − µ̂nε̂j −

k∑
i=1

(Xi−s − µ)εi

)]

+

[
−k
n

n∑
i=1

(Xi−s − µ̂n)ε̂i +
k

n

n∑
i=1

(Xi−s − µ)εi

]
= Bnk +Dnk.

Al analizar Bnk como

Bnk =
k∑
i=1

(Xi−s − µ̂n ± µ)(ε̂i ± εi)−
k∑
i=1

(Xi−s − µ)εi

= (µ− µ̂n)
k∑
i=1

εi +
k∑
i=1

(Xi−s − µ)(ε̂i − εi) + (µ− µ̂n)
k∑
i=1

(ε̂i − εi)

= B
(1)
nk +B

(2)
nk +B

(3)
nk . (2.37)

Por (2.32) y la Ley del ogaritmo iterado (apéndice A.13), para la sucesión
{εi}, B(1)

nk = O(log log n) a.s. como

ε̂i − εi = (µ̂n − µ)

(
1−

p∑
j=1

φj

)
+

p∑
j=1

(φ̂nj − φj)(Xi−j − µ)

+ (µ− µ̂n)

p∑
j=1

(φ̂nj − φj),

por otro lado, utilizando el principio de invarianza y la ley del logaritmo
iterado para la sucesión

∑
(Xi−s − µ), (2.32) y (2.34) se obtiene

B
(3)
nk = O(log log n) a.s., (2.38)
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Para B(2)
nk se realiza un análisis similar, aplicando el principio de invarian-

za para
k∑
i=1

[(Xi−s − µ)(Xi−j − µ)− E ((Xi−s − µ)(Xi−j − µ))], además

B
(2)
nk =

k∑
i=1

(Xi−s − µ)

[
(µ̂n − µ)

(
1−

p∑
j=1

φj

)
+ (µ− µ̂n)

p∑
j=1

(φ̂nj − φj)

]

+
k∑
i=1

(Xi−s − µ)

p∑
j=1

(Xi−j − µ)(φ̂nj − φj)

± k
p∑
j=1

E (Xi−s − µ) (Xi−j − µ) (φ̂nj − φj) (2.39)

= k

p∑
j=1

E ((Xi−s − µ)(Yi−j − µ)) (φ̂nj − φj) +O(log log n) a.s..

(2.40)

El término de error Dnk, tiene la misma estructura que Bnk, excepto

por el valor k/n y que la suma es
n∑
i=1

. Por esta razón, todos los térmi-

nos en (2.38) y (2.39) no se cancela O(log log n), por tanto se tiene que
sup

1≤k≤n
|Bnk +Dnk| = O(log log n) a.s., con lo que se conluye la demostra-

ción para el caso 2.

3. Para detectar el cambio en σ2, se considera

∂

∂σ2
lk(µ̂n, σ̂

2
n, φ̂n) =

1

2σ̂4
n

k∑
i=1

ε̂2
i −

1

2σ̂4
n

k

n

n∑
i=1

ε̂2
i

=
1

2σ4

(
k∑
i=1

ε2
i −

k

n

n∑
i=1

ε2
i

)
+

[
1

2σ̂4
n

k∑
i=1

ε̂2
i −

1

2σ4

k∑
i=1

ε2
i

]

− k

n

[
1

σ̂

4 n∑
i=1

ε̂2
i −

1

σ4

n∑
i=1

ε2
i

]
= Ank +Bnk +Dnk.

Para Ank se obtiene por argumentos de principios de invarianza que

sup
0≤u≤1

∣∣∣n−1/2A[nu] − σ2B(u)
∣∣∣ = op(1),

para algún σ2
2 > 0 y un puente Browniano B(u). Dado que por el argu-

mento en (2.33), σ2 y σ̂2 no cambian la distribución asintótica, se puede
considerar
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k∑
i=1

(ε̂2
i − εi) =

k∑
i=1

[
Xi − µ̂n −

p∑
j=1

φ̂j(Xi−j − µ̂)

]2

−
k∑
i=1

[
Xi − µ−

p∑
i=1

φj(Xi−j − µ)

]2

±
k∑
i=1

[
Xi − µ−

p∑
j=1

φ̂j(Xi−j − µ)

]2

.

Se tiene

k∑
i=1

ε2
i −

k∑
i=1

[
Xi − µ−

p∑
j=1

φ̂j(Xi−j − µ)

]2

= k
i=1

(
− 2(Xi − µ)

p∑
j=1

(φj − φ̂nj)(Xi−j − µ)

+

[
p∑
j=1

φj(Xi−j − µ)

]2

−

[
p∑
j=1

φ̂j(Xi−j − µ)

]2)
.

De nuevo por los principios de invarianza para
k∑
i=1

(Xi − µ)(Xi−j − µ), la

ley del logaritmo iterado y (2.34), se obtienen términos del tipo

(φj − φ̂nj)
k∑
i=1

(Xi − µ)(Xi−j − µ) =(φj − φ̂nj)kE ((Xi − µ)(Xi−j − µ))

+O(log log n) a.s., 0 ≤ j ≤ p.

Ahora, considérese
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k∑
i=1


[
Xi − µ̂n −

p∑
j=1

φ̂nj(Xi−j − µ̂n)

]2

−

[
Xi − µ−

p∑
j=1

φ̂nj(X − i− j − µ)

]2


=
k∑
i=1

(
2(Xi − µ)(µ− µ̂n) + (µ− µ̂n)2 − 2(Xi − µ)

p∑
j=1

φ̂nj(Xi−j − µ̂n)

− 2(µ− µ̂n)

p∑
i=1

φ̂nj(Xi−j − µ̂n) +

(
p∑
j=1

φ̂nj(Xi−j − µ̂n)

)2

+ 2(Xi − µ)

p∑
i=1

φ̂nj(Xi−j − µ)−

(
p∑
i=1

φ̂nj(Xi−j − µ)

)2)
.

Obsérvese que en la relación anterior se tiene

(µ− µ̂n)
k∑
i=1

(Xi − µ) = O(log log n) a.s.,

k(µ− µ̂n) = O(log log n) a.s. y

k∑
i=1

( p∑
j=1

φ̂nj(Xi−j − µ̂n)

)2

−

(
p∑
j=1

φ̂nj(Xi−j − µ)

)2


=
k∑
i=1

[
p∑
i=1

p∑
l=1

φ̂njφ̂nl(Xi−j − µ̂n)(Xi−l − µ̂n)

−
p∑
j=1

p∑
l=1

φ̂njφ̂nl(Xi−j − µ)(Xi−l − µ)

]

=
k∑
i=1

{
p∑
j=1

p∑
l=1

φ̂njφ̂nl
[
(µ̂n − µ) ((Xi−l − µ) + (Xi−j − µ)) + (µ̂n − µn)2

]}
= O(log log n) a.s.

Dado que los términos (φj − φ̂nj)kE ((Xi − µ)(Xi−j − µ)) en Bnk y Dnk

se cancelan cada uno para 0 ≤ j ≤ p y el resto de los términos son
O(log log n) a.s., el apartado 3 del teorema queda demostrado.

Para pruebas simultáneas del cambio en d parámetros para tener un nivel de
signi�cancia α exacto, se sugiere utilizar α∗ = 1 − (1 − α)1/d para cada com-
ponente, así para pruebas de un solo lado, se tiene,
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Prueba 1: Si sup
0≤u≤1

B̂BB
(j)

(u) ≥ C1(α∗), entonces se concluye que existe un cam-

bio en el parámetro ξj, (j = 1, . . . , p+ 2) sobre la sucesión Y1, . . . , Yn. El valor

crítico C1(α∗) se obtiene de la relación P

(
sup

0≤u≤1
BBB(1)(u) ≥ x

)
= e−2x2 .

Para pruebas de dos lados, se tiene

Prueba 2: Si sup
0≤u≤1

B̂BB
(j)

(u) ≥ C2(α∗), entonces se concluye que existe un

cambio en el parámetro ξj, (j = 1, . . . , p + 2) sobre la sucesión Y1, . . . , Yn.

El valor crítico C2(α∗) se obtiene de la relación P

(
sup

0≤u≤1
|BBB(1)(u)| > x

)
=∑

k 6=0(−1)k+1exp−2k2x2 .

Una vez que se asegura el cambio para ξj, j = 1, . . . , p+ 2, en τ = [ρn], 0 ≤
ρ ≤ 1, el estimador para τ en la prueba unilateral es

τ̂ = mín
k

{
∂

∂ξj
lk(ξ̂ξξn) = máx

1<m≤n

∂

∂ξj
lm(ξ̂ξξn)

}
, (2.41)

o bien

τ̂ = mín
n

{
∂

∂ξj
lk(ξ̂ξξn) = mín

1<m≤n

∂

∂ξj
lm(ξ̂ξξn)

}
.

Para una prueba bilateral el estimador de τ es

τ̂n = mín
k

{∣∣ ∂
∂ξj

lk(ξ̂ξξn)
∣∣ = máx

1<m≤n

∣∣ ∂
∂ξj

lm(ξ̂ξξn)
∣∣} . (2.42)

3.3. Metodologías paramétricas para múltiples
puntos de cambio

Sea {xt, t = 1, . . . , n} una sucesión ordenada de datos, supóngase que existenm
puntos de cambio ordenados en tiempos aleatorios τττ = (τ1, . . . , τm), con τ0 = 1,
τm+1 = n por tanto cada punto de cambio, induce una partición sobre los datos
en m + 1 segmentos, donde el i−ésimo segmento contendrá las observaciones
(xτi−1+1, . . . , xτi). Algo comúnmete utilizado para identi�car múltiples puntos
de cambio es, minimizar∑

1≤i≤m+1

[
C(xτi−1+1,...,τi)

]
+ βf(m),

con respecto a m y τ1, τ2, . . . , τm. Aquí C(xτi−1+1,...,τi) es una función de costo
para un segmento y βf(m) es un término de penalización para evitar un sobre
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ajuste [87]. Algunas funciones de costo comúnmente utilizadas, son el inverso
aditivo de la función de probabilidad de registro, las sumas acumuladas [51],
otros métodos incluyen la aplicación de información de entropía, para la pe-
nalización βf(m) [19]. La opción más común de penalización es lineal en el
número de puntos de cambio, es decir βf(m) = βm. Ejemplos de tales san-
ciones incluyen el Criterio de información de Akaike (AIC) y el Criterio de
información de Schwarz (BIC) [25].
Para los métodos que se verán en esta sección, se quiere probar la hipótesis

H0 : No existe un punto de cambio en los datos.

vs

H1 : Existe un cambio en los datos.

Método Pruned Exact Linear Time (PELT)

El método Pruned Exact Linear Time, está basado en el método propuesto por
Jackson [54] y Yao[105]. Sea {xt, t = 1, . . . , n} un conjunto de observaciones,
la idea del método es la búsqueda de una partición óptima de los datos en
un intervalo de tiempo I cuyos elementos son conjuntos de celdas de datos no
provocarán una pérdida signi�cativa de información.

Una partición PPP de un intervalo I es un conjunto de bloques {τ1, . . . , τm},
PPP (I) = {Bk, k ∈ M },M ≡ {1, 2, . . . ,m}, donde los bloques son conjuntos
de celdas de datos, de�nidos por conjuntos de índices Nk: Bk = {xt, t ∈ Nk}
que satisfacen las condiciones ∪

k
Bk = I y Bk ∩ Bk′ = ∅ si k 6= k′, el número

de bloques debe satisfacer 0 ≤ m ≤ n. Sea P ∗ el conjunto (�nito) de todas
las particiones de I en bloques. Considérese como una función de ajuste, que
asigna un valor a cualquier partición PPP ∈ P ∗ en la forma

V (PPP ) =
∑

1≤i≤m+1

[
C(xτi−1+1,...,τi) + β

]
, (3.43)

donde C(xτi−1+1,...,τi) es el bloque de ajuste Bk y debe ser minimizado con
la �nalidad de encontrar un punto de cambio. De acuerdo con [87], el método
PELT, propone un paso de poda, el cual incrementa la e�ciencia computacional
asegurando además un mínimo global de la función de costo, la cual es lineal
en n (3.43). La segmentación óptima es F (n), donde

F (n) = min
τ

{ ∑
1≤i≤m+1

[
C(xτi−1+1, . . . , xτi) + β

]}
.

El código para programar el método PELT se muestra en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1: Pseudocódigo del método PELT.

Datos de entrada: Conjunto de observaciones (x1, . . . , xn), xi ∈ R
Medida de ajuste C(·) que depende de los datos.
Constante de penalización β que no depende del número de o ubicación de los puntos de cambio.
Constante K que satisface la ecuación C(x(t+1):s) + C(x(s+1):n) +K ≤ C(x(t+1):n), para todo t < s < n
Proceso: Sea n el total de datos, F (0) = −β, cp(0) = Null, R1 = 0.
Iteraciones: Para τ∗ = 1, 2, . . . , n,
1. Calcular F (τ∗) = mı́n

τ∈τ∗

[
F (τ) + C(x(τ+1):τ∗) + β

]
2. Sea τ 1 = arg

{
mı́n
τ∈Rτ∗

[
F (τ) + C(x(τ+1):τ∗) + β

]}
.

3. Considerar cp(τ ∗) = [cp(τ 1, τ 1)]
4. Sea Rτ∗+1 = {τ ∈ Rτ∗ ∪ {τ ∗} : F (τ) + C(x(τ+1):τ∗) +K ≤ F (τ ∗)}.
Salida: Los puntos de cambio almacenados en cp(n)

Método de Segmentación Binaria (BS)

El método de segmentación binaria (BS), considera el modelo xt = ft+ξt, t =
1, · · · , n, donde f(t) es una señal determinista, unidimensional, constante por
partes con puntos de cambio cuyo número N y sus ubicaciones τ1, · · · , τn son
desconocidos y la secuencia aleatoria {ξt}n1 es Gaussiana i.i.d. con media cero
y varianza 1.

Este método utiliza la estadística CUSUM de�nido por el producto interno
entre el vector (xs, ..., xe) y un vector particular de contraste dado por:

x̃bs,e =

√
e− b

n(b− s+ 1)

b∑
t=s

xt −

√
b− s+ 1

n− (e− b)

e∑
t=b+1

xt,

donde s ≤ b < e, con n = e−s+1. En este primer paso, el algoritmo BS calcula
x̃b1,n y después toma b1,1 = arg max

b:1≤b<n
|x̃b1,n| como el primer candidato para pun-

to de cambio, cuya importancia debe juzgarse según un determinado criterio.
Si se considera signi�cativo, el dominio [1, n] se divide en dos subintervalos a
la izquierda y a la derecha de b1,1 y la recursión continúa calculando x̃n1,b1,1 y
x̃bb1,1+1,n posiblemente resultando en más divisiones [32].

Este método, extiende cualquier método de punto de cambio único para múl-
tiples puntos de cambio repitiendo iterativamente el método en diferentes sub-
conjuntos de la secuencia para esto, comienza aplicando inicialmente el método
de punto de cambio único a todos los datos y prueba si existe τ tal que

C(x1:τ ) + C(xτ+1:n) + β < C(x1:n). (3.44)

Si (3.44) no se cumple, se garantiza que no hay punto de cambio a lo largo de
xxx = (x1, x2, . . . , xn) y el proceso �naliza; de lo contrario, los datos se dividen
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Tabla 3.2: Pseudocódigo del método BS.

Datos de entrada: Conjunto de observaciones (x1, . . . , xn), xi ∈ R
Estadística de prueba λ(·) que depende de los datos.
Estimador de puntos de cambio τ̂(·)
Región de rechazo β
Proceso: Sea C = ∅ y S = [1, n]
Iteraciones: Mientras S 6= ∅,
1. Elegir un elemento de S y denotar este elemento como [s, t].
2. Si λ(xs:t) < β, eliminar [s, t]
3. Si λ(xs:t) ≥ β:
a) Quitar [s, t] de S;
b) Calcular τ̂(xs:t) + s− 1 y agregar r a C;
c) Si r 6= s agregar [s, r] a S;
d) Si r 6= t− 1 agregar [r + 1, t] a S;
Salida: El conjunto de puntos de cambio almacenados en C.

en dos conjuntos, que consisten en la secuencia de datos antes y después del
punto de cambio, τα, el proceso se aplica nuevamente en cada partición hasta
que no se encuentren más puntos de cambio.

El pseudocódigo del método BS, se presenta en la Tabla 3.2

Método de Segmentación del vecino más cercano (SN)

El método del vecino más cercano (SN), utiliza programación dinámica para
detectar el punto de cambio, comienza estableciendo un límite superior en el
tamaño del espacio de segmentación (es decir, el número máximo de puntos de
cambio) que se requiere, este método continúa calculando la función de costo
para todos los segmentos posibles.
Toma el caso restringido que segmenta los datos hasta t, para t ≥ m + 1, en
m + 1 segmentos (usando k puntos de cambio), y denota el valor mínimo del
costo por Cm,t. La idea del método SN es buscar una relación entre Ct,m y
Cs,m−1 para s < t:

Cm,t = min
τττ

∑
1≤j≤m+1

C(xxxτj−1:τj)

= min
τ∈{m,...,t−1}

[Cm−1,τ + C(xxxτ :t)] .

Si esto se ejecuta para todos los valores de t hasta n y para j = 2, . . . ,m, en-
tonces se pueden adquirir las segmentaciones exactas con 1, . . . ,m segmentos.
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Para extraer la segmentación exacta, primero se deja que τ ∗l (t) denote la posi-
ción óptima del último punto de cambio si segmentamos los datos y1:t usando
l puntos de cambio. Esto se puede calcular como

τ ∗l (t) arg min
τ∈{l,...,t−1}

[Cl−1,τ + C(xτ+1:t)] .
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CAPÍTULO 4

Comparación de metodologías

Se cuenta con registros de temperatura máxima de una estación climatológica
ubicada en el municipio de Tlaxco- Tlaxcala, la estación está a cargo de Pro-
tección Civil del Estado de Tlaxcala y del Centro de Investigación en Cambio
Climático de la Universidad Autónoma de Tlaxcala. Con los registros, se apli-
caron y compararon metodologías paramétricas para determinar la existencia
de un sólo punto de cambio (AMOC) y de múltiples puntos de cambio expli-
cadas en el capítulo anterior. Para ello, se realizó un análisis de calidad de
datos, se completaron datos perdidos mediante regresión lineal y se ajustaron
modelos SARIMA antes y después de identi�car los puntos de cambio, �nal-
mente para el contraste de la bondad del ajuste de los modelos, se consideró
el Criterio de Información de Akaike (AIC).

4.1. Caracterización de la zona de estudio y aná-
lisis de calidad de datos

La Comisión de Protección Civil del Estado de Tlaxcala y el Centro de Inves-
tigación en Cambio Climático de la Universidad Autónoma de Tlaxcala, pro-
porcionaron información de 6 años (2 de septiembre de 2011 a 2 de septiembre
de 2017) de una estación climatológica, ubicada en el centro del municipio de
Tlaxco-Tlaxcala ( Figura 4.1).
Motivados por el interés de entender el comportamiento de la temperatura
máxima de la región en estudio, se realizó un grá�co box-plot de los registros;
ver Figura 4.2, para su construcción, se consideró la temperatura máxima por
semana, para ello, se tomó como primer semana del año a semana 1 del mes
de enero ( se considera como primer semana de enero, aquella semana que
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Figura 4.1: Ubicación geográ�ca del municipio de Tlaxco, Tlaxcala. Mapa extraido
de INEGI.

inicia con el primer domingo del mes de enero) y la semana 52 como la última
semana del mes de diciembre.
En la Figura 4.2, se observan los incrementos de la temperatura máxima hasta
alcanzar sus valores máximos en las semanas 11 a 23, las cuales coinciden con el
periodo de primavera, con la llegada de las lluvias ( mes de junio, semana 24),
se observa un descenso en la temperatura, en el box-plot también se destaca
el efecto de la canícula o sequía intraestival, evento climático que consiste en
una disminución de la cantidad de precipitación a la mitad de la temporada
de lluvias ( ocurre principalmente en los meses cálidos de julio y agosto), este
evento se caracteriza además de la disminución de la lluvia por un aumento de
la temperatura (semana 28 a 33).

4.2. Ajuste de modelos

El ajuste de los modelos que a continuación se presenta, fue realizado después
de eliminar los últimos 5 datos de la serie original y aplicando la metodología
Box-Jenkins [8]. Se analizó la función de autocorrelación (fac) y la función
de autocorrelación parcial (fap) de la serie para veri�car estacionaridad y es-
tacionalidad. La Figura 4.3, presenta la serie de tiempo de los registros de
temperatura en la cual se observa que la serie de tiempo no es estacionaria. Se
procedió entonces a realizar una diferencia a la serie y se observó que la fac
decrece de manera exponencial en forma rápida por lo que se pudo garantizar
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Figura 4.2: Grá�co box-plot y serie de tiempo, para los registros semanales de tem-
peratura máxima.

la estacionaridad de la serie con una diferencia.

Figura 4.3: Serie de tiempo para los registros semanales.
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Tabla 4.1: Modelos utilizados para ajustar los datos.

Modelo AIC
ARIMA(3,1,2) 1281.79
ARIMA(3,1,1) 1281.79
ARIMA(3,1,0) 1279.85
ARIMA(2,1,2) 1282.04
ARIMA(2,1,1) 1281.01

Tabla 4.2: Coe�cientes del modelo ARIMA(3,1,0).

ar1 ar2 ar3 Constatn
-0.4872 -0.2981 -0.1795 0.0036

s.e. 0.0559 0.0600 0.0559 0.0548
σ2 estimado: 3.563, aic = 1279.85

Con el análisis de la fac y la fap de la serie, se ajustaron varios modelos, con-
siderando como mejor modelo a aquel con el menor número de Akaike. En la
Tabla 4.1, se presentan todos los modelos que se ajustaron a los registros de
temperatura con su correspondiente valor de Akaike. De acuerdo al criterio de
Akaike, el mejor modelo para ajustar los datos, fue un modelo ARIMA(3, 1, 0)
cuyos coe�cientes se muestran en la Tabla 4.2. Una vez ajustado el modelo, se
realizó un análisis de residuos. Con la prueba de Ljung-Box se veri�có la no
correlación de los residuos y con la prueba de Shapiro se veri�có su normalidad
(Figura 4.4).

Con los coe�cientes del modelo obtenidos en la Tabla 4.2, el modelo ARIMA(3,
1, 0), que resultó ser elegido para modelar la temperatura máxima, es

Tmaxt =0.0036 + Tmaxt−1 − 0.4872(Tmaxt−1 − Tmaxt−2)

− 0.2981(Tmaxt−2 − Tmaxt−3)− 0.1795(Tmaxt−3 − Tmaxt−4) + εt,
(2.1)

donde Tmaxt denota a la Temperatura al instante t, εt es un proceso de Ruido
Blanco.
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Figura 4.4: Análisis de los residuos del modelo ARIMA(3, 1, 0).

4.3. Aplicación de metodologías para detectar
un sólo punto de cambio (AMOC)

Después de veri�car las suposiciones del Teorema 3.2, se calcularon los valores
del estadístico de prueba Λn(k) para k = 1, . . . , 313 (Figura 4.5), el valor má-
ximo para Λn(k) fue de Λn(k) para k = 36.

Considerando α = 0.05, el valor crítico para aceptar o rechazar un cambio en
los parámetros del modelo expresado por (2.1) es 15.76829, por lo tanto, existe
evidencia su�ciente para garantizar un cambio en algunos parámetros.
Para aplicar la metodología de Gombay, se estimó y gra�có cada componente
del vector B̂BB(u) (Figura 4.6). Además, en la Tabla 4.3, se presentan los valores
máximos de B̂BB(u) para 0 < u < 1 así como el valor de α, de lo que se puede
concluir que no se considera su�ciente evidencia para garantizar un cambio en
cualquier parámetro del modelo dado en (2.1).

Aplicando la librería changepoint de R, se detectó un único punto de cambio
(AMOC) en la media y la varianza de la base de datos.
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Figura 4.5: Valores del estadístico Λn(k), para k = 1, . . . , 313.

Tabla 4.3: Valores máximos para probar un cambio en los parámetros µ, σ2, φ1, φ2

and φ3.

Para probar un punto de cambio en: k sup
0≤u≤1

B̂BB(u) C1(0.01021614)

µ 245 0.3325948 1.5139
σ2 300 0.1475097 1.5139
φ1 48 0.5952468 1.5139
φ2 52 0.258343 1.5139
φ3 263 0.4006972 1.5139

Tabla 4.4: Ubicación de un punto de cambio en la media y la varianza de la tempe-
ratura máxima utilizando la librería changepoint de R.

Puntos de cambio estimado Semana Media estimada Media estimada
en la media antes del punto de cambio después del punto de cambio

250 22.64560 21.50152

Punto de cambio estimado Semana Varianza estimada Varianza estimada
en la varianza antes del punto de cambio después del punto de cambio

27 4.078351 9.970822
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(a) µ (b) σ2

(c) φ1 (d) φ2

(e) φ3

Figura 4.6: Valores de B̂BB(k), 0 < k ≤ n − 1, para cada parámetro del modelo dado
por (2.1).
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Detección de cambio en el promedio de los registros de la temperatura
 máxima utilizando el método AMOC

Registros semanales
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(a) Punto de cambio para la media.

Detección de cambio en la varianza de los registros de la temperatura máxima
 con el método AMOC
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(b) Punto de cambio para la varianza.

Figura 4.7: Ubicación de los puntos de cambio para la media y la varianza de la
temperatura máxima.
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4.3.1. Detección de múltiples puntos de cambio

Con la librería changepoint de R, se realizó el análisis para determinar múlti-
ples puntos de cambio usando los métodos PELT, BS y SN. Las tablas 4.5 y
4.7, presentan el número de puntos de cambio, así como su estimación de la
media y la varianza de la temperatura máxima, respectivamente.

Las Tablas 4.6 y 4.8 presentan todos los puntos de cambio de media y varianza
detectados con el método PELT. Para tener una mejor concepción de la ubi-
cación de los puntos de cambio identi�cados mediante los métodos PELT, BS
y SN y, para interpretar la ubicación de los puntos de cambio, se presentan las
Figuras 4.8 y 4.9.

Tabla 4.5: Número de puntos de cambio para la media de temperatura máxima.

Método Número de Punto de cambio Punto de cambio
puntos de cambio estimado Media

PELT 48 Ver Tabla 4.6 Ver Tabla 4.6

SN 4 237, 249, 270, 286 22.48312, 25.79167, 21.23333,
17.75000, 23.75333

BS 5 237, 250, 270, 286, 306, 22.48312, 25.60769, 21.12500,
17.75000, 24.48500, 22.29000

Tabla 4.6: Ubicación de los puntos de cambio en la media de la temperatura máxima,
determinada con el método PELT.

Semana 8 16 23 24 25 34 36 42 52
Promedio 21.38750 23.20000 20.94286 16.90000 20.30000 23.56667 26.90000 24.70000 21.14000
Semana 61 62 74 83 93 122 125 129 133
Promedio 22.32222 18.60000 22.05000 23.94444 25.73000 21.84138 18.96667 22.65000 24.47500
Semana 135 141 148 152 164 165 171 172 175
Promedio 27.45000 25.46667 22.50000 19.35000 22.00000 18.00000 22.06667 17.20000 22.06667
Semana 176 181 184 188 194 227 229 234 235
Promedio 16.90000 20.28000 24.20000 22.07500 25.60000 22.54848 18.00000 21.38000 25.40000
Semana 237 249 259 260 270 286 288 289 291
Promedio 20.60000 25.79167 21.78000 12.20000 21.59000 17.75000 22.70000 25.70000 21.10000
Semana 299 302 306
Promedio 24.80000 26.90000 24.32500 22.29000
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Detección de cambio en el promedio de los registros
 de la temperatura máxima
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(a) Método PELT.

Detección de cambio en el promedio de los registros de la temperatura máxima
 utilizando el método SegNeigh
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(b) Método SN.

Detección de cambio en el promedio de los registros de la temperatura máxima
 utilizando el método BinSeg
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(c) Método BS.

Figura 4.8: Ubicación de los puntos de cambio para la media de temperatura máxima.
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Detección de cambio en la varianza de los registros de la temperatura máxima 
 con el método PELT
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(a) Método PELT.

Detección de cambio en la varianza de los registros de la temperatura máxima,
 con el método SegNeigh
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(b) Método SN.

Detección de cambio en la varianza de los registros de la temperatura máxima 
 con el método BinSeg
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(c) Método BS.

Figura 4.9: Ubicación de los puntos de cambio para la varianza de temperatura
máxima.
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Tabla 4.7: Número de puntos de cambio en la varianza de la temperatura máxima.

Método Número de Puntos de cambio Varianzas
puntos de cambio estimados estimadas

PELT 17 Ver Tabla 4.8 Ver Tabla 4.8

SN 4 18 194 227 306 1.847222, 4.804260
1.454451, 11.119685, 1.043222

BS 4 18, 194, 227, 306 1.847222, 4.804260, 1.454451,
11.119685, 1.043222

Tabla 4.8: Ubicación de los puntos de cambio determinados con el método PELT.

Semana 18 42 82 93 122 152
Varianza 1.847222222 6.236503623 2.305583333 1.078545455 1.564655172 7.142298851
Semana 158 194 218 222 254 257
Varianza 0.092000000 5.700571429 1.654184783 0.056666667 7.507006048 0.003333333
Semana 260 270 286 288 306
Varianza 25.270000000 1.105444444 0.548000000 0.020000000 3.610882353 1.043222222

4.3.2. Modelos ajustados después de detectar puntos de

cambio en la media de temperatura máxima

Después de aplicar los métodos AMOC, BS, PELT y SN para la media, obser-
vamos que el método PELT realiza varias segmentaciones en los datos, por lo
tanto, no es posible un ajuste ARIMA. El método BS realiza seis particiones en
la base de datos; aunque, la última segmentación tiene solo siete datos (de la
semana 307 a la 313) y luego no es posible un ajuste SARIMA en este segmento.

Para modelar las particiones de series temporales y comparar sus resultados,
en este documento se consideraron particiones de los métodos AMOC y SN.
En el método SN, consideramos, como una segmentación, las particiones de las
semanas 276 a 286 (ver Figura 4.8), se ajustaron tres modelos ARIMA para
la temperatura máxima en lapsos: semanas 1 a 237, 238 a 286 y 287 a 313
aplicando la metodología de Box-Jenkins.

La tabla 4.9 muestra los modelos ARIMA ajustados; La �gura 4.10 presenta
las series de tiempo particionadas y su función de autocorrelación para cada
segmento.

La Tabla 4.10, presenta modelos ARIMA ajustados para tres particiones consi-
deradas con el método SN; La �gura 4.11 muestra cada partición para la serie
de tiempo.

50



Capítulo 4. Comparación de metodologías

Tabla 4.9: Modelos ajustados después de detectar un sólo punto de cambio.

Modelo ajustado AIC Modelo ajustado AIC
Primer bloque de datos Segundo bloque de datos

ARIMA(2,1,1) 987.06 ARIMA(1,1,1) 273.61
ARIMA(3,1,0) 987.74 ARIMA(2,1,0) 274.79

AMOC ARIMA(2,1,2) 988.47 ARIMA(2,1,1) 275.61
Method ARIMA(3,1,1) 988.85 ARIMA(2,1,2) 277.52

ARIMA(3,1,2) 990.47
ARIMA(2,2,2) 991.34
ARIMA(2,1,0) 994.72

Tabla 4.10: Ajuste de modelos después de aplicar el método SN.

Modelo ajustado AIC Modelo ajustado AIC Modelo ajustado AIC
Primer segmentación Segunda segmentación Tercera segmentación

ARIMA(2,1,1) 914.29 ARIMA(1,1,1) 191.99 MA(1) 108.29
Método ARIMA(3,1,2) 917.13 ARIMA(2,1,2) 194.44 ARMA(1,1) 110.21
SN ARIMA(2,1,2) 924.6 ARIMA(1,1,0) 194.84 MA(2) 110.23

ARIMA(3,1,1) 924.64 ARIMA(1,1,2) 197.58 ARMA(1,2) 111.71
ARMA(2,2) 113.5

Para elegir el mejor modelo para la serie temporal dividida, se consideraron
los Criterios de Información de Akaike, después de aplicar el método AMOC,
el ajuste a la serie temporal se presenta en (3.2), la ecuación (3.3), representa
el ajuste después de aplicar el método SN.

Tmaxt =



Tmaxt−1 + 0.0213− 0.7750(Tmaxt−1 − Tmaxt−2)

+0.0732(Tmaxt−2 − Tmaxt−3)− 0.2464εt−1 + 0.5789εt−2

+εt, if 1 ≤ t ≤ 250

0.0102 + Tmaxt−1 + 0.0419(Tmaxt−1 − Tmaxt−2) + 0.5162εt−1

+εt, if t ≥ 250

.

(3.2)

Tmaxt =



−0.0008 + Tmaxt−1 + 0.4547(Tmaxt−1 − Tmaxt−2)

+0.1698(Tmaxt−2 − Tmaxt−3)− εt−1 + εt, si 1 ≤ t ≤ 237

−0.2044 + Tmaxt−1 + 0.3740(Tmaxt−1 − Tmaxt−2) + εt−1

+εt, si 238 ≤ t ≤ 286

23.8714 + 0.3968εt−1, si t ≥ 287

.

(3.3)
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(b) Segunda segmentación.

Figura 4.10: Segmentación de la serie temporal después de detectar un punto de
cambio.
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(c) Tercer segmentación.

Figura 4.11: Series de tiempo particionadas después de aplicar el método SN.
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Con la �nalidad de determinar cambios en la temperatura máxima de un mu-
nicipio del norte del Estado de Tlaxcala, mediante metodologías estadísticas,
se realizó un estudio comparativo sobre metodologías para detectar puntos de
cambio en series de tiempo. Para la implementación de las metodologías, el
Centro de Investigación en Cambio Climático de la Universidad Atónoma del
Estado de Tlaxcala junto con Protección Civil del Estado, proporcionaron una
base de datos (2 de septiembre de 2011 a 2 septiembre de 2017) de una esta-
ción climatológica ubicada en Tlaxco, Tlaxcala. Esta estación, registra entre
otras variables climáticas, la temeratura máxima en intervalos de cada media
hora. Para la implementación de las metodologías descritas en este trabajo
de investigación, fue necesario un análisis de calidad de datos que incluyó la
estimación de datos perdidos (se tuvo una pérdida de información del 2 %),
para estimar los datos perdidos de un año en particular, se consideró hacer un
proceso de regresión lineal con el año en que se obtuvo la correlación más alta.
La base de datos original, puede solicitarse a Dr. Tomás Morales Acoltzi vía
el siguiente correo electrónico acoltzi@atmosfera.unam.mx.

Para la implementación de las metodologías de Davis et al. y Gombay E., se
desarrollaron programas en R (ver Apéndice B), dado que las metodologías
consideran matrices inversas y dado que se realizó una diferencia a la base de
datos para que se cumplieran todos los supuestos de las metodologías, compu-
tacionalmente, se provocó que R no pudo calcular la inversa de las matrices
correspondientes, por lo que se implementó en las metodologías, el cálculo de
la matriz inversa generalizada.

Las metodologías de Davis et al. [17] y Gombay [37] nos permiten probar si
existe un único punto de cambio o no en algún parámetro del modelo autorre-
gresivo de orden p; sin embargo, la metodología de Davis et al. no nos permite
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estimar el tiempo en que ocurre. Al aplicar estas metodologías en la base de
datos de temperatura máxima, los resultados encontrados muestran que con la
metodología de Davis et al., la evidencia de un cambio en los parámetros del
modelo autorregresivo propuesto, por otro lado, la metodología de Gombay, no
proporciona evidencia su�ciente para considerar un cambio, esto se atribuye al
hecho de que para ajustar el modelo autorregresivo a la base de datos, hubo
que hacer una diferencia.

Las otras metodologías aplicadas no consideran la estructura de los datos,
además de estar diseñadas para estimar los puntos de cambio en la media y la
varianza. El método AMOC estima un único punto de cambio, mientras que el
método PELT estima 48 puntos de cambio en la base de datos considerada. La
segmentación de esta última metodología hace que sea difícil proponer modelos
que se ajusten a la base de datos. Para el cambio en la media de la temperatura
máxima, los métodos AMOC, PELT, SN y BS detectaron el mismo punto de
cambio en la semana 250.

La metodología de Gombay no se presentó evidencia su�ciente para decidir un
cambio en la varianza, el método AMOC estima un cambio en la varianza en
la semana 27 y los métodos PELT, SN y BS coinciden con un cambio en las
semanas 18, 194, 227 y 306. Con el método AMOC, el cambio se informa en la
semana 250, que representa la tercera semana de junio de 2016, revisando los
episodios de frío y calor por temporada informados por el Centro de Predicción
Climática [80], en el mes de junio de 2016, se observa que el océano cambió
de un calentamiento a un enfriamiento, esto nos permite validar el cambio
re�ejado con el método AMOC, de manera similar, para el método SN, los
puntos de cambio estimados coinciden con la transición de un calentamiento
al enfriamiento del océano (semana 237, que representa la última semana del
mes de febrero de 2016) y un período sin calentamiento del océano hasta un
enfriamiento (semana 287, que representa el mes de junio de 2017).

Aunque los métodos PELT y BS detectan un cambio en la semana 306 (Tablas
4.5, 4.6, 4.7 y 4.8), esta semana es de las últimas observaciones por lo tanto,
éste cambio detectado puede no ser un punto de cambio con�able.

El estudio de los puntos de cambio en los datos climáticos a nivel regional
es esencial para los tomadores de decisiones y para el desarrollo local de las
comunidades a analizar, ya que el nivel de impacto en su crecimiento económi-
co puede dimensionarse al mismo tiempo que podrá establecer medidas para
adaptarse a estos cambios con la sociedad y los sectores político-económicos.

A lo largo del desarrollo de esta investigación, se participó en congresos na-
cionales, internacionales además de tener un artículo que ha sido aceptado, a
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continuación, se lista los congresos y el artículo que sustentan este proyecto.

1. Distribución asintótica de la prueba de razón de verosimilitud para veri-
�car la existencia de puntos de cambio. XXXI Foro Internacional de la
Probabilidad y Estadística (2015).

2. Puntos de cambio en series de tiempo. 4 CIMA FCFM-BUAP (2016).

3. Distribución asintótica de una prueba de razón de verosimilitud para ve-
ri�car la existencia de puntos de cambio. XVI Encuentro de la Partici-
pación de la Mujer en la Ciencia (2017).

4. Change point analysis of maximum temperature databases in Tlaxco,
Tlaxcala, México. International Congress of Mathematicians. Río de Ja-
neiro Brasil (2018).

5. Detección de cambios en la temperatura máxima de Tlaxco, Tlaxcala uti-
lizando metodologías de puntos de cambio. XV Encuentro de la Partici-
pación de la Mujer en la Ciencia (2019) [45].

6. Parametric methodologies for detecting changes in maximum temperature
of Tlaxco-Tlaxcala, México (artículo aceptado en el Journal of Probabi-
lity and Statistics) [44].

Para los estudios posteriores, se tiene la intención de considerar modelos esta-
cionales, así como modelos multivariados que pueden estar relacionados para
describir el clima de alguna región.

La aplicación de las metodología paramétricas descritas en el capítulo 3, per-
mitió identi�car trabajos futuros con los que se puede continuar a partir de
este estudio, a continuación se presenta una lista de los posibles trabajos.

Dado que la mayoría de las series de tiempo que se analizan en el área
de climatología son estacionales, es importante implementar metodolo-
gías paramétricas y no paramétricas para detectar puntos de cambio en
modelos SARIMA.

De acuerdo con la metodología del IPCC, es necesario comparar los resul-
tados con series temporales históricas para veri�car los cambios obtenidos
y poder identi�car las causas de esos cambios (las causas pueden ser por
variabilidad natural o bien por actividades antropogénicas).

Con base en los resultados de la distribución exacta obtenida en el Teore-
ma 3.2 del capítulo 3 que utiliza resultados del teorema de Darling-Erdös,
se considera que es posible lograr una mejora proponiendo una sucesión

57



Conclusiones

de constantes an y bn de este teorema, utilizando métodos de Montecarlo
y la teoría de valores extremos.

Algunas metodologías estudiadas que no se presentaron en este traba-
jo, determinan un estadístico de prueba cuya distribución asíntótica es
proporcional a una distribución χ2, por lo cual es importante analizar el
comportamiento de las ditribuciones de este tipo.
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APÉNDICE A

Convergencia Estocástica

A.1. Convergencia en distribución

De�nición A.1 Sea {Fn} una sucesión de funciones de distribución. Si exis-
te una función de distribución F , tal que Fn(x) → F (x) conforme n → ∞
en cada punto x en el que F es continua, se dice que Fn converge en ley (o

débilmente a F ) y se denota por Fn
d→ F .

La de�nición A.1, signi�ca que para todo ε > 0 existe N(ε, x) ∈ N, tal que
para todo n ≥ N(ε, x) y todo punto de continuidad x de F ,

|Fn(x)− F (x)| < ε.

De�nición A.2 Si {Xn} es una sucesión de variables aleatorias y Fn es la
correspondiente sucesión de funciones de distribución, se dice que Xn converge
en distribución a X si existe una variable aleatoria X con función de distri-

bución F tal que Fn
d→ F y se denota por Xn

d→ X.

Teorema A.1 Sea {X}n≥1 una sucesión de variables aleatorias con valores
reales, considérese fn(k) = P{Xn = k}, k = 0, 1, . . . la función de probabildad
de Xn, n = 1, 2, . . . y f(k) = P{X = k} como la función de densidad de X.
Entonces,

fn(x)→ f(x) para todo x⇔ Xn
d→ X.

Demostración:⇒) Como para cada k, fn(k)→ f(k), se cumple que
∑k

j=−∞ fn(j)→∑k
j=−∞ f(j)⇒ Fn(k)→ F (k).
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⇐) Supóngase que Xn
d→ X, entonces

lím
n→∞

k∑
j=−∞

fn(k) =
k∑

j=−∞

f(k)⇒

lím
n→∞

∫
(−∞,k]

XndP =

∫
(−∞,k]

XdP.

Teorema A.2 Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias tales que Xn
d→

X y sea c una constante, entonces

a. Xn + c
d→ X + c,

b. cXn
d→ cX.

Demostración:

a. Sea ε > 0, como Xn
d→ X existe N(ε, x) tal que para todo n ≥ N(ε, x)

y todo punto de continuidad x de F ,

∣∣∣P{Xn + c ≤ x} − P{X + c ≤ x}
∣∣∣ =

∣∣∣P{Xn ≤ x− c} − P{X ≤ x− c}
∣∣∣

=
∣∣∣Fn(x− c)− F (x− c)

∣∣∣ < ε.

b. Sea c < 0, ε > 0, como Xn
d→ X existe N(ε, x) tal que para todo

n ≥ N(ε, x) y todo punto de continuidad x de F ,

∣∣∣P{cXn ≤ x} − P{cX ≤ x}
∣∣∣ =

∣∣∣P {Xn ≥
x

c

}
− P

{
X ≥ x

c

} ∣∣∣
=
∣∣∣1− P {Xn <

x

c

}
− 1 + P

{
X <

x

c

} ∣∣∣
=
∣∣∣Fn (x

c

)
− F

(x
c

) ∣∣∣ < ε.

Para c > 0, se prueba de manera similar.

A.2. Convergencia en Probabilidad

De�nición A.3 Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias de�nidas en
algún espacio de probabilidad (Ω,F , P ). Se dice que la sucesión {Xn} converge
en probabilidad a la varialbe aleatoria X si para cualquier ε > 0

P{|Xn −X| > ε} → 0
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conforme n→∞,
o equivalentemente P{|Xn − X| ≤ ε} = 1 conforme n → ∞ y se escribe

Xn
P→ X.

Teorema A.3 Sea Xn
P→ X y g una función continua de�nida sobre R, en-

tonces g(Xn)
P→ g(x) conforme n→∞.

Demostración:
Como X es una variable aleatoria, dado ε > 0 se puede encontrar una cons-
tante k = k(ε) tal que P{|X| > k} < ε

2
.

Como g es una función continua sobre R, se cumple que g es uniformemen-
te continua sobre [−k, k], así, es posible encontrar un δ = δ(ε, k) tal que
|g(xn − g(x))| < ε siempre que |x| < k y |xn − x| < δ.

Sea A = {|X| ≥ k}, B = {|Xn − X|} < δ, C = {|g(Xn) − g(X)|} < ε, de
forma que A ∩ B ⊆ C y de donde se sigue que Cc ⊂ Ac ∪ Bc y por lo tanto
P (Cc) ≤ P (Ac) + P (Bc).

Así, P{|g(xn − g(x))| ≥ ε} ≤ P{|x| > k}+ P{|xn − x| ≥ δ} < ε.

Para n ≥ N(ε, δ, k), donde N(ε, δ, k) es elegido de tal forma que

P{|Xn −X| ≥ δ} < ε/2, para n ≥ N(ε, δ, k).

Teorema A.4 Si Xn
P→ X entonces Xn

d→ X.

Demostración:
Sean Fn y F las funciones de distribución de Xn y X respectivamente.

{ω : X(ω) ≤ x′} = {ω : X(ω) ≤ x ∩X(ω) ≤ x′} ∪ {ω : X(ω) > x ∩X(ω) ≤ x′}
⊂ {Xn ≤ x} ∪ {Xn > x ∩Xn ≤ x′},

Así, F (x′) ≤ Fn(X) + P{Xn > x,Xn ≤ x′}.

Como Xn −X
P→ 0, se cumple para x′ ≤ x,

P{Xn > x,X ≤ x′} ≤ P{|Xn −X| > x − x′} → 0 conforme n → ∞, por
lo tanto, F (x′) ≤ lím

n→∞
Fn(x), x′ < x.

Similarmente, intercambiando X y Xn y x y x′ se tiene

lím
n→∞

Fn(x) ≤ F (x′′), x < x′′.
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Así para x′ < x < x′′, se tiene

F (x′) ≤ límFn(x) ≤ límF (x) ≤ F (x′′).

Como F tiene un número contable de puntos de discontinuidad, se elige x un
punto de continuidad de F tal que x′′ ↓ x y x′ ↑ x, así se tiene

F (x) = lím
n→∞

Fn(x),

en todos los puntos de continuidad de F .

A.3. Convergencia casi segura

De�nición A.4 Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias. Se dice que
Xn converge casi seguramente (a.s) a una variable aleatoria X sí y sólo si

P
{
ω : lím

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
= 1,

Teorema A.5 Xn
a.s→ X sí y sólo si lím

n→∞
P

{
sup
m≥n
|Xm −X| > ε

}
= 0.

Demostración:
Como Xn

a.s→ X, Xn − X
a.s→ 0, por lo que será su�ciente demostrar la equi-

valencia de Xn
a.s→ 0 y lím

n→∞
P

{
sup
m≥n
|Xm −X| > ε

}
= 0. ⇒) Supongamos que

Xn
a.s→ 0. Sea ε > 0 y considérese

An(ε) =

{
sup
m≥n
|Xm| > ε

}
, C =

{
lím
n→∞

Xn = 0
}

y Bn(ε) = C ∩ An(ε).

Se puede veri�car que Bn+1(ε) ⊂ Bn(ε) y por tanto ∩∞n=1Bn(ε) = ∅, así que
lím
n→∞

P {Bn(ε)} = P {∩∞n=1Bn(ε)} = P{∅} = 0.

Como P (C) = 1 (pues Xn
a.s→ X), P (Cc) = 0, entonces,

P (Bn(ε)) = P (An(ε) ∩ C) = 1− P (Cc ∪ Acn(ε))

= 1− P (Cc)− P (Acn(ε)) + P (Cc ∩ Acn(ε))

= P (An(ε)) + P (Cc ∩ Acn(ε))

= P (An(ε)).

∴ lím
n→∞

P (Bn(ε)) = lím
n→∞

P (An(ε))⇒ lim
n→∞

P

{
sup
m≥n
|Xm| > ε

}
= 0. Así, si Xn

a.s.→

0⇒ lím
n→∞

P

{
sup
m≥n
|Xm| > ε

}
.
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⇐) Supóngase que lím
n→∞

P

{
sup
m≥n
|Xm| > ε

}
= lím

n→∞
An(ε) = 0 y sea D(ε) ={

lím
n→∞
|Xn| > ε > 0

}
.D(ε) ⊂ An(ε), para n = 1, 2, . . . , por lo tanto 0 ≥ P (D(ε)) ≤

P (An(ε)) →
n→∞

0⇒ P (D(ε)) = 0.

También se cumple

Cc =
{
ω : lím

n→∞
Xn(ω) 6= 0

}
⊂
⋃∞
n=1

{
lím
n→∞
|Xn(ω)| > 1

k

}
, así,

P (Cc) = 1− P (C) ≤
∑∞

n=1 P

{
D

(
1

k

)}
= 0, por lo tanto

P (C) = 1, es decir;

P
{
ω : lím

n→∞
Xn

}
= 0⇒ Xn

a.s→ 0.

Observación A.1 Xn
a.s→ 0 signi�ca que para todo ε > 0, η > 0 arbitrario, se

puede encontrar η0 tal que

P

{
sup
η≥η0
|Xn| > ε

}
< η,

en efecto se puede escribir equivalentemente que

lím
η0→∞

P

{⋃
η≥η0

{|Xn| > ε}

}
= 0.

Teorema A.6 Si Xn
a.s→ X entonces Xn

P→ X.

Demostración: Por la observación anterior, para ε > 0 y η > 0 se puede

encontrar un η0 = η0(ε, η) tal que P
{⋂∞

η=η0
{|Xn −X|} ≤ ε

}
≥ 1− η.⋂∞

η=η0
{ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≤ ε} ⊂ {ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≤ ε} para η ≥ η0, así

para η ≥ η0,

P {|Xn −X| ≤ ε} ≥ P
{⋂∞

η=η0
{|Xn −X| ≤ ε}

}
≥ 1− η entonces,

P {|Xn −X| ≤ ε} ≥ 1− η ⇒ P{|Xn −X| > ε} < 1− (1− η) = η ∀η ≥ η0 ⇒
lím
n→∞

P{|Xn −X| > ε} = 0⇒ Xn
P→ X.

Teorema A.7 Sean {Xn, Yn}n≥1 una sucesión de variables aleatorias tales que

|Xn − Y |
P→ 0 y Yn

d→ Y entonces Xn
d→ Y.
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Demostración: Sea x un punto de continuidad de la función de distribución
de Y y ε > 0. Entonces,

P{Xn ≤ x} = P{Xn ≤ x+ Yn − Yn}
= P{Yn ≤ x+ Yn −Xn}
= P{Yn ≤ x+ Yn −Xn, Yn −Xn ≤ ε}
+ P{Yn ≤ x+ Yn −Xn, Yn −Xn > ε}
≤ P{Yn ≤ x+ ε}+ P{Yn −Xn > ε}.

Como lím
n→∞

P{|Yn −Xn| > ε} = 0 entonces

lím
n→∞

P{Xn ≤ x} ≤ lím
n→∞

P{Yn ≤ x+ ε}, similarmente,

P{Yn ≤ x− ε} = P{Yn ≤ x+Xn −Xn}
= P{Xn ≤ x− ε+Xn − Yn}
= P{Xn ≤ x− ε+Xn − Yn, Xn − Yn ≤ ε}
+ P{Xn ≤ x− ε+Xn − Yn, Xn − Yn > ε}
≤ P{Xn − Yn > ε}+ P{Xn ≤ x}.

Luego,
lím
n→∞

P{Yn ≤ x− ε} ≤ lím
n→∞

P{Xn − Yn > ε}+ lím
n→∞

P{Xn ≤ x}, así,

lím
n→∞

P{Yn ≤ x − ε} ≤ lím
n→∞

P{Xn ≤ x} ≤ lím
n→∞

P{Xn ≤ x} ≤ lím
n→∞

P{Yn ≤

x+ ε}
como ε > 0, el resultado se obtiene si ε→ 0.

Corolario A.1 Si Xn
P→ X entonces Xn

d→ X.

Demostración: Considerando Yn = Xn, se tiene que Xn − X
P→ 0 y Yn =

Xn
d→ X = Y , luego por el teorema anterior, Xn

d→ X.

Teorema A.8 (Teormea de Slutsky) Sea {Xn, Yn}n≥1 una sucesión de pa-
res de variables aleatorias y c una constante. Entonces

1. Xn
d→ X, Yn

P→ c⇒ Xn + Yn
d→ X + c.

2. Xn
d→ X, Yn

P→ c⇒ {
XnYn

d→ cX si c 6= 0,

XnYn
P→ 0 si c = 0,

3. Xn
d→ X, Yn

P→ c⇒ Xn

Yn

d→ X

c
.
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Demostración:

1. Como Yn
P→ c entonces (Yn + Xn) − (Xn + c)

P→ 0, si Xn
d→ X implica

que Xn + c
d→ X + c, luego por el teorema anterior, Yn +Xn

d→ X + c.

2. a) Supóngase que c 6= 0, comoXn es una variable aleatoria y Yn−c
P→ 0

entonces XnYn − cXn = Xn(Yn − c)
P→ 0, además si Xn

d→ X

entonces cXn
d→ cX, luego por el teorema anterior, XnYn

d→ cX.

b) Sea c = 0, para cualquier k > 0 �jo,

P {|XnYn| > ε} = P
{
|XnYn| > ε, |Yn| ≤

ε

k

}
+ P

{
|XnYn| > ε, |Yn| >

ε

k

}

= P

{
|Xn| >

ε

|Yn|
,
ε

|Yn|
≥ k

}
+ P

{
|XnYn| > ε, |Yn| >

ε

k

}
luego P {|XnYn| > ε} ≤ P{|Xn| > k}+ P

{
|Yn| >

ε

k

}
,

como Yn
P→ 0 y Xn

d→ X, se sigue que para k �jo y positivo,

lím
n→∞

P{|XnYn| > ε} ≤ lím
n→∞

P{|Xn| > k}+ lím
n→∞

P
{
|Yn| >

ε

k

}
= P{|X| > k},

como k es arbitrario, es posible hacer P{|X| > k} tan pequeño como sea

posible, tomando k su�cientemente grande, así se sigue que XnYn
P→ 0.

3. como Yn
P→ c, c 6= 0, Y −1

n
P→ c−1 ⇒ Y −1

n − c−1 P→ 0, como Xn es una

variable aleatoria, Xn(Y −1
n − c−1) = XnY

−1
n − c−1Xn

P→ 0, y c−1Xn
d→

c−1X, luego por el teorema anterior, XnY n
−1 d→ c−1X.

Teorema A.9 (Teorema del mapeo continuo) Sea g : Rk → Rm conti-
nua en cada punto de un conjunto C tal que P (XXX ∈ C) = 1.

1. Si XXXn
a.s→XXX entonces g(XXXn)

a.s→ g(XXX).

2. Si XXXn
P→XXX entonces g(XXXn)

P→ g(XXX).

3. Si XXXn
d→XXX entonces g(XXXn)

d→ g(XXX).

Demostración:
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1. Supóngase que XXXn
a.s→ XXX. Para ω ∈ Ω tal que XXXn(ω) → XXX(ω) y tal

que g es continua en XXX(ω), se tiene que g(XXXn(ω)) → g(XXX(ω)) confor-
me n → ∞. Por suposición, el conjunto de ω tiene probabilidad 1, así
g(XXXn(ω))

a.s.→ g(XXX(ω))

2. Sea XXXn
P→ XXX y supóngase que g(XXXn)

P9 g(XXX), entonces, para algún
ε > 0 y ∆ > 0 existe una subsucesión nk para la cual

(∗)P (|g(XXXnk)− g(XXX)| > ε) > ∆, para todo k = 1, 2, . . .

pero XXXn
P→ XXX implica que XXXnk

P→ XXX, luego es posible garantizar la
existencia de una subsucesión {nkj} de {nk} para la que

XXXnj
a.s.→ XXX, j →∞

y como convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad, se

tiene g(XXXnkj
)
P→ g(XXX), contradiciendo (∗), por lo tanto g(XXXn)

P→ g(XXX).

3. Supóngase que XXXn
d→XXX, es posible construir sobre un espacio de proba-

bilidad (Ω′,A ′, P ′) algunos vectores aleatorios YYY 1,YYY 2, . . . , y YYY tales que
(Y1) = (X1), (Y2) = (X2), . . . ,, (Y ) = (X) y YYY n → YYY con probabilidad
P ′ de 1. Sea D el conjunto de discontinuidad de la función g, entonces,

P ′ ({ω′ : g es discontinua en YYY (ω′)}) = P ′(YYY −1(D))

= P ′YYY (D) = PXXX(D) = P (XXX−1(D))

= 0

por el inciso 1, g(YYY n) → g(YYY ) con probabilidad P ′ de 1, así g(YYY n)
d→

g(YYY ), que es lo mismo que g(XXXn)
d→ g(XXX).

A.4. Orden de Convergencia

De�nición A.5 Sean f y g dos funciones, tales que f, g : N → R+. Se dice
que f(n) ∈ O(g(n)) si existe una constante c ∈ R y n0 ∈ N, tal que para cada
n ≥ n0

f(n) ≤ cg(n)

Teorema A.10 Si f1(n) ∈ O(g1(n)) y f2(n) ∈ O(g2(n)), entonces f1(n) +
f2(n) ∈ O(máx (g1(n), g2(n)))
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Demostración: Como f1(n) = O(g1(n)) y f2(n) = O(g2(n)), ∃ c1, c2 ∈ R+ y
n1, n2 ∈ R tal que f1(n) ≤ c1g1(n), ∀n ≥ n1 y f2(n) ≤ c2g2(n), ∀n ≥ n2. Sea
C = máx (c1, c2) y N = máx (n1, n2), entonces f1(n)+f2(n) ≤ 2C máx (g1, g2).

Observación A.2 f(n) = O(g(n)) es equivalente a escribir
f(n)

g(n)
= O(1)

De�nición A.6 Para una sucesión de variables aleatorias Rn,

1. Xn = oP (Rn) signi�ca que Xn = YnRn y Yn
P→ 0.

2. Xn = OP (Rn) signi�ca que Xn = YnRn y YnOP (1).

Propiedades

1. op(1) + op(1) = op(1),

2. Op(1) +Op(1) = Op(1),

3. op(Op(1)) = op(1),

4. (1 + op(1))−1 = Op(1),

5. op(Rn) = Rnop(1),

6. Op(Rn) = RnOp(1).

A.5. Teoremas importantes

Teorema A.11 (Teorema de Donsker) Si ε1, ε2, . . . son independientes e
idénticamente distribuidos con media cero y varianza σ2, y si

Xn
t (ω) =

1

σ
√
n
Sbntc(ω) + (nt− bntc) σ√

n
εbntc+1(ω),

entonces, Xn d→ W

Demostración: Como se ha demostrado la existencia de la medida de Wiener
y la correspondiente función aleatoria W , se puede concluir que (Xn

s , X
n
t −

Xn
s )

d→ (Ws,Wt−Ws) esto implica que (Xn
s , X

n
t )

d→ (Ws,Wt). Por el Teorema

1, Xn d→ W .

Teorema A.12 Sea {ξξξn, n ≥ 1} una sucesión de vectores aleatorios de dimen-
sión d y con valores reales tal que la sucesión es débil en sentido estacionario,
es centrada en esperanza con momento (2 + δ) para 0 < δ ≤ 1, uniformemente
acotada por 1. Supóngase que {ξξξn, n ≥ 1} satisface la condición

|P (AB)− P (A)P (B)| ≤ ρ(n) ↓ 0, ∀ n, k ≥ 1
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y todo A ∈M k
1 y B ∈M∞

k+1, con M b
a la σ−álgebra generada por los vectores

ξξξa, ξξξa+1, . . . , ξξξb y ρ(n) una sucesión no creciente con ρ(n) � n−(1+ε)(1+2/δ),
escribiendo ξξξn = (ξn1, . . . , ξnd), entonces las dos series en

γij = E(ξ1iξij) +
∑
k≥2

E(ξ1iξkj) +
∑
k≥2

E(ξkiξ1j),

converge absolutamente.
Escribiendo la matriz (γij), 1 ≤ i, j ≤ d por Γ, entonces se puede rede�nir
la sucesión {ξξξn, n ≥ 1} sobre un nuevo espacio de probabilidad junto con un
movimiento Browniano X(t) con matriz de covarianza Γ, tal que∑

n≤t

ξξξn −X(t)� t1/2−λ a.s.,

para algún λ > 0 dependiendo sólo de ε, δ y d

Demostración: La demostración de este teorema se puede consultar en [61].

Proposición A.1 Sea ZZZ, t ≥ 1, una secesión de vectores aleatorios de dimen-
sión d, independientes e idénticamente distribuidos con E(ZZZ) = 0 y E(ZZZZZZ ′) =
I. Si todas las componentes de ZZZ1 tienen r−ésimo momento �nito para r > 2,
entonces

P

[
α(lnn) máx

1≤k≤n

||SSSk||
k1/2

− βd(lnn) ≤ x

]
→ exp(e−x),

conforme n → ∞, donde SSSk =
k∑
j=1

ZZZj, α(x) = (2 lnx)1/2, βd(x) = 2 lnx +

(d/2) ln lnx− lnΓ(d/2), Γ(·) es la función Γ.

Demostración: Ver demostración en [49].

Corolario A.2 Bajo las suposiciones de la Proposición A.1,

P

[(
máx

1≤k≤n

||SSSk||2

k
−Bd(lnn)

)
/Ad(lnn) ≤ x

]
→ exp(−ex/2),

donde Ad(x) =
Bd(x)

α2(x)
y Bd(x) =

(
βd(x)

α(x)

)2

.

Demostración: Ver demostración en [49].

Teorema A.13 (Ley del Logaritmo Iterado) Si {Xn} es una sucesión de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media cero

y varianza, entonces la sucesión de sumas parciales Sn = underseti = 1
n∑
SnXi,

satisface

ĺım sup
n→∞

Sn√
2n log log n

= 1 a.s.

Demostración: Ver demostración en [91].
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A.6. Puente Browniano

De�nición A.7 El movimiento Browniano estándar condicionado enW (1) =
0 es llamado Puente Browniano Estándar, B(t).

Considerando dos variables aleatorias independientes Wt y W1−Wt, su distri-
bución de densidad conjunta para Wt = x y W1 −Wt = y es

1√
2πt

1√
2π(1− t)

e
−x2
2t e−

y2

2(1−t)

Considerando el teorema de la transformación, la densidad conjunta de (W1,Wt)
es

fW1,Wt(x, y) =
1√

2πt(1− t)
e

− 1

1− t

(x2
2t
−xy+ y2

2

)

Luego la función de densidad condicional para Wt dato W1 = 0, es

fBt(x, t) = fWt|W1=0(x, t) =
1√

2πt(1− t)
e−

x2

2t(1−t)

A.7. Matriz inversa generalizada

De�nición A.8 Sea A una matriz de tamaño m× n. Si M es una matriz de
tamañao n×m tal que:

1. AM es una matriz simétrica.

2. MA es una matriz simétrica.

3. AMA = A .

4. MAM = M

entonces se dice que M es una inversa generalizada (pseudoinversa) de A o
simplemente que M es una g−inversa de A.

Observación A.3

1. Si A es invertible, entonces la matriz A−1 es una g−inversa de A.

2. Si A = 000m×n entonces la matriz M = 000n×m es una g−inversa de A

Teorema A.14 (Existencia de la matriz inversa generalizada) Toda ma-
triz A de tamaño m× n tiene una inversa generalizada.
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Demostración:
Si A es una matriz de ceros, por la observación A.3 inciso 2, la demosttración
es trivial.
Suponiendo que A 6= 000 con rango r > 0, existen matrices de tamaño B m×r y
C de tamaño r×n tal que A = BC. Como B y C tienen rango r, las matrices
B
′
B y CC

′
son invertibles. Finalmente, al considerar la matriz

M = C ′(CC ′)−1(B′B)−1B′ = B(B′B)−1B′

Al veri�car las condiciones de la de�nición de la matriz inverza generalizada,
se tiene

MA = C ′(CC ′)−1(B′B)−1B′BC = C ′(CC ′)−1C,

AM = BCC ′(CC ′)−1(B′B)−1B′,

además AMA = B(BB′)−1B′BC = BC = A y

MAM = C ′(CC ′)−1CC ′(CC ′)−1(B′B)−1B′

= C ′(CC ′)−1(B′B)−1B′ = M

por lo tanto, M de�nida anteriormente es una g−inversa de A.

Teorema A.15 (Unicidad de la matriz inverza generalizada) Toda ma-
triz A tiene una única g−inversa.

Demostración: Supóngase que M1 y M2 son dos g−inversas de una matriz
A. Utilizando la de�nición de g−inversa de una matriz se obtiene:

AM2 = (AM1A)M2 = (AM1)(AM2) = (AM1)′(AM2)′

= ((AM2)(AM1))′ = ((AM2A)M1)′ = (AM1)′ = AM1.

De aquí, AM2 = AM1. De forma análoga se obtiene que M2A = M1A, por lo
tanto

M1 = M1AM1 = (M1A)M1 = (M2A)M1 = M2(AM1)

= M2(AM2) = M2AM2 = M2.



APÉNDICE B

Programas Desarrollados en R para la aplicación
de las metodologías

B.1. Programa elaborado en R para la aplica-
ción de la metodología de Davis et al. [17]

# Metodología Davis 1995.

#Cada columna de la matriz vetorescore,

# representa el vector score para k = No. de columna de la matriz.

# Se debe introducir el vector de parámetros en el vector xi

# bajo el siguiente orden:

#media, varianza, estimación de los parámetros del proceso AR(p).

#Cargar las observaciones como un archivo con extensión .csv

serie=read.table("C://Users//Silvia//Documents

//DOCTORADO//APLICACION//serie_estacionaria.csv",sep=",",header=TRUE);

datos=serie[,1];

library(matlib)

###################################################################

media=mean(datos)

dimensionxi=length(xiestimado)

p=3;

n=length(datos)

# Cálculo de la matriz MN

renglones=n-p;

matrizmn=matrix(data=0,nrow=renglones, ncol=p+1);

for(j in 1:renglones){

71



Programas Desarrollados en R

if(j==1){

for(i in 1:(p+1)){

if(i==1){matrizmn[j,i]=1}

else

if(i!=1){

pos=p+2-i;

matrizmn[j,i]=datos[pos]

}

i=i+1;

}

}

if(j>1){

for(i in 1:(p+1)){

if(i==1){matrizmn[j,i]=1}

else

if(i!=1){

pos=p+j-i+1;

matrizmn[j,i]=datos[pos]

}

i=i+1;

}

}

j=j+1;

}

# Cálculo de la matriz Mk

tope=n-p-1

matrizdeltak=matrix(data=0, nrow=1, ncol=n-k-1);

for(k in 1:tope){

renglones=k;

matrizmk=matrix(data=0,nrow=renglones, ncol=p+1);

for(j in 1:renglones){

if(j==1){

for(i in 1:(p+1)){

if(i==1){matrizmk[j,i]=1}

else

if(i!=1){

pos=p+2-i;

matrizmk[j,i]=datos[pos]

}

i=i+1;

}

}
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if(j>1){

for(i in 1:(p+1)){

if(i==1){matrizmk[j,i]=1}

else

if(i!=1){

pos=p+j-i+1;

matrizmk[j,i]=datos[pos]

}

i=i+1;

}

}

j=j+1;

}

# Cálculo de la matriz MKtilde

ren=n-k-p

matrizmktilde=matrix(data=0,nrow=ren, ncol=p+1);

for(j in 1:ren){

if(j==1){

for(i in 1:(p+1)){

if(i==1){matrizmktilde[j,i]=1}

else

if(i!=1){

pos=p+k+j-i+1;

matrizmktilde[j,i]=datos[pos]

}

i=i+1;

}

}

if(j>1){

for(i in 1:(p+1)){

if(i==1){matrizmktilde[j,i]=1}

else

if(i!=1){

pos=p+k+j-i+1;

matrizmktilde[j,i]=datos[pos]

}

i=i+1;

}

}

j=j+1;

}
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vectorxn=matrix(data=0, nrow=n-p,ncol=1)

vectorxk=matrix(data=0, nrow=k,ncol=1)

vectorxktilde=matrix(data=0, nrow=n-k-p,ncol=1);

for(z in 1:n-p){

vectorxn[z,1]=datos[z+p];

z=z+1;

}

for(z in 1:k){

vectorxk[z,1]=datos[p+z];

z=z+1;

}

contador=1;

contador2=k+p+1;

for(z in contador2:n){

vectorxktilde[contador,1]=datos[z];

z=z+1;

contador=contador+1;

}

producto1=t(matrizmk)%*%matrizmk;

producto2=t(matrizmktilde)%*%matrizmktilde;

if(det(producto1)<=0.05){

mkinversa=Ginv(t(matrizmk)%*%matrizmk);

}

if(det(producto1)>0.05){

mkinversa=solve(t(matrizmk)%*%matrizmk);

}

if(det(producto2)<=0.05){

mktildeinversa=Ginv(t(matrizmktilde)%*%matrizmktilde);

}

if(det(producto2)>0.05){

mktildeinversa=solve(t(matrizmktilde)%*%matrizmktilde);

}

q1=t(vectorxn)%*%vectorxn-t(vectorxn)%*%matrizmn%*%

solve(t(matrizmn)%*%matrizmn)%*%t(matrizmn)%*%vectorxn;

q2=t(vectorxk)%*%vectorxk-t(vectorxk)%*%matrizmk%*%mkinversa%*%

t(matrizmk)%*%vectorxk;

q3=t(vectorxktilde)%*%vectorxktilde-t(vectorxktilde)%*%matrizmktilde%*%

mktildeinversa%*%t(matrizmktilde)%*%vectorxktilde;
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matrizdeltak[k]=q1-q2-q3;

k=k+1;

}

maximodeltak=max(matrizdeltak)

for(j in 1:length(matrizdeltak)){

if(matrizdeltak[j]==maximodeltak){

posicion=j;

}

j=j+1;

}

x=seq(from=(p+1), to=(n-1), by=1);

y=matrizdeltak;

plot(x,y, type="l", xlab="k", ylab="f(k)")

print(maximodeltak)

print(posicion)

# Cálculo de los cuantiles de la Distribución Gumbel

d=p+1;

bnd=(2*log(log(n))+(d/2*log(log(log(n))))-log(gamma(d/2)))^2/(2*log(log(n)));

an=sqrt(bnd/(2*log(log(n))));

print(bnd)

print(an)

probabilidades=matrix(data=0,nrow=4000, ncol=2)

x=4

for(j in 1:4000){

probabilidades[j,1]=x*an+bnd;

probabilidades[j,2]=exp(-2*exp(-x/2));

x=x+0.01;

j=j+1;

}

print(probabilidades)

B.2. Programa elaborado en R para la aplica-
ción de la metodología de Gombay E [37]

# Metodología Gombay 2008.

#Cada columna de la matriz vetorescore, representa el vector score

para k = No. de columna de la matriz..
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# Se debe introducir el vector de parámetros en el vector xi

# bajo el siguiente orden:

#media, varianza, estimación de los parámetros del proceso AR(p)

xiestimado=c(0.0013360338573,3.563,-0.4872,-0.2981,-0.1995);

#Cargar las observaciones como un archivo con extensión .csv

#serie=read.csv("C://Users//SAMSUNG//Documents//DoCTORADO//APLICACION//

temperatura_maxima_estandarizada

_por_numero_de_semana_al_anio.csv",header=TRUE, sep=",")

serie=read.table("C://Users//Silvia//Documents//

DOCTORADO//APLICACION//serie_estacionaria.csv",sep=",",header=TRUE);

datos=serie[,1];

###################################################################

media=mean(datos)

dimensionxi=length(xiestimado);

p=length(xiestimado)-2;

n=length(datos);

#Se genera la matriz cuyas columnas son elementos del vector Score

vectorscore=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado), ncol=n);

for(w in 1:n){

s=1;

suma1=0;

suma6=0;

for(i in 1:p){

suma1=suma1+xiestimado[i+2]

i=i+1;

}

factor1=(1-suma1)/xiestimado[2];

suma2=0;

suma4=0;

for(j in 1:w){

suma3=0;

suma5=0;

for(c in 1:p){

if((j-c) <=0){y=0;}

else

if((j-c)>0){y=datos[j-c];}

suma3=suma3+xiestimado[c+2]*(y-xiestimado[1]);

c=c+1;

}
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suma2=suma2+(datos[j]-xiestimado[1])-suma3;

suma5=suma5+(datos[j]-xiestimado[1])-suma3;

suma4=suma4+(suma5*suma5);

j=j+1;

}

vectorscore[1,w]=factor1*suma2;

vectorscore[2,w]=(-w/(2*xiestimado[2]))+((1/(2*xiestimado[2]*xiestimado[2]))*suma4)

w=w+1;

}

for(s in 1:p){

for(w in 1:n){

suma7=0;

for(j in 1:w){

suma6=0;

for(c in 1:p){

if((j-c) <=0){y=0;}

else

if((j-c)>0){y=datos[j-c];}

suma6=suma6+xiestimado[c+2]*(y-xiestimado[1]);

c=c+1;

}

if((j-s)<=0){h=0;}

else

if ((j-s)>0){h=datos[j-s];}

suma7=suma7+((datos[j]-xiestimado[1])-suma6)*(h-xiestimado[1]);

j=j+1;

}

vectorscore[s+2,w]=suma7/xiestimado[2];

w=w+1;

}

s=s+1;

}

# Matriz de varianzas y covarianzas.

#Extracción de las primeras p observaciones:

pob=matrix(data=0,nrow=p, ncol=1);

for(i in 1:p){

pob[i]=datos[i];

}

media1=mean(pob);
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veccov=matrix(data=0,nrow=p, ncol=1);

for(k in 0:p-1){

suma=0;

for(j in 1:(p-k)){

suma=suma+(pob[j]-media1)*(pob[j+k]-media1)

j=j+1;

}

suma=suma/p;

veccov[k+1]=suma

k=k+1;

}

mcov=matrix(data=0,nrow=p+2, ncol=p+2);

r=1;

for(j in 1:p){

for(f in 1:p){

if(j==f){mcov[j+2,f+2]=veccov[1];}

if(j!=f){

maximo=max(j,f);

mcov[j+2,f+2]=veccov[maximo]

}

}

j=j+1;

}

mcov[1,1]=(1-suma1)^2/xiestimado[2]

mcov[2,2]=1/(2*xiestimado[2]^2);

valpropio=eigen(mcov);

matrizdelta=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado), ncol=length(xiestimado));

matrizgama=valpropio$vectors;

for(contador in 1:(p+2)){

for(c in 1:(p+2)){

if(contador==c){

matrizdelta[c,c]=1/(sqrt(valpropio$values[c]));

}

c=c+1;

}

contador=contador+1;}

matrizIsqrt=matrizgama%*%matrizdelta%*% t(matrizgama);

vectorB=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado),ncol=n);

for(j in 1:n){

B=(1/sqrt(n))*matrizIsqrt%*%vectorscore[,j];

vectorB[,j]=B;

j=j+1;
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}

print(vectorB)

#Detección de máximos y su ubicación

##El primer reglón indica el valor máximo.

#El segundo renglón indica la posición del máximo en el vector B.

maximos=matrix(data=0,nrow=2,ncol=length(xiestimado))

par(mfrow=c(3,2))

for(j in 1:length(xiestimado)){

matrizauxiliar=vectorB[j,];

x=seq(1, length(datos), by=1);

plot(x,matrizauxiliar, type="l", ylab="valor ", xlab="k" )

maximo=max(matrizauxiliar);

for(z in 1:length(datos)){

if(maximo==matrizauxiliar[z]){

posicion=z;

}

z=z+1;

}

maximos[1,j]=maximo;

maximos[2,j]=posicion;

j=j+1;

}

print(matrizIsqrt)

print(vectorscore)

print(vectorB)

print(maximos)

#Para la prueba de un solo lado

#Cuantiles C1

cuantil1=0;

alpha0=0.05

alpha=1-((1-alpha0)^(1/(p+2)));## Este valor se puede modificar

probabilidad=exp(-2*(cuantil1*cuantil1));

tolerancia=0.00001 # Este valor se puede modificar

while(probabilidad-alpha>tolerancia){

cuantil1=cuantil1+0.00001;

probabilidad=exp(-2*(cuantil1*cuantil1));

}
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print(probabilidad);

print(cuantil1)

#p-valores

pvalores=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado), ncol=1)

for(i in 1:length(xiestimado)){

pvalores[i,1]=exp(-2*(maximos[1,i])^2)

}

print(pvalores)

#Prueba de dos colas

#Cuantiles C2

suma=0;

alpha0=0.005

alpha=1-((1-alpha0)^(1/(p+2)));# Este valor se puede modificar

toerancia=0.001; # Este valor se puede modificar

cuantil2=0;

print(alpha)

for(k in 1:50001){

suma=suma+((-1)^(k+1)*exp(-2*k*k*cuantil2*cuantil2));

k=k+1;

}

probabilidad=suma;

while(probabilidad-alpha>tolerancia){

cuantil2=cuantil2+0.0001;

suma=0;

for(k in 1:50001){

suma=suma+((-1)^(k+1)*exp(-2*k*k*cuantil2*cuantil2));

k=k+1;

}

probabilidad=suma;

}

print(probabilidad);

print(cuantil2)
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