Benemérita Universidad Autdnoma de Puebla
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Postgrado en Ciencias Matematicas

Anailisis de puntos de cambio en series de tiempo

TESIS

Que para obtener el grado de:
Doctor en Ciencias Matematicas
Presenta:

Silvia Herrera Cortés
Directores de tesis:

Dr. Bulmaro Juarez Hernandez, Dr. Victor Hugo Vazquez
Guevara, Dr. Hugo Adan Cruz Suarez

Puebla, Puebla. Diciembre 2019



DRA. LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR
SECRETARIA DE INVESTIGACION Y
ESTUDIOS DE POSGRADO, FCFM-BUAP
PRESENTE:

Por este medio le informo que el(la) C:
SILVIA HERRERA CORTES
estudiante del Doctorado en Ciencias (Matematicas), ha cumplido con las

indicaciones que el Jurado le sefialé en el Coloquio que se realiz6 el dia 29 de
noviembre de 2019, con la tesis titulada:

“4NALISIS DE PUNTOS DE CAMBIO EN SERIES DE TIEMPO”

Por lo que se le autoriza a proceder con los tramites y realizar el examen de grado
en la fecha que se le asigne.

ohAD AU
ATENTAMENTE. (2 gm0y
H. Pueblade Z, a 2 de diciembre de 2019 oy

DRrA. PATRICIA DOMINGUEZ SQT@:,
COORDINADORA DEL POSGRAD®?
EN MATEMATICAS. :

DRA PDS/mtrv



Agradecimientos

La vida me dio a elegir entre dos caminos, la decision fue dificil, sé que elegi
el camino correcto, estoy en paz, tranquila. S6lo me queda pedir sabiduria,
fortaleza y humildad para recorrer el camino que me falta.

Mi formacion profesional ha sido gracias al apoyo de muchas personas, la lista
es inmensa; sin embargo, cuento con un nimero finito de paginas, por tanto
trataré de ser breve y mencionar a las personas mas importantes.

Destaco a los integrantes del comité tutorial, a los doctores Bulmaro Juérez
Hernandez, Victor Hugo Vazquez Guevara y Hugo Adan Cruz Sudrez, por el
tiempo dedicado en la revision del trabajo desarrollado en este trayecto, una
mencion especial al Dr. Bulmaro Juarez Herndndez por sus conocimientos, pa-
ciencia, humildad y por todo el apoyo y confianza que me ha brindado.

A todos los doctores que me dieron clase, companeros y amigos del posgrado,
gracias por las experiencias compartidas. Hago menciéon especial a Miriam y
Xochitl. Miriam, gracias por tu amistad, por las noches de desvelo donde no
s6lo compartimos ideas y conocimiento, me permitiste conocer tus aspiracio-
nes personales y profesionales, eres una gran mujer. X6chitl, me impresiona tu
entusiasmo, gracias por las palabras de d4nimo.

Mis mejores deseos para la sefiora Blanca Aurora, quien sin conocerme me
brind6 alojamiento durante seis anos, gracias por esos minutos de charla ame-
na, por sus consejos y atenciones hacia mi persona, su hospitalidad me brindé
tranquilidad en la lejania de mi hogar.

A mis papés, sin ellos mi existencia no hubiera sido posible, sé que estéan orgu-
llosos de mis logros, a pesar no comulgar siempre con mis ideas, mi gratitud,

111



Agradecimientos

respeto y carino para ustedes.

Mama, ta fuiste parte fundamental de este proyecto, has sido testigo principal
de mis inquietudes y de este caminar de seis anos, ambas sabemos que no fue
facil. Te vivo agradecida por tus palabras de aliento, las horas de desvelo asi
como las angustias que pasaste por acompanarme a la parada del autobis a
las cinco de la manana.

Pap4, con respeto dedico este triunfo de vida, sé que en la diferencia de ideas
siempre estara el respeto.

A todos mis hermanos, en especial a Ana y Federico, son mi ejemplo. Adn
tengo en mente las palabras “Lo que empiezas, lo terminas” y “Todo lo que se
hace, se hace bien”, gracias por ello, sé que lo hicieron para que no dudara y
retomara el camino. La vida nos ha separado en distancia pero no en pensa-
miento, sé que cuento con su apoyo.

Companeros y amigos de trabajo: José Antonio Ortiz Zamora, Minerva Flores
Morales, Maricela Hernandez Vazquez, Carlos Vazquez Palma y Andrea Vera
Reyes, gracias por escucharme en mis dias de desesperacion, enojo y frustra-
cion, valoro sus palabras de animo y la amistad que ha surgido entre nosotros,
espero no defraudarlos.

A todas aquellas personas que omiti sin intencion, estas lineas son para uste-
des, muchas gracias por todo.

Finalmente, agradezco el financiamiento econémico de CONACyT, de no haber
contado con ese invaluable apoyo, la meta atn estaria en proyecto.

phviv



Indice general

Pagina
Indice de tablas VI
Indice de figuras VIII
Introducciéon X1
1. Preliminares sobre puntos de cambio 1
1.1. Antecedentes del problema de puntos de cambio . . . . . . . .. 2
1.2, Conceptos . . . . . . . e 2
1.3. Clasificacion de puntos de cambio . . . . . . . ... . ... ... 4
1.4. Metodologias relevantes para resolver el problema de puntos de
cambio . . . ... )
1.4.1. Metodologias para detectar puntos de cambio en forma
secuencial . . . . ... oL oL 5)
1.4.2. Metodologias aposteriori para detectar puntos de cambio 6
1.5. Areas de aplicacion . . . . . . .. ... 8
2. Series temporales 11
2.1, Conceptos . . . . . . 11
2.2. Media, funcion de autocovarianza y autocorrelaciéon muestrales . 15
2.3. Modelos ARIMA . . . . . . ... .. . . . 16
3. Puntos de cambio en series temporales 17
3.1. Metodologias supervisadas y no supervisadas para detectar pun-
tos de cambio en series de tiempo . . . . .. ... 18
3.1.1. Metodologias supervisadas y no supervisadas . . . . . . . 18

Vv



Indice general VI
3.2. Metodologias paramétricas para detectar puntos de cambio en
series de tiempo . . . . . .. Lo 19
3.3. Metodologias paramétricas para multiples puntos de cambio 34
. Comparaciéon de metodologias 39
4.1. Caracterizacién de la zona de estudio y andlisis de calidad de
datos . . . . .. 39
4.2. Ajuste de modelos . . . .. ..o 40
4.3. Aplicacion de metodologias para detectar un sélo punto de cam-
bio (AMOC) . . . . .. 43
4.3.1. Deteccion de miultiples puntos de cambio . . . . . . . .. 47
4.3.2.  Modelos ajustados después de detectar puntos de cam-
bio en la media de temperatura maxima . ... ... .. 50
Conclusiones 55
A. Convergencia Estocastica 59
A.1. Convergencia en distribuciéon . . . . . . .. ... ... ... ... 59
A.2. Convergencia en Probabilidad . . . ... ... ... .. ..... 60
A.3. Convergencia casi segura . . . . . . . . . . ... 62
A4. Orden de Convergencia . . . . . . . . . .. .. ... 66
A.5. Teoremas importantes . . . . . . . . . . . ... .. ... ... 67
A.6. Puente Browniano . . . .. .. .. ... ... ... ... 69
A.7. Matriz inversa generalizada . . . . . . .. ... ... ... 69
. Programas Desarrollados en R para la aplicacién de las meto-
dologias 71
B.1. Programa elaborado en R para la aplicacion de la metodologia
de Davis et al. [17] . . . . . ..o 71
B.2. Programa elaborado en R para la aplicacion de la metodologia
de Gombay E [37] . . . . .. ..o 75



indice de tablas

1.1. Bibliografia sobre puntos de cambio con distintos enfoques ( Fla-
boTacion propia). . . . ... ..o

3.1. Pseudocodigo del método PELT. . . . . . ... ... ... ...
3.2. Pseudocéddigo del método BS. . . . . ..o L

4.1. Modelos utilizados para ajustar los datos. . . . . . . .. ... ..
4.2. Coeficientes del modelo ARIMA(3,1,0). . . . . ... ... ....
4.3. Valores maximos para probar un cambio en los parametros u,
0'2, ¢17 ¢2 and ¢3 ...........................
4.4. Ubicacion de un punto de cambio en la media y la varianza de
la temperatura maxima utilizando la libreria changepoint de R.
4.5. Namero de puntos de cambio para la media de temperatura
MAXINA. © .+ o v v v e e e e e e e e e e e e
4.6. Ubicacion de los puntos de cambio en la media de la temperatura
maxima, determinada con el método PELT. . . .. .. ... ..
4.7. Numero de puntos de cambio en la varianza de la temperatura
MAXIMA. . . . . o o o oo e e e e e e e
4.8. Ubicacién de los puntos de cambio determinados con el método
PELT. . . . . .

4.9. Modelos ajustados después de detectar un solo punto de cambio.

4.10. Ajuste de modelos después de aplicar el método SN. . . . . . ..

VII






indice de figuras

1.1.

2.1.

3.1.

3.2.

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

4.7.

4.8.

Tipos de puntos de cambio. . . . . .. ... . ... ... .... )

Temperatura promedio de la Ciudad de México durante 2015 (la

linea anaranjada corresponde al promedio y el drea sombreada

a la desviacion estandar). Fuente: Calidad del aire en la Ciu-

dad de México. http://www.aire.cdmx.gob.mx/descargas/
publicaciones/flippingbook/informe_anual_calidad_aire_
2015v3/files/downloads/Informe2015v3.pdf. . .. .. . .. 12

Clasificacion de las metodologias supervisadas para puntos de
cambio en series temporales [1]. . . . . .. ... .o 19

Clasificacion de las metodologias no supervisadas para puntos
de cambio en series temporales [1]. . . . .. ... ... ... 19

Ubicacion geografica del municipio de Tlaxco, Tlaxcala. Mapa extra-

idode INEGL. . . . . . . . . . .. . s 40
Grafico box-plot y serie de tiempo, para los registros semanales

de temperatura maxima. . . . . . . . . ... ... 41
Serie de tiempo para los registros semanales. . . . . . . . . . .. 41
Analisis de los residuos del modelo ARIMA(3,1,0). . . . . ... 43
Valores del estadistico A, (k), para k=1,...,313. . . .. .. .. 44
Valores de ﬁ(k’), 0 < kE <n—1, para cada pardmetro del modelo

dado por (2.1). . . . ... 45
Ubicaciéon de los puntos de cambio para la media y la varianza

de la temperatura maxima. . . . . . . . ... ... 46

Ubicacion de los puntos de cambio para la media de temperatura
MAXIMA. . . . . o o o e e e e e e e e e e e e e e e 48



Indice de figuras X

4.9. Ubicaciéon de los puntos de cambio para la varianza de tempe-

ratura MAaxXima. . . . . . v v v v e e e e e e e e e e e 49
4.10. Segmentacion de la serie temporal después de detectar un punto
de cambio. . . . .. ... 52

4.11. Series de tiempo particionadas después de aplicar el método SN. 54



Introduccidén

El pronoéstico de series de tiempo tiene una historia extensa, su objetivo es reco-
lectar y estudiar rigurosamente las observaciones pasadas de una serie temporal
para desarrollar un modelo apropiado que pueda describir la estructura inhe-
rente de la serie, a fin de generar valores futuros. Bajo este enfoque, el area
de investigacion en series de tiempo es fructifera con muchas metodologias
existentes, la mas conocida es sin duda la metodologia Box-Jenkings con los
modelos autorregresivos integrados de promedios moéviles (modelos ARIMA).
Con la finalidad de contar con modelos apropiados, es necesario considerar la
existencia de puntos de cambio y datos andémalos para brindar mejores mode-
los de prediccion.

Desde el punto de vista de puntos de cambio, el problema es decidir si el mode-
lo estadistico para una serie de observaciones no cambia o si el modelo cambia
una o més veces, en este iltimo caso, es necesario identificar cuando se han
producido los cambios y establecer modelos distintos para antes y después de
haber detectado los cambios [24].

Se considera que los trabajos de Girshick [36] y Page [82], publicados en 1952
y 1954 respectivamente, sentaron las bases para el problema de puntos de
cambio, el cual fue formulado hasta finales de la década de 1950 por A. N.
Kolmogorov [6].

Aunque las primeras aplicaciones del problema de puntos de cambio se consi-
deraron en el area de control de calidad, con el tiempo y la implementacién
de nuevas metodologias para detectar puntos de cambio tanto para el caso
de variables aleatorias independientes como en el caso de variables aleatorias
dependientes, las aplicaciones han permeado en areas del conocimiento como
climatologia, finanzas, medicina, seguridad, genética y todas aquellas areas del
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Introduccién

conocimiento cuyo cambio en la estructura estadistica de la informacion, re-
percuta en la toma de decisiones [6, 56].

El calentamiento global, es la manifestacion més evidente del cambio climé-
tico, se refiere al incremento promedio de la temperatura global, terrestre y
marina [28], y se le atribuye al incremento en las emisiones de gases de efecto
invernadero como CO,, C'Hy y N5O. Si bien, los gases de efecto invernadero
estan presentes y se consumen de manera natural en la atmosfera, el consumo
de combustibles fosiles para la producciéon de energia e insumos producto del
desarrollo humano, provoca emisiones de estos gases de manera més rapida que
en su ciclo natural |52, 79]. El Grupo Intergubernamental de Expertos sobre
Cambio Climéatico (IPCC), estima impactos radicales que implican incremen-
tos en la temperatura, aumento en el nivel del mar (derivado del deshielo de
los polos) asi como destruccion de los bienes y servicios ecosistémicos [53], por
lo tanto, es importante monitorear y realizar analisis del comportamiento de
datos climatologicos para establecer politicas, en caso de ser necesario, que
coadyuven a disminuir los impactos al ambiente y a la sociedad.

Con base en los comentarios anteriores, se considerd pertinente realizar un ané-
lisis del comportamiento de la temperatura maxima en una region del estado
de Tlaxcala, que cuenta con una estacion climatolégica que registra, entre otras
variables, la temperatura maxima. Dicha estacion esta ubicada en el municipio
de Tlaxco-Tlaxcala, es responsabilidad de la Comisién de Proteccion Civil del
Estado de Tlaxcala y del Centro de Investigacion del Cambio Climatico de
la Universidad Auténoma de Tlaxcala. Con los registros antes mencionados,
se aplicaron metodologias para detectar uno y miltiples puntos de cambio y
se compararon los resultados, para ello, se realizd un andlisis de calidad de
datos, se completaron los datos perdidos por regresion lineal y se ajustaron los
modelos ARIMA. Para contrastar la bondad de ajuste de los modelos consi-
derados, se consideraron el Criterio de Informacion de Akaike (AIC), asi como
el Criterio de Informacion Bayesiano (BIC).

Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos y dos apéndices. En el capitulo
1, se presentan los antecedetes del problema de puntos de cambio, la clasifi-
caciéon de los mismos asi como las metodologias que se han utilizando para
su solucion. En el capitulo 2, se presentan los resultados més importantes de
series de tiempo, los cuales seran necesarios para abordar las metodologias de
puntos de cambio en series de tiempo. En el capitulo 3, se presentan las meto-
dologias para detectar uno y miultiples puntos de cambio en series de tiempo,
finalmente, en el capitulo 4, se presentan los resultados obtenidos del andlisis
de los datos y la aplicacion de las metodologias descritas en el capitulo 3 y
la teoria necesaria se presenta en el apéndice A. El apéndice B, contiene los
programas desarrollados en R que se implementaron en el presente estudio.
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CAPITULO 1

Preliminares sobre puntos de cambio

A partir de la revoluciéon industrial que dio origen a la produccién en masa, fue
necesario implementar mecanismos que garantizaran procesos de producciéon
satisfactorios, desde entonces, algunas técnicas puestas en practica consisten
en la revision de los productos elaborados en intervalos regulares de tiempo
para registrar medidas sobre la calidad del producto (cuando el producto no
satisface los estandares de calidad establecidos, es necesaria la toma decisiones,
como parar el proceso de producciéon y reiniciar los equipos). En la década de
1950, Girshick y Page [36, 82| establecieron las primeras metodologias para
detectar cambios en la estructura estadistica de registros de un proceso de
produccion, a este problema se le conoce actualmente como el "problema de
puntos de cambio", el cual, en sentido estricto, busca responder lo siguiente:

1. Dado un conjunto de observaciones muestrales, ;Este conjunto es homo-
géneo en el sentido estadistico?

2. Si la respuesta es no, entonces ;qué segmentos de homogeneidad existen
en la muestra dada?

En este capitulo, se presentan los antecedentes del problema de puntos de cam-
bio y algunas metodologias relevantes para su deteccion, para ello se define el
concepto de punto de cambio y su clasificacion, finalmente se abordan algunas
metodologias relevantes.



Capitulo 1. Preliminares sobre puntos de cambio

1.1. Antecedentes del problema de puntos de
cambio

Se considera que los trabajos de Girshik y Page publicados en 1952 y 1954
respectivamente, relacionados a encontrar cambios en un proceso de produc-
cion, sentaron las bases (con enfoques diferentes) para abordar un problema de
punto de cambio en teoria de control de calidad, para ello, Girshick [36] modeld
un proceso de produccion usando la teoria de cadenas de Markov y Page [82]
estableci6 el método de sumas acumuladas (CUSUM). Aunque ambos autores
trabajaron con un problema de punto de cambio, éste no fue definido mate-
méaticamente hasta finales de la década de 1950 por Kolmogorov [6].

Establecido el problema en sentido matematico, las metodologias propuestas
para su solucion se encaminaron en determinar cambios en la media y varianza
de variables aleatorias independientes, principalmente de la distribucién nor-
mal univariada con enfoques clasicos y no paramétricos, asi lo muestran los
trabajos de Chernoff y Zacks [12], Hinkley [47] y Lorden [73].

A finales de la década de 1970, se publicaron metodologias para detectar cam-
bios en la varianza (dadas las aplicaciones directas en los modelos de un cambio
en el stock del precio de mercado) [100], tiempo después, se establecieron me-
todologias para el caso de variables dependientes, en particular para series de
tiempo.

La necesidad de plantear procedimientos mas eficientes, dio paso a analizar el
problema de puntos de cambio con enfoques como el analsis Bayesiano, analisis
no paramétrico ademas de hacer uso de las herramientas computacionales apli-
cando algoritmos genéticos, entropia de la informacion, Wavelets o estadistica
difusa [19, 59, 62, 64, 76, 77, 106].

Existe una amplia bibliografia que se puede consultar para detectar puntos de
cambio con distintos enfoques (Tabla 1.1).

1.2. Conceptos

Definicion 1.1 Sea X4,..., X, una sucesion de vectores aleatorios indepen-
dientes cada uno con funcion de densidad p(z|0;), 0; desconocidos para i =
1,2,--- ,n. Supdngase que 8; < 0y < --- < 0, se dice que existe un pun-
to de cambio en X; para 1 < 1 < n, si existe un entero desconocido q con
l<g<n-—1talquebh =0 =---=60,<0,.,=---=6,.

Definicion 1.2 Sea X1,X,, ..., X, una sucesion de vectores (variables) alea-
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Capitulo 1. Preliminares sobre puntos de cambio

Tabla 1.1: Bibliografia sobre puntos de cambio con distintos enfoques (Elaboracion
propia).

Tipo de problema

Biobliografia

Puntos de cambio multiples

Battacharya [4], Csorgo and SzyszKowicz [16],
Maboudou and Hawkins |75],
Tartakovsky and Moustakides [97]

Pruebas de rango en problemas
de puntos de cambio

Lombard [70], Hawkins [43], Elnaser et al. [30]

Principios de invarianza de puntos de cambio

Csorgd and Horvath [13], Csorgoé and Horvath, [14],
Tartakovsky |96]

Intervalos de confianza para variables
aleatorias independientes

Worsley [103], Seigmund [89]

Problemas de puntos de cambio en modelos
de regresion y cambio en la varianza

Chow [11], Sprent [94], Miiller 78], Poluchenko et al. [85],
Sen and Srivastava [90], Yong Zhou et al. [106], Davis [20]

Métodos no parameétricos

Darkhovski [21], Brodsky and Darkhovsky (6],
Giriatis et al. [35], Nikiforov [81], Sharma et al. [93]

Problemas secuenciales

Bhattacharya [5], Brodsky and Darkhovsky [7],
Lai and Xing [64],, Gozdeket al. [40]

Problemas de puntos de cambio por medio

Atherton et al. 2], Loschi et al. |72],

de Analisis Bayesiano and Mohammad Féron |76],Mostafa and Ghorbal [77],

Giordani and Kohn [34], Lai and Xing [63]

torios independientes con funciones de distribucion Fy, Fs, ..., F, respectiva-
mente, el problema de puntos de cambio consiste en probar la hipotesis esta-
distica

Hy: Fi=F=---=F,
VS
leF1:F2"':Fk1#Fk1+1:“':Fk27éFk2+1
=P, # F = =B,

donde 1 < ki < ko < --- < kg <n, q es el nimero desconocido de puntos de
cambio en las posiciones ki, kg, - -+, k.

Si las funciones de distribucion pertenecen a una familia paramétrica comin
F(0), donde 8 € RP, entonces el problema de puntos de cambio consiste en
probar la hipotesis

Hy=0,=0,=---=8,
Vs
H =60,=0,=---=0; #6011
F O = =0, FOp 1 =--=0, (2.1)

donde q y ki, ko, ..., k, deben ser estimados.

Del juego de hipotesis (2.1) resaltan dos aspectos importantes de la inferencia
en puntos de cambio:
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a) Determinar la existencia de puntos de cambio,

b) Estimar las posiciones de los puntos de cambio.

Davis et al., Gombay, Horvath et al. entre otros autores, han demostrado que en
pruebas paramétricas, el estadistico de prueba utilizado converge a un puente
Browniano o a un movimiento Browniano; por otra parte, al utilizar constantes
de normalizacion, los mismos autores, han demostrado la convergencia exacta
del estadistico de prueba a una funcién de distribucién Gumbel, aunque con
parametros distintos [17, 37, 50].

Para Killick [60], dada una sucesion ordenada de datos £ = (xy,...,2,) ¥
suponiendo que existen m puntos de cambio en las posiciones 7 = (11, ..., ),
con 9 = 0y Tiue1 = n (se asume que los puntos de cambio estan ordenados
como 7; < 7; siy sélo si i < j), los m puntos de cambio, particionan los datos
en m + 1 segmentos, donde el 1—ésimo segmento contiene las observaciones
(7, 141, --,Ts ), Proponen minimizar

Z C<x7i—l+157'11) + Bf(m)a

1<i<m+1

donde C(z,,_,+1.,) es una funcion de costo para un segmento y Sf(m) es una
penalizacién, para identificar los puntos de cambio.

1.3. Clasificacion de puntos de cambio

Autores como Aminikhanghahi et al. [1] y Brodsky [6], clasifican los puntos de
cambio en aposteriori (offline) y secuenciales (online) .

En un problema de punto de cambio aposteriori, se considera que la adqui-
sicion de la informacién se completa hasta el momento en que se verifica la
homegeneidad; mientras que para el problema de punto de cambio secuencial,
la hipotesis de homogeneidad de los datos se verifica de manera simultdnea
con el proceso de adquisicién de la informacion

Se considera punto de cambio abrupto, cuando las propiedades estocésticas
permanecen constantes por un periodo de tiempo y después cambian repen-
tinamente a otro valor; un punto de cambio se considera gradual, cuando las
propiedades estocasticas son (aproximadamente) constantes por un tiempo y
luego alcanzan un punto en el tiempo donde comienza lentamente el cambio
(Figura 1.1).
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(a) Simulaciéon de un cambio abrupto. (b) Simulacién de un cambio gradual.

Figura 1.1: Tipos de puntos de cambio.

1.4. Metodologias relevantes para resolver el pro-
blema de puntos de cambio

1.4.1. Metodologias para detectar puntos de cambio en
forma secuencial

Historicamente, los problemas de punto de cambio han venido desde el punto
de vista secuencial. En esta seccion se presentan algunas de las ideas mas im-
portantes del problema de puntos de cambio secuenciales. Si bien, la revisién
no es exhaustiva, deja una idea clara de lo que buscan este tipo de metodolo-
gias. Se omiten los procedimientos bayesianos, por estar fuera del alcance de
este manuscrito, sin embargo se pueden revisar los trabajos de Fearnhead y
Liu [31] asi como las referencias alli contenidas para una introduccion a este
punto de vista.

Cartas de control

Sea X,...,X, observaciones secuenciales de un proceso aleatorio con valores
reales que sufre un cambio en la media para cualquier i € {1,2,...,n} y se
define

*

La idea més inmediata para detectar cambios en la media es, sin duda, estable-
cer un umbral y decidir si hay un cambio siempre que cierta estadistica cruce
el umbral. Para la eleccion de ese umbral, Shewhart en 1931, hizo el primer
intento, suponiendo por ahora que la verdadera media de las observaciones es
p* asi como la varianza o2, se elige un tamano de muestra N y se elige

N(K-1)+1
Xi, K:2,3,

i=NK

1
N



Capitulo 1. Preliminares sobre puntos de cambio

El propésito es detectar un cambio tan pronto como

— o
X(K) — p*| > ke,
| X(K) — | Vi

donde & es una constante.

Es necesario tener en cuenta que en el contexto de control de calidad en el que
se introdujeron graficos de control, p* es un valor conocido prescrito por los
articulos industriales de primera necesidad. Por otra parte, o puede estimarse
facilmente (si es desconocido), como

Sumas Acumuladas (CUSUM)

El método CUSUM propuesto por Page [82], consiste en tomar muestras de
tamano N para después asignar un puntaje (score) a la k—ésima muestra, sea

m
Sm = Y_Y(K), Page considero6 la existencia de un punto de cambio si
=1

Sm — min Sz > h,
0<i<m
con h una constante positiva. Aunque en Page [82] no estéa explicito como elegir
los puntajes Y (K) es comun utilizar la razon del logaritmo de verosimilitud.
Esto es, suponiendo que los X; siguen una distribuciéon Fy con 6 = 6, € ©
antes del cambio y 6 = 0, después del cambio, se establece

NK
1 2 : F91 (XZ>
i=N(k—1)+1 AN

Aqui © = {6 : 0 es un valor tal que F} esta definida} y 1 <m < N.

1.4.2. Metodologias aposteriori para detectar puntos de
cambio

Bajo el enfoque de determinar puntos de cambio aposteriori, la primera idea
es interpretar el problema de punto de cambio como una prueba de hipote-
sis estadistica, decidiendo la existencia de un punto de cambio si este resulta
estadisticamente significativo. Otro enfoque de un problema a posteriori, es
visualizar el problema de puntos de cambio como un problema de estimacion,
donde los puntos de cambio son pardmetros del modelo que se desean estimar.
Entre los métodos de estimacion, las metodologias estudiadas hacen énfasis en
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las estimaciones obtenidas a través de minimizacion por el criterio de minimos
cuadrados o por méxima verosimilitud.

Para cualquier entero n se llaman enteros de segmentacion 1 < D < n y

To=0<m < -+ <7Tp_1 < Tp = ny se establecen los conjuntos de seg-
mentacion {1,...,n}, {mn+1,...,7},---, {tp_1+1,...,7p = n}. Dadas las
observaciones Xi, ..., X,, se dice que hay una segmentaciéon 7* con D* seg-

mentos tales que la distribucion de X; es constante para los segmentos, pero
distinta para segmentos consecutivos (en particular la media pf = E(X;) es
constante sobre los segmentos), otra suposicion paramétrica es que las obser-
vaciones X; tienen funcion de densidad fy, con 6 = 6; sobre el segmento [ + 1
el cual esta dado por el segmento {7, +1,..., 7.1}

Pruebas de hipétesis

Una primera idea para detectar un tnico punto de cambio es considerar este
problema como una prueba de hipotesis. Se puede probar la hipotesis

H()IFl:FQ:"':Fn
VS
H1:E| t€{1,2,...,n—1}, talqueF1:F2~--:E#E+1,...,Fn.

CUSUM y extensiones

Sea Z(X;) ~ fo para alguno § € O (0 puede depender de i ya que los X;
pueden no estar distribuidos de manera idéntica). La situacion mas simple, es
cuando se conocen los parametros iniciales y finales 0y y 6; respectivamente,
bajo este esquema, la idea es construir una estadistica de prueba a partir de la
funcion de probabilidad asociada con las observaciones Xi,..., X,,. En Page
[83], se propone elegir el H; que maximiza la funcion de verosimilitud de la
hipotesis, es decir, 71 es estimada por

71 € arg mdx {Zlogfao(ffj) + ) 1ng91(113j)} :

1>t>n o o

En el caso de un cambio unilateral en la media de las observaciones gaussianas
con una varianza conocida o2, Page propuso la suma acumulativa del algoritmo

CUSUM

t

St = Z(X] - 90 + (SO'),

i=1
y rechazar Hj si S, — maxS; < —h, donde h es un niimero positivo y se elige
t<n
71 como el primer ¢ tal que S,, — maxS; > 0 y ¢ es una constante. Las ideas
t<n

7



Capitulo 1. Preliminares sobre puntos de cambio

de Page fueron estudiadas por Hinkley [47] quien logrd obtener la distribucion
asintotica del estimador bajo la suposicion Gaussiana.

Si el parametro inicial 6y se desconoce (pero la varianza o2 es conocida), Sen
y Srivastava [90] propusieron la estadistica

n—1 /n—1 2
U* = %Z (Z(Xjﬂ —7)> )
i=1 \j=1

obteniendo la funcion de distribucién acumulada exacta de U*.

Prueba de la razon de verosimilitud

Otra posibilidad como estadistica de prueba, es utilizar la estadistica de razén
de verosimilitud. La idea es utilizar como estadistica el logaritmo de la razén
entre la verosimilitud bajo la hipotesis alternativa (Hy) y la verosimilitud bajo
la hipotesis nula (Hp). Suponiendo o conocida, sea

k n
Qk = Z(Xj - 71:1{)2 + Z (X] - X(k+1):n)27

j=1 j=k+1

donde X, denota la media de las b — a observaciones Xat1, .-+, Xp, luego
el estadistico de prueba de razén de verosimilitud para la media desconocida
de observaciones Gaussianas antes y después del cambio esta dada por @), —
Qi+, donde k* es la posicion del punto de cambio. En Garreau D. [27], se
puede consultar la descripcién de los procedimientos de estimacion los cuales
incluyen la estimacioén por maxima verosimilitud y la estimacion por minimos
cuadrados.

1.5. Areas de aplicacion

Las areas de aplicacion de los puntos de cambio son muy amplias; a lo largo del
tiempo, los investigadores han buscado mejorar las metodologias propuestas
para detectar el punto de cambio; el objetivo es reducir el costo computacional;
en este sentido, se pueden encontrar articulos de la teoria difusa que se han
utilizado para analizar puntos de cambio en series de tiempo no lineales. En
2001, Kumar y Wu [62|, propusieron una metodologia estadistica difusa para
detectar puntos de cambio en series de tiempo a través de un concepto conocido
como entropia difusa, ademaés, los autores compararon la metodologia con otras
estadisticas paramétricas. Finalmente, el método de Segmentacion binaria se
ha mejorado recientemente por un nuevo método propuesto por Fryzlewicz [32].

En climatologia, Jaruskova [55], describio una metodologia basada en el lo-
garitmos de verosimilitud en busca de un punto de cambio en un modelo de
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regresion aplicado a promedios mensuales de la presion del aire. El autor asu-
mi6 la normalidad y la independencia para determinar la distribucion de la
prueba estadistica, este autor hace énfasis sobre la dificultad de aplicar las
nuevas metodologias de deteccidon de puntos de cambio, ya que solo se conocen
y comparten dentro de la comunidad matematica y rara vez se transmiten a
otras areas de conocimiento. Horvath et al. [50], propusieron una estadistica
basada en la metodologia de relacion de probabilidad y determinan puntos
de cambio en los promedios mensuales de las temperaturas de Praga. Otros
documentos sobre deteccion de puntos de cambio en climatologia se pueden
consultar en |10, 26, 74]. Los documentos de Csérgé [14] e Inclan y Tiao [51],
se utilizaron en el trabajo de Wei et al. [102|, para detectar cambios en el
problema de recuperacion de iméagenes. Xu et al. [104], asumieron un modelo
lineal y usaron la prueba CUSUM y el método PELT propuesto en [60], para
encontrar cambios en vigilancia post mercado. En medicina, se han utilizado
métodos bayesianos para detectar el punto de cambio en la emergencia diaria
de enfermedades similares a la influenza [58]. Para detectar cambios en los
datos del electrocardiograma, Qi JP et al. [107], usaron las ideas de Brodsky
[6], Darkhovsky [21] y Wang et al. [101]. Técnicas para detectar el punto de
cambio también se han aplicado en problemas de sueno, epilepsia, interpreta-
cion de iméagenes de resonancia magnética, asi como en la comprension de las
actividades cerebrales.

Los métodos de deteccion de puntos de cambio se han aplicado en el recono-
cimiento de voz para la segmentacion de audio y en el reconocimiento de los
limites entre las palabras de silencio y el ruido. En el area de anélisis de imé-
genes, la deteccion de eventos abruptos como la seguridad se puede formular
como un problema de punto de cambio [86].

En el area economica, existen varios articulos que utilizan metodologias de
deteccion de puntos de cambio, Joo-Oh y Han [57], aplicaron metodologias
paramétricas y no paramétricas de detecciéon de puntos de cambio, asi como
redes neuronales para agrupar el sistema de pronostico en economia financie-
ra, Takayasu [95], utiliza la teoria del punto de cambio para modelar series de
tiempo del mercado financiero, otros trabajos en esta area, se pueden consultar
en [33, 84].






CAPITULO 2

Series temporales

Para fines de anélisis, es importante recopilar informacién y concentrarla en
bases de datos. Contar con bases de datos actualizadas es muy importante, pues
de su andlisis es posible lograr planeaciones y la toma de decisiones acertadas.
En este capitulo se abordan los conceptos basicos de series de tiempo para
después abordar el problema de puntos de cambio en series de tiempo.

2.1. Conceptos

Definicién 2.1 Un Proceso Estocdstico es una familia de variables aleatorias
asociadas a un conjunto indice de nimeros reales de forma tal que cada ele-
mento del conjunto le corresponda una y soélo una variable aleatoria y se denota
como {Xy;t € T}, donde T es el conjunto indice y X, es la variable aleatoria
correspondiente al elemento t de T'.

Si T es un intervalo de niimeros reales abierto o cerrado, se dice que el proceso
es continuo, si 7' es un conjunto finito o infinito numerable, se dice que T es
discreto [41].

Definicion 2.2 Se define una serie de tiempo como la sucesion de observa-
ciones generadas por un proceso estocdstico {X;} cuyo conjunto indice se toma
en relacion al tiempo.

Definicién 2.3 Una serie de tiempo discreta es aquella en la que el conjunto
indice T sobre el que se hacen las observaciones es un conjunto discreto (por
ejemplo cuando las observaciones se hacen en intervalos requlares de tiempo).

En la Figura 2.1, se presenta un ejemplo de una serie de tiempo.

11
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Figura 2.1: Temperatura promedio de la Ciudad de Meéxico durante 2015
(la linea anaranjada corresponde al promedio y el é&rea sombreada a
la desviacién estandar). Fuente: Calidad del aire en la Ciudad de Meé-
xico. http://www.aire.cdmx.gob.mx/descargas/publicaciones/flippingbook/
informe_anual_calidad_aire_2015v3/files/downloads/Informe2015v3.pdf.

Definicion 2.4 i {X;} es un proceso tal que E(X?) < oo para cada t € T,
entonces la funcion de autocovarianza vx(-,-) de {X;} se define por

7o (r,5) = Cov(X,, X,) = E[(X, — E[X,]) (X, — E[X.))], r,s€T -
Definicion 2.5 La serie de tiempo {X;} es débilmente estacionaria si
1. E|X}| < .
2. E[Xi] =m, para todo t € Z.
3. vx(r, ) = v, (r+t,s+1t), para todo r,s,t € Z.

Observacion 2.1 Si {X,} es estacionaria, entonces v, (r,s) = v, (r — s,0)
para todor,s € Z. En efecto, por ser { X;} estacionaria, se cumple la Condicion
3 de la Definicion 2.5, luego tomando t = —s, se tiene v, (r,s) = v, (r —
s,0). Por lo tanto, es conveniente redefinir la funcion de autocovarianza de un
proceso como funcion de una sola variable.

Definicion 2.6 Si {X;} es una serie de tiempo débilmente estacionaria, se
define
,yX(h) = ’yx(h,O) = COU(Xt+h,Xt>, \V/ h c Z s

12



Capitulo 2. Series temporales

como la funcion de autocovarianza de {X;} y a

_ x(h)
7 (0)

px (h)

como la funcién de autocorrelacion de {X;}.

Observacion 2.2 Si {X;} es una serie de tiempo débilmente estacionaria,
entonces la funcion de autocovarianza es independiente de t, y estd dada por

COU(Xt+h, Xt) .

Proposicion 2.1 La funcion v, (-) tiene las siguientes propiedades:
1. v, (0) > 0.
2. [7x (h)] < 7 (0).
3. x(h) =7 (=h).
Demostracion:
1. 7,(0) = E[(X; — E[X{])?] = Var(X;) > 0.

Y5 ((R))
Yx(0)

3. vy (h) = Cov(Xippn, Xi) = Cov(Xy, Xiin) = v (—h).

2. |

| ST |y (W) < 75 (0), si7,(0) > 0.

Definicién 2.7 Una funcion k con valores reales definida sobre los enteros,
es definida no negativa si

Z a;k(i—j)a; >0 -

i,j=1
Para todo entero positivo n y vectores a = (ay, as, ..., a,) .

Teorema 2.1 Una funcion con valores reales definida sobre los enteros es la
funcion de autocovarianza de una serie de tiempo estacionaria si y solo si es
par y definida no negativa.

Demostracidon:=) Sea 7, (-) una funcion tal que v, () es la funcion de au-
tocovarianza de una serie de tiempo {X,}, por propiedades de la funcion,
v« (+) es par. Sea @ = (ai,...,a,)" cualquier vector con componentes reales,
X,=(X1,....X,) y Iy, = (045),4,j = 1,2,...,n, la matriz de covarianza de

13
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X

Var(@X,) =dTha =Y an(i—jla; >0,

ij=1
de lo anterior, v, () es definida no negativa.
<) Sea k : Z —> R una funcién par y definida no negativa. Se debe demostrar

que existe un proceso estacionario con £(+) como su funcién de autocovarian-
za, para esto se usard el Teorema de Kolmogorov (|9] p.11). Para cada entero

nycadat = (t1, -+ ,t,) € Z" tal que t; < ty < --- < t,. Sea Fy la fun-
cion de distribucion sobre R” con funcion caracteristica ®;(u) = ¢* %%/ donde
u' = (uy, -, u,) € R" y K = [r(t; — ;)]7,=1, como k es definida no negativa,

la matriz K también es definida no negativa y consecuentemente ¢; es la fun-
cion caracteristica de una distribucién multinormal con n variables con media
cero y matriz de covarianza K, luego utilizando la notaciéon del Teorema de
Kolmogorov,

LMy 00 (W) = Dy (u(i))

es decir, las funciones F; son consistentes, luego por el Teorema de Kolmogorov
(9] p-11), existe una serie de tiempo {X;} con funciones de distribucion F; y
funciones caracteristicas ¢;,t € .%. En particular la distribucién conjunta de
X, y Xj es la distribucién normal bivariada con media 0 y matriz de covarianza

r(0) K =)
p(i—7)  w(0) |

lo cual demuestra que Cov(X;, X;) = k(i — j).

Definiciéon 2.8 La serie de tiempo {X,} se dice estacionaria estricta si las
distribuciones conjuntas de (X, ..., X)) ¥y (Xeysny -, Xepvn) son las mis-
mas para todos los enteros positivos k y para todo tq,...,t,, h € Z.

Proposicion 2.2 Una serie de tiempo estrictamente estacionaria, tiene las
stquientes propiedades

1. Las variables aleatorias {X;} son idénticamente distribuidas.
2. (X, Xown) = (X4, Xy4n) en distribucion, ¥V t € Z, h € Z.
3. Si B(X?) < 00,{X;} es débilmente estacionaria.

4. Una sucesion independiente e idénticamente distribuida (iid) es estacio-
naria estricta.

Demostracién: Sea {X;} una serie estacionaria estricta.

14
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1. Por la definicion de estacionaridad estricta, las variables aleatorias {X;}
son idénticamente distribuidas.

2. Por la Propiedad 1, (X, Xiyn) = (Xion, Xeonin)' en distribucion, en
particular si A’ = 1 — ¢, entonces, (X;, Xi1n) = (Xew1-4, Xeanr1-4) =
(X1, Xi4n)"

3. Supongamos que E(X?) < oo, V t € Z, como {X,} es un conjunto de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, E(X;) es
independiente de ¢ y por la Propiedad 2, Cov(X;, Xy1p) = Cov(X1, X14p)
también es independiente de ¢, de donde se tiene que {X;} es débilmente
estacionaria.

4. Sea {X.} una sucesion iid de variables aleatorias con distribucion comin
F, entonces la distribucion conjunta de (X, ..., Xt ) v (Xey4ny - - s Xepin)'
claramente son las mismas, independientemente de h, esto es, la sucesién
es estacionaria estricta.

2.2. Media, funciéon de autocovarianza y auto-
correlacion muestrales

El primer momento muestral de un proceso estacionario es la media muestral

Yn:n_l()(l—|_"'"|"Xvn) >

el cual es un estimador insesgado de la media p del proceso. El error cuadrado
medio de X,, es

E(X, —p)? =Var(X,)

=n"? i i Cov(X;, X;)

=n Y (=i =i - )
— Y (1=,

Ahora, si y(h) — 0 cuando h — oo, E(X, — u)? converge a 0 y si

Y hw) <o,

h=—o00

15
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entonces lim,, ,oVar(X,) = ZWQ}O v(h).

Estimacion de v(-) y p(+)
Se define la funcién de autocovarianza muestral y autocorrelacion muestral

Z Xiin — Xn) (X — X0)
’ 3(h)
o _ AR

respectivamente, en donde n es el tamano de la muestra. Finalmente, se define
la matriz de autocovarianza muestral como la matriz de tamafio k definida por

70) A1) e Ak =1)
- 7 A0 e Ak =2)
L = : : : !
Fk=1) 3(k=2) - 7(0)

2.3. Modelos ARIMA

Los proceso ARIMA son una generalizacion de los modelos ARMA, sén ttiles
cuando los procesos ARMA son no estacionarios. El objetivo de los procesos
ARIMA es transformar un proceso ARMA no estacionario en estacionario
mediante diferencias [48, 71].

Definicion 2.9 Un proceso autorregresivo e integrado de promedios mduviles

ARIMA(p,d, q) se define como

(1 — i@y) (1— L)%y, = (1 + ieij) €

donde p,d,q € Z,p,d,q > 0 hacen referencia a la parte autorregresiva, inte-
grada y de promedios méviles respectivamente y L es el operador diferencia.

Uh proceso ARIM A(p,0,0) es un modelo AR(p), el modelo ARIM A(0,0,q)
es un proceso M A(q), finalmente, si d = 0, un proceso ARIM A(p,d,q) se
transforma en un modelo ARM A(p, q).

En este trabajo se omite la descripcion de los modelos ARMA asi como el
procedimiento para su ajuste. En [46], se puede consultar la metodologia Box-
Jenkins para el ajuste de modelos y pronoéstico de series temporales estaciona-
rias.
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Puntos de cambio en series temporales

Las metodologias utilizadas para detectar puntos de cambio en el caso de varia-
bles independientes no se pueden aplicar de manera directa en series de tiempo,
debido a la dependencia entre las variables. Para el caso de series temporales,
para determinar puntos de cambio, se han desarrollado metodologias paramé-
ticas, no paramétricas y Bayesianas cada una con sus desarrollos particulares
e importantes; por ejemplo, las metodologias paramétricas han utilizado la es-
tadistica de razéon de verosimilitud; los métodos Bayesianos, han utilizado la
distribucion uniforme como distribucion apriori, otras metodologias incluyen
la aplicacion de algoritmos genéticos, entropia de la informacion, estadistica
difusa, el uso de waveletes y recientemente se ha propuesto el método de sumas
moviles (MOSUM) [2, 3, 18, 19, 22, 23, 29, 34, 38, 42, 63, 65, 66, 67, 68, 69,
72,76, 77, 92, 99, 106, 108].

En este capitulo, se da una breve descripcion de las metodologias paramétricas
para determinar puntos de cambio en series temporales, poniendo énfasis en
los trabajos desarrollados por Davis et al. [17], Gombay [37] y los métodos
Pruned Exact Linear Time (PELT), Segment Neighbourhood (SN) y Binary
segmentation (BS), que fueron aplicadas para el desarrollo del capitulo cuatro.
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3.1. Metodologias supervisadas y no supervisa-
das para detectar puntos de cambio en se-
ries de tiempo

Las metodologias aplicadas para determinar puntos de cambio en series de
tiempo, autores como Aminikhanghahiy Cook [1] las clasifican en metodologias
supervisadas y no supervisadas. A continuaciéon se da una breve descripcién
de estas metodologias.

3.1.1. Metodologias supervisadas y no supervisadas

Los algoritmos de aprendizaje supervisados son algoritmos de aprendizaje au-
tomatico que aprenden una asignaciéon de informaciéon de entrada a un atributo
objetivo de los datos, que generalmente es una etiqueta de clase. Si bien este
enfoque tiene una fase de capacitacion mas simple, se debe proporcionar una
cantidad y diversidad suficiente de datos de aprendizaje para representar a
todas las clases. Por otro lado, detectar cada clase por separado proporciona
suficiente informacion para encontrar tanto la naturaleza como la cantidad de
cambios. Una alternativa es tratar la deteccion del punto de cambio como un
problema de clase binaria, donde todas las posibles secuencias de transicion de
estado (punto de cambio) representan una clase y todas las secuencias dentro
del estado representan una segunda clase. Mientras solo dos clases necesitan
ser aprendidas. En este caso, este es un problema de aprendizaje mucho mas
complejo si el nimero de posibles tipos de transiciones es grande. Al igual que
con el tipo anterior de metodologias supervisadas, en este aprendizaje cada
enfoque en el vector de entrada indica una fuente de posible cambio. Por lo
tanto, cualquier algoritmo de aprendizaje supervisado que genere un mode-
lo interpretable (como un arbol de decisién o un aprendiz de reglas) no solo
identificara un cambio sino que también describira la naturaleza del cambio [1].

Los algoritmos de aprendizaje no supervisados se usan tipicamente para des-
cubrir patrones en datos no etiquetados. En el contexto de la deteccion de
puntos de cambio, dichos algoritmos se pueden usar para segmentar datos de
series de tiempo encontrando asi puntos de cambio basados en caracteristicas
estadisticas de los datos. La segmentacion no supervisada es atractiva porque
puede manejar una variedad de situaciones diferentes sin requerir capacitacion
previa para cada situacion. Los primeros métodos informados utilizan la razén
de probabilidad basada en la observacion de que la densidad de probabilidad
de dos intervalos consecutivos es la misma si pertenecen al mismo estado. Otra
solucién tradicional es el modelado del subespacio, que presenta una serie tem-
poral que utiliza espacios de estado y, por lo tanto, detecta puntos de cambio
al predecir los parametros del espacio de estado. Los métodos probabilisticos
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estiman las distibuciones de probabilidad del nuevo intervalo en funcion de los
datos que se han observado desde el candidato a punto de cambio anterior.
Finalmente, los métodos agrupan los datos de series de tiempo en sus respec-
tivos estados y encuentran cambios al identificar diferencias entre las caracte-
risticas de los estados.

Las Figuras 3.1 y 3.2 presentan un resumen de las metodologias que se pueden
utilizar para detectar puntos de cambio en series de tiempo.

~ Clasificadores

- Vecino mas cercano
multiclase

EArboles de desicidn
Cadenas ocultas de Markov

. Clasificadores y -
Métodos —  binarios — Regresidn logistica
supervisados

LCIasificadores
virtuales

Figura 3.1: Clasificaciéon de las metodologias supervisadas para puntos de cambio en
series temporales [1].

— Razonde __ cysum
verosimilitud

Métodos Procesos Gaussianos

Métodos no |— -0 ,
supervisados PrObab”'St'COS{Analisis Bayesiano

Métodos
— cluster

Figura 3.2: Clasificacion de las metodologias no supervisadas para puntos de cambio
en series temporales [1].

Dentro de las metodologias no supervisadas, se encuentran los métodos para-
métricos. En la siguiente seccion se aborda el problema de puntos de cambio
desde este punto de vista.

3.2. Metodologias paramétricas para detectar pun-
tos de cambio en series de tiempo

En esta seccion se pone énfasis en las metodologias de Davis et al. [17] y Gom-
bay [37], las cuales se aplican en el Capitulo 4.
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Capitulo 3. Puntos de cambio en series temporales

Sea Xi,...,X,, n observaciones consecutivas del proceso

o+ D1 Xe 1+ + Xy p ey —oo<t <,
Xy = (2.1)
g+ Xy + -+ Xy e, t2>TH 1

donde 7 € (p,n], {e:} es una sucesion de ruido blanco, con cuarto momento
finito, es decir

E(g) =0, (2.2)
0%, sii=j;
E(egigj) = { 0. sii<i (2.3)
sii =7 =k;
E(eigjer) { en otro caso . (2.4)
[y, Sii=7j=k=I;
E(gigjene)) = o sii=j<k=1I (2.5)
0, en otro caso.

Ademaés, ¢(z) = 1 — 12— - - — ¢p2P # 0 para todo z, tal que |z| < 1, se quiere
probar

Hy:17=nwvs H :7<n. (2.6)

Bajo la hipotesis nula, la razén de verosimilitud Gaussiana condicionada sobre
las primeras p observaciones después de considerar menos dos veces el logaritmo
de la funcion de verosimilitud y suponiendo que 02 = 1, queda expresada como:

mmz (X, — ¢ — qujxt »

t= p+1

—mlnz (X, — o — Z@Xt y
t=p+1

—mlnz Xi—ap — Z%Xt i) (2.7)
t=k+1

La expresion (2.7), puede ser reescrita de manera matricial de la siguiente
manera;

An(k) = Q1 — Q2 — Qs,
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Capitulo 3. Puntos de cambio en series temporales

donde
Q1= XZXn —XZMn(MgMn)flMZXn,
QQ:X£Xk_Xng(M£Mk)ilMng,
Qg:XTXk—Xng(MZMk)_lMZXk,
Xk’_( p+17"'7Xk’)T7
X = Xep1s- o, Xn),
1 X, X, o X 1 Xp Xeoo - Xeopnr
Y Tl A Lt
1 Xk:—l Xk—Z Xk—p 1 Xn—l Xn—2 Xn—p

Al escribir
En = (€p+17 s agn)T y ¢ = (¢07 ¢17 s >¢p)T7

se tiene que bajo Hy,
Xn = Mn¢ + €En,

por tanto

Qg —Eké‘k—&k k(Mng) 1M£€k,
Qs = &(&r — &L Mi( g
Considérese Sy, = MTey, P, = (MIM,)~

An(k) = —-8TP,S, +8STP.S), + (S, — Si) " PL(S, — Si). (2.8)

Teorema 3.1 Sea {X;} un proceso autorregresivo de orden p (AR(p)) que
satisface

Xi =0+ 1 Xs1 + -+ 9 Xy + 5, —00 <t <00,

donde {e;} satisface las condiciones (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5) con 0> =1y
sup; Eleg|*° < oo para algin 0 < 6 < 1. Ademds supdngase que {X;} es p— de-
pendiente, con p la correlacion de las observaciones y p(n) < n~(1+9)0+4/0) pq_
ra algin € > 0. Entonces para la estadistica de razon de verosimilitud Q,(t) =
A, ([nt]), donde A, (k) estd definida en (2.8), se tiene que para 0 < t; <ty <1,

o, W () — W (1)
Qult) B

en D[ty,ts], donde W (t) es un movimiento Browniano (p + 1)—dimensional y
D[0,1] es el espacio de funciones reales sobre [0, 1] continuas por la derecha y
con limite por la izquierda.

(2.9)
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Capitulo 3. Puntos de cambio en series temporales

Demostracion: Considérese Q,(t) := A,([nt]) ( [nt] representa la parte en-
tera de nt) para 0 < t < 1. Supéngase también que supEl|e;|**° < oo para
t

algin 0 < 6 < 1y que el proceso esta fuertemente relacionado con p(n) <
n~(1+9)0+4/9) para algtn € > 0.

S, es la suma parcial de n—p términos no correlacionados de una sucesion p+1
dimensional débilmente estacionaria fuertemente relacionada con la matriz de
covarianzas I'p11 = [7ijlij=12,. p, donde

1, sii=j=1,
Yij = E(Xz), sie=1,7>1061>1,7 =1,
E(XZXJ)7 sig > 1,5 > 1.
Sea &, = S, — S,_1, aplicando el Teorema A.12 del apéndice A, existe una

sucesion {Z,,} de vectores aleatorios Guassianos, definidos posiblemente sobre
un nuevo espacio de probabilidad con media cero y matriz de covarianza I');4

tal que
Sy — Uy = O(kY*) conforme k — oo a.s., (2.10)
k
para algin A > 0, donde U, = >  Z;, por tanto
i=p+1
T2 80 S W() (2.11)

\/_ p+1

en DP*1[0,1], donde W (-) es un movimiento Browniano p+ 1—dimensional con
matriz de covarianza I, .

Se puede ver que la componente (7, 5) (1,7 > 1) de P, ' es Z pt1—its Xpt1—jts

aplicando el Teorema A.12 del apéndice A, se tiene

n—p
> KpriireXprios = BXX;)) = V(n = p) = O(n'/*™) conforme
s=1

n — 00 a.s., (2.12)

Para algin A > 0, donde V() es un movimiento Browniano con varianza
Var(X;, X;) + 2> Cov(X_; X_j, Xs—i Xs_j).
s=1

aplicando este argumento a cada componente de P, !, se tiene

nPny — t7'T 0 (2.13)
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Capitulo 3. Puntos de cambio en series temporales

uniformemente sobre [t1,%2], 0 < t; <t < 1. Luego de las expresiones (2.11)

y (2.13), del teorema del mapeo continuo y de P[;tl] =P - P[;tl], se cumple

Q. (1) 4 IO WD = WOy -

W (&) — tW (1)
t(1—t) ’

en D[ty,1s], (|| - || representa la longitud Euclidea del vector).
Para determinar un punto de cambio en 7 € [nty, nty], se considera la razon
de verosimilitud restringida

max A, (k) = méx Q,(t) % méx W) - tW(l)”Q.

kE[nty,ne,) tE [ty o] te[ty,ta] t(1—1)

(2.14)

En [17] se comenta que el proceso limite en (2.9) toma el valor de oo en las
dos vecindades de 0 y 1. Es posible determinar la convergencia exacta de A,
con unas constantes de normalizacion, esto se establece en el Teorema 3.2.

Teorema 3.2 Sea {X,} el proceso definido en (2.1), tal que bajo Hy, {c:}
satisface las condiciones (2.2) a (2.5) con sup;Ele;|*™ < oo para algin 0 <
§ < 1y {X,} fuertemente relacionada con la funcion p(n) < n~(1+9)01+4/9)
para algin € > 0. Entonces bajo Hy,

oA\, — by(p+1)

P
an(p +1)

< x} EX exp(—2e~%/?),

donde A, = méx,cp<, An(k) es la estadistica de la razon de verosimilitud,
(2Inlnn + (d/2)Inlnlnn — InT(d/2))? () b, (d)
» An -

bu(d) =
2lnlnn 2lnlnn
tantes de normalizacion y U'(+) es la funcion T.

SO0T. CONs-

Demostracién: Como la distribucion de 0=2A,, no depende de o2, se asumira
en toda la demostracion que o = 1. Por otro lado la demostracién se centra en
la idea de probar que para todo ¢’ > 0, se cumplen las expresiones (2.15-2.18).

méx A, (k) — méx S, P.S
p<k<ée'n n( ) p<k<ée'n s

lim supP ’ >0 | —0as. € -0 (2.15)

n—oo a/?’L

lim supP

n—00

an

‘ méx  An(k)—  mix  (Sn—Si) Pu(Sn — sk)(
[ (=e)n<ksn (=e)n<ksn >6 | »0as, e =0, (216)

para todo ¢’ > 0.
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Capitulo 3. Puntos de cambio en series temporales

nnb(S;F%Sk——bn
p<k<n

P <z| = exp(—e/?), (2.17)

Qn

Lmix (S, = Si)/ PS8~ b,

P <z| = exp(—e?), (2.18)

Qn,

donde a,, = a,(p+ 1)y b, = b,(p + 1).
Para demostrar (2.15), se cumple

max A,(k) — maéx S%PkSk‘

p<k<e'n p<k<ée'n

Ao (k) — S5 PSSk
< max
Qp, p<k<e'n Qp,

]wn—swiﬂsn—sw—syaﬁl

= max
p<k<en Qp,
W(1) - W(t)|)
i@ﬁu(i t””—mwmﬂm&nAm)
t<e! _

— 0 a.s. conforme ¢ — 0 conforme a — 1.

La demostracion de (2.16) es similar a la demostracion de (2.15) y por tanto
se omite.

La demostracion de (2.17), estara dividida en tres pasos.

Paso 1. Para la sucesion {U,} dada en (2.10),

S;crﬁlsk - U;crz;lUk = O(k'™),
conforme k — 0o a.s para algtin \' > 0 en efecto,
WSk — UL LU = ST (Sk = Us) + (S, — UL, LU (219)
ademaés, por la ley del logaritmo iterado (apéndice A.13),
WLyt = O((kIng k)'/2),

asi de (2.10), ST, 1y = O((kIny k)*/?). Utilizando las propiedades de la suma y
el producto de O(g) y de (2.10) y (2.19), se tiene que S}, [}, S, — U T, Uy, =
O(k*=).
1

Paso 2. S} P.S) — EU;F;LU;C — 0, conforme k — 00 a.s..
Del paso 1, es suficiente demostrar que
SiT;LS: S,

k k12

S! P,.Sy —

Pt S
kP, (rpH — %) r;jlkl—j; —0as.  (2.20)
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Ademaés por (2.12) y la ley del logaritmo iterado (apéndice A.13), ')y —

EPk_l = O((Iny k/k)"/?) conforme k — oo, por lo tanto (2.20) converge a cero

conforme k — oo a.s.
Paso 3. Para todo ¢’ > 0, conforme n — oo,

p<k<n p<k<e'n
En efecto, de la demostracion del Teorema 3.1,

W (t)|)?
max S} PSS A méx—” @)l ,
eén<k<n tele 1)

(2.21) sigue de ,ni%)i S| P.Sr = 0,(1) y méx S, P.S), = oco. Por otro lado el

p<k<e'n
paso 2, implica

1
, / 7 / 1
max S ) S — max —U I U
i M<k<n kt p+1Y k

M<k<n
1
< sup|SyPuSy — U LUy — 0 (2.22)
k>M k P

. ~1/2 .
conforme M — oo a.s. Como los vectores aleatorios T', +{ Zy, satisfacen las
suposiciones del Corolario A.2 del apéndice A, se sigue que

‘ 1 / —1 —x/2
P [(prgggnEUkaHUk) Jan, < x} — exp(—e~/?)
esta relacion junto con (2.21) y (2.22), prueban la relacion (2.17).

La demostracion de (2.18) se omite, al ser similar a la demostracion de (2.17).

Una vez que se ha verificado (2.15-2.18), resta ver que la suposicion de relacion,

implica que méax S, P.Sryy max (S, —Sk) Pu(S, — Sk) son asintotica-
p<k<e'n (1—€)n<k<n

mente independientes (para € < 1/2), por lo tanto de (2.15)-(2.18),

, / _ 4 _ /P _
p<mkg§nskpk8k b, (17€I/f)lr?fk§n(sn Sk) k(Sn Sk)
<uz <z

P

Qn Qn

— exp(—2e"/?),

también por (2.14), <£I5%f( : An(k) = by ) Jan & —oco. Aplicando el Teo-
e'n<k<(l—ée)n

rema A.8 del apéndice A, se tiene el resultado.
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Capitulo 3. Puntos de cambio en series temporales

Partiendo del proceso autorregresivo

—p=01 (X1 —p) + .+ Op(Xip — )+, i 2p+1, (2.23)

con {51} un ruido blanco, E(e?) = 02, y € = (4,02, ¢1,...,0,)" el vector de
parametros, Gombay [37|, propuso utilizar el vector score como prueba esta-
distica, para esto, se considera el logaritmo de la funcién de verosimilitud.

Bajo la suposicion Gaussiana, basada sobre las primeras k observaciones, las
componentes del vector score eficiente /¢, (Y1, ..., Y &) = Ve, (§) son:

9 1=3P ¢ &
a—ﬂlk(§)=0—§”z Y; —

=1

- Z ¢ (Yiej — u)] :

2
0
5746 = 52 2042 Yimpi- Z% (Yies ]
9, 1 o
8¢ :;Z Yi—#—Z%‘(Y—J (Yies —p), s=1,...,p.
S i=1 j=1

Donde [}, denota la funcién logaritmo de verosimilitud basada en las observa-

ciones Y7, Ys, ..., Y, se asumen como cero los valores de Yy, Y_;, ..., Y .
Considérese )
’ 1
I(ﬁ) ( w,o 7¢17"'7¢p): 0 —4 0 3
o
1
0 0 T

la matriz de informacion de tamano (p + 2) X (p + 2) donde I" es la matriz

de covarianza del vector (Yi,...,Y,) ¥ ln, 02 v ¢, los estimadores de méxima
verosimilitud de los pardmetros del proceso, sea

o —~
a_l[nU}( n)
B(u) = n" ' I(g) pm) - (2.24)

Teorema 3.3 Supdngase que la sucesion de observaciones {Y;} satisface el
modelo (2.23) con {&;} una sucesion Gaussiana de ruido blanco independien-
te e idénticamente distribuida, Var(e;)=0? y polinomio caracteristico ¢(z) =
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1 — g1z — -+ — ¢p2P con raices fuera del circulo unitario. Entonces existe un
proceso Gaussiano (p+2)— dimensional B(u) cuyas componentes son puentes
Brownianos independientes BY)(u), j = 1,2,...,p+ 2 tal que

~0) -
j B”(u) — B9 (u)| = 0,(1).
e, sup [B(u) ()] = 0p(1)

Demostracion: La demostracion se realizara para cada uno de los diferentes
parametros.

1. Considérese el caso de probar un cambio en u. La componente del vector
score eficiente es

+ J—jz [(Xi ~X,) - p 0;(Xi_j —Xn)] . (2.25)

Es claro que

1— i% k p _
%Z [(Xz- - X,) — Z%(Xzfj - X n>]

=1

L=2.95 (& Pk
S {Z(Xz - X,)— Zgij(Xifj - yn)} . (2.26)

En [39], se demuestra

[t]
‘Z(XZ — ) — O'*W(t)‘ = o(t'/?) a.s. para algan v > 2, W (t) un mo-
i=1
vimiento Browniano y ¢* > 0.
(2.27)

De lo anterior se obtiene

[nu]

Y X - @Zx — o (W () —uW (1)) | = 0,(1).

i=1

sup
0<u<l1
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Para la diferencia

=1 i=k—j+1

Considerando que

lim sup sup |W (k — s) — W (k)| = O((log k)"/?) a.s., (2.30)

k—oo 0<s<p

(ver [15]) entonces, del término del error de (2.29), utilizando (2.27) y
(2.30), se tiene que conforme n — oo

k
mAax méxn_lﬂ} Z Xi| = 0,(1). (2.31)

1<k<n 1<5<p “
i=k—j+1

De (2.25) a (2.31) y después de estandarizar, se tiene

sup
0<u<1

L P
(1 — Zqﬁ]) Z [ i— Xp) — Z(bj(Xifj — 7n)] - U*B(u)‘

=1

logl

i — 1| = O ( 08 Og”> as., (2.32)
n
logl

62— o2 =0 ( o8 Og”> as., (2.33)
n

yparaj=1,2,...,p

|Gin — &3] = O <\ / bgl#) as. (2.34)

Por (2.33) v (2.34)el error cometido de reemplazar (1 — ZQASJ)/JAQ por
(1= ¢;)/0% es O(n*?(loglogn)*/?) a.s. Por tanto se puede escribir
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i=1 j=1
P
1 zjlaﬁj k P
= _ ~
-—4 {Zz:;()g—xn)—j:1 (X Xn)}
1 é%’ Kk p
=— {ZZ(@% = 0;)(Xij = Xn)}
i=1 j=1
< miéx Gim — 5[ D_(Xinj — Xo)

Luego por (2.28), (2.31) y (2.34)

fo L —1/2
Sup max |@i, — ¢i|n
0§u211§jép|¢jn ¢,

[nu]

— log logn
S, -, ()
, n
=1
Finalmente como

1 n P
//Zn = Z [Xz — Z¢in—j] s utilizando (227) y (230), se
P i=1 j=1
n (1 - Z¢j>
j=1

tiene
[l — X 0| = o(n*"1) aus., (2.35)

lo cual lleva a un error que se puede omitir al reemplazar fi, por X, en
el estadistico de prueba.

2. Para detectar cambios en ¢, s = 1,...,p, se considera
0 ~ 1< P
s n =1 j=1

Al cambiar o2 por 52 en (2.33), no se cambia la distribucion asintotica.

Y PN
Sea € = (Xz - ﬁn) - Z¢nj(Xi—j - ﬁn)? lo que estima & = (XZ - 'u) -
i=1
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p n
Y 0i(Ximj —p). Ademés > (X,;_5 — 11,)€; = 0. Luego por el principio de
=1 i=1

k
invarianza para la sucesion Y (X;_ ¢ — p)e; probado en [39],
i=1

[nu]

w2 S (X e~ S (K~ e - B || = 0,1

=1 i=1

sup
0<u<1

(2.36)

lgtin 02 > 0. A conti i d trars 1 tid

con algin oy > 0. A continuacién, se demostrara que el error cometido
al reemplazar los parametros por sus respectivos estimadores de méxi-
ma, verosimilitud se pueden omitir. El error se puede escribir como una
constante por tiempos

Z <Xis - ﬁngj - Z(Xifs - M)&)]

=1 i=1
+ ki(x A)A+ki(x ) By, + D
- i—s — Mn)E; - i—s Ei| = Dn nk-
n =1 8 n =1 8 ' ’
Al analizar B, como
k k
By = Z(Xi—s - ﬁn + ,LL) (gz + Ei) - Z(Xi—s - ,LL)(?Z
i=1 =1
k k k
= (M - ﬁn)zgz + Z(Xi—s - M)(a - 52’) + (M - ﬁn)Z(é\z - 51’)
i=1 =1 i=1
- B+ 5+ B 20

Por (2.32) y la Ley del ogaritmo iterado (apéndice A.13), para la sucesion
{ei}, Bﬁ) = O(loglogn) a.s. como

é\i — & = (//Zn - :u) (1 - Z¢J> + Z(;gnj - gbj)(Xi—j - N)
j=1 j=1

+ (1= i)Y (fnj — 5).

j=1

por otro lado, utilizando el principio de invarianza y la ley del logaritmo
iterado para la sucesion > (X;_s — p), (2.32) y (2.34) se obtiene

BSZ) = O(loglogn) a.s., (2.38)
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Para Bflk) se realiza un analisis similar, aplicando el principio de invarian-

s para 3 [(Xios — 1) Xy — ) — B((Xi-s — 1)(Xo_y — )], ademdis

Bl =3 (Xies = 1) [(ﬁn 1) <1 - Z@) + (= i) 3_ (00 = 65)
+ Z - Z ¢nj ¢j)
+ kZE (Xizs — 1) (Xij — 1) (6 — &) (2.39)

= KB (Xoms = 1)V = 1)) (g = 07) + Olloglogn) as
) (2.40)

El término de error D,;, tiene la misma estructura que B,, excepto

por el valor k/n y que la suma es Z Por esta razon, todos los térmi-

nos en (2.38) y (2.39) no se cancela O(log logn), por tanto se tiene que
sup |Bpg + Dni| = O(loglogn) a.s., con lo que se conluye la demostra-
1<k<n

cion para el caso 2.

2

3. Para detectar el cambio en ¢, se considera

k
0 ~ 1 1 ke
—l An G2 n) — A~4 AZ_T_
0o b (Jin, Ty f) 204 P i 204 n P 182
1 & 1 <&
—_ — A2 —_— —
- 204 (Z Zs ) 254 Zgi 204 Z

El1tA
_ﬁ[:, G 0426]

Para A, se obtiene por argumentos de principios de invarianza que

sup
0<u<1

n_l/QA[nu] — O'QB(U)‘ = 0,(1),
para algin o2 > 0 y un puente Browniano B(u). Dado que por el argu-
mento en (2.33), 0% y 6% no cambian la distribucion asintotica, se puede

considerar
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k k p 2
Z(é\f - €z> :Z Xz - //Jn Z¢] (Xl*j /CL\)
=1 =1 =1
E T ] p 72
- Z Xi—p— Z¢j<Xz—J 1)
i=1 L =1 i
k P R 72
+ Z Xz — M Z¢j<Xzf] ,u)
i=1 [ 7j=1 |

Se tiene

k
De nuevo por los principios de invarianza para > (X; — u)(Xi—; — p), la
i=1
ley del logaritmo iterado y (2.34), se obtienen términos del tipo

k

(67 = bug) D (Xs — ) (Ximj — 1) =(¢5 — G K E (X; — p1)(Xi—j — 1))

i=1

+ O(loglogn) a.s., 0 < 7 <np.

Ahora, considérese
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=Z<2(Xi—u)(u—ﬁn)+<u—un —2(X Z¢m i—j — Hn)
- 2(:“ - ﬁn)z(/gﬂ] (Xi—j - ﬁn> + <Z$ﬂj (Xz‘—j - ﬁn)>
- M)Zanj(Xz‘—j — ) - (Z;b\nj<Xi—j — M)) )

Obsérvese que en la relacién anterior se tiene

=1

(1 = fin) )_(Xi = 1) = Ologlog ) as.,
)

k(u — i) = O(loglogn) a.s. y

p 2
( ggnj (Xi—] ﬂn ) <Z¢n] i—j >
j=1

[ ¢ny¢nl i—j ﬂn)(Xz—l - ﬁn)

qubnqunl i—j )( i— l_ﬂ)]
{ZZ%% — 1) (Xt = 1) + (Ximj = ) + (Fln — p1a)”] }

7j=11=1

( oglogn) a.s.

Dado que los términos (¢; — QAﬁn])kE (Xi — p)(Xi—j — i) en By y Dy,
se cancelan cada uno para 0 < j < p vy el resto de los términos son
O(loglogn) a.s., el apartado 3 del teorema queda demostrado.

Para pruebas simultaneas del cambio en d parametros para tener un nivel de
significancia a exacto, se sugiere utilizar o* = 1 — (1 — )"/ para cada com-
ponente, asi para pruebas de un solo lado, se tiene,
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. ) .
Prueba 1: Si sup B" (u) > Ci(a*), entonces se concluye que existe un cam-
0<u<1

bio en el parametro &;, (j =1,...,p+2) sobre la sucesion Y;,...,Y,. El valor

critico O (a*) se obtiene de la relacion P sup BM (u) > :p) — 2%
0<u<1

Para pruebas de dos lados, se tiene

Prueba 2: Si sup ﬁm(u) > (Cy(a*), entonces se concluye que existe un
0<u<l1

cambio en el parametro §;, (j = 1,...,p + 2) sobre la sucesion Yj,...,Y,.

El valor critico Cy(a*) se obtiene de la relacion P < sup |BW(u)| > x) =

0<u<1
Zk¢o(_1)k+1€$p_2k2x2-

Una vez que se asegura el cambio para &, j=1,....,p+2,en 7= [pn|, 0<
p < 1, el estimador para 7 en la prueba unilateral es

7 = min {izk(n) — méx izm(n)} , (2.41)

0 bien

Para una prueba bilateral el estimador de 7 es

~ J . -~ o . ~
A= { g @)l = s - @0 | (2.42)

3.3. Metodologias paramétricas para maultiples
puntos de cambio

Sea {xy,t = 1,...,n} unasucesion ordenada de datos, supéngase que existen m
puntos de cambio ordenados en tiempos aleatorios 7 = (71, ..., ), con 7o = 1,
Tm+1 = n por tanto cada punto de cambio, induce una particion sobre los datos
en m + 1 segmentos, donde el 1—ésimo segmento contendra las observaciones
(Try_ 141y -+, 7). Algo cominmete utilizado para identificar multiples puntos
de cambio es, minimizar

Z [C(‘In—1+1,...,n)} + ﬂf(m)u
1<i<m+1

con respecto a my 7,7, ..., . Aqui C(2,,_ 41, +,) €s una funciéon de costo
para un segmento y 5 f(m) es un término de penalizacion para evitar un sobre
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ajuste [87]. Algunas funciones de costo cominmente utilizadas, son el inverso
aditivo de la funcion de probabilidad de registro, las sumas acumuladas [51],
otros métodos incluyen la aplicacion de informacién de entropia, para la pe-
nalizacion Sf(m) [19]. La opcion mas comin de penalizacion es lineal en el
namero de puntos de cambio, es decir Sf(m) = Gm. Ejemplos de tales san-
ciones incluyen el Criterio de informacion de Akaike (AIC) y el Criterio de
informacion de Schwarz (BIC) [25].

Para los métodos que se veran en esta seccion, se quiere probar la hipotesis

Hy : No existe un punto de cambio en los datos.

vs

H; : Existe un cambio en los datos.

Método Pruned Exact Linear Time (PELT)

El método Pruned Ezact Linear Time, esta basado en el método propuesto por
Jackson [54] y Yao[105]|. Sea {x;,t = 1,...,n} un conjunto de observaciones,
la idea del método es la busqueda de una particiéon 6ptima de los datos en
un intervalo de tiempo I cuyos elementos son conjuntos de celdas de datos no
provocaran una pérdida significativa de informacion.

Una particion P de un intervalo I es un conjunto de bloques {7,..., 7},
P(I) = {By,k € A}, # = {1,2,...,m}, donde los bloques son conjuntos
de celdas de datos, definidos por conjuntos de indices A% By = {z;,t € A}
que satisfacen las condiciones LkJBk =1y BN By =0sik +#k, el numero

de bloques debe satisfacer 0 < m < n. Sea P* el conjunto (finito) de todas
las particiones de I en bloques. Considérese como una funcién de ajuste, que
asigna un valor a cualquier particion P € P* en la forma

V(P) = Z [C(Iﬁ;l-ﬁ-l,---m) + B} ) (343)

1<i<m+1

donde C(x,_,+1..+) es el bloque de ajuste By y debe ser minimizado con
la finalidad de encontrar un punto de cambio. De acuerdo con [87], el método
PELT, propone un paso de poda, el cual incrementa la eficiencia computacional
asegurando ademéas un minimo global de la funcion de costo, la cual es lineal
en n (3.43). La segmentacion optima es F'(n), donde

F(n)—min{ Z [C’(J:Ti_lﬂ,...,xn)#—ﬁ]}.

-
1<i<m+1

El codigo para programar el método PELT se muestra en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1: Pseudocédigo del método PELT.

Datos de entrada: Conjunto de observaciones (z1,...,x,), z; € R

Medida de ajuste C(-) que depende de los datos.

Constante de penalizacion 8 que no depende del nimero de o ubicacion de los puntos de cambio.
Constante K que satisface la ecuacion C(z(41y).s) + C(2(s41):m) + K < C(2@41)m), Para todo t < s <n
Proceso: Sea n el total de datos, F(0) = =3, ¢p(0) = Null, Ry = 0.

Iteraciones: Para 7« = 1,2,...,n,

1. Calcular F(r%) = min [F(7) + C(x (1)) + B]

2. Sea 71 = arg { min [F(7) + Clagranyre) + ] }

3. Considerar cp(7*) = [ep(1?, T1))]
4. Sea Ry = {7 € R U{7"} : F(7) 4+ C(2(r41):r+) + K < F(77)}.
Salida: Los puntos de cambio almacenados en cp(n)

Método de Segmentacion Binaria (BS)

El método de segmentacion binaria (BS), considera el modelo z; = fi+&;, t =
1,---,n,donde f(t) es una senal determinista, unidimensional, constante por
partes con puntos de cambio cuyo ntimero N y sus ubicaciones 7y,--- , 7, son
desconocidos y la secuencia aleatoria {&}] es Gaussiana i.i.d. con media cero
y varianza 1.

Este método utiliza la estadistica CUSUM definido por el producto interno
entre el vector (z, ..., x.) y un vector particular de contraste dado por:

donde s < b < e, con n = e—s+1. En este primer paso, el algoritmo BS calcula

i?n y después toma b, ; = arg max\:i‘l{m] como el primer candidato para pun-
b:1<b<n
to de cambio, cuya importancia debe juzgarse segin un determinado criterio.

Si se considera significativo, el dominio [1,n] se divide en dos subintervalos a
la izquierda y a la derecha de b, ; y la recursion continda calculando 7, vy
) 011

~b . , e e .
Tp, ,+1,n Posiblemente resultando en més divisiones [32].

Este método, extiende cualquier método de punto de cambio tinico para mul-
tiples puntos de cambio repitiendo iterativamente el método en diferentes sub-
conjuntos de la secuencia para esto, comienza aplicando inicialmente el método
de punto de cambio tinico a todos los datos y prueba si existe 7 tal que

C(r1.0) + C(Try1m) + 8 < C(x1p)- (3.44)

Si (3.44) no se cumple, se garantiza que no hay punto de cambio a lo largo de
x = (x1,29,...,7,) vy el proceso finaliza; de lo contrario, los datos se dividen
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Tabla 3.2: Pseudocodigo del método BS.

Datos de entrada: Conjunto de observaciones (zy,...,2,), z; € R
Estadistica de prueba A(-) que depende de los datos.
Estimador de puntos de cambio 7(-)

Region de rechazo g

Proceso: Sea C =0y S =[1,n]

Iteraciones: Mientras S # 0,

1. Elegir un elemento de S y denotar este elemento como [s, t].
2. Si M(zst) < B, eliminar [s, ]

3. Si Mzst) > B:

a) Quitar [s, ] de S;

b) Calcular 7(z4) + s — 1 y agregar r a

c) Si r # s agregar [s,7] a S;

d) Sir#t—1agregar [r+1,¢] a S;

Salida: El conjunto de puntos de cambio almacenados en C.

en dos conjuntos, que consisten en la secuencia de datos antes y después del
punto de cambio, 7, el proceso se aplica nuevamente en cada particiéon hasta
que no se encuentren mas puntos de cambio.

El pseudocodigo del método BS, se presenta en la Tabla 3.2

Método de Segmentacion del vecino mas cercano (SN)

El método del vecino més cercano (SN), utiliza programacion dinamica para
detectar el punto de cambio, comienza estableciendo un limite superior en el
tamanio del espacio de segmentacion (es decir, el nimero méximo de puntos de
cambio) que se requiere, este método continia calculando la funcion de costo
para todos los segmentos posibles.

Toma el caso restringido que segmenta los datos hasta ¢, parat > m + 1, en
m + 1 segmentos (usando k puntos de cambio), y denota el valor minimo del
costo por Cy,;. La idea del método SN es buscar una relacion entre Cy,, y
Csm—1 para s < t:

Cypt = min Z C(xr,_,:r;)

1<j<m+1

= min [Ch_1,+ C(x4)].

Te{m,...,t—1}
Si esto se ejecuta para todos los valores de t hasta n y para j = 2,...,m, en-
tonces se pueden adquirir las segmentaciones exactas con 1,...,m segmentos.
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Para extraer la segmentacion exacta, primero se deja que 7;°(t) denote la posi-
cion o6ptima del dltimo punto de cambio si segmentamos los datos y;.; usando
[ puntos de cambio. Esto se puede calcular como

7/ (t) arg min [C)_y . + C(zr41.4)] -
Te{l,...,t—1}
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CAPITULO 4

Comparacion de metodologias

Se cuenta con registros de temperatura maxima de una estacion climatologica
ubicada en el municipio de Tlaxco- Tlaxcala, la estacidon esta a cargo de Pro-
teccion Civil del Estado de Tlaxcala y del Centro de Investigacion en Cambio
Climatico de la Universidad Auténoma de Tlaxcala. Con los registros, se apli-
caron y compararon metodologias paramétricas para determinar la existencia
de un solo punto de cambio (AMOC) y de multiples puntos de cambio expli-
cadas en el capitulo anterior. Para ello, se realiz6 un analisis de calidad de
datos, se completaron datos perdidos mediante regresiéon lineal y se ajustaron
modelos SARIMA antes y después de identificar los puntos de cambio, final-
mente para el contraste de la bondad del ajuste de los modelos, se considerd
el Criterio de Informacion de Akaike (AIC).

4.1. Caracterizaciéon de la zona de estudio y ana-
lisis de calidad de datos

La Comision de Proteccion Civil del Estado de Tlaxcala y el Centro de Inves-
tigacion en Cambio Climéatico de la Universidad Auténoma de Tlaxcala, pro-
porcionaron informacion de 6 anos (2 de septiembre de 2011 a 2 de septiembre
de 2017) de una estacion climatologica, ubicada en el centro del municipio de
Tlaxco-Tlaxcala ( Figura 4.1).

Motivados por el interés de entender el comportamiento de la temperatura
méaxima de la regién en estudio, se realizé un grafico box-plot de los registros;
ver Figura 4.2, para su construccion, se considero6 la temperatura maxima por
semana, para ello, se tom6 como primer semana del ano a semana 1 del mes
de enero ( se considera como primer semana de enero, aquella semana que
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Comparacion de metodologias

Figura 4.1: Ubicacién geogréfica del municipio de Tlaxco, Tlaxcala. Mapa extraido
de INEGI.

inicia con el primer domingo del mes de enero) y la semana 52 como la tltima
semana del mes de diciembre.

En la Figura 4.2, se observan los incrementos de la temperatura méxima hasta
alcanzar sus valores maximos en las semanas 11 a 23, las cuales coinciden con el
periodo de primavera, con la llegada de las lluvias ( mes de junio, semana 24),
se observa un descenso en la temperatura, en el box-plot también se destaca
el efecto de la canicula o sequia intraestival, evento climatico que consiste en
una disminuciéon de la cantidad de precipitacién a la mitad de la temporada
de lluvias ( ocurre principalmente en los meses céalidos de julio y agosto), este
evento se caracteriza ademas de la disminucién de la lluvia por un aumento de
la temperatura (semana 28 a 33).

4.2. Ajuste de modelos

El ajuste de los modelos que a continuacién se presenta, fue realizado después
de eliminar los ultimos 5 datos de la serie original y aplicando la metodologia
Box-Jenkins [8]. Se analiz6 la funcion de autocorrelacion (fac) y la funcion
de autocorrelacion parcial (fap) de la serie para verificar estacionaridad y es-
tacionalidad. La Figura 4.3, presenta la serie de tiempo de los registros de
temperatura en la cual se observa que la serie de tiempo no es estacionaria. Se
procedi6 entonces a realizar una diferencia a la serie y se observé que la fac
decrece de manera exponencial en forma rapida por lo que se pudo garantizar
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Grafico Box-plot para la temperatura maxima por semana

Periodo: 2/09/2011-2/09/2017
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Figura 4.2: Grafico
peratura maxima.
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Figura 4.3: Serie de tiempo para los registros semanales.
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Tabla 4.1: Modelos utilizados para ajustar los datos.

Modelo AIC
ARIMA(3,1,2) 1281.79
ARIMA(3,1,1) 1281.79
ARIMA(3,1,0) 1279.85
ARIMA(2,1,2) 1282.04
ARIMA(2,1,1) 1281.01

Tabla 4.2: Coeficientes del modelo ARIMA(3,1,0).

arl ar2 ar3 Constatn
-0.4872 -0.2981 -0.1795 0.0036
s.e. 0.0559 0.0600 0.0559 0.0548

o? estimado: 3.563, aic — 1279.85

Con el andlisis de la fac y la fap de la serie, se ajustaron varios modelos, con-
siderando como mejor modelo a aquel con el menor nimero de Akaike. En la
Tabla 4.1, se presentan todos los modelos que se ajustaron a los registros de
temperatura con su correspondiente valor de Akaike. De acuerdo al criterio de
Akaike, el mejor modelo para ajustar los datos, fue un modelo ARIM A(3,1,0)
cuyos coeficientes se muestran en la Tabla 4.2. Una vez ajustado el modelo, se
realiz6 un andlisis de residuos. Con la prueba de Ljung-Box se verificé la no
correlacion de los residuos y con la prueba de Shapiro se verificé su normalidad
(Figura 4.4).

Con los coeficientes del modelo obtenidos en la Tabla 4.2, el modelo ARIM A(3,
1,0), que resulto ser elegido para modelar la temperatura méxima, es

Tmaz; =0.0036 + T'max,_; — 0.4872(Tmax;_1 — Tmax;_»)

— 0.2981(T'max;_o — Tmaxy_3) — 0.1795(Tmax,_3 — Tmax,_4) + 4,
(2.1)

donde T'maz, denota a la Temperatura al instante ¢, ; es un proceso de Ruido
Blanco.

42



Capitulo 4. Comparacioén de metodologias
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Figura 4.4: Analisis de los residuos del modelo ARIMA(3,1,0).

4.3. Aplicacion de metodologias para detectar
un so6lo punto de cambio (AMOC)

Después de verificar las suposiciones del Teorema 3.2, se calcularon los valores
del estadistico de prueba A, (k) para k = 1,...,313 (Figura 4.5), el valor mé-
ximo para A, (k) fue de A, (k) para k = 36.

Considerando o = 0.05, el valor critico para aceptar o rechazar un cambio en
los parametros del modelo expresado por (2.1) es 15.76829, por lo tanto, existe
evidencia suficiente para garantizar un cambio en algunos parametros.

Para aplicar la metodologia de Gombay, se estim6 y grafic6 cada componente
del vector B(u) (Figura 4.6). Ademaés, en la Tabla 4.3, se presentan los valores
maximos de ﬁ(u) para 0 < u < 1 asi como el valor de «, de lo que se puede
concluir que no se considera suficiente evidencia para garantizar un cambio en
cualquier parametro del modelo dado en (2.1).

Aplicando la libreria changepoint de R, se detecté un tnico punto de cambio
(AMOC) en la media y la varianza de la base de datos.
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15 25

An(k)
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k

Figura 4.5: Valores del estadistico A, (k), para k =1,...,313.

Tabla 4.3: Valores maximos para probar un cambio en los parametros j, o2, ¢1, ¢2
and ¢3.

Para probar un punto de cambio en: &k sup E(u) C1(0.01021614)

0<u<l1
" 245 0.3325948 1.5139
o? 300 0.1475097 1.5139
o1 48  0.5952468 1.5139
P2 52 0.258343 1.5139
?3 263 0.4006972 1.5139

Tabla 4.4: Ubicacién de un punto de cambio en la media y la varianza de la tempe-
ratura méaxima utilizando la libreria changepoint de R.

Puntos de cambio estimado Semana Media estimada Media estimada
en la media antes del punto de cambio después del punto de cambio
250 22.64560 21.50152
Punto de cambio estimado Semana Varianza estimada Varianza estimada
en la varianza antes del punto de cambio después del punto de cambio
27 4.078351 9.970822
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Deteccion de cambio en el promedio de los registros de la temperatura
maxima utilizando el método AMOC

Temperatura
20
I

T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

Registros semanales

(a) Punto de cambio para la media.

Deteccién de cambio en la varianza de los registros de la temperatura maxima
con el método AMOC

Temperatura
20
I

15
L

T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

Registros semanales

(b) Punto de cambio para la varianza.

Figura 4.7: Ubicacién de los puntos de cambio para la media y la varianza de la
temperatura maxima.
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4.3.1.

Con la libreria changepoint de R, se realizé el anélisis para determinar multi-
ples puntos de cambio usando los métodos PELT, BS y SN. Las tablas 4.5 y
4.7, presentan el nimero de puntos de cambio, asi como su estimaciéon de la

Detecciéon de multiples puntos de cambio

media y la varianza de la temperatura maxima, respectivamente.

Las Tablas 4.6 y 4.8 presentan todos los puntos de cambio de media y varianza
detectados con el método PELT. Para tener una mejor concepcion de la ubi-
cacion de los puntos de cambio identificados mediante los métodos PELT, BS
y SN y, para interpretar la ubicacién de los puntos de cambio, se presentan las

Figuras 4.8 y 4.9.

Tabla 4.5: Numero de puntos de cambio para la media de temperatura maxima.

Método Numero de Punto de cambio Punto de cambio
puntos de cambio estimado Media
PELT 48 Ver Tabla 4.6 Ver Tabla 4.6
SN 4 237, 249, 270, 286 22.48312, 25.79167, 21.23333,
17.75000, 23.75333
BS 5 237, 250, 270, 286, 306, 22.48312, 25.60769, 21.12500,

17.75000, 24.48500, 22.29000

Tabla 4.6: Ubicacién de los puntos de cambio en la media de la temperatura maxima,

determinada con el método PELT.

Semana 8 16 23 24 25 34 36 42 52
Promedio | 21.38750 | 23.20000 | 20.94286 | 16.90000 | 20.30000 | 23.56667 | 26.90000 | 24.70000 | 21.14000
Semana 61 62 74 83 93 122 125 129 133
Promedio | 22.32222 | 18.60000 | 22.05000 | 23.94444 | 25.73000 | 21.84138 | 18.96667 | 22.65000 | 24.47500
Semana 135 141 148 152 164 165 171 172 175
Promedio | 27.45000 | 25.46667 | 22.50000 | 19.35000 | 22.00000 | 18.00000 | 22.06667 | 17.20000 | 22.06667
Semana 176 181 184 188 194 227 229 234 235
Promedio | 16.90000 | 20.28000 | 24.20000 | 22.07500 | 25.60000 | 22.54848 | 18.00000 | 21.38000 | 25.40000
Semana 237 249 259 260 270 286 288 289 291
Promedio | 20.60000 | 25.79167 | 21.78000 | 12.20000 | 21.59000 | 17.75000 | 22.70000 | 25.70000 | 21.10000

Semana 299 302 306
Promedio | 24.80000 | 26.90000 | 24.32500 | 22.29000
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Temperatura
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(a) Método PELT.
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(b) Método SN.
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(c) Método BS.

Figura 4.8: Ubicacién de los puntos de cambio para la media de temperatura méaxima.
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Deteccién de cambio en la varianza de los registros de la temperatura maxima
con el método PELT
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(a) Método PELT.

Deteccién de cambio en la varianza de los registros de la temperatura maxima,
con el método SegNeigh
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Deteccion de cambio en la varianza de los registros de la temperatura méaxima
con el método BinSeg
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(c) Método BS.

Figura 4.9: Ubicacién de los puntos de cambio para la varianza de temperatura
maxima.
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Tabla 4.7: Nimero de puntos de cambio en la varianza de la temperatura méxima.

Método Niamero de Puntos de cambio Varianzas
puntos de cambio estimados estimadas
PELT 17 Ver Tabla 4.8 Ver Tabla 4.8
SN 4 18 194 227 306 1.847222, 4.804260

1.454451, 11.119685, 1.043222

BS 4 18, 194, 227, 306 1.847222, 4.804260, 1.454451,
11.119685, 1.043222

Tabla 4.8: Ubicacién de los puntos de cambio determinados con el método PELT.

Semana 18 42 82 93 122 152
Varianza | 1.847222222 | 6.236503623 | 2.305583333 | 1.078545455 | 1.564655172 | 7.142298851
Semana 158 194 218 222 254 257
Varianza | 0.092000000 | 5.700571429 | 1.654184783 | 0.056666667 | 7.507006048 | 0.003333333
Semana 260 270 286 288 306

Varianza | 25.270000000 | 1.105444444 | 0.548000000 | 0.020000000 | 3.610882353 | 1.043222222

4.3.2. Modelos ajustados después de detectar puntos de
cambio en la media de temperatura maxima

Después de aplicar los métodos AMOC, BS, PELT y SN para la media, obser-
vamos que el método PELT realiza varias segmentaciones en los datos, por lo
tanto, no es posible un ajuste ARIMA. El método BS realiza seis particiones en
la base de datos; aunque, la tltima segmentacion tiene solo siete datos (de la
semana 307 ala 313) y luego no es posible un ajuste SARIMA en este segmento.

Para modelar las particiones de series temporales y comparar sus resultados,
en este documento se consideraron particiones de los métodos AMOC y SN.
En el método SN, consideramos, como una segmentacion, las particiones de las
semanas 276 a 286 (ver Figura 4.8), se ajustaron tres modelos ARIMA para
la temperatura maxima en lapsos: semanas 1 a 237, 238 a 286 y 287 a 313
aplicando la metodologia de Box-Jenkins.

La tabla 4.9 muestra los modelos ARIMA ajustados; La figura 4.10 presenta
las series de tiempo particionadas y su funciéon de autocorrelacién para cada
segmento.

La Tabla 4.10, presenta modelos ARIMA ajustados para tres particiones consi-
deradas con el método SN; La figura 4.11 muestra cada particién para la serie
de tiempo.
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Tabla 4.9: Modelos ajustados después de detectar un sbélo punto de cambio.

Modelo ajustado AIC Modelo ajustado AIC
Primer bloque de datos Segundo bloque de datos

ARIMA(2,1,1) 987.06 ARIMA(1,1,1) 273.61

ARIMA(3,1,0) 987.74 ARIMA(2,1,0) 274.79
AMOC ARIMA(2,1,2) 988.47 ARIMA(2,1,1) 275.61
Method ARIMA(S,I,I) 988.85 ARIMA(?,I,Q) 277.52

ARIMA(3,1,2) 990.47

ARIMA(2,2,2) 991.34

ARIMA(2,1,0) 994.72

Tabla 4.10: Ajuste de modelos después de aplicar el método SN.

Modelo ajustado AIC Modelo ajustado AIC Modelo ajustado AIC
Primer segmentacion Segunda segmentacion Tercera segmentacion
ARIMA(2,1,1) 914.29 ARIMA(1,1,1) 191.99 MA(1) 108.29
Método ARIMA(3,1,2) 917.13 ARIMA(2,1,2) 194.44 ARMA(1,1) 110.21
SN ARIMA(2,1,2) 924.6 ARIMA(1,1,0) 194.84 MA(2) 110.23
ARIMA(3,1,1) 924.64 ARIMA(1,1,2) 197.58 ARMA(1,2) 111.71
ARMA(2,2) 113.5

Para elegir el mejor modelo para la serie temporal dividida, se consideraron
los Criterios de Informacién de Akaike, después de aplicar el método AMOC,
el ajuste a la serie temporal se presenta en (3.2), la ecuaciéon (3.3), representa
el ajuste después de aplicar el método SN.

(Tmaxt_l +0.0213 — 0.7750(T'max;—1 — Tmax,_5)
+0.0732(Tmax;—o — Tmax;_3) — 0.2464¢;,_1 4+ 0.5789¢;_5

Tmazx, = § +&, if 1<t <250

0.0102 4+ T'max;_1 4+ 0.0419(T'max;_1 — Tmax,_5) + 0.5162¢;_4

|+, if ¢ > 250

(3.2)

(—0.0008 + Tmaz;,_y + 0.4547(Tmaz,_1 — Tmax,_»)
+0.1698(T'max;_o — Tmax;_3) — €41 + &4, si 1 <t <237

Tmax, = { —0.2044 + Tmax,;_1 + 0.3740(Tmax,;_ 1 — Tmax, 3) + €41

44, si 238 <t <286

(23.8714 + 0.3968¢¢_1, s1 ¢ > 287

(3.3)
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Period: 2-09-2011 to 4-06-2016
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(b) Segunda segmentacion.

Figura 4.10: Segmentacion de la serie temporal después de detectar un punto de
cambio.
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(c) Tercer segmentacion.

Figura 4.11: Series de tiempo particionadas después de aplicar el método SN.

54



Conclusiones

Con la finalidad de determinar cambios en la temperatura maxima de un mu-
nicipio del norte del Estado de Tlaxcala, mediante metodologias estadisticas,
se realizo un estudio comparativo sobre metodologias para detectar puntos de
cambio en series de tiempo. Para la implementacion de las metodologias, el
Centro de Investigacion en Cambio Climatico de la Universidad Aténoma del
Estado de Tlaxcala junto con Proteccion Civil del Estado, proporcionaron una
base de datos (2 de septiembre de 2011 a 2 septiembre de 2017) de una esta-
cion climatolégica ubicada en Tlaxco, Tlaxcala. Esta estacion, registra entre
otras variables climaticas, la temeratura méaxima en intervalos de cada media
hora. Para la implementacion de las metodologias descritas en este trabajo
de investigacion, fue necesario un analisis de calidad de datos que incluyo la
estimacion de datos perdidos (se tuvo una pérdida de informacion del 2 %),
para estimar los datos perdidos de un ano en particular, se consider6é hacer un
proceso de regresion lineal con el ano en que se obtuvo la correlacion mas alta.
La base de datos original, puede solicitarse a Dr. Toméas Morales Acoltzi via
el siguiente correo electronico acoltzi@atmosfera.unam.mx.

Para la implementacion de las metodologias de Davis et al. y Gombay E., se
desarrollaron programas en R (ver Apéndice B), dado que las metodologias
consideran matrices inversas y dado que se realiz6 una diferencia a la base de
datos para que se cumplieran todos los supuestos de las metodologias, compu-
tacionalmente, se provocd que R no pudo calcular la inversa de las matrices
correspondientes, por lo que se implement6 en las metodologias, el calculo de
la matriz inversa generalizada.

Las metodologias de Davis et al. [17] y Gombay [37] nos permiten probar si
existe un tinico punto de cambio o no en algtin pardmetro del modelo autorre-
gresivo de orden p; sin embargo, la metodologia de Davis et al. no nos permite
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estimar el tiempo en que ocurre. Al aplicar estas metodologias en la base de
datos de temperatura maxima, los resultados encontrados muestran que con la
metodologia de Davis et al., la evidencia de un cambio en los pardmetros del
modelo autorregresivo propuesto, por otro lado, la metodologia de Gombay, no
proporciona evidencia suficiente para considerar un cambio, esto se atribuye al
hecho de que para ajustar el modelo autorregresivo a la base de datos, hubo
que hacer una diferencia.

Las otras metodologias aplicadas no consideran la estructura de los datos,
ademas de estar disenadas para estimar los puntos de cambio en la media y la
varianza. El método AMOC estima un tinico punto de cambio, mientras que el
método PELT estima 48 puntos de cambio en la base de datos considerada. La
segmentacion de esta tltima metodologia hace que sea dificil proponer modelos
que se ajusten a la base de datos. Para el cambio en la media de la temperatura
maxima, los métodos AMOC, PELT, SN y BS detectaron el mismo punto de
cambio en la semana 250.

La metodologia de Gombay no se presentd evidencia suficiente para decidir un
cambio en la varianza, el método AMOC estima un cambio en la varianza en
la semana 27 y los métodos PELT, SN y BS coinciden con un cambio en las
semanas 18, 194, 227 y 306. Con el método AMOC, el cambio se informa en la
semana 250, que representa la tercera semana de junio de 2016, revisando los
episodios de frio y calor por temporada informados por el Centro de Predicciéon
Climatica [80], en el mes de junio de 2016, se observa que el océano cambi6
de un calentamiento a un enfriamiento, esto nos permite validar el cambio
reflejado con el método AMOC, de manera similar, para el método SN, los
puntos de cambio estimados coinciden con la transiciéon de un calentamiento
al enfriamiento del océano (semana 237, que representa la tltima semana del
mes de febrero de 2016) y un perfodo sin calentamiento del océano hasta un
enfriamiento (semana 287, que representa el mes de junio de 2017).

Aunque los métodos PELT y BS detectan un cambio en la semana 306 (Tablas
4.5, 4.6, 4.7 y 4.8), esta semana es de las tltimas observaciones por lo tanto,
éste cambio detectado puede no ser un punto de cambio confiable.

El estudio de los puntos de cambio en los datos climaticos a nivel regional
es esencial para los tomadores de decisiones y para el desarrollo local de las
comunidades a analizar, ya que el nivel de impacto en su crecimiento econémi-
co puede dimensionarse al mismo tiempo que podré establecer medidas para
adaptarse a estos cambios con la sociedad y los sectores politico-econémicos.

A lo largo del desarrollo de esta investigacion, se participé en congresos na-
cionales, internacionales ademas de tener un articulo que ha sido aceptado, a

26



Conclusiones

continuacion, se lista los congresos y el articulo que sustentan este proyecto.

1.

Distribucion asintotica de la prueba de razén de verosimilitud para veri-
ficar la existencia de puntos de cambio. XXXI Foro Internacional de la
Probabilidad y Estadistica (2015).

Puntos de cambio en series de tiempo. 4 CIMA FCFM-BUAP (2016).

Distribucion asintotica de una prueba de razon de verosimilitud para ve-
rificar la existencia de puntos de cambio. XVI Encuentro de la Partici-
pacion de la Mujer en la Ciencia (2017).

. Change point analysis of mazimum temperature databases in Tlaxco,

Tlazcala, Mérico. International Congress of Mathematicians. Rio de Ja-
neiro Brasil (2018).

Deteccion de cambios en la temperatura mdxima de Tlaxco, Tlaxcala uti-
lizando metodologias de puntos de cambio. XV Encuentro de la Partici-
pacion de la Mujer en la Ciencia (2019) [45].

Parametric methodologies for detecting changes in maximum temperature
of Tlaxco-Tlazcala, México (articulo aceptado en el Journal of Probabi-
lity and Statistics) [44].

Para los estudios posteriores, se tiene la intenciéon de considerar modelos esta-
cionales, asi como modelos multivariados que pueden estar relacionados para
describir el clima de alguna region.

La aplicacion de las metodologia paramétricas descritas en el capitulo 3, per-
miti6 identificar trabajos futuros con los que se puede continuar a partir de
este estudio, a continuacion se presenta una lista de los posibles trabajos.

= Dado que la mayoria de las series de tiempo que se analizan en el area

de climatologia son estacionales, es importante implementar metodolo-

gias paramétricas y no paramétricas para detectar puntos de cambio en
modelos SARIMA.

De acuerdo con la metodologia del TPCC, es necesario comparar los resul-
tados con series temporales historicas para verificar los cambios obtenidos
y poder identificar las causas de esos cambios (las causas pueden ser por
variabilidad natural o bien por actividades antropogénicas).

Con base en los resultados de la distribucion exacta obtenida en el Teore-
ma 3.2 del capitulo 3 que utiliza resultados del teorema de Darling-Erdés,
se considera que es posible lograr una mejora proponiendo una sucesion
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de constantes a,, y b, de este teorema, utilizando métodos de Montecarlo
y la teoria de valores extremos.

= Algunas metodologias estudiadas que no se presentaron en este traba-
jo, determinan un estadistico de prueba cuya distribucion asintética es
proporcional a una distribucién x?2, por lo cual es importante analizar el
comportamiento de las ditribuciones de este tipo.
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APENDICE A

Convergencia Estocastica

A.1. Convergencia en distribucion

Definicion A.1 Sea {F,} una sucesion de funciones de distribucion. Si exis-
te una funcion de distribucion F, tal que F,(x) — F(x) conforme n — oo
en cada punto x en el que F es continua, se dice que F, converge en ley (o

débilmente a F') y se denota por F, 4.

La definicion A.1, significa que para todo € > 0 existe N(e,z) € N, tal que
para todo n > N(g,z) y todo punto de continuidad z de F,

|F(x) — F(z)| <e.

Definicion A.2 Si {X,} es una sucesidn de variables aleatorias y F), es la
correspondiente sucesion de funciones de distribucion, se dice que X,, converge
en distribucion a X si existe una variable aleatoria X con funcion de distri-

bucion F tal que F, Ny y se denota por X, L X,

Teorema A.1 Sea {X},>1 una sucesidn de variables aleatorias con valores
reales, considérese f,(k) = P{X,, = k},k=0,1,... la funcion de probabildad
de Xp,n=1,2,...y f(k) = P{X = k} como la funcion de densidad de X.
Entonces,

fn(z) = f(x) para todo x < X, 4 X.

Demostracion: =) Como para cada k, f,,(k) — f(k), se cample que Zfz_m fag) —
> oo ) = Fulk) = F(k).
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<) Supédngase que X, LN X, entonces

T > falk) = D f(k) =

j=—o00 Jj=—00

n—oo

lim X, dP = / XdP.
(—o00,k] (—o00,k]

g 4 4 d
Teorema A.2 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias tales que X,, —
X y sea ¢ una constante, entonces

a. Xn+ci>X—i—c,
b cX, > cX.

Demostraciéon:

a. Sea ¢ > 0, como X, 2 X existe N(e, x) tal que para todo n > N(g,x)
y todo punto de continuidad x de F,

P{Xn—i-cix}—P{X—l—ch}‘:‘P{Xnﬁx—c}—P{XSx—c})

F.(x—¢)—F(z—c)| <e.

b. Sea ¢ < 0, ¢ > 0, como X, L X existe N(e,z) tal que para todo
n > N(e,z) y todo punto de continuidad = de F,

P{cX, <z} —P{cX < x}‘

I
0
—
e
vV
o8
——
|
—
<
Vv
o8
——

Para ¢ > 0, se prueba de manera similar.

A.2. Convergencia en Probabilidad

Definicion A.3 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias definidas en
algin espacio de probabilidad (2, F, P). Se dice que la sucesion {X,,} converge
en probabilidad a la varialbe aleatoria X si para cualquier € > 0

P{X,—X|>¢e}—0
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conforme n — 00,
o equivalentemente P{|X, — X| < e} = 1 conforme n — oo y se escribe

X, 5 x.

Teorema A.3 Sea X, R y g una funcion continua definida sobre R, en-
tonces g(X,,) R g(x) conforme n — oo.

Demostracion:
Como X es una variable aleatoria, dado € > 0 se puede encontrar una cons-

tante k = k(e) tal que P{|X| >k} < g

Como ¢ es una funcion continua sobre R, se cumple que g es uniformemen-
te continua sobre [—k, k], asi, es posible encontrar un 6 = (e, k) tal que
lg(z, — g(2))| < e siempre que |z| <k y |z, — 2| < 4.

Sea A = {|X| = k}, B = {|Xy — X[} < 0, C = {|g(Xn) — g(X)|} < ¢, de
forma que AN B C C y de donde se sigue que C°¢ C A°U B¢ y por lo tanto
P(C*¢) < P(A°) + P(B°).
Ast, P{lg(zn — g(2)| = £} < P{Ja| > K} + P{lan — 2| > 6} <.
Para n > N(e,d,k), donde N(e,d, k) es elegido de tal forma que

P{|X, — X| >} <e/2, paran > N(g,0,k).

Teorema A.4 Si X, B X entonces X, L X,

Demostracién:
Sean F), y I las funciones de distribucion de X,, y X respectivamente.

{w: X(w) <2} ={w: X(w) <2zNX(w) <2}U{w: X(w) >N X(w) <2’}
C{X, <z}U{X,>znX, <2'}

Asi, F(2') < F(X) + P{X,, >z, X, <a'}.
Como X,, — X R 0, se cumple para ' < z,
P{X, >z, X <2'} < P{|X, — X| > 2 —2'} = 0 conforme n — oo, por

lo tanto, F(z') < lim F,(z), 2’ < x.

n—o0

Similarmente, intercambiando X y X, y x y 2’ se tiene

lim F,(z) < F(2"), = <.

n—oo
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Asi para ' < x < 2", se tiene
F(z') < limF,(x) < limF(x) < F(z2").

Como F' tiene un nimero contable de puntos de discontinuidad, se elige  un
punto de continuidad de F tal que 2 | z y 2’ 1 x, asi se tiene

F(z) = lim F,(x),
n—oo

en todos los puntos de continuidad de F.

A.3. Convergencia casi segura

Definicion A.4 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias. Se dice que
X, converge casi sequramente (a.s) a una variable aleatoria X siy sdlo si

P {w s lim X, (w) = X(w)} =1,

n—oo

Teorema A.5 X, “3 X siy sélo si lim P {S.up|Xm - X| > 6} =0.
n—oo

m>n

Demostracion:
Como X, &8 X, X,, — X 80, por lo que sera suficiente demostrar la equi-

valencia de X,, 8 0y lim P {Sup|Xm - X| > 5} = 0. =) Supongamos que
n—oo

m>n

X, 230. Sea ¢ > 0 y considérese

An(e) = {supp(my > g} , O = { lim X, = o} v Bo(2) = C' N Ay(2).

m>n

Se puede verificar que B,,+1(e) C By,(e) vy por tanto N2, B, () = 0, asi que
lim P{B,(e)} = P{N>,B,(e)} = P{0} = 0.
n—oo

Como P(C) =1 (pues X,, 28 X), P(C°) = 0, entonces,

P(B,(¢)) = P(A,(e)NC)=1—P(C°U A (e))

=1-P(C%) = P(A;(e)) + P(C°N Ay (e))
P(An(e)) + P(C°N AL(e))
P(A,(e)).
" TLILIEOP(BH(s)) = T}LII;OP(AN(S)) = nlggoP {suple| > 5} = 0. Asi, si X,, 2%

0= lim P {sup|Xm| > 5}

n—oo mzn
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<) Supoéngase que lim P {sup|Xm| > e} = lim A,(¢) =0y sea D(¢g) =
n—o0 n—o0

m>n
{EJX,J >e > O}. D(e) C A,(e),paran =1,2,...,porlotanto 0 > P(D(¢)) <
P(A,(¢)) = 0= P(D(e)) =0.
También se cumple
ce — {w : JLIEOX”(W) # 0} cU,—, {TEJXH(W)’ > %} , asi,

P(C) =1-P(C) <Y P {D @)} — 0, por lo tanto

P(C) =1, es decir;

P{w: 1ian}:o;»XnSo.

n—00

Observacion A.1 X, 230 significa que para todo € > 0, n > 0 arbitrario, se
puede encontrar ng tal que

P {sup\Xn| > &?} <,

n=mno

en efecto se puede escribir equivalentemente que

ng@wP{ U {1xal > g}} = 0.

n=>mno

Teorema A.6 Si X, 25 X entonces X, 5 x.

Demostracion: Por la observacién anterior, para ¢ > 0y n > 0 se puede
encontrar un 7y = n(e, n) tal que P {ﬂf;m{\Xn - X[} < e} >1—n.

Moy 1w 1 [Xn(w) = X(w)] < e} CH{w : [Xp(w) — X(w)| < e} paran > o, asi

para 1 2 1o,
P{|X, — X| §g}2P{ﬂ°° {1X,, — X| §€}} > 1 — 7 entonces,

n="n0

P{X,—-X|<e}>1—-n=P{X,—X|>e}<1—-(1=-n)=nVnp>n =
li_>mP{|Xn—X\>s}:O:>Xn5X.
n—oo

Teorema A.7 Sean {X,,,Y, }n>1 una sucesion de variables aleatorias tales que
| X, — Y] Ky yY, LY entonces X, Ly
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Demostracién: Sea x un punto de continuidad de la funcién de distribucion
de Y y € > 0. Entonces,

P{X, <1} =P{X,<z+Y,—Y,}
— PV, <z+Y,—X,}
=P{Y,<z+Y,—-X,,Y,— X, <¢}
+P{Y,<z+Y,—-X,,Y,— X, >¢}
<P{Y, <z+e}+ Py, - X, > ¢}

Como nlg{)l(jPﬂi@ — X,| > €} = 0 entonces
li_>_mP{Xn <z} < lim P{Y, <z + ¢}, similarmente,
n—00 n—oo
P, <z—e}=P{Y, <z+ X, — X,,}

=P{X, <z—-e+X,-Y,}
=P{X, <z—e+X,-Y,, X, - Y, <¢}
+P{X, <z—e+X,-Y,, X, - Y, >¢}
< P{X,-Y, >¢c}+ P{X, <z}

Luego,

lim P{Y,, <x —¢} < lim P{X,, - Y, > e} + lim P{X,, <z}, asi,

n—00 n—o0 n—o0
lim P{Y,, <z —¢} < lim P{X, < 2} < lim P{X, <2} < lim P{Y, <
n—00 Nn—00 n—o0 n—00

r+¢e}

como ¢ > 0, el resultado se obtiene si ¢ — 0.
Corolario A.1 57 X, B X entonces X, LS

Demostraciéon: Considerando Y,, = X,,, se tiene que X, — X Ry yY, =
X, Ax = Y, luego por el teorema anterior, X, kNS

Teorema A.8 (Teormea de Slutsky) Sea {X,,Y, }n>1 una sucesion de pa-
res de variables aleatorias y ¢ una constante. Entonces

1L X, 53XV, Be=X,+Y, 4 X+

2. X, 5X,V, 5=
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Demostraciéon:

1. Como Y, £ ¢ entonces (Y, + X,) — (X, +0¢) R 0, si X, 4 x implica
que X, +c¢ LX ¢, luego por el teorema anterior, Y,, + X, L Xte

2. a) Supobngase que ¢ # 0, como X, es una variable aleatoriay Y,,—c 0
entonces X,Y, — cX,, = X, (Y, — ¢ i 0, ademas si X, Ax
entonces cX, a4 cX, luego por el teorema anterior, X,Y, LoeX.

b) Sea ¢ = 0, para cualquier k£ > 0 fijo,

P{X,Y,|>c}=P {|XnYn\ > e |V, < %}

+P{|XnYn] > e, |Y,| > %}

g g 9

= P{|Xn| > = > k} +P{]XnYn\ > e, |V, > —}
Yol Yl ) k

luego P {|X,Y,| > e} < P{|X.| > k} + P{\Yn| > E}’

como Y, 0 y X, K X, se sigue que para k fijo y positivo,

m P{|X,Y,| > ¢} < Tim P{|X,| > k} + mp{ym > 5}
n—oo n—oo n—oo k
= P{|X| > k},

como k es arbitrario, es posible hacer P{|X| > k} tan pequeno como sea

posible, tomando £ suficientemente grande, asi se sigue que X, Y, Lo,

P P P
3.comoY, =c¢, c#0, YV ! S5 ct=Yt—ct =0, como X, es una
. . P d
variable aleatoria, X, (Y, ' —¢™') = X,Y.' —c'X,, = 0,y ¢7'X,, =

: d
¢ X, luego por el teorema anterior, X, Yn=! = ¢71X.

Teorema A.9 (Teorema del mapeo continuo) Sea g : R¥ — R™ conti-
nua en cada punto de un conjunto C' tal que P(X € C') = 1.

1. Si X, 2 X entonces g(X,) 23 g(X).
2. 85i X, 5 X entonces 9(X,) KA 9(X).
3. 8i X, % X entonces 9(X,) KN g(X).

Demostracion:
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a.s

1. Supongase que X,, — X. Para w € Q tal que X, (w) - X(w) y tal
que g es continua en X (w), se tiene que g(X,(w)) = g(X(w)) confor-
me n — 0o. Por suposicion, el conjunto de w tiene probabilidad 1, asi
9(Xn(w)) = g(X(w))

2. Sea X, & X y supongase que g(X,) A g(X), entonces, para algin
e >0y A > 0 existe una subsucesién n; para la cual

(*)P (|9g(X,,) —g(X)| >¢) > A, paratodo k=1,2,...

pero X, A x implica que X, 5 X, luego es posible garantizar la
existencia de una subsucesion {n;;} de {n;} para la que

anE?X,j—>oo

y como convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad, se
tiene g(Xnk]_) K g(X), contradiciendo (%), por lo tanto g(X,) KR 9(X).

3. Supoéngase que X, LN X, es posible construir sobre un espacio de proba-
bilidad (£, «7’, P") algunos vectores aleatorios Y1,Y 5, ..., yY tales que
(Y1) = (Xy), (Y2) = (Xa),...,, (Y)=(X)y Y, =Y con probabilidad
P’ de 1. Sea D el conjunto de discontinuidad de la funcion g, entonces,

P’ ({u' : g es discontinua en Y (w')}) = P/(Y (D))
= Py(D) = Px(D) = P(X (D))
—0

por el inciso 1, g(Y,) — ¢g(Y) con probabilidad P’ de 1, asi g(Y,) A

g9(Y), que es lo mismo que g(X,,) KN g9(X).

A.4. Orden de Convergencia

Definicion A.5 Sean f y g dos funciones, tales que f,g : N — R*. Se dice
que f(n) € O(g(n)) si existe una constante ¢ € R y ng € N, tal que para cada
n > ng

f(n) < eg(n)

Teorema A.10 Si fi(n) € O(g1(n)) y fo(n) € O(g2(n)), entonces fi(n) +
fa(n) € O(méx (g1(n), g2(n)))
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Demostraciéon: Como fi(n) = O(g1(n)) y fo(n) = O(g2(n)), 3 ¢1,c0 € R y
ni,ng € R tal que fi(n) < c1g1(n), Yn>nyy fa(n) < caga(n), Vn > ng. Sea
C =méx (c1,c2) y N = méx (ny, ny), entonces fi(n)+ fo(n) < 20 méx (g1, g2)-

Observacion A.2 f(n) = O(g(n)) es equivalente a escribir f((n)) =0(1)
g(n

Definicién A.6 Para una sucesion de variables aleatorias R,
1. X,, = op(R,) significa que X, =Y, R, y Y, £o.

2. X, = Op(R,) significa que X,, =Y, R, y Y,Op(1).

Propiedades
L 0p(1) + 0p(1) = 0p(1), 4. (14 0,(1))71 = Op(1),
2. Op(1) + Op(1) = Op(1), 5. 0p(Rn) = Rnop(1),
3. 0p(0p(1)) = 0,(1), 6. Op(Ry) = RyOp(1).

A.5. Teoremas importantes

Teorema A.11 (Teorema de Donsker) Si e1,e,... son independientes e
idénticamente distribuidos con media cero y varianza o2, y si

XP@) = =Sl @) + (0t = nt]) =iy a ()

B

d
entonces, X" — W

Demostraciéon: Como se ha demostrado la existencia de la medida de Wiener
y la correspondiente funcion aleatoria W, se puede concluir que (X7, X[ —
X7 KN (Ws, Wy — W) esto implica que (X7, X") KN (Ws, Wy). Por el Teorema
1, X" 4w,

Teorema A.12 Sea {€,,n > 1} una sucesion de vectores aleatorios de dimen-
ston d y con valores reales tal que la sucesion es débil en sentido estacionario,
es centrada en esperanza con momento (24 9) para 0 < § < 1, uniformemente
acotada por 1. Supdngase que {€,,n > 1} satisface la condicion

[P(AB) — P(A)P(B)| < p(n) L0, ¥ n k> 1
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y todo A € MF y B € MY, con M la o—dlgebra generada por los vectores

€a,€0i1, .., & y p(n) una sucesion no creciente con p(n) < n~(1+0+2/0)
escribiendo &, = (§n1, - -+, &na), entonces las dos series en
Yij = E(&u&;) + ZE(flszj) + ZE(ﬁkifu),
k>2 k>2

converge absolutamente.

Escribiendo la matriz (v;;), 1 < 1,5 < d por T, entonces se puede redefinir
la sucesion {€,,n > 1} sobre un nuevo espacio de probabilidad junto con un
movimiento Browniano X (t) con matriz de covarianza ', tal que

an — X(t) < tV* a.s.,
n<t
para algin X\ > 0 dependiendo sélo de €,6 y d

Demostracién: La demostracion de este teorema se puede consultar en [61].

Proposiciéon A.1 Sea Z,t > 1, una secesion de vectores aleatorios de dimen-
sion d, independientes e idénticamente distribuidos con E(Z) =0y E(ZZ') =
1. Si todas las componentes de Z1 tienen r—ésimo momento finito para r > 2,

entonces HS H
/ k
P a(lnn)lréllgxél RIE

— fa(lnn) < x| — exp(e™),

k
conforme n — oo, donde Sy, = Y. Z;, a(r) = 2Inx)Y? B4(x) = 2Inz +
j=1
(d/2)Inlnz — Inl'(d/2), T'(-) es la funcion T.
Demostracién: Ver demostracion en [49)].

Corolario A.2 Bajo las suposiciones de la Proposicion A.1,

P [( méx M ~ By(n n)) JAy(Inn) < 4 s cop(—c),

donde Aq4(x) = f;((j)) y Ba(z) = (id((;))) )

Demostracién: Ver demostracion en [49).
Teorema A.13 (Ley del Logaritmo Iterado) Si{X,} es una sucesidn de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media cero

n
y varianza, entonces la sucesion de sumas parciales S, = underseti = 1Y°5,X;,
satisface

lim sup =1 a.s.

S
n—oo vV 2nloglogn

Demostracién: Ver demostracion en [91].



Convergencia Estocastica 69

A.6. Puente Browniano

Definicién A.7 El movimiento Browniano estindar condicionado en W (1) =
0 es llamado Puente Browniano Estdndar, B(t).

Considerando dos variables aleatorias independientes W; y W, — W,, su distri-
buciéon de densidad conjunta para Wy =xy Wy — W, =y es

1 1 2 y?

e%ei 2(1—t)
V2t \/2n(1 — 1)

Considerando el teorema de la transformacion, la densidad conjunta de (W7, W;)

es 1
N (2
1 e( 1—t><2t y“)

27t(1 —t)

fWLWt(x’ y) =

Luego la funcion de densidad condicional para W, dato W, = 0, es

e
e 2t(1-t)

fB(2, 1) = fwjwi=o(, 1) = \/ﬁ

A.7. Matriz inversa generalizada

Definicién A.8 Sea A una matriz de tamano m X n. St M es una matriz de
tamanao n X m tal que:

1. AM es una matriz simétrica.
2. M A es una malriz simétrica.
3. AMA=A.
4. MAM =M

entonces se dice que M es una inversa generalizada (pseudoinversa) de A o
simplemente que M es una g—inversa de A.

Observacion A.3

1. Si A es invertible, entonces la matriz A~! es una g—inversa de A.

2. Si A =0,,x, entonces la matriz M = 0,,.,, es una g—inversa de A

Teorema A.14 (Existencia de la matriz inversa generalizada) Toda ma-
triz A de tamano m X n tiene una inversa generalizada.
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Demostraciéon:

Si A es una matriz de ceros, por la observacion A.3 inciso 2, la demosttracion
es trivial.

Suponiendo que A # 0 con rango r > 0, existen matrices de tamano B m X1y
C de tamano r x n tal que A = BC'. Como B y C tienen rango r, las matrices
B'B y CC' son invertibles. Finalmente, al considerar la matriz

M =c'(CCy"Y(B'B)"'B' = B(B'B)"'B’

Al verificar las condiciones de la definicién de la matriz inverza generalizada,
se tiene

MA = C'(CCY"Y(B'B)"'B'BC = C'(CC'")~'C,
AM = BCC'(cC")" Y (B'B)™'B,
ademias AMA = B(BB')'BBC=BC=Ay
MAM = cC'(cc)tcc'(ccy " {(B'B)™'B
=C'(CcCYy(B'B)'B =M
por lo tanto, M definida anteriormente es una g—inversa de A.

Teorema A.15 (Unicidad de la matriz inverza generalizada) Toda ma-
triz A tiene una tunica g—inversa.

Demostracién: Supoéngase que M; y M, son dos g—inversas de una matriz
A. Utilizando la definiciéon de g—inversa de una matriz se obtiene:
AMy = (AM{A)My = (AM,)(AM,y) = (AM,) (AM,)'
- ((AMQ)(AMl))/ - ((AMQA)Ml)/ - (AMl)/ - AMl

De aqui, AM,; = AM;. De forma anéloga se obtiene que MsA = M; A, por lo
tanto

M1 = MlAMl = (M1A>M1 = (MQA)Ml - MQ(AMl)

= My(AMy) = MyAMy = M.



APENDICE B

Programas Desarrollados en R para la aplicacion
de las metodologias

B.1. Programa elaborado en R para la aplica-
cion de la metodologia de Davis et al. [17]

# Metodologia Davis 1995.

#Cada columna de la matriz vetorescore,

# representa el vector score para k = No. de columna de la matriz.
# Se debe introducir el vector de parametros en el vector xi

# bajo el siguiente orden:

#media, varianza, estimacidén de los parametros del proceso AR(p).
#Cargar las observaciones como un archivo con extensidén .csv
serie=read.table("C://Users//Silvia//Documents
//DOCTORADO//APLICACION//serie_estacionaria.csv",sep=",",header=TRUE) ;
datos=serie[,1];

library(matlib)

HHH R R
media=mean(datos)

dimensionxi=length(xiestimado)

p=3;

n=length(datos)

# Calculo de la matriz MN

renglones=n-p;
matrizmn=matrix(data=0,nrow=renglones, ncol=p+1);
for(j in 1:renglones){
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if (j==1)1
for(i in 1:(p+1)){
if (i==1){matrizmn[j,i]=1}

else
if(it=1){
pos=pt+2-1i;
matrizmn[j,il=datos [pos]
}
i=i+1;
}
}
if(§>1){
for(i in 1:(p+1)){
if (i==1){matrizmn[j,i]=1}
else
if(it=1){
pos=ptj-i+1l;
matrizmn[j,il=datos [pos]
}
i=i+l;
}
}
3=+
}
# Calculo de la matriz Mk
tope=n-p-1

matrizdeltak=matrix(data=0, nrow=1, ncol=n-k-1);
for(k in 1:tope){
renglones=k;
matrizmk=matrix(data=0,nrow=renglones, ncol=p+1);
for(j in 1:renglones){
if (j==1){
for(i in 1:(p+1)){
if (i==1){matrizmk[j,i]=1}
else
if(it=1){
pos=pt+2-1i;
matrizmk[j,il=datos [pos]
}

i=i+1;
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if (5>1){
for(i in 1:(p+1)){
if (i==1){matrizmk[j,i]=1}
else
if(ir=1){
pos=ptj-it+l;
matrizmk[j,i]l=datos [pos]
}
i=i+1;
}
}

j=3+1;
}

# Calculo de la matriz MKtilde
ren=n-k-p
matrizmktilde=matrix(data=0,nrow=ren, ncol=p+1);
for(j in 1:ren){
if (j==1)1
for(i in 1:(p+1)){
if (i==1){matrizmktilde[j,i]=1}
else
if(it=1){
pos=ptk+j-i+1;
matrizmktilde[j,i]=datos [pos]
+
i=i+1;
}
}
if (>4
for(i in 1:(p+1)){
if (i==1){matrizmktilde[j,i]=1}
else
if(it=1){
pos=ptk+j-i+l;
matrizmktilde[j,i]=datos [pos]
+
i=i+1;
}
}
3=3+1;
+
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vectorxn=matrix(data=0, nrow=n-p,ncol=1)
vectorxk=matrix(data=0, nrow=k,ncol=1)
vectorxktilde=matrix(data=0, nrow=n-k-p,ncol=1);
for(z in 1:n-p){
vectorxn[z,1]=datos[z+p];

z=z+1;
+
for(z in 1:k){

vectorxk[z,1]=datos [p+z];

z=z+1;

}

contador=1;

contador2=k+p+1;

for(z in contador2:n){
vectorxktilde[contador,1]l=datos[z];
z=z+1;
contador=contador+1;

+

productol=t (matrizmk)%*/matrizmk;

producto2=t (matrizmktilde)%*/matrizmktilde;

if (det (producto1)<=0.05){
mkinversa=Ginv (t (matrizmk) %*¥matrizmk) ;

}

if (det (producto1)>0.05){
mkinversa=solve (t (matrizmk) %*%matrizmk) ;

}

if (det (producto2)<=0.05)1{
mktildeinversa=Ginv (t (matrizmktilde) %*¥%matrizmktilde) ;

}

if (det (producto2)>0.05){
mktildeinversa=solve(t(matrizmktilde)¥%*/matrizmktilde) ;

3

ql=t(vectorxn)*)vectorxn-t (vectorxn)*/matrizmny*y
solve(t(matrizmn) %*%matrizmn) %*%t (matrizmn) %*%vectorzn;

g2=t (vectorxk)j*)vectorxk-t (vectorxk) %*)matrizmky*/mkinversal,*’

t (matrizmk)¥%*%vectorxk;

g3=t (vectorxktilde)%*%vectorxktilde-t (vectorxktilde) %*/matrizmktilde*%
mktildeinversal*x¥t (matrizmktilde)%*%vectorxktilde;

74



Programas Desarrollados en R

matrizdeltak[k]=ql-q2-q3;
k=k+1;
}
maximodeltak=max(matrizdeltak)
for(j in 1:length(matrizdeltak)){
if (matrizdeltak[j]==maximodeltak){
posicion=j;
}
3=3+1;
}
x=seq(from=(p+1), to=(n-1), by=1);
y=matrizdeltak;
plot(x,y, type="1", xlab="k", ylab="f (k)")

print (maximodeltak)
print (posicion)

# Calculo de los cuantiles de la Distribucidén Gumbel

d=p+1;
bnd=(2*log(log(n))+(d/2*log(log(log(n))))-log(gamma(d/2)))~2/(2*log(log(n)));
an=sqrt (bnd/ (2*1log(log(n))));

print (bnd)

print (an)

probabilidades=matrix(data=0,nrow=4000, ncol=2)
x=4

for(j in 1:4000){

probabilidades[j,1]=x*an+bnd;
probabilidades[j,2]=exp(-2*exp(-x/2));
x=x+0.01;

j=j+1;

}

print (probabilidades)

B.2. Programa elaborado en R para la aplica-
cion de la metodologia de Gombay E [37]

# Metodologia Gombay 2008.
#Cada columna de la matriz vetorescore, representa el vector score
para k = No. de columna de la matriz..
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# Se debe introducir el vector de parametros en el vector xi
# bajo el siguiente orden:
#media, varianza, estimacién de los parametros del proceso AR(p)

xiestimado=c(0.0013360338573,3.563,-0.4872,-0.2981,-0.1995) ;
#Cargar las observaciones como un archivo con extensidén .csv

#tserie=read.csv("C://Users//SAMSUNG//Documents//DoCTORADO//APLICACION//
temperatura_maxima_estandarizada

_por_numero_de_semana_al_anio.csv" ,header=TRUE, sep=",")
serie=read.table("C://Users//Silvia//Documents//
DOCTORADQ//APLICACION//serie_estacionaria.csv",sep=",",header=TRUE) ;

datos=serie[,1];

HUSHHAH RS RS SR RS R R R R R R R R R R S
media=mean(datos)

dimensionxi=length(xiestimado) ;

p=length(xiestimado)-2;

n=length(datos);

#Se genera la matriz cuyas columnas son elementos del vector Score
vectorscore=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado), ncol=n);

for(w in 1:n){
s=1;
sumal=0;
suma6=0;
for(i in 1:p){
sumal=sumal+xiestimado [i+2]
i=i+1;
}
factorl=(1-sumal)/xiestimado[2];
suma2=0;
suma4=0;
for(j in 1:w){
suma3=0;
sumab5=0;
for(c in 1:p){
if((j-¢) <=0){y=0;}
else
if ((j-c)>0){y=datos[j-c];}
suma3=suma3+xiestimado [c+2]*(y-xiestimado[1]);
c=c+1;

}
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suma2=suma2+(datos[j]-xiestimado[1]) -suma3;
sumab=sumab+(datos[j]-xiestimado[1])-suma3;
suma4=suma4+ (sumab*sumab) ;

J=j+1;

+
vectorscore[l,w]=factorl*suma2;
vectorscore[2,w]l=(-w/(2*xiestimado[2]))+((1/(2*xiestimado[2]*xiestimado[2]))*suma4d)
w=w+1;
+
for(s in 1:p){
for(w in 1:n){
suma7=0;
for(j in 1:w){
suma6=0;

for(c in 1:p){
if((j-c) <=0){y=0;}
else
if ((j-c)>0){y=datos[j-c];}
suma6=suma6+xiestimado [c+2]*(y-xiestimado[1]);
c=c+l;
}
if ((j-s)<=0){h=0;}
else
if ((j-s)>0){h=datos[j-s];}
suma7=suma7+((datos[j]l-xiestimado[1])-suma6é)* (h-xiestimado[1]);
j=j+1;
}
vectorscore[s+2,w]=suma7/xiestimado[2];
w=w+1;
}
s=s+1;
}
# Matriz de varianzas y covarianzas.
#Extraccidén de las primeras p observaciones:

pob=matrix(data=0,nrow=p, ncol=1);
for(i in 1:p){

pob[il=datos[i];
+

medial=mean(pob) ;
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veccov=matrix(data=0,nrow=p, ncol=1);

for(k in 0:p-1){
suma=0;

for(j in 1:(p-k)){
suma=suma+(pob[j]-medial)*(pob[j+k]-medial)
3=3+1;

}
suma=suma/p;
veccov[k+1]=suma

k=k+1;
+
mcov=matrix(data=0,nrow=p+2, ncol=p+2);
r=1;

for(j in 1:p){
for(f in 1:p){
if (j==f){mcov[j+2,f+2]=veccov[1i];}
if (Gr=£){
maximo=max(j,f);
mcov [j+2,f+2]=veccov[maximo]

}

3=3+1;
X

mcov[1,1]=(1-sumal)~2/xiestimado[2]
mcov[2,2]=1/(2*xiestimado[2]~2);
valpropio=eigen(mcov) ;
matrizdelta=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado), ncol=length(xiestimado));
matrizgama=valpropio$vectors;
for(contador in 1:(p+2)){
for(c in 1:(p+2)){
if (contador==c){
matrizdeltalc,c]l=1/(sqrt(valpropio$values[c]l));
}
c=c+1;
}
contador=contador+1;}
matrizIsqrt=matrizgamaj*jmatrizdelta¥%*), t(matrizgama) ;
vectorB=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado) ,ncol=n);
for(j in 1:n){
B=(1/sqrt(n))*matrizIsqrti*jvectorscorel,jl;
vectorB[, j]1=B;
3=3+1;
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}

print (vectorB)

#Deteccibén de médximos y su ubicacidn
##E1 primer regldén indica el valor méximo.
#E1 segundo rengldén indica la posicidén del méximo en el vector B.

maximos=matrix(data=0,nrow=2,ncol=length(xiestimado))
par (mfrow=c(3,2))

for(j in 1:length(xiestimado)){
matrizauxiliar=vectorB[j,];

x=seq(1, length(datos), by=1);
plot(x,matrizauxiliar, type="1", ylab="valor ", xlab="k" )

maximo=max(matrizauxiliar) ;
for(z in 1:length(datos)){
if (maximo==matrizauxiliar[z]){
posicion=z;

}

z=z+1;

}

maximos[1, j]l=maximo;
maximos[2, jl=posicion;
3=3+1;

}

print (matrizIsqrt)

print (vectorscore)

print (vectorB)

print (maximos)

#Para la prueba de un solo lado

#Cuantiles C1

cuantill=0;

alpha0=0.05

alpha=1-((1-alpha0)~(1/(p+2)));## Este valor se puede modificar

probabilidad=exp(-2*(cuantill*cuantill));

tolerancia=0.00001 # Este valor se puede modificar

while(probabilidad-alpha>tolerancia){
cuantill=cuantil1+0.00001;
probabilidad=exp(-2*(cuantill*cuantill));

}
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print (probabilidad) ;
print (cuantill)

#p-valores

pvalores=matrix(data=0,nrow=length(xiestimado), ncol=1)

for(i in 1:length(xiestimado)){
pvalores[i,1]=exp(-2*(maximos[1,i])~2)

}

print (pvalores)

#Prueba de dos colas

#Cuantiles C2

suma=0;

alpha0=0.005

alpha=1-((1-alpha0)~(1/(p+2)));# Este valor se puede modificar

toerancia=0.001; # Este valor se puede modificar
cuantil2=0;
print (alpha)

for(k in 1:50001){
suma=suma+((-1) ~(k+1) *exp (-2*kxk*cuantil2*cuantil2));
k=k+1;

}

probabilidad=suma;

while (probabilidad-alpha>tolerancia){
cuantil2=cuantil2+0.0001;
suma=0;
for(k in 1:50001){
suma=suma+ ((-1) ~(k+1) *exp (-2*k*k*cuantil2*cuantil2)) ;
k=k+1;
}
probabilidad=suma;
}
print (probabilidad) ;
print (cuantil2)
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