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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacidon

El control de robots manipuladores ha sido uno de los temas de mayor investigaciéon en los tultimos
anos. Existen varias tareas que requieren capacidades de seguimiento de trayectoria eficaz tales como
soldadura con plasma, corte laser u operaciones de alta velocidad en la presencia de obstaculos. En
este caso, el empleo de esquemas locales requiere moverse lentamente a través de una serie de consig-
nas intermedias, retrasando considerablemente la finalizacion de la tarea. Por lo tanto, para mejorar
el desempeno de seguimiento de la trayectoria, los controladores deben tener en cuenta el modelo
dindmico del manipulador a través de una técnica similar a un par calculado [1-4] .

Existen diferentes técnicas y metodologias de control que se pueden aplicar al control de manipu-
ladores. El método de control particular elegido, asi como la forma en que se implementa, puede
tener un impacto significativo en el rendimiento del manipulador y, en consecuencia, en el rango de
sus posibles aplicaciones. Ademés, el diseno mecanico del propio manipulador influird en el tipo de
esquema de control necesario. Continuamente se realizan mejoras tecnolégicas en el diseno mecanico
de los robots, lo que a su vez mejora su potencial de rendimiento y amplia su gama de aplicaciones.
Sin embargo, darse cuenta de este mayor rendimiento requiere enfoques de control més sofisticados.
Como es el caso de un robot manipulador de transmision directa que utiliza motores de alto par sin
reduccion de engranajes. Con esta tecnologia se eliminan los problemas de contragolpe, friccion y
flexibilidad debido a los engranajes que poseen los motores con engranajes. Sin embargo, el acopla-
miento entre los eslabones ahora es significativo y la dinamica de los servomotores puede ser mas
compleja. El resultado es que para lograr un alto rendimiento de este tipo de manipulador, se debe
abordar un conjunto diferente de problemas de control [5,6].

Varios trabajos relacionados al control de trayectoria carecen de una prueba de estabilidad asintotica
global en el punto de equilibrio. En la literatura se encuentra reportada la demostracion de estabilidad
global en el punto de equilibrio del controlador PD-, la cual se caracteriza por su simplicidad, por
eso la principal motivacion de realizar el presente trabajo, es disenar y analizar un algoritmo basado
en funciones hiperbolicas acotadas, las cuales permitan controlar el movimiento del efector final de un
robot de 3 grados de libertad (gdl). Para ello, es necesario saber disenar nuevas estrategias de control
basadas en funciones hiperbdlicas acotadas y analizar matematicamente las funciones estrictas de
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Lyapunov.

1.2. Antecedentes

Hoy en dia el interés de la comunidad cientifica en robética y control se ubica en utilizar robots
manipuladores para realizar movimientos de alta velocidad y con un alto grado de exactitud y preci-
sion [7]. Los robots manipuladores representan sistemas dindmicos con un comportamiento no lineal,
multivariable y fuertes acoplamientos dindmicos. Estas caracteristicas coadyuvan a ser considerados
como plantas de analisis y estudio en la formulacién de nuevos problemas abiertos para la comunidad
cientifica [8,9] .

El problema de control de trayectoria o control de movimiento es de los temas més importantes en
robodtica, consiste en mover al extremo final del robot desde cualquier condicién inicial siguiendo
trayectorias deseadas variantes en el tiempo en posicion y velocidad, sin interactuar con su entorno.
La estructura matemética de los algoritmos de control de movimiento incluye la dinamica completa
del robot manipulador, por lo que su exactitud, desempeno y robustez dependen de qué tan comple-
ta se la metodologia de modelado dindmico, asi como el grado de posicion con que se conozcan los
parametros del robot [10,11].

Sin embargo, el desempeno del algoritmo de control dependerd del modelo dinamico del robot ma-
nipulador. En el caso de tener un desconocimiento parcial o completo en algunos fenémenos de la
dindmica del robot, entonces se puede causar inexactitud en el posicionamiento del robot, obteniendo
errores de posicion ¢ muy grandes o inaceptables, provocando que inclusive el error de posicion g
pueda ser no acotado. Otros escenarios de la incertidumbre paramétrica pueden conducir a la ines-
tabilidad del punto de equilibrio de la ecuacién en lazo cerrado.

Los controladores de trayectoria clésicos son los esquemas PD~+ y el Par-Calculado. Dentro de estos
dos tipos de controles, el mas simple PD-+ fue propuesto en [12]| y posteriormente analizado con
mayor profundidad en [13] y [14]. Por otro lado, el algoritmo de control Par-Calculado fue presentado
en [5,15,16] y analizado por [17].

En las décadas de los anos 1980, 1990 y 2000 hubo modestas modificaciones en los esquemas PD-+
y par-calculado, no se reform6 de manera importante la estructura de esos algoritmos de control. Lo
anterior se debe principalmente a que ambos controladores utilizaron en el lazo de retroalimentacion
el modelo dindmico completo del robot manipulador, por lo que incrementa su complejidad. Ademas,
la implementacion requiere tener acceso a las variables de estado (posicién y movimiento), asi como
necesariamente conocer los valores numeéricos de los parametros estructurales [18,19].

No obstante, en los tultimos anos, el tema de control de trayectoria ha recobrado un enorme interés
en la comunidad cientifica usando diversas herramientas modernas de control lineal; al mismo tiem-
po, con el avance de la tecnologia en microprocesadores de alto desempeno en calculos numéricos y
bajo costo, como los sistemas empotrados o embebidos que trabajan en tiempo real, hace que las
aplicaciones de control de trayectoria sean mucho mas extensas [20-22].



1.3. FORMULACION DEL PROBLEMA 3

En [23], se propone una red neuronal basada en propagacion hacia atras para el control de trayectoria
de un robot de 2 gdl a través de un modelo de incertidumbre de un manipulador de n gdl basado en
un estudio profundo de control de rechazo de perturbacion activa; y el algoritmo de control empleado
es PID. Por otro lado en [24] se plantea un control de movimiento de un robot de 2 gdl usando un
PID y un controlador con optimizacién de colonia de hormigas. Si bien en ambos casos se sigue la
trayectoria deseada, no se lleva a cabo un a analisis de estabilidad asintética en el punto de equilibrio,
lo cual es de vital importancia ya que asegura que el error de posiciéon y velocidad convergen a cero.

Se simula un esquema de control adaptativo en [2], el cual aprovecha la completa ventaja de los
parametros conocidos mientras que los desconocidos son estimados, dicha investigacion fue aplicada
a un robot cortador manipulador e implementada en MATLAB® /Simulink®. En [25] se desarrolla
el control de trayectoria de un robot de 3 gdl basado en modos deslizantes, el modelado dinamico
se realiza a través de la metodologia de Denavit-Hartenberg. Un controlador de trayectoria de un
robot de 3 gdl planar basado en un PD no lineal y modos deslizantes es propuesto en [26] y en [27] se
desarrolla un control de trayectoria basado en optimizacién de enjambres e interferencia del sistema
neuro-logica difusa adaptativa para un robot de 3 gdl planar, al igual que en [28] para un robot de
2 gdl se implementa un control de trayectoria en presencia de gravedad y friccién. El problema de
control de trayectoria de un robot manipulador es abordado en [29] mediante el uso de un controlador
con modos deslizantes junto con el anélisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov para un robot

de 2 gdl.

De acuerdo a la revision de la literatura no se ha reportado el diseno de esquemas de control de
trayectoria utilizando una combinaciéon adecuada de funciones hiperboélicas con acciones acotadas.
Por lo que, la naturaleza del presente trabajo de investigacion se centra en aspectos abiertos de inte-
rés para la comunidad cientifica; consecuentemente, el objetivo principal de este trabajo es abordar
el problema de control de trayectoria para robots manipuladores, a través del diseno de algoritmos
de control con estructura hiperbolica y con analisis formal de estabilidad asintotica del punto de
equilibrio de la ecuacién en lazo cerrado. Adicionalmente el modelo dinamico se realiza a través de
la mecénica analitica de Euler y se propone un estimador de la velocidad a partir de la posicion
también basado en una funciéon hiperbolica. El desempeno de los algoritmos de control de trayectoria
serd evaluado en un robot de transmision directa de 3 grados de libertad.

La motivacion del presente trabajo se ubica en la no linealidad y fuertes acoplamientos dindmicos del
esquema de control de trayectoria, no hay herramientas adecuadas para analizar su desempeno como
en el caso lineal. Sin embargo, en la normas Ls, pueden darse argumentos similares para el margen
de fase y estado estacionario tinico (posiblemente variante en el tiempo).

1.3. Formulacion del problema

1.3.1. Hipotesis

Se disena un algoritmo para controlar la trayectoria de un robot antropormorfico de 3 grados de
libertad basado en funciones acotados, las cuales eviten que el controlador sature los motores, a
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través de la demostracion de estabilidad asintoética global en el punto de equilibrio y el calculo del
indice de desempeno del controlador.

1.3.2. Alcances

El problema del control de trayectoria consiste en encontrar el torque necesario, el cual es entregado
por los actuadores de cada articulacion con el propésito de seguir la trayectoria deseada. Este pro-
blema es bastante complejo, ya que un robot manipulador es un sistema articulado y como tal el
movimiento de uno de los eslabones influye en el movimiento de los otros, por lo tanto se dice que
las ecuaciones de movimiento del manipulador revelan la presencia de efectos de dinamicas acopladas
entre las articulaciones [5].

El torque necesario para seguir una trayectoria no puede ser calculado a través de un solo conocimien-
to de el modelo dindmico ya que este no llega a describir la dinamica completa real del manipulador.
Por lo tanto, la tarea de control es realizada mediante un control en lazo cerrado, el cual realimenta
el error que existe entre la referencia y la informacion suministrada ya sea por los sensores o por
observadores.

Por otro lado los actuadores no son capaces de suministrar torques ilimitados, por eso se debe ase-
gurar que cuando el efector final intente seguir la trayectoria y se genere un error, el controlador de
acuerdo al error obtenido no inyecte mas energia de la que un actuador pueda entregar, este fenoémeno
se conoce como saturacion de un motor. Al considerar un arreglo adecuado de funciones hiperbélicas
se consigue que dicho torque requerido para que el error converja a cero, es decir esté acotado.

En el presente trabajo se aborda el problema de control de trayectoria en un robot manipulador de
tres grados de libertad a través de un algoritmo de control basado en funciones hiperboélicas acotadas.
Con la ecuacién de lazo cerrado y una funciéon estricta de Lyapunov propuesta se demuestra estabi-
lidad asintotica global. Los experimentos se llevaran a cabo en el robot antropomérfico Rotradi, el
cual posee 3 servomotores de transmision directa, cuyo espacio de trabajo corresponde a una espera
de radio de 1 metro. En el control de movimiento se debe conocer no solo la posicion sino también
la velocidad, por lo tanto a través de una extensién dindmica para cerrar el lazo tinicamente con
retroalimentacion de la posicion se obtiene la velocidad. Finalmente con la norma L, se evalia el
desempeno del algoritmo de control propuesto para seguir una trayectoria especifica.

Es importante senalar que en el control de movimiento de robots manipuladores pueden ser aquellos
que interactuan con el entorno a través de sensores, lo cual se conoce como control de impedancia y
aquellos que no interactuan con el entorno. En este trabajo se considera la segunda forma de control,
la cual solo se busca seguir una trayectoria especifica, es decir que puede ser implementado para
aplicaciones de alta precision como corte con laser o soldadura con plasma.

El objetivo principal de la tesis es disenar un algoritmo de control de trayectoria para un robot de
3 grados de libertad y compararlo con otros esquemas de control para determinar que es mejor o es
competitivo, mas no probarlo en alguna aplicacion.
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1.4.

1.5.

Contribuciones

Diseno de una familia extensa de algoritmos de control de trayectoria basados en funciones
hiperbélicas con acciones acotadas.

Propuesta de una funciéon estricta de Lyapunov que permita la demostracion de estabilidad
asintotica global.

Desarrollo de un ambiente de co-simulacion entre las plataformas MSC-Adams y Matlab para
Robot Manipulador Rotradi.

Presentacion del modelo dindmico de un robot manipulador de 2 grados de libertad a través de
la mecanica analitica de Euler.

Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Abordar el problema de control de trayectoria o control de movimiento de robots manipuladores a
través del diseno de un nuevo esquema de control con estructura hiperbélica.

1.5.2. Objetivos particulares

1.
2.

Estudiar el estado del arte en control de trayectoria de robots manipuladores.
Disenar un esquema de control de trayectoria con estructura hiperbdlica

Demostracion de estabilidad asintética en el punto de equilibrio de la ecuacion de lazo cerrado
formada por la: dindmica del robot manipulador y el algoritmo de control.

Analisis del transitorio y estado estacionario del sistema en lazo cerrado mediante la norma Lo,
respectivamente.

Analisis y mejora del desempeno del sistema en lazo cerrado.

. Analisis de una extension dinamica, para cerrar el lazo Ginicamente con retroalimentaciéon de la

posicion.

. Resultados de simulacion y experimentos del esquema de control propuesto.

. Publicacion de los resultados de tesis en revista (arbitrada/indexada) y/o congreso arbitrado.



CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Preliminares matematicos

En este capitulo se presentan las herramientas matematicas que seran empleadas en los capitulos
posteriores. Este capitulo se divide en tres apartados: cinematica, dindmica y control de trayectoria
de robots manipuladores.

2.1. Cinematica

Cinemaética es la ciencia del movimiento de un sistema sin considerar las fuerzas que lo causan. Con
el estudio de la cinematica, uno puede estudiar la posicion, la velocidad, la aceleracion, y derivadas
de mayor orden a partir de la posicion (con respecto al tiempo o alguna otra variable) [16]. Por lo
tanto, especificamente la cinematica directa proporciona a los robots manipuladores los elementos
para analizar y diseniar el desplazamiento de trayectorias del robot, asi como la orientacién de las
herramientas de trabajo. Existen varios tipos de robots manipuladores industriales dependiendo del
tipo de articulacion que incluyan (lineales o rotacionales), estos también pueden ser clasificados como
antropomorficos, esféricos, cilindricos, SCARA y cartesiano [30].

2.1.1. Cinematica directa

El problema de la cinematica directa consiste en la relaciéon entre las articulaciones individuales de
un robot manipulador y la posiciéon y orientacion del efector final. En otras palabras, la cinematica
directa es determinar la posiciéon y orientacion final a partir de las variables de cada articulacion del
robot. Especificamente las variables de las articulaciones son los angulos entre cada eslabdn, en el
caso de articulaciones rotacionales y extension de cada eslabon para el caso de articulaciones pris-
maticas [5].

La cinemética directa 2.1 es un mapeo vectorial fr : R™ — R™ tal que:
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= fr(li, q) (2.1)

S DN 8

donde fr es una funcién continua en el vector de posiciones o desplazamiento articular g € R”,
representa el nimero de grados de libertad y la dimension del vector de posiciones o desplazamiento
articular, x,y, z € R son las coordenadas cartesianas asociadas al extremo final del robot y 6, ¢, ¢ son
los d4ngulos de Euler, los cuales seran vistos a detalle mas adelante, que representan la orientacion de
la herramienta colocada en el extremo final con respecto al sistema de referencia fijo en la base del
robot manipulador, m es la dimensién de la funcion vectorial fr(l;, q).

2.1.2. Geometria del robot

Una gran parte de la cinematica esta relacionada con establecer varios sistemas de referencia para
representar las posiciones y orientaciones de objetos rigidos, asi como también las transformaciones
entre sistemas de coordenadas. Por lo tanto, la geometria de el espacio tridimensional y de un mo-
vimiento rigido forman un rol importante en todos los aspectos de manipulaciéon. Se empieza por
examinar las representaciones de los puntos y vectores en un espacio Euclidiano el cual esté forma-
do por varios sistemas de referencia. Después se introduce el concepto de matriz de rotacién para
representar orientaciones relativas entre sistemas de coordenadas [5].

2.1.2.1. Representacion de posicion

Para asignar coordenadas es necesario un sistema de referencia. Un sistema de referencia esté formado
por un origen (un solo punto en el espacio), y dos o tres ejes ortogonales para espacios bidimensionales
o tridimensionales, respectivamente. Se podria especificar las coordenadas de un punto p con respecto
a un sistema de referencia ) (2o, 9o, 20) 0 bien con respecto a » (1, y1, 21).
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Y1
X1

Yoy
2

> 10

20

Figura 2.1: Representacion de un punto en el espacio bidimensional desde dos sistemas de referencia
distintos.

Al observar la imagen 2.1, se podria considerar que el vector p tiene las coordenadas (3,4) o también
(-2,2) por poner un ejemplo. Para que quede claro en que sistema de referencia el vector se describe,
se considera la siguiente notacion:

Po = B} ; p1 = [_22} (2.2)

Debido a que el origen de cada uno de los sistemas de referencia ), y >, son puntos en el espacio,
estos también pueden ser expresados uno con respecto al otro. De la figura 2.1 podemos tener que:

20 — m R - {_15] (2.3)

Entonces, Z? especifica las coordenadas del sistema de referencia ), con respecto al sistema de refe-
rencia ), de igual forma 2(1) especifica las coordenadas del sistema de referencia ), con respecto al
sistema de referencia ) ;. La forma de expresar un punto en el espacio de dos dimensiones también se
extiende para un espacio tridimensional. Se debe tener en cuenta la diferencia entre la representacion
de un punto p como un punto en el espacio y como un vector asociado a un sistema de referencia
especifico. Esto es considerado como un mecanismo que nos permite poder transformar coordenadas
de un punto desde un sistema de coordenadas a otro sistema de coordenadas. Tales transformaciones
son el siguiente tema que se aborda.

2.1.2.2. Representaciéon de rotaciéon

Para representar la posicion relativa y orientacion de un cuerpo rigido con respecto a otra, se relaciona
un sistema de coordenadas a cada cuerpo y se describe la relacion que existe entre estas coordenadas.
Primero se muestra el caso de rotaciones en un plano y luego para un espacio tridimensional.

En la figura 2.2, se observan dos sistemas de referencia ) (o, yo,20) ¥ D_1(@1,%1,21), €l cual es
obtenido al rotar ), un angulo 6.
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. .- sin @

cosf

Figura 2.2: Rotaciéon de sistemas de referencia en un plano.

Una forma de poder representar algin punto del sistema de referencia ), con respecto a ), es a
través de una matriz de rotacion 2.4. Esta es facilmente obtenida de la figura 2.2, es decir:

Ry = []|y)] (2.4)

donde 2 y ¢ son las coordenadas en Y, de las vectores unitarios @; y y; respectivamente. Para el
caso de dos dimensiones la matriz estd compuesta por:

=] =) (29)
Entonces, se tiene:
Ry= [l ) (26)

De igual forma para el caso de rotaciones en un espacio tridimensional se describe un punto p en
>-1(x1,y1,21), el cual se desea describir con respecto a ) (2o, Yo, 20) como se observa en la figura 2.3.
El punto p forma parte de un cuerpo rigido, el cual posee dos coordenadas, py = [x, Yo, 20]”, con
respecto a Y,y P1 = [z1,y1,21]7 con respecto a »_,. Se desea encontrar la relacion que existe
entre cada una de las coordenadas del punto. Considere los vectores bases para cada sistema de
referencia ), y >, sean {4y, jo, ko} vectores unitarios en los ejes o, yo, 2o respectivamente. Es de-
cir, 9 = [1,0,0]%, jo = [0,1,0]T, ko = [0,0,1]7, de igual forma se definen los vectores unitarios
{21,71, k1} para el sistema de referencia ), [31].

Y
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21420

k1 4ko

J1
n
Jo 0
Zo
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Figura 2.3: Rotacion de sistemas de referencia en 3 dimensiones.
Se tiene un sistema de referencia » (71, y1, 21) el cual se encuentra rotado un angulo 6 alrededor
del eje 2 del sistema ) (o, Yo, 20). Empleando la regla de la mano derecha se asume que un angulo

positivo es aquel cuyo sentido de rotacion es contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

De acuerdo a la figura 2.3, se obtiene:

i1 - 19 =cos(0),  J1-1i9 =sen(d)
J1 - Jo = cos(f), 1 - Jjo = sen(0)
ko k=1

los productos punto restantes son igual a cero debido a que entre ellos forman un dngulo de 90°. Es
decir: k; - 39 = cos(90°) = 0, k; - Jo = c0s(90°), % - kg = cos(90°) =0y j1 - ko = cos(90°) = 0.

Entonces la matriz de Rotaciéon con respecto al eje z; es:

cos(f) —sen(f) 0
R.(0) = |sen(d) cos(d) O (2.7)
0 0 1

De igual forma se puede rotar el sistema de referencia ) -, (1, y1, z1) con respecto a Y (2o, Yo, 20) un
angulo 6 en el sentido de las manecillas del reloj alrededor del eje xy. Dicha rotacion esta representada
por:

1 0 0
R.(0) = |0 cos(d) —sen(d) (2.8)
0 sen(d) cos(f)
Finalmente para el caso donde el sistema de referencia >, (x1,y1, 21) con respecto a y (%o, Yo, 20)

un angulo # aplicando la regla de la mano derecha alrededor del eje g, se tiene la siguiente matriz
de rotacion:
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cos(f) 0 sen(6)

2.1.3. Cinematica analitica de Euler

Para una minima representacion, la orientacion del sistema de referencia >, (x1,y1, 21) respecto a el
sistema de referencia ) (22, y2, 22) puede ser denotado como un vector de tres angulos (¢, 6, ). Estos
son conocidos como los angulos de Euler, cada uno de estos representa una rotaciéon con respecto a
un eje del sistema de coordenadas. Entonces, la ubicacién del eje de cada rotacion sucesiva depende
de las rotaciones anteriores, por lo que el orden de las rotaciones deben acompanar a los tres angulos
para definir el orientacién.

Ahora considere el sistema de referencia ) (xo, o, 20) v los sistemas de referencia ), (z1,y1,21),
Y o(@2, Y2, 20) ¥ D 5(w3, 3, 23), todos los sistemas de referencia comparten el mismo origen. Inicial-
mente el movimiento del sistema ), puede rotar con respecto a ) . La figura 2.4 muestra la com-
posicion de rotaciones zyz empleando los dngulos de Euler tomando en cuenta que:

» Primero se rota un angulo ¢ respecto al eje fijo zy a través de la matriz R, (¢).
» Luego se rota un angulo 6 respecto al eje fijo y; a través de la matriz R, (6).

» Finalmente se rota un angulo 1 respecto al eje fijo z3 a través de la matriz R,,(v)).

Z1 A R0 21 4
b 22 22 K*3 Y3
0
0
— 7 =g B S
T Y X1 0 b2
0 U
xTo z3

Z2

Figura 2.4: Composicién de tres rotaciones sucesivas.

Considérese un sistema de referencia fijo > (o, %o, 20) y un sistema de referencia movil ), (z1, y1, 21),
donde sus origenes se encuentran desplazados. El origen de >, esta desplazado una distancia dj con
respecto al origen de ), como se observa en la figura 2.5.
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Figura 2.5: Composicion de traslacion y rotacion.

El vector dy es expresado en coordenadas de el sistema Y _: dj = [dy,, dg,, dj.]", entonces cualquier
punto p tiene una representacion po y p;. La relacion general entre los sistemas de referencia ), y
>~ incluyendo una matriz de rotacion y un vector traslacion dj queda representada en la ecuacion
2.10:

Do = d(l) + Ré(¢7 07 ¢)P1
po = dy + R.(q1)Ru(01) Ry (0)py

poy| = [db,| + Re(q)Rulan)] | py, (2.10)
Doz d(l)z Piz

A continuacién son presentadas las propiedades usadas para obtener el modelo dindmico de un robot
manipulador a través de la mecénica analitica de Euler, asi como también las nuevas propiedades que
relacionan una matriz antisimétrica y una matriz de rotacion.

Propiedad 1. [30] Una matriz antisimétrica S(p) satisface V p = [ps, py, p.]* € R

0 —Pz Dy 0 Pz —DPy 0 00
Sp)+8S"p)=|p. 0 —p|+|-p- 0 p.|=1000
—DPy Dz 0 Py —DPz 0 0 00

Propiedad 2. [30] El producto de S(p)ST(p) es conmutativo, S(p)ST(p) = ST(p)S(p), el
resultado es una matriz stmétrica; ademds:

S(p)S™(p) = —S*(p)
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Propiedad 3. [30] Propiedad de escalamiento de S(p): dada una matriz antisimétrica S € R3*3,
el vector p € R¥1, y el escalar a € R se cumple:

S(ap) = aS(p)

|
. : : : 0
Propiedad 4. [30] Derivada parcial de una matriz de rotacion: %R(G) = S(n)R(0), donde
n € R3*! es un vector base unitario, 6 es un dngulo.
|

d .
Propiedad 5. [30] Derivada temporal de una matriz de rotacion: &R(H) = S(6n)R(0), donde

n € R¥*! es un vector base unitario, wy = On es la velocidad angular, 0 es un dngulo.

|
Propiedad 6.  La matriz antisimétrica S(k) € R>*3 cumple la siguiente equivalencia:
R.(Z) o
S(k) = %) , donde o=1[0 0]" € R*!
ol 0
|

Propiedad 7.  Sea la matriz antisimétrica S(k) € R**3 y la matriz de rotacion R.(q) € R¥*3,
entonces :

o’ 0

[Rz(§ +q) 0]

donde 0 =10 0]T € R**! es un vector de ceros y q € R es un dngulo expresado en radianes.

Propiedad 8.  Sea la matriz antisimétrica S(k) € R¥*® y la matriz de rotacion R.(q) € R3*3,
entonces :

I o
[S(k)R.(q)]" S(k)R.(q) = R.(q)S*(—k)R.(q) = LT 0]

donde o = [0 0]" € R**! es un vector de ceros, I € R**? es la matriz identidad y ¢ € R es un
dangulo expresado en radianes.
[
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Propiedad 9.  Sea la matriz antisimétrica S(k) € R3*3 y la matriz de rotacion R.(q) € R3*3,
entonces :

I o

[S(K)R.(q)]" S(k)R.(g) = R.(¢)S*(—k)R.(q) = LT 0]

donde o = [0 0]T € R*! es un vector de ceros, I € R**? es la matriz identidad y ¢ € R es un
angulo expresado en radianes.

Propiedad 10.  Sea la matriz antisimétrica S(k) € R3*3 y la matriz de rotacion R.(q) € R3*3,
entonces :

I o
donde o = [0 0]Y € R**! es un vector de ceros, I € R**? es la matriz identidad y ¢ € R es un

angulo expresado en radianes.
|

Propiedad 11.  Sea la matriz antisimétrica S(k) € R3*® y la matriz de rotacion R,(q) € R**?,
entonces :

I o

[S(K)R.(0)]" S(k)R.(q) = R.(a)S*(—k)R.(q) = [OT 0]

donde 0o = [0 0]" € R**! es un vector de ceros, I € R**? es la matriz identidad y ¢ € R es un
angulo expresado en radianes.

Propiedad 12.  Sea la matriz antisimétrica S(k) € R3*3 y la matriz de rotacion R.(q) € R3*3,
entonces :

I o
[S(k)R.(9)]" S(k)R.(q) = R.(q)S*(—k)R.(q) = LT o]
donde o = [0 0]T € R*! es un vector de ceros, I € R**? es la matriz identidad y ¢ € R es un

angulo expresado en radianes.
|

Propiedad 13.  Sea la matriz antisimétrica S(k) € R3*3 y la matriz de rotacion R.(q) € R3*3,
entonces :
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I o
[S(k)R.(q)]" S(k)R.(q) = R.(q)S*(—k)R.(q) = LT 0]

donde o = [0 0]T € R*! es un vector de ceros, I € R**? es la matriz identidad y ¢ € R es un
angulo expresado en radianes.

2.2. Dinamica

En este capitulo se trata la dinamica del robot manipulador. Mientras las ecuaciones de la cinematica
describen el movimiento del robot sin considerar las fuerzas y torques que producen el movimiento, las
ecuaciones de la dindmica describen explicitamente la relacion que existe entre la fuerza y movimiento.
La obtencion del modelo dinamico de un robot manipulador juega un rol importante en aspectos de
simulacion de movimiento, analisis de la estructura del manipulador y el diseno de algoritmos de
control. La simulacién de movimiento permite desarrollar esquemas de control, asi como también
planear trayectorias, las cuales pueden ser probadas sin necesidad de contar con el sistema fisico.
De igual forma el analisis de el modelo dinamico puede ser de gran ayuda para disenos de nuevos
prototipos de brazos manipuladores. El objetivo de este capitulo es sentar las bases para obtener las
ecuaciones de movimiento de un manipulador en su espacio articular a través de la formulacion de
Lagrange [5] [32].

2.2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Como se menciona anteriormente, el modelo dinamico de un robot manipulador brinda una descrip-
cion de la relacion entre el torque del servomotor asociado a una articulaciéon y el movimiento de la
estructura. Con la formulaciéon de Lagrange, las ecuaciones de movimiento pueden ser obtenidas en
una forma sistematica independientemente de el sistema de referencia [32].

Por la segunda Ley de Newton, la ecuaciéon de movimiento de una particula es:

my = f —mg (2.11)

El término de la derecha de la ecuacion (2.11) se puede escribir como:

od, . do(1 ,\ doK
_ _ 1 _ 4ot 9.12
mij = 3 (m) = 4o (me ) iy 3 (2.12)

donde K = %myz es la energia cinética. Se usa la notacion de la derivada parcial el la expresion
de arriba para ser consistentes con los sistemas considerados mas tarde cuando la energia cinética
sea una funciéon de varias variables. De igual forma se puede expresar la fuerza gravitacional de la
ecuacion (2.11) como:
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0 ou
mg = 8_y(mgy) = oy (2.13)

donde U = mgy es la energia potencial debido a la gravedad. Si definimos

1
L=K-U= imgf — mgy (2.14)
y note que
oL oK oL ou
= 2= 2.15
oy Oy Oy Oy (2.15)
Por lo tanto, la ecuacion (2.11) se puede reescribir como:
doL oL
== 2.1
dt oy Oy / (2.16)

La funcién L, la cual es la diferencia de la energia cinética y la energia potencial, es conocido como
Lagrangiano del sistema, y la ecuacion (2.16) es llamada la ecuacion Euler-Lagrange.

Cuando se establece el nimero de variables ¢; = 1,--- ,n, las cuales describen los grados de libertad
del manipulador, el lagrangiano puede ser definido como:

y las ecuaciones de movimiento:

d [0L(q,q)] 09L(q,q) :

d - — 7 —w(q, 2.18

| 2D 7 v(g.r (2.18)
donde g = [q1,¢2, -, qn)T € R" representa el vector de posiciones articulares o coordenadas genera-
lizadas, ¢ = [q1, G2, -+ , ¢n]T € R™ es el vector de velocidades articulares, T = [11, 72, - , 7n|T € R es

el vector de pares aplicados, donde el i-ésimo par 7; se encuentra asociado con la i-ésima coordenada
generalizada ¢;, y v(g, T) € R" es el vector de fuerzas o pares de friccion que depende de la velocidad
articular q y de friccion estatica f. que se encuentra presente en las articulaciones del mismo; ¢ € R
representa el tiempo, n € N es el numero de grados de libertad [30].

La energia cinética tiene una estructura matematica cuadratica bien definida en funcién de la velo-
cidad articular:

1

Klg.4) = 54" M(a)g (2.19)
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donde M(q) € R™™ es la matriz de inercia del manipulador, y es una matriz definida positiva (por lo
tanto simétrica). Por otro lado, la energia potencial ¢ (q) no tiene una forma especifica. Sin embargo,
tiene una dependencia exclusivamente del vector de posicién g, ya que se considera su presencia a
campos conservativos como la fuerza de gravedad.

Con esta forma del lagrangiano, las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange pueden escribirse
en forma compacta como:

%(gq) = % BQTM(Q)Q] - ab(;—gl) = M(q)g (2.20)
% [_aﬁgg V|~ Mg+ 1(g)d (2.21)
e _ 2 it - 52 (2.2

El modelo dinamico de un manipulador brinda una descripcién completa entre los pares aplicados
a los servomotores y el movimiento de la estructura mecanica. Con la formulacion Euler-Lagrange
las ecuaciones de movimiento pueden ser obtenidas de manera sistematica independientemente del
sistema de referencia coordenado. Al reemplazar las ecuaciones (2.20), (2.21) y (2.22) en (2.18) se
obtiene el modelo de un robot de n grados de libertad de forma compacta [30] [19]:

1

r =M@+ )i - 5 |3 M@l +

aU(q)
dq

+fr(g; fe) (2.23)

La metodologia aplicada para obtener el modelo dindmico de un robot manipulador de n grados de
libertad, a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange se reduce en 6 pasos:

P1. Obtener la cinemética directa con respecto al centro de masa de cada uno de los eslabones.
Para el eslabon i-ésimo, se toman en consideracion las longitudes anteriores [;_; y angulos ¢; v ¢;_1.

X

i | = Frlli;lio1, leis g1, 4:) (2.24)
i
P2. Calcular la cinematica diferencial (velocidad) del i-ésimo eslabon:

d |
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P3. Calcular la rapidez lineal del centro de masa de cada eslabén, la cual se obtiene de aplicar la
norma Euclidiana a la velocidad:

|vi]|? = v]v; = 22 + Y2 + 22 (2.26)

P4. Calcular la energia cinética K(q, q) y la energia potencial U(q)
P5. Obtener el lagrangiano

L(q,q) =K(q,q9) —U(q) (2.27)

P6. Aplicar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange e incluir el modelo de friccion:

T

i {a‘c((bqq B aﬁ(q’ q) — f1(q, £.) (2.28)

“dt| oq dq
2.2.2. Propiedades del modelo dindmico

2.2.2.1. Matriz de inercia

La matriz de inercia M(q) es de vital importancia para el diseno de algoritmos de control para robots
manipuladores. Se encuentra relacionada a la energia cinética (2.19), esta cuenta también cuenta con
propiedades las cuales son empleadas para propoésitos de estabilidad de sistemas de control de robots.

Propiedad 14. [19] Euxiste una constante real positiva « tal que:
M(q) >al VqeR" (2.29)

donde I denota la matriz identidad de dimension nxn. La matriz M (q)™! existe y es definida positiva.

Propiedad 15. [19] Solo para robots provistos unicamente con articulaciones rotacionales, existe
una constante 8 > 0 tal que:

Aoy < B Vg eR" (2.30)
Una manera sencilla de calcular 3 es la dada por:
B = n[maz; ;4| Mi;(q)l] (2.31)

donde M;;(q) denota al ij—ésimo elemento de la matriz M(q).
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Propiedad 16. [19] Solo para robots provistos unicamente con articulaciones rotacionales, existe
una constante ky > 0 tal que:

[M(z)z — M(y)z|| < ||z — y|||=] (2.32)
para todo vector x,y,z € R™. Una manera sencilla de determinar ky; es:

2
kv >n |:mal'i7j7q

Propiedad 17. [19] Para robots provistos unicamente con articulaciones rotacionales, existe una
constante ky, > 0 tal que:

1M @)yl < K llyll (2.34)

para todo x,y € R".
|

2.2.2.2. Fuerzas centripetas y de Coriolis

Propiedad 18. [19] La matriz C(q, q) puede no ser inica, pero el vector C(q,q)q es unico. M
Propiedad 19. [19] C(q,0) =0 para todo vector q € R™. [ |

Propiedad 20. [19] Para todo vector q,x,y,z € R" y escalar «, se tiene que:

Clg.z)y = C(q,y)z, (2.35)
C(g,z +azx)y = C(q,2)y + aC(q, z)y (2.36)
|

Propiedad 21. [19] El vector C(q,x)y puede expresarse en la forma:

z Ci(@)y
C(q,x)y = v C%(q)y (2.37)
' Co(q)y
donde Ci(q) son matrices simétricas de dimension n para todo k =1,2,--+ n.
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Propiedad 22. [19] Para el caso de robots provistos unicamente de articulaciones rotacionales,
existe una constante ko, > 0 tal que:

1C(q, )yl = ke [l [yl (2.38)

para todo q,xy € R™.
|

Propiedad 23. [19] Para robots provistos inicamente de articulaciones rotacionales, existe una
constante ke, > 0 y ko, > 0 tal que:

1C(, 2)wC(y, v)wl|| = ke, ||z = vllw] + ke, |2 =yl |[wl]]|=]] (2.39)

para todo vector v, x,y,z, w € R".
]

Propiedad 24. [19] La matriz C(q,q) estd relacionada con la matriz de inercia M(q) por la
exTPresion:

1.

y de hecho, %M(q)—C(q, q) es una matriz antisimétrica. En forma andloga la matriz M(q)—2C(q, q)
es antisimétrica, y también resulta cierto que:

M(q) =C(q.9)+C(q,q)" (2.41)

Independientemente de la manera en la que se obtenga C(q,q), ésta siempre satisface:

a"|5V(@) - Cla.d)| g=0 Va.qer" (242
|
2.2.2.3. Par gravitacional
Propiedad 25. [19] El vector g(q) y el vector de velocidad q pueden relacionarse mediante:
[ st air = utato) -~ utato) 243

para todo vectort € R,.
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Propiedad 26. [19] Para robots provistos inicamente de articulaciones rotacionales, existe una
constante ky tal que:

/ g(a)" gdt + U(g(0)) = ky (2.44)

para todo vector t € Ry y donde ky = min, [U(q)].

Propiedad 27. [19] Para robots provistos tinicamente de articulaciones rotacionales, el vector
g(q) es Lipschitz, i.e., existe una constante k, > 0 tal que:

lg(z) — gyl < [l -yl (2.45)

para todo x,y € R™. Una forma sencilla de calcular k, es como:

391’(‘1)

k o 2.4

g >N {ma‘rm,q 90, (2.46)
Ademds, k, satisface:
Jg(q) dg(q)

k. > || —=—=£| > )\ = 2.4
g = || 89 || — AMazx ag ( 7)
[ |

Propiedad 28. [19] Para robots provistos unicamente de articulaciones rotacionales, existe una
constante k' tal que:

lg(q)ll <k (2.48)
para todo q € R".
|

A continuacién se presentan propiedades adicionales y teoremas, los cuales son empleadas para la
demostracion de estabilidad para los distintos esquemas de control propuestos.

Propiedad 29. [30] La desigualdad del tridngulo puede ser empleada con la norma euclidiana de
un vector:

2] = llyll < [lz +yll <zl + lyll, Vo,yeR" (2.49)
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Teorema 1. [30] Rayleigh-Ritz
El teorema de Rayleigh-Ritz establece que:

A e]|? < 2TAz < AP||x||? Ve € R™ (2.50)

donde los valores propios mdzimo y minimo de A estdn denotados por N3 y N3 respectivamente.

El teorema de Rayleigh-Ritz es ampliamente utilizado en el diseno de algoritmos de control de Robots
manipuladores, particularmente se emplea en el problema de control de posicion para acotar la norma
del error.

Una generalizacion del teorema de Rayleigh-Ritz es para el siguiente caso:

xTAy < A7 Vr,y € R, (2.51)

Propiedad 30. [30] Supdngase que f, es una funcion acotada, entonces:

[Af:(2)] < N3l (2.52)

De la generalizacion del teorema 1, se tiene:

£ (@IPAE < £, (@) K fo(@) < 1 F(@)IPAR < llglPAR:” (2.53)

2.3. Control

2.3.1. Introducciéon

La mayor dificultad de controlar un robot manipulador se debe a la complejidad de la dinamica no
lineal y acoplada del sistema, asi como también la incertidumbre en el sistema. El control de posicion
o también llamado regulacién es un caso particular del control de movimiento, ya que el efector final
del manipulador sigue una posicion deseada constante el tiempo. Sin embargo, muchas de las apli-
caciones de robots y manipuladores, se requiere que la posiciéon del efector final siga una trayectoria
especifica, es decir que se controla la posicion y velocidad.

El control de trayectoria de un robot manipulador es una de las tareas mas importantes debido a
sus aplicaciones, ha sido ampliamente estudiado por muchas décadas. Muchos de los algoritmos de
control, desde el simple control PID hasta el control adaptativo robusto, fueron desarrollados para
mejorar el rendimiento del seguimiento de trayectoria [33]. Sin embargo, en contraste con el control
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PD, el procedimiento de sintonia del control PID, por ejemplo., la elecciéon de las matrices definidas
positivas K, K,, K;, dista mucho de ser trivial. El algoritmo de control PID no genera un punto de
equilibrio de la ecuaciéon en lazo cerrado con caracteristicas de estabilidad asintotica global, tnica-
mente tiene estabilidad asintética local siempre y cuando las ganancias de control puedan satisfacer
ciertas condiciones de sintonia muy complicadas [19,30].

La teoria de estabilidad es de vital importancia cuando se refiere a la teoria de control de sistemas,
especificamente al control de trayectoria de robots manipuladores. Existen varios tipos de problemas
de estabilidad que surgen en el estudio de sistemas dindmicos. La estabilidad en el punto de equilibrio
estd representada en el sentido de Lyapunov. Es posible asociar una descripcion basada en la energia
con sistemas dindamicos auténomos y, para cada estado del sistema con la excepcion del estado de
equilibrio, la razon del tiempo de tal energia es negativa, entonces decrece a lo largo de cualquier
trayectoria del sistema hasta que se alcance el minimo estado de equilibrio; dicho argumento justifica
estabilidad [5]. Debido a la no linealidad del modelo dindmico de un robot manipulador es conve-
niente usar el método directo de Lyapunov para propoésitos de estabilidad en el punto de equilibrio.

Los algoritmos de control de movimiento incluyen la dindamica completa del robot manipulador en
la estructura matematica del controlador, es decir se basan en el modelo dindmico del robot. La
exactitud, desempeno y robustez de esos controladores dependen del grado de presicién con que se
conozcan los parametros dinamicos que describen el modelo [30].

En esta seccion se aborda el estudio de los controladores de movimiento que han mostrado un mejor
desempeno: el control par calculado que emplea la dindmica de compensacion en el lazo de reali-
mentacion para linealizar y desacoplar la dinamica no lineal del robot manipulador y PD+, el cual
incluye el control proporcional del error de posicién, control proporcional del error de velocidad mas
la dindmica completa del robot.

2.3.2. Teoria de estabilidad en el sentido de Lyapunov

Dado un sistema de control, la primera mas importante pregunta acerca de sus propiedades es si es
estable, ya que un sistema de control inestable tipicamente no tiene ninguna aplicacion y podria ser
potencialmente peligroso. Cualitativamente, un sistema es descrito como estable si comenzando de
cualquier lugar cercano a su punto de operacion deseado este se mantendra alrededor de ese punto.
Los movimientos de un péndulo comenzando cerca a sus dos puntos de equilibrio, verticalmente hacia
arriba y verticalmente hacia abajo, son frecuentemente usados para ilustrar un comportamiento de la
dindmica del sistema estable e inestable. Cada sistema de control, ya sea lineal o no lineal, esta rela-
cionado a un problema de estabilidad, el cual debe ser estudiado cuidadosamente [34]. El concepto de
estabilidad dentro de la ingenieria tiene varias facetas, por ejemplo, estabilidad exponencial, clésica,
absoluta Popov, entrada-salida, £, y el sentido de Lyapunov. No obstante, de todos los conceptos de
estabilidad, la que mayor ventaja ofrece es la teoria de estabilidad de Lyapunov debido a que propor-
ciona varias propiedades matematicas que facilitan el analisis y diseno de los esquemas de control [30].

El teorema de estabilidad de Lyapunov da suficientes condiciones de estabilidad, estabilidad asint6ti-
ca, vy asi sucesivamente. La teoria de estabilidad de Lyapunov tiene como principal objetivo estudiar
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el comportamiento de sistemas dinamicos lineales y no lineales descritos por ecuaciones diferenciales
de la forma [30]:

z=f(t,xz), x0)eR" Vt>0 (2.54)

donde el vector x(t) € R™ se refiere al estado del sistema dindmico representado por la ecuacion
(2.54) y (0) € R™ se denomina la condicién inicial o estado inicial. La funcion f : Ry x R" — R
es una funcion continua en ¢y x(t) [19].

Esta teoria establece que para toda condicién inicial (0) € R™ que se encuentra dentro del atractor,
el sistema tiene un estado de equilibrio asintéticamente estable, la energia acumulada del sistema
dentro del dominio de atracciéon cae al evolucionar el tiempo, hasta un valor minimo en su punto de
equilibrio.

Definicién 1. [30] El concepto de atractor o region de atraccion significa que para cada solucion
de la trayectoria x(t) que empieza suficientemente cercana a cero, a partir de ty se aproxima al origen
0 como el tiempo evoluciona, es decir:

to+t — 0o (2.55)

Suposiciéon 1. [30] Se considera que el sistema es dindmico auténomo, es decir:
x=f(x) ©(0)eR* Vt>0 (2.56)

e El punto de equilibrio eziste: f(0) =0 € R™.

e La funcion f(x(t)) es continua Lipschitz sobre R™.

e FEziste una solucion x(t) y es continua en t y diferenciable con respecto al tiempo.

e La funcion f(x(t)) es continua para toda condicion inicial £(0) € R™ y continuamente diferenciable
ent.

Definiciéon 2. [35] Funcion continua Lipschitz La funcion f se dice que es localmente continua
Lipschitz continuous en x st para algin h > 0 existe | > 0 tal que:

|F(21,t) — flzo, )| < |21 — 29 (2.57)

para todo x1,x9 € B(0,h),t > 0. La constante | es llamada la constante Lipschitz. Una definicion
para funciones continuas globalmente Lipschitz sigue requiriendo la ecuacion (2.57) para mantener
x1, Ty € R™. La definicion de funciones continuas semiglobales también requiere que la ecuacion (2.57)
se mantenga en B(0,h) para cualquier h pero con | como funcion de h. La propiedad Lipschitz se
supone que es uniforme en t. |
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Se presentan los conceptos de estabilidad para equilibrios de ecuaciones diferenciales.

Definiciéon 3. [30] Un punto de equilibrio estable (en el sentido de Lyapunov) si para cada tog > 0,
y € > 0 se puede encontrar un nimero y(ty,€) > 0 tal que:

12(0) — 0] < v(to,€) — ||&(t) — 0| < e ¥t >0 (2.58)

donde x(t) es la solucion de (2.54), la cual empieza desde x(0) en ty. En la definicion anterior la
constante (to,€) < € no es unica. Debe interpretarse que en la definicion de estabilidad requiere la

existencia de un §(to,€) > 0 para cada € > 0 y no para algin € > 0.
[ |

La definicién 3 facilmente puede ser interpretada con la figura 2.6, la cual muestra un caso para
x(0) € R? donde el origen = 0 € R? es un equilibrio estable y, por aspectos de simplicidad solo se
muestra la trayectoria () que corresponde a una condicion inicial (0). También se observa un € y
un § los cuales satisfacen la condicion de la definicion de estabilidad, es decir,||z(0)|| < § — ||z(0)| <
e Vt>0.

A
0
! /E S \ N //V\ /N
2(0) /€] N\ 2(#) /N \ \
\ x(t \ ! !
,’7&/’\ \ i | . .
I 1 I \
Flie A | ¢ ' M [
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\ \
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\ \
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Figura 2.6: Estabilidad asintotica [36] .

Por otro lado, la estabilidad asintotica queda definida como:

Definiciéon 4. [30] Estabilidad uniforme estd definida cuando el punto de equilibrio x = 0, entonces
este es llamado punto de equilibrio estable uniformemente de (2.54) si v = v(€) no depende de t,.

|
Definicion 5. [30] Se presenta estabilidad asintdticamente estable en el origen de (2.54) si:
e FEl origen es estable.
e El origen es atractivo, es decir, existe un nimero v > 0 tal que
lz(0)]| <~ = ||l&@)| = 0 cuando t — oo (2.59)
|

En la figura 2.6 se observa con facilidad el concepto de estabilidad asintética para el caso de z(0) € R?
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2.3.3. Meétodo directo de Lyapunov

Se presenta una serie de conceptos relacionados para poder abordar el analisis de estabilidad en el
punto de equilibrio de un sistema mediante el método directo de Lyapunov.

Definicién 6. [19] Una funcion V : Ry x R™ — R, es una funcion candidata de Lyapunov
para el equilibro x = 0 € R™ de la ecuacion & = f(t, x) si:

o V(t,x) es una funcion definida positiva localmente.
oV (t,x)
ot
oV (t,x)
ox

° es una funcion continua con respecto at y .

° es una funcion continua con respecto at y .

En otras palabras, una funcién candidata de Lyapunov para el equilibrio € = 0 € R" de & = f(t, x)
es una funcién definida Lipschitz.

Por otro lado, la derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov es de vital importancia
para concluir que tipo de estabilidad existe en el punto de equilibrio. A continuacién se presenta la
siguiente definicion:

Definicién 7. [19] Sea V(t,x) una funcion candidata de Lyapunov para la ecuacion (2.54). La
derivada de V (t,x) a lo largo de las trayectorias de (2.54), denotada por V(t,x) estd dada por:

: d IV (t,x) N oV (t,z)"

= f(t, ) (2.60)

De la definicién 7, se infiere que si V() no depende explicitamente del tiempo, y la ecuacion (2.54)
es autonoma, entonces:

_oV(t,x)"

V(:I:) o

f(z) (2.61)

Una vez vistos los conceptos anteriores, se pueden abordar los teoremas de la teoria de Lyapunov.

Teorema 2. [19] FEstabilidad
El origen = 0 € R™ es un estado de equilibrio estable de la ecuacion (2.54), si existe una funcion
candidata de lyapunov V (t,x) tal que su derivada temporal satisfaga:

V(t,xz) <0, VYt>0 al menos para ||z| pequena (2.62)
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El teorema 2.62 da las condiciones necesarias para la estabilidad del equilibrio en el sentido de
Lyapunov. Dicha conclusion se cumple si y solo si V (¢, &) < 0 para todo ¢ > 0 y para todo & € R™,
o si la funcion candidata de Lyapunov V (¢, x) es definida positiva globalmente.

Teorema 3. [19] FEstabilidad asintética global
El origenx = 0 € R" es un estado de equilibrio asintdticamente estable de la ecuacion (2.54), si existe
una funcion candidata de lyapunov V(t,x) definida positiva globalmente, radialmente desacotada, y
menguante, tal que su derivada temporal satisfaga:
o V(t,0)=0 Vt>0.
e V(t,x) <0 Vt>0, V& #0eR"

|

La condicion del teorema 3 sobre V(t,x) equivale a requerir que V (¢, ) sea una funcion definida
negativa(globalmente).

Teorema 4. [19] Considere la ecuacion diferencial auténoma:
z(t) = f(x(t)) x(0)eR" Vt>0 (2.63)

La existencia de un tinico estado de equilibrio es una condicion necesaria para que €éste sea asintoti-
camente estable en forma global.

2.3.4. Control con acciones acotadas

El control con acciones acotadas es un tipo de algoritmos que se relacionas directamente con el pro-
blema de saturacion de robots manipuladores. La saturacion es un fenémeno no lineal que es frecuente
en control de robots manipuladores; causa que los servomotores operen dentro de sus limites fisicos,
conocidos como region de saturacion. Este problema se presenta cuando los algoritmos de control
demandan senales grandes de control; el resultado de esta no linealidad cuando la amplitud de la
salida del algoritmo de control 7 sale de la regiéon lineal del servomotor el torque suministrado es
diferente al requerido por el controlador, es aqui donde aparecen fenémenos no lineales adicionales a
los naturales propios de la dindmica no modelada del robot [30].

El problema de saturacion en la practica, puede verse reflejado en problemas como degradacion del
sistema de control, fallas mecénicas y cascabeleo, perdida de estabilidad, oscilaciones y errores de
posicion. La figura 2.7 muestra el perfil tipico del par aplicado por un servo-amplificador versus el
par solicitado por el controlador. La caracteristica principal de dicho perfil es que tiene una parte
lineal y otra no lineal (zona de saturacion). Bajo este escenario, es por eso que se plantea el disefio
de algoritmos de control con acciones acotadas que conduzcan a la estabilidad asintética global en el
punto de equilibrio y con alto desempeno.



2.3. CONTROL 29
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Figura 2.7: Perfil tipico de un servo-amplificador electrénico.

El servo-amplificador no puede suministrar mas energia (par) de lo que sus limites normales de diseno
se lo permite, es decir esta acotado por los limites de saturacion +7,,,.. Cuando la ley de control
requiere mas del par que el servo-amplificador es capaz de suministrar se dice que entra en saturacion.
Dicho efecto se busca evitar debido a que el manipulador podria trabajar fuera de la region lineal,
donde aparece efectos de la dinamica no modelada.

2.3.5. Control de trayectoria

El problema del control de trayectoria o control de movimiento se plantea de la siguiente forma.
Considere el modelo dinamico de un manipulador de n grados de libertad

T =M(q)¢§+ C(q,9)q + B4+ g(q) (2.64)

ademas qq,qq4,qs € R™ un conjunto de funciones vectoriales acotadas, las cuales representan la
posicion, velocidad y aceleracion deseadas, respectivamente. El control de movimiento de un robot
manipulador consiste en determinar una funcién vectorial 7 tal que las posiciones y velocidades
asociadas a las articulaciones del robot sigan con exactitud a las posiciones y velocidades deseadas,
respectivamente. Dicho de otra forma, el objetivo del control de trayectoria es encontrar 7 tal que:

. q 0 "
limy oo L;J = M € R? (2.65)
donde ¢, q € R" representan el error de posicion definido como la diferencia entre la posicion o tra-
yectoria deseada gq y la posicion actual del robot g(t), es decir ¢ = qa(t) —q(t) y el error de velocidad
definido como q = qq(t) — ¢(t), es decir la diferencia entre la velocidad deseada de movimiento ¢, y
la velocidad articular q(t).

Para propositos de comparacion se presentan los esquemas de control de trayectoria, y como caso
particular el de posiciéon. Existe una gran diferencia entre los dos esquemas de control.
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El esquema de control PD+ es el algoritmo mas general de control de movimiento. Obsérvese que
cuando la posicion deseada gy es una constante, entonces la velocidad deseada gy y la aceleracion
deseada ¢, son vectores cero. Es decir, el error de velocidad cumple: ¢ = —¢. En este caso el regulador
simple PD (proporcional derivativo) con compensacion de gravedad se obtiene como caso particular
a partir del esquema de control PD-+ para trayectoria:

T=K,q—K,qg+g(q) (2.66)

En contraste, en el problema de trayectoria se controla el error de posicion q y el error de velocidad
G . Ademas, se requiere del conocimiento completo de la dindmica del robot manipulador, es decir la
matriz de masas e inercias, la matriz de coriolis y fuerzas centripetas, el vector de par gravitacional
y los pares de friccion.

T =171(K,, K., q,9,M(q),C(q,q9),B,9(q)) (2.67)

La ecuacién en lazo cerrado queda expresada de la siguiente forma:

d g q

— x| = _ . : N : 2.68
7 18] = a0, K .. 00. a8 B 0t - Claiva - 5a-ota] 2
la ecuacion (2.68) es una ecuacion diferencial ordinaria no lineal, no auténoma. Esto se debe a que
al incorporar término g,(t) hace que su naturaleza sea no auténoma.

2.3.5.1. Control PD-+

El controlador PD+ es uno de los controladores mas simples que pueden ser aplicados en el control
de trayectoria. Este algoritmo de control incluye el error de posiciéon y error de velocidad, asi como
también la dindmica del robot manipulador. De igual forma la trayectoria deseada, velocidad y
aceleracion deseada son incluidas en dicho esquema de control como se observa en la figura 2.8.

A

qq(t) \ 4
> M(q)qq 9@
T

() g &
—— (T K T t g

1 & P>

(a9 ) i

. q
qq(t) X Tf Ty) —l—@ ;

Figura 2.8: Diagrama de bloques PD+.
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El control PD+ se encuentra descrito de la siguiente forma:

Toa = K,G + K,q + M(q)da+ C(q,4)ds + Bda + g(q) (2.69)

Como se ha mencionado anteriormente, el esquema de control PD+ (2.69) requiere del conocimiento
exacto del manipulador, asi como también los valores numéricos de sus pardametros dinamicos, esto
se logra con identificacién paramétrica.

La ecuacién en lazo cerrado considerando el esquema de control PD-+ adquiere la siguiente forma:

it M [—M<qd<t> ) Kyd+ Ko+ Claalt) — d(0),dalt) — 0)d + Ba+g(@)] &

entonces se obtiene una ecuacion diferencial no lineal de primer orden, no auténoma como se puede
observar en la ecuacion (2.70), cuyo punto de equilibrio es el origen [q, g]" = 0 € R?". La naturaleza
no auténoma se evidencia ya que la matriz M (q) se encuentra expresada en funcion de la trayectoria
q.(t), asi como la matriz de coriolis y fuerzas centripetas queda también expresada en funcion de la
trayectoria y velocidad deseada qu(t) vy qq(t), respectivamente.

Para demostrar existencia y unicidad del punto de equilibrio [¢ ¢]” = [0 0]” se procede de la
siguiente forma:

» El primer elemento de la ecuacion en lazo cerrado (2.70) g=1q=0 < q=0, puesto que la
matriz identidad I € R™"*" es una matriz diagonal definida positiva.

Para el segundo elemento de la ecuacion (2.70) se tiene:

» Empleando la propiedad (14), la matriz de masas e inercias M(q) € R™" es una matriz definida
positiva, por lo que también resulta que la matriz inversa M(q)~! existe y es definida positiva.

» Las ganancias proporcional K, y derivativa K, son matrices definidas positivas propuestas por
el usuario.

= Se observa también que C(qq(t) —q(t), ga(t) — é)q_: 0 € R™ debido a que en el primer elemento
de la ecuacion (2.70) g = 0. De igual forma, Bqg = 0 <+ ¢ = 0, debido a que la matriz de
coeficientes de friccion viscosa B es definida positiva y diagonal.

» Finalmente se tiene que K,q = 0 <+ g = 0, debido a que la ganancia proporcional es una
matriz definida positiva.

Por lo tanto, se determina que el punto de equilibrio de la ecuacion en lazo cerrado (2.70) existe y
es Unico, con la condiciéon que las ganancias proporcional y derivativa del control PD sean disenadas
de tal forma que sean definidas positivas.
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Figura 2.9: Diagrama de bloques Par calculado.

2.3.5.2. Control par calculado

El algoritmo par calculado es un esquema de control de movimiento, el cual emplea la dindmica de
compensacion en lazo de realimentacion con el objetivo de hacer el sistema lineal y desacoplar la
dindmica no lineal del robot manipulador. En la figura 2.9 se muestra el diagrama a bloques del
esquema de control par calculado. El estudio de estabilidad asintotica en el punto de equilibrio se
encuentra demostrado en [19].

El control de par calculado denotado por 7,., queda expresado de la siguiente forma:

Toe = M(q)[da + K,q + K.q] + C(q,4)q + g(q) + Bq (2.71)

La ecuacién en lazo cerrado se obtiene mediante la sustitucion de la accién de control 7,. en la
ecuacion del modelo dindmico del robot manipulador, de tal forma que existe una cancelaciéon exacta
del modelo dinamico el cual interviene en el lazo de realimentacion, con esto se consigue desacoplar
la dindmica de cada una de las articulaciones del manipulador, lo cual resulta en un sistema lineal
de la siguiente forma:

g+ K,q+K,G=0 (2.72)

en términos del vector de estado [g7 g7 € R*" la ecuacion (2.72) queda expresada de la siguiente

forma:
i d _ 0 1
dt (~1 B _Kp - K'u

donde I € R™*" es la matriz identidad.

g (2.73)
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La ecuacion (2.73) representa una ecuacién diferencial lineal y auténoma, donde el tnico estado de
equilibrio es el origen [q q]7 = 0 € R?", el cual tiene estabilidad exponencial si las matrices K, y K,
son simétricas y definidas positivas. El estudio de estabilidad se demuestra en [19].

2.4. Indice de desempeno

Un criterio académico para medir el desempenio de una ley de control es a través de la obtencion del
indice de desempeno determinado por la norma Lo como se observa en la ecuacién 2.74, el cual se
define como:

£ola) - \/ 7| aepa (2.74)

donde T representa el tiempo del experimento. El desempeno de un algoritmo de control es inversa-
mente proporcional a los valores obtenidos al calcular la norma Ls.

2.5. Estimadores

Historicamente, la teoria de sistemas ha estado relacionado con una amplia gama de sistemas como,
lineales, bilineales, analiticos, etc. Debido a que la principal herramienta para el estudio de problemas
de sistemas tedricos son las matematicas,la cuales son universales, es decir que un sistema teérico
puede ser aplicado a sistemas biol6gicos o econdémicos. Entonces las matematicas a través de la abs-
traccion en diferentes niveles, provee las herramientas necesarias para penetrar en la complejidad de
muchos de los problemas de hoy en dia [37].

El mayor influyente en la teoria de sistemas en los ultimos 30 anos, es Rudolf E. Kalman. Su mayor
contribucion fue su tesis de maestria, seguido de un articulo acerca de control adaptativo. El propuso
un regulador autoajustable, el cual es ampliamente usado en la practica hoy en dia. Kalman escribié
un conjunto de investigaciones, entre ellos uno relacionado con un nuevo enfoque para el problema
de filtrado, denominado Filtro Kalman [38,39]. Entonces los conceptos de controlabilidad y observa-
bilidad fueron propuestos [40,41|. Estas ideas fueron primordiales en el tratamiento de Kalman de
problemas cuadraticos lineales en control 6ptimo. Por otro lado, el concepto de observabilidad es muy
importante porque, en la practica, la dificultad que se encuentra con el control mediante realimenta-
cion del estado es que algunas de las variables de estado no son accesibles para una medicion directa,
por lo que se hace necesario estimar las variables de estado no medibles para construir las senales de
control. Considere el sistema sin excitacion descrito mediante las siguientes ecuaciones [42,43]:

& = Az (2.75)
y=Cx (2.76)

donde:
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x es el vector de estado R"

y es el vector de salida R"

A es el vector de salida R®*"

C es el vector de salida R™*"

Se dice que el sistema es completamente observable si el estado x(t;) se determina a partir de la
Observacion de y(t) durante un intervalo de tiempo finito, ¢, < ¢ < t;. Por lo tanto, el sistema
es completamente observable si todas las transiciones del estado afectan eventualmente a todos los
elementos del vector de salida.



Capitulo 3

Modelado dindmico

El modelo dindmico de un robot manipulador permite explicar todos los fenémenos fisicos que se
encuentran en su estructura mecénica, tales como efectos inerciales, fuerzas centripetas y de coriolis,
par gravitacional y fricciéon los cuales son fenémenos fisicos intrinsecos o propios de la naturaleza
dindmica del robot [30]. Existe una variedad de métodos para obtener el modelo dindmico de un
robot manipulador. En la presente tesis se obtiene el modelo de un robot manipulador partiendo de
lo mas esencial de la fisica moderna, la mecanica analitica.

La metodologia empleada para la obtencion del modelo dindmico a través de la mecanica analitica
es descrita por el diagrama de flujo de la figura 3.1 .

Cinemética Cinematica Célculo de la Energia
Directa Diferencial Rapidez Cinéticay
Potencial

Modelo Ecuacidén de

Dinamico Euler-
Lagrange

Lagrangiano

Figura 3.1: Metodologia para modelado dinamico a través de la mecanica analitica de Euler.

Primero se establece la cinemética directa, esta es la encargada de describir en que ubicacién en coor-
denadas cartesianas se encuentra el efector final con respecto al primer sistema de referencia. Luego
se obtiene la cinematica diferencial, la cual basicamente consiste en derivar lo anterior. Después se
obtiene la rapidez, que para el caso escalar es elevar al cuadrado y para el vectorial es aplicar la norma
euclidiana y luego elevar al cuadrado. El siguiente paso es obtener la energia cinética y potencial,
la primera tiene una forma cuadrética ya definida y la energia potencial no es estandar, sino que
depende la configuracion del robot, es decir si este esta sometido a la accién de la gravedad. Con
estas dos energias calculadas se obtiene el Lagrangiano y posteriormente se obtienen las Ecuaciones

35
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de Euler-Lagrange. Finalmente al despejar y separar componentes, se obtiene el modelo dinamico de
un robot manipulador.

A continuacion, se desarrolla el modelo dinamico de un robot manipulador de un grado de libertad
(péndulo), luego para un robot de dos grados de libertad y finalmente para en robot manipulador de
tres grados e libertad.

3.1. Robot de 1 grado de libertad (Péndulo)

En la figura 3.2 se muestra un péndulo simple compuesto por un servomotor, el cual tiene acoplado
una barra metalica de longitud [; y esta sometido a la acciéon de la gravedad. El péndulo simple, el
cual consiste de una base anclada al suelo, una base para el servomotor, el servomotor y una barra
metalica (eslabon) anclada al rotor y al estator del servomotor para generar el movimiento rotacional
(positiva en sentido contrario a las manecillas del reloj).

Z0

Figura 3.2: Sistemas de referencia de un robot manipulador de 1 gdl.

v mbién qu éndulo se encuentra en su icién sa. istemas de referenci
Se observa tambié e el péndulo se encuentra en su posicidon de casa. Los dos sistemas de referencia
> oo, Y0, 20) ¥ D (@1, 91, 21) separados por una distancia {1 en el eje 1 y una distancia 3; en el eje
20-

3.1.1. Cineméatica directa analitica de Euler

Empleando la mecanica analitica de Euler, las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange y toman-
do en cuenta la figura 3.3, se obtuvo el siguiente modelo dinamico del Péndulo con la componente de
friccion.
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Figura 3.3: Sistemas de referencia con el eslabén rotado.

Partiendo de la ecuacién fundamental de la cineméatica

Dado que no existe ninguna herramienta asociada al extremo final del péndulo, entonces p; = [0 0 0]T.
Por lo tanto, la cinematica directa para el péndulo queda definida como:

l
po=dg = R.(q) | 0 (3.2)
B

3.1.2. CaAlculo de la velocidad

La velocidad se obtiene derivando (3.2):

l [
d : o1 : o

vi= 2P0 =Re(0) | 0| = S@k)Ry(a) | 0 (3:3)
t I b

3.1.3. Calculo de la rapidez lineal

||2 T

La rapidez se define como ||v||* = v' v , entonces:

" le,
lv|>= 0| R.(q1)S*(—k)R.\(q1) | 0| d} (3.4)
b1 b1

donde S(¢1k)TS(¢1k) = —S?*(¢1k) = S*(—q1k), ademés S?*(q1k) = S?*(k)¢? = ¢2S*(k).
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3.1.4. Calculo de las energias

3.1.4.1. Energia cinética

La energfa cinética para el péndulo se define como K = im||v||? + 11,4%, entonces:

T
le, le,
K==|m|0| R.l(qa)S*(—k)R.,(¢:) {0] +1,| (3.5)
5 B
3.1.4.2. Energia potencial
La energia potencial U(q;) en el caso del péndulo es:
U(q1) = mle g[1 — cos(q1)] (3.6)

3.1.5. Calculo del Lagrangiano

El lagrangiano se define como L(q1,¢1) = K(q1,¢1) — U(q1); entonces, de (3.5) y (3.6) se tiene:

1" l
1 c1 C1
Llgg) =5 [m [0 R (0)S*(=k)Rey(a1) 0] + 1| G — mle,g[1 — cos(q1)] (3.7)
b b
3.1.6. Ecuaciones de Euler-Lagrange
I ]" l
OL(q1, ¢ q c
—(aq%’ql) = 0 R;[(;(ql)s2(_k>Rzo(ql) |:O:| +]p ql (38)
“ B B
. 1" l
d [0L(q, ol o .
= [qul)} =+ |m| 0| RL(qu)S*(—k)R.,(q1) [o] +1,| ¢ (3.9)
o B B
OL(q1, 41) _ i, gsen(q1) (3.10)

oq
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3.1.7. Modelo dindmico

Por dltimo de las ecuaciones (3.9) y (3.10) se tiene:

" le,

T=|m| 0| R (q¢)S*(=k)R.(q:) | 0| +1Lp| G+ mle,gsen(q1) + b + fesigno(¢y)
Ioi B

+ fell — [signo(qy)]] (3.11)

3.2. Robot de 2 grados de libertad

3.2.1. Cineméatica directa analitica de Euler

>
.'I‘O.ZE

1 L2

" Posicion de casa
9,=0 9,=0

Figura 3.4: Sistemas de referencia de un robot manipulador de 2gdl.

Partiendo de la ecuacion fundamental de la cinematica y considerando a figura 3.4 se cumple:

» Para el primer eslabén se sabe que, d§ = R, [l; 0 3;]7 € R®**!. Hay una rotacién de ¢ = ¢,
respecto a zp, no hay rotaciones respecto al eje xy ni al eje yy por lo que # = ¢ = 0. Por lo
tanto:

l
po = dj + Rj(¢,0,0)p1 = R.(q1) | [ 0| +pa (3.12)
b
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= Dado que para el segundo eslabdn no existe ninguna herramienta asociada al extremo final
del robot, entonces pz = [0 0 0]T, ademas dZ = R[> 0 52]T € R¥*! ; por lo tanto:

2
p1=di + Ri(¢,0,¢)p2 = R.,(g2) | O (3.13)
e

Reemplazando (3.12) en (3.13) se tiene:

Do = RZO(ql) 0]+ Rm(‘h) 0 (3'14)

3.2.2. CaAlculo de la velocidad

Para obtener los vectores de la velocidad articular v; y vg se procede a calcular la cinematica
diferencial. La velocidad v; se obtiene de derivar po = d§ + R}(¢,0,v¢)p; cuando p; = 0. Es decir,
cuando py = dj

le,
v1 =dy = S(ko)R.,(q1) | 0| & (3.15)
b

La velocidad vy se obtiene derivando pg de la ecuacion (3.14):

ll ZCQ lCQ
vy =Po = |S(ko)R.(q1) | 0| +S(ko)R.y(q1 +q2) | 0| | ¢+ Sk1)R.(q1 +q2) | 0| g2 (3.16)
B B2 B

3.2.3. (Calculo de la rapidez

La rapidez del primer eslabon ||vq || se obtiene:

ley I o] |la
[o4]]? = viv1 = | 0 [T 0] 01 di (3.17)
o B

La rapidez del segundo eslabon ||vs||? se obtiene:

L ] 17171 o [

[v2||* = vz va = | | 0 a1+ R (q2) | 0] g2 [ T ] 0
oo 0

B2 S}

b1

le, le, l
0 0] dq+ R (q)
B2

P2

a1+ R, (q2) [

q1+ R, (q2) [
B2
(3.18)
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3.2.4. Calculo de las energias
3.2.4.1. Energia cinética

La energia cinética para el robot de 2gdl se obtiene de (3.17) y (3.18) :

I le,]]" [ !
0] +Rz(q) |0
M i [/3” o
I 1.,117" I ley
+ mz[[0}+Rzl(q2)|:0}:| |:OT 0} |:Rz1(Q2)[0:H+12 G142
B1 B2 B2
1 les ’ I o les
+ | Rt | 0 o ] [ Reta) B (319)

3.2.4.2. Energia potencial

1
K(q,q) = 3 |:Il + Iz +ma

La energia potencial U(q) en el caso del robot de 2gdl es:

U(q) = mygle, [1 — cos(qr)] + mag|[li + ley] — [l1 cos(qr) + e, cos(q1 + q2)]] (3.20)

3.2.5. C(Calculo del Lagrangiano

El lagrangiano queda definido como L(q,q) = K(q,q) —U(q) , entonces:

I ley]17 I le ley 17 ley
3£(q,d):% |:Il+12+m2|:|:0:|+R21(‘I2)|:0:|:| |:OIT 8:| |:|:0:|+R21(‘I2)|:0:|:|+m1|:0:| [OIT 8:| |:O:|]‘ﬁ
B1 B2 B1 B2 B1 B1
I leo r ley
+ {mz HO} + Rz, (g2) UH [OIT g] R (q2) [OH +12] 41G2
B1 B2 B2
1 )" I o les
g me Rt [0 [ o] [Rate) | 0]] + | (3.21)
B2 B2

—migle, [1 — cos(q1)] — mag[[li + ley] — [11 cos(qr) + ley cos(q1 + ¢2)]] (3.22)

3.2.6. Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

0L(q,q) |:ZCI:| ! I o |:l31:| |:l1} ' I o h nl’ I o leg
— 22 =L +Iy+mi |0 { } 0 +mo 0 { } 0] +2]|0 { }RZ(QQ) 0+
O B1 of 0 B1 B1 ot 0 B1 B1 ot 0 B2

ley T J o ley . ley T I o ley I T , g e, |
|:502:| LT 0} |:ﬁ02:| g1+ |m2 |:502:| L’T 0} |:502}+|:501:| {OT O} R (q2) |:502:| + 12| G2 (3.23)
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d [0L(g,d) L] g o [ ul*
Bl it S U2 QS | ST ¢ 0 0 0
dt[ Din } 1+ I2 +ma 5 |:OT 0} 5 + ma 8
1,17 1
co I o co
| (5 al[s]
|:52] o 0 B2
lea] ™ T le2 nl" I le2]
+lma |0 [ 0} 0o|l+]o0 [ O} R.(q2) | 0| + 12| é2 (3.24)
[ {52] ot 0 |:52:| |:Bl:| ot 0 B2 |
. leg T 1 ley 1T I nl* 1
0L(q,4) _ 2 {I o} caf | c2 [I o} c2 {I o:| c2
- = |[Is +mo 0 0 g2 + |mao 0 0 + 10 Rz(qg) 0
02 |: [ﬂ2:| ot 0 [52” |: Hﬁz] ot 0 | B2 B1 ot 0 B2

d [0L(q,d) ] o [le]] o] 1y o7 [les W, les .
o R e AN ) o A it R N R R

I ol|h AR lez
L;T o} [ﬁOJJrzL;)j L;T O}Rz(tp) [;JJF

T les nte, les
intame 0| o] SR@) | 0| ddarma 0| [ O] sGR(e) | 0]
B1 B2 b1 B2

+ 12] a1 (3.25)

T
h I o les .
+m2 |0 of o SKIR:(q2) | 0| dud2 (3.26)
B1 B2
0L(q,q
78(:11 4) = —migle, sen(q1) — mag[li sen(q1) + le, sen(q1 + g2)] (3.27)
1
0L(q, 4 . . . . .
8(:11 a) = — malile2 sin(ga)¢? — malilc2sin(g2)d1d2 — magle, sin(q1 + g2) (3.28)
2

3.2.7. Modelo dindmico

le I T 5 [l o] ™ l

I o 1 I o c2 I c2
] et ] | S N E 1
o nl" R le] [lea] ;o1 [le
| eme |0 { }Rz(@) 0|+|0 [ ] 0
= B g Lo 0 B2 B2 ot 0 | B2

~

T
le,

I+ 1> +m1 [0}
1

T

.

T2
lea] ™ le2 L] le2] lea] ™ le2
w5 [ 5] [3) [ e ] e wem 5] [ ]9
L B2 B2 B1 B2 | B2 B2
M (q)
r 1" le nl* le
I o 2 I o 2
2ms | 0 [ T } S(k)R-(q2) [O:| G2 mo |:0} { T } S(k)R:(q2) [O} G2 .
[ﬂj o 0 B2 g o 0 Bo @
+
h B I o le2 G2
mo | O |:oT O:| S(k)R-(g2) | 0 | ¢1 0
L B1 B2
C(q,9)
[ma1gle, sen(q1) +mag [ l1sen(q1) + le, sen(q1 + g2) |
+ + Bq + Fesgn(q) + Fo[l — |sgn(q)]] (3.29)
magle, sin(q1 + ¢2)

L fr
g(q)
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donde q, ¢, § € R™! es el vector de posicion, velocidad y aceleracion en coordenadas articulares, res-
pectivamente. M (q) € R™*" es la matriz de inercia, la cual es cuadrada, simétrica y definida positiva;
C(q,q) € R™" es la matriz de Coriolis y fuerzas centripetas; g(q) € R™*! es el par gravitacional;
fi(q) € R™! es el vector de pares de friccion presente en cada articulacion del robot, B, F, € R™*"
son matrices diagonales de coeficientes de friccion viscosa y de Coulomb, respectivamente. La fric-
cion estitica f, € R™! esta representada por f. = [fe1, fe2,-- -, fcn]T que es el vector de friccion
estatica que contiene los coeficientes de friccidon estatica de cada uno de los servomotores del robot
manipulador.

3.3. Robot de 3 grados de libertad

Siguiendo la metodologia de la mecanica analitica de Euler, se sigue el mismo procedimiento para
obtener el modelo de un robot de 3 gdl. En la figura 3.5 se observa el robot de tres grados de libertad
y los ejes de referencia de cada eslabon. A continuacion se describen los simbolos de cada pardmetro
del robot manipulador de 3 gdl en la tabla 3.1.

Figura 3.5: Sistemas de referencia de un robot de 3 gdl.
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Eslabon Significado Notacion
Masa my
(1)BASE Longitud del servomotor By
Longitud del eslabon 1 I
Inercia del eslabén 1 T
Centro de masa del eslabén 1 Iy
Coeficiente de friccién viscosa by
Coeficiente de friccion de Coulomb fe1
Coeficiente de friccién estética fet
Posiciéon articular Q1
Masa Mo
(2)HOMBRO | Longitud del servomotor I
Longitud del eslabon 2 lo
Inercia del eslabén 2 7
Centro de masa del eslabén 2 leo
Coeficiente de friccién viscosa b
Coeficiente de friccion de Coulomb feo
Coeficiente de friccion estatica fe2
Posicion articular G2
Masa ms
(3)CODO | Longitud del servomotor B3
Longitud del eslabén 3 l3
Inercia del eslabén 3 I
Centro de masa del eslabon 3 le3
Coeficiente de friccidon viscosa bs
Coeficiente de friccion de Coulomb fes
Coeficiente de friccién estética fe3
Posicion articular q3

Tabla 3.1: Parametros del robot manipulador de 3gdl.
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3.3.1. CinemaAtica directa analitica de Euler
3.3.1.1. Eslabé6n 1
Partiendo de la ecuacién fundamental de la cineméatica
po = dgy + R(¢,0,¢)ps (3.30)
Entonces el efector final del robot manipulador queda expresado como:
0 T
Po = Rzo (QI) 0 + Rxo(§)p1
L+ 5+ la
0 o [ (1,
= RZO (ql) 0 + R$0(§>RZ1 (QQ) 0 + P2
li+ 61+ lia | \ D2
0 - [ /1, I3
= R, (q1) 0 + Rxo(g)Rzl(@) 0| +R.y(qs) || 0] +ps
L\l + 61+ lia |\ 2 B3
[B2 + Bslsen(qr) + cos(g1)[lacos(ga) + l3cos(ga + ¢3)]
= | —[B2 + B3]cos(q1) + sen(qy)[lacos(qa) + l3c08(q2 + ¢3)] (3.31)
lio + 1+ 11 + lasen(qz) + I3sen(qz + g3)
3.3.2. Cinemaéatica diferencial

La derivada con respecto al tiempo de cada uno de los términos del modelo de la cinemética directa
del robot manipulador, queda expresada como:

La derivada del segundo término queda expresada como:

d

dt 2

™
Ry (q1) Rao (5

4
dt

I

)RZ1 (Q2) 0

B2

0 0
Rey(a1) 0 = |o (3.32)
Lo+ B1+ 1 0
Pocos(q1) — lacos(qz)sen(q1)  lacos(qr)sen(qz) O] |G
Pasen(qy) + lacos(q1)cos(qa) —lasen(qr)sen(qz) 0 |Go
0 ZQCOS(QQ) 0 q?,
(3.33)

La derivada con respecto al tiempo del tercer término queda expresada como:

DN Ry (1) R (Z) Ry (02) Ry (05)
—_————

dt 2

Rz (g2+4q3)

0
B3

0

I3 Bscos(q1) — lzcos(g2 + ¢3)sen(q1)
= | Bzsen(q1) + Izcos(g1)cos(gz + q3)

lzcos(q1)sen(g2 + ¢3)
—l3sen(q1)sen(gz + g3)
I3cos(q2 + g3)

I3sen(g1)sen(q2 +q3) | |42
l3cos(q2 +q3) 43

I3cos(q1)sen(gz + QS):| [41:|

(3.34)
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Sumando los términos 3.33 y 3.34, se obtiene el jacobiano:

[B2 + B3]cos(q1) — sen(q1)[lacos(g2) + l3cos(q2 + q3)]  cos(q1)[l2sen(q2) — I3sen(q2 + q3)]  —I3cos(q1)sen(g2 +q3) | [¢1
Jr(q)q = |[B2 + Bslsen(q1) + cos(q1)[l2cos(g2) + lzcos(g2 + g3)]  —sen(q1)[lasen(g2) — Izsen(qz2 + g3)] —I3sen(q1)sen(qz +g3) | |ge
0 l2cos(g2) + I3cos(g2 + g3) I3cos(q2 + q3) q3
(3.35)
3.3.3. Calculo de la rapidez
La rapidez de a velocidad v; se obtiene como, ||v|* = v{v;:
0
|v1]]? = viv, = |0 (3.36)
0
La rapidez de a velocidad v, se obtiene como, ||vs||* = v3 vo:
T ) )
le2 - gasen(qu) gasen(q1)
[oa]? = vy v, = | 0 Rle(%)R;fO(E)RzTO(Ql)ST —Gacos(q1) | S| —gacos(q1)
B2 G G
T lcQ
RZO (ql)Rwo(E)Rn (qQ) 0
B2
=[B5 + le2cos®(q2)]47 + 125 — 2leaf25en(ga)Gide (3.37)
La rapidez de a velocidad w3 se obtiene como, ||vs]|? = v vs:
sten(91> T lea
HU?,H2 = ’Ug’vg = S _QQCOS<Q1) RZO (Q1)RI0(§>RZ1 (CIQ) 0 +
G B
) ) T
(42 + d3)sen(q1) T les
S _(61.2 + Q3)COS(q1) Rzo (Q1)Rx0(§)Rz1 (Q2 + QS) 0
¢ B3
Q2SGH(Q1) T lea
S _QQCOS<QI) R, (91)Rxo(§)RZ1<Q2) 01+
G B
(g2 + gs)sen(q1) - les
S| —(d2+ gs)cos(qn) | Ru(qr1)Rao(5)R2 (g2 +¢3) | O

2
q1 B3

(85 + B3 + 225 + 2lalezcos(g + g3)cos(qz) + 13c08°(q2) + 15008 (g2 + g3)]d5 +
[15 + 125 + 2lal3c08(q3)]ds + (%6528 + Bs)lessen (o + q3)]di1ds
— [22(B2 + B3)sen(gz) + 23 (Ba + Bs)]drde + [2lale3c08(gs) + 202 d2ds (3.38)
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3.3.4. Calculo de las Energias

3.3.4.1. Calculo de la Energia cinética

1 1 1 1 1 1
= —m1H’111||2 + —’lUrlI‘Ilwl + §m2va2H2 + _wQTIQwQ + —m3||'v3H2 + —ngIlw;g

2 2 2 2 2
1. )
= 4" M(a)q (3.39)
donde:
[T) + Ty + Ty + mp[B2 + 13082 (qo)]+ ]
1 2m3 [22 + @22[% 252534— @) maleaBrsen(qz)+
2l2lc3COQS(q2 j- q3)cos(q3)+ — | ma(P2 + Bs)l2sen(g2)+ jm3(52 + B3)l.3sen(qe + Q3)J
13c0s(ga) + 1%5c08%(q2 + q3)] 21038611@2 * ) s
~ o mia
mi1
MaleoBosen(qs)+ 9
T+ T [
— | ms(Ba2 + Bs)[lasen(gq)+ mg[l2 2_:}2 ?’—I——‘_QZZQ;CQO—Z(qg)] ms|lale3cos(qs) + lg?)] + 7
2lezsen(qa + q3)] | A P o
~~ mo2
mai
—ms(fa + B3)l3sen (g + q3) mslalescos(qs) + %] + s Ts +msl%
L ms31 m32 m33 a
M(q)

3.3.4.2. Calculo de la Energia potencial

U(q) = magllia + 1 + la] + maglea[l — cos(qa)] + mag|[la + les] — [lacos(g2) + lescos(ga + ¢3)]]
(3.41)

3.3.5. Calculo del Lagrangiano

L(q,q) =K(q,q) —U(q)
1
:§[Il + Ty + Tsmy[Bs + 125c08% (q2)] + ms[Bs + 5§ + 20583 + 2l5l3c08(g2 + q3)cos(qz)+

) 1 )
13c08°(q2) + 125¢08° (g2 + @3)]d; + = [Tz + Iy + malZy + mal3 + 125 + 2lalescos(qs)])d

2
1 . 1 ..
+ E[Is + m3l33]q§ - §[m22502ﬁ2SQH(Q2) + 2m3 (B + Ps)[l2sen(q2) + lezsen(ga + ¢3)]]¢1d2
1 . 1 .
— §m32(ﬁ2 + B3)lessen(qz + ¢3)d1ds + §[m3 2051 .5c08(q3) + 2533] + 275243

— myg[lia + B1 + la] — magle[l — cos(q2)] — mag[la + 13][1 — cos(qz + g3)] (3.42)
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3.3.6.

Se emplean las ecuaciones de Euler-Lagrange, las cuales estan definidas por:

Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

_ 9L(g.9)

d [ac(q, 4)] ol =7 (3.43)

dt aq

3.3.7. Modelo dindmico

Finalmente se hace la factorizacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange, se separan los términos g,
g de tal forma que se obtenga las matrices de inercia M(q), C(q, q), adicionalmente se agrega el par
gravitacional y coeficiente de friccion viscosa, de coulomb y estatica.

[Z1 + T + I3 4+ ma[B3 + 12,cos?(q2)]+
m3[B2 + B3 + 28283+
2l2lc3cos(q2 + q3)cos(g3)+
lgcos(qg) + l§3c082(q2 + q3)]

— | m3(B2 + B3)[l2sen(g2)+

mi1
malcaBasen(q2)+
2lczsen(gz + g3)]

— |m3(B2 + B3)[l2sen(g2)+

—m3(B2 + B3)lc3sen(g2 + g3)

|: malcaBasen(q2)+

2lc3sen(g2 + g3)]

mi2

T + I3 + mal?y+
ms3 [l% + l(2:3 + 2l2lc3c08(g3)]

ma[lalc3cos(qz) + 125] + I3

mi3

G
G2
Gs

_ _[m2lfn2lc2 + m3l2]cos(g2)sen(gz) g2

—mglalcasen(gz + g3)cos(gz2)[g2 + gs]
—malalcscos(qa + g3)sen(q2)g2
—m3l25cos(g2 + g3)sen(q2 + g3)[d2 + ga]

m23
m22
m21 9 9
—m3 (B2 + B3)lc3sen(q2 + q3) m3(lalczcos(g3) + 123] + I3 I3 + m3lZs
—_——
L m31 m32 m33 -
M(q)

—[male2Balea + m3(B2 + B3)l2]cos(g2)d2

—m3(B2 + B3)lc3cos(q2 + ¢3)¢2

—m3(B2 + B3)lc3cos(q2 + ¢3)g2

€13
c12 q1
+ c11 G2
—m3 (B2 + B3)lc3cos(q2 + q3)43 —malalcasen(g3)ds —mg3lalczsen(qs)gs q3
[ — —_————
c21 . c22 . €23
—m3(B2 + B3)lczcos(q2 + ¢3)43 —mglalczsen(qs)ds 0
| —— ~~
L €31 c32 €33 i
C(q,9)

0

+ | magleasen(qe) + msglasen(q2) + msglessen(ge + ¢3)

maglezsen(qe + ¢3)

b1g1 + feisigno(qi) + fe1[1 — [signo(g1)]]
+ [b2d2 + feasigno(g2) + fe2[1 — [signo(gz)]] (3.44)

b3G3 + fessigno(gs) + fes[1 — |signo(gs)|]

g(qa)

donde:

" q,4,G € R

C(q,q) € R™".
g(q) € R™1.

fi(g) e R™L

I

M (q) € R™™ cuadrada, simétrica y definida positiva.



Capitulo 4

Algoritmos de control

4.1. Esquema de control de trayectoria

Se considera una familia de funciones saturadas la cuales son descritas en (4.1), cuya respuesta es
saturada. El valor de m es un ntimero entero positivo, n,a € R,. En las figura 4.1 se observa la
respuesta de la funciéon cuando m varia y en 4.2 cuando 7 varia. hiperbodlicas.

senh(nxz)cosh(nz)?>m! [1 — qe—acosh(nz)>™

COSh(’I](L’)Qm + e—cosh(nz)*™

fla) =

(4.1)

0.8

0.6

0.4

021

0.2

0.4

-0.6

-0.8

Figura 4.1: Funciéon vectorial hiperbodlica con distintos valores de m.
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0.8

0.6

04r

0.2

-0.2 1

04+

-0.6

-0.8 1

Figura 4.2: Funcion vectorial hiperbodlica con distintos valores de 7.

4.2. Control PD-+ hiperbdlico

En base a la funcién vectorial hiperbolica presentada anteriormente, se propone el siguiente esquema
de control basado en funciones hiperbodlicas y de la forma PD-+.

senh(n1q)cosh(n@)>™ 1 |1 — aecoshma)™ senh(n.q)cosh(n,q)?™ [1 — Be’BCOSh(”ﬁ)Zm
=K ~ K, . :
T p COSh(nlq’“)Qm _|_aefacosh(mq)2m + COSh<772&>2m _’_/Be_BCOSh(nQQ)Zm
+ M(q)§a + C(q,q)q4a + Bqa + Fesigno(q) + g(q) (4.2)

donde, K, y K, € R™" son matrices diagonales definidas positivas de las ganancias proporcional
y derivativa respectivamente. Por cuestiones de simplicidad de términos las funciones vectoriales del
controlador seran consideradas como:
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_ _ 2 _
senh(n1d1)cosh(n1dr)?m™ 1 [l—ae’“c’”h("lql) m]

cosh(mql)2m+ae—&808h(n1§1)27"
- N2
senh(n1dz)cosh(n g2)?™ 1 [1_ae—acosh(n1q2) m]

fp(qN) = COSh(n1§2)2m+ae—0‘005h(m62)2m (43)

senh(n1Gn)cosh(n1Gn)?m 1 [17046—0008’1(?71 (in)2m]
| cosh(nlqn)Qeraefacosh(nlqn)2'm 1
[ senh(nag1)cosh(nagr)?™ 1 [1756—5«20%(7124;1)27”] T

cosh(n2(§l)2m+6675605h(n261>2m
. . Z N2
senh(n2ga)cosh(nagz)?m 1 [1—667560%(772‘12) m]

fv(é) = cosh(aG2)?m+Be—Beosh(nadaz)™ (4.4)

senh(ngén)cosh(mq;)Qm*1 [1 _/Befﬁcosh(ﬁﬁnﬁm]

| cosh(n2§n)2m+ﬁe—ﬁcosh(n2§n)2m ]

4.2.1. FEcuacion en lazo cerrado

La ecuacion en lazo cerrado que define el problema de control de trayectoria, formada por el modelo
dindmico (3.29) y el controlador PD- hiperbolico (4.2) queda expresada de la siguiente forma:

Qe

(4.5)

d
dt M - [_M(Qd(t) —q(t) ' [Ep (@) + Ko fo(@) + Claalt) — (1), 4a(t) — @)q + Bd

Qe

4.2.2. AnAlisis de estabilidad asintética
4.2.2.1. Existencia y unicidad del punto de equilibrio

El analisis de existencia y unicidad del punto de equilibrio [¢ |7 = [0 0] para el esquema de
control PD+ hiperbélico, se lleva a cabo de la siguiente forma:

e Considerando la primera componente de (4.5), se tiene que g=1g=0< q=0, debido a que
la matriz identidad I € R"*" es una matriz diagonal definida positiva.

En la segunda componente de la ecuacion (4.5) se considera lo siguiente:

e La matriz de inercia M(q) € R™*" es una matriz definida positiva, entonces su inversa también
es definida positiva.

e Las ganancias proporcional K, y K, son matrices definidas positivas propuestas por el usuario.

e La matriz de coriolis C(qq(t) — G(t), qa(t) — @)q = 0 € R™ debido a que en la primera com-
ponente de la ecuacion en lazo cerrado (4.5). También para el caso de la matriz de coeficientes de
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friccion viscosa se tiene que: Bg = 0 < g = 0, ya que la matriz B es definida positiva.
° fp(é) =0« g =0, debido a que la ganancia K, es una matriz diagonal definida positiva.

e f,(q) =0 < g =0, debido a que la ganancia K, es una matriz diagonal definida positiva.

Entonces, se dice que el punto de equilibrio en la ecuacion en lazo cerrado (4.5) existe y es tnico con
la condicion de que las matrices de ganancias proporcional y derivativa del control PD+ hiperbodlico
(4.2) sean definidas positivas.

4.2.2.2. Funcién de Lyapunov candidata

Se propone la siguiente funciéon candidata de Lyapunov para el anélisis de estabilidad del punto de
equilibrio de la ecuacion el lazo cerrado (4.5).

. 1. . - T -
Vit.3.8) = 30 @i+ |y (coshima) + a1, [y (ol + e

—_— — |
I il
() ~T 3
+ —q M(q)q (4.6)
15 (4] 1

II1

donde:

VI (cosh(ngy)?™ + ae—acosh(ma)®™)
VI (cosh(n;ga)?™ + ae—acosh(maz)®™)

\/ln (cosh(nq)?™ + ae—acosh(ma)*™) = (4.7)

VI (cosh(ni§n)2™ + ae—acosh(man)™)

V(t,q, (1) es una funcién definida positiva, debido a que la matriz de inercia M > 0. Se sabe que por
diseno K, es definida positiva, entonces K, f,(q) es definida positiva.

Se derivan los elementos I, I y ITI. Entonces se obtiene:

senh(m q)cosh(n.q)*™ 1 [1 - a@—acosh(n1é)2m]

~ A P = ]- o * p ~
V(t.g.q) =a M(a)a+ 53" M(a9)q + Cosh( )2 & are—acomlmaP™ Kpa
€ =7 €0 ~T 7" * €0 T L T X
+ —q M(q)q + —q M(q)q — —————4q qq" M(q)q
L+ |lq L+ lql gl [1 + [Iql]?
€ o =
+——¢"M(q)q (4.8)
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e Se emplean las propiedades que relaciona la matriz de masas e inercias y la matriz de fuerzas
centrifugas y coriolis [30].

|V(a)g —2C(q.9)d] =0 (4.9)
Clq,4)q+C(q,4)q" (4.10)

||| DO | =

M(q)q

e Finalmente, después de emplear la propiedad de antisimetria y eliminar algunos términos, se
obtiene:

V( q L) ST BE + 6T K senh(ngé)cosh(ngé)2m4 [1 B ﬁB*ﬁCOSh(W2§)2m] €0 LT (9)g
ta ) = - + < B +
€49 29T R cosh(nyq)?™ + Be~Peosh(nzg)*™ 1+ ||Q|| e
€0 ~T N €0 T2 T .
+ —q C(q, q)qq—fq aq M(q)q
L+ q| gl 1+ llgl)?
€ . senh(mq)cosh(mq)2m ! [1 — a@—awsh(md)m} 1
- T ~n ] K ~N2m
1+ g cosh(m@)™™ + ae—ocohnd®
0 _p, |senh(m@cosh(mq)"! [1 - ﬁefﬁmmé)m] 0 _&TBé (411)
PR cosh(1G)>™ + fe—Peoshim™ L+ qn? 7

Entonces, la derivada de la funcién de Lyapunov, queda expresada de la siguiente forma:

: ~ 2 z z €0 ~T N €0 ~T % ~T z
Vit = — §"Bg Tr C - M
(t,q.q) q'Bq+ + 1+H Hq (Q)q+\1+Hqu (q,q)qti T+ Id H]Qq aq (q)fi
‘2’ 3 e
€0 ~T €0 ~T €0 T 3

— B va( ) f( ) =94 vav(q> (4'12)

IR %z—/ T+ (g "l L+ lql

%,—/ ~ ~ )

5 7 8

Cada uno de los elementos de 4.19 son enumerados para trabajarlos por separado, de tal forma que
V(t,q,q) quede expresado por componentes cuadraticas y a la vez sea una funcion definida nega-
tiva. Al aplicar las propiedades descritas anteriormente, la derivada de la funcién de Lyapunov resulta:

V(t.4.q) < — [Ng™ — eoAifis) — eok]HéHQ+eo[k 4]l + N5™] [|4]ll|al]
= Xirllalllfo(a)ll = 5 +” HA;%;“HqHpr( Q)| — o)== gllllqll

<_[Amin + NP — NGy — €oke] 1G11° + eo [~ AR kNGl + A5 111l gl]

Nk, llgll® (4.13)
1+|| |7
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Por lo tanto, V (t,q, q) expresada de forma matricial, resulta:

~7 7T € min € max max ~
iy <~ I R — gkl + 5] ] Tl
V t,q,q) < — |: < € m—;‘)lch T max min min max ~ 4.14
B0 <= gl] |- [kl + =] apn e — coame — ek | [lgl] M

Si y solo si existe:

)< i | e w1
= g lal + 2 1l = ARl + kldal Il 11— Xgal 1]

lo cual demuestra estabilidad asintética en el punto de equilibrio.

4.3. Control Par calculado hiperbélico

En base a la funcién vectorial hiperboélica presentada anteriormente, se propone el siguiente esquema
de control basado en funciones hiperbélicas y de la forma Par calculado.

senh(n §)cosh(n1§)?™—1 [1 — ae*acosh(mti)zm]

senh(n2§)cosh(nz2q)?m—1 [1 - /Befﬂcosh(nzfz)%”]
— K,

T=M Ga K — - :
(q) qqfip cosh(nlq)2m+a€_acOSh(n1q)2m COSh(nz[])Qm+,5€75005h(n2&)2m

+C(q,4)4+ B4+ g(q) (4.16)

4.3.1. Ecuacion en lazo cerrado

La ecuacioén en lazo cerrado que define el problema de control de trayectoria, formada por el modelo
dindmico (3.29) y el controlador PD+ hiperbolico (4.2) queda expresada de la siguiente forma:

% m - L[Kpfp(d)i K. f,(q)] (4.17)

4.3.2. AnaAlisis de estabilidad asintética
4.3.2.1. Existencia y unicidad del punto de equilibrio

El analisis de existencia y unicidad del punto de equilibrio [§ |7 = [0 0] para el esquema de
control Par calculado hiperbélico, se lleva a cabo de la siguiente forma:

» Considerando la primera componente de (4.17), se tiene que g=1g=0<« q=0, debido a
que la matriz identidad I € R"*" es una matriz diagonal definida positiva.

En la segunda componente de la ecuacion (4.17) se considera lo siguiente:
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» Las ganancias proporcional K, y K, son matrices definidas positivas propuestas por el usuario.
] fU(Ej) =0« g =0, debido a que la ganancia K, es una matriz diagonal definida positiva.

» f,(G) =0« ¢ =0, debido a que la ganancia K, es una matriz diagonal definida positiva.

Entonces, se dice que el punto de equilibrio en la ecuacion en lazo cerrado (4.17) existe y es tnico
con la condiciéon de que las matrices de ganancias proporcional y derivativa del control Par calculado
hiperbélico sean definidas positivas.

4.3.2.2. Funcién de Lyapunov candidata

Se propone la siguiente funciéon candidata de Lyapunov para el anélisis de estabilidad del punto de
equilibrio de la ecuacion el lazo cerrado (4.17).

. 1., - T -
V(t,q,q) = §~TI(~1 + [\/ln (cosh(m@q)*™ + aeacosh(mq)m)] K, [\/ln (cosh(mq)?™ + ae—acosh(ma)?™)
\I,_/ K ~
11
€0 .7
+ —§"1g (4.18)
1+ gl ?

II1

Los elementos I y IT de V (¢, q, Z]) son positivos debido a sus elementos cuadraticos. Se sabe que por
diseno K, es definida positiva, entonces el elemento III es positivo.

Al igual que en el analisis de estabilidad para el caso del controlador PD+, se usan las mismas
propiedades, las cuales permiten expresar la derivada de la funcion estricta de Lyapunov V (¢, q, q)
en términos cuadraticos. Entonces,

. JO A 5 - €0 ~ -
V(t,q,q) < =g llallllf.(q)]] + —||q|]” — — N |gll1 (@) — — Al Fo (@)
o 1+H | 1+H | ? 1+ [g]| "
e |lg’llgl (4.19)
~lall 1+ 4l

Considerando que las funciones son acotadas, es decir ||£,(@)|| < 1]l v || £s(@)] < |/q|| entonces se
tiene:

. . min €0 S €o max
Vi(t.q.q) < — — e+ —— | lgl> + ——= A&l dgllllal
e 1+ [lql] 1+ g H
_ mln ~12 4.20
1 + H ” Kp H H ( )

Por lo tanto, se cumple:
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V(t,q,q) < Hdll}T IR — T AR [Ildll} (4.21)
4,49 - p 1_ e max min € ~ :
lgll] |3 AR MRS + e+ | | Ll
si existe algin €y que cumpla:
\min <112 1+ |l
U it (| o)
Axlallall + NlalP[1 + llall] + llall* — AE" 4l

lo cual demuestra estabilidad asintotica en el punto de equilibrio [¢ ¢]™ = [0 0]T



Capitulo 5

Analisis de estimadores

El problema de estimacion de estados de un sistema dinamico desde las medidas de salidas y entra-
das, es un problema de vital importancia en la teoria de sistemas. Para sistemas lineales, han sido
extensamente estudiados, y han mostrado que son extremadamente usados, especialmente para las
aplicaciones de control tales como el diseno de controladores basados en observadores [44,45].

Hoy en dia, en el area de robdtica ya existen manipuladores con alta precision el la medida de
las posiciones de las articulaciones. En contraste, la medida de velocidad se obtiene a través de
tacometros u otros sensores de velocidad, los cuales conllevan a una serie de desventajas tales como,
la contaminacion por el ruido debido a la discretizacion o la propia medida, por otro lado se tiene
el aspecto del costo de manufactura del manipulador, por lo que en muchos casos no siempre es
conveniente aumentar costos en sensores de velocidad [46-50]. De hecho en experimentos recientes han
sugerido que los observadores en las leyes de control tienen un mejor desempeno [51]|. A continuacion,
se presentara el anélisis de convergencia a cero de un estimador exponencial y uno propuesto basado
en una funcién hiperbdlica.

5.1. Estimador exponencial

Una forma de estimar la derivada de una senal u(t) es por medio de un estimador exponencial.

Al incluir el estimador en la dindmica del robot manipulador, la ecuacién en lazo cerrado queda
expresada de la siguiente forma:

q —
i q — M(q)_l[qu - que - C(qa QG)qe] (5 1)
dt | ge —\g. + \q :
\f'/ T

Para demostrar la convergencia a cero del error de estimacion, se propone la siguiente funcion de
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Lyapunov:

. 1. . . T .
V(t.4,q,9) = 5a" M(a)a+ [\/ In (cosh(m1§)?™ + ae—aCOSh(”1Q)2m)} Kp Wln (cosh(m@)>™ + ae—awshmq)“)}

| —
I 11
€0 R
S—q"M(q)q+ ~aT T (5.2)
1+ lq]| 2

En la seccion 4.2.2 se demuestra estabilidad asintotica en el punto de equilibrio, es decir que con-
siderando los elementos I, IT y IIT se muestra que V(t,q, q, g.) es definida positiva y su derivada
V( .d.q, g.) es una funcion definida negativa. Por lo tanto, debido a que el elemento IV se sumo6 a
la funcién de Lyapunov original, es correcto hacer un anélisis independiente.

Empleando la teoria de estabilidad de Lyapunov, el analisis de estabilidad para el elemento IV, es
inmediato. Debido a que el elemento IV es una funcién cuadratica, entonces se asegura que la funciéon

de lyapunov es definida positiva V(&) > 0.

La derivada de la funciéon de Lyapunov considerando solo el elemento IV queda expresada como:

V(z) =z Iz
=2'I|q — q.]
= &' Z[q — [-)\g. — \q]]
= &' ZI[q — \%] (5.3)

Debido a que para el caso de control de posicion, la velocidad articular converge a cero, entonces:
V(&) =2 7Zq — ' I)\x
=—xTI)\% <0 (5.4)

Por lo tanto se demuestra la convergencia del error de estimacion considerando la dindmica extendida
exponencial para obtener la velocidad a partir de la posicién.

La forma recursiva del estimador es la siguiente:

Qe = e—hAqu_l + (1 - e_h)\)qk—l (55>

Por lo tanto, la estimacion de la derivada de ¢ es representada:

e, = —Aey, + AGk (5.6)

donde £ =1,2,3,--- ,n.
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5.2. Estimador hiperbdlico

5.2.1. Demostraciéon de convergencia asintética del error de estimacion

5.2.1.1. Regulacién

Una nueva propuesta para obtener la velocidad articular a partir de la posicién es a través de un
estimador hiperbélico. La ecuaciéon en lazo cerrado queda expresado de la siguiente forma:

-q

q L
d| g |_ |-M@'[Kq+K.q+C(q,9)q+ Ba+g(q) (5.7)
dt | g. | —Asenh(—Aq. + A\q) ‘
=~ . ~ .
T —Asenh(\&)

Para demostrar la convergencia a cero del error de estimacion, se hace un analisis similar al estimador
anterior, entonces se propone la siguiente funcién de Lyapunov:

. 1. . . T .
V(t4,4,9) = 5" M(9)a+ {\/ In (cosh(m1d)>™ + ae*““h(’“‘”m)} Kp {\/ In (cosh(m §)2m + ae—ocosh(ma)>m)

| S —
I 11

+ %‘MaTM(q)awosh(—Aqe +2q) — 1 (5.8)

111
Se asume que la estabilidad asintética considerando los tres primeros elementos de la funcion de
Lyapunov esta asegurada, el cual se hizo en la seccién 4.2.2, entonces tomando en cuenta solo el
elemento IV, se dice que la funcién de Lyapunov es definida positiva V(&) = cosh(AZ) — 1 > 0 y su
derivada queda expresada como:

v

V(2) = senh™ (2)z
= senh’ (2)Z[q — q.]
— senh™(2)Z[g — Asenh(&)]
— senh™M&)Zq — senh™ (&)Z Asenh(&)
= —senh’ (&)ZAsenh (&) < 0 (5.9)

Por lo tanto se demuestra la convergencia del error de estimacion considerando la dinamica extendida
hiperbolica para obtener la velocidad articular a partir de la posicion.

La forma recursiva del estimador esta expresada como:

F,

ey,

=F,,, , +hsenh(=AF,,  + Agi-1) (5.10)

Por lo tanto, la estimacién de la derivada de ¢ es representada por ¢.,, y se encuentra dada por:

Ge, = Asenh(—AFy, + Agr) (5.11)
donde £k =1,2,3,--- ,n
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5.2.1.2. Trayectoria

Ge = —Asenh(—M\Ge. + \q) (5.12)
Se propone la siguiente funciéon de lyapunov
V(ge,q) = cosh(—Age + ) — 1 (5.13)

Al derivar la funciéon de Lyapunov se obtiene:

V(Ge, Ge) = senh(—\ge + A\@)(—\qe + \Q)
= —senh®(—=\G. + \§) + )\fl/senh(—)\ée +Aq)
V(Ge, 4.) < —senh*(—\ge + \q) (5.14)

Se demuestra la convergencia a cero del error de estimacion



Capitulo 6

Plataforma experimental

En este capitulo se describe la plataforma experimental (Robot manipulador de 3 gdl) y los comple-
mentos necesarios para llevar a cabo los experimentos de control de posicién y trayectoria.

6.1. Robot manipulador

Actualmente se cuenta con varias definiciones de robots manipuladores industriales, que a decir ver-
dad, han causado cierta polémica [19]. De acuerdo con la definicion adoptada por la Federacion
Internacional de Robética bajo la norma ISO/TR 8373, un robot manipulador se define de la si-
guiente manera: Un robot manipulador industrial es una maquina manipuladora con varios grados de
libertad controlada automaticamente, representable y de miltiples usos, pudiendo estar en un lugar
fijo o movil para su empleo en aplicaciones industriales.

Dichas aplicaciones encuentran en fundidoras, fabricas ensambladoras automotrices, empresas texti-
les, procesos de soldadura de arco y de punto, corte de materiales por laser, traslado y pintado de
objetos, estibado de cajas, ensamble de productos electronicos y mecanico, inspeccién y prueba de
calidad del producto, mantenimiento y reparacion de camiones de carga pulido y esmerilado, entre
otras [30].

En la figura 6.1 se muestra el una representacion en 3d del robot manipulador donde se llevan a cabo
los experimentos de la presente tesis. Este cuenta con movimiento tridimensional, cuyo espacio de
trabajo es de 1 metro. Dicho manipulador se encuentra en el laboratorio de Robética de la Facultad
de Ciencias de la Electronica de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla. Una de las ventajas
de usarlo como plataforma experimental es que cuenta con servomotores de transmision directa, es
decir que son de arquitectura abierta, esto facilita la evaluacion de distintos algoritmos y filosofias de
control. En la tabla 6.1 se muestran las caracteristicas técnicas de los tres servomotores que forman
parte del manipulador rotradi.

6.1.1. Servomotores de transmision directa

Un servomotor de transmision directa es una fuente de par, es decir, el par que proporciona como
salida se mantiene en magnitud y signo independientemente de la carga que desplace. Los actuado-
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Figura 6.1: Robot manipulador de 3 gdl.

Articulacion | Modelo | Torque méximo [Nm| | Encoder [p/rev] | Velocidad
Base DM-1015 15 655360 2 rps
Hombro DM-1050 50 1024000 1 rps
Codo DM-1004 4 655360 2.5 rps

Tabla 6.1: Caracteristicas de servomotores de robot experimental.




6.1. ROBOT MANIPULADOR 63

res que conforman el manipulador Rotradi son de la marca Yokogawa. Cuando un servomotor se le
acondiciona mecanicamente una barra metélica para formar un manipulador de n grados de libertad,
al sistema resultante se le denomina servomecanismo. Un servomotor esta compuesto por un mo-
tor eléctrico de corriente directa, un sensor de posiciéon articular o lineal, el cual se encuentra por lo
general al interior del servomotor, y un servoamplificador electréonico como se observa en la figura 6.2 .

Figura 6.2: Servomotor y servoamplificador.

Las ecuaciones de Maxwell permiten deducir una ley fundamental para servomotores que determina
la relacion entre el campo electromagnético y el par (torque) aplicado. En general la generacion de
movimiento rotacional con respecto a su eje de giro es producido por el par aplicado, esta simple ley
es la base del desarrollo de la robotica y esta planteada en la siguiente ecuacion:

T=kv (6.1)

donde 7 representa el par aplicado al servomotor y sus unidades de medicion son Nm (Newton-
metro), k es una constante que representa la ganancia del amplificador electrénico y tiene unidades
de Nvm (Newton-metro/volt) y la variable v es el voltaje que proviene del controlador que el usuario
programa, para que el robot lleve a cabo una tarea en especifico. Es importante mencionar que no
todos los motores eléctricos cumplen con la ecuacion 6.1, como por ejemplo los motores de corriente
alterna y los motores de pasos, por esta razéon no forman parte de la estructura del sistema mecanico
del robot, pueden ser empleados en la construccion de garras mecanicas o de herramientas especificas
que se colocan en el robot para diversas aplicaciones.

El servoamplificador es un sofisticado sistema electréonico cuya funcion es controlar los campos elec-
tromagnéticos y procesar comandos secuenciales para la etapa de potencia, la cual se encarga de
proporcionar la senal trifasica de alimentacion directamente de la fuente de alimentacion de corriente
directa, con el suministro correspondiente requerido por el motor. El servoamplificador es el encargado
de llevar a cabo la ecuacion 6.1.

6.1.2. Encoders

En robotica los sensores de posicion mas utilizados son los potenciémetros, tacémetros, resolvers y
encoders. Como se menciono anteriormente, el manipulador rotradi esta compuesto por un sensor de
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posicion de tipo encoder. Estos estan construidos con tecnologia optoelectronica y se les denomina
encoders Opticos, los cuales a su vez se clasifican en incrementales y absolutos. Un encoder 6ptico
bésicamente consta de una fuente de luz conformada por un arreglo de diodos LEDs que se encuentran
enfrente de un disco giratorio con ranuras como se observa en la figura 6.3. En la parte posterior de
este disco se coloca una tarjeta con rendijas que hacen la funciéon de guia de luz. La posiciéon de las
rendijas sirve como codigo de la luz para ser detectada por elementos fotosensibles. El disco giratorio
esta acoplado en el rotor del servomotor para que gire de la misma forma y por lo tanto el encoder
optico produce como senal de salida un tren de pulsos proporcional al &ngulo de giro del rotor.

Figura 6.3: Encoder.

La resolucion del encoder esta determinada en funcion de los ciclos por revolucion (CPR). Entre mas
alta sea la resoluciéon mucho mejor sera la calidad del encoder. La alta resoluciéon mejora la exactitud
del encoder, lo que significa que el encoder puede ser muestreado a mayor frecuencia, y el sistema de
control es capaz de responder mas rapido y con mayor exactitud. A continuacion se enlistan algunas
de las ventajas que representa usar encoders 6pticos:

Alta resistencia a las condiciones ambientales tales como humedad, vibraciones e impactos.

Se puede usar en un rango amplio de temperaturas.

Capacidad de transmitir senales a grandes distancias.

Miniaturizable o tamano apropiado para las caracteristicas del servomotor.

Alta resolucion en la lectura de la posicion a medir.

El robot Rotradi cuenta con encoders 6pticos incrementales para cada articulacion. Enfrente del disco
giratorio se encuentra el arreglo de diodos LED cuya luz emitida pasa a través de las ranuras del disco
rotatorio; los rayos resultantes pasan por las rendijas A, B y Z para ser detectados por los elementos
fotosensibles. La luz que pasa por las rendijas A y B tiene una diferencia de fase de 90 grados. La
salida es una onda rectangular con la misma diferencia de fase de 90 grados como se muestra en la
figura 6.4.
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Sisialaliy

Figura 6.4: Senales A y B de encoder.

6.2. Plataforma de control

La plataforma encargada de llevar a cabo las tareas del robot manipulador por ejemplo, el control
de posicion de trayectoria, identificaciéon paramétrica o lectora de encoders fue desarrollada en el
laboratorio de robédtica como parte de una investigaciéon para actualizar el hardware con el que el
robot manipulador funciona. Dicha plataforma esta compuesta por una placa de desarrollo llamada
MKR vidor 4000 y toda su etapa de acondicionamiento de senales de entrada y salida, las cuales son
implementadas en una tarjeta electronica.

6.2.1. Arduino MKR vidor 4000

Las caracteristicas de la placa Arduino MKR vidor 4000, se encuentran disponibles en la pagina
principal; sin embargo las mas importantes se muestran en la figura 6.5. Estas son:

usB
RESET ! T
) \'... i

LiPo
connector

SAMD21

FPGA MEMORY

FPGA
NINA
WiFi

MicroHDMI

MIPI Camera

connector
MiniPCl
Express

Figura 6.5: Placa MKR vidor 4000 [52].

5V (USB/VIN).

Voltaje de operaciéon en los pines: 3.3V.

22 pines compartidos (SAMD21 y Cyclone FPGA).

Puerto USB B micro.
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= conector micro HDMI.

= conector de camara MIPI.

= Miniconector PCI Express con hasta 25 pines programables por el usuario.
= conector para baterias LiPo de 3.7 V.

= Mo6dulo Wi-Fi.

» BLE (Bluetooth Low Energy).

6.2.1.1. Especificaciones técnicas

Una de las ventajas mas importantes es el hecho de poder controlar el manipulador en tiempo real,
para ello es necesario contar con una herramienta adecuada para sensar la posicién articular de cada
uno de los servomotores y en un tiempo menor al de muestreo se pueda enviar acciones de control a los
servoamplificadores, justamente el FPGA implementada en el Arduino MKR vidor 4000 soluciona
esta problemaética. Por otro lado se tiene un microcontrolador el cual puede ser programado con
el entorno ampliamente conocido de arduino, esto facilita la tarea de modificar los algoritmos de
control. En la tabla 6.2 se muestran algunas especificaciones adicionales del microcontrolador ARM
y el FPGA.

SAMD21 FPGA

- SAM21 Cortex-M0O + MCU ARM | - Intel Cyclone 10CL16

- u-blox NINA-W102 - 16K E/L

- 8 pines digitales - 504Kbit de RAM

- 1 DAC de 10 bits - 56 multiplicadores

- 7 ADC 8/10/12 bits - Puerto Mini PCI Express
- 10 interrupciones - Conector de camara: MIPI
- 1 UART/1SPI/1 12C - 48 MHz - hasta 200 MHz
- 32,768 kHz (RTC), 48 MHz

Tabla 6.2: Caracteristicas técnicas de Arduino MKR vidor 4000.

6.2.1.2. Programaciéon en placa Arduino MKR vidor 4000

La programacion de la FPGA se realiza en Quartus, mediante lenguaje AHDL,VHDL, Verilog u otros.
Luego se compila el diseno y se convierte el bistream generado .ttf a un archivo .h, finalmente en el
IDE de arduino se carga a la tarjeta el diseno en FPGA junto con el sketch como se observa en el
diagrama de flujo de la figura 6.6. El sketch contiene el algoritmo de control, el cual es implementado
mediante lineas de c6digo, luego es cargado a la placa mediante el puerto serial.

6.2.2. Servoamplificador - Tarjeta

Una forma de visualizar la implementacion de la plataforma es a través de la figura 6.7. En esta se
muestra como el servomotor (motor eléctrico y servo amplificador), la placa Arduino MKR Vidor
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FIRMWARE SOFTWARE

Convertir .ttf MKR Vidor 4000

«Qquartus Frime
Desion sutn

Disefio de hardware
AHDL - Verilog - VHDL Archivo.h

Y

Compilar disefio
Descarga del sketch
Archivo ttf a la tarjeta arduino

I

Desarrollo de software

Figura 6.6: Flujo de programacion para Arduino MKR vidor 4000 [52].

4000(FPGA y ARM) y la etapa de acondicionamiento de senales. La posicion es obtenida por un
decodificador y la velocidad se estimada dentro de la FPGA. Los distintos algoritmos de control son
implementados en el ARM (microcontrolador).

q
Taplirado [Nm] q
q
Motor de corriente
Taplicado = fservo(Tc) h=2.5ms \
V= %[v] MKR Vidor 4000
25v _
Microcontrolador CD FPGA
+ gy
DAC | Algoritmo de control 3 |
iy
. — estimador|
+25v 0-5v —fv(Kv,iJ)+g(q) qu

Figura 6.7: Diagrama de bloques de la plataforma experimental.

6.2.3. Etapa de acondicionamiento de senales

Una etapa importante es el acondicionamiento de senales para la salida hacia los servoamplificadores.
Dicha etapa consiste en un arreglo de condensadores y resistencias de tal forma que el voltaje que
entregan los tres médulos DAC MCP4725 de 0-5v sea transformado a un voltaje de £2.5v. Esto se
logra al disenar un sumador-amplificador como el que se muestra en la figura 6.8. Con un seguidor
de voltaje y un circuito divisor de voltaje se obtiene la salida descrita en la ecuacion 6.2.
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(6.2)

Vvofset = ‘/12 - ( R20 ki RlﬁpOt >

Rao + Rig + Ria

donde ‘/ofset = —2.57}, ‘/12 = —12U, R14 = 10KQaR16pot = 10012 y R20 =2.6K¢.
El circuito sumador-amplificador se encarga de llevar la senal desplazada hasta un nivel de voltaje
de £10, de acuerdo con la ecuacion (4.2):

(6.3)

Voac  Vopset
Ry + Ry )

‘/in - _(R6 + R?pot) (

donde Rg = Rs = Ry = 1KQ y R7por €s un potenciémetro de 10K€2 el cual es usado para modificar
la ganancia del circuito amplificador. Esta ultima parte del circuito se realiza ya que la entrada de
los servoamplificadores es de +10v.

R6 iR7
Resl {RPot
1K 1K
LY 10+
Resl -+
1K ulc
4 9. 1> TLOB4CN
RO 3 Vin2
], €
Resl +
1K
M 10- =
= 710-
GND
R14
Resl
TES 10+
UlD
13 | TLO84CN
14
D
)
Lot
’10-

Figura 6.8: Circuito de acondicionamiento de senal.

6.3. Interfaz grafica

La interfaz grafica esta desarrollada en Python. Desde esta se pueden modificar distintos pardmetros
como: la ganancias derivativas, proporcionales, ingresar factores para controladores, leer los encoders
de cada servomotor, obtener las graficas de posicion velocidad o par aplicado, almacena datos entre
otras. En la figura 6.9 se presenta la ventana principal, la cual contiene un ment y opciones que
pueden ser desplegadas tales como “ Control” v “ Encoder”.
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Archivo Graficas Herramientas Ayuda

CONTROL

ENCODER

IDENTIFICACION PARAMETRICA

Figura 6.9: Ventana principal de interfaz gréfica.

Al seleccionar “FEncoder” se abre la ventana como se muestra en la figura 6.10. Este paso es de
vital importancia ya que en un desafortunado escenario don de el manipulador no este funcionando
adecuadamente, permita descartar algin problema de lectura de la posicion de los servomotores.
Para obtener la lectura de los tres sensores primero se selecciona el puerto y luego se pulsa el boton

“Conectar”.

§ ROBOT MANIPULADOR

Archive Graficas Herramientas Ayuda

G

Encoder - Base

Puerto: COM10 g o1s

CONECTAR | DESCONECTAR .

100

050
025
000
025

qit} Igrados]

rArticulaciones - Valor Encoder

Base:

Hombro :

Codo:

050
075
-1.00

1
02 Tiempo [s]

Encoder - Hombro

0.0 oo
075

025
000
025

qit) [grados]

075
-1.00

L
Tiempo [s]

Encoder - Code

100
0715
050
025
000
025
-050
075
-1.00

qlt) [grados]

Tiempe [s]

Figura 6.10: Ventana de interfaz gréafica “Encoder”.

Nuevamente partiendo desde la ventana principal, ahora se pulsa “ Control” y se abre la ventana como
se observa en la figura 6.11. Nuevamente los dos primeros pasos son seleccionar el puerto y luego se
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pulsa el boton “ Conectar”. Después, de acuerdo a lo requerido por el usuario, se pueden dar diversas
configuraciones, estas son: la seleccién de cada una de las posiciones deseadas, las tres ganancias
proporcionales, las tres ganancias derivativas, también se tiene la opcion de guardar los datos y
ingresar el nombre del archivo. Una vez que se ingresaron los datos, se pulsa el boton “ENVIAR” y

luego “ Control On”.

i ROBOT MANIPULADOR

Archivo Graficas Herramientas Ayuda

Configuracién

Puerto: v Nombre de Archivo : tanh2 " Guardar
CONECTAR DESCONE(TARI . & No Guardar
0.04
Ganancias

qd: 0.02 4

g

kp: E
=) 0.00

v : g

: o
-0.02 A

ENVIAR Control ON o) .
-0.04
Graficas
Articulacién : v Variable de Estado : v _0704 _0'102 0.60 0.62 ().I04

Tiempo [s]

GRAFICAR (en otraventana) | GRAFICAR

Figura 6.11: Ventana para control de posicion.
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Resultados

7.1. Control de posicién

El experimento consiste en mover cada una de las articulaciones a una posicion articular deseada. Se
presentan los resultados correspondientes para las posiciones deseadas: [qa1, qao, qas]* = [45,45,90]"
grados, os cuales representan a la base, hombro y codo respectivamente. Las posiciones y velocidades
fueron establecidas en cero, por ejemplo, en la posicion de casa: [gq1(0), ga2(0), ga3(0)]T = [0,0,0]*

grados ¥ [Ga1(0), daa(0), das (0)] T = [0,0,0]T grados /seg.

El esquema de control PD+ es el algoritmo mas general de control de movimiento. Obsérvese que
cuando la posicion deseada g es una constante, entonces la velocidad deseada gy y la aceleracion
deseada ¢, son vectores cero. Es decir, el error de velocidad cumple: ¢ = —¢. En este caso el regulador
simple PD (proporcional derivativo) con compensacion de gravedad se obtiene como caso particular
a partir del esquema de control PD-+ para trayectoria:

Primero se obtienen los resultados experimentales cuando la posiciéon deseada es constante, es decir
empleando la versién en regulacion PD del algoritmo de control hiperbolico. Asi mismo, dichos
experimentos de regulacion serdn empleados para validar el diseno de una extensiéon dinamica para
obtener la velocidad a partir de la posicion.

7.1.1. Regulacién con PD

1. La ley de control PD para regulacion, se encuentra descrita por:

T=K,q— K,q+9(q) (7.1)

donde, g, g son el error de posicién y velocidad articular respectivamente. Por otro lado K, y
K, € R3*3 son matrices diagonales definidas positivas de las ganancias proporcional y derivativa
respectivamente, y g(q) es el vector de par gravitacional.

Debido a la naturaleza del controlador PD, la regla de sintonia para las ganancias se establece

max
T

como: k; < m, es decir que las ganancias proporcionales estan en funciéon de el par maximo y
1
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la posicion articular deseada. Esto con el objetivo de que los servomotores no se saturen. En la
tabla 7.1 se encuentran descritas las ganancias que se tomaron en cuenta para el experimento
de regulacion para cada articulacion.

Controlador Base Hombro Codo
Nm Nm Nm
k, =18 |— k,, =48 |— k,. = —
P Lad} Pz [rad} ps [rad}
Nm- Nm- Nm-
Control PD by = 3.6 m-sec ky, = 4176 m-sec k=13 m-sec
rad rad rad
% = 15 [Nm] Ty = 50 [Nm] T3 = 4 [Nm]

Tabla 7.1: Ganancias de controlador PD

2. Caracteristicas de respuesta

En la figura 7.1 se muestran los resultados experimentales de la posicion articular de cada una
de las articulaciones empleando un controlador PD. Se observa que cada articulacion llega a la
posicion deseada sin sobreimpulsos ni oscilaciones. El estado estacionario de la respuesta mas
lenta es alcanzado en 0.51 segundos. Las posiciones de cada articulacion en estado estacionario
son [q1(t), q2(t), g3 (¢)]T = [44.96°,45.35°,89.85°|T. Los errores de posiciéon se deben a la friccion
estatica de cada servomotor, sin embargo estos son aceptables.

100
\89 85°
80 A
60 - b
7
S ;
s 40r / \4496" 45.35°7]
& ‘
>
20 [ q
O | — ql i
a3
_20 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tiempols]

Figura 7.1: Posiciones articulares del control PD.

En la figura 7.2 se muestra la velocidad de cada articulacion. En el estado transitorio se observan
picos los cuales corresponden al freno mecanico aplicado para alcanzar las posiciones deseadas.
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Conforme transcurre el tiempo del experimento dichas velocidades convergen asintoticamente
a cero.

300

— Q1
250 do |1

200 F B

ol |
SZV\\ |

_1 50 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tiempols]

glgrados/s|

Figura 7.2: Velocidades articulares del control PD.

Se observa en la figura 7.3 se muestra el par requerido para cada una de las articulaciones
alcance la posicion deseada. Dichos valores son [11, 7o, 73] = [14.27, 37.70, 3.89]T Nm. Entonces
se dice que con el controlador PD, ningiin servomotor se satura.

40
N T
35F 37.70 Nm T i
T
30 3
25 .
E 20 b
Z
= 15 .
14.07 Nm
10 .
3.67 Nm

Il
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tiempols]

Figura 7.3: Par aplicado de control PD.
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7.1.2. Regulacién con controlador hiperbélico

1. La ley de control hiperbolico para regulacién, se encuentra descrita por:

Por cuestiones de simplicidad de términos las funciones vectoriales del controlador seran consi-
deradas como:

senh(n1q1)cosh(n1gr)?™ 1 [1—046*0‘005’1(771 a1 )Qm]

cosh (1) 2m+ae=ocosh(n )™
)2
senh(n1d2)cosh(nd2)>™t [1—ae—acosh(ma™" |

COSh(T]lq~2)2m+0{670‘605h<7’1‘72)2m
SN2
senh(n1ds)cosh(n1gs)?™ 1 [1—&670‘605}1("1‘13) m]

cosh(11ds )M +ae—ocosh(n1 )™

(7.3)

fp((j) =

_senh(n2q1)cosh(n2q1)2m—1 [1_56—500%(71241)2”1] ]

COSh('ﬂ2q.1 )2m +Bef,8cosh(n2 q1 >2m
senh(n2qz2)cosh(nage)?™ ! [1—6@*5505’1("2 42)2m]

cosh(n2qz2)2m+-Be~Beosh(ng d2)2™
senh(n2q3)cosh(n2qz)?™ 1 [1753*&05’1(772 1?3)27”]

Cosh(772q3)2m+6675cosh(1]2q‘3)2m

(7.4)

donde m,ny,m € Ny y o, 8 € R,. Los valores de o, 8 < 1.

A continuacién se muestran en la tabla 7.2 las ganancias empleadas en las distintas versiones
del algoritmo de control hiperbdlico.

. Caracteristicas de respuesta

En la figura 7.4 se muestran los resultados experimentales de la posicién articular de cada
una de las articulaciones empleando el controlador propuesto con m = 1. Se observa que
cada articulacion llega a la posicion deseada con un minimo sobreimpulso. El estado esta-
cionario de la respuesta mas lenta, es decir la articulaciéon del hombro, es alcanzado en 0.71
segundos. Las posiciones de cada articulacion en estado estacionario son [q;(t), q2(t), g3(t)]* =
[44.85°, 44.25°, 89.01°]T.

En la figura 7.5 se muestra la velocidad de cada articulaciéon. Conforme transcurre el tiempo
del experimento dichas velocidades convergen asintéticamente a cero.



7.1. CONTROL DE POSICION

)

Controlador Base Hombro Codo
k,, = 7.62 [Nm kp, =29.3 [Nm] kp, = 1.28 [Nm]
ky, = 4.9 [Nm] ky, = 10.6 [Nm] ky, = 0.49 [Nm]
max — 15 N max — 50 N max — 4 N
Control Hiperboélico para m = 1 n [N} g [Nm] £ [Nm]
Np = p = Np =
Ny = Ty = Ty =
a=20.5 a=0.75 a=0.75
kp, =751 [Nm] | k,, =29.0 [Nm] kp, = 1.26 [Nm]
ky, = 5.03 [Nm] ky, = 10.44 [Nm] ky, = 0.497 [Nm]
max — 15 N max — 50 N max — 4 N
Control Hiperbolico para m = 2 n [Nm] 72 [Nm] E [Nm]
np = ’r]p g 2 np = 2
Ny =1 Ny =1 Ny =1
a=0.75 a=0.75 a=0.75
kp, = 7.4 [Nm] kp, = 28.5 [Nm] kp, = 1.24 [Nm]
ky, = 4.92 [Nm] ky, = 9.69 [Nm] ky, = 0.49 [Nm]
max — 15 N max — 50 N max — 4 N
Control Hiperbolico para m = 3 i [Nm] E [Nm] E [N]
Np =2 Ny =2 Np =2
Ny = Ty = Ty =
a=0.75 a=0.75 a=0.75

Tabla 7.2: Ganancias de controlador hiperbélico.
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100
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80 89.31° |
60 8
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Figura 7.4: Posiciéon articular de control hiperbélico con m = 1.
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Figura 7.5: Velocidad articular de algoritmo hiperbdlico con m = 1.

Se observa en la figura 7.6 se muestra el par requerido para cada una de las articulaciones
alcance la posicion deseada. Dichos valores son |11, 7o, 73]T = [8.27,26.4, 2.83]T Nm.

En la figura 7.7 y 7.10 se muestran los resultados experimentales de la posicion articular para
los casos cuando m = 2 y m = 3, respectivamente. Para el caso del algoritmo de control cuando
m = 2, la respuesta de la articulacion 1 alcanza el estado estacionario en 0.39 segundos, para
la articulacion 2 en 0.31 segundos, y para la articulacion 3 en 0.41 segundos. Las posiciones de
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Figura 7.6: Par aplicado de control hiperbdlico con m = 1.

cada articulacién en estado estacionario son [q1(t), g2(t), g3(t)]T = [45.11°,45.35°,89.84°]*. De
igual forma, para el caso cuando m = 3 en el algoritmo de control hiperbdlico, la articulacién
1 alcanza su estado estacionario en 0.34 segundos, la articulaciéon 2 en 0.35 segundos y la 3 en
0.37 segundos. Las posiciones alcanzadas son [q1(t), g2(t), g3(t)]" = [44.98°,45.15°,89.85°]T. En
las figuras 7.8 y 7.11 se presenta la velocidad articular alcanzada por cada articulacion, para
los casos m = 2 y m = 3. En ambos casos dicha velocidad converge a cero conforme transcurre
el tiempo del experimento. Finalmente en las figuras 7.6 y 7.9 se presentan los pares aplicados
para ambas versiones del algoritmo de control hiperbolico (m = 2 y m = 3). Ninguno de los
servomotores de cada articulacion en ambos casos se saturan.

En la figura 7.8 se muestra la velocidad de cada articulacion. En el estado transitorio se observan
picos los cuales corresponden al freno mecanico aplicado para alcanzar las posiciones deseadas.
Conforme transcurre el tiempo del experimento dichas velocidades convergen asintoticamente
a cero.

7.1.3. Indice de desempeio

Para llevar a cabo un correcto anélisis cuantitativo de los distintos algoritmos de control, el indice
de desempeno es medido para estado transitorio y estado estacionario, es decir que el tiempo de
experimentacion 1" variard para cada algoritmo de control.

1. Indice de desempeiio - Estado transitorio

En la secciéon previa se presentaron los tiempos para alcanzar el estado estacionario para cada
version de controlador. Se elige el tiempo de la respuesta de la articulacién mas lenta para
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Figura 7.7: Posicion articular de control hiperbolico con m = 2.
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Figura 7.8: Velocidad articular de algoritmo hiperbdlico con m = 2.
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Figura 7.9: Par aplicado de control hiperbélico con m = 2.
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Figura 7.10: Posicién articular de control hiperboélico con m = 3.
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Figura 7.11: Velocidad articular de algoritmo hiperbélico con m = 3.
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Figura 7.12: Par aplicado de control hiperbdlico con m = 3.
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establecer el estado transitorio y estacionario. Empleando la ecuacion 2.74 se obtiene la com-
paracion del desempeno de los distintos algoritmos de control.

Los resultados generales en estado transitorio se encuentran resumidos en la figura 7.13. El
algoritmo de control PD tiene una £5[q(¢)]pp = 100 %, para m = 1 L5[q(t)]m-1 = 87.79 %,
cuando m = 2 la norma es Lo[q(t)]m—2 = 87.01%, y para m = 3 L5[q(t)]m-3 = 85.96 %. El
desempeno del esquema de control cuando m = 3 supera al controlador PD, el cual fue el que
mostréo menor desempeno en estado transitorio, en 14.04 %.

100 T T
90 87.79 87.01 85.96 B
80 b
70 b
60 b
50 b
40 - 7
30 b
20 - 7
10 7
0

Figura 7.13: Indice de desempefio en estado transitorio.

Error

2. Indice de desempefio - Estado estacionario

En la figura 7.14, se presenta . El algoritmo de control PD tiene una £2[q(t)]pp = 47.93 %, para
m =1 L5[q(t)]m-1 = 100 %, cuando m = 2 la norma es L2[q(t)|m-2 = 85.68 %, y para m = 3
Lo[q(t)|m=s = 58.72%. El desempeno del esquema de control PD supera a las tres distintas
versiones del controlador hiperboélico. Sin embargo, al aumentar el coeficiente m en el algoritmo
de control hiperboélico, se observa que supera al controlador PD en estado estacionario.
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Figura 7.14: Indice de desempefio en estado estacionario.

Error

Si bien, se ha mostrado cualitativamente que la respuesta del algoritmo de control PD no
muestra oscilaciones, el algoritmo hiperboélico en sus diferentes versiones, muestra un mejor
desempeno que el esquema de control PD en estado estacionario. Dicho resultado se debe a que
la accion de control del algoritmo hiperbolico es mas rapida, con la habilidad de poder hacer con
la adecuada selecciéon de parametros del controlador mas o menos rapida la respuesta. Por otro
lado se tienen los resultados de la norma L, para el estado estacionario, aqui se muestra que los
algoritmos de control hiperboélicos muestran un menor desempeno, sin embargo se observa que
los errores de posiciéon articular son menor a 1.5 grados, lo cual es aceptable. Adicionalmente,
es importante recalcar la habilidad del controlador al mantener el error acotado conforme
transcurre el tiempo del experimento.

7.2. Control de posiciéon con extension dinamica para obtener
la velocidad

7.2.1. Control de posiciéon con estimador

A continuacién se muestran en la tabla 7.3 las ganancias empleadas para el algoritmo de control
PD, el esquema de control tangente hiperbolico tanh(-) y el algoritmo de control hiperbdlico cuando
m = 3, en ambos casos implementando una extension dindmica para obtener la velocidad a partir de
la posicion.
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Controlador Base Hombro Codo
Nm Nm Nm
Control PD Nm — sec Nm — sec Nm — sec
ky, = 1.35 [T} ky, = 1.8 [T] ky, = 0.2 [T]
4 = 15 [Nm] 752 = 50 [Nm] 730 = 4 [Nm]
k, = 13.7 [Nm] kp, = 60.5 [Nm] kp, = 6.7 [Nm]
ky, = 4.8 [Nm] ky, = 5.5 [Nm] ky, = 2.01 [Nm]
Control tanh % = 15 [Nm] 73" = 50 [Nm] 73" = 4 [Nm]
Y = 0.9 v = 0.9 v =09
kp, = 13.5 [Nm] kp, = 59.5 [Nm] kp, = 6.4 [Nm]
k,, = 4.73 [Nm] k., = 5.36; [Nm)] Ky, = 1.88 [Nm]
max:15N max:50N maX:4N
C. Hiper. param = 3 n [N] 2 [Nm] E [Nm]
Tlp = Np = Np =
Ny = Ny = 1 Ty =
a=0.75 a=0.75 a=0.75

Tabla 7.3: Ganancias de controladores con extension dindmica para obtener la velocidad.

En la figura 7.15 se muestran los resultados experimentales de la posicion articular de cada una de
las articulaciones empleando el controlador PD. Se observa que cada articulacion llega a la posicion
deseada con un minimo sobreimpulso. El estado estacionario de la respuesta mas lenta, es decir la
articulacion del hombro, es alcanzado en 0.51 segundos. Las posiciones de cada articulacion en estado
estacionario son [q;(t), ga2(t), g3(t)]T = [44.48°,44.55°,89.92°|T.

Se observa en la figura 7.17 se muestra el par requerido para cada una de las articulaciones alcance la
posicién deseada. Dichos valores son |7, 7o, 73]T = [14.93,41.5,3.74]T Nm. Entonces se dice que con
el controlador PD, ningtin servomotor se satura.

En la figura 7.18 se muestran los resultados experimentales de la posicion de cada una de las ar-
ticulaciones empleando el controlador tanh(-). Se observa que cada articulacion llega a la posicion
deseada con un minimo sobreimpulso, sin embargo el codo o articulaciéon 3, describe una vibracion
finita y acotada, para después entrar en estado estacionario. El estado estacionario de la respuesta
mas lenta, es decir la articulacion del hombro, es alcanzado en 0.37 segundos. Las posiciones de cada
articulacion en estado estacionario son [q;(t), q2(t), g3(t)]* = [44.12°,44.55°, 88.92°]|T.
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Figura 7.15: Posicion articular - Control PD con extension dindmica.
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Figura 7.16: Velocidad articular - Control PD con extension dinédmica.
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Figura 7.17: Par aplicado - Control PD con extensiéon dindmica.
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Figura 7.18: Posicién articular - Control Tanh con extension dinamica.
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Figura 7.19: Velocidad articular - Control Tanh con extension

Se observa en la figura 7.20 se muestra el par requerido para cada una de
la posicion deseada. Dichos valores son [11, 7o, 73]T = [26.3,26.3, 3.89]" Nm
el controlador tangente hiperboélico, ningtin servomotor se satura.
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Figura 7.20: Par aplicado - Control Tanh con extensiéon dindmica.

En la figura 7.21 se muestran los resultados experimentales de la posicion de cada una de las arti-



7.2. CONTROL DE POSICION CON EXTENSION DINAMICA PARA OBTENER LA VELOCIDADS7

culaciones empleando el controlador hiperboélico. Se observa que cada articulacion llega a la posicion
deseada, al igual que el esquema de control tangente hiperbdlico con un minimo sobreimpulso y una
vibracion acotada en el codo. El estado estacionario de la respuesta mas lenta, es decir la articulacion
del hombro, es alcanzado en 0.36 segundos. Las posiciones de cada articulacion en estado estacionario
son [q1(t), q2(t), g3(t)]T = [43.97°,44.33°,89.91°]T.
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Figura 7.21: Posicién articular - Control Hiperbélico con extensién dinamica.
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Figura 7.22: Velocidad articular - Control Hiperbolico con extensién dinamica.
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Se observa en la figura 7.23 se muestra el par requerido para cada una de las articulaciones alcance
la posicion deseada. Dichos valores son [r1, T2, 73]T = [26.3,26.3,3.89]" Nm. Entonces se dice que con
el controlador tangente hiperboélico, ningtin servomotor se satura.

30 :
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6.57 Nm
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O {
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Figura 7.23: Par aplicado - Control Hiperboélico con extensiéon dindmica.

En las figuras 7.16, 7.19 y 7.22 se muestran las velocidades de cada articulaciéon para cada esquema
de control. En el estado transitorio se observan picos los cuales corresponden al freno mecénico
aplicado para alcanzar las posiciones deseadas. Conforme transcurre el tiempo del experimento dichas
velocidades, en los 3 algoritmos de control, convergen asintéticamente a cero.

1. Indice de desempeno - Estado transitorio

Los resultados en estado transitorio se encuentran resumidos en la figura 7.24. El algoritmo de
control PD tiene una £5[q(t)]pp = 77.9 %, el esquema de control tanh(-) tiene una Lo[q(t)]tann =
100 % y el esquema de control propuesto tiene una Ls[q(t)|niperbotico = 99.5 %. El desempeno
del esquema de control PD supera en 22.1 % al controlador tangente hiperbélico.

. Indice de desempeno - Estado estacionario

En la figura 7.25, se presenta . El algoritmo de control PD tiene una £5[q(t)]pp = 96.33 %,
el esquema de control tanh(-) tiene una L5[q(t)]tann = 100% y la norma el esquema de con-
trol propuesto Lo[q(t)]niperbolico = 88.3 %. El desempeno del esquema de control hiperbolico
propuesto supera al control tangente hiperbélico en 11.7% .

Al igual que en los experimentos anteriores de posicion, cuando se implementa una extension
dindmica para obtener la velocidad a partir de la posicion, el controlador PD muestra un buen
desempeno en estado transitorio. Esto se debe béasicamente a que el esquema de control PD
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Figura 7.24: Indice de desempeno en estado transitorio con extensiéon dindmica.
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Figura 7.25: Indice de desempeinio en estado estacionario con extensiéon dindmica.
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Controlador Base Hombro Codo
Nm Nm Nm
ORLro ko, = 3.67 [Nm] Ky, = 4.72 [Nm)] Ky, = 2.01 [Nm)]
% = 15 [Nm] Ty = 50 [Nm] 73" = 4 [Nm]

kp =1225 [Nm] | k,, =43.16 [Nm] | k,, = 1.36 [Nm]

k,, = 4.2 [Nm] k,, = 6.5 [Nm] Ky, = 0.52 [Nm]
Control tanh "% = 15 [Nm] 73 = 50 [Nm] 73" = 4 [Nm]
1, = 0.9 1, = 0.9 np =0.9
7, = 0.9 7, = 0.9 17, = 0.9
kp, =11.9 [Nm] kp, = 41.15 [Nm] kp, = 1.54 [Nm]
k,, = 4.15 [Nm] k,, = 6.26 [Nm] k,, = 0.61 [Nm]
Control Hiperbdlico para m = 3 i = 15 [Nm] 73 =50 [Nm] 73 =4 [Nm]
Ty = Tp = Ty =
N =1 N =1 n =1
a=0.75 a=0.75 a=0.75

Tabla 7.4: Ganancias de controladores con extensién dindmica propuesta para obtener la velocidad.

casi no presenta oscilaciones, a diferencia de los controladores tanh(-) y el propuesto hiperbo-
lico. Por otro lado, se tiene la evaluacion del desempeno en estado estacionario donde aquel
controlador que muestra mejor desempeno, es el propuesto.

7.2.2. Control de posicién con estimador propuesto

Se muestran en la tabla 7.4 las ganancias empleadas para el algoritmo de control PD, el esquema de
control tangente hiperbolico tanh(-) y el algoritmo de control hiperbolico cuando m = 3 usando la
extension dindmica hiperboélica propuesta para obtener la velocidad a partir de la posicion.

En la figura 7.26 se muestran los resultados experimentales de la posicion de cada una de las articula-
ciones empleando el controlador PD con extension dinamica. Se observa que cada articulacion llega a
la posicion deseada con un minimo sobreimpulso. Se observa un sobreimpulso negativo en el codo, esto
se debe a las acciones de control rapidas que el algoritmo ejerce sobre el hombro y a su vez afecta al
codo. Sin embargo un resultado importante es el hecho de obtener el error acotado en estado estacio-
nario . El estado estacionario de la respuesta mas lenta es alcanzado en 0.53 segundos. Las posiciones
de cada articulacion en estado estacionario son [q1(t), g2(¢), g3 (¢)]* = [43.51°,43.63°,89.12°]T.
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Figura 7.26: Posicién articular - Control PD con extension dinamica hiperbolica.
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Figura 7.27: Velocidad articular - Control PD con extension dindmica hiperbdlica.

Se observa en la figura 7.28 se muestra el par requerido para cada una de las articulaciones. Dichos
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valores son [y, 7, 3|7 = [14.9,36.5,3.87]T Nm. Entonces se dice que con el controlador tangente
hiperbdlico, ningiin servomotor se satura.

40

1

AN i
35 36.5 Nm -

30 T3 B

15 1
14.92 Nm

10 7

7[Nm]

10 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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Figura 7.28: Par aplicado - Control PD con extensién dindmica hiperbdlica.

En la figura 7.29 se muestran los resultados experimentales de la posiciéon de cada una de las articula-
ciones empleando el controlador tanh(.). Se observa que cada articulacion llega a la posicion deseada
con un minimo sobreimpulso. Se observa un sobreimpulso negativo en la base, esto se debe a las
acciones de control rapidas que el algoritmo ejerce sobre el hombro el codo . El estado estacionario de
la respuesta mas lenta es alcanzado en 0.41 segundos. Las posiciones de cada articulacion en estado
estacionario son [q;(t), q2(t), g3(t)]T = [44.01°,44.31°,89.63°]T.

Se observa en la figura 7.31 se muestra el par requerido para cada una de las articulaciones. Dichos
valores son 71,7y, 73]T = [11.57,37.5,2.2]7 Nm. Entonces se dice que con el controlador tangente
hiperbdlico, ningiin servomotor se satura.

En la figura 7.32 se muestran los resultados experimentales de la posicion de cada una de las ar-
ticulaciones empleando el controlador PD. Se observa que cada articulacion llega a la posicion de-
seada con un minimo sobreimpulso. Se observa un sobreimpulso negativo en la base, al igual que
el esquema de control tangente hiperbodlico, esto se debe a las acciones de control rapidas que el
algoritmo ejerce sobre el hombro y el codo. Sin embargo un resultado también importante es el he-
cho de obtener el error acotado en estado estacionario. El estado estacionario de la respuesta mas
lenta es alcanzado en 0.39 segundos. Las posiciones de cada articulaciéon en estado estacionario son

[q1(t), q2(t), q3(t)]T = [43.66°,43.85°,89.03°] L.
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Figura 7.29: Posicién articular - Control Tanh con extension dinamica hiperbdlica.
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Figura 7.30: Velocidad articular - Control Tanh con extensién dinamica hiperbélica.
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Figura 7.31: Par aplicado - Control Tanh con extensiéon dindmica hiperbdlica.
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Figura 7.32: Posicién articular - Control Hiperbolico con extension dinamica hiperbélica
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Figura 7.33: Velocidad articular - Control Hiperboélico con extension dindmica hiperbdlica.

Se observa en la figura 7.34 se muestra el par requerido para cada una de las articulaciones. Dichos
valores son [11, 7o, 73]T = [12.5,35.7,2.5]T Nm. Entonces se dice que con el controlador tangente
hiperbdlico, ningiin servomotor se satura.
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Figura 7.34: Par aplicado - Control Hiperboélico con extension dindmica hiperbdlica.

En las figuras 7.27, 7.30 y 7.33 se muestran las velocidades de cada articulacién para cada esquema
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Figura 7.35: Indice de desempeno en estado transitorio con extension dinamica hiperbolica.

de control. En el estado transitorio se observan picos los cuales corresponden al freno mecénico
aplicado para alcanzar las posiciones deseadas. Conforme transcurre el tiempo del experimento dichas
velocidades, en los 3 algoritmos de control, convergen asintéticamente a cero.

1. Indice de desempeno - Estado transitorio

Los resultados en estado transitorio se encuentran resumidos en la figura 7.35. El algoritmo
de control PD tiene una L5[q(t)]pp = 92.31 %, el esquema de control tanh(-) es La[q(t)]tann =
100 % y el esquema de control propuesto Lo[q(t)]niperbotico = 99.5 %. El desempenio del esquema
de control PD supera en 7.69 % al controlador tangente hiperbélico.

2. Indice de desempefio - Estado estacionario

En la figura 7.36, se presenta. El algoritmo de control PD tiene una £5[q(t)]pp = 100 %, el
esquema de control tanh(-) tiene una L5[q(t)]tann = 70.9% y el esquema de control propuesto
L5][q(t)]niperbotico = 76.5 %. El desempeno del esquema de control tangente hiperboélico supera
al control PD hiperbélico en 29.1% .
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Figura 7.36: Indice de desempeno en estado estacionario con extension dinamica hiperbdlica.

Después de obtener los resultados experimentales empleando una extension dindmica y comparar el
desempeno en estado transitorio y estacionario para cada esquema de control. Se observo que para
cada articulaciéon se alcanza la posicion deseada con errores menores a 1.5 grados. Otro detalle a
resaltar es el hecho de que al incluir una dindmica en la ecuaciéon en lazo cerrado, las ganancias del
controlador varian con respecto a las consideradas en los experimentos sin extensiéon dindmica. En
especial las ganancias derivativas son las que se ven mas modificadas debido a que con la extension
dindmica se estima la velocidad. Una caracteristica a resaltar de los experimentos, es la estabilidad
en estado estacionario con un error acotado, adicionalmente se dice que en estado estacionario un
error menor a 1.5 grados se considera aceptable para la mayoria de aplicaciones.

7.3. Control de trayectoria

Una vez hechas las pruebas del caso particular de trayectoria cuando la posiciéon deseada es constante,
entonces se realizan las pruebas experimentales de control de trayectoria continua. Para describir la
trayectoria deseada en coordenadas cartesianas, es necesario el calculo de la transformaciéon de dichas
coordenadas a las coordenadas articulares, esto se logra con la cinematica inversa. Sin embargo, para
ello se necesita hacer el computo de la funcion arcos(.), lo cual se le dificulta al controlador. Por ello,
la propuesta es establecer una posiciéon deseada variante en el tiempo directamente en coordenadas
rotacionales. Se elige una senal sinusoidal, la cual se encuentra descrita como:

qe, = e M+ %sen(?)t)

3
G, = —4e ™ + chos(Bt)

donde © = 1,2, 3.
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En las pruebas de control de posiciéon con los distintos algoritmos de control empleando el estimador
hiperbodlico propuesto, se muestra que este es competitivo, es por ello que en las siguientes pruebas
de control de trayectoria los experimentos se realizan con dicho estimador hiperbélico para distintas
leyes de control. De igual forma, para el caso del algoritmo de control propuesto hiperboélico en control
de movimiento se emplean valores especificos de los parametros m,n,,n,, @, 5, debido a que fueron
las respuestas con un mejor indice de desempeno.

7.3.1. Cosimulacion

Para la validacion del controlador de trayectoria propuesto se emplea un entorno de co-simulacion
interactivo multisoftware. Después del modelado dindmico en 3D del robot manipulador, este es ex-
portado al Software de modelado dinamico. Para esta tesis se usa como software para el modelado
mecanico del robot Solidworks, para la simulacién y animaciéon se usa ADAMS y para la simulaciéon
como complemento y control de trayectoria se usa Matlab/Simulink.

Desarrollado por la compania MDI, Adams como software provee de un potente entorno de modelado
y simulacién asi como también cuenta con una buena funcién de andlisis con respecto a la dindamica
y cinemética, la cual es popular en el campo de proyectos mecanicos. Mientras que Matlab/Simulink
se vuelve un software indispensable utilidad durante la investigacion cientifica debido a su poderosa
potencia de computo, visualizaciéon de programacion y resultados de célculo y su alta eficiencia en
programacion [53].

En la figura 7.37 se muestra diagrama de flujo para realizar la co-simulacion. La primera etapa con-
siste en realizar el modelo en 3D en Solidworks, esto implica tener las medidas de cada una de las
partes del robot manipulador real. En la figura 7.38 se muestra el entorno de modelado en 3D del
robot manipulador. Es necesario especificar la textura y material de cada parte para que el softwa-
re sea capaz de calcular sus centros de masa y masa de cada parte. Luego se ensambla cada pieza
y se establecen las restricciones de movimiento, ya que es necesario para importar a ADAMS hacer
una previa animacion de movimiento, en este caso solo de las partes moviles, es decir cada servomotor.

Luego en ADAMS se importa el modelo en 3D como se observa en la figura 7.39, después se ajustan
las restricciones de las piezas. Se establecen las entradas y salidas del modelo, es decir un par apli-
cado para cada servomotor y una posicion articular para cada parte movil de cada servomotor. Se
establecen 3 motores rotatorios que simulen los 3 servomotores, luego se hace una simulaciéon de unos
segundos y luego se exporta el modelo a MATLAB. En el proceso de establecer entradas, salidas o
componentes para la simulacién es importante tener en cuenta cuales son los markers correspondiente
a cada pieza, debido a que una mala seleccién de estos hara que no refleje el movimiento que el robot
manipulador harfa en la realidad.

Finalmente, una vez importado el modelo de ADAMS en MATLAB/SIMULINK se implementa los
bloques necesarios para el control de trayectoria como se observa en la figura 7.40, tales como la
propia ley de control, estimador de la velocidad a partir de la posiciéon, la trayectoria deseada y los
bloques necesarios para graficar la respuesta.
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Figura 7.37: Diagrama de flujo para cosimulacion.
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Figura 7.38: Entorno de modelado - Solidworks.
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Figura 7.39: Entorno de animacion - Adams MSC.
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7.3.2. Resultados de cosimulacion

Se realizan experimentos de cosimulaciéon en Matlab y MSC Adams de trayectorias variantes en el
tiempo de tipo sinusoidal como se describen anteriormente. Se compara el desempeno del algoritmo
PD+, tanh(.) y el control hiperbolico propuesto para el control de posicion y velocidad articular. En
la tabla 7.5 se muestran cada una de las ganancias de las distintas leyes de control.

Controlador Base Hombro Codo

ky, =221 [Nm] | k,, =393 [Nm] | k,, =4.1 [Nm]
PD+ ky, = 29.5 [Nm] ky, = 42 [Nm] ky, = 4.2 [Nm]
71" = 15 [Nm] 73" = 50 [Nm] 73" = 4 [Nm]

kp =221 [Nm] | k,, =39.3 [Nm] | k,, =4.1 [Nm]

ky,, = 29.5 [Nm] k,, = 42 [Nm] ky, = 4.2 [Nm]
tanh(.) "% = 15 [Nm] 730 = 50 [Nm] 73" = 4 [Nm]
o =2 a=2 a=2
p=1 p=1 f=1
kp, =22.1 [Nm| | kp, =39.3 [Nm|| kp, =41 [Nm]
kv, = 29.5 [Nm] ky, = 42 [Nm] ky, = 4.2 [Nm]
Control hiperbolico propuesto 7 = 15 [Nm] 73 =50 [Nm] 7 =4 [N
Np = 2 N = 2 N = 2
N =1 N =1 ne =1
a=1=p=1 a=0p=1 a=p=1

Tabla 7.5: Ganancias de los algoritmos de control de trayectoria.

7.3.2.1. Controlador PD-}

Como se describié en la seccion 2.3.5.1, la ley de control PD+- es:

Trp+ = K,G + K,q + M(q)da + C(q,4)da + Bda + g(q) (7.5)

En la figura 7.42a se observa la posicion articular de las tres articulaciones y la deseada. La respuesta
describe un transitorio hasta los 4 segundos, donde la primera articulacion (base) presenta un pico de
—60.41°. A partir de los 4 segundos la respuesta entra en estado estacionario hasta los 20 segundos
que dura el experimento. En la figura 7.41b se muestra el error de posicién de las tres articulaciones,
este se encuentra acotado conforme transcurre el tiempo del experimento. En estado estacionario el
maximo error es de £6.3° en la tercera articulacion (codo).

Al igual que la respuesta de posicion, la respuesta de velocidad en la figura 7.42a describe un tran-
sitorio y un estacionario. En el estado transitorio se observa un pico maximo de 146.05 grados/seg
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Figura 7.41: Posicién articular - Controlador PD+.

para la base. Por otro lado, el error de velocidad se encuentra acotado con un error maximo para la
base de £30.40 grados/seg. Dicho error se debe principalmente al desfase al momento de estimar la
velocidad a partir de la posicién.

Finalmente en la tabla 7.5 se muestran los pares maximos que cada servomotor asociado a su articu-

laciéon puede suministrar. Entonces de acuerdo a la figura 7.46 que ninguna de los tres servomotores
se satura.

7.3.2.2. Controlador tanh(.)

La ley de control tanh(.) en su version para control de trayectoria se describe como:

Tpp+ = Kytanh(q) + K tanh(q) + M(q)da + C(q,4)da + Bda + g(q) (7.6)

En la figura 7.44a se observa un pico en la posicién articular en el estado transitorio de —59.43
grados en la base. La respuesta del error de posicion en 7.44b se encuentra acotado para las tres

articulaciones, donde en error en estado estacionario el maximo error se presenta en el codo con
+8.05 grados.
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En la figura 7.45a se muestra la respuesta de velocidad de las 3 articulaciones, donde la base presenta
un pico méximo en estado transitorio de 141.88 grados/seg. Al igual que el error de posicion, el error
de velocidad se encuentra acotado conforme el tiempo del experimento transcurre. Se observa un
error de velocidad maximo de 25.46 grados/seg en la base.
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Figura 7.45: Velocidad articular - Controlador tanh(.).

Se observa en la figura 7.46 que ningin servomotor se satura conforme transcurre el tiempo del
experimento.
7.3.2.3. Controlador Hiperbélico propuesto

En la seccion 4.2 se presenta la ley de control propuesta para el problema de movimiento. Esta se
describe como:
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T p COSh(?h(i)Qm + aefaCOSh(nlq)2m COSh(T]Q&)Qm + /Be_ﬁcosh(nzq)?m

+ M(q)ga+ C(q,4)ga + Bda + g(q) (7.7)

En la figura 7.47a se observan las posiciones articulares de cada articulaciéon empleando el algoritmo
de control hiperbélico propuesto, asi como también la posicién deseada de cada articulacion. La base
presenta un pico de —59.24 grados. El error de posiciéon se mantiene acotado conforme transcurre el
tiempo del experimento. El maximo error es de £7.06 grados en la base.

En la figura 7.48a se presenta la velocidad de las tres articulaciones y la velocidad deseada. Se obser-
va un pico en estado transitorio en la base de magnitud 144.57 grados/seg. El error de velocidad se
encuentra acotado conforme transcurre el tiempo del experimento como se observa en la figura 7.48b.

Finalmente, cuando se grafica los pares aplicados por cada servomotor y tomando en cuenta los pares
maximos, se observa en la figura 7.49 que ningtn servomotor se satura.

7.3.2.4. Norma L,

Se calcula la norma L5 para el error de posicion y el error de velocidad para cada algoritmo de
control. Al igual que para el analisis de desempeno en regulacion, este fue calculado por separado
para el estado transitorio y estado estacionario. En la figura 7.50 se muestra el indice de desempeno
para posicion, en la figura 7.50a se observa que en estado transitorio el algoritmo de control con mejor
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desempenio es el control propuesto, el cual mejora al PD+ en un 12.4 %. En estado estacionario, en
la figura 7.50b la ley de control propuesta también mejora al PD-+ en 10.65 %.
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Figura 7.50: Norma L, - Posicion - Control de trayectoria.

En la figura 7.51 se presenta el indice de desempeno de la velocidad para cada uno de los tres
controladores. En la figura 7.51a se muestra la norma L, en estado transitorio, el algoritmo de
control PD+ tiene un indice de desempeno de 64.54 %, lo cual quiere decir que es mejor al control
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propuesto en un 35.46 %. Por otro lado en estado estacionario en la figura 7.51b el control propuesto
mejora en un 15.54 % al PD+.
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Figura 7.51: Norma L, - Velocidad - Control de trayectoria.

El controlador PD-+ tiene la limitante que no se puede modificar ningin parametro mas que las
ganancias proporcionales y derivativas, a diferencia de los controladores con acciones acotadas, como
son tanh(.) y el controlador hiperbolico propuesto, estos cuentan con parametros los cuales pueden ser
modificados para dar una respuesta mas o menos rapida para la posicion y velocidad. Es por ello que
con la correcta seleccion de ganancias, y considerando las mismas para cada controlador, se obtiene un
mejor desempeno en estado transitorio y estado estacionario cuando se calcula el indice de desempeno
en posicion. Por otro lado, para el indice de desempeno de la velocidad, especificamente en estado
transitorio, el controlador PD+ describe un mejor indice de desempeno debido a que los otros dos
controladores presentan picos. Esto se debe a la estimacion de la velocidad a partir de la posicion, es
decir los picos que se muestran en estado transitorio afectan la medida del desempernio de los algoritmos
de control tanh(.) y el propuesto. Ya se mostro que ninguno de los servomotores se satura de acuerdo a
las graficas de par aplicado mostradas, adicionalmente haciendo una comparaciéon cualitativa del par
aplicado empleando cada uno de los tres controladores se observa que los pares méaximos se presentan
en el estado transitorio, con distintos valores para cada una de las articulaciones y empleando los
tres esquemas de control. Los controladores con acciones acotadas son los que describen menos par
para las dos primeras articulaciones, a diferencia de la articulacion del codo, esto ocurre debido a
que la respuesta de los controladores con acciones acotadas es mas répida, lo cual conduce a tener
pequenas vibraciones. Por otro lado en estado estacionario, se obtienen graficas de par similares, es
decir picos de igual magnitud al emplear distintos controladores.



CONCLUSIONES

= A través de la mecéanica analitica de Euler se obtuvo el modelo dindmico de un manipulador de
uno, dos y tres grados de libertad. Para ello fue necesario emplear propiedades ya conocidas,
asi como también deducir nuevas propiedades ,las cuales simplifiquen la factorizacion para
obtener el modelo dindmico de un robot manipulador. Dicha metodologia da un formalismo
matematico a las metodologia para hallar el modelo dinamico ya existentes, partiendo desde la
descripcion de sistemas de referencia con respecto a otros, empleando la mecéanica analitica de
Euler, luego se encuentran las componentes de las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
y finalmente se obtiene el modelo dindmico. Esta metodologia también permite formar nuevos
regresores lineales, descritos directamente en funcion de los parametros del robot, los cuales son
empleados en identificaciéon paramétrica.

= Se propuso una ley de control basada en funciones hiperboélicas y se llevo a cabo el anélisis
de estabilidad asintética en el punto de equilibrio del controlador propuesto. En la literatura
se encuentra reportado el anéalisis de estabilidad en controladores conocidos como el PD+ o
tanh(.), los cuales son simples debido a la estructura de dichos esquemas de control. Esto fue
una de las motivaciones de proponer un nuevo esquema de control con acciones acotadas, debido
a su complejidad se emplearon una serie de propiedades, las cuales permiten simplificar términos
para el proceso de demostracion de estabilidad asintotica al proponer una funcién estricta de
Lyapunov.

= Se desarrolld6 un estimador de velocidad, el cual estd basado en una funcién hiperbdlica. Se
demuestra la convergencia del error de estimacion a cero a través de la teoria de Lyapunov, lo
cual se comprueba en los experimentos de regulacion y trayectoria, empleando dicha extension
dindmica propuesta.

= Se realizaron las pruebas de los distintos algoritmos de control en la plataforma experimental.
Especificamente para el problema de regulacion se probaron los controladores PD, tanh(.) y
el controlador propuesto con sus distintas versiones. Dichos experimentos demostraron que el
error de posicion esta acotado, es menor a 0.5 grados y no se saturan ninguno de los servo-
motores. Empleando los tres controladores se obtienen gréaficas de par aplicado similares, en
frecuencia y amplitud, en estado estacionario. En estado transitorio igualmente se obtienen
respuestas similares, sin embargo se observa que solo para las dos primeras articulaciones el par
suministrado son menores en los esquemas de control con acciones acotadas.

» Finalmente se realizo la cosimulacion en Matlab-MSC Adams del control de trayectoria. Se
comparan los algoritmos de control de trayectoria y se obtiene como resultado que el esquema
de control propuesto muestra un mejor desempeno solo en tres escenarios, es decir el control
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hiperbolico propuesto es el que describe un mejor desempeno en estado estacionario para el
control de posiciéon y velocidad y en transitorio para la posicion. Para el caso del transitorio en
el control de velocidad, el PD-+ es aquel que describe un mejor desempeno, esto es debido a los
picos que describe la respuesta al comienzo del experimento.

El modelo virtual del robot manipulador en MSC Adams permiti6 validar distintos esquemas de
control de trayectoria, lo que a su vez se puede extender a experimentos de posiciéon o control de
trayectoria punto a punto u otras areas como el control adaptable, identificacién paramétrica,
etc, cuando no se cuente con la plataforma fisica para llevar a cabo los experimentos. Por
otro lado, realizar previamente la cosimulacion facilita la mayor parte del trabajo hecho en los
experimentos en la plataforma fisica, tales como sintonizacion de ganancias de los algoritmos
de control y evitar saturacién de servomotores y comparacion de diversas leyes de control.



Apéndice

Apéndice A

La tarjeta de control de la figura 7.52 desarrollada para el manipulador ROTRADI, consiste en una
tarjeta Arduino MKR Vidor 4000 empleada para la lectura de los encoders de cada servomotor, la
ejecucion de las leyes de control y la comunicacion serial con una computadora. Adicionalmente se
tiene una fuente de voltaje simétrica de +12v.

Figura 7.52: Plataforma experimental.
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Apéndice B

En este apéndice se presenta parte de los resultados obtenidos durante la realizacion del presente
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Apéndice C

Primera pagina del articulo presentado en las memorias del congreso Internacional de Ingenieria en
la Universidad Auténoma de Queretaro.

DYNAMIC MODEL OF A MANIPULATOR
ROBOT WITH TWO DEGREES OF FREEDOM
USING EULER'S ANALYTICAL MECHANICS
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Abstract— In the present work, the dynamic model of a
manipulator robot with two degrees of freedom is obtained
through Euler’s analytical mechanics. The modelling starts
with assigning the reference frames, then describing the
orientation and position of the end effector with respect to
the initial frame through analytic Kkinematics. The
differential kinematics and velocity of each joint are then
obtained using properties of the relation of a skew matrix
with a rotation matrix. Then the energy model is calculated,
formed by the subtraction of the potential and kinetic
energy. Finally, with the Euler-Lagrange equations of
motion, the dynamic model is obtained with new properties
and mathematical representation. With this new dynamic
structure of a robot with two degrees of freedom, it is
possible to obtain a linear regressor with respect to the
parameters of the dynamic model. This advantage affects
parametric identification applications and the design of
trajectory control algorithms.

Keywords—Euler’s analytical mechanics; robot manipulators;
energy models; Euler-Lagrange motion equations.

I INTRODUCTION

Robots today are making a considerable impact on many
framaspects of modern life, from industrial manufacturing to
healthcare, transportation, and exploration of the deep space
and sea. Tomorrow, robots will be as pervasive and personal as
personal computers [1]. There are several types of robots with
different geometry, these can be classified as: mobile,
humanoid and industrial. Specifically, in the group of industrial
robots are manipulator robots, which are the best known due to
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Facultad de Electrénica, Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla. Puebla, México
fernando.reyes@correo.buap.mx

Rodolfo Reyes-Baez
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the wide number of applications they have. Mechanically, a
manipulator robot is made up of a series of elements or links
joined by joints that allow relative movement between each two
consecutive links. The physical constitution of most industrial
robots has a certain similarity to the anatomy of the human arm,
which is why, sometimes, to refer to the different elements that
make up the robot, terms such as body, arm, elbow and wrist
are used [2].

Analytic mechanics is the study of (Newtonian) mechanics
in its mathematical formalism. It was developed during the
18th-19th century by physicists and mathematicians, such as
Euler (1707-1783), D'Alembert (1717-1783), Lagrange (1736-
1813), and Hamilton (1805-1865). Analytic mechanics marks
an important chapter in the history of physics, since what it does
is embed the mechanics of Galilei and Newton in a
mathematical formalism, thus giving a more rigorous basis to
Newtonian mechanics. Many of the formalisms developed in
analytic mechanics turned out to be essential for the
advancement of modern physics.

Kinematics today in robotics has been extensively
developed thanks to the concepts proposed by Euler. Such is the
case where Euler in 1765 shows that 6 coordinates of an object
in its three-dimensional space arerequired, three of position and
three of orientation. Three orientation coordinates the minimum
representation to understand, develop and analyse the
orientation of a rigid body respect to a reference system, this
methodology is known as the Euler angles.

Whereas the Euler’s kinematic equations describe the
motion of the robot without consideration of the forces and
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