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Propagacion y transporte en guias de ondas desordenadas con esquinas

Resumen

El principal objetivo de este trabajo, es contribuir al entendimiento de las propie-
dades de propagacion y transporte, en guias de ondas con esquinas. Nuestros estudios se
enfocan en la regién de bajas energias, especificamente aquellas menores a la del umbral de
propagacion de una guia recta, donde el modelo de enlace fuerte a primeros vecinos puede
aplicarse. El desarrollo de este trabajo se divide en dos partes principales: En la primera
parte se realiza una descripcién de un arreglo dispersivo en guias de ondas con esquinas;
particularmente se explora la conductancia o transmitancia en sistemas de guias de ondas
con terminales semi-infinitas acopladas. Nuestros estudios indican que la orientacion aleato-
ria de segmentos que componen al sistema dispersivo, mantienen la estabilidad al imponer
desorden en sus fronteras. Ello nos permite construir guias de ondas que son robustas. Sin
embargo, los espectros de conductancia como funciéon de la energia, reflejan una asimetria,
la cual se sabe, es causada por dos situaciones, que son: El acoplamiento de terminales al
sistema y por la cercania entre esquinas que generan acoplamientos hasta segundos vecinos.
En la segunda parte de esta tesis, se exploran sistemas de configuracién cerrada; parti-
cularmente se desarrolla el método de diseno inverso aplicado a modelos de enlace fuerte
a primeros vecinos, a partir del cual se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas que
relacionan el espectro de energias con los correspondientes acoplamientos. Esto permite
caracterizar todos aquellos Hamiltonianos de sistemas unidimensionales a bajas energias o
de longitud de onda larga, que tienen un mismo espectro. Se dan ejemplos del problema
inverso, incluyendo una implementacion numérica que resuelve el sistema de ecuaciones al-
gebraicas ya mencionadas. Los ejemplos contienen configuraciones generadas aleatoriamente
como lo son: La distribuciéon Gaussiana y la distribuciéon coseno para energias, obteniendo
con ello las correspondientes distribuciones de acoplamientos, dilucidando asi las multiples
soluciones que arroja un mismo espectro de energias. En lo que respecta al diseno espectral
de guias de onda se estudiaron sistemas que se caracterizan por poseer espectros discretos y
por ser exactamente solubles tales como: El oscilador de Dirac, el oscilador finito y sistemas
con isoespectralidad parcial. Finalmente se estudia el operador de posicién para un opera-

dor ergddico, como ejemplo paradigméatico de espectros singulares. Este surge de proponer
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un algebra de oscilador deformada. El espectro del operador de posiciéon que se obtiene,
corresponde a la mariposa de Hofstadter, el cual es denso en si mismo, no numerable y de
medida cero. Se encuentra que existe un mapeo entre el operador de posicién y el Hamilto-
niano de Harper. Ademads, se muestra que variando los acoplamientos entre sitios, se puede
construir el mismo espectro que el de un electrén moviéndose en una malla cuadrada con

campo magnético transversal aplicado.



Propagation and transport in disordered waveguides with corners

Abstract

The principal aim of this work, is to contribute to a better understanding of the
propagation and transport properties of waveguides with corners. Our studies focus on the
region of low energies, specifically those below propagation threshold of a straight wavegui-
de, where the tight-binding model with nearest neighbors can be applied. The development
of this work is divided into two principal parts: In the first part, a description of a scattering
arrangement in waveguides with corners is made; particularly the conductance or transmit-
tance is explored in a system of waveguides coupled to semi infinite leads. Our studies show
that the random orientation of the segments that form a scattering system keeps the sta-
bility of the conductance spectrum by imposing a type of disorder in its boundary. This
allows us to build waveguides that are robust. However, the spectrum of conductance as a
function of the energy shows an asymmetry, which is caused by two situations, that are:
The coupling of leads to a central system and the proximity between corners which generate
second-neighbor couplings. In the second part of this work a class of systems with closed
configurations are explored; particularly the inverse design method is developed and applied
to tight-binding models with nearest neighbors, giving rise to a system of algebraic equa-
tions, that relate the spectrum of energies with the corresponding couplings. This allows
to characterize all those Hamiltonians for one-dimensional systems at low energies or sys-
tems with long wavelengths that have the same spectrum. Examples of inverse problems
are given, including a numerical implementation which solves the aforementioned algebraic
equations. The examples contain configurations that are randomly generated. The Gaussian
and Cosine distributions for energies are studied, obtaining their corresponding couplings
distributions and elucidating the multiple solutions that produce the same spectrum. Re-
garding the spectral design of waveguides characterized by discrete spectra, exactly solvable
examples are implemented and studied, such as: The Dirac oscillator, finite oscillator and
systems with partial isospectrality. Finally, a position operator for an ergodic operator is
studied, as a paradigmatic example of a singular spectrum. Such an example comes from a
f-deformed algebra. The spectrum thus obtained, corresponds to a Hofstadter’s butterfly,

which is dense-in-itself and uncountable. It is found that there is a mapping between the



X Abstract

position operator and the Harper Hamiltonian. Moreover, it is shown that changing the
couplings between sites, produces the same spectrum as that for an electron moving in a

square lattice under a transverse magnetic field.



Publicaciones

E. Rivera-Mocinos, E. Sadurni, “Inverse lattice design and its application to bent

waveguides”, J. Phys. A: Math theor., Vol. 49, p.175302, (2016).

E. Sadurni, E. Rivera-Mocinos, “Fractal position spectrum for a class of oscillators”,

J. Phys. A: Math theor., Vol. 48, p.405301, (2015).

E. Sadurni, E. Rivera-Mocinos, A. Rosado “Discrete symmetry in graphene: the Dirac

equation and beyond”, Revista Mexicana de Fisica, 61 (3), p.170, (2015).

E. Rivera-Mocinos, “Descripcion efectiva de estados atrapados en una guia de onda

doblada”, Topicos especiales en fisica: Encuentro de estudiantes de posgrado, Libros

UAM, (2016).



Participacion en eventos

Masa efectiva en guias de onda dobladas, E. Rivera-Mocinos, 3" Reunién de ondas y

materiales, IFUAP, Puebla, Pue., México (2012).

Presencia de estados atrapados en una guia de ondas doblada, E. Rivera-Mocinos, V
Leopoldo Garcia-Colin Mexican Meeting on Mathematical and Experimental Physics,

Segundo Encuentro de Estudiantes de Posgrado, El Colegio Nacional, México (2013).

Distribucién de acoplamientos y el problema inverso en cadenas de amarre fuerte, 4%

Reunién de ondas y materiales, Cuernavaca, Mor., México (2014).

Inverse problems in quantum chains: Coupling distributions, Winter School: Applica-
tions of Quantum Mechanics 2015, Instituto de Fisica, Universidad Nacional Auténo-

ma de México, México (2015).

Emulacién de sistemas solubles y singulares con gufas de onda dobladas, 5 Reunién

de ondas y materiales, Cuernavaca, Mor., México (2015).

Diseno inverso de cadenas finitas, E. Rivera-Mocinos, E. Sadurni, LVIII Congreso

Nacional de Fisica, Mérida, Yucatéan, México (2015).

Inverse design of 1D finite lattices, E.Rivera-Mocinos, Discrete Quantum Models,

IFUAP, Puebla, Pue., México (2016).

Inverse design for finite lattices, E.Rivera-Mocinos, E. Sadurni, 2D and Dirac Materials

— Workshop, University of North Florida, Jacksonville, Florida, USA (2016).






Indice general

1. Introduccionl 1
(LI, Antecedentes . . . . .. . . . . . ... 1
[1.2. Organizacion del trabajol. . . . . . . . . . ... o oo 3

(2. Estados atrapados| 153
[2.1. Mecanismo de atrapamiento en una guia de ondas dobladal. . . . . . . . .. 5

[2.1.1. Estados atrapados en redes hexagonales| . . . . . . . ... ... ... 8
[2.2. Masa efectiva e indice de refraccionl . . . . . . . ... oo 8
221. Jacobiano JI. . . . . . ... 9
2.2.2. Masa en funcion de J(u,v)| . . . ... 10
2.2.3. Indice de refraccién en funcién de J(u,v)| . . . . . ... ... ..., 10
[2.2.4. Reduccion a un problema ondulatorio 1-D| . . . . . ... .. ... .. 11
225 Fuerzacldsical . . . . . . .. ... ... 13
2.3. Justificacion de amarre fuertel . . . . . . .. ... 14
[2.4. Modelo de enlace tuerte a primeros vecinos| . . . . . ... .. ... ... .. 17
[2.4.1. Descripcion de la asimetria de la primera banda] . . . . . ... . .. 19

[3. Transporte en guias de onda con esquinas en sistemas abiertos| 23
13.1. Descripcion del arreglo dispersivo| . . . . . . . .. .. ... ... L. 23
13.2. Arreglos dispersivos con sistemas periodicos| . . . . . . ... ... 25
13.3. Estabilidad ante desorden orientacional en guias de ondas con esquinas|. . . 28
13.4. Efecto de acoplar terminales a sistemas dispersivos| . . . . . . . .. ... .. 32
13.5. Matriz de dispersion y su relacion con la funcion de Green|. . . . . . . . .. 35

[3.5.1.  Matriz de dispersion para terminales multimodales| . . . . . . . . .. 35

FW b} . I I fnitas 37
4.1. El problema de diseno inverso en modelos de amarre fuerte] . . . . . .. .. 38

|4.1.1. Las multiples soluciones del problema inverso con acoplamientos va- |

[ riables| . . . . .. 41
|4.2. Soluciones exactas para cadenas cortas| . . . . . . . ... ... ... 48

[4.2.1. Dominio de sistemas isoespectrales en cadenas de tres sitios| . . . . . 49
|4.2.2. Dominio de sistemas isoespectrales en cadenas de cuatro sitios| 49
[4.2.3. Dominio de sistemas isoespectrales en cadenas de cinco sitios| . . . . 50

XIV



Indice general XV

|4.3. Ecuaciones algebraicas de acoplamientos vy energias| . . . . . . . .. ... .. 52
4.4. Distribuciones de acoplamientos de espectros aleatorios: Ejemplos numeéricos| 57

[6. Diseno espectral en guias de ondas dobladas| 61
[b.1. Problemas con soluciones analiticasl. . . . . .. ... .. ... ... 61
0.2, Oscladorde Dirad . . . . ... ... ... . ... 62
15.3. Oscilador finito y espectro equiespaciado|. . . . . . . . . ... ... ... .. 65
|5.4. Sistemas con isoespectralidad parciall . . . .. ..o 000000000 69

[6. Espectro fractal en sistemas singulares| 72
|6.1. Algebra deformadal ................................ 73
[6.2.  El mapeo entre el operador de posicion y el Hamiltoniano de Harper| . . . . 75
6.3. Espectrode X,| . . . . . . . . .. 77

[7._Conclusiones| 80

A E %0 de Helmhol IiF 5 Finitas 82

[A.0.1. Condiciones de fronteral . . . . ... ... ... ... ... ...... 84

(B. Funcion de autoenergial 87

IB.1. Funcion de Green para una terminal semi-infinitaf. . . . . . . . . ... ... 88

Bibliog 3 90



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

En los tdltimos anos, la busqueda de nuevos materiales bidimensionales (2D) ha
estado en un continuo crecimiento. Esto se debe al reciente descubrimiento del grafeno [1,2].
Dicho material, se distingue por tener sus atomos arreglados en una malla hexagonal y el
espesor de dicha malla es de un atomo, lo que lo hace distinguirse como una estructura
bidimensional. Lo anterior ha desencadenado una serie de intensivos estudios, esencialmen-
te enfocados en la busqueda de nuevas estructuras bidimensionales. Algunos ejemplos de
estos nuevos materiales 2D corresponden a nitruro de boro [3], siliceno [4], fosforeno [5] y
recientemente el estaneno [6,/7], entre otros que atn estén siendo desarrollados. Todas estas
estructuras se distinguen, por poseer propiedades interesantes de transporte electrénico,
la cuales destacan respecto a las de materiales convencionales. Sus caracteristicas, tanto
mecanicas como eléctricas, los hacen atractivos para una amplia variedad de aplicaciones,
principalmente en el drea tecnoldgica. Asi mismo, se ha mostrado que este tipo de estructu-
ras permiten controlar la propagacién de ondas a través de su malla, introduciendo defectos
o deformaciones en su geometria [§]. Esto ha atraido mucho la atencién, en particular en
el estudio del transporte de carga eléctrica. Por otro lado es bien sabido que la teoria de
campo medio del grafeno, puede describirse a través de una ecuacién efectiva de Dirac, y
su correspondiente relacién de dispersién en la primera zona de Brillouin exhibe puntos
de cruce llamados puntos de Dirac, de tal manera que la relaciéon de dispersion forma co-
nos [9]. Asi mismo se ha encontrado que alrededor de dichos puntos de cruce, la pendiente

estd relacionada con la velocidad de Fermi. Similarmente este fenémeno aparece en cristales



2 Capitulo 1: Introduccion

foténicos hexagonales [10,/11], donde se ha encontrado que las bandas forman conos en los
bordes de la primera zona de Brillouin, y que la pendiente de dichos conos esté relacionada
con la velocidad de propagacién de las ondas. En cristales unidimensionales, se ha observado
que la relacién de dispersién consta de dos curvas que se cruzan [12], formando un punto
de cruce, como ocurre en los arreglos hexagonales. Estas analogias han sido implementadas
en experimentos de propagacién de una sola particula, v. gr. en arreglos hexagonales con
microondas |13] y en cristales foténicos [14]. En este mismo sentido, es posible dar solucién
al problema de valores en la frontera, aplicado a arreglos cristalinos, en particular a arreglos
periédicos de pozos unidimensionales que soportan un sélo estado, mediante el empleo de
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo. A este respecto, en la emulacién de
sélidos como se describe en la fig. (malla de obstdculos hexagonales), se establece la
existencia de canales entre los intersticios, por los cuales pueden propagarse las ondas. De
esta forma puede establecerse una analogia entre los sitios que forman una malla 2D (o
una cadena de sitios 1D) y una guia de ondas doblada con esquinas, donde cada esquina
puede verse como un sitio de algin arreglo cristalino unidimensional, capaz de soportar un
sélo estado localizado por sitio. La existencia de los estados atrapados, fue primero estu-
diada en guias de ondas con curvatura suave o bien guias de ondas localmente deformadas.
Dicho efecto de atrapamiento, ha sido objeto de discusién en los ultimos anos, en donde
se han empleado herramientas matematicas para su descripcién [15-518]. Uno de los pri-
meros intentos por mostrar una descripcién de la presencia de estados atrapados, en tales
sistemas, se dié al estudiar cables cudnticos de seccién transversal constante y curvatura
suave [16,17], donde se muestra que existe una distancia transversal critica de atrapamien-
to. En un trabajo posterior de Goldstone y Jaffe [18] (empleando el método variacional)
muestran que al menos un estado atrapado aparecerd, siempre y cuando los brazos rectos
de las guias curvadas se extiendan al infinito. También existen trabajos relacionados con
cables cudnticos cruzados [19] donde se exhibe, aunque sélo de forma numérica, la eviden-
cia de estados atrapados en el interior de una guia de ondas en forma de cruz. Gracias a
todos estos antecedentes, relacionados con modos localizados en guias de onda bruscamente
dobladas, se sabe que tales estados localizados siempre apareceran por debajo del primer
modo propagante. Sin embargo, la descripcién completa, tanto tedrica como experimental,
del fenémeno de atrapamiento en guias de ondas con esquina, aparece en una implemen-
tacién de un mapeo conforme [20}21], que rectifica la geometria de la gufa en cuestién y

resalta el efecto de localizacién como un efecto producido por un potencial efectivo en el
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doblez. Dicho potencial depende crucialmente de la existencia de una regién con suficiente
area, tanta como para albergar los modos evanescentes. Experimentalmente estos estados
atrapados fueron observados en la realizacion de una guia de ondas fabricadas con un buen
conductor y que operan en el rango de las microondas [22H24]. Asi mismo existen sistemas
que varian el dngulo de doblez entre 0 y 90 grados, encontrando més de un estado atrapa-
do [21]. Es importante mencionar que el estado localizado tiene diferentes interpretaciones
fisicas, segin su realizacién: en el caso cuantico representa la densidad de probabilidad,
mientras que en el caso electromagnético, representa la intensidad de campo.

La analogia de considerar un punto de localizacién (la esquina) como un sitio de una red,
abre la posibilidad de emplear a una sola esquina como bloque constructor para generar di-
versos arreglos flexibles emulando asi cadenas con sitios idénticos. Estos ayudaran a disenar
sistemas que permitan la propagacién o transporte de ondas evanescentes, implementando
asi el anhelado modelo de enlace fuerte. Por otro lado también es de gran interés desarrollar
un método tanto analitico, como numérico de diseno inverso de arreglos de sitios idénticos,
a partir de un espectro de energias conocido. La descripcién se hard partiendo de la imple-
mentacion de modelos de enlace fuerte con acoplamientos a primeros vecinos. Lo anterior
permitird dar soluciones a diversos problemas, e incluso proponer el disenio de nuevas es-
tructuras. Como hemos visto, la flexibilidad que ofrece la construccién de guias de ondas
con esquinas, para emular el transporte evanescente, nos inducen al estudio de modelos que
pueden incluir desorden, tanto en orientacién de los segmentos, como en acoplamientos de
distinta magnitud. Algunos de estos sistemas desordenados se pueden estudiar a través de
matrices aleatorias que codifican tanto potenciales locales como interacciones entre vecinos
en un cristal [25]. Estudios similares se pueden encontrar en [26]. Estos importantes ante-
cedentes establecen la relevancia de nuestros sistemas, pero no agotan las posibilidades en
las que deformaciones, dobleces y orientaciones de guias acopladas pueden obtenerse con el
fin de encontrar propiedades peculiares. Ademas los estudios que explotan el acoplamiento

evanescente de los estados localizados constituyen una idea novedosa.

1.2. Organizacién del trabajo

En el capitulo 2, se estudia el mecanismo del estado atrapado en una guia de ondas
con esquina, mediante la aplicacién de un mapeo conforme apropiado, que rectifica la guia

de ondas. Surge de la ecuacién de Schrodinger una masa dependiente de la posicién o bien
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Figura 1.1: Trayectoria que sigue un electron a través de la red hexagonal emulando una
guia de ondas con esquinas idénticas

un indice de refraccién si es el caso de la ecuacion de Helmholtz. Se vera de la reduccién del
problema ondulatorio a una dimensién que emerge un potencial efectivo de atrapamiento.
Mediante la implementacién de un sencillo sistema de dos esquinas se justifican los mo-
delos de enlace fuerte a primeros vecinos, encontrando los acoplamientos en funcién del
desdoblamiento de niveles de energia o frecuencia. En el capitulo 3, se exploran distintas
configuraciones de arreglos dispersivos en guias de onda con esquinas, a las cuales se acoplan
terminales, estudiando en ellos la conductancia y los efectos que derivan de él. Cabe mencio-
nar que algunos de estos sistemas incluyen desorden orientacional de vecinos, encontrando
los acoplamientos en funcién del desdoblamiento de niveles de energia o frecuencia. En el
capitulo 4, se muestra el esquema de diseno inverso de cadenas unidimensionales, obteniendo
un sistema de ecuaciones algebraicas, provenientes de matrices tridiagonales que relacionan
los elementos de algtin espectro conocido con los acoplamientos del sistema. Mediante una
técnica numérica se resuelve el sistema de ecuaciones para dos distribuciones aleatorias de
energias con caracteristicas relevantes como localizacién del espectro en banda gaussiana y
la relacién tipo cosenoidal tipica de un cristal. La solucién del problema inverso permite
clasificar la familia de Hamiltonianos que comparten una misma distribucién espectral. En
el capitulo 5, se aborda el disefio de sistemas que analiticamente son exactamente solubles,
asi como la realizacién de tales sistemas concretamente se realizan: El oscilador de Dirac, el
oscilador finito y algunos sistemas con isoespectralidad parcial. En el capitulo 6, se estudia
el operador de posicion proveniente de un dlgebra de oscilador deformada y cuyo espectro es

singular, encontrando que dicho operador se puede mapear a un Hamiltoniano de Harper.



Capitulo 2

Estados atrapados

Una importante herramienta empleada en el estudio de las propiedades del trans-
porte es la guia de ondas E] con geometria variada. Estas también pueden ser contruidas
con la finalidad de entender las propiedades de estructuras cristalinas cuando se trata de
estructuras tubulares periddicas. Las guias de onda pueden ser clasificadas en dos casos: de
acuerdo a su aplicacion: cables cuanticos y guias electromagnéticas. Como ejemplos del pri-
mer caso tenemos el transporte de electrones por un tubo de pequenas dimensiones [27]28]
o, en estado sélido, transporte de particulas por nanotubos [29,30]. Ejemplos del segundo
caso incluyen fibras dpticas y gufas de microondas [22,131], notando que en esta realizacion,
las escalas de dichas construcciones obedecen exclusivamente a la longitud de onda de la
senal a propagar. Motivados por estas geometrias, estudiaremos su bloque constructor a

continuacion.

2.1. Mecanismo de atrapamiento en una guia de ondas do-

blada

Trabajos relacionados con estados atrapados tienen su origen en la descripcién del
estado acotado de una particula cudntica [32] , en cables cudnticos [19,33,34] y recientemen-
te la realizacion tedrica y experimental [21], muestran que una guia de ondas bruscamente
doblada es capaz de albergar un nimero finito de estados atrapados. En esta seccion mos-

traremos como a partir de implementar una guia de ondas doblada surge el fenémeno de

!Tipicamente una gufa de ondas en un tubo hueco por donde las ondas electromagnéticas pueden propa-
garse. Idealmente una guia de ondas es un conductor perfecto.
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Figura 2.1: (a) Se muestra el esbozo de una cavidad electromagnética o billar cuantico con
altura h y ancho d. (b) Guia de ondas electromagnéticas o alambre cudntico con dngulo de
doblez 0 con ancho d en los brazos.

atrapamiento. Una de las formas mas sencillas de observar estados atrapados, es por medio
de la implementacién de una guia de ondas doblada como se muestra en el esquema de la
fig. 2] Para llevar acabo la explicacién de estados atrapados en una gufa de ondas con
una esquina, debemos notar que la estructura matematica de la ecuacion de Helmholtz que
describe una guia de ondas es equivalente a la ecuacién estacionaria de Schrodinger que
describe a un billar cudntico, siempre y cuando fijemos las unidades A?/(2m) = 1 y don-
de la energia corresponde al cuadrado de la frecuencia, £ = w?/c?. Esta analogia ha sido
empleada para obtener experimentalmente estados atrapados en guias de onda por John P.
Carini y colaboradores [22-24] y en alambres cuanticos [34-36].

En los trabajos mencionados arriba, han logrado mostrar que la regiéon que se encuentra
por debajo de la energia de umbral de propagacion o también llamada energia del primer
modo propagante, corresponde a la region que permite encontrar estados atrapados en guias
de onda. Dichos estados (funciones de onda) se caracterizan por ser ondas que evanescen
a lo largo de los brazos de la guia. En nuestro estudio nos auxiliamos de la ecuacion de

Helmholtz definida en un sistema coordenado de dos dimensiones,

V2, + k] é(x,y) =0,  ¢laa =0, (2.1)

donde 2 es la region de interés, el origen estd situado en el angulo exterior como se muestra
en la fig. (b) y el Laplaciano en componentes (x,y) es
2 2
s 0 0

0T ga2 gy

Cabe senalar que en el caso electromagnético, la funcién ¢(z,y) representa un factor de la

(2.2)

solucién completa de E, del campo vectorial eléctrico y que corresponde al modo transversal
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eléctrico TE0E| en la direccion de z, ver fig. (a). Es conveniente resaltar que las soluciones

a lo largo de los brazos son una superposicion de modos del tipo

o(x,y) = i sen (%) exp (ik,x), (2.3)

m=1

donde se debe satisfacer la relacién
K=k +k, (2.4)
con la cuantizacién transversal
ky = — m=1,23,... (2.5)

donde d corresponde a el ancho de la guia de ondas. Recordando la relaciéon de dispersién

se tiene

cky = \/w? — (CTZﬂr)Q, (2.6)

cuando m =1y k, = 0 en (2.6) obtenemos la frecuencia de corte w,. asociada al sistema

CcT
e = —- 2.7
we=2 (27)

El método de diferencias ﬁnitasE| aplicado a la ecuacion de Helmholtz permite obtener
una solucién numérica del sistema, obteniendo las correspondientes energias propias y fun-
ciones de onda de una guia de ondas con esquina o bien las frecuencias propias y campos
eléctricos en una guia de ondas en regiones con suficiente area, tanta como para albergar
modos evanescentes. En la ﬁgura se observa cémo la densidad de probabilidad (en el caso
cudntico) o intensidad de campo (caso electromagnético o acistico) se acumula en las esqui-
nas. Numéricamente también se encontré que la energia del estado atrapado en una esquina
aislada Fj se encuentra por debajo de la energfa de umbral de propagacion Ey = w?/c?,
siendo Ey = 0.934F; como se esperaba. Este valor encontrado para la energia de estado
atrapado en una esquina aislada, estd en buen acuerdo con lo reportado en otros traba-
jos previos [19,22]. Los resultados anteriores nos proveen de herramientas para el bloque

constructor y a partir de esto disenar estructuras mas elaboradas.

2La frecuencia de corte o energia de umbral de propagacién ocurre cuando el modo transversal eléctrico es
TE1,0 usualmente el primer indice indica la dimensién més grande en la guia de ondas, dicho modo tranversal
es andlogo al modo exitado TMp usado en billares de microondas 2D [37]

3Ver apéndice A
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max

0

Figura 2.2: Grafica de densidad para la funcién de onda. Solucién numérica por el método
de diferencias finitas de una guia de ondas doblada cuyo dngulo de doblez corresponde a
6 =90°.

2.1.1. Estados atrapados en redes hexagonales

El surgimiento de nuevas estructuras bidimensionales, tales como el grafeno [1,[2]
y el nitruro de boro [3] y todos aquellos que poseen una estructura de red hexagonal sirven
como motivacion para estudiar las propiedades de transporte en cables cuanticos. Gracias
a la existencia de un estado atrapado en la juntura de tres brazos de una guia de ondas
(ver fig. , que emula un sitio de la red hexagonal, permite la aplicabilidad de modelos
de enlace fuerte, méas ain es posible aplicar esto a ciertos arreglos irregulares variando la

distancia de sus segmentos y cambiando asi sus acoplamientos [38].

2.2. Masa efectiva e indice de refraccion

Una manera de entender el atrapamiento, consiste en aplicar un mapa conforme
a una guia de ondas con una esquina, transforméndola en una guia de ondas rectificada.
Para ello se transforman las coordenadas x,y € {2 que representan el interior de la guia y
estas son llevadas a las nuevas coordenadas 0 < u < 1,—00 < v < oo. La aplicacién de la
transformacion conforme a la ecuacion de Helmholtz, arroja un operador de Laplace acom-
panado por una funcién que depende de las coordenadas; el factor puede ser interpretado

como una masa dependiente de la posicién si se compara con la ecuaciéon de Schrédinger,
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Figura 2.3: Estado atrapado o densidad de probabilidad (en el caso cudntico) o intensidad de
campo (caso electromagnético o actistico) en una guia de ondas cuya geometria representa
el bloque contructor para el disefio de redes hexagonales (ver fig. .

mientras que si se considera la ecuacién de Helmholtz para campo electromagnético, este
factor se puede interpretar como un indice de refraccién efectivo. Para nuestros objetivos,
se hace uso de la llamada transformacion de Schwarz-Christoffel y se encuentra que una
funcién apropiada, para realizar una transformacion conforme de una guia de angulo recto

a una gufa plana, es F(z) (ver fig. tal que, u = Re[F(z +iy)|, v = Im[F(z + iy)],

F(2) = u+iv = %arcsin Nf—l <z sin <3§ % i))] , (2.8)

donde I~! es la inversa de la funcién Beta regularizada . La eleccién de esta funcién F(z)

arroja como resultado una red coordenada que se ilustra en la fig. Para una explicacion
més detallada ver |21].
2.2.1. Jacobiano J

El Laplaciano Vi,y en la ecuacién de Helmholtz (2.1)) es transformado debido a las

nuevas coordenadas V2, como sigue
I’

d(u,v)
2 ’ 2
= 2.9
T,y a(x’ y) u,v? ( )
donde el factor que aparece en (2.9) es el Jacobiano,
O(u,v) _ |dF(2)|?
() = 3 y) ‘ dz (210
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(b)

u

Figura 2.4: (a) Coordenadas conformes y las curvas que describen dentro del arreglo. (b)
Curvas de nivel del Jacobiano como una masa dependiente de la posicién.

Notamos que al aplicar una transformacién conforme en 1D el operador V2 y se ve modi-

)

ficado por un factor g(:’z) al que denominamos Jacobiano.

2.2.2. Masa en funcién de J(u,v)

Recordando que la ecuacién de Schrodinger estacionaria puede escribirse como una

ecuacién de Helmholtz, la transformacion conforme tiene el siguiente efecto

L(;v)v?"” " E] ¥(u,v) =0, (2.11)

con Y (u,v) = ¢lx(u,v),y(u,v)] y ¥(0,v) = ¥(1,v) = 0, donde el término p(u,v) = ggi’gg
representa una masa efectiva, ver fig. de donde se puede apreciar una mayor densidad de
las curvas de nivel en la esquina externa de la guia como consecuencia de la disponibilidad

de area que se tiene en dicha region.

2.2.3. Indice de refraccién en funcién de J(u, v)

De la misma forma la ecuacién de Helmholtz ([2.1) puede escribirse en términos de

la transformacién conforme,

[Vi’v + nz(u,v)k2] Y(u,v) =0, ¥(0,v) =¢(1,v) =0, (2.12)
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con Y(u,v) = Plz(u,v),y(u,v)] y ¥(0,v) = ¥(1,v) = 0, donde el término n(u,v) = 735253

representa un indice de refraccién efectivo. Con 7 indice de refraccién variable [41].

2.2.4. Reduccion a un problema ondulatorio 1-D

El efecto de atrapamiento en guias de onda dobladas, se puede entender mejor si
se considera la reduccién del problema de valores a la frontera, a una dimensién. En cables
cuanticos curvados, se ha estudiado el atrapamiento de un estado con energia por debajo del
umbral del primer modo propagante, gracias al surgimiento de un potencial unidimensional
que depende tanto de la curvatura como de una distancia critica de atrapamiento [16]. Todo
pozo de potencial unidimensional aislado, soporta estados ligados; la reduccién unidimensio-
nal constituye una importante herramienta para demostrar la existencia de este fenémeno
de localizacion. Recientemente mediante la aplicacién de una transformacién conforme so-
bre una guia de ondas doblada, se mostré que al reducir la ecuacién de Schrodinger a una
dimensidn, aparece el término de potencial efectivo en un sistema con fronteras abiertas [21],
dando asi una intepretacién del atrapamiento en términos de dicho potencial. Los detalles
se muestran abajo.

En las secciones anteriores, se ha encontrado que una funcién analitica F'(z), ecuacién ,
es adecuada. El resultado de realizar la transformacién, nos permite reescribir una ecua-
cién de Schrodinger que contiene un potencial efectivo que atrapa. Partimos de lo siguiente
(h?/2m = 1)

V2, + E](x,y) =0, (2.13)

el mapeo de coordenadas (z,y) = (z(u,v), y(u,v)) implica una transformacion en la ecuacién

de Schrodinger de la siguiente manera,

d(u,v)

— V2 W(u,v) = Ev(u,v). 2.14
SV (u,0) = Bo(u,0) (214)
Reescribiendo ([2.14)),
{7v3,v + [1 - J(u’v)]E} ¢(u,v) = EW% U)a (215)
de donde el factor J(u,v) = ggzzg se identifica como el Jacobiano, ademas v (u,v) =

o(x(u,v),y(u,v)) y debe satisfacer que,

¥(0,v) =¥(1,v) =0, (2.16)
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donde hemos logrado fijar las condiciones de frontera de una guia de ondas rectificada,
notemos que en ([2.15) aparece un término relacionado con el potencial efectivo que depende
de la densidad de drea J(u,v). Ahora se escribira el término de potencial efectivo a lo largo de
la coordenada v (coordenada longitudinal), para lo cual se toman en cuenta las condiciones
de frontera impuestas sobre 1 (u, v). Ademés de que se escoge una base ortonormal apropiada

en la coordenada u (coordenada transversal),
Y(u,v) = \/iz fn(v)sen(nmu), (2.17)
n=1

de donde, .
frn= \@/ du(u,v)sen(nmru). (2.18)
0

Se sabe también que el producto de las funciones de la forma sen(mmu)sen(nmu)J(u,v)
son funciones regulares dentro del dominio de la guia de ondas, por lo que estd plena-
mente justificado desarrollar ¥ (u, v) en la (2.15)) en términos de las funciones ortonormales

Vv2sen(nru), n = 1,2, ... de manera que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

S [=0mm2 + EVin] fin(v) = En fu(v), (2.19)
m=1
con
E,=F — (TL7T)2, Vnm(v) = 6nm - Vnm(”)a (220)
de donde
1
Vi (v) = 2/ du sen(nmu)sen(mmu)J (u,v), (2.21)
0

que son los elementos de matriz de los acoplamientos. La evaluacién numérica de ([2.21))

arroja que
» (i) Los elementos Vp,n(v) decrecen cuando se alejan de la diagonal.

» (ii) Los elementos de V,,,(v) tienden a una constante cuando n incrementa, es decir

Vo (v) < fol duJ (u,v).
» (iii) Para v — oo la matriz se aproxima a la matriz identidad, Vi, (v) — dpm.-

Con la ayuda de la propiedad (i) donde los elementos de matriz V,(v) corresponden a los

elementos de matriz en la diagonal, permiten escribir a (2.19) en la siguiente forma,

(=85 + EVa(v)] fa(v) = En fu(v), (2.22)
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donde,

Gracias a la estructura de la expresién (2.22)), podemos reescribirla en términos de un

Hamiltoniano H (v),

[H(U) - En}fn(v) =0, (2.24)

de donde los eigenvalores F,, estan relacionados con (2.20)). En la fig. podemos observar

0 T ' T ' T

-0.05 —

-0.1—

0.2

-0.25—

|
0
v

Figura 2.5: Se muestra el potencial efectivo Vy—;(v) = 1 — V;,—; (v), para una guia de ondas
doblada en angulo recto es decir 6 = 90°.

que el potencial efectivo V,—1(v) = 1 — V,—1 (v) es simétrico alrededor de v = 0. Es impor-
tante notar que la forma de este potencial nos describe el atrapamiento de una particula

que se mueve a lo largo de la coordenada v, pero no u. Ver |20].

2.2.5. Fuerza clasica

Aunque el efecto del atrapamiento es puramente cuantico, en el limite cldsico es
posible hallar una descripcion del campo de fuerza efectivo dentro de una guia de ondas
rectificada.

En esta seccién abordamos el problema clasico con el objetivo de determinar dicho campo

de fuerza originado por la masa efectiva p(u,v) (2.11) que encontramos con anterioridad.
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Para ello partimos de las ecuaciones de Hamilton [42]

OH
= gi, j=1,2 2.25
3pj J ( )
OH
= —p;, j=1,2 2.26
8Qj J ( )
OH
— =0. 2.27
T (2.27)
El Hamiltoniano para una particula libre y cuya masa depende de las coordenadas
(u,v) es
P2
H=—— 2.28
20, 0)’ (2.28)

de manera que las componentes de fuerza pueden derivarse de ([2.26)) para cada coordenada

u y v. Estas son

o (P24l 1 Opu(u,v)
o= S} o (2:29)
. [P+l 1 Op(u,v)
R ] i T (2:30)

Asi, el campo de fuerza estda dado por

ﬁu,v =—— Vv u,v)|, 2.31

(0:0) = o Ve D, 0)] (231)
donde E = (p2 + p?)/2u(u,v) . En la fig. se muestra el campo de fuerzas asociado que
exhibe el caracter repulsivo de geometrias convexas y atractivo en geometrias céncavas. Es
interesante estudiar casos modelo para funciones de masas localizadas en alguna regién. En
dichos casos se ha encontrado un fenémeno de atraccién y érbitas clasicas cerradas, cuya

forma matemaética se da con lujo de detalle en un trabajo reciente [43].

2.3. Justificacion de amarre fuerte

Volvemos a nuestra ecuacién tipo Helmholtz [41], la cual se reselve para una

particula cudntica en una cavidad [37], o modos TE en un buen conductor [41]:

[V2 — kQ] o(x,y) =0, o(xz,y) =0 si o(x,y) € 00. (2.32)
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Figura 2.6: Campo de fuerzas debido a la masa dependiente de las coordenadas para la guia
de ondas en la figura La direccién de las flechas indica que la esquina céncava (u = 1)
es un atractor y la convexa (u = 0) es un repulsor.

El Hamiltoniano se puede identificar de la ecuacién anterior como,
H=-V% (2.33)

El acoplamiento F' entre dos esquinas 1 y 2 puede verse como el traslape de dos modos

atrapados como sigue,

en un sistema con dos niveles de energia esto da lugar a la siguiente representacién para un

sistema con dos esquinas acopladas a bajas energias:

E, F
Hy baja = . (2.35)
F  E
Aqui k> = Ey se puede identificar con la energia del estado atrapado en una esquina

aislada. Los cdlculos numéricos nos muestran que el estado atrapado en una esquina es
By = 0.934E; . Eso representa una fraccién de la energia de umbral de propagacion
Ey = 7?/d?, donde d es la distancia transversal del segmento recto en una gufa de ondas.

En recientes trabajos se ha mostrado tedéricamente y experimentalmente que el modo
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tiene colas que evanescen como funcion de la distancia L desde la esquina y medida a lo

largo del segmento recto. Esto se puede escribir como,
¢(z,y) ~ A(0) exp(L/2)), (2.36)

de donde la longitud de evanescencia A se puede relacionar con la energia del estado de la
siguiente manera, A ~ 1/y/Ey. Por lo tanto, la funcién F puede escribirse en una buena

aproximacion como,
L
F = A(0) exp (—)\) . (2.37)

Esta ley de decaimiento del acoplamiento respecto de la distancia entre dos esquinas fue
obtenida a partir de dos distintas configuraciones y es un resultado que estd en acuerdo con
lo reportado en la literatura por Carini y colaboradores en [24].

Tomando en cuenta estas consideraciones, la aplicacién de modelos de enlace fuerte, esta
justificada para sistemas con dos o mas sitios suficientemente alejados. Hemos llevado a
cabo célculos numéricos de sistemas de guias de onda en 2 dimensiones para poder dar una

comparacién con nuestras predicciones matriciales. En la fig. se puede observar que el

0.003

0.0025

0.002

0.0015

0.001

0.0005

Figura 2.7: Ley de decaimiento del acoplamiento (separacién de los niveles de energia)
F ~ A como funcién de la distancia L entre dos esquinas.

acoplamiento disminuye cuando dos esquinas son separadas gradualmente. La curva en azul

es el ajuste realizado a cada punto, obteniendo asi los siguientes parametros de dicho ajuste,
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X = 1.3d, A(0) = 0.43E}, o bien,

—L
F = 0.43E), exp (13d> . (2.38)

Esto ha sido calculado para las configuraciones en U y S. En recuadro fig. se muestran
las funciones de onda simétricas y anti-simétricas de guias de onda correspondientes a

configuraciénes tipo U y S en guias con esquinas.

2.4. Modelo de enlace fuerte a primeros vecinos

Los modelos de enlace fuerte son ampliamente utilizados para describir la pro-
pagacién de un electrén en redes periddicas [44]. En el diseno y construcciéon de cadenas
periddicas unidimensionales, se ha encontrado que la relacién de dispersion de tales sis-
temas, sufre una asimetria cuando los arreglos son muy densos (distancia pequena entre
sitios) lo anterior es debido a que el traslape de las funciones de onda localizadas, tienen
influencia mas alld de primeros vecinos. En una dimensién puede emplearse en el caso de

LIJn.1 l'IJ_n l'IJ_n+1 l-I-_,n+2

n-1 n n+1 n+2

Figura 2.8: Esquema de un cristal unidimensional, donde cada sitio de la red esta en la
posicién & = na, asi mismo se observa que el traslape de la funciéon de onda W, tiene
contribuciones sélo en los acoplamientos a primeros vecinos.
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arreglos diluidos (distancias largas entre esquinas). Dicho Hamiltoniano con interaccién a

primeros vecinos es,
N-1

H = Ep|n)(n|+ A {|n)(n+ 1| + he.}, (2.39)

n=1

donde E,, corresponde a la energias en sitio del estado |n) y A corresponde a los acopla-
mientos o traslapes de las funciones de onda localizadas, ver (2.34])). De aqui en adelante
consideraremos A’s positivos. Notemos que H se ha escrito en términos de la base de sitios
atomicos {|n)}, la base de sitios es un conjunto ortogonal completo en el espacio de Hilbert.
De esta manera el Hamiltoniano de enlace fuerte puede verse como una matriz tridiagonal

con elementos de matriz [44],
Hmn = (m\H‘n> = Endmm, -+ A(5m7n+1 + 5m7n_1), (240)
Los eigenestados de H pueden escribirse como,

) =3 aln). (2.41)

De manera que la ecuacién de Schrodinger estacionaria para las funciones de onda v, =

(n|y) toma la siguiente forma,
> Huntom = Enthn + Doy + Apy_y = By, (242)

donde los sitios de la red estan localizados en = na, n es un entero y a es la distancia
entre los sitios de la red. En un cristal perfecto la energia en sitio se mantiene constante

FE, — Ey = cte, y la correspondiente relacién de dispersién se puede escribir como EL
E(k) = Ey + 2Acos(ka), —r/a<k<m/a. (2.43)

Para una cadena con un ntumero finito de sitios n = 1, ..., N, se consideran condiciones de
frontera ¥y = ¥ 41 = 0 en los extremos de las cadenas, por lo tanto la relacién de dispersién

toma la forma,

E(n) = Ey + QACOS(]\;Tfl), n=12.,N. (2.44)

Para efectos de modelado de espectros, haremos uso de Hamiltonianos de enlace fuerte con
interaccién a primeros vecinos, en vista de lo comentado anteriormente en relacién con las
distancias entre sitios. Sin embargo, veremos a continuacién lo que ocurre con las asimetrias

espectrales para acoplamientos de mas alcance.

4En fisica del estado sélido esto corresponde a la primera zona de Brillouin
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2.4.1. Descripcién de la asimetria de la primera banda

Ahora mostramos el efecto que sufre la relacién de dispersién (2.43)) de un arreglo
periddico de esquinas, cuando la distancia L(d) entre los sitios es pequena en comparacién
con la distancia tranversal d.

En la fig. se muestra una guia de ondas con 20 esquinas, la cual representa un sistema

LIJ_n+1 LI_Jn LIJ{1+1 l-lJr1+2

n-1 n n+1 n+2

Figura 2.9: Esquema de cristal unidimensional que muestra la posicion de cada sitio en
T = na, asi mismo se observa que el traslape de la funciéon de onda ¥, tiene contribuciones
en los acoplamientos a primeros y segundos vecinos.

periddico, y cuyas esquinas tienen una distancia de separacién (L = 4d). Como resultado, se
ha obtenido el espectro E(k) de la primera banda fig. [2.12f(a) de donde se puede observar,
que existen efectos notables de asimetria en los niveles y se concluye que tales efectos son
producidos por la distancia entre esquinas, dando lugar a funciones de onda localizadas que
se extienden hasta segundos vecinos, de manera que el traslape de las funciones de onda,
contribuye con acoplamientos A tanto a los primeros como a los segundos vecinos.

Al igual como se escribié el modelo de enlace fuerte a primeros vecinos , planteamos

un Hamiltoniano con ket-bras hasta segundos vecinos,

N-1 N—-2
H = Eoln)(n| + A1 > {n){n+ 1|+ he} + Ay > {|n)(n+2| + he}, (2.45)

n=1 n=1
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y su correspondiente relacién de dispersiéon toma la forma,
E(k) = Ep + Ajcos(ka) + Agcos(2ka), —r/a <k <m/a. (2.46)

En la fig. se muestra el arreglo periédico, correspondiente a una guia de ondas con 20
esquinas, y una distancia entre esquinas L = 7d. Se muestra que la asimetria del espectro
E(k) fig. [2.12|(b), disminuye debido a la distancia de separacién que existe entre sitios (es
decir las esquinas estdn mas alejadas), lo que hace que las funciones de onda se localicen
mas, y por tanto contribuyan menos a los traslapes a segundos vecinos.

La razén de A;/As fue calculada para sistemas con distancias; L = 4d, 5d, 6d y 7d, ver

pEipipipipip

Figura 2.10: Arreglo periédico de 20 esquinas acopladas y separadas por L = 4d, donde d
es la distancia transversal.

Figura 2.11: Arreglo periédico de 20 esquinas acopladas y separadas por L = 7d, donde d
es la distancia transversal.

fig. de donde A; y As fueron obtenidas de los ajustes numéricos realizados a cada
banda como se muestran en la fig. Se puede observar que a medida que las esquinas
se alejan, la influencia de los acoplamientos a segundos vecinos es cada vez mas pequena

hasta obtener una banda de energias simétrica.
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Figura 2.12: (a) Espectro de energias correspondiente a un sistema periédico de 20 esquinas
con una distancia de separacion entre esquinas de L = 5d. En linea discontinua se muestra
el ajuste a primeros vecinos, donde Ey = 0.93920, A; = 0.01838 y a; = 1.09410. En linea
continua se muestra el ajuste a segundos vecinos, donde Ey = 0.93670, v; = 0.019033, 72 =
0.00270 y ae = 0.94459. (b) Espectro de energias correspondiente a un sistema periédico de
20 esquinas con una distancia de separacion entre esquinas de L = 7d. En linea discontinua se
muestra el ajuste a primeros vecinos, donde Fy = 0.93498, A; = 0.00408 y a1 = 1.03710. En
linea continua se muestra el ajuste a segundos vecinos, donde Fy = 0.93437, v1 = 0.00429,

v2 = 0.00051 y as = 0.88955.
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Figura 2.13: A /Ay como funcién de la distancia entre esquinas L.



Capitulo 3

Transporte en guias de onda con

esquinas en sistemas abiertos

El estudio de las propiedades de transporte en sistemas dispersivos es de gran
interés, en particular cuando se trata de transporte evanescente a bajas energias o bien
transporte de ondas de longitud de onda larga [45]. La gran flexibilidad que ofrecen los
sistemas de guias de ondas, permiten realizar el estudio de la propagacién y transporte
evanescente a través de diferentes sistemas abiertos con esquinas y terminales semi-infinitas
acopladas. Para ello se consideran arreglos dispersivos, donde la escala de energia de los
espectros, se encuentra por debajo de la energia de umbral de propagacion Ei. El sistema
dispersivo que se estudia estd compuesto por dos regiones importantes que son; la regién
de dispersion, el cual corresponde al sistema central compuesto de una guia de ondas con
esquinas y la region de las terminales semi-infinitas por las cuales entran y salen las ondas.
Especificamente se estudia la conductancia adimensional como funcién de la energia, para
dos tipos de sistemas; el primero que se considera localmente peridédico y el segundo, un
sistema con desorden de orientacién de segmentos. El disefio y construccion de estos arreglos
nos permiten estudiar la propagacion y transporte de electrones en nanoalambres o bien

ondas electromagnéticas en configuraciones que podrian considerarse como antenas.

3.1. Descripciéon del arreglo dispersivo

En algunos sistemas complejos la regiéon de interaccion se considera desconocida,

como lo es el caso de la descripcion de nucleos pesados, de donde se obtienen experimen-

23
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talmente los espectros de energia asociados y tratados estadisticamente, ver [46-48]. En
nuestro caso se considera la regién de dispersion a la parte de la guia de ondas con esquinas,
la cual representa a un sistema que es localmente peridédico, mientras que la segunda parte
estd representada por una regién asintética que se supone conocida, y que corresponde a
las terminales que se acoplan al sistema. Ver fig.

Se consideran como ejemplos de estudio algunos arreglos periédicos, donde las distancia
entre esquinas L se mantiene invariante y estd dada en términos de la distancia tranversal
d (ancho de la gufa). Adicionalmente la orientacién de los segmentos se alterna aleatoria-
mente, con el objetivo de estudiar los efectos producidos por el desorden en este tipo de
configuraciones. La terminal cuasi-unidimesional puede contener M modos abiertos, lo que
equivale a acoplar M terminales unimodales. En este trabajo nos restringimos a terminales
que sblo soportan un modo transversal, también conocidas como terminales unimodales,
por lo que a través de nuestros sistemas dispersivos o centrales, s6lo se propagan modos
evanescentes.

La manera tradicional de calcular las propiedades de transporte en arreglos dispersivos
t M. UL L U t
o) &g i > < &

Terminal semi-infinita Sistema dispersivo Terminal semi-infinita

Figura 3.1: Arreglo dispersivo que muestra la relacién de los elementos de la matriz de
dispersion S de donde (¢ y t') son amplitudes de transmisién y (r y r') amplitudes reflexion.

es a través de la matriz de dispersién, también conocida como matriz S. La matriz S es
una herramienta fundamental que permite el andlisis de los fenémenos de dispersién tanto
cudnticos como electromagnéticos. Fisicamente la matriz de dispersion relaciona ondas que

entran con ondas que salen, de una cierta region de interaccién, de la siguiente manera:
Asalen = SBentran ) (31)

donde Agalen V Bentran representan vectores en términos de amplitudes de las ondas que

entran y ondas que salen de la region de interaccién, respectivamente. Consideramos 2M
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terminales semi-infinitadl] acopladas a la regién de interaccién.
Empleando métodos estandarizados [49] la matriz de dispersién se puede escribir en la
forma [50,51]
rot
S = , (3.2)

t

los sfmbolos t, ', 7 y r’ en la matriz S (3.2]), son matrices de tamano M x M. Los elementos
de las matrices de transmision (¢ y t') y reflexién (r y ') son las amplitudes de transmisién y
reflexion, respectivamente. Una vez que se conoce la matriz S se pueden calcular cantidades

de transporte, por ejemplo la transmisién total,

1
G=orr ; znj | o 2= Tr(tt1) | (3.3)

donde G+ R =1y R es la reflexién total. También podemos obtener la conductancia, por

medio de la férmula de Landauer-Buttiker [52,53]

4e
T= ﬁM G, (3.4)
de donde e es la carga del electrén y & la constante de Planck. Otras cantidades que pueden
obtenerse a partir de la matriz de dispersién (3.2)) son: la distribucién de la conductancia
w(T), su promedio (T) y su varianza var(T), el ruido cudnticd’} Para estudios en sistemas

mesoscopicos, ver |54].

3.2. Arreglos dispersivos con sistemas periédicos

En esta seccién se explora la conductancia adimensional en sistemas que son
localmente periddicos, donde la region del sistema que representa la parte dispersiva es el
sistema interno. En particular, nos centramos en el estudio de la banda de energia més baja.
Los pardmetros que se emplean para el diseno y construccién de los diferentes sistemas son
los siguientes; d representa la distancia transversal de la guia de ondas interna, L es la
longitud entre dos esquinas en unidades de d, N es el nimero de esquinas que constituyen

a una guia de ondas, p es la probabilidad de encontrar celdas compuestas de dos esquinas

1Se escogen 2M terminales de esta manera la matriz S se puede dividir en cuatro bloques que representan
reflexién y transmision. Si el nimero de terminales no es un nimero par la estructura de la matriz es mas
complicada y no podemos escribirla en bloques.

2 Al ruido cudntico se le conoce en inglés como shot noise.
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orientadas hacia arriba, D es la distancia tranversal de las terminales semi-infinitas, izquier-
da y derecha que acoplan al sistema dispersivo.

Para el estudio de la banda mas baja, en el caso de los sistemas que son localmente pe-
riédicos, se disenaron diferentes configuraciones en las que se acoplan varias esquinas hasta
formar una guia tipo escalera. Especificamente se construyeron dos distintos sistemas con
L =25dy L = 5d ver fig. ambos con N = 20 esquinas, en donde la distancia tranversal
de las terminales semi-infinitas (izquierda y derecha) en ambos sistemas fue fijada a D = 5d.

En la fig. se muestran dos sistemas dispersivos, en donde se observa cémo los estados

Figura 3.2: (a) Sistema dipersivo donde el pardmetro L = 2.5d. (b) Sistema dipersivo donde
el pardmetro L = 5d.

localizados (funciones de onda) producen transmisién a lo largo del arreglo. Como ya se ha
visto en el capitulo anterior al igual que en sistemas cerrados, se puede hacer uso de modelos
de enlace fuerte, para estudiar sistemas a los cuales se acoplan terminales semi-infinitas, por
lo tanto se puede considerar un Hamiltoniano de enlace fuerte, con acoplamientos A ~ F' a
primeros vecinos. Este Hamiltoniano describe al sistema interno. También es impor-

tante mencionar, que este modelo considera a la parte dispersiva como un sistema periédico
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finito (también conocido como localmente periédico)

0 ... O
Ey, A
H=10 A E A 0]. (3.5)
A Ey
o ... 0

En un arreglo periédico con amarre fuerte a primeros vecinos, es bien sabido que la relacién

de dispersién puede obtenerse al resolver el problema de eigenvalores esto es,
Ej = Ey + 2t cos (k),

donde t es el ancho de banda. Nétese que para un sistema interno de dos niveles, en lugar
de tener un ancho de banda, se tiene simplemente el espaciamiento entre los dos niveles
dado por t = |(E2 — E1)/2|.

Estudiamos ahora los espectros del sistema completo a través de la conductancia adimen-

sional (3.4]) en el régimen por debajo del umbral de propagacién. Se puede apreciar que el

T T T

Lo

0.1

T T
Col

0.01

T T
Col

0.001

T T T
R ————

Cl

0.0001

UBRELRRARL
Ll

v b b v b b el
0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97

E/E,

Figura 3.3: Bandas de conductancia adimensional para una guia tipo escalera con 20 esqui-
nasy L =4.8dy L =5d
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ancho de banda se reduce cuando se aumenta la distancia de separaciéon entre esquinas y
también se observa que el nimero de picos corresponde a el niimero de esquinas, es decir,

la dimensién del espacio de Hilbert ver fig.

3.3. Estabilidad ante desorden orientacional en guias de on-

das con esquinas

En la seccién anterior se ha estudiado la conductancia adimensional en un sistema
abierto, pero que es localmente periddico; sin embargo, es de gran interés construir configu-
raciones mas flexibles. Por ejemplo se propone la construcciéon de arreglos en guias de onda,
con desorden en la orientacién de segmentos cuando cada segmento esta conectado con dos
esquinas que yacen sobre la misma linea vertical. Tales guias de ondas, fueron disenadas
tomando en cuenta los siguientes parametros; N = 20 esquinas, una distancia entre esqui-
nas L = 3.0d y L = 4.4d, la distancia transversal D en las terminales semi-infinitas tanto
izquierda como derecha, fueron fijadas a D = 5d.

Los resultados obtenidos de la conductancia T' como funcién de la energia E/FE; con N = 20
son similares a los obtenidos en los sistemas que son localmente periédicos.
Numéricamente se ha obtenido el espectro de la banda mas baja de conduccion, dicho es-
pectro muestra picos resonantes que formalmente son 1" = 1, de igual modo se observa que
el niimero de picos resonantes coincide con el niimero de esquinas del arreglo ver fig. El
espectro obtenido en fig. (a) corresponde al sistema con L = 3.0d de donde se observa
que dicho espectro rebasa el umbral de propagacion, ademas se puede ver una asimetria, a
pesar de que el sistema es localmente periddico. En la fig. (b) se muestra el espectro de
la conductancia T' como funcién de F/E; para L = 4.4d muestran que este se encuentra por
debajo del umbral de propagacién y la asimetria tiende a desaparecer. En ambos sistemas
se observan pequenas desviaciones a medida que es variado el pardmetro de desorden orien-
tacional definido por p como la probabilidad de tener segmentos que conectan dos esquinas
dos esquinas orientados hacia arriba o hacia abajo, dicho parametro puede tomar valores
p = 0.0,...,0.5. Esto se ilustra en el recuadro de la fig. (a) y (b). Es importante notar
que a estas escalas de energia y con tal distancia de separacién entre esquinas, los efectos
de desorden no son muy notorios.

En las figs. y se pueden observar las funciones de onda, |¢(z, y)|? para sistemas con
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Figura 3.4: (a) Espectro de conductacia 7' como funcién de la energia £/ E; para un sistema
dispersivo con L = 3.0d. Cada curva representa a un sistema distinto, con L = 3.0d y
p = 0.0,...,0.5. (b) Espectro de conductacia T como funcién de la energia E/FE; para un
sistema dispersivo con L = 4.4d. Cada curva representa a un sistema distinto p = 0.0, ..., 0.5.



30 Capitulo 3: Transporte en guias de onda con esquinas en sistemas abiertos
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Figura 3.5: Amplitudes de las funciones de onda, |¢)(x,y)|? correspondientes a la energia
E = 0.8874F} de un sistema dipersivo con 20 esquinas N = 20 y con una ancho de terminal
semi-infinita de D = 5d, asi mismo la distancia entre esquinas fue tomada como, L = 3d
en unidades de la distancia tranversal d del sistema interno. En cada sistema fue variado el
pardametro de desorden orientacional p, es decir; (a) p = 0.0, (b) p = 0.1, (¢) p = 0.2, (d) p

=0.3, (e) p =04, (f) p = 0.5,

L =3.0d y L =4.4d. En cada sistema fue variado el pardmetro de desorden orientacional
p generando distintas configuraciones de guias de ondas, ilustrando la robustez ante el des-

orden orientacional mediante variaciones de los niveles de energia en el orden de milésimas
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en E/E;.

a0 100 150 200 250 300 350 400

a0 100 150 200 250 300 350 400

a0

a0 100 180 200 250 300 350 400
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a0 100 140 200 250 300 350 400

Figura 3.6: Amplitudes de las funciones de onda, [t(x,y)|? correspondientes a la energia
E = 0.9440F; de un sistema dipersivo con 20 esquinas N = 20 y con una ancho de terminal
semi-infinita de D = 5d, asi mismo la distancia entre esquinas fue tomada como, L = 4.4d en
unidades de la distancia tranversal d. En cada sistema fue variado el parametro de desorden
orientacional p, es decir; (a) p = 0.0, (b) p = 0.1, (¢c) p = 0.2, (d) p = 0.3, (e) p = 0.4, (f)
p=0.5.
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3.4. Efecto de acoplar terminales a sistemas dispersivos

Los resultados obtenidos en la seccién anterior, donde el sistema dispersivo esta
representado por un sistema que es localmente periédico, muestran que la conductancia
adimensional se ve afectada por la distancia entre esquinas, provocando una asimetria en
la banda de niveles, asi como anchuras finitas en cada pico de transmitancia. Una interpre-
tacion, fisica de este fenémeno es debido al acoplamiento de terminales al sistema. Como
se puede observar en la fig. |3.3| el espectro obtenido del sistema interno con terminales aco-
pladas no es simétrico como se esperaba, pues es bien sabido que en sistemas periddicos se
obtiene un espectro de energias tipo coseno (relacién de dispersién) que es simétrica. Exis-
ten estudios de transporte en sistemas mesoscépicos que abordan este tipo de situacién, los
cuales se apoyan en la definicién de una funcién de Green. Esta funcién permite entender
las diferencias producidas al acoplar terminales a un sistema interno.

El concepto de la funcién de Green aparece en muchas areas de la fisica, tales como la
teoria de circuitos, teoria electromagnética y sistemas mecdnico cuénticos. A continuacién
vamos a resumir brevemente algunas de las propiedades de esta funcion. Se trata de un
kernel integral que nos da la respuesta en cualquier punto dentro de un conductor debida
a la excitacién en cualquier otro punto. Si la respuesta denotada por un vector R, estd
relacionada con la excitaciéon X a través del operador diferencial D,,. representado de la

siguiente manera

Dy, R = X. (3.6)
Asi, la respuesta se puede expresar como
-1 -1
R=D,; X =GX donde G=Dg,. (3.7)

Para ilustrar la manera de obtener una funcién de Green se empleara la ecuaciéon unidimen-

sional de Schrodinger (2.13)) (estacionaria),
Hiy = FEy, H=-V? (3.8)

esto es

(B — H)(z) =0, (3.9)

reescribiendo (3.9) en términos de la funcién de Green se tiene lo siguiente,

<E + 88;) Glz,7') = 6(z — '), (3.10)
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que es justamente la ecuacion de Schrodinger excepto por el termino §(x — 2’) en la derecha
que representa la fuente. Fisicamente, se espera que para una excitacién en algin punto, se

generen ondas viajando hacia afuera del punto de excitacion,
G(z,2') = AT explik(xz — 2)], = >/, (3.11)

G(x,2") = A” exp[—ik(x — 2')], z <42/, (3.12)

estas dos soluciones se pueden reescribir de la siguiente forma

Gl (z,2') = —% explik(x — )], = >41/, (3.13)

Gz, 2') = %exp[—ik(x -], z<4a, (3.14)

donde G® y G4 representan funciones de Green retardada (ondas saliendo de ') y avanzada
(ondas entrando a '), k = VE y v = 2/E. En general la funcién de Green (retardada) se
representa por,

GR(z,2')=[E— Hs+in] . (3.15)

Se ha introducido el pardmetro n para evitar singularidades en la funcién de Green.

Como ya hemos notado la funciéon de Green se puede escribir de la siguiente manera
GE=[(E+in) — H . (3.16)

En nuestro caso este formalismo se empleard en la descripcién de un sistema conectado a
una terminal a la izquierda de tal forma que el sistema esté abierto. Reescribiendo la funcién

de Green se tiene
1
Gy Gy E+in)l — H
ar_ G G _ (! ”1 £t . (3.17)
G Gy T EI — H,

Las matrices 71 representan los acoplamientos entre el sistema y la terminal. Ahora vamos

a derivar una expresion explicita para la submatriz G5 ya que es la parte en la que estamos

interesados

E +m)I — H, Gy Gy 1 0
( in) t Tt t t _ 7 (3.18)
Tt+ EI—HS Gst Gs 0 1

obteniendo las siguientes dos ecuaciones

(B +in)I — Hy] Gts + [1] Gs = 0, (3.19)
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y
[(EI+ H| G+ [17] Gis =1, (3.20)
de se obtiene
Gis = —QtRTth (3.21)
donde
gf = [(E+in)I — H]™", (3.22)

que corresponde a una funciéon de Green para una terminal semi-infinita, de esta manera se

tiene
G, = [EI — H, — 7'{"957}]_1 , (3.23)
reescribiendo
Go=[EI-H,— %", (3.24)
con
YR = rtgln = A +iy. (3.25)

Para el caso de una terminal multimodal semi-infinita la funcién de Green toma la forma
>R = rfn Z Xm (ti) expl+ikp, (z — ') xm(t5), (3.26)
met
donde x,, es un vector que representa las componentes de la funcién de onda en las ter-
minales que conectan al sistema interno. La variable k,, indica el vector de onda, m es un
indice de modo y t;, t; son las terminales donde i y j corresponde a indices que indican si

la terminal es izquierda o derecha.
SR = A +iy. (3.27)

De manera que la funcién de autoenergia % es una funcién complejaﬂ donde la parte
real de % describe correcciones al espectro de energias y la parte imaginaria describe las

anchuras. Para la parte real se tiene,
Ey = Ey + 2t cosk + Re(2%). (3.28)

Se verifica que las anchuras dependen de la energia con una formula semi-circular. Hasta
ahora no conocemos la matriz de acoplamientos 7¢, falta hacer un ajuste para tener una

aproximacion correcta del espectro.

3Ver apéndice
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3.5. Matriz de dispersion y su relaciéon con la funcién de

Green

En esta seccion se presenta una forma de expresar los elementos de matriz S en
términos de la funcién de Green [55]. Considerando un sistema dispersivo que conecta con
dos terminales, por una de las cuales se envia una onda incidente generada en la terminal
izquierda (terminal I) la cual se transmite parcialmente hacia la terminal derecha (terminal
D) y definiendo x; = 0 como la posicién donde se acopla la terminal izquierda con el sistema
dispersor, tendremos una funciéon de Green Gg ; definida entre la interface x; =0y 2p =0
esto es:

GB1(ypiyr) = GM(ep = 0,yp; 1 = 0,y7). (3:29)
Una manera sencilla de escribir la matriz S considera tnicamente el sistema de dos termina-
les acopladas, suponiendo que es posible despreciar la coordenada y (dimension transversal)
de manera que el sistema se considera unidimensional. Un pulso generado en x; = 0 produce
una onda cuya amplitud denotamos por A; lejos del conductor y otra amplitud de onda

A}r viajando hacia el sistema interno donde es dispersada hacia las diferentes terminales,
GR; = 0prA; +spiAjf, (3.30)
de donde ST, es la matriz de dispersién y amplitudes estén relacionadas por

—1

Af =A; = (3.31)

hvp’

y la matriz de dispersion del sistema Sp; queda relacionada con la anterior como
Spr = Spivvp/vi, (3.32)
y resolviendo para Spr de se tiene,
Spr = —dpr + ihy/vpriGE,. (3.33)

Esta ultima expresion denota la matriz de dispersion en términos de la funcién de Green.

3.5.1. Matriz de dispersion para terminales multimodales

Si se consideran terminales multimodales, los detalles respecto a los de las termi-

nales unimodales (3.30|) cambian ligeramente,

Ghiyiyn) = Y 3 [mnAn, + Sy Enlup), (3.34)
mel neD
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de (3.31)) se tiene que la amplitud toma la siguiente forma,

R i:
AL =A, = o Zm(yp), (3.35)

también
S = Spm N Vm/Vn, (3.36)

sustituyendo en la funcién de Green (|3.34)),

GBrlypiy) =D > [ mn <m m(yp)> + S (%Em(%))] En(yp),  (3.37)

méel neD

arreglando esta 1ltima ecuacién se tiene,

Un
Ghilypsy) =Y. > thn (yp) [&nn,/y + Snm:| Xm (Y1), (3.38)

méel neD

asi los elementos de la matriz de dispersion S, para terminales multimodales pueden escri-

birse en términos de la funcién de Green de la siguiente manera,

S = = omum + i/ [ [ 0GB yps )y, (3:39)

Asi se ha introducido la matriz de dispersiéon en términos de una funcién de Green tanto
para sistemas 1D como para sistemas 2D donde la funcién real x,(yp) describe los modos
transversales. También se ha calculado la funcién de Green retardada G® la cual es usada
para describir los efectos, que surgen al acoplar terminales semi-infinitas a un sistema dis-
persivo, es decir, estos efectos son incorporados a través de la funcién de autoenergfas %,
por lo tanto se tiene que G = [ET — H, — X7].

En este capitulo, se han explorado algunas configuraciones de sistemas abiertos es decir,
sistemas de guias de ondas, en los que se han acoplado terminales semi-infinitas. Diferen-
tes arreglos arrojan que la simetria de los espectros de conductancia como funcién de la
energia se ven afectados, se ha encontrado que tales efectos son causados por dos factores,
(i) la distancia entre esquinas o sitios que conforman la guia de ondas y (ii) el acoplamiento
de terminales semi-infinitas. Habiendo estudiado los efectos de acoplar terminales a nues-
tro dispositivo central, el resto de este trabajo podra enfocarse en disenar exclusivamente
sistemas centrales cerrados. Este diseno inverso arrojara arreglos correspondientes a un es-
pectro deseado. Posteriormente se podran incorporar los efectos que hemos descrito en este

capitulo.



Capitulo 4

Diseno inverso de cadenas finitas

Los problemas inversos pueden tener grandes aplicaciones en diversas areas de la
Fisica. Aqui nos interesa estudiar el disefio inverso en problemas pertenecientes al estado
solido, cristales foténicos [56,57] y redes épticas [58,59]. Estos ejemplos cubren rangos de
escalas que van desde los sistemas mesoscépicos a sistemas nanoscépicos. En particular es de
gran interés el disenio inverso de redes unidimensionales con sitios idénticos, asi como carac-
terizar el espacio de todos aquellos Hamiltonianos de enlace fuerte que producen un espectro
finito determinado. Sin embargo, es importante mencionar que existen trabajos relaciona-
dos con gréficas cuanticas que tratan problemas similares, pero a pesar de las marcadas
similitudes existen marcadas diferencias. Entre ellas encontramos las graficas cuanticas que
son sistemas 1D y son descritas por un operador Laplaciano definido sobre los vértices de
la gréfica, por lo que el transporte evanescente no es posible, en contraste con los sistemas
2D que ya hemos estudiado. En trabajos previos, se ha revisado el mecanismo de atrapa-
miento en geometrias abiertas [21] y que han dado lugar a la aplicabilidad de modelos de
enlace. Es preciso mencionar que el problema inverso se puede abordar de dos maneras: la
primera por la via analitica y la segunda por la via de los métodos numéricos, esto arroja
que la dimensionalidad del espacio de soluciones, corresponde a una familia de sistemas
que son isoespectrales, permitiendo tener una vision general del espacio de acoplamientos.
Dicho método generara relaciones de recurrencias que involucran el tamano del sistema, las
energias correspondientes y los acoplamientos. Esto nos permitira escribir sus soluciones en

forma de acoplamientos determinados por un espectro preescrito.

37
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4.1. El problema de diseno inverso en modelos de amarre

fuerte

En esta seccién se abordara el problema de isoespectralidad como una clase de
equivalencia continua. Dado un Hamiltoniano se encontrara una familia isoespectral a través
de un conjunto de parametros continuos. La estrategia es escribir un operador que dependa
de los acoplamientos del sistema y operar sobre este con transformaciones de similitud para
finalmente reconstruir el Hamiltoniano generado. Por otro lado se presenta la solucién del
problema inverso de sistemas de cadenas lineales de sitios con acoplamiento a primeros
vecinos. Trabajaremos con sistemas de sitios idénticos. Es importante mencionar, que este
tipo de modelos se caracterizan, por ser matrices tridiagonales que pertenecen a una clase
mas amplia, es decir a las llamadas matrices de Jacobi. Existen trabajos relacionados con
este tipo de matrices que implementan la solucién del problema inverso [60]; sin embargo,
la solucion propuesta en la literatura existente estd basada en la suposiciéon de dos espectros
conocidos y dos Hamiltonianos de tamano diferente que pertenecen a una misma secuencia.
La combinacién del teorema de entrelazamiento de niveles y la forma de la funcién espectral,
permite determinar los elementos ya sea de uno u otro Hamiltoniano. Lo anterior muestra
una diferencia en la forma de abordar el problema inverso, en nuestro caso el problema se
acota al conocimiento de un solo espectro, que recae en la existencia de infinitas soluciones.
Por lo tanto la determinacién del espacio de soluciones se suma como una nueva contribucién
a lo existente en la literatura.

A continuacién se desarrolla una metodologia, con el propédsito de clasificar todos aquellos
sistemas isoespectrales en el espacio de acoplamientos de cualquier dimensiéon. Comenzando
con la notacién matemadtica, aqui se emplean unidades A = 1, y se denota por N + 1 al
numero de sitios o bien el tamano de los arreglos, se supone que cualquier estado |¢) se puede

escribir como una superposicién de un conjunto completo de estados localizados (dtomicos)

n),
N+1

@) = ¢uln). (4.1)
n=1

Cada sitio de la red permite un estado localizado o funcién de onda evanescente (z|n) el
cual puede ser descrito por las funciones conocidas como de Wannier [61,/62]. Los estados

atomicos |n) pueden trasladarse a través del operador unitario de traslacién T,

Tln)=|n—1),  T'n)=|n+1). (4.2)
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Notemos que los elementos de matriz del operador de traslacién T se pueden obtener en
términos de la base de sitios {|n) }, esto es (n|T'|m) = 0y, m—1. También se define la observable

N asociada con la etiqueta del sitio n en la base discreta,
Nn) =nln),  (n|N|m) = né,m. (4.3)
Para una funcién F' del operador N y tomando en cuenta las anteriores definiciones se tiene,
F(N)|n) = F(n)|n) = Fy|n),  F(N)T|n) = F(N)|n —1). (4.4)

En cadenas de sitios idénticos, con acoplamientos variables a primeros vecinos siempre se

puede reescribir su correspondiente ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo como,
H|o) = Brlox) = [FOOT + THFH (N | |on), 1<k <N+ 1, (4.5)

de (A.2) se puede identificar que H es un Hamiltoniano de enlace fuerte con acoplamientos

primeros vecinos, donde F (N ) representa el acoplamiento,
H = F(N)T +TTFH(N). (4.6)

Se debe tomar en cuenta que F (N ) contiene informacién de la variable de los acoplamientos,
y por lo tanto F(N ) representan funciones reales, o bien acoplamientos que son exclusiva-
mente reales y positivos, dependiendo de su ubicacién en el arreglo. Se puede reescribir la
ecuacién de Schrodinger en términos de la expansién |¢y) = ZNH #%|n), obteniendo
la siguiente ecuacién de recurrencias,

N+1

Higy) = zw[ N + TN | ) (4.7)

N+1

= Z% (n—1)|n —1) + F*(n)|n + 1)]

N-‘rl

= Z [¢7’§+1F(n) + Gn_1 F*(n — 1)} n)

n=1
N+1

de esta manera, la ecuaciéon de Schrodinger es equivalente a

Ekgbn ¢n+1F +¢n1n1, 1<E<N+1, 1<n<N+1, (4.8)
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aqui n y k son indices de sitio y de eigenvalor. Debido al hecho de que nuestros sistemas son
finitos, se deben agregar algunas condiciones de frontera ficticias (condiciones de Dirichlet)

en las relaciones anteriores,
Po = dn+2 = 0. (4.9)

De la misma manera en los extremos de las cadenas, se agregan las condiciones de acopla-

mientos, es decir estos deberdn desaparecer,
Fo=Fny1=0. (4.10)

Las anteriores restricciones, permiten establecer las condiciones que deberd satifacer una
cadena de sitios idénticos; de esta manera el bloque fisico del sistema queda conformado
por acoplamientos distintos de cero del operador F(N ). El interés se centra tinicamenete en
cadenas completamente conectadas, por lo que se exige que F,, # 0 para 1 < n < N, de otra
manera se tendrian situaciones en las que dichas cadenas estarian segmentadas. Adicional-
mente se debe mencionar que N puede ser arbitrariamente grande. De las consideraciones

anteriores, emergen dos importantes proposiciones que son mencionadas a continuaciéon. La

primera de ellas,

Proposicién 4.1.1. Si Ey, € o(H), entonces —Ey € o(H), es decir o(H) es simétrico

alrededor del origen.

Prueba. Para probar esto multiplicamos por (—1)"Jrl en ambos lados de 1’ y definiendo
Yk = (—1)"¢k se obtiene

— Epf =k F 4k FF L 1<E<N4+1, 1<n<N+1L (4.11)
Lo que implica que [¢b;) = > ¥K|n) es un eigenestado de H con eigenvalor —FEj,. O
Como un simple corolario se tiene,
Corolario 4.1.1.1. Para N par, 0 € o(H).

Es decir, que al menos una Ej deberia desaparecer Fj = 0. Otro resultado intere-
sante aqui deriva de la naturaleza de la funciones de onda en conexién con los acoplamientos.

Sea H otro Hamiltoniano de amarre fuerte definido como,

Proposicién 4.1.2. Sea H = F(N)T+TTFt(N) = |F(N)|T+T|FT(N)|, con |F(N)||n) =

|Fy||n). Entonces o(H) = o(H)
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Prueba. La prueba estd dada a través de una simple transformacién de norma, es decir F;,

se permite que sea complejo. Esto es,

n—1
E,=e°|F)), A=) 45, (4.12)
j=1
multiplicamos a ambos lados de (4.8) por e?*»
Ey(e'ngh) = Fu(®migp 1) + Fr_q (1), (4.13)
de esta relacién notamos que el nuevo estado
N+1 '
W) = ) e Anokn), (4.14)
n=1
para un Hamiltoniano H con energia Fj. ]

Las anteriores proposiciones, nos permiten trabajar con acoplamientos F;, reales
y positivos. Sin embargo, siempre es necesario evitar que en los sistemas se formen lazos o
loops, para evitar la aparicion de fases no deseadas, producidas por los campos magnéticos
que se generarfan (corrientes persistentes en lazos). En resumen, el problema inverso que se

afronta, debera de cumplir con los siguientes puntos:
» Tener un espectro o(H) arbitrario pero simétrico.
= Un conjunto de acoplamientos F), reales.

» Un arreglo arbitrario, pero finito (N + 1).

4.1.1. Las multiples soluciones del problema inverso con acoplamientos

variables

En la solucién del problema inverso, aplicado a cadenas lineales de sitios idénticos,
es necesario obtener una clasificacién de todos aquellos Hamiltonianos que poseen un mismo
espectro. En esta seccién se determinara el espacio S para todos los posibles Hamiltonianos
de enlace fuerte, y que siguen los requerimientos de las secciones previas. Observaremos
que esos espacios se caracterizan por érbitas generadas por operadores lineales, que ademas
no cubren el espacio completo de matrices unitarias (N + 1) x (N + 1), U(N + 1) debido

a la restriccion de vecinos cercanos. Veremos que la transformacion de norma definida en
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no son mas que una parte trivial de §. Para un entero positivo n, U(n) es el grupo
de matrices unitarias n x n, definiendo asi la clase de equivalencia de H bajo operaciones
unitarias como Uy = {UHUT|U € U(n)}. Por otro lado, para un espectro fijo se tiene la
clase de equivalencia de H dentro de los modelos de primeros vecinos denotada por Sy que

satisface

UM € Sy c Up(N + 1), (4.15)

de donde las contenciones son propias, excepto para N = 0 o acoplamientos nulos.

Para hacer la clasificacién de todos los Hamiltonianos H que son isoespectrales a H se
introducen dos operadores auxiliares A(N) y X de donde A(N) contiene la informacién de
los acoplamientos F'y X conecta con todos los Hamiltonianos isoespectrales de una cade-
na homogénea, ver el diagrama fig. {.I} por lo tanto se requiere conocer el Hamiltoniano
de enlace fuerte H en términos de los operadores lineales A(N). Aqui el operador A(N)

representa una matriz con elementos tinicamente en la diagonal,

A0 ... 0

1o .- :

AN)=| . , (4.16)
0 ... 0 Anyg

los Hamiltonianos H y H se pueden escribir en términos de los operadores A(N )y A(N )

como sigue,
H = A(NYHoA'(N),  H=AN)H)A'(N), Hy=T+T", (4.17)

donde H[l] representa el Hamiltoniano de una cadena localmente peridica.

Ahora se determinaran las condiciones para el conjunto de acoplamientos pertenecientes a

un mismo espectro de energias o(H) y para un cierto H, es decir todas las funciones F'(N)

y para ello reescribimos H definido en (4.17)) como sigue,
A(N)HoAT(N) = A(N)AT(N + )T + TTA(N + 1)AT(N), (4.18)
notemos que

TANN) = ANN +1)T, (4.19)

Nos referimos a cadenas finitas de estructura homogénea como cadenas localmente periédicas
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se puede identificar de 1' los acoplamientos en términos del operador A(N ),
F(N)=AN)AY(N +1),  F'(N)=A(N +1)A"(N), (4.20)

de manera que los acoplamientos pueden ser obtenidos por transformaciones laterales ac-
tuando sobre un Hamiltoniano de cadena homogénea Hy. Por otro lado de la expresién
(4.20) es posible obtener los elementos de A(N) en términos de los acoplamientos a través

de la siguiente relacion recurrencia,
F, = AA; 4, (4.21)

donde A(N)|n) = Ay|n). En forma polar se pueden expresar en la manera A, = |A,|e, F, =

| F, |eifn

’Fn‘ = ‘AnHAn—l—l‘a fn = 0p — Qn+41- (422)
Las soluciones son
n—1
an=Y_f; foeR (4.23)
j=0

Debido a que los acoplamientos de H son siempre reales y positivos la recurrencia se puede

escribir en términos de F), como sigue,

FoFy_oF, _4...

, 4.24
Fp1Fp3... (4.24)

An—l—l =

o bien,

[Ti—o Frno2k—141
szo Fr_op
Hk:o Fn72k

Hk:() Fn72k:71A1 )

, sinpar, con 1<n<N, A € R\{0}
An+l =

si n impar.
De esta forma siempre podemos construir operadores A(N ) conociendo los acoplamientos
de H de enlace fuerte. Una vez que se ha determinado el operador A(N ) para una F' dada,

también se puede obtener su inversa, tomando en cuenta la restriccion en el bloque fisico,

es decir la condicién de invertibilidad de A(N ) en el subespacio de la cadena,

A

AT R)A(N) = A A (W) = 1ys, (4.25)

donde 1x41 es la matriz identidad (N + 1) x (N + 1).
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Ahora se encontrard una forma de generar de manera continua la clase de equivalencia de
un Hamiltoniano dado. Supongamos que para cierto H tenemos o(H) = o(H), entonces

debera existir una matriz unitaria U que conecta H y H. Debemos determinar U tal que
H = A(N)HyA(N) = UHU" = UA(N)HyA(N)UT, (4.26)

para arreglos finitos se puede usar el proyector 1y 1)x(n+1) Y O fuera del espacio de la

cadena entonces:
A(N) = PA(N) = A(N)P, con P =P!=p2 (4.27)
similarmente para A(N ), por lo tanto,
A(N)HoA(N) = A(N)PHyPA(N), (4.28)
despejando se obtiene,
PHyP = A"Y(N)UA(N)(PHoP)A(N)UTATY(N), (4.29)

la expresién anterior se puede escribir en la siguiente manera,

PH P = X(PHyP)XT, X=AYNUAWN), X' =AW UTAT(N)TL, (4.30)
de esta manera X deja invariante el Hamiltoniano localmente periédico PHyP. Debemos
notar que la matriz X podria ser no unitaria, ya que el espacio de soluciones esta mas alla
del conjunto de todas las simetrias de cadenas periédicas por lo que la validez de (4.30)) esta
limitada al bloque fisico de dimensiones N + 1. En lo siguiente se determinaran todas las

matrices sujetas a (4.30]), serd suficiente con analizar cadenas localmente periddicas.

La matriz X

Para hallar la matriz X, vamos a calcular los elementos de matriz a partir de nuestros
operadores en las eigenbases de P(T + TT)P, empleando estados |k), es decir se emplea la
base {|k)} de cadena finita homogénea,

k) = e n) = (nlk)n), k=1,.,N+1, (4.31)

n

donde |k) son eigenestados de Hy con funciones de onda (nlk) y eigenvalores Ej de H

conocidas (de hecho (n|k) estd relacionado con el kernel de Dirichlet), de donde k es el
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vector de onda. Es importante mencionar que en cadenas infinitas, estos estados representan

ondas de Bloch |k) lo cuales estan definidos, como la suma dos ondas de paridad opuesta

lim (|k) £ilk+1)) = |&5), (4.32)

N—oo

de modo que el dominio de x es

k— Nt1
K= ]\;im ( N2 )W, K € [—m, 7], (4.33)
—00
de donde
(n|k) = Net | —oco < n < oo, (4.34)

aqui \V es el factor de normalizacién.
Por otro lado los eigenestados |k) estan determinados hasta por una fase que puede depender
del nimero cuantico a(k). Por ello, la matriz X debe ser diagonal en la base {|k)} ver (4.30))

y contener fases dependientes de k. Se tiene la siguiente expansion
X =) |k)(kle®. (4.35)
k
Los elementos de matriz de X en la base combinada son
(n|X|k) = (n|k)e®), (4.36)

donde a(k) representa el parametro libr que genera todos los posibles H que son isoes-
pectrales a H. Ahora se expresa el Hamiltoniano libre Hj en una base combinada de |k)

como sigue,

(KIX (Ho) XTK) = D" (K| X |m) (m|P(Ho) Pln) (nl XIF) = By (437)
n,m
De la expresion (4.37]) se puede ver que la matriz X se puede escribir en términos de la base
combinada Xj.,,, = (k|X|m) lo que constituye una matriz que diagonaliza Hy. Esto deja la
posibilidad de que X sea unitaria, pero algo méas general a escoger son [X ,P(T+T T)P] =0
y (XXt —1)P(T + TT)P = 0, obteniendo

XXT=1+P, P(T+TH=(T+THP =0, (4.38)

2En el limite N — oo esas fases estdn conectadas a problemas donde las funciones de Wannier son més
localizadas. En arreglos lineales este problema ha sido resuelto.
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que es mas general que una condicién de unitariedad. Notemos que el proyector Py actuando
sobre el espacio nulo Hy existe cuando N es par, dejando N + 1 impar y al menos un
eigenvalor deberia desaparecer ﬂ Para el prop6sito que se busca (N general), escoger
es razonable, puesto que contiene el niimero suficiente de pardmetros a(1),...,a(N +1). Por
otro lado de (4.30) se tiene la condicién U = A(N)XA~(N) con U unitaria. Esto implica

las siguientes reestricciones
(A_l)TXUiUIXA_l —UU =1y41, XX =1y, (4.39)

ademas,

ATA = XTATAX. (4.40)

Podemos notar que dada la matriz AT(N)A(N), es posible construir todas las posibles
AT(N)A(N) escogiendo una matriz especifica X que a su vez equivale a escoger las fases
a(k). Sin embargo, se restringe sélo a posibles operadores X que pueden ser seleccio-
nados como se mostrard en lo siguiente. Es importante notar que si H y H son isoespectrales
en efecto A(N) y A(N) satisface . Por otra parte no es verdad que para otro par A(N)
y 121(]\7 ) escogidas arbitrariamente tengan que estar relacionadas por dicha ecuacién, es de-
cir no existe una matriz X que las relacione como en la forma (4.40|) por esta razén deben
existir ciertas restricciones que la matriz X puede tomar, lo cual se reduce a una restriccion
de sus fases o’s.

Cuando calculamos los elementos de matriz en ambos lados de con la base combinada
se tiene,

AnP8n = D (nlX[k)(lm) (m| AT AJm) (m/|K') (K| X T

mym! kK

= Y e EN k) (k|m) (m k) (K |n') | A (4.41)
m,k,k!

La diagonal de representa las érbitas de un vector con componentes \flm\Q, m =

1,...,N + 1 bajo la accién de un operador que depende de los pardmetros a(k). Por otro

lado, los elementos fuera de la diagonal restringen las posibles a’s como funcién de fl(N )

de manera que s6lo algunos pares de A(N ) ,fl(N ) pueden estar relacionados de acuerdo a

la restriccion

> sen(a(k) — a(k))(n|k) (klm) (m|k) (k' |n)| A,]* = 0, (4.42)
k,k'm

3 Py deber4 ser un ket bra con eigenvalor cero de T'y T del estado de cero energfa en una cadena periédica.
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que, debido a la condicién de acoplamiento reales representa la parte imaginaria de (4.41)) la
cual se anula. Aislando los factores de fase en (4.41) y expresiandolos en términos de A(N )

y A(N), se tiene

silaB)—a)] _ _n [An*(Kln) (nlk) (4.43)
2 [Am * (k|m) {m|k)

que establece otra restriccién sobre A(N) y A(N) en la forma

2 2

D (AP (k[m) (m[k)| (4.44)

D [Anl*(Kln) (n]k)

n

También ocurre que, de acuerdo con , la parte imaginaria debe desaparecer porque
su lado derecho es real. Por tanto para cada «(k) debe existir k" tal que a(k) = —a(k’)
reduciendo el nimero de pardmetros a la mitad (N +1)/2. Ademds de estas restricciones es
posible extraer otras partiendo directamente de X = A~'UA. En particular |det(X)[> = 1
es decir |det(A)| = |det(A)| ver diagrama fig. Se obtiene

N+1 N+1

I114.17 = I 14nl*. (4.45)
n=1 n=1

Un gran nimero de restricciones adicionales pueden derivarse de . A través de los
calculos anteriores, hemos determinado las érbitas en el espacio de matrices que conectan
todos los modelos isoespectrales, caracterizando asi S(H). Este gran nidmero de restric-
ciones puede derivarse de ; para expresarlos mas transparentemente en términos de
los acoplamientos, analizaremos la ecuacién secular det(E — H) = 0, det(E — H) = 0 en
la siguiente seccién. Vamos a concluir esta secciéon resumiendo que el problema general de
isoespectralidad en Hamiltonianos de amarre fuerte con sitios idénticos puede reducirse al
problema isoespectral de cadenas que son localmente periddicas por medio de una serie de
transformaciones representadas por medio de la matriz X . Entonces, variando X se pueden
obtener todas las posibles 6rbitas de una matriz A'A por medio de la relacién de equiva-
lencia XATAXt = ATA = AT A[a], es decir, se trata de una funcional de a. El paso final
consiste en una reconstrucciéon de F' usando una vez méas F,, = |A,||An+1], donde las fa-
ses adicionales son irrelevantes debido a . En la generacion de nuevos acoplamientos

F,, interviene unicamente la variacion de todas las posibles a’s. Nuestro procedimiento se

muestra en el diagrama fig.
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TA=XATAXT ~
A(N)AA XATAX A(N)

Fn = AnA% Férmula (4.24)

F(N),H%F(N%H

Figura 4.1: Diagrama de los mapas entre Hamiltonianos tridiagonales isoespectrales (fila de
abajo) y su caracterizacion en términos del operador X (fila superior).

4.2. Soluciones exactas para cadenas cortas

Una manera simple de estudiar el problema inverso es a través de sistemas de
cadenas cortas (cadenas finitas con pocos sitios), empleando el acoplamiento a primeros
vecinos F'. El operador Hamiltoniano en (4.6]) se escribe como sigue,

N—-1
H=FEy+ Y Fafln){n+1|+h.c}, (4.46)

n=1
donde Ej es la energia en sitio. Se observa que las constantes de acoplamiento corresponden
a elementos de matriz que pertenecen a las diagonales secundarias; esto puede verse de la

siguiente forma en una base {|m)} de sitios,
(m|H|m') = Epnbmam + Fomms1 + Fomitm- (4.47)

El abordar este problema donde la dimensionalidad de los sistemas es baja, permite obtener
las restricciones asociadas analiticamente y adicionalmente ilustrar de manera sencilla la
multiplicidad de las soluciones para la descripcién de nuestro problema inverso.

En esta seccién se estudia la isoespectralidad (i.e. sistemas que poseen un mismo espectro
de energias) en cadenas unidimensionales con 3,4 y 5 sitios acoplados. Para cada caso se
obtiene el dominio donde las cadenas son isoespectrales, en el espacio de acoplamientos F's.
En cada caso la dimensién de los parametros libres es N + 1. Por comodidad restamos la
energia en sitio, ya que es proporcional a la identidad. Trabajaremos asi con el operador

H — Ey, la ecuacién secular es

det [H — (Ey — \)] =0, (4.48)
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4.2.1. Dominio de sistemas isoespectrales en cadenas de tres sitios

En cadenas de tres sitios N + 1 = 3 o bien tres esquinas idénticas y dos acopla-

mientos, en este caso F y F». El polinomio caracteristico de es,
det(H — (Eg — X)) = A\? — F2 — F3) =0, (4.49)

y su espectro de energias o(H) en términos de los acoplamientos F} y F» estd dado por,

o(H) = {—\/F2 + F3,0,\/F2 + F}), (4.50)

de donde hemos definido Ey = —FE5, E1 = 0, es decir el espectro de energias es simetrico

alrededor de 0. El domino de los sistemas que son isoespectrales con dos acoplamientos es,
F? 4 F? = cte. (4.51)

Es importante notar que el espacio de soluciones en cadenas de tres sitios, arroja una familia

completa de sistemas que tienen un mismo espectro. En la fig. [£.2] se muestra el dominio en

F

F,

Figura 4.2: Se muestra el espacio de acoplamientos F; y F5 que representan cadenas isoes-
pectrales de tres sitios.

cadenas de tres sitios.

4.2.2. Dominio de sistemas isoespectrales en cadenas de cuatro sitios

En cadenas de cuatro sitios o bien cuatro esquinas idénticas y tres acoplamientos,

Fy, F> y F3, el polinomio caracteristico de (4.48)) es

det(H — (Eg — X)) = M = XN2(F2 + F} + F}) + F}F} =0, (4.52)
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v el polinomio caracteristico en términos de las energias, se obtienen mediante un producto

de la siguiente forma,

3
[ = En) =2 = N(E§ + E}) + E3E} =0, (4.53)
n=0

aqui se considera el siguiente espectro de energias o(H ),
o(H) = {—E1,—Eo, +Eo, +E1}, (4.54)

igualando los coeficientes de las expresiones y (4.53)) se encuentran las siguientes
restricciones,

F? 4 F? + F? = E2 + E3, (4.55)

F2F? = E2E2. (4.56)

El dominio de cadenas de cuatro sitios que son isoespectrales es motrado en la fig. En el

espacio de los acoplamientos, dicho dominio puede verse como la intersecciéon de una esfera

descrita por (4.55)) con el cilindro hiperbdlico de (4.56))

Figura 4.3: En la figura se muestra en contorno rojo la interseccién de una esfera con una
hipérbola, esto representa el dominio de las soluciones sobre la cual los sistemas los sistemas
son isoespectrales.

4.2.3. Dominio de sistemas isoespectrales en cadenas de cinco sitios

En cadenas unidimensionales de cinco sitios o bien de cinco esquinas idénticas y

cuatro acoplamientos F}, Fo, F3 v Fy, se obtiene el correspondiente polinomio caracteristico

de (4.48),
det(H — (Eg — \)) = N> — N(Ff + Fj + F§ + F}) + \(F{Fj + F{Fi + F3F7) = 0, (4.57)
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el polinomio caracteristico en términos de las energias, es mediante un producto de la

siguiente forma,
4
[ = En) = X° = X3 (B} + E3) + \(ETE3) =0, (4.58)

n=0

donde se ha considerado un espectro de energias o(H) como sigue,
o(H) = {—Ey, —E1, —Eo, E1, En}, (4.59)

igualando los coeficientes en A en las ecs. (4.57) y (4.58|) se obtienen las siguentes dos

ecuaciones que relacionan acoplamientos F’s y energias E’s,

F? +Fj+ F; + F} = E} + E3, (4.60)

F{F] + FiF} + F3F; = EiF;. (4.61)

0< Fy <+/E?+ E? (4.62)

En la fig. se muestra la interseccién de las superficies de las ecs. (4.57)) y (4.57) donde

Figura 4.4: En la figura se muestra la interseccién de una esfera con una hipérbola lo que
muestra el dominio de las soluciones (caso de cuatro dimensiones). Notemos que en cada
superficie se ha fijado el parametro Fy obteniendo el dominio de los acoplamientos F' en 4
dimensiones, de esta manera se obtiene isospectralidad en cada contorno de las superficies.

se ha parametrizado el acoplamiento Fy de acuerdo a (4.62)), obteniendo de la interseccion,

el espacio de acoplamientos, donde cadenas con cinco sitios son isospectrales.
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4.3. Ecuaciones algebraicas de acoplamientos y energias

En la seccion anterior, se obtuvo el dominio en el espacio de acoplamientos, en cade-
nas cortas de baja dimensionalidad con N +1 = 3,4, 5 sitios. Se encontr6 que la interseccién
de las ecuaciones de restriccion obtenidas en estos sistemas, proporcionan el dominio para
un espectro de energias dado o(H) y la solucién no es unica, es decir se obtiene que existe
toda una familia de sistemas que poseen el mismo espectro de energias. En este mismo orden
de ideas, la obtencién del dominio de cadenas de muchos sitios, pueden llegar a ser una tarea
dificil de realizar; sin embargo, es posible encontrar su solucién aunque de forma abstracta,
ya que una descripcion gréifica del dominio en el espacio de acoplamientos Fj,, en cadenas
lineales de més de seis sitios ya no es practica, es por esto que es necesario obtener una
descripcién analitica del dominio para cadenas cuya dimensionalidad sea mayor a seis sitios.
En esta seccién se obtendran las ecuaciones algebraicas que relacionan acoplamientos { £, })_,
como variables, en términos de energias o(H) = {Ek}ivjll El procedimiento a seguir, es
analogo al visto en cadenas de pocos sitios, y es deseable construir un algoritmo que permita
generar cada uno de los coeficientes de un polinomio caracteristico, mas adelante veremos
que esto se puede lograr por medio de una recurrencia de orden dos. Para una cadena de
N + 1 sitios, se comienza de la definicién de ecuacién secular. Del Hamiltoniano de enlace
fuerte H (4.48)),

Oy (A) =det(H — (Ep — A)) =0, (4.63)

de esta ecuacion secular se obtiene su correspondiente polinomio caracteristico (), cuya
recurrencia se obtiene se obtiene desarrollando por menores comenzando desde abajo en
(4.63)),

ON(A) = AN 1 (A) — FR®n_2()). (4.64)

Se puede observar que la representa una recurrencia de orden 2 en el tamano del
sistema para los polinomios ®’s, y que contiene ademas la informacién de los acoplamientos
F’s. Otra forma de escribir (constantes de acoplamiento), también otra forma de escribir el
polinomio caracteristico es a través de la siguiente expansién,

N+1 o
Dy(A) =Y AN, (4.65)
j=0

por lo que nos enfocaremos en encontrar los coeficientes A%;. Como hemos visto anterior-

mente, de estos dependen las ecuaciones de restriccion que necesitamos. Para resolver la
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recurrencia necesitamos las siguientes condiciones iniciales,
Do(N) = A, d1(\) =\ — FL. (4.66)

La recurrencia, en términos de coeficientes de expansién, adquiere la siguiente forma

N+1 ‘ N-1 ‘ '
Z NN = Z Ay N = FR Y AL LN, (4.67)
j=0

o bien reescribiendo (4.67)),

N+1 N+1

N—-1
Z AN = Z AGIN = FF D Ay N, (4.68)
j=0
agrupando coeficientes en cada potencia,
Ny =AY - FEAN, 2 < N < oo, 1<j<N-1 (4.69)

La ecuacion representa una doble recurrencia de tamano N y orden j. Para resolver
la recurrencia en dos variables, hay que especificar las fronteras de la red (N,j). El indice
j estd limitado por N + 1, implicando que el primer coeficiente A%“ = 1 representa al
polinomio moénico. Cuando fijamos j = 0 se obtiene la condicién de frontera inferior, y se
encuentra que A —, = 0. Notamos que este coeficiente se encuentra fuera de las fronteras

en la fig. [4.5) -, de modo que este término se anula. Partiendo de se obtiene
A = —F3AS . (4.70)
Cuando j =1 1a toma la siguiente forma,
AN =A% | — FEAL . (4.71)
Cuando j = N la toma la siguiente forma,
AN =AY (4.72)

Notemos que A]_\,l_1 = 0, por lo que haciendo j=0 en 1' arroja una subrecurrencia de

orden 2 que es trivial de resolver:

A = —F3(—F% _o(—F%_,..(—F?)..)). (4.73)



54 Capitulo 4: Diserio inverso de cadenas finitas

e o — G = —— — ———
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N=0 N:l
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max

Figura 4.5: En la figura mostramos el espacio (j, N) donde se encuentra el dominio de las
. 1 . 1% . =2
recurrencias A’;. En color rojo se muestra la relacién para el coeficiente A%, .

Finalmente, cuando N y j tienen la misma paridad derivamos la siguiente condicion,

0, para N par

N—1 N1
(-1)7z T2 Fr_ok para N impar

Es importante mencionar que cuando N = Ny s, en la fig. no se tiene una condicién de
frontera, sino el mero hecho de que Ny, 4, siempre estd fijo durante el proceso. La recurrencia
puede resolverse para una N fija pero arbitraria. Se puede tomar ventaja de que la (4.69))
es de orden 1 en j; sin embargo, resolver consiste en realizar una serie de iteraciones
Ag\,_z en términos de Ag\,_?’, Ag\,_ 4 Y los anteriores términos de Ag\,_5 y asi sucesivamente
como se muestra a continuacién.

Dependiendo de la paridad de N se tiene lo siguiente,
A}V = A(])Vfl - F]%TA]lVfQ (4.74)

o bien
0, para N impar

N o (N—-2)/2
(=1)> l(czo / F(2N71)72k — FyAy_,, para N par



Capitulo 4: Diseno inverso de cadenas finitas 55

desarrollando para N par,

N-2 N—4
N N
N-2
Ay = (_1)N/2 H F(2N71)72k — Fy(=1)7 H F]%/f?)f% + FYFR_oAy_4, (4.75)
k=0 k=0
y reescribiendo esta ultima expresién
N—4 N—-2—-2n
N n—1 Neon 2 ,
Ay = Z (-=1)" H FR_a| (1) H Fy 1 on—ok (4.76)
n=0 =0 k=0

de donde N —2] = N —2n—2 = 2, por lo tanto el valor maximo del indice es n = (N —4)/2.

Para el caso en el que N y j tienen paridad opuesta,
) - o i

de donde el tltimo término se puede reescribir como sigue,

A - ) .
AN =AM 3 — Fy_oAy (4.78)
insertando esto en la (4.77)),
. - - .
Ay =AyC - FJ%IMV—:; + FJ%TF]%/—2AgV—4> (4.79)

y como antes, notemos que el ultimo término coeficiente Ag\,_ 4 se puede escribir como sigue,
‘ - ) .
Ay =MyZ5 = Fy gy g (4.80)
Reescribiendo (4.79))
j j—1 2 AJ—1 2 702 j—1 2 72 2 ]
Ay = ANC — FNAN S + FNFy oAy 5 — FNFN o FN 4Ny, (4.81)

y continuando con este proceso iterativo obtenemos la recurrencia de orden 1 en j como

sigue,
N—j+1
= n—1
. -
Ay = D" [T FRa (4.82)
n=0 1=0

Notemos que j —2 =n—2n — 1, y el coficiente Ag\,__l%_l de la lb se puede reescribir de
la siguiente manera,

N—jtl-2n
P} n'—1

- o
AN op1 = Z (=) AN oo H FR_on_1-a- (4.83)
=0

n'/=0
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De aqui en adelante empleamos la siguiente notacién:

n — no, [ —ly,
n — ni, U — l1,
n — na, " — lo,

nuevamente sustituyendo AN op_1 €1 lb tenemos,

N—j+1 N—jt+1-2n o
2 2 —
j 2
Ay = Z (= HFJ%T—% Z (=)™ AN oo H FR_on1-av (4.84)
n=0 1=0 n/=0 I'=0
arreglando términos tenemos,
N—j+1 N—j+1-2n
A — f n'—1
Ag\[: Z (_1)n Z n+n HFN 2[ H FN 2n—20"—1 AN 2n—2n'—2 (485)
n=0 n/=0

.. .. . j—2
disminuyendo en 1 a j i.e. en el coeficiente A?\772n72n’72 tenemos,

N—j+1 N—j+1-2n N—j+1—2n—2n'

2 2 2
i _ n n+n'+n’
My= D2 (0" > > (D
n=0 n'/=0 n/’=0 (486)
n'—1 n''—1
3
HFN 21 HFN 2n—21'—1 H FN 2n—2n/—21" -2 AN 2n—2n/—2n/ 21" -2
1""=0

de donde podemos observar que la secuencia de indices superiores es:

i
Npj=—J9T° J Zn 0<k<j-—1, (4.87)
v la secuencia de indices inferiores es:
m—1
MmEN—le—2Zni—m, 0<m<j, (4.88)
i=0
{n} = {no,nl,..,nj_l}, 0<j<N+1. (489)
Continuando con el proceso j veces y reemplazando A° _en términos de F’s

N— 221 —o i
finalmente podemos obtener la solucién de la ecuacién de recurrencias de la siguiente forma

0, si N — j par,

J
AN B N, ] OB u ] nm—1 2 . ..
Z{n}J (—1)Z=0™ m=0 {Hl;"_o Fy } si N — j impar.

(4.90)
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Hasta aqui se ha logrado la obtencién de cada uno de los coeficientes A , en términos
de los acoplamientos F’s. Dichos acoplamientos dan forma a cadenas unidimensionales de
N + 1 sitios idénticos, y que ademds puede modelarse con enlace fuerte con acoplamientos
variables F's.

Ahora se obtendran los coeficientes de ®n (), pero en términos de algin espectro o(H)

conocido, {Ek},]f:‘*'ll,
N+1

o,(\) =[] A+ Ep), (4.91)
k=1

de manera que los coeficientes en términos de Ej, que expresa unicamente el polinomio

caracteristico para un espectro dado,

N—j
Ay =TI Br.. B} ={1,.., N+ 1Vis k; # k;¥i # j}. (4.92)

{k;} r=1
Igualando los coeficientes de (4.90) y (4.92), se obtienen las ecuaciones algebraicas que
relacionan los acoplamientos variables F’s con algin espectro de energia dado o bien las

ecuaciones de restriccion que nos dan el dominio de los sistemas isoespectrales,

Nk, P A N—j
Yo (=n==m T | 1T F| =22 11 B (4.93)
{n} m=0 | l;,=0 {k:} r=1

Podemos ver que (4.93) es un conjunto de [|(N + 1)/2|] ecuaciones, dando lugar a un
numero N — [|(N + 1)/2|] = [|N/2|] de variables libres y en consecuencia una superficie

[|N/2|]-dimesiones representando a Sg. Podemos dar solucién a estas relaciones.

4.4. Distribuciones de acoplamientos de espectros aleatorios:

Ejemplos numéricos

El diseno y construccién de cadenas unidimensionales de N sitios idénticos, dado
algun espectro simétrico o(H), juega un papel muy importante en el estudio de una gran
variedad de sistemas, no sdlo periddicos donde los acoplamientos entre sitios F' son constan-
tes, sino que también pueden aplicarse a aquellos sistemas que presentan desorden a nivel de
acoplamiento a primeros vecinos. Lo anterior nos motiva a dar solucién a problemas inversos

de esta naturaleza empleando (4.93)) la cual relaciona acoplamientos F' y energias de algin
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espectro. Las soluciones del conjunto de restricciones pueden encontrarse numéricamente

implementando un método adecuado, por ejemplo el método de Newton-Raphson.

Por otro lado resulta interesante encontrar, sistemas que puedan resolverse analiticamente,
pero esto es cierto para valores pequetios de N como ya se ha mostrado en la Sec. En lo
sucesivo se exploran ejemplos de sistemas con N grandes. Para ello se generan espectros de
energia, caracterizados por tener una distribucién aleatoria. En particular se estudian dos
ejemplos: El primero consiste de un espectro de energias cuya distribucién es Gaussiana es
decir, emula espectros localizados. En el segundo ejemplo, se da una distribucién de energias

que emula una cadena peridédica y cuya relacién de dispersion esta dada por una ley coseno.

En el primer ejemplo se estudia una distribucién normal o también conocida como gaussia-
na [63] la cual queda determinada al fijar su media y su varianza, representando esta tltima
la anchura de la distribucién. Su importancia radica en el interés por modelar espectros
localizados, cuya banda esta bien definida, i.e. sistemas con eigenvalores aproximadamente
degenerados. Esto se puede asociar con sistemas cuasi-integrables y tipicamente los niveles
que emergen estan ubicados alrededor del promedio con una anchura (varianza) bien defi-
nida.

De la solucion numérica de se ha obtenido la correspondiente distribucion de acopla-
mientos P(F) para una distribucién Gaussiana con media < E >= 0, desviacién estandard
o = 0.292 y varianza 0? = 0.085. En la fig. (b) podemos observar que la distribu-
ciéon de acoplamientos se encuentra acotada en el intervalo 0 < F < 0.5, esto debido a
la distribucién normal, el maximo de los acoplamientos se encuentra dentro de una banda
Gaussiana. También podemos ver que el comportamiento asintético en ambas distribuciones
poseen un comportamiento similar. Para P(F') se encuentra que el acoplamiento promedio
es (F') = 0.17 y el acoplamiento més probable es F' = 0.11 lo que nos dice que energias cero
o cercanas a cero pueden dar lugar a acoplamientos F' distintos de cero, ver fig. (b).

El segundo ejemplo es de gran importancia para nuestra teoria general dado el papel que
juega X en . Se sabe que en sistemas periddicos el espectro de energias es una ley
coseno como ya se ha visto anteriormente en el Cap. [2] Sec. 2.4, Nuevamente empleamos
métodos numéricos para la solucién del problema inverso de una distribucion de energias
que sigue la ley coseno cuya media es cero, su desviacion tipica y varianza estan definidas

apartir de ella se obtiene su correspondiente distribucién de acoplamientos P(F'), ver fig.
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T (?) T T 7 T T (l‘)) T T

— <E>=0,0=0292, 6" =0.085] f— <F>=0176,6=0107,6=0011]

P(E)
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Figura 4.6: (a) Distribucién Gaussiana de energfas: < E >= 0, 0 = 0.2921, 02 = 0.0853 (b)
Distribucién de acoplamientos con varianza pequena y promedio no cero: < F' >= 0.1768,
o =0.1073, 02 = 0.0115.

(a) y (b). La distribucién de acoplamientos revela un pico alrededor de F' = 1/2 el cual
corresponde a el valor de acoplamiento mas probable i.e. como en el caso periddico. sin
embargo, también se pueden observar una anchura mostrando que existen otros sistemas
con el mismo espectro pero que no corresponden a sistemas periédicos es decir, que existen
otras posibilidades de acoplamientos que pueden dar lugar a la misma relacién de dispersion
a pesar de la carencia de periodicidad local.

En el diseio inverso de cadenas unidimensionales se ha logrado caracterizar el espacio de
soluciones correspondiente a Hamiltonianos de enlace fuerte que son isoespectrales. En el
caso de cadenas de baja dimesionalidad (pocos sitios) se puede obtener una solucién analiti-
ca exacta a través de las ecuaciones de restriccion. Sin embargo, para cadenas de muchos
sitios (N grandes) lo anterior no es posible, para ello se recurre a la obtencién de ecuacio-
nes algebraicas que relacionan los acoplamientos con las energias de un espectro simétrico.
Finalmente mediante el uso de métodos numéricos se resuelven las ecuaciones de restriccién

para dos distintas distribuciones que son la distribucién Gaussiana y la coseno obteniendo
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4 '|'|(P)|

— <F>=0447,6=0206, 6" =0.042

02 04 06 038

F

Figura 4.7: (a) Distribucién coseno de energias: < E >= 0, 0 = 0.7020, 02 = 0.4930. (b)
Distribucién de acoplamientos con un pico centrado alrededor de F' = 1/2 con anchura
no cero: < F >= 0.4475, ¢ = 0.2060, 02 = 0.0424. El pico representa sistemas que son
periédicos.

las correspondientes distribuciones de acoplamientos. En el siguiente capitulo se disenaran
sistemas de baja dimensionalidad que son isoespectrales asi como ejemplos de problemas

que son exactamente solubles.



Capitulo 5

Diseno espectral en guias de ondas

dobladas

La variacién en la longitud de segmentos en una cadena o guia de ondas con es-
quinas proporciona gran flexibilidad para el diseno y contruccién de diversas geometrias,
de manera que el traslape de los modos evanescentes juegan un papel relevante en la rea-
lizacién de estos sistemas. La manipulacion de dichos sistemas pueden producir, como ya
hemos mostrado, distintos espectros e incluso isoespectralidad. Por otro lado debemos te-
ner en cuenta que el problema de valores en la frontera a altas energias o frecuencias méas
alla del umbral de propagacién, posee una descripcién que no es facil de entender, y que
trae consigo manifestaciones de caosE] [64]. Sin embargo, a bajas energias menores a la de
umbral de propagacion podemos hacer uso de los estados atrapados en guias con esqui-
nas [22,/241/65,/66] cuyos acoplamientos decaen con la distancia en forma exponencial. En
este sentido, la variaciéon de las distancias en los arreglos permite la ingenieria de dichos
acoplamientos con el fin de reproducir o emular un espectro dado. Esta es la solucién a un

problema inverso.

5.1. Problemas con soluciones analiticas

En esta seccion se exploran dos ejemplos, de sistemas exactamente solubles, inclu-
yendo sorprendentemente la solucién al problema inverso correspondiente, i.e. encontrar las

cadenas que producen sistemas algebraicamente solubles. En las tablas 5.1 y [5.2] se da una

'Refiriéndose aqui a las definiciones cldsicas de estos comportamientos v. gr. Golsdtein.

61
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- Osc. de Dirac Osc. finito

Restricciones  {FT,FIT'} = H?,  [FT,F'T'] =2J.,

(FT)>=0 FT =J,
Hamiltoniano H =o,a+ o_al H=J,
Grupo S(2) SU(2)
Espectro {£Vn},en 4,5
Acop. F, vn o or 1 V(I —1)(N+1-n)

Tabla 5.1: Clasificacion de problemas inversos y sus estructuras algebraicas.

clasificacion de estos sistemas.

5.2. Oscilador de Dirac

Originalmente el oscilador de Dirac fue propuesto por M. Monshisky y A. Szcze-
paniak [67], sus propiedades han sido ampliamente estudiadas en diversas dreas de la fisica,
principalmente en ramas de la fisica matemaética [68-72], fisica nuclear [73H75|, 6ptica cudnti-
ca [76H78] y en la reciente realizacién experimental por [79], mediante un arreglo con resona-
dores dispuestos en forma de dimeros y el empleo de microondas. Aqui los resonadores son
discos dieléctricos con un indice de refraccion grande, que ofrecen caracteristicas favorables
y que permiten el acoplamiento de cadenas de dimeros, ver fig. Debemos destacar, que
el acoplamiento puede controlarse mediante la separacién de los discos dieléctricos (resona-
dores), permitiendo la construccién de cadenas unidimensionales de resonadores acoplados.
El modelo de oscilador de Dirac para el caso unidimesional puede escribirse en términos de

matrices de Pauli [80],

H=o0,a+o0_al, (5.1)

donde a y a' representan operadores de escalera de un oscilador arménico no relativista, y
o+ son los operadores de creacién y aniquilacién de espin 1/2 en términos de las matrices

de Pauli, ver tabla
o+ = 0, tioy. (5.2)
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- Op. de posicién  Op. de posiciéon deformado Cadena infinita

Restricciones [F T,F'T T] =N , F F=1
FT'=a

Hamiltoniano H==z H=X, H=T+Tt

Grupo Heisenberg Heisenberg (Z,4)

Espectro R Conjunto de Cantor [—2,2] C R

Acop. F, vn F= sen(w(]]\(ffl)) 1

Tabla 5.2: Clasificaciéon de problemas inversos y sus estructuras algebraicas

dimero n-1 dimero n dimero n+1

A A, A A A

Figura 5.1: Cadena de resonadores que denotan sitios del tipo 1 y 2 formando dimeros. Aqui
n es la etiqueta de dimero, A es el acoplamiento entre los sitios que componen un dimero,
el cual es constante en toda la cadena, A, representa el acoplamiento entre dos dimeros.

Cadenas finitas de dimeros acoplados, pueden emplearse en la construccién de guias, al
concebir un dimero como la unién de dos esquinas (dos sitios), y cuyo acoplamiento se
mantiene constante a lo largo del arreglo, es decir la distancia intradimero es constante y

la distancia entre diferentes dimeros estd dada por la siguiente ley de distancias d,,

dn:—)\ln{ig}, F=A(d)=Avn. (5.3)

Para la construccién de la cadena de dimeros, primero se fija el acoplamiento minimo (dis-

tancia maxima) en términos del nimero total de sitios en el arreglo (nma: + 1),

A(0) ~ Av/max T 1, (5.4)
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de esta manera se tiene que las distancias d,, entre dimeros varia como,
A
d, = 5 In {ln (nmax + 1) —In (n)} ) (5.5)

con la restriccion,

Ay/Niax + 1
N (5.6)

Para ver la lista de pardmetros, ver la tabla (5.1]).

(b)

[ B B
0.932 0.936 0.94 0.932 0936 0.94 093 0.935 0.94

E/E, E/E, E/E,

Figura 5.2: Espectros de energia provenientes de tres configuraciones distintas de osciladores
de Dirac i.e. para (a) N = 10, (b) N = 22, (¢) N = 30 sitios. Un mejor acuerdo se logra
cuando incrementamos el tamafnio del arreglo. Esto se traduce en mas niveles de energia
(puntos en azul) los cuales pueden ajustarse por una ley de raiz cuadrada (curva sélida de
color negro) centrada alrededor del la energia del estado ligado en una esquina aislada (linea
punteada roja).

F F3 F5 F7 Fo F11
F2 F4 Fé F8 F10 F12

Figura 5.3: Guia de onda doblada la cual representa un oscilador de Dirac. El arreglo es
deformado por una ley logaritmica para 11 dimeros y su espectro puede observarse en el

panel (b) de la ﬁgura

Observamos que existe un excelente acuerdo con nuestras predicciones: Una ley

raiz cuadrada es derivada para la mitad del espectro de energias (alrededor del centro de la
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B

n

n

Figura 5.4: Funciones de onda de una cadena de 11 dimeros (de arriba hacia abajo) co-
rrespondientes a las energias, E/E; = 0.93602, 0.93557, 0.93450, 0.93351, 0.93306, 0.93277,
0.93252 la cuales se encuentran alrededor del centro del espectro de energias, ver (b) fig.

banda). Una curva parabdlica es ajustada para el espectro de mas bajas energias usando el
método de minimos cuadrados.
5.3. Oscilador finito y espectro equiespaciado

Algunas realizaciones en grafeno artificial, han sido propuestas en , como ya

se ha mencionado anteriormente. Tales estructuras se caracterizan por poseer redes hexa-
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) Min

Figura 5.5: Funciones de onda de una cadena de 15 dimeros correspondientes a las energias
alrededor del centro del espectro de energias E/E, = 0.937177, 0.936545, 0.935753, 0.934452,
0.933081, 0.932497, 0.932153, 0.931864 la cuales se encuentran alrededor del centro del

espectro de energias, ver (c) fig.

gonales y en este sentido se han podido explorar propiedades de grafeno molecular [82].
Arreglos de este tipo, se pueden describir a través de ecuaciones relativistas efectivas y Ha-
miltonianos de enlace fuerte con interacciéon a primeros vecinos. En analogia con las redes
hexagonales, existen sistemas de arreglos unidimensionales que pueden describirse a través

de ecuaciones relativistas, tal es el caso de los osciladores finitos , y también en rotores
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relativistas [85H88] en relacién a diferentes sistemas integrables o exactamente solubles. Se
encuentra, por ejemplo, que el operador de momento angular L? posee invariancia rota-
cional, mientras que L, y L, estan relacionados precisamente por una rotaciéon. La forma
tridiagonal que define al operador L., permite pensar en la emulacién de sistemas con aco-
plamientos a primeros vecinos. Esto justifica la realizacién experimental con microondas,
en arreglos con resonadores acoplados de manera que este sistema produzca un espectro de
frecuencias equiespaciadas pero finitas [89].

En esta seccion estudiamos este sistema exactamente soluble, ver la tabla El estudio
se hace a través de la construcciéon de una guia de ondas con esquinas o bien una cadena
unidimensional de sitios. Siguiendo el procedimiento propuesto en [89], en arreglos con re-
sonadores, cuya distancia de separacion depende de la ley de acoplamientos, se construye

la contraparte en guias de onda ﬂ La descripcién es a través del siguiente Hamiltoniano

Fm¢m71 + Fm+1'¢m+1 + Ebd)m = E¢ma (57)

de donde Ej, es la energia del estado ligado en una esquina y el acoplamiento F,, coincide
con el elemento en las diagonales de la matriz de L, en la base de L., de manera que el
espectro de L,, corresponde a una proyeccion ortogonal del momento angular respecto al

eje de cuantizacién,

Fn=e/(—m)(Il+m+1), m=n—1—1. (5.8)

El parametro € controla el tamano de la ventana, donde caben todos los niveles de energia del
sistema en cuestion, dispuestos alrededor de la energia del estado ligado F. El acoplamiento

expresado en términos de la distancia entre dos esquinas, como ya se vio, es

dn

Fr = A(dy) = A0) exp <A> . (5.9)

Igualando las expresiones de acoplamientos ecs. (5.8)) y (5.9)) se obtiene que las distancias
entre esquinas estan dadas por,

dn:—Aln{EV"(QHH")}. (5.10)

A(0)

A partir de la ley de distancias obtenida en ((5.10)), se construyé la cadena de sitios unidi-
mensional o guia de ondas con un nimero finito de sitios, tal y como se planedé.

La construccién se muestra en la fig. Esto ha permitido ver que también es posible
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1 I_ | T | T | T | T | T T _l_ T | T | T | T | T
i 1=3 O e={ A 1m0 1=4 O e=(
095 e=(5/6) L e=(5/6)( -
- & e= 40 0.98 — O e=46) -
B A e=(3/6)C 7 L A e=36)¢ -
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Figura 5.6: Espectro obtenido de forma numérica y normalizado a la energia de umbral de
propagacion E; para guias de onda, que obedecen las condiciones de los osciladores finitos.
(a) y (b) se muestran diferentes espectros equiespaciados en términos de € = (E;— Ey)/l . En
los paneles (c) y (d) se muestran los casos especiales en los que los espectros equiespaciados
muestran un buen acuerdo.

obtener espectros finitos (sin efectos de borde) y equiespaciados de la misma manera en
la que se ha reportado en cadenas de resonadores [89]. Los resultados obtenidos con guias
de ondas muestran un buen acuerdo con los espectros esperados, al ajustar lineas rectas,
ver fig. asi mismo podemos notar que todos los espectros de energia, se encuentran por

debajo del umbral de propagacién.

2Pozos de potencial de igual ancho y profundidad, en el caso de una gufa de ondas un sitio corresponde
a esquina de ancho constante.
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Max

l Min

Figura 5.7: Funciones de onda para osciladores finitos con 9 sitios, es decir cuando [ = 4.
Estos funciones de onda corresponden a los casos (a) m = 1, (b) m = 4, (¢) m = 6, (d)
m = 9. El espectro es mostrado en la fig. (d).

5.4. Sistemas con isoespectralidad parcial

Otro tipo de sistemas que son exactamente solubles, son los sistemas de baja di-
mensionalidad en los acoplamientos F'. Anteriormente en el Cap. [d Sec. £.2] se obtuvo la
solucién de tales sistemas. Para mostrar que efectivamente son isoespectrales, se han cons-
truido gufas de onda con N = 3 (cuatro sitios o esquinas) y N = 4 (cinco sitios o esquinas).
Estos arreglos fueron modelados, escogiendo los acoplamientos F' de forma aleatoria sobre
las superficies de restriccién ya determinadas en el capitulo [4 figs. [£.3] y [£.:4 Una vez que
se tienen los acoplamientos, se procede a la determinacién de las correspondientes distan-
cias entre esquinas d,,, a partir de la ley de acoplamientos dada por [2.38 y obtenida en la
Sec. del Capitulo .

Para corroborar que, en efecto, estos modelos representan guias con esquinas acopladas,
se procede también a resolver con diferencias finitas la ecuacién de Helmholtz para las
geometrias resultantes, y asi comparar ambos espectros. Los resultados muestran un buen
acuerdo con el espectro de referencia, ver fig. Sin embargo, con la soluciéon numérica,
se presentan pequenas desviaciones en el espectro, debido a la discretizacién inherente al
método de solucién. En particular, la distancia utilizada en estas construcciones debe estar
dada como un multiplo del nimero de puntos o granos que conforman la malla del método

numérico. Esto conlleva un redondeo que anade incertidumbre a los calculos. Notemos que
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d, procede de una ley de acoplamientos que es exponencial, siendo este muy sensible a las
variaciones o redondeos en la distancia. Hacer estos redondeos hacia arriba o hacia aba-
jo, genera barras de incertidumbre en los espectros numéricamente obtenidos, ver fig
Sin embargo, confirmamos nuestros resultados verificando que el espectro de referencia cae

completamente dentro de las barras de incertidumbre asi generadas; esto es un éxito de la

teoria.
[ [ [ [
(a) (b)
098 = ----- el = 098 - CLEpy =
096 = ———__ T — 096 —___ _________ = —
= =
= =
0.94 — 1 — 0.94 — i |
092 — —— — 0.92 e ]
| | | | | |

1 2 3 Target 1 2 3 Target
Spectrum Spectrum

Figura 5.8: Espectros de energia correspondientes a; (a) tres sistemas con 4 esquinas y (b)
tres sistemas con 5 esquinas a la izquierda de ambos se muestra el espectro blanco. En
linea punteada en color rojo se muestran las desviaciones que sufre el espectro al ajustar
las distancias entre esquinas hacia el entero préximo, de igual manera en linea punteada en
azul se muestra la desviacién que sufre el espectro al ajustar la distancia hacia abajo del
entero.
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(a) (b) (c) "Max

Figura 5.9: Funciones de onda en sistemas de guias que son parcialmente isoespectrales (a),
(b) y (c) corresponden a los sistemas 1, 2 y 3 que se muestra en la fig. (b) correspondientes
al primer estado excitado.



Capitulo 6

Espectro fractal en sistemas

singulares

La introduccién de algebras de oscilador deformadas no es una idea nueva, existe
una gran cantidad de trabajos relacionados, que hacen referencia a este tipo de algebras.
Especificamente en el estudio de los ¢ — osciladores, han sido introducidos en el estudio de
estructuras matemadticas de grupos cuanticos [90]. Desde el punto de vista matemético los
q — osciladores representan ejemplos no triviales de algebras de Hopf [91]. En ellos se pue-
den encontrar dos principales propiedades; la primera es que aparecen de manera natural
como bloques constructores de teorias completamente integrables, herramienta indispen-
sable en la fisica. La segunda propiedad hace referencia a la conexién que existe entre la
q — deformacién y la no linealidad. Desde el punto de vista fisico, resulta muy interesante
estudiar el dlgebra de oscilador deformada, en particular el algebra de Heisenberg [9293], la
cual incluye operadores de creacién y aniquilaciéon deformados, provenientes de las llamadas
qy f — deformaciones. El espacio fase que exhibe el algebra deformada de Heisenberg ha
sido poco explorado, se vera que el operador de posicién deformado X contiene un espectro
dado por el conjunto de Cantor, mostrando que el espacio fase modificado algebraicamente
arroja propiedades topoldgicas no triviales. Por ejemplo, la medida espectral del espacio es
nula, a pesar de la no numerabilidad de los eigenvalores asociados al operador de posicion.
Por lo que se tiene un espacio fase puramente singular [94].

La primera evidencia que se reporta en la literatura acerca de un espectro fractal dado por

el conjunto de Cantor aparece en [95]. Por otro lado a mediados de los afios 70’s Douglas

72
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R. Hofstadter [96] encontré que el espectro de energias correspondiente a un sistema de
una particula moviéndose en una red cristalina cuadrada y aplicando un campo magnético
magnético, tiene una forma muy caracteristica. Sin embargo, a pesar de la gran cantidad
de literatura poco se sabe acerca del estudio de otros fendmenos en los que aparecen este

tipo de espectros.

6.1. Algebra deformada

El formalismo presentado en el capitulo 4} especificamente la ecuacién (4.6)), co-
rresponde a un Hamiltoniano de enlace fuerte, de manera que este puede ser identificado con
un operador de posicién X, perteneciente a un f— o g— oscilador deformado, propuesto por
Man’ko [97-100], al introducir deformaciones en el dlgebra de Heisenberg. Este tema es del
dominio de éptica cudntica y requiere especificarse el nimero de ocupaciéon de los fotones a
cierta frecuencia N — 1 (modos normales en una cavidad), sabiendo que los operadores de
posicién poseen un espectro real y simétrico H A continuacién, empleamos un algebra de
oscilador y vamos a deformarla, tal y como recomienda Man’ko [99]. Primero se define una
funcién de deformacién F(N), con N = 1(p? + 2% — 1) el operador de ntimero. El dlgebra
de Heisenberg es

[,p] =i,  [a,al] =1, (6.1)
de donde a y a' corresponden a los operadores de escalera,
a= \}i(x +ip) af = \2(36 —ip), (6.2)
la relacién entre la funcién de deformacién y los aperadores a y a' es la siguiente
aF(N)=F(N +1)a. (6.3)
Definiendo nuevos operadores A y AT en términos de a y F(N) tenemos,
A=F(N)a, Al =da'FI(N)=d'F(N), (6.4)

con su correspondiente conmutador,

[A,AT] = F(N)}(N +1) — F(N —1)2N. (6.5)

1Se dice simétrico, ya que es invariante ante reflexién respecto al origen.



74 Capitulo 6: Espectro fractal en sistemas singulares

Los operadores A y AT permiten escribir nuevos operadores de posicién X y de momento
P,

X=—(4+4"), P:i(AJrAT), (6.6)

1
V2 iv2

de donde el conmutador de operadores deformados arroja
[X,P]=i[F(N)*(N+1)— F(N —1)*>N]. (6.7)

Es importante notar que las deformaciones, modifican el espectro del Hamiltoniano, expre-
sado en términos de los operadores deformados,
1 1 1
H =3 (X?+P%) = (44T + ATA) = o [F(N)*(N +1) + F(N = 1)*N], (6.8)
y su correspondiente espectro de energias o(H ) puede ser obtenido actuando sobre la base
usual de oscilador {|n)},=0,1,2.3,. obteniendo,

1
Ep =3 [F(n)*(n+1)+ F(n—1)*n], n=0,1,2,3,... (6.9)

Ahora se expresan los elementos de matriz del operador deformado de posicién X en la base

de oscilador,

(n|X|m) = \2 [PV T T6nmo1 + F(n— 1)y/ibnmi] - (6.10)

Los operadores de posicion X y de momento P estan relacionados unitariamente,
N N
P = exp (i%- ) X exp (= i) = iV xi Y, (6.11)
por lo tanto, los operadores P y X son isoespectrales. Ahora se explora el operador de
posicién, gracias a que siempre podemos escribir las eigenfunciones [£) = Y 7 ¢n|n) del
operador X en términos de la base de oscilador. Es posible obtener una relacién de recu-
rrencia, sustituyendo [£) en la ecuacién X&) = £[€)
F(n)\/n—f—ld) +F(n—1)\/ﬁ
SV O IV
V2 m V2

con la condicién de frontera ¢_; = 0. Esta ultima expresion (6.12)) se puede ver que re-

n—1=Ebn (6.12)

presenta un modelo de enlace fuerte a primeros vecinos, donde & es la k — ésima energia

, .. F(n—1
de amarre de una particula en un sitio de una cadena y ("f;\/ﬁ

el término de acoplamiento A,, entre dos sitios de la cadena, por lo que siempre se puede

puede identificarse con

expresar de la siguiente forma,

Api1df + Apgl_ | = Gl (6.13)



Capitulo 6: Espectro fractal en sistemas singulares 75

En el caso de una cadena semi-infinita, se debe considerar la condicién de borde, donde el
acoplamiento Ag = 0. El Hamiltoniano de enlace fuerte a primeros vecinos puede ser escrito

en términos de los operadores de traslacién T y TT y de los acoplamientos A,, como sigue,
oo

Hep|6%) = |ANT + TIAYN) | [¢7) = &ilon),  16%) = D énln), (6.14)
n=0

de donde los operadores de traslacién Ty T tienen las siguientes propiedades,

Tln) =|n+1), T'n)=|n—1), T0)=0, Nn)=n|n). (6.15)

6.2. El mapeo entre el operador de posicion y el Hamilto-

niano de Harper

En esta seccién, se muestra como el operador de posicién, puede escribirse en
la forma del ya bien conocido Hamiltoniano de Harper, que describe el movimiento de

electrones en una una malla cuadrada, con un campo magnético aplicado [96],
Higarper = T+ T" +2cos (WN —v). (6.16)

Es importante notar que este hamiltoniano, no presenta deformaciones en la red, es decir los
acoplamientos se mantienen constantes en toda la red y la fractalidad que exhibe su espectro
proviene del efecto causado por la aplicacién del campo magnético externo. Sin embargo,
existe una manera de obtener un espectro fractal aplicando inicamente las f —deformaciones
a el operador de posicién X, encontrando que existe un mapeo entre el operador de posicion
y el Hamiltoniano de Harper [101]. Existe una U unitaria tal que UXUT = AH Harper donde
A es un factor de escalamiento. Reescribiendo el operador de posicion X en términos de la

funcién de deformacién F(N),

x _ sen [w(N + 1)]@ 4+ gt5en [W(N +1)] (6.17)
2(N +1) 2(N +1)
_ Sen [WN] 4 sen [wN] 4
V2N V2N
cos [wN —7/2]  cos[wN —m/2] .

= a + a',
V2N V2N

de donde la funcién de deformacién F(N) estd definida en términos de funciones trigo-

nométricas
N+1
F(N) = sen [w(N + 1)] (6.18)
N +1
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con la introducciéon de un parametro extra v el operador de posicion puede escribirse de

una forma mas general,

_ 2cos[wN —v] 2cos[wN —v] ,
X, = a /N + N a (6.19)
_ P [i(wN — V)] 4 &P [—i(wN — V)]aT + &P [—i(wN —v)] L &P [i(wN — y)]aT

VN VN o VN
= Ho+V,

de donde se puede dentificar que,

Hy = a=P [Z(j% midl + =P [_Z% V) al, (6.20)
~exp[—i(wN —v)]  expli(wN —v)] 4
V = a Vi + TN a'.

Lo siguiente es mostrar que H( efectivamente corresponde a la suma de dos operadores de

traslacién y V' al potencial magnético, escrito en una base apropiada. Definiendo los nuevos

estados |k) se mostrard que el operador X, transforma unitariamente,

k) = Ji/.iexp {z [w(;n(n F1) 4k —1—2m)) + Vn] } ), keZ,  (6.21)

donde N es una constante de normalizacién. Realizando un poco de édlgebra se pueden
encontrar las siguientes relaciones,

exp [—i(wN —v)] _ exp [i(wN — v)] o
{ Wici aT} k) =k +1), {a Vi } k) = |k — 1), (6.22)

,&XP [—i(wN —v)]  expli(wN — I/)]aT 908 9wk — 9u
{ Vi + N } |k) = 2cos 2wk — 2v] |k). (6.23)

Por sustitucién directa de (6.21)) en la segunda relacién de (6.22)) y la primera relacién se

sigue que,

k+1) = {eXp [i(wN — V)]GT} {anp [i(wN —v)]

e Ve }\m 1), (6.24)

k1) = {eXp [_i%v - V)]aT} {anp Wj% —v)l } e+ 1) (6.25)

{exp i - %T} "

De las anteriores propiedades se pueden identificar a Hy y a V' como sigue,

Hoy=Tp+T!, V =2cos(@K — D), (6.26)
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es decir Ty y Tg son operadores de traslaciéon en k y V es una funcién del operador de
numero K, de tal modo que K|k) = k|k) y donde se ha definido @ = 2w, 7 = 2v. De esta
manera la ecuacién de Harper surge cuando X, es aplicado al eigenvector [£) como una

superposicién lineal |§) = >"727  1bx|k); la recurrencia es;

Vi1 + Yr—1 + 2 cos(Wk — D)y = g (6.27)

Sin embargo, notemos que esta ecuacién corresponde a una cadena infinita dado que k € Z.

Ahora se mostrard que la transformacién |n) — |k) es unitaria. Se puede aplicar la trans-

puesta conjugada de (6.21]) a |k) como sigue:

& exp { =i [wEn(n+ 1)+ k(k = 1—20)) +vn| } k)
= N koo XD {—z‘ {w(%n<n +1) k(e —1— 2n)> + Vn] }
X A7 Do oo €XP {2 [w(%m(m F) A+ h(k—1- 2m)> n ym} }
=57 sexp {i [w(m(m +1) —n(n+1)) +v(m —n)]}

x {§fe Lt —oe T} [m)

= [n),

m) (6.28)

en la 1iltima suma entre llaves representa una delta normalizada por lo que m = n.

Es de suma importancia notar que el mapeo no funciona cuando contiene un potencial
més general 2A cos(wN —v) con A # 1. De manera que sélo con A = 1 se tiene la posibilidad
de producir un espectro singular. Para una A general la funcién de deformacién se transforma

en una funcién compleja

_exp{i[w(N +1) —v]} + Aexp {—i[w(N +1) —v]}
N +1
e ®N) /1 + A2 4 2A cos [2w(N + 1) — 2]
N+1

F(N) (6.29)

y su espectro es modificado. Cuando A > 1 o A < 1, la parte trigonométrica es sélo una

perturbacién.

6.3. Espectro de X,

En esta seccion se obtiene el espectro de X, encontrando que este es equivalente
al conjunto de Cantor, cuando w no es conmensurado con 7, es decir el espectro es pura-

mente singular independientemente del valor del parametro v. El sistema periédico surge



78 Capitulo 6: Espectro fractal en sistemas singulares

cuando qw = pm. Si p y ¢ son primos relativos, una estructura de ¢ bandas emerge, donde
q representa el periodo. El espectro del operador X, sin diagonal principal puede
explicarse al considerar el comportamiento ergédico de F'(N) y puede obtenerse al realizar
la diagonalizacién directa sobre X,,. La construccion del operador de posicién X, proviene
de matrices finitas dando lugar a la aparicién de efectos de borde en los eigenvalores del
espectro. Para mostrar este efecto mostramos los paneles de la fig. diferentes resultados,
donde se ha variado el pardmetro v.

Apartir de la obtencién del espectro de X,,, es posible aplicar en método de diseno inverso

Figura 6.1: Espectros obtenidos de forma numérica los cuales corresponden al operador de posicién
X, . En cada panel se ha cambiado el parametro v, indicando la apariciéon de efectos de borde en los
espectros que se obtienen. En todos los casos se w fue dividida 200 veces.

para construir sistemas de cadenas unidimensionales. En guias de ondas es posible obtener
este tipo de espectros, en dichos sistemas los acoplamientos son variables pues dependen

de (6.18)), de esta manera se puede fijar una ley de distancias y realizar la correspondiente
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ingenierfa de acoplamientos de modos evenescentes. En la fig. [6.2] se muestran dos de guias
de onda cuyo periddo corresponde a ¢ = 10 y ¢ = 17 en ambos casos se ha fijado p = 1. De
manera que cada bloque que aqui se muestra se repite hasta un tamano apropiado, notemos
que cada sistema corresponde a una w = (p/q)w fija.

Se ha obtenido por diagonalizacion numérica el espectro fractal de un operador de posicion,

Figura 6.2: Guias de onda cuyos periodos ¢ = 10 y ¢ = 17 coincide con el ntmero de
esquinas. Los acoplamientos fueron derivados apartir de F(N) y en ambos sistemas p = 1
con w = §7r.

el cual fue descrito en términos de un algebra deformada mediante la incorporacion de la
funcién de deformacién F'(IV). El espectro obtenido es un resultado equivalente al encontra-
do en el problema de un electron moviendose en una malla cuadrada bajo la influencia de
un campo magnético. Debido al tamano finito de los sistemas se encuentra que el espectro

muestra pequenos efectos de borde.



Capitulo 7

Conclusiones

Esencialmente en una guia de ondas con esquinas, todo estado atrapado que se
encuentra por debajo de la energia o frecuencia de umbral de propagacién, corresponde a
un modo evanescente, lo que nos ha permitido proponer arreglos flexibles, de cadenas de
sitios unidimensionales, con acoplamientos a primeros vecinos. Gracias a la implementacién
del método de diferencias finitas, se obtiene la solucién completa al problema de valores
a la frontera y permite conocer tanto el espectro de energias como las funciones de onda
asociadas a las diferentes geometrias propuestas. En este mismo sentido se ha estudiado
el transporte en sistemas abiertos, en particular en arreglos periédicos de guias de onda
con esquinas, donde se ha mostrado que el acoplamiento de modos evanescentes producen
transmision a lo largo del arreglo, verificando ademads que el espectro de energias sufre una
asimetria producida por dos razones: el acoplamiento de terminales y la introduccion de
segundos vecinos. La primera causa de la asimetria se produce por acoplar terminales semi-
infinitas al sistema localmente periédico. Dicha asimetria que puede corregirse, al introducir
la llamada funcién de autoenergia. La segunda causa que genera la asimetria se debe a que
la distancia entre esquinas pueden producir acoplamientos a segundos vecinos. Por otra
parte el disefio inverso de cadenas finitas unidimensionales permite que para un espectro
simétrico dado, se obtienen un infinito niimero de sistemas, descritos por modelos de enlace
fuerte a primeros vecinos, logrando con ello la caracterizacion del espacio completo de Ha-
miltonianos de enlace fuerte de sistemas que son parcialmente isoespectrales (Parcialmente
significa isoespectralidad exclusivamente bajo el umbral de propagacién). A este respecto se
han obtenido los correspondientes acoplamientos de dos diferentes distribuciones de energia

aleatorias (Gaussiana y Coseno) ilustrando el empleo de nuestro sistema de ecuaciones para

80



Capitulo 7: Conclusiones 81

resolver el problema inverso en cadenas finitas. Se ha logrado el diseno espectral de di-
ferentes sistemas en guias de onda dobladas, obtenidos a partir de modelos exactamente
solubles, que producen un espectro finito y equiespaciado: esta configuracién es mejor cono-
cida como el oscilador finito. También exploramos el oscilador de Dirac. Para completar el
tratamiento y agotar todos los tipos de problemas que pueden presentarse, también se estu-
di6 el ejemplo de un sistema singular (espectro no numerable pero de medida cero). Dicho
ejemplo, ha mostrado tener un espectro semejante, como el encontrado en el problema de
un electrén moviéndose en una malla cuadrada bajo la influencia de un campo magnético.
Sin embargo, del espectro obtenido resaltan efectos de borde debido al tamano finito del
sistema. También se encuentra que es posible construir sistemas de arreglos artificiales en
resonadores con microondas, redes opticas y en cadenas de sitios idénticos como guias de
ondas con esquinas que propagan por debajo del umbral y donde los acoplamientos pueden

ser ajustados.



Apéndice A

Ecuacion de Helmholtz en

diferencias finitas

El método apropiado para hallar los valores propios y las funciones propias en un
sistema de guias de ondas con esquinas, sera el de elemento finito, para ello se resolvera
el problema de valores a la frontera. Recordando que la ecuacién de Helmholtz se puede

escribir de la siguiente forma,
2 2 _
{v2,+ Ko@) =0, (A1)

donde V?E’y es el Laplaciano en coordenadas cartesianas, k es el vector de onda, y ¢(z,y) es

.z .2 . . oo qe 2
un campo escalar. Se sabe también que la ecuacion estacionaria de Schrédinger con {L—m =1

la cual corresponde a una estructura matematica idéntica a la ecuacién de Helmholtz,

- Viy(b(xa y) = E¢(£U, y)7 QS(J’, y)|aﬂ =0, (AQ)

de donde 02 representa la frontera del sistema. Para expresar el operador V2 definamos lo

siguiente,

(a) o(x,y) = >4 eF 70y, base de ondas planas. Se resuselve para C} y esto se llama

método de ondas planas.

(b) Aproximamos al operador derivada como sigue

¢(x + hvy) — ¢($ B h>y)
o , (A.3)

0
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con h pequeno. En variable discreta, n = 7 esto representa un ntimero entero. De

manera que el operador 8% de toma la forma,

0

o (0 + Dhy) — 6((n— Do)}, (A.4)

similarmente para la componente y.

De esta manera el operador derivada es

0

1
97 = 2n (Png1 — On—1) - (A.5)

Ahora se reescribe el operador % en su forma matricial,

0 1 0 0
-1 0 1
0 1
—=—10 -1 0 1 0 A6
or 2h ’ (A-6)
-1 0
0 0

lo anterior puede verse como una matriz de tamafnio (N + 1) x (N + 1) y el operador de

Laplace en la coordenada x

0? 1
% x>~ m [¢n+2 — Gn — (¢n - ¢n—2)]
1
= e (P2 + P2 — 2¢4)
0? 1
= @ ~ m [(5m+2,n + (5m72,n — 2(5m,n] . (A?)

y para cada coordenada se tiene

d\? 1
87:6 - 6"747"@ W{(snmyn;‘i’Q + 5”:1:7”;5*2 - 25”2,"25} ) <A8)
nz,n;;ny,n;
d\? 1
8—y = 5nz’ngm{5ny,n;+2 + (5ny7n;_2 — 25nym/y} (A.Q)

N NNy, MY
de esta manera se puede construir el Laplaciano para cada una de las componentes apartir

de la definicién de la matriz (A.11)):

1
V2:4—h2{1®M+M®1,} (A.10)
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de donde M corresponde al operador de Laplace definido para cada componente, por ejemplo

2 1 . .
% se puede escribir como sigue

# 1]l0 1 0 -2 0 1

_ o1 (A.11)
9Pz 4h? .1 0 -2 0 1 0

A.0.1. Condiciones de frontera

Para una base de pixeles o funcién caracteristica F_] x toma la siguiente forma,

0 si n#m
Xm(n) =

1 si n=m
Lo anterior se puede reescribir como un vector de la forma,

0

Xm(n) = [1[—=m (A.12)

0

donde el indice m recorre la posicién del 1 del vector de tamano N.
En lo siguiente aplicamos la definicién de las condiciones de frontera, de donde una de las

condiciones de frontera es la siguiente

Gy =0 (A.13)

! Aquf la funcién caracteristica corresponde a la definicién geométrica del sistema y también delimita las
fronteras del sistema en cuestion
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esto es cuando ¢, », se encuentra fuera de la cavidad. Se incorpora la funcién caracteristica

X:

¢nz,ny = XQ (nxu ny)gbnz,ny (A14)

finalmente modificamos (A.2)) de manera que el Hamiltoniano que se obtiene es

— V%) = Ey (A.15)

o bien incorporando a 1 Ec. (A.14))

— V2x0¢ = Exaé (A.16)

De esta manera el Hamiltoniano con las condiciones de frontera es de la forma

Figura A.1: Cavidad o guia de ondas doblada, la parte en color blanco cuando v = 0
corresponde a la parte de la funcién caracteristica x y es donde se resuelve el problema de
eigenenergias y eigenvectores.

1
ann;,ny,n’ = m[ény,n;{(snz,ng—i& + 67%:,71;—2 — 257%’“;} (A.17)

Y

+ 5nz,ng{5ny,n’y+2 + 5ny,n’y—2 - 25ny,n’y}] “XQ(Nas Ny ) X2 (M5 n;) (A.18)
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notemos que ¢ es de la forma

®00
®o1
$02

doN
®10
= di” (A.19)
P1IN
®20

2N

ONN



Apéndice B
Funcion de autoenergia

Los eigenestados de una terminal rectangular de seccién transversal uniforme (2D),

son separables por el siguiente producto tensorial,
k) = k) ® |ky), (B.1)

Para nuestros fines vamos a definir los eigenestados transversales |k,),

N
2
ky) = o1 Z sen(kynya)|ny), (B.2)
ny=1

considerando condiciones de frontera de pared dura (Dirichlet) en la direccién de g, siendo
|m) los estados tranversales de la frontera, por lo que (m|k,) = 0. El estado |k,) tiene la

siguiente condicién de cuantizacion,

e(ky) = 2Acos(kya) con ky(j) = NJI T 1<j <N, (B.3)

y también se definen los eigenestados longitudinales |k;) (como en las cadenas 1D),

N
2
|ky) = N1 nzl sen(kyngza)|ng), (B.4)
con eigenvalores,
e(ky) = €9 — 2A cos(kya). (B.5)
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B.1. Funcion de Green para una terminal semi-infinita

Es bien sabido que cualquier funcion de Green puede ser expandida en términos

de un conjunto completo de eigenfunciones,

 E) B.
(r,r'; Z T E + “7 (B.6)
donde,

Hopo(r) = Eqda(r). (B.7)
o bien expresado en términos de los eigenestados |k;) y |ky) tenemos,

(mk) (k|n)

G =
(miGin) =2 7= B e<kx> (R
E —l— 277 — €(ky) — €(ky) (B.8)
y k2

sen?(z,a)
= Z my|ky) (K |ny> Z E +in— e(ky) — e(ky)

en el borde n, = 1. Separando la sumatoria de ), ,

2 sen?(za)
I(ky) = - ) B.9
(ko) Ning kz E +in — e(ky) — e(ky) (B.9)
cuando Nj,; — 00, entonces k; es continua y la suma Zk puede ser reemplazada por una

integral,
21kza _ eQikza

be) 47TA —cos(kga)

E+in—e(ky)—eo
2A

(B.10)

donde se ha hecho la sustituciéon y = . Para simplificar la notacién vamos a

definir el siguiente cambio de variable # = k,a, por lo que la integral toma la siguiente

forma,
T 1 eQi@
1(0) = _ B.11
0) =N X = cos(d) do, ( )

donde N = 47‘:A La integral [B.11] puede ser resuelta realizando la siguiente sustitucién

z=¢%yd) =% ~ por lo que se convierte en una integral compleja, sobre el circulo unitario,

dicha sustitucmn permite encontrar los polos que se encuentran dentro del cifculo,

— 1— 22
Iz = = s, (B.12)
? |z\<1 — X2 + 2
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se encuentra que los polos son z12 = x £ 1/x% — 1,

— 2
1))=Y Loz

i Jiz<r (2 21)(2 — 22) dz, (B.13)

de donde tinicamente el polo z = xy — v/x2 — 1 esta dentro del circulo unitario si, |x| < 1.

Se obtiene el correspondiente residuo,

Res(f(2),21) = lim f(z) = -2 =—x+VX%— (B.14)

z—2z1 21 — k2
de esta manera F(z) = % y la integral es resuelta,
I(z) = if f(z)dz
vzt

= _Z\/’ 27TiZRes(f(z) Za

. (B.15)
QA{X Wil=x }
1
:4A2{E —eo—z\/4A2 —ek)—eo)}
de manera que la funciéon de autoenergia es,
9 2
(m|G|n) = Nl sen(k,mya )4A2{ eo—z\/4A2 —e(ky) — eo)}sen(kynya)
ky
(B.16)

de aqui podemos ver que la funcién de autoenergia es compleja, esto permite separar en dos

partes, la parte real y la parte imaginaria.
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