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Resumen.

Este trabajo esta dividido en 7 capitulos. En el primer capitulo se proporciona un
panorama de la importancia de los sistemas de comunicacion basados en OFDMA,
su importancia en el mundo actual y el porque de la relevancia de la FFT e IFFT en
estos sistemas.

En el segundo capitulo se profundiza en la FFT partiendo del estudio del estado del
arte, su importancia en la diferentes ramas de la ciencia, su gran relevancia cuando
se habla de su implementacion en sistemas digitales y su gran numero de
aplicaciones.

En el tercer capitulo se tratan las bases matematicas de la FFT, junto con las
diversas técnicas para su obtencion y los diferentes tipos de algoritmos FFT que
existen.

En el cuarto capitulo se explica el método elegido para poder obtener las diferentes
FFT’'s de diverso numero de muestras que serdn necesarias, junto con las técnicas
escogidas para poder simular por medio de Matlab y comprobar su correcto
funcionamiento.

En el quinto capitulo se trasladan las ideas obtenidas en el cuarto capitulo para
poder realizar la implementacion en FPGA de los bloques basicos y los bloques FFT
de un menor numero de muestras.

En el sexto capitulo se muestra como con los bloques obtenidos en el quinto capitulo
se puede realizar la FFT/IFFT de 128 muestras con el método descrito en el cuarto
capitulo.

Finalmente en el capitulo 7 se muestran las pruebas realizadas a los diversos
bloques de FFT/IFFT y del bloque final FFT/IFFT de 128 muestras a partir de varias
funciones ya conocidas.

En la ultima parte se tratan las conclusiones obtenidas a partir de este trabajo de
tesis, junto con ideas que son propuestas para la mejora y el uso en otras
aplicaciones para posteriores trabajos.
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Obijetivo general.

Implementar la Transformada Discreta de Fourier IFFT/FFT en un sistema
embebido para un sistema de comunicaciones OFDMA.

Objetivos particulares.

1. Estudiar el estado del arte del tépico, los principios de funcionamiento de la
Transformada Discreta de Fourier IFFT/FFT en un sistema de acceso OFDMA
y las normas que lo regulan.

2. Analizar las metodologias propuestas en la literatura para la ejecucion de la
Transformada Discreta Inversa y Directa de Fourier.

3. Simular en Matlab la Transformada Discreta de Fourier IFFT/FFT bajo alguna
de las metodologias propuestas en la literatura.

4. Desarrollar el programa de la Transformada Discreta de Fourier IFFT/FFT en
AHDL para su posterior implementacion en el FPGA.

5. Realizar pruebas del algoritmo IFFT/FFT y comprobar su correcto
funcionamiento simulando secuencias de datos. -



Introduccion.

Las redes moviles son uno de los avances tecnoldgicos mas importantes en la
historia del ser humano. La capacidad de establecer una llamada a través de dos
terminales sin ninguna conexion, aparentemente, entre ellos era inconcebible hace
un tiempo.

Hoy en dia la cantidad de usuarios de comunicaciones inalambricas ha ido en
aumento y no solo eso, sino la cantidad de transferencia de datos ha crecido
drasticamente haciendo de gran importancia la renovacion de los sistemas de
comunicaciones para poder satisfacer dichas demandas [1]. La gente esta cada vez
mas acostumbrada a comunicarse en cualquier lugar, en cualquier momento y de
cualquier forma, este patréon de comunicacion va acompafada de la creciente
demanda de acceso inalambrico de banda ancha maovil. A medida que aumenta la
demanda, los proveedores de acceso a la red inalambrica y los proveedores de
servicios de red estan implementando sistemas de ultima generacion que pueden
soportar el flujo de datos de alta velocidad [2].

Después de ya casi dos décadas de ininterrumpido crecimiento de las
comunicaciones moviles (Figura A), primero de la mano de GSM (groupe spécial
mobile / sistema global para las comunicaciones maviles) y ultimamente con el
despliegue definitivo UMTS (Universal mobile telecommunications system / Sistema
universal de telecomunicaciones moviles), estamos en los albores de una nueva
generacion de comunicaciones moviles conocida como 4G (Fourth Generation /
Cuarta Generacion) [3].
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Figura A.- Evolucion de las redes moviles.




La tecnologia 4G esta basada completamente en el protocolo IP (Internet Protocol
/ Protocolo de Internet), siendo un sistema de sistemas y una red de redes que se
alcanza gracias a la convergencia entre las redes de cables e inalambricas. Esta
tecnologia podra ser usada por modems inalambricos, smartphones y otros
dispositivos moéviles [3].

La principal diferencia con las generaciones predecesoras es la capacidad para
proveer velocidades de acceso mayores de 100 Mbit/s en movimiento y 1 Gbit/s en
reposo, manteniendo un QoS (Quality of Service / Calidad de Servicio) de punta a
punta de alta seguridad que permitira ofrecer servicios de cualquier clase en
cualquier momento, en cualquier lugar, con el minimo costo posible.

La tecnologia 4G permite realizar transferencia de datos multimedia a alta velocidad,
realizar video llamadas con imagen y sonido de alta calidad, ver television HD (High
Definition / Alta Definicion) y 3D (Third Dimension / Tercera Dimension), efectuar
videoconferencias en vivo y tener una mejor experiencia al jugar en red, entre otras
ventajas [4].

Una de las tecnologias que mas se ha impulsado para las comunicaciones 4G es
OFDM (Orthogonal Frequency-Division Multiplexing / Multiplexacién por Division de
Frecuencias Ortogonales) que permite la transmisién de grandes cantidades de
datos digitales a través de una onda de radio, la cual ha tenido gran aceptacion en
Europa para la transmision de television y radio digital pero a nivel mundial la
atenciéon hacia OFDM vy la versidbn multiusuario de esta OFDMA (Orthogonal
Frequency-Division Multiple Access / Acceso Mdltiple por Division de Frecuencias
Ortogonales) ha ido en aumento, haciendo de estos claramente la tendencia a
seguir para los préximos afios [2].

Figura B.- Representacion en frecuencia de 4 subportadoras ortogonales entre si.




La técnica de transmision de OFDM es un mecanismo de trasmision de multiples
portadoras que consiste en asignar un conjunto de simbolos sobre un conjunto de
subportadoras. Estas soportadoras tienen una caracteristica particular y es la de ser
ortogonales entre si como se muestra en la Figura B. Esto permite la trasmision
simultdnea de todos los simbolos manteniendo la capacidad de separacién de los
mismos en la recepcion.

Esta tecnologia es conocida desde los afios 60’s pero su aplicacion en las
comunicaciones inalambricas es mucho mas reciente ya que hasta ahora se ha
podido hacer frente a la complejidad de la implementacion de los sistemas de
transmision y recepcion [5].

Aunque existen varios metodos para poder implementar este tipo de sistemas los
de mayor relevancia son OFDM, OFDMA, SOFMDA (Scalable Orthogonal
Frequency Division Multiple Access / Acceso Mdultiple por Division de Frecuencias
Ortogonales Escalable) y Flash-OFDM (Fast Low Latency Access with Seamless
Handoff — OFDM / Acceso Réapido de Baja Latencia con Traspaso sin Fisuras).
Aunque estructuralmente tienen ciertas diferencias existe una gran similitud entre
todas y es la utilizacion de la FFT (Fast Fourier Transform / Transformada Rapida
de Fourier) y la IFFT (Inverse Fast Fourier Transform / Transformada Rapida de
Fourier Inversa) para la demodulacién y modulacion de la sefial a transmitir, la
utilizacion de las versiones digitales de la transformada de Fourier fue lo que logro
darle viabilidad a este tipo de tecnologia [4].

Ademas otro factor que logro darle gran impulso a esta tecnologia fue la utilizacion
de los circuitos VLSI (Very Large Scale Integration / Muy Alta Escala de Integracion)
como los DSP’s (Digital Signal Processor / Procesadores Digitales de Sefales) y los
FPGA'’s (Field Programmable Gate Array / Arreglo de Compuertas Programable en
Campo) que han reducido drasticamente los costos y le han otorgado gran robustez
y adaptabilidad a este tipo de sistemas. En especial los FPGA'’s cuya tecnologia
permite procesos en paralelo y el poder ser reprogramables a nivel de hardware, le
da ciertas ventajas sobre otras tecnologias [6].

-



Capitulo I:

Sistema de comunicacion OFDMA.

La demanda de las comunicaciones maoviles han forzado a la utilizaciéon de multiples
técnicas que permitan lograr las tazas de transferencias propuestos por la ITU
(International ~ Telecommunication Union / Uniébn Internacional de
Telecomunicaciones) para satisfacer las necesidades del mercado y poder ser
consideradas tecnologias 4G. Por esto 4G no estd limitada a una sola técnica de
transmision y recepcion, siempre y cuando se logren las velocidades de transmision
de 100 Mbit/s para terminales en movimiento y hasta 1Gbit/s para terminales fijas
se puede considerar 4G.

Una de las técnicas que ha tenido gran aceptacion es OFDM, una técnica que por
otro lado permite €l envid simultaneo de varios simbolos sin tener interferencia entre
ellos, la version multiusuario OFDMA ha ido remplazando a OFDM gracias a las
ventajas que ofrece.

1.1 Redes 4G.

Las tecnologias de la informacion, las comunicaciones en general y las
comunicaciones moviles tienen un papel importante en el crecimiento econémico,
la competitividad y la mejora de la productividad. El terminal movil ha llegado a
constituir hoy en dia una parte esencial en la esfera de objetos personales. En este
contexto, la industria de las comunicaciones moviles ha venido aportando
soluciones al mercado, en la forma de sucesivas generaciones de sistemas [1].

En el principio de las generaciones moviles, el terminal era usado solo para
llamadas telefdnicas, luego se afiadié envio de mensajes de texto a una velocidad
de 9,6 kbps y con este cambio se produjo un avance a la siguiente generacion. La
evolucion 2G (Second Generation / Segunda Generacion), esta caracterizada por el
aumento en la velocidad para transmitir datos y la conexion a internet lo que ha
producido un mayor consumo Yy requerimientos por parte de los clientes, por ello la
velocidad fue una limitante en esta generacion. 3G (Third Generation / Tercera
Generacion) permite solventar las deficiencias de 2G logrando aumentar la
velocidad a un maximo de 4Mbps, lo que requirié el redisefio de los equipos del
cliente y las arquitecturas de red para que sean compatibles a estas capacidades,
sin embargo siguio limitado en la capacidad de la radio y las bandas de frecuencias,
para que tanto trafico pudiera ser abastecido a la poblacién, por esta razén la
evolucion de 3G se enfoc6 en nuevos métodos de modulacién y codificacion para



la transmision. Las nuevas caracteristicas de las arquitecturas de red, también han
permitido abastecer no solo al servicio movil, sino también se puede prestar el
servicio de conexion a internet a equipos fijos y notebooks, esto ha permitido
competir con las conexion de banda ancha fijas [3].

Las redes 4G estan basadas completamente en el protocolo IP ya que se unen
redes de cable e inalambricas. De este modo es mas eficaz la transferencia de
informacion y se pueden alcanzar los niveles establecidos por la ITU. También se
incluyeron técnicas de rendimiento avanzado de radio como los sistemas MIMO
(Multiple-Input Multiple-Output / Multiples Entradas Mdltiples Salidas.) y OFDM [4].

4G es una evolucion considerable de las redes méviles con la que podremos
disfrutar de altas velocidades de transmision de informacion de forma
completamente inalambrica. Esta nueva era de redes moviles se establecio tras un
comité del ITU. Aqui se establecieron los nuevos niveles de velocidades de
transmision de informacion. Estos niveles son de 100 Mbit/s para terminales en
movimiento y hasta 1Gbit/s para terminales fijas [3].

Mas del 50% de la poblacion mundial tendra acceso a Internet dentro de los
proximos tres afios. En efecto, segun la edicion de 2014 del informe “Estado de la
banda ancha” del ITU, la banda ancha movil para teléfonos moviles y tabletas es la
tecnologia que crece mas rapidamente en la historia de la humanidad [7].

En México las compafiias de telecomunicaciones inalambricas mas importantes
como Telcel, Movistar, lusacell y Nextel han comenzado desde finales del 2013 a
hacer renovaciones en sus equipos de comunicaciones con el fin de satisfacer las
demandas del mercado [7].

Actualmente, México cuenta con cerca de 2 millones de suscriptores 4G LTE (Long
Term Evolution / Evolucion a Largo Plazo), segun datos de “The Competitive
Intelligence Unit”. Para el afio 2016, se espera que las conexiones LTE se
aproximen a los 4 millones. Para 2019, las conexiones de banda ancha movil 3G y
4G en América Latina y el Caribe rondaran el 85% del total de lineas moviles, de
acuerdo con proyecciones de la consultora “Ovum Telecoms”. Con unos 196
millones de suscriptores, la tecnologia LTE representara mas del 23% de las lineas
celulares en actividad [8].

1.2 Antecedentes de los sistemas OFDMA.

De manera conceptual OFDM ha existido durante décadas, pero su implementacion
real y costos aceptables no fue posible sino con el surgimiento y propagacion de
tecnologias como los microprocesadores de alta velocidad de procesamiento y los
dispositivos de l6gica programable para poder hacer fiable el procesamiento digital




requerido. Asi se ha llegado a una tecnologia muy compatible con aplicaciones de
comunicaciones inalambricas.

La principal caracteristica para su implementacion en la actualidad es la utilizacion
de la FFT para lograr la transmision por medio de subportadoras paralelas de
manera que se elimina en lo posible la interferencia o traslape entre ellas. Por eso
el dato del nimero de subportadoras esta ligado al nimero de muestras que usa la
FFT. Asi es que, de manera general, OFDM hace referencia a la transmision de una
trama digital que requiere una elevada tasa de transferencia mediante N lineas
paralelas mas lentas, en subportadoras contiguas y ortogonales que transportan
simbolos independientes que son producto de algun tipo de modulacion digital como
QPSK (Quadrature Phase Shift Keying / Modulacion por Desplazamiento
Cuadrafasica), 16-QAM (Quadrature Amplitude Modulation / Modulacién de
Amplitud en Cuadratura), 64-QAM, etc. dependiendo del sistema [2].

En contraposicion a lo que vemos en las tipicas comunicaciones monoportadora,
donde cada simbolo se transmite en forma serial ocupando todo el ancho de banda
disponible, en una modulaciéon multiportadora se envian los simbolos paralelamente
en subportadoras adyacentes, es decir, usando algun tipo de FDM (Frequency
Division Multiplexing / Multiplexacién por Division de Frecuencia). Una comparacion
gréfica se puede observar en la Figura 1.1 donde en a) se observa que toda la banda
asignada se utiliza para transmitir un solo simbolo a la vez, mientras que en b) la
banda asignada es dividida en varias portadoras lo que permite enviar igual
nameros de simbolos simultaneamente.

portadora
Banda asignada dividida
Banda asignada en N subcanales Miltiples
H. HeAl f) radoras
\ N _._F” Bandas de guarda ——— DC:
"y -~ . ; e s e e ¢
= X / ; /

irany GG

7 22~ I
a) b)

Figura 1.1.- Comparacion grafica entre a) Modulacion monoportadora y b)
Modulacién multiportadora.

Diversos métodos para FDM han sido ampliamente utilizados para canales
selectivos en frecuencia, tal como lo seria un canal con multitrayectoria. El problema
constante que habia presentado este tipo de multiplexaje es la prevencion del
traslape entre subportadoras, lo que exige la colocacion de una banda espectral de
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separacion entre ellas, la cual debia ser igual a lo que permitieran la precision de
los filtros en el receptor [5].

La practica general de evitar la superposicién espectral de subcanales se aplico
para eliminar la ICI (Inter-Carrier Interference / Interferencia Entre Portadoras) para
lo cual era requerido una banda de guarda. Esto dio lugar a la utilizacion ineficiente
del espectro existente. Una idea fue propuesta a mediados de la década de 1960
para hacer frente a este despilfarro. Los subcanales fueron dispuestos de modo que
las bandas laterales de las portadoras individuales se superponen sin causar ICI.
Para lograr esto, las portadoras deben ser matematicamente ortogonales. De esta
restriccién nacio la idea de OFDM.

Siendo N subportadoras ortogonales las que se utilizan para un sistema OFDM
cualquiera, éstas estaran separadas en frecuencia justamente por el valor
correspondiente a la inversa del tiempo til del simbolo OFDM, durante este periodo
se transmitirdan N simbolos independientes codificados por QPSK, 16-QAM, 64-
QAM o cualquier otro tipo de modulacion I/Q que consiste en descomponer la sefial
en su componente de fase (conocida como componente 1) y en cuadratura
(componente Q) las cuales son ortogonales entre si[9].

El primer esquema OFDM se remonta a 1966, cuando Robert W. Chang publicé su
trabajo pionero en la sintesis de sefiales ortogonales de banda limitada para la
transmision de datos multicanal. Posteriormente, fue emitida una patente en 1970
por su trabajo. El present6 un nuevo esquema de transmision de sefiales de forma
simultanea a través de un canal de banda limitada y sin ICI e ISl (Inter-Symbol
Interference / Interferencia Entre Simbolos). La idea principal de OFDM es dividir el
canal selectivo de frecuencia en un namero de subcanales de frecuencias paralelas

[5].

En la Figura 1.2 se observa un esquema de implementacién de OFDM con 8
frecuencias ortogonales, realizada totalmente en la etapa de RF (Radiofrecuencia).
Se observa la dependencia del sistema de la precision de cada oscilador y demas
elementos que pueden introducir espurias como mezcladores y divisores, y
debemos contar con las no linealidades de filtros y amplificadores que suponen una
demodulacion coherente en el receptor. Si tomamos en cuenta que normalmente se
requeririan muchas mas subportadoras, es facil imaginar la complejidad y costos
elevados de este tipo de dispositivos. A pesar de estas limitantes este concepto fue
implementado ya en los afios 60’s para usarse en radios militares de alta frecuencia

[5].

Mas adelante se presenta la DFT (Discrete Fourier Transform / Transformada
Discreta de Fourier) y la IDFT (Inverse Discrete Fourier Transform / Transformada
Discreta de Fourier Inversa) como los métodos que le darian viabilidad a OFDM en
lugar de los bancos de osciladores y la inmensa y costosa circuiteria de RF. El uso
de estos algoritmos implica pasar el trabajo a una etapa de procesamiento digital de




sefales. Por eso la implementacion pudo hacerse efectiva con los avances en
dispositivos VLSI y en el desarrollo de los algoritmos FFT [2].
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Figura 1.2.- Un sistema OFDM implementado en forma analégico de 8
subportadoras

Fue en 1971 que Weinstein y Ebert introdujeron la IFFT y la FFT para OFDM junto
con el concepto de intervalo de guarda para evitar la ISl y la ICI. Desde ese entonces
la técnica empezd a ocupar un sitio importante dentro de las comunicaciones;
siendo posiblemente en la actualidad su aplicacion mas difundida y trascendental el
Estandar Europeo para DVB-T (Digital Video Broadcasting—Terrestrial / Difusion de
Video Digital por Redes Terrestres), cuya forma practica se denomina COFDM
(Coded OFDM / OFDM Codificado). Pero también esta el estandar Europeo para
DAB (Digital Audio Broadcasting / Difusion de Audio Digital) y otros para transmision
de datos como Cable-MODEM y ADSL (Asymmetric Digital Subscriber Line / Linea
de Abonado Digital Asimétrico) [9].



1.3 Descripcion del sistema de comunicacion. @

Un sistema de comunicacion OFDMA esté constituido como se indica en la Figura
1.3 y Figura 1.4 donde se representa en diagrama a bloques, la estructura basica
de un transmisor y un receptor respectivamente.
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Figura 1.3 Diagrama a bloques de un transmisor OFDMA.
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Figura 1.4.-Diagrama a bloques de un receptor de OFDMA.

Tanto en el transmisor y receptor de OFDMA existen un bloque donde se desea
cambiar la sefial del dominio de la frecuencia al dominio del tiempo y viceversa lo
cual conlleva calcular la IDFT y DFT, ya que sus versiones IFFT y FFT dan los
mismo resultados utilizando un método mas eficiente, es logico usarlo en lugar de
un calculo directo [2].

Estos bloques son la columna vertebral de este tipo de sistemas ya que gracias a
ellos se realiza los procesos de modulacion y demodulacién en mudltiples
trayectorias con la certeza de ser ortogonales entre si, caracteristica de gran
importancia que permite la transmision simultdnea de multiples simbolos.
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1.3.1 Importancia de la FFT en los sistemas OFDM.

Desde la aparicion de los sistemas OFDM en los afios 60’s la implementacion real
resulto ser un gran reto por la complejidad que representaban los procesos de
modulacién y demodulaciéon que en esos momentos se hacia de forma analdgica
usando bancos de osciladores vy filtros con sus correspondientes problemas de
acoplamiento, desfases y precisiéon de los filtros.

Poco después aparecié el articulo de Cooley-Tukey sobre la FFT lo que trajo
grandes cambios en muchas areas de las ciencias, ademas de que las aplicaciones
de este nuevo algoritmo crecieron drasticamente. En 1971 Weinstein y Ebert
introdujeron la IFFT y la FFT para la modulacion de OFDM con lo cual los
osciladores vy filtros fueron innecesarios [5].

La tendencia en comunicaciones es la transmitir mayor informacion en menor
tiempo, por lo que cualquier proceso en un sistema de comunicacion que pueda
reducirse en tiempo es bienvenido, es ahi donde la FFT es de suma importancia y
como se explicara mas adelante es un método que reduce drasticamente el nUmero
de operaciones para obtener la DFT lo que conlleva a una modulacion y
demodulacion mucho mas rapida que si se usara un método directo [2].

Como ejemplo de la reduccion de tiempo en la obtencién de la DFT, si tuviéramos
que obtener laDFT de N = 2'%en el caso hipotético de que un procesador realizara
diez operaciones por segundo, el calculo directo se realizaria en 1 dia y 5 horas,
mientras que si se calculara con el algoritmo FFT base-2 DIT (Decimation in Time /
Dicemacion en Tiempo) el tiempo empleado seria de 8 minutos y treinta y dos
segundos. Es facil imaginar el potencial donde los sistemas embebidos logran
realizar millones de operaciones en fracciones de segundo y las velocidades que
pueden alcanzarse en los sistemas de comunicacion a diferencia de que no se
utilizara ningun algoritmo FFT [10].

1.4 Aplicaciones.

Actualmente OFDMA se usa en el modelo de movilidad del estandar IEEE 802.16,
conocido comercialmente como WiIMAX (Worldwide Interoperability for Microwave
Access / Interoperabilidad mundial para acceso por microondas). OFDMA también
se esta usando en un enlace de descarga mejorado para 3GPP (Third Generation
Partnership Project / Proyecto de Asociacion de Tercera Generacion) que se llama
HSOPA (High Speed OFDM Packet Access / Alta velocidad de acceso a paquetes
OFDM). También es uno de los candidatos para proporcionar el acceso en el IEEE
802.22, conocida como WRAN (Wireless Regional Area Networks / Red
Inalambricas de Area Regional), de ser asi seria el primer disefio de un sistema




cognitivo de radio en las bandas bajas de VHF (Very High Frequency / Muy Alta
Frecuencia) y las de UHF (Ultra High Frequency / Ultra Alta Frecuencia), que son
las bandas que comunmente se usan para transmitir television.

OFDMA se utiliza en:

» El modo de movilidad del estandar IEEE 802.16 WMAN (Wireless
Metropolitan Area Network / Red de Area Metropolitana Inalambrica),
comunmente contemplado como WiMAX (Worldwide Interoperability for
Microwave Access / Interoperabilidad Mundial para Acceso por Microondas).

» EIl estandar IEEE 802.20 comunmente conocida como MBWA (Mobile
Broadband Wireless Access / Acceso de Banda Ancha Movil Inalambrica).

» Eldescendente de la 3GPP LTE estandar de cuarta generacion para moviles.
La interfaz de radio fue nombrada anteriormente HSOPA, ahora llamado
E-UTRA (Evolved UMTS Terrestrial Radio Access / Acceso de Radio
Terrestre Envolvente UMTS).

» El Qualcomm Flarion Technologies movil Flash-OFDM.

» El ahora extinto proyecto de Qualcomm 3GPP2, concebido como un sucesor
de CDMA2000, pero reemplazado por LTE [2].

1.5 Los FPGA's en las comunicaciones moviles e
inalambricas.

El procesamiento de sefales discretas avanzo con pasos desiguales durante un
largo periodo de tiempo. Hasta principios de los afos cincuenta el procesamiento
de sefiales se realizaba con circuitos electrénicos o incluso con dispositivos
mecanicos.

Un gran crecimiento del hardware reconfigurable en los ultimos afios ha hecho
posible la implementacion de telecomunicaciones complejas relacionadas a
algoritmos de procesamiento de sefales digitales. Hay varios FPGA'’s disponible
ahora con millones de compuertas programables, han crecido en sus densidades
l6gicas y se han reducido en tamafno tremendamente. Los FPGA’s mas recientes
estan hechos de millones de compuertas logicas con modulos multiplicadores
especializados para el procesamiento de sefiales altamente computacionales tales
como OFDM. Ademas contienen herramientas concisas y completas para el apoyo
en la implementacion de OFDM. Ademas, hay herramientas faciles de usar
disponibles que se pueden utilizar para programar los FPGA’s en muy poco tiempo.
Por lo tanto, es requisito relevante para disefiar un sistema de comunicacion
multiportadora basado OFDM hacer pruebas en FPGA, donde varios sistemas
diferentes pueden ser probados en el escenario de la vida real [6].
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En los ultimos afos, los FPGA’s han llegado a ser claves en la implementaciéon de
sistemas de procesado digital de sefiales de altas prestaciones, especialmente en
areas como las comunicaciones digitales, las redes, etc. Su capacidad para
implementar arquitecturas altamente paralelas hace de los FPGA'’s la opcion ideal
para tareas como filtrado digital y FFT.

Sin embargo, existe poca familiaridad con el disefio hardware en general, y con los
FPGA’'s en particular. Los ingenieros acostumbrados a desarrollar sistemas
empleando DSP, suelen ser expertos programadores en C o0 en lenguaje
ensamblador, pero carecen de experiencia en el campo del disefio digital
empleando algun HDL (Hardware Description Language / Lenguaje de Descripcién
de Hardware) como VHDL (Very High Speed Integrated Circuit HDL / HDL para
Circuito Integrado de Muy Alta Velocidad), Verilog o AHDL (Altera HDL / HDL de
Altera) [11].

En este sentido, parece fundamental ir avanzando en la direccién del disefio
hardware, adquiriendo experiencia en el desarrollo de sistemas de comunicaciones
reales basados en FPGA. Por ello, se estableci6 como objetivo principal de este
proyecto realizar un disefio orientado a una implementacion en FPGA.

Aunque las computadoras digitales ya han sido utilizados en entornos de negocios
y en laboratorios cientificos, €stos son caros y de capacidad relativamente limitada.
Uno de los primeros usos de las computadoras digitales en el procesamiento de
sefales fue en la prospeccion petrolifera. Se grababan los datos sismicos en cintas
magneéticas para su posterior procesamiento. Este tipo de tratamiento de sefales
no se podia realizar generalmente en tiempo real. Aunque el procesamiento de
sefales mediante computadoras digitales ofrecia tremendas ventajas de flexibilidad
el procesado no se podia realizar en tiempo real. La aportacion de Cooley y Tukey
(1965) de un algoritmo eficiente para el célculo de la transformada de Fourier
aceleré el uso de la computadora digital. Muchas aplicaciones desarrolladas
requerian del andlisis espectral de la sefial y con las nuevas transformadas rapidas
se redujo en varios 6rdenes de magnitud el tiempo de computo. Ademas, se dieron
cuenta de que el nuevo algoritmo se podria implementar en hardware digital
especifico, por lo que muchos algoritmos de procesamiento digital de sefiales que
previamente eran impracticables comenzaron a verse como posibles [12] [13].




Capitulo II:

La Transformada Discreta de Fourier.

A principios del siglo XIX Jean-Baptiste Joseph Fourier a partir de sus estudios
sobre la vibracién de una cuerda y la propagacion de calor, logra desarrollar una
teoria matematica sobre la representacion de funciones por medio de series
trigonométricas.

Durante los siguientes 100 afios se desarrolla lo conocido hoy en dia como analisis
de Fourier y durante ese lapso estas herramientas eran usadas dentro de la fisica y
las matematicas principalmente, sin tener una gran relevancia fuera de estas areas.
Todo esto cambiaria tras la publicacion de un pequefio articulo en 1965 que
proponia un meétodo eficiente de obtener la DFT que ademas era compatible con las
computadoras que en ese momento estaban mostrando el gran impacto que
tendrian en el futuro [14].

2.1 Andlisis de Fourier.

El andlisis de Fourier surgi6 a partir del intento del matematico francés por hallar la
solucion a un problema préctico, la conduccion del calor en un anillo de hierro,
demostré que cualquier sefial continua podia ser reconstruida a partir de una suma
infinita de senos y cosenos que no son mas que ondas basicas también llamados
armonicos.

Existen dos casos fundamentales para aplicar el andlisis de Fourier, para funciones
perioddicas y funciones no periédicas para las cuales se utiliza la serie de Fourier y
la transformada de Fourier respectivamente [23].

En la ingenieria existen funciones basicas ademas del seno y el coseno que se
emplean para simular sefiales fisicas tales como sefiales rectangulares, diente de
sierra, triangulares, etc... Estas sefiales tienen una caracteristica particular que es
la de repetirse en lapsos iguales de tiempo o lo que es lo mismo son funciones
periddicas.
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Figura 2.1.- Andlisis de Fourier.

Como se ilustra en la Figura 2.1 del analisis de Fourier se desprenden diversos
meétodos que se ocupan para diferentes tipos de sefiales ya que la transformada de
Fourier solo se aplica para sefiales no periédicas y la serie de Fourier solo sirve
para sefiales periddicas en ambos caso se cuenta con una version para sefiales
continuas o discretas.

2.2 Origen de los algoritmos Cooley-Tukey.

Durante una reunion del comité de asesoria cientifica del entonces presidente de
EE.UU. John F. Kennedy se debatia la idea de detectar pruebas nucleares en la
Unidn Soviética sin la necesidad de visitar las instalaciones nucleares para la
ratificacion de un tratado con el objetivo de eliminarlas.

Una de las ideas mas sobresalientes era la de analizar los registros de sismografos
instalados en el lecho marino, para lo cual era necesario utilizar la DFT pero debido
al tamafio de los registros y el numero de sismografos necesarios era poco viable.
Fue aqui donde John W. Tukey concibio la idea basica de un algoritmo eficiente
para el célculo de la DFT la cual discutié con Richard Garwin de IBM.

Garwin deseoso de implementar estas ideas se reunié con James W. Cooley que
trabaja también en IBM al cual convencié de relegar sus proyectos y dedicarse
completamente a desarrollar este programa. Cooley desarroll6 el programa
rapidamente con el fin de sacarse este trabajo de encima y poder seguir con sus
proyectos. Sin embargo, poco después de haberlo terminado empezaron a llegarle
peticiones del programa e instrucciones para implementarlo por lo cual se contemplé
la idea de patentarlo, pero finalmente se decidio hacerlo del dominio publico [15].




En Abril de 1965 se publico en la revista Mathematics of Computation un pequefio
articulo de apenas 5 paginas sin grandes pretensiones titulado “An algorithm for the
machine calculation of complex Fourier series”. Poco después de la publicacion de
este articulo la comunidad cientifica que trabajaba en el procesamiento digital de
sefales se concentrd alrededor de este algoritmo lo cual produciria en muy poco
tiempo una avalancha de aplicaciones para este algoritmo, consecuencia directa de
acortar significativamente la brecha entre el dominio del tiempo y la frecuencia de
hasta varios cientos en lo que se refiere a carga computacional, lo cual crea un
nuevo termino llamado FFT aplicable a aquellos algoritmos que sugieran una forma
mas eficiente de obtener la DFT con respecto al método directo [16][14].

Aunque el articulo de Cooley-Tukey es un punto de inflexién en lo que a las FFT y
el Procesamiento Digital de Sefiales se refiere, es importante sefialar los trabajos
previos a este.

2.3 Algoritmos desarrollados antes de Cooley-Tukey.

Los registros mas antiguos de la FFT se han logrado rastrear hasta Carl Friedrich
Gauss que trabajando con calculos astronomicos deseaba obtener la interpolacion
de orbitas de asteroides de un conjunto de muestras equiespaciadas, concibio la
idea basica de un algoritmo para el calculo eficiente (1805) de la DFT similar a lo
propuesto por Cooley-Tukey (1965) incluso antes de que Fourier publicara sus
trabajos sobre la representacion de funciones por medio de series trigopnométricas
(1807). Los trabajos de Gauss relacionados a la FFT fueron publicados post-mortem
en un recopilatorio en latin, debido a esto y aunado a la notacién y sobre todo a la
forma trigopnométrica que utilizaba Gauss propicio que no se les pudiere relacionar
con la FFT [17].

La proxima referencia importante da un salto de 100 afios cuando en 1903 Carl
Runge formula un algoritmo para muestras igual a potencias de 2, que después
generalizo para potencias de 3, este hecho sento las bases de los PFA (Prime
Factor Algorithm / Algoritmo de Factores Primos) los cuales fueron usados durante
los afios 40’s difundiéndose ampliamente, sin embargo, desaparecié después de
la segunda Guerra Mundial.

Para 1942 Gordon C. Danielson y Cornelius Lanczos presentaron un algoritmo
mostrando como reducir una transformada de largo 2N en dos transformadas de N
puntos, utilizando solamente N operaciones de sumas [15].

Estos dltimos algoritmos empezaban a tomar en cuenta las ventajas
computacionales de los algoritmos de la FFT. Aunque no trascendieron mucho, una
forma de explicar esto y del porque la publicacién de Cooley-Tukey desbordo de
atencion es que estos ultimos presentaron sus trabajo justo cuando el desarrollo de




la tecnologia de los semiconductores comenzaba a avanzar de forma importante,
permitiendo al procesamiento digital de sefiales avanzar a la par, lo que hacia
necesario métodos que explotaran de forma eficiente los recursos computacionales
con los que se contaba [10].

2.4 Algoritmos posteriores a Cooley-Tukey.

De los desarrollos posteriores de Cooley-Tukey destacan sobre todo el de Yavne
gue en 1968 presento un articulo de poca difusién debido a que sus ideas eran poco
aplicables en ese tiempo, a pesar de que proponia el algoritmo con el menor nimero
de multiplicaciones y sumas tanto para valores reales o complejos. Esta marca del
namero de operaciones necesarias se mantuvo durante mucho tiempo, ademas
aparecieron algoritmos mas simples que igualaron su eficiencia [15].

Una prueba de que se trabajaba en muchos lugares al mismo tiempo sobre cémo
obtener un algoritmo mas eficiente de la DFT se presentdé en 1984 cuando se
publicaron casi simultAaneamente 4 articulos (Duhamel-Hollmann, Martens,
Stasinski, Vetterli-Nussbaumer) los cuales crearon las bases de los métodos de
raices partidas que basicamente es usar un algoritmo base-2 para la parte par y un
algoritmo base-4 para la parte impar que es una modificacion que tomo 15 afios
vislumbrar a partir de los trabajos de Yavne [16].

Desde 1960 Irving John Good mostré como descomponer una DFT en varias DFT
de numeros primos por ejemplo si N = 240 se podria obtener con tres DFT de
tamafio 16, 3 y 5 donde 240 = (16)(3)(5) ademas en 1968 C. M. Rader demuestra
que una FFT puede ser obtenida a través de una convolucion circular de N — 1
muestras. Estos resultados no pasaron de ser anecdoéticos ya que la convolucién
circular era mucho mas complicada que la FFT [14].

Shamuel Winograd en 1976 aplica sus algoritmos que reducian el numero de
multiplicaciones para las convoluciones circulares a los resultados previamente
obtenidos por Good y Rader creando una nueva familia de FFT’s conocida como
WFTA (Winograd Fourier Transform Algorithm / Algoritmo de la Transformada de
Fourier de Winograd) para transformadas de cierta longitud. La gran desventaja de
estos algoritmos junto con los ya mencionados PFA es que se basan en conceptos
matematicos muy complicados como el Teorema Chino del Resto lo cual ocasiono
un retraso para ser implementado y que finalmente provocé su relegacion por
nuevos algoritmos mas eficientes y mucho mejor adaptados para las nuevas
tecnologias que estaban surgiendo [18].




2.5 Algoritmos desarrollados en los ultimos afios.

Uno de los algoritmos mas nuevos fue presentado por Steven G. Johnson y Matteo
Frigo en 2006 que es una modificaciéon al método de raices partidas que logro
después de 38 afios batir la marca de menor nimero de sumas y restas impuesto
por Yavne con una reduccion de operaciones del 6% creando una familia de FFT’s
conocida como FFTW (The Fastest Fourier Transform in the West/ La mas Rapida
Transformada de Fourier en el Oeste) que ha tenido gran relevancia en la
comunidad cientifica al ser un algoritmo de software libre [19].

En 2012 investigadores del MIT (Massachusetts Institute of Technology / Instituto
tecnolégico de Massachusetts) presentaron en el ACM-SIAM Symposium on
Discrete Algorithms del aflo 2012 un nuevo algoritmo el cual se basa en la
ponderacion de ciertas frecuencias las cuales pueden ser eliminadas permitiendo al
algoritmo tomar ciertos atajos. Esta transformada podria tener mayor relevancia
sobretodo en la compresién de imagenes y audio. Entre menos densa sea la
informacion a tratar se puede obtener un incremento de la eficiencia para la
obtencion de la DFT de 10 a 100 veces mayor que la FFT, este nuevo algoritmo es
conocido como SFT (Spears Fourier Transform / Tranformada Dispersa de Fourier)
debido a su reciente descubrimiento aun no se han especificado sus alcances reales
[20].

2.6 Aplicaciones de la FFT.

La publicacion de Cooley-Tukey en 1965 fue el ultimo de los factores necesarios
para que el procesamiento digital de sefiales se impulsara en su desarrollo practico
y tedrico ya que facilité el andlisis de sefiales en el dominio de la frecuencia y mucho
mas importante, al crear un algoritmo eficiente para la obtencién de la DFT logré
gue las computadoras pudieran reducir los tiempos de esta tarea hasta en cientos
de veces ademas de que seguia aumentado dicha eficiencia conforme se
incrementara el nUmero de muestras en comparacion a como se estaba realizando
hasta entonces. Adicionalmente, el uso de la FFT comenzé a aplicarse en areas
muy variadas ademas del procesamiento digital de sefiales como lo son la
paleontologia, geologia, economia, etc.

Hablar de las aplicaciones de la FFT es hablar de un sin fin de implementaciones
en un gran numero de areas que van desde calculos astronomicos para analizar
orbitas de cuerpos celestes, pasando por implementaciones en transmisores y
receptores de sistemas de comunicacién, codificadores de audio y video como lo
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son el mp3 y MPEG-4, hasta andlisis de indices bursatiles para prondsticos en la
bolsa [21].

A continuacion se enlistan solo algunas de estas aplicaciones:

Andlisis de antenas.

Autocorrelacion y correlacion cruzada.

Compresion de Ancho de banda.

Convolucion.

Procesamiento de electrocardiogramas y electroencefalogramas.
Bancos de filtros.

Simulacién de filtros.

Espectrofotometros IR (Infrared radiation / Radiacion Infrarroja)-TF (Fourier
Transform / Transformada de Fourier).

Codificacion de iméagenes fractales.

Demodulacion PSK (Phase Shift Keying / Modulacion por Desplazamiento de
Fase).

Medidas de Calidad de imagen.

Interpolacion.

Imagen de Resonancia magnética.

Modulacién por portadoras de multiples canales.

Deteccion de multiples frecuencias.

Filtrado de ruido.

Sistemas de Sonar y radar.

Solucion numérica de ecuaciones diferenciales.

Modulacion y demodulacion de OFDM y OFDMA.

Procesamiento de sefiales oOpticas.

Analizadores de funciones.

Andlisis espectral.

Rotacion de imagenes en 2D y 3D.

Y VY VVVVYVYYY
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En sus principios la FFT fue planeada para su implementacion en computadoras
de propdosito general por lo cual resultaba muy atractivo reducir el nimero de
multiplicaciones a cualquier costo lo cual se vio reflejado en la década de los
60’s y principio de los 70’s pero con la llegada de los circuitos VLSI se empezaron
a tomar en cuenta otros aspectos que resultaron ser de gran relevancia, como
el area del chip y el nimero de entradas. Para principios de los 90’s aparecieron
los primeros DSP con un modulo especializado para la FFT con lo cual se
planted la idea de que la FFT no solo podia ser mejorado por software sino
también por hardware [22].



Capitulo IlI:

Fundamentos matematicos de la FFT e IFFT.

La DFT es un caso del andlisis de Fourier donde se requiere que una funcion sea
no periddica y este discretizada, estas dos caracteristicas son muy importantes de
tomar en cuenta ya que casi todas las funciones que existen en la naturaleza son
no periédicas y el uso de computadoras para almacenar datos y analizarlos obliga
a que estas funciones sean discretizadas. Un analisis directo de la DFT es un modo
poco eficiente para obtener el espectro de una sefal y que exige grandes recursos
en los sistemas computacionales por lo cual se opta por otros métodos como la FFT
gue obtiene el mismo resultado pero de una forma mas eficiente el cual hace posible
el ahorro de grandes recursos a la hora de su implementacion en sistemas digitales.
La DFT y la FFT tienen varias caracteristicas matematicas que pueden ser
explotadas para poder reducir el nimero de operaciones necesarias para Su
obtencion.

3.1 La Serie de Fourier.

Si una sefal x(t) es periddica y satisface ciertas condiciones, se puede representar
en el dominio de la frecuencia mediante un numero infinito de componentes
sinusoidales relacionadas armonicamente con la frecuencia fundamental. La
amplitud y fase de cada armoénica se especifican mediante la Serie de Fourier [23].

La representacion de una funcion x(t) donde T es el periodo de la sefial, mediante
su serie de Fourier esta dado por:

x(t) =ay+2 Z[an cos(2nnfyt) + bysen(2nnfyt)] (3.1)

n=1

Donde

fo = 1/T es la frecuencia fundamental.

T/2

ag = 1/Tf x(t)dt (3.2)

-T/2

pr



Que corresponde a la componente continua.

T/2

a, =1/T J;T/Zx(t)cos(anot)dt (3.3)
T/2
by = 1/T f_ | HOsenanf (3.4)

ay, a,, b, son conocidos como coeficientes de Fourier [10].

3.2 La Transformada de Fourier.

Es obvio que no todas las funciones son periddicas, en la practica estas constituyen
un namero muy reducido, existen aquellas cuyo periodo es infinito es aqui donde
entra el concepto de transformada de Fourier que se utiliza para este ultimo tipo de
sefales.

La Transformada de Fourier para una funcion x(t) con T = o esta definida como:

X(f) = f Oox(t)e‘jz’”fdt (3.5)

Donde
X(f) es la transformada de Fourier de x(t).

Dicho proceso puede invertirse por medio de:
1 r® .
@ =5 [ X (3.6)

Este par de integrales por lo general son de dificil resolucion en forma analitica pero
el uso de métodos numéricos con ayuda de computadoras digitales ha llevado a la
creacion de una version discreta de la transformada de Fourier [23].




3.3 La Transformada Discreta de Fourier (DFT). @

Si tenemos una funcién continda en el tiempo y es muestreada a intervalos de
tiempo iguales, podemos obtener una version discreta para el analisis de Fourier el
cual generara una funcion discreta del espectro de la sefial, limitada en frecuencia.

Cabe senalar que este andlisis es valido tanto para una sefial continua muestreada
como para una secuencia de nimeros.

Las férmulas para la DFT e IDFT son [10]:

N-1

X(k) = Z x(meTT ) k=01, N—1. (3.7)
1 N-—

x(n)—NZX(k)e I n=0,1,..,N—1. (3.8)

Muchas veces después de aplicada la DFT y hecho su correspondiente analisis en
frecuencia se requiere volver a el dominio del tiempo por lo cual es necesario utilizar
la IDFT. Como se puede ver el procedimiento es similar al utilizado para la DFT solo
difieren en el signo del exponente del exponencial y el factor de escalamiento 1/N.
Los procesamientos computacionales para evaluar la ecuacion 3.8 son enteramente
similares a los necesarios para evaluar la ecuacion 3.7 [24].

3.3.1 Computo eficiente de la Transformada discreta de Fourier.

La ecuacion 3.7 puede ser reescrita de la siguiente forma:

N-1

X(k) = Z x@Wek,  k=01,..,N—1 (3.9)

n=0

Donde W es denominado como factor de rotacion y cumple con:

2T

Wk = e /N (3.10)



Si desarrollamos de forma directa la ecuacion 3.9 obtendremos:

X(0) = x[0O]W° + x[1]W° + - + x[N — 1]W°
X(1) =x[0]W° + x[1]W?! + --- + x[N — 1]W N1

X(N —1) = x[0]W° + x[1]WN"1 4 .. 4 x[N — 1JWH-DO-D)

Como se observa para la obtencién de la DFT de N muestras es necesario hacer
(N — 1)(N) sumas complejas y (N)(N) multiplicaciones complejas. Esta forma de
obtener la DFT no es eficiente, ya que cuando nk = 0 se realiza una multiplicacion
por 1, por lo tanto no es necesario realizar dicha multiplicacion

Por otro lado W tiene propiedades de simetria y periodicidad que hacen posible la
reduccion de multiplicaciones, también hay una estrecha relacion entre la DFT y la
convolucién que ayuda a reducir la complejidad de la DFT, aquellos métodos que
logran obtener de una forma eficiente la DFT son conocidos como FFT [21].

3.3.2 Periodicidad y simetria de los factores de Rotacion.

Existen dos propiedades de los factores de rotacion que hacen mas eficiente la
obtencion de la DFT, estas son la simetria y periodicidad las cuales quedan de
manifiesto en las siguientes ecuaciones [21]:

Wik = Wik+N 3.11

La ecuacion 3.11 nos dice que W se repetira cada N veces y en 3.12 se denota que
los factores separados por N/2 veces solo cambiaran de signo en la parte
imaginaria. Como ejemplo y para mejor visualizacién presentaremos los factores de
rotacién para N = 8.




En la Figura 3.1 podemos ver la propiedad de periodicidad de los factores de
rotacion los cuales se repiten cada N veces.
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Figura 3.1 .- Periodicidad de los Factores de Rotacion para N = 8.
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Figura 3.2.- Simetria de los Factores de Rotacion para N = 8.



En la Figura 3.2 se puede observar la propiedad de simetria de los factores de
rotacion. Los primeros 4 factores de rotacion estan en azul y sus simétricos se
encuentran en verde el cual se localiza N/2 veces del factor original, por lo cual
gueda de manifiesto que solo es necesario calcular los primeros 4 factores de
rotacion [21].

Los algoritmos del tipo Cooley-Tukey explotan estas caracteristicas de los factores
de rotacién logrando una gran eficiencia en la reduccion de operaciones necesarias
para obtener la DFT.

3.4 La Transformada Rapida de Fourier (FFT).

El desarrollo de algoritmos rapidos por lo general consiste en utilizar las propiedades
especiales del algoritmo de interés para eliminar operaciones redundantes o
innecesarios derivadas de una aplicacion directa. El célculo directo del DFT no
resulta eficiente pero gracias a la periodicidad, simetria y ortogonalidad que
presentan algunas FFT y su relacion especial con la convolucion aumentan la
eficiencia aritmética para la obtencién de la DFT.

La FFT puede ser el algoritmo numérico mas importante en la ciencia, la ingenieria
y las matematicas aplicadas. Nuevos resultados tedricos siguen apareciendo, los
avances en las computadoras y hardware formulan nuevas ideas y enfoques
diferentes y las nuevas aplicaciones abren nuevas areas de investigacion [24].

3.4.1 Clasificacion de las FFT.

Por motivos de clasificacion y para poder centrarse en aquellas FFT que son de
mayor relevancia para este trabajo separaremos los diferentes grupos de FFT. Este
trabajo no es facil ya que existen muchas y muy variadas formas de diferenciarlas
sin embargo lo haremos de acuerdo al el nUmero de muestras que pueden manejar.

Existen dos grupos principalmente:
- Algoritmos Cooley-Tukey para N = m!.
- Algoritmos de Factores Primos para N = (a)(b).

Donde N es el nimero de muestras, my | son enteros positivos y a, b son nimeros
primos entre si, positivos y enteros.

Los primeros son conocidos como algoritmos Cooley-Tukey, estos son los mas
usados, conocidos y documentados ya que dos de ellos ofrecen grandes ventajas
para los sistemas computacionales, que son los algoritmos base-2 y base-4. Cabe




aclarar que a manera de ejemplo en el articulo de Cooley-Tukey se presenté un
algoritmo base-2 por las ventajas computacionales que ofrecia [22].

Existen muchas técnicas para implementar un algoritmo de este tipo como lo son la
DIT, DIF (Decimation in Frequency / Dicemacion en Frecuencia) y el computo en el
lugar que se utiliza para ahorrar uso de memoria. Ademas de otros métodos
necesarios para la indizacioén y la obtencion de los coeficientes de rotacion, estos
ultimos solo se dan en este tipo de FFT lo cual representa su principal desventaja
ante los algoritmos de factores primos [20].

Un caso especial es el conocido como algoritmo de raices partidas el cual logra una
eficiencia mucho mayor al conjuntar los algoritmos de base-2 y base-4 que de forma
aislada [15].

Los PFA son usados para su implementacion en computadoras de uso general de
los cuales el mas conocido es el WFTA y el Algoritmo de Goertzel muy utilizado
para filtros digitales.

Estos algoritmos se sustentan en que una FFT puede ser obtenida mediante una
convolucién circular que junto con métodos eficientes para calcular dichas
convoluciénes logrando una gran eficiencia en este tipo de FFT’s [18].

Se analizaran los dos grupos de algoritmos para determinar las ventajas y
desventajas que tendrian para su uso en un sistema OFDMA y su implementacién
en un sistema embebido.

3.4.2 Algoritmos Cooley-Tukey.

Los algoritmos Cooley-Tukey requieren que el nimero de muestras a transformar
pueda ser expresado como potencia de un nimero entero positivo.

La idea béasica de este tipo de algoritmos radica en poder descomponer una DFT en
varias DFT de tamafio m.

Lo cual provoca que un mismo bloque pueda ser reutilizada un determinado nimero
de veces logrando reducir las operaciones necesarias de N? a Nlog, (N) entiéndase
como operacion en este caso al conjunto de una multiplicacion compleja y una suma
compleja [11].
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Figura 3.3.- Comparativa del nimero de operaciones entre el calculo directo y FFT
base-2.

Con la ayuda de la Figura 3.3 podemos ver el porqué de la importancia de los
algoritmos FFT y la eficiencia que estos logran. En azul se observa las operaciones
necesarias derivadas de un calculo directo y en verde las operaciones requeridas
usando el algoritmo base-2, como se puede ver conforme el numero de muestras
aumenta el ndmero de operaciones necesarias en comparaciéon con el método
directo es mucho mas eficiente.

3.4.2.1 Decimacion en tiempo y frecuencia.

El calculo de la DFT se puede hacer mucho mas eficiente computando mayor
cantidad de DFT’'s de menor longitud ya que se aprovecha las propiedades de
simetria y periodicidad de los factores de rotacion. Los algoritmos en los que la sefial
temporal x(n) se descompone sucesivamente en bloques mas pequefios se
denominan algoritmos DIT [24].




Como ejempilo ilustrativo tomaremos el caso donde N = 8: @

Partimos de la idea de que N es un entero positivo par por lo cual la DFT puede
dividirse en dos DFT de tamafio N/2 formadas por los puntos pares de x(n) y los
puntos impares de x(n).Si X (k) esta dada por:

N-1

_ (=3 nk) _
XF(k) = xt(n)e\ ' N/, k=01,..,,N-1 3.13

n=0

Dividiendo x(n) en las muestras pares e impares se obtiene:

2T

XF(k) = Z xt(n)e(_jzﬁn)nk + Z xt(n)e(_JW)nk 314

npar nimpar

Sustituyendo n = 2r para los n pary n = 2r 4+ 1 para los n impares:

N N
il 71
L2TT 2T N 3 15
XF(k) = Z xt(2r)e IRk 4 Z xt(2r + De(TT@E o LTI
r=0 r=0
LT LLTT
XF(k) = Z xt(2r)e TR 4 Z xt(2r + 1)e(_17)2kr, r=0, o 1. 316
r=0 r=0

. (- 'Z—n)Zrk (—jz—n)rk - -
Teniendo en cuenta que e'’wm = e\ 'N/2/""puede reescribirse la ultima
ecuacion como:

%_1 %_1 < .Zn)k
_ ;2T 2T N N
XF(k) = Z xt(2r)e NN 4 oIk Z xt@r+De\ 2/ r=0..,7-1 3.17

r=0 r=0
Podemos reducir la expresion como:

2T N
XF(k) =G(k) +e ' NHK) k=012 i 1. 3.18



Como se puede ver la DFT original ha sido dividida en dos DFT de tamafio N/2 el
primer factor representa la DFT para las muestras pares y el segundo representa la
DFT para las muestras impares. A pesar de que k toma valores de 0 a N — 1 las
sumas se calculan solo para los valores de 0 a N/2 — 1 ya que tanto G(k) como

H (k) son periddicas de periodo N /2. El factor ¢~7 ¥ es un factor muy comun por lo
tanto se le representa como W*.Quedando finalmente la expresion como [22]:

N
_ k — —_
X() =G + Wi H() , k=012.,5-1 3.19

Puesto que esta representacibn matematica resulta muy abstracta y dificil de
entender se muestra la Figura 3.4 donde se representa una DFT para N = 8 que se

obtiene a partir de dos DFT de tamafio gz 4 una conformada por las muestras
pares y otra de las muestras impares.”
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Figura 3.4.- Descomposicion de una DFT de N = 8 muestras en dos DFT de N/2
muestras decimacion en tiempo.




Obsérvese que una vez que tenemos dos DFT de tamafio N/2, nada nos impide el
aplicar nuevamente el procedimiento anterior a las dos DFT obtenidas. Por lo cual

la DFT de N/2 muestras puede descomponerse en dos DFT de NT/Z muestras asi

hasta obtener solo DFT’s de tamafio 2 como se muestra en la Figura 3.5 [24].

Este método fue propuesto por Cooley-Tukey en su articulo de 1965 por sus
caracteristicas particulares que inferian ciertas ventajas para su implementacion en
computadoras de proposito general [14].

xt(0)o > XF(0)
Q\I
xt(3)o o XF(5)
e OGIA\

-1 -1 -1

Figura 3.5.- Algoritmo FFT base-2 para N = 8 muestras de dicemacion en tiempo
completo.

En posteriores documentos se dieron varias mejoras al algoritmo propuesto por
Cooley-Tukey uno de estos fue la DIF que con un enfoque similar al analizado se
logra establecer que al dividir la secuencia X (k) en varias DFT de menor tamafio se
obtienen los mismos resultados que con la DIT en cuanto al total de operaciones
requeridas para calcular la DFT el mismo algoritmo presentado en la Figura 3.4 de
DIT se presenta en la Figura 3.5 con DIF [15].

ém
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Figura 3.6.- Descomposicion de una DFT de N = 8 muestras en dos DFT de N/2
muestras utilizando decimacioén en frecuencia.

Estos dos métodos emplean el mismo niumero de operaciones para el calculo de la
DFT pero cada uno tiene ciertas ventajas que pueden ser de gran relevancia a la
hora de seleccionar un algoritmo para un propadsito especifico el mas sobresaliente
a simple vista es el orden de las muestras de entrada con respecto al de las salidas
[21].

3.4.2.2 Inversion de bit.

Si se observé con detenimiento las Figura 3.4 y Figura 3.6, se puede notar que en
ambos casos el orden de la secuencia a la entrada no coincidia con el orden a la
salida, esto se debe a la separacion que se hace de la DFT en dos DFT donde se
agrupan las muestras pares y las impares.

Si se sigue con la decimacion completa, el orden de las muestras se ve alterado
mucho mas, como se muestra a continuacion:




xt(7)

Figura 3.7.- Algoritmo FFT base-2 para N=8 muestras de decimacion en
frecuencia completo.

Obsérvese que si la secuencia de entrada se encuentra en orden, la salida estara
en forma desordenada por lo cual es necesario hacer un reordenamiento de las
muestras. Esto resulta relativamente facil si se toma una representacion binaria de
la posicion de la muestras como se presenta en la Tabla 1:

Tabla 1.- Inversion de bit para 8 muestras.

Posicion a la salida Representacion Posicion que le Representacion
binaria corresponde binaria
XF(0) 000 XF(0) 000
XF(1) 001 XF(4) 100
XF(2) 010 XF(2) 010
XF(3) 011 XF(6) 110
XF(4) 100 XF(1) 001
XF(5) 101 XF(5) 101
XF(6) 110 XF(3) 011
XF(7) 111 XF(7) 111




En este caso para hacer el ordenamiento correcto solo es necesario cambiar el bit
mas significativo por el menos significativo y viceversa, esto se conoce como
inversion de bit dado que se invierte el orden de lectura de la palabra en binario lo
cual aplica para cualquier numero de muestras que sea potencia de 2 [10].

3.4.2.3 Mas allg de base-2.

Aunque todos los ejemplos que se han puesto hasta ahora se han referido ala FFT
base-2, lo antes mencionado es aplicable para otras bases como lo son base-4 y
base-8. En la practica se requiere que algunos sistemas de comunicacion OFDMA
como lo son LTE y 4G trabajen con un numero de muestras que puede ser de 1200
0 2400 las cuales no son potencias de ninguna de las bases mencionadas, por lo
que se ha visto la necesidad de utilizar algoritmos FFT base-3 y base-5 que se
habian relegado debido a su complejidad y menor adaptabilidad a los sistemas
computacionales [25].

Las FFT’'s base-3 y base-5 se encuentran escasamente documentados y alun menos
implementados en sistemas computacionales ya que estos ultimos rompen con la
tendencia que se ha seguido de adaptar el algoritmo FFT a los sistemas
computacionales.

3.4.3 Algoritmos de Factores Primos.

Los algoritmos de factores primos necesitan poder expresar N como una
multiplicacion de dos nimeros enteros y primos entres si, luego se crean DFT’s de
menor tamafo las cuales tendran como base los niumeros primos obtenidos, los
cuales seran utilizados una sola vez, a diferencia del método anterior donde la DFT
base-m era utilizada tantas veces como fuera necesario.

Este tipo de FFT se basa en conceptos matematicos muy avanzados como el
teorema chino del resto. Para su implementacién se requieren realizar DFT’s
relativamente pequefias en menos de N operaciones lo cual se logro al desarrollar
una DFT de N muestras en una convolucién circular de N — 1 muestras [23].

Como se puede notar este método requiere de mas conocimientos matematicos
para su comprension. Por lo que es mas dificil traducir los resultados obtenidos en
la teoria a un codigo de computadora.

Estos algoritmos presentaban resultados tedricos bastantes prometedores, sin
embargo una vez implementados no alcanzaban las expectativas esperadas lo cual




condujo a una nueva definicibn de complejidad que dio mas relevancia a las
caracteristicas fisicas de las computadoras, como se ilustra en la Figura 3.8 donde
podemos observar la metodologia para obtener una FFT de factores primos implica
varios procesos complejos , ademas de que los algoritmos base son complejos
también [24].
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Figura 3.8.- Esquema de la metodologia para obtener la FFT para N=15 muestras
a partir de los algoritmos base-5 y base-3.

No todo el trabajo realizado en este tipo de algoritmos fue en vano ya que se logro
desarrollar una nueva familia de algoritmos basados en DFT de numeros primos
como lo son WFTA y los algoritmos de Goertz [21].

Se logr6 también la adquisicién de nuevos enfoques y conocimientos tedricos que
proporcionaron una nueva perspectiva para los algoritmos Cooley-Tukey que
podian ser de gran provecho en las nuevas tecnologias que se estaban
desarrollando [15].

3.4.3.1 Algoritmo de Winograd.

Este algoritmo le debe su nombre a Shamuel Winograd que propuso manejar la DFT
en funcién de convoluciones o multiplicaciones de polinomios que basicamente es
descomponer la DFT original en varias DFT de menor longitud, donde el orden de
cada DFT es un numero primo [15].

Con el algoritmo de Winograd el nimero de multiplicaciones necesarias para una
DFT de N puntos se reduce de Nlog,N a N. Aunque este resultado puede parecer
muy prometedor esta drastica reduccion se logra a partir del incremento significativo

ém



del nimero de sumas. Sin embargo, en los procesadores modernos muchas veces
las sumas y multiplicaciones se ejecutan en los mismos ciclos de reloj, donde son
mas convenientes los algoritmos Cooley-Tukey [12].



Capitulo IV:

Simulaciones en Matlab.

Para realizar las simulaciones en Matlab utilizaremos las funciones mas basicas con
el objetivo de que puedan ser reproducidas facilmente en HDL, aunque ambos
estilos de programacion son un tanto diferentes ya que Matlab es un lenguaje
secuencial y AHDL es concurrente. Matlab seré utilizado para confirmar que los
algoritmos escogidos son correctos y que la metodologia seleccionada es la ideal,
ademas de permitirnos hacer modificaciones para ver la respuesta de los
algoritmos, comprobar las propiedades matematicas de ellos y saber si es necesario
modificarlos o no.

4.1 Metodologia del algoritmo FFT/IFFT para N=128.

La idea basica es la de descomponer la FFT/IFFT de 128 en FFT/IFFT de menor
tamafo, ya que esto nos permitira reutilizar un mismo bloque varias veces. Partimos
de la obtencion de la DFT de forma directa utilizando la ecuaciéon 3.7

127 (-jz—"nk)
XF(k) = Z xt(n)e\ /128", k=0,1,..,126,127. 4.1)

n=0

Desarrollada de forma completa 4.1 obtendriamos:

XF(0) = xt (W, + xt (YWD + - + xt (126)W, 0?0 4 xt(127)w,*?7)

XF(1) = xt ()W, 50 + xt (W59 + -+ + xt (126)W59 %Y + xt (127) W, 50 27

XF(126) = xt (W57 + xt(OWG7OD + -+ xt(126)W,52 VMO 4 xe(127) w2927

XF(127) = xt QW57 + xt(OWSED 4 - 4+ xe(126)WS27 MO 1 xe 127y w277




Este es una forma ineficiente de obtener la DFT ya que requiere de 16384 sumas
complejas y mismo numero de multiplicaciones complejas. Si utilizamos un
algoritmo FFT base-2 podemos descomponer la ecuacion 4.1 en dos sumatorias de
64 elementos cada una como se muestra:

2T

. 2T
. —je= —j—|rk . . ..
Teniendo en cuenta que e/ W% = oIz )r por la propiedad de periodicidad de
los factores de rotacion puede reescribirse la ultima ecuacion como dos sumatorias
una formada por los elementos pares y otra por los elementos impares de xt(n):

63 63
. 2r 21 . 2r N
X(k) = Zx(Zr)e( T8/ | o ~iizsk Zx(Zr + 1)9( ]123/2)”,1‘ =0, i 1 4.2
r=0 =0
Podemos reducir la expresion como:
_2my
X(k) = G(k) + e~ '128"H (k) k=0,1,2..,63. 4.3

Su representacion en un algoritmo de flujo de datos se observa en la Figura 4.1:

| muestras .{4

g[0] Glo]
xt(0) o—=— - - = XF(0)
A f
* | DFTde [} :
u N/2 ] 1
» | muestras [ ' '
' ,
((126) gl63] G[63] 54 FET .
X O—=— ] 's '
HIO] de 2 '
h[0 '
xt(1) 110] A muestras :
. . :
* | DFTde [ :
' N/2 ' '

h|63 H
xr(jz?_)o—L-J— 53] —\_ o XF(7)
W

N

Figura 4.1.- Diagrama a bloques del algoritmo FFT para N=128 base-2 utilizando
dicemacion en frecuencia.



Con esto hemos reducido la FFT de 128 muestras a 64 FFT’s de 2 muestras y 2
FFT’s de 64 muestras reduciendo el nUmero de sumas y multiplicaciones complejas
a 4160 que es una reduccion de poco menos del 26% de operaciones aungue este
no es el punto importante lo importante es ver que la FFT puede dividirse en FFT
de menor numero de muestras segun la base que se utilice.

Si utilizaramos la base 8 para la FFT de 128 muestras obtendriamos la siguiente
ecuacion:

15 63
2 2m . 2m
XF(k) = th(8r)e( T2 4 e"mkz xt(8r + 1)e( Ti2e " 4 ..
r=0 15 r=0
2 o 2T
+ e~ ITzEk Z xt(8r + 6)9( ]123/2)” 4.5
r=0
. 2T E . 2T
+ e /128" Z xt(8r + 7)e 22N =0, .15
r=0
Podemos reducir la expresion como:
_j2my, _j2my,
X(k) =G(k) +e'128°H(k) + --- + e /128" M (k) 318

_j2my,
+e128"N(k) , k=0,1,2..,63.

Con esto hemos reducido la FFT de 128 muestras a 16 FFT’s de 8 muestras y 8
FFT's de 16 muestras. Su representacion en un algoritmo de flujo de datos se
observa en la Figura 4.2. Como se puede ver se hareducido la FFT de 128 muestras
en FFT’s de 8 y 16 muestras, esta reorganizacion de la FFT es la mas conveniente
ya que se usan las FFT’s del menor nUmero de muestras posibles.

Como se puede deducir una vez separada la FFT de 128 muestras en FFT's de
menor tamafo, a estas nuevas FFT’'s también puede aplicarse una reduccion
similar, en el caso de la FFT de 8 muestras esta se puede dividir en FFT’s de 4
puntos y FFT’s de 2 puntos. Para el caso de la FFT de 16 muestras puede dividirse
en FFT’s de 4 muestras todo esto con la obvia reduccién de operaciones.

Todo este desarrollo matematico es muy dificil de comprender y ademés existen
otros métodos de obtener los mismos resultados de reduccion de la FFT de 128
muestras que son mas faciles de comprender los cuales son mostrados a
continuacion.




g[0] Glo]
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Figura 4.2.- Diagrama a bloques del algoritmo FFT para N=128 base-8 utilizando
dicemacion en tiempo.

4.2 Algoritmos Cooley-Tukey.

En principio se programé el algoritmo FFT base-2 de la Figura 4.3, ya que es el mas
simple y es la base para realizar los demas algoritmos cuando N = 2! (2, 4, 8, 16,...)
siendo N el nimero de muestras a procesar.



xt(0) XF(0)

W

xt(1)

A 2

XF(1)

Figura 4.3.- Algoritmo FFT base-2 para N=2.

Se ha seleccionado el algoritmo DIT ya que con este método no es necesario
ordenar de forma particular la entrada, cosa que no sucede con la DIF, pero sera
necesario reordenar el resultado obtenido, ya que el orden no corresponde al
deseado, lo cual se lograra con el método conocido como inversion de bit el cual
fue explicado en el capitulo 111 [7].

Si tomamos en cuenta que cada nodo es un punto de suma, que los triangulos son
puntos de multiplicacion y sabiendo que siempre iremos de izquierda a derecha
entonces podemos expresar este algoritmo como:

XF(0) = xt(0) + xt(1) 5.1
XF(1) = xt(0) — xt(1) 5.2

Es importante mencionar que para obtener la IFFT base-2 de 2 puntos se utilizan
las mismas formulas obtenidas para la FFT, ya que en este momento no intervienen
los factores de rotacion por lo cual ambos algoritmos son similares. El factor de

. 1 z
escalamiento N no sera tomado en cuenta en este momento.

Este algoritmo resulta muy sencillo de programar en Matlab como se muestra en el
apéndice A.

Se ha creado una funcién con el nombre “base_2” la cual requiere de dos entradas
en este caso xt(n) que debe ser un vector de dos elementos, a su vez regresa un
vector de dos elementos donde XF (k) es nuestra FFT.

Ahora tomando como referencia el algoritmo de la Figura 4.4 podemos realizar el
script para la FFT base-2 para N = 4.




xt(0)=a+ib » > XF(0)
we =1
. P, P,
xt (1)=c+id - p- > XF(2)
s =
P P.
xt (2)=e+if e > XF(1)
W =1
; P. '
xt(3)=g+ih sy B é > XF(3)
=1 m&l s _1- -

Figura 4.4.- Algoritmo FFT base-2 para N=4.

Siguiendo la metodologia marcada por el algoritmo de la Figura 4.4 y representando
cada elemento de x(n) en su parte real e imaginaria en la primera etapa obtenemos
los puntos P, los cuales son:

P, = xt(0) + xt(2) 5.3
P, = xt(1) + xt(3) 54
P; = xt(0) — xt(2) 5.5
P, = xt(1) — xt(3) 5.6

Como se puede ver 5.3 y 5.5 cumplen con las ecuaciones del algoritmo base-2, lo
mismo pasa con 5.4y 5.6.

El préximo paso es multiplicar los puntos P, por los factores de rotacién, como se
observa en la Figura 4.4 el Unico factor de rotacion diferente de 1 es el
correspondiente a P, por lo cual es necesario multiplicar este término por i. Los
valores de cada factor de rotacién son obtenidos de 3.10.

Para obtener los valores finales de XF (k) tenemos que:

XF(0) = P, + P, 5.7



XF(1) = P, + iP, 5.9 «

Nuevamente XF(0) y XF(2) al igual que XF(1) y XF(3) cumplen con el algoritmo
base-2. Si desarrollamos estos términos en términos de la parte real e imaginaria
de xt(n) tenemos:

XF(0) =(a+ib)+ (c+id)+ (e+if)+ (g +ih) 5.11
XF(2) =(a+ib)—(c+id)+ (e+if) — (g + ih) 5.12
XF(1) =(a+ib)+ (c+id)—(e+if)— (g +ih) 5.13

XF(3) = (a+ib) — (e + if) — i[(c + id) — (g + ib)] 5.14

Sidesarrollamos 5.11, 5.12,5.13 y 5.14 y separamos las partes reales e imaginarias
obtenemos:

XFO)=(a+c+e+g)+i(b+d+f+h) 5.15
XF2)=((a+e)—(c+g)+i((b+f)—(d+h)) 5.16
XF()=((a+h)—(e+d)+i((b+c)—-(f+9) 5.17
XFR) =((a+d)—(e+h)+i((b+9)—(f+0) 5.18

Esta Ultima representacion tiene una gran ventaja ya que todos los términos de X (k)
tanto su parte real e imaginaria se obtienen solamente con sumas y restas.

De manera similar podemos obtener las ecuaciones para IFFT. La Unica diferencia
es en el término de rotacion W,' que en este caso toma el valor de i.

El grupo de ecuaciones para obtener la IFFT son:

imvXF(0)=(a+c+e+g)+i(b+d+f+h) 5.19
mvXF(2) =((a+e)—(c+g)+i((b+f)—(d+h)) 5.20
invXF(1) = ((a+d) — (e + ) +i((b + g) — (f + ) 5.21

invXF3) = ((a+h) —(e+d) +i((b+c)—(f+9)) 5.22



De 5.15 a 5.22 podemos ver que XF(0) = invXF(0)y XF(2) = invXF(2). XF(1) solo
difiere de invXF (1) en la ubicacion de cuatro términos en este caso se intercambian
h por d y c por g, lo mismo sucede para XF(3) y invXF(3), se intercambian las
mismas variables por lo cual la diferencia entre realizar la FFT y la IFFT se resuelve
con una sentencia IF que nos ubicara las variables ¢, d, g y hdonde sean
necesarios.

Hasta ahora se han realizado los algoritmos base-2 para N =2 y el algoritmo
base-4 paraN =4 y una de las caracteristicas mas importantes que podemos
resaltar hasta ahora es que no se ha utilizado ninguna multiplicacion, esto es muy
importante debido a que las multiplicaciones son los recursos mas escasos y mas
importantes de tomar en cuenta como se mencionara mas adelante, ya que estas
ideas se trasladaran directamente al FPGA.

Ademas confirmamos una parte muy importante de este trabajo, con la misma
estructura se puede obtener la FFT e IFFT. Es importante sefalar que este algoritmo
no da el resultado correcto de la IFFT ya que carece del factor de escalamiento

1/N, esto es omitido debido a que este factor de escalamiento debe ser utilizado en
el resultado final y es variable conforme el nUmero de muestras que se estén
procesando, ya que sera usado en otras funciones no es conveniente agregarlo en
este momento, esto facilitara su reutilizacion en FFT’s de mayor tamafo.

Una vez obtenido el algoritmo base-2 de 2 puntos y el algoritmo base-4 de 4 puntos
se usaran para realizar el algoritmo base-2 de 8 puntos de la Figura 4.10. Siguiendo
una secuencia de pasos podremos a partir de los algoritmos bases poder realizar
FFT’s de mayor numero de datos.

La metodologia para obtener la FFT para N = 8 o las subsecuentes de un mayor
namero de datos se puede dividir en tres etapas, en primer lugar se deben
acomodar los elementos de xt(n) en forma matricial como se muestra en la Figura
4.5.

xt(0) | xt(4)

xt(1) | xt(5)

xt(2) | xt(6)

xt(3) | xt(7)

Figura 4.5.- Forma matricial de xt(n) para la FFT de N=8 base-2.




Esta representacion nos permite ver con mayor claridad el manejo de los datos. En
la primera etapa a cada fila de la matriz de la Figura 4.5 se le aplica la FFT base-2
de lo cual obtenemos las siguientes ecuaciones:

P; = xt(0) + xt(4) 5.23
P, = xt(1) + xt(5) 5.24
Py = xt(2) + xt(6) 5.25
P, = xt(3) + xt(7) 5.26
Py = xt(0) — xt(4) 5.27
P, = xt(1) — xt(5) 5.28
P, = xt(2) — xt(6) 5.29
Pg = xt(3) — xt(7) 5.30

De estas ecuaciones obtenemos la siguiente matriz:

Py P,
Py Ps
Py Py
P, P;

Figura 4.6.- Matriz resultante de la primera tapa de la metodologia para obtener el
algoritmo FFT de 8 muestras.

Para la segunda etapa necesitamos generar una segunda matriz conformada por
los factores de rotacion W donde el factor k estara dado de acuerdo a la ubicacion
del elemento en la matriz. El valor de k se obtiene con:

k = (fila —1)(columna — 1) 3.31



La matriz de factores de rotacion queda de la siguiente forma:

Wy | Wy
Wy | Wy
Wy | Wy
wg | Wy

Figura 4.7.- Matriz de los factores de rotacion de la metodologia para obtener el
algoritmo FFT de 8 muestras.

Los valores de Wj¥ estaran dados por la ecuacion 3.10, como se puede observar si
el valor k = 0 el factor de rotacién tendra el valor de 1 lo cual siempre ocurre en
todos los elementos de la primera fila y la primera columna, si se desea obtener la
IFFT, el valor de k sera el mismo solo que con signo negativo esto hara que se
cumpla la ecuacioén 3.8 correspondiente a la IDFT.

Ahora se multiplicara cada elemento de la matriz resultante de la primera etapa
Figura 4.5 con su correspondiente de acuerdo a su ubicacion, con la matriz de
factores de rotacion Figura 4.7 con lo cual obtenemos:

Ql = P1 532
QZ == PZ 5.33
Q3 = P3 5.34
Q4 = P4_ 535
R1 = PS 536
RZ = W81P6 537
R4_ = W83P8 539

La matriz resultante de las multiplicaciones queda representada en la Figura 4.8:



@ Ry

Q: R,
Qs LE
Q4 R,

Figura 4.8.- Matriz resultante de la segunda etapa de la metodologia para obtener
el algoritmo FFT de 8 muestras.

El siguiente paso consiste en aplicar una FFT base-4 de 4 puntos a cada columna
de la matriz de la Figura 4.8 para lo cual usamos las ecuaciones 5.7, 5.8, 5.9y 5.10
lo cual nos generaran las ecuaciones:

XF(0) =Q1+Q;+ Q3+ Q4 5.32
XF(1) = R, + R, + R; + R, 5.33
XF(2) =Q1—iQ;— Q3+ Q4 5.34
XF(3) = R, — iR, — Ry + R, 5.35
XF(4) =Q1— Q2+ Q3 — Q4 5.36
XF(5) = R, — R, + R; — R, 5.37
XF(6) = Q1 +1iQ; — Q3 — Q4 5.38
XF(7) = R, + iR, — Rs — iR, 5.39

Con esto obtenemos el resultado final que en forma matricial queda de la siguiente
forma:



XF(0) | xF (1)

XF(4) | xF(5)

xF(2) | XF(3)

xF(6) | XF(7)

Figura 4.9.- Matriz final de la metodologia para obtener el algoritmo FFT de 8
muestras.

Si se desea representar todo este procedimiento en un diagrama de flujo de datos
obtenemos la Figura 4.10:

Py Q,=P;

xt(0) - > XF(0)
\ [
. Py - Q:=p, .
xe(1) > FFT/IFFT de XF(4)
\\/ ’ 4 Puntos
Xt (2) P Qa=P,

XF(2)

N
xt(3) - p—Lh XF(6)

M X
xt(4) fs > i XF(1)
- wy
Xt(5) /XX&PE. > Ry=WgPs XF(5)
//\ Ct w FFT/IFFT de
— 2D, 4 Puntos
xt(6) '. Py > Ry=Wy Py XF(3)
xt(7) e i i P XF(7)
-1 Wy
we=1 Wi =—i

W¢ = 0.7071 — i0.7071 Wg = —0.7071 — i0.7071
Figura 4.10.- Algoritmo de flujo de datos de la FFT/IFFT de 8 puntos base-2 y

base-4.

Esta metodologia nos permite dividir la FFT de 8 puntos en FFT’'s de 2 y 4 puntos
lo cual simplificara la programacion en Matlab como la implementacion en el FPGA.



Para realizar la FFT de 16 puntos utilizaremos la misma metodologia que para la
FFT de 8 puntos, si utilizaramos la FFT base-2 tendriamos que generar una matriz

de 8x2, pero en su lugar utilizaremos base-4, lo cual nos permite generar una matriz

4x4 como se muestras en la siguiente figura:

xt(0) | xt(4) | xt(8) | xt(12)

xt(1) | xt(5) | xt(9) | xt(13)

xt(2) | xt(6) | xt(10) | xt(14)

xt(3) | xt(7) | xt(11) | xt(15)

Figura 4.11.- Forma matricial de x(n) para obtener el algoritmo de la FFT/IFFT
para N=16 base-4.

Con esto dividimos la FFT de 16 puntos en solo FFT’s de 4 puntos, esta forma de
acomodar los elementos de la matriz nos permite descartar el uso del algoritmo
base-2 de 2 puntos. Siguiendo los mismos pasos que para la FFT de 8 puntos
podemos obtener la FFT de 16 puntos.

Con los algoritmos para la FFT de 8 y 16 muestras podemos obtener la FFT de 128
ya que (8)(16) = 128, esto se puede lograr usando la misma metodologia que se
ha ido aplicando para FFT’s de mayor numero de datos a los algoritmos base. La
base de este algoritmo al igual que los demas es la forma matricial de x(n) que en
este caso sera una matriz de 16 filas por 8 columnas, aunque también es muy valido
utilizar una matriz de 8 filas por 16 columnas ya que a la hora de programar en
Matlab este cambio no supones diferencias relevantes.

Pero el hecho de seleccionar una matriz de 16x8 u 8x16, si genera grandes
diferencias al implementarlo en el FPGA por lo cual se elige el arreglo de 16x8 los
motivos se explicaran detalladamente en el capitulo correspondiente.

La forma matricial de x(n) para FFT de 128 muestras queda de la forma que se
muestra en la Figura 4.12:



xt(0) | xt(16) | .. xt(96) | xt(112)
xt(1) fxt(17)} ... xt(97) | xt(113)
xt(14) [ xt(30)] .. xt(110) | xt(126)
xt(15) [ xt(31)] .. xt(111) | xt(127)

Figura 4.12.- Forma matricial de x(n) para obtener el algoritmo de la FFT/IFFT
para N=128 base-8 y base-16.

Este arreglo matricial como en los casos anteriores nos permite dividir la FFT en
FFT’s de menor tamafio que en este caso con FFT’s de 8 muestras y FFT’s de 16
muestras.

El método utilizado podemos resumirlos en 5 pasos:
Paso 1: Se reorganiza la secuencia xt(n) en un arreglo matricial de nxm.

Paso 2: Se realizan las transformadas de tamafno n de los elementos de cada fila
del arreglo matricial.

Paso 3: Se realiza la multiplicacion elemento a elemento entre la matriz resultante
del paso dos y una matriz de factores de rotacion.

Paso 4: Se realizan las transformadas de tamafio m de los elementos de cada
columna del arreglo matricial obtenido del paso 3.

Paso 5: Se reorganizan nuevamente los elementos de la matriz en una secuencia
XF (k).




4.3 Algoritmos de Factores Primos.

Los algoritmos de factores primos siguen una metodologia diferente, pero tienen las
mismas propiedades ya mencionadas, ademas de que son disefiados para utilizar
el menor nimero de multiplicaciones posible a cambio de aumentar el numero de
sumas, esto puede resultar hasta cierto punto una ventaja ya que cuando hablamos
de la implementaciéon en el FPGA es sabido que una suma ocupa menos recursos
que una multiplicacion.

La implementacion de los algoritmos base-3 y base-5 no representa gran problema
solo es seguir detenidamente la ruta necesaria para cada dato.

4.3.1 FFT/IFFT base-3.

xt(0) XF(0)
xt(1) ® XF(1)
xt(2) o XF(2)

k = —sin(27/3)

Figura 4.13.- Algoritmo de la FFT base 3.

Para obtener los a, seguimos las siguientes ecuaciones:

a; = x(0) 5.40
a, = x(1) +x(2) 541
as; =x(1) —x(2) 5.42

Con los valores de a, Yy realizando las multiplicaciones que marca el algoritmo
podemos obtener b, los cuales son:



b1 = aq + a,; 543 @
1

bz = a1 - Eaz 544
b3 = ka3 545

Finalmente podemos obtener XF (k) :

XF(0) = b, 5.46
XF(1) = by + ibs 5.47

Para el caso de la IFFT en el algoritmo base-3 solo se necesita cambiar el signo de
los factores iy —i.

4.3.2 FFT/IFFT base-5.

e s XF(0)

xt(0) >e >
/" g \
xt(l) s s N 59

XF(1)
xt(3) XF(2)
xt(4) XF(4)
xt(2) XF(3)

Figura 4.14.- Algoritmo de la FFT base-5 de 5 puntos.

Para realizar el algoritmo base-5 en primer lugar realizamos las primeras sumas que
son:

S = xt(1) + xt(4) 5.49
S, = xt(1) — xt(4) 5.50
S; = xt(3) + xt(2) 5.51

S, = xt(3) — xt(2) 5.52



Ahora necesitamos calcular los valores de a, para lo cual debemos de saber que

Ss = xt(1) + xt(3)

Se = xt(1) — xt(3)

S, = xt(2) + xt(4)
Sg = S + xt(0)

—27
u= e entonces tenemos:

Con los valores de a,, podemos obtener los puntos de multiplicacion m, generando:

Con los valores de m, podemos realizar el segundo grupo de sumas para lo cual

obtenemos:

a0=1

a, = cos(u)+2cos(2u) 1

a, = cos(u)-l-zcos(Zu)
as = i(sen(u) + sen(2u))
a, = isen(2u)

a, = i(sen(u) — sen(2u))

mgy = ag * Sg
my =a, - Ss
my =ay - Se
ms =az-S;
My = a4 Sy

m5:a5'S4

59:m0+m1

SlO == 59 +m2

5.53
5.54
5.55
5.56

5.57
5.58
5.59
5.60
5.61
5.62

5.63
5.64
5.65
5.66
5.67
5.68

5.69
5.70

m



S11 =S9g—MmMm, 571

512 =Mz — My 572

513 = m4 + ms 573

Finalmente podemos obtener XF(k) con las siguientes ecuaciones:

XF(0) = m, 5.74
XF(1) = Sy + Sz 5.75
XF(2) = Sy1 + Si3 5.76
XF(3) = Si4 — Si3 5.77
XF(4) = S1p — Sz 5.78

Para el caso del algoritmo base-5 hay 5 multiplicaciones realizadas por los valores
a, para la obtencion de la IFFT en este caso solo es necesario cambiar de signo la
parte imaginaria de cada uno.

Estos algoritmos aunque resultan ser muy facil de programar en Matlab generan
muchos problemas a la hora de implementarlo en un FPGA por lo cual su utilizacién
es descartada desde este momento, ya que a pesar de que algunos algoritmos
hacen uso de estos cuando el nimero de muestras no es potencia de 2 para el caso
particular de nuestro transmisor esto no se cumple para N = 128 para lo cual es
necesario utilizar algun algoritmo base-2.



Capitulo V:

Desarrollo del Firmware de los bloques
basicos.

Ya que para las simulaciones en Matlab se optdé por no utilizar funciones
preestablecidas y utilizar solo sumas, restas y multiplicaciones resulta facil trasladar
las ideas obtenidas a un diagrama digital. Es importante mencionar que los
algoritmos anteriores por lo regular estan representados en forma concurrente en la
literatura, esto genera una ventaja mas a la hora de implementar dichos algoritmos
en un FPGA ya que para esto es necesario un lenguaje de descripcion de hardware
gue también trabaja de forma concurrente.

5.1 Especificaciones requeridas.

Se cuenta con un sistema de transmision OFDM disefiado con anterioridad, el cual
es el motivo principal de la realizacion de esta tesis. Este sistema cuenta con ciertas
caracteristicas que deben de respetarse al momento de disefiar la FFT e IFFT ya
que nuestro algoritmo deberd ser compatible con la sefial generada por el
transmisor.

Las caracteristicas que debe cumplir nuestro médulo FFT e IFFT son las siguientes:

» La FFT serd de 128 puntos ya que el estandar usado por el transmisor
establece que 96 subportadoras son de datos, 10 subportadoras son pilotos
y hay 22 subportadoras nulas.

» La extension de la palabra es de 20 bits siendo el bit més significativo el bit
de signo.

» Un dato esta integrado por dos palabras donde una representa la parte real
y otra la parte imaginaria.

» Los datos seran ingresados de forma serial y seran entregados de forma
serial.

Tomando en cuenta estas caracteristicas podemos afirmar que el moédulo de la
FFT/IFFT sera capaz de trabajar con el transmisor previamente disefiado y con el
receptor que sera disefiado mas adelante.
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5.2 Desarrollo de los bloques basicos.

Los datos estan integrados por 20 bits y estan distribuidos como se ilustra en la
Figura 5.1:

1 9 10

Bit de signo Parte Entera Parte Decimal

Figura 5.1.- Formato de la distribucion de bits de la palabra a utilizar.

Esta asignacion es abstracta debido a que el sistema lo tratara como un numero
entero, esto facilitara en gran medida el procesamiento de los datos y sobre todo
reducira los recursos necesarios para implementar este algoritmo que si se
emplearan otras técnicas como la representacion de nimeros por punto flotante que
elevan en gran medida el numero de elementos logicos necesarios para realizar
cualquier operacion basica sobre todo para la multiplicacion.

Para representar un numero en el formato requerido es necesario aplicar la
siguiente formula:

Num, = Num,, * 1024 6.1

Este escalamiento tiene su origen en el hecho de que es necesario recorrer el punto
decimal, debido a que se desea que la representacion quede solo en numeros
enteros binarios para facilitar las operaciones realizadas.

Cuando sea necesario un niamero negativo sera representado con su complemento
a dos, ya que asi es como trabajan los elementos basicos de suma, resta y
multiplicacion.

Esta distribucidon de bits nos permite tener las siguientes caracteristicas:

Podremos representar nimeros en el rango de —2a (2'° — 1) en binario, si
., i i 219 219_1
deseamos saber su representacion en decimal seria de — 1% Toma

1

gue se puede alcanzar con esta representacion es de oo

. La precision
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Es muy importante tomar en cuenta precision de lo contrario no se puede garantizar
la reversibilidad de la transformada. Por otro lado es necesario remarcar que un
namero binario siempre tendra cierto error debido al truncamiento y redondeo, ya
gue no es posible en ciertos casos representar con exactitud un niumero decimal
fraccionario lo que hace necesario representar dicho nimero en el binario méas
cercano generando un error.

La estrategia de disefio que se utilizo fue bottom-up (de abajo a arriba) donde las
partes individuales se disefian con detalle y luego se enlazan para formar
componentes mas grandes, que a su vez se enlazan hasta que se forma el sistema
completo.

Para el desarrollo de los bloques basicos se utilizé la herramienta MegaWizard Plug-
Ins, que consiste en una herramienta de parametrizacion que ayudan a integrar
megafunciones en los disefios sin requerir de terceros. Se puede utilizar esta
funcién en el Quartus Il y MAX + PLUS Il (versiéon 8.2 y superior) proporciona la
méaxima flexibilidad, que permite personalizar megafunciones sin cambiar el codigo
fuente del disefio. Se puede integrar una megafuncion parametrizada en cualquier
HDL [13].

Como se ilustra en la Figura 5.2 los bloques que se disefiaron con esta herramienta
son los siguientes:

» Sumador de 20 bits con signo.
» Restados de 20 bits con signo.
» Multiplicador de 20 bits con signo.

suUm_sim_asin res sim_asin

datanl19. 0]~ dataa{19 0]
resufti15.0] | i
databf1e.0§] T databl15 0]

a1

A) B)

mul_sim_asin

| dalaaf19.0]

= datab{19. 0]

C)

Figura 5.2.- Médulos creados con MegaWizard Plug-Ins: A) Sumador de 20 bits, B)
Restador de 20 bits y C) Multiplicador de 20 bits.




Para el correcto funcionamiento de los bloques se debe tomar en cuenta que el bit
mas significativo representa el signo, 0 indica que el nUmero es positivo y 1 que es
negativo. Adicionalmente los nUumeros negativos estan representados en
complemento a dos. Para el multiplicador de 20 bits sabemos que dos nimeros de
20 bits generan un resultado de 40 bits por lo cual mas adelante sera necesario
generar un bloque que adapte este dato a nuestro estandar utilizado.

5.2.1 Construccion del firmware de los algoritmos.

Antes de la construccion de los algoritmos base es necesario disefiar un médulo
mas, que es un multiplicador de dos numeros complejos. Si multiplicamos dos
nameros complejos obtenemos:

(a+ib)(c +id) = (ac —db) + i(ad + bc) 6.2

Como se observa se puede realizar con 4 multiplicaciones, una suma y una resta.
Dado que la parta real e imaginaria del dato a procesar estan separadas, solo es
cuestion de entrelazar correctamente los bloques para poder obtener el resultado
correcto como se muestra en la Figura 5.3.

Truncar

r
L

aB = (ac —db)

Truncar

Truncar ae  |=(ad + bc)

i

A*B Truncar

Figura 5.3.- Diagrama a bloques del multiplicador de nimeros complejos que
trabaja en paralelo.
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Sin embargo un inconveniente es que la multiplicacion genera un numero de 40 bits
pero el formato de nuestra palabra debe ser de 20 bits. Por lo tanto debemos de
realizar un truncamiento, esta operacion es la que agregara mayor error a nuestro
disefio ya que acorta la exactitud de nuestro dato. El truncamiento se realizara
eliminando los 10 bits mas significativos ya que no se tendran valores tan grandes
y los 10 bits menos significativos debido a que valores tan pequefios estan fuera de
la resolucion minima que requerimos.

Si observamos el diagrama de la Figura 5.3 un solo multiplicador complejo
implementado de esta forma necesita 4 multiplicadores de 20 bits, 4 modulos de
truncamiento, un sumador de 20 bits y un restador de 20 bits.

Hay que poner especial atencion en el nimero de multiplicadores necesarios ya que
el FPGA tiene una cantidad limitada de multiplicadores 9x9 lo cual solo nos permite
implementar 3 multiplicadores de 20x20. Aunque es posible implementar
multiplicadores con elementos logicos esto conlleva utilizar el 10% de los elementos
l6gicos disponibles por cada multiplicador, realizarlo de esta forma obliga a utilizar
recursos en exceso que hace imposible la implementacion completa de la FFT en
el FPGA de la tarjeta hija con la que se cuenta. Por ello se plantearan varias ideas
gue ayudaran a reducir las operaciones necesarias con el fin de reducir los recursos
necesarios y lograr usar la tarjeta hija. Estas ideas solo pueden hacerse presentes
a la hora de implementarlo en un FPGA debido a las diferencias existentes entre un
lenguaje de programacion que trabaja secuencialmente y un HDL que trabaja
concurrentemente.

A*B = Truncar A-B = (ac—db)

C e MUX DEMUX
A A+B |— (ad +bo)

clk r |_

Figura 5.4.- Diagrama a bloques del multiplicador de nimeros complejo que
trabaja en forma multiplexada.

Se utilizé una técnica de multiplexacion con el fin de poder realizar la multiplicacion
compleja con un solo multiplicador y un solo modulo de truncamiento esto es posible
ya que se utiliza el mismo multiplicador en diferentes lapsos de tiempo, por lo cual




el firmware de la Figura 5.3 y el de la Figura 5.4 entregan el mismo resultado, con
la diferencia que el primero lo realiza en un ciclo de reloj, mientras que el segundo
toma 10 ciclos, por lo cual se puede observar que a cambio de reducir el nimero de
recursos necesarios para realizar la multiplicacion compleja se incrementa el tiempo
en el que esta es realizada.

Aqui empiezan a surgir ciertas caracteristicas que es necesario tomar en cuenta
para poder utilizar la técnica de multiplexado, las mas sobresalientes son la
utilizacion de una sefial de reloj que es necesaria para poder sincronizar los
diferentes bloques y la necesidad de utilizar registros para poder utilizar los datos
en diferentes momentos sin que se pierdan.

5.2.2 Los algoritmos base.

Empezamos por descartar el uso de un algoritmo base-2 de 2 puntos con factor de
rotacion ya que al tener por separado la FFT base-2 y la multiplicacion del factor de
rotacion, nos dara mayor control sobre el nUmero de multiplicaciones necesarias
para la obtencion de la FFT, como se observara en los algoritmos de 8 y 16 puntos.
Por lo cual solo se utilizara el firmware de la Figura 5.5 que como se puede observar
solo consta de dos sumadores y dos restadores de 20 bits.

X1(0)_1e0] megd
xt(0)_imag = A+B XF(0)_real
|
xt(1)_real ——i—4 A+B XF(0)_imag
xt(1)_imag =g
A-B XF(1)_real
A-B XF(1)_imag

Figura 5.5.- Diagrama a bloques del firmware del algoritmo FFT base-2.
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Para el firmware de la FFT base-4, segun lo marca el algoritmo de la Figura 4.4 se
tendria que realizar una multiplicacién compleja por —i en el caso de la FFT e i para
IFFT, pero este es un caso especial que nos permite implementar la FFT/IFFT sin
la necesidad de utilizar ni una sola multiplicacion, como se observd mientas
realizamos el desarrollo del algoritmo de la FFT base-4 de 4 puntos.

Se estableci6 a partir de las ecuaciones 5.15 a 5.22 que XF(0) = invXF(0) y
XF(2) = invXF(2) , para que XF(1) seaigual a invXF (1) solo hay que
intercambiar h por d y ¢ por g, y finalmente para X(3) sea igual a invXF(3) hay
que intercambiar d por h 'y ¢ por g.

Las multiplicaciones por i y - i pueden ser evitadas y sustituidas por multiplexores
con lo cual se obtiene el resultado correcto con la gran ventaja de no utilizar ni una
sola multiplicacion lo cual es uno de los objetivos principales. Este firmware sera de
gran relevancia para poder realizar los modulos de los algoritmos de 8 y 16 puntos
con las ventajas que conlleva el no utilizar ninguna multiplicacion para la FFT/IFFT
de 2 y 4 puntos.

En la Figura 5.6 se puede observar que no ha sido necesario ningun bloque de
multiplicacion a cambio se han agregado multiplexores que con una sefial de control
llamada FFT_IFFT nos indica cual es la tarea deseada, ya sea la FFT si esta en
bajo o si se desea realizar la IFFT para lo cual debe permanecer en alto.

Teniendo listo los algoritmos base podremos realizar las FFT/IFFT’s de un mayor
namero de muestras que como se ha mostrado en el capitulo 11l pueden dividirse en
modulos de FFT base-2 o base-4, de ahi la importancia de haber implementado
estos bloques sin la necesidad de utilizar multiplicadores ya que podemos utilizar la
cantidad necesaria de estos blogues sin consumir ni uno de los tres multiplicadores
disponibles en el FPGA.
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Figura 5.6.- Diagrama a bloques del firmware del algoritmo FFT/IFFT base-4.

5.2.3 Algoritmos base 2 y 4 para FFT de 8 y 16 muestras.

Una vez obtenido el firmware de los algoritmos base-2 y base-4 podemos usarlo
para poder realizar el algoritmo de 8 puntos de la Figura 5.7. La teoria dice que una
FFT donde N puede expresarse como una potencia de 2 puede dividirse en dos
FFT's de tamafio N/2 donde se agrupan las muestras impares y las pares para las



FFT's de menor tamafio. Siguiendo esta metodologia para la transformada de 8
muestras, se separaran las muestras pares y las impares en dos grupos a las cuales
se les aplicara el algoritmo base-2 de 2 puntos y al resultado se le trata como una
FFT de 4 puntos, con las cuales utilizaremos las funciones obtenidas con
anterioridad. Esta es otra forma de ver el mismo procedimiento ya realizado donde
la secuencia x(n) era reorganizada como una matriz.

N SE
WD XX

xt(2)

xt(3)

xt(4)

xt(5)

xt(6)

xt(7)

FFT de 4 puntos

B FFT_de_2_puntos
I Multiplicacion por factores de rotacian

Figura 5.7.- Separacion en secciones del algoritmo FFT/IFFT para N=8 base-2 y
base-4.

Como podemos ver separamos el algoritmo de la Figura 5.7 en tres partes, en verde
se realizan cuatro FFT’s de 2 muestras, en cian estan marcadas 2 FFT's de 4
muestras y en rojo los factores de rotacion Wy, Wy, WZ, Wg por lo cual sera
necesario realizar cuatro multiplicaciones complejas. El valor correspondiente de
Wg podemos obtenerlo de la ecuacién 3.10.

Como se observa si k = 0 entonces Wy = 1 por lo cual no sera necesaria realizar
esta multiplicacion. Otro punto importante a notar es que los valores de W siempre
estaran localizados sobre el circulo unitario por lo tantos las multiplicaciones
siempre seran por un niumero menor o igual a 1.
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Para realizar la IFFT de 8 muestras se utiliza el mismo algoritmo y por lo tanto la
misma metodologia antes descrita, la Unica diferencia radicara en los factores de
rotacion que ahora seran obtenidos con la ecuacion 5.12.

Esta diferencia entre las ecuaciones 3.10 y 5.12 se refleja como un cambio de signo
en la parte imaginaria de los factores de rotacion, por lo tanto, si se desea realizar
la FFT o la IFFT solo se tendra que realizar un cambio de signo en la parte
imaginaria de cada factor de rotacion.

En la Figura 5.7 se muestra el algoritmo para obtener la FFT/IFFT de 8 puntos que
se ha dividido en tres partes, en verde se muestran las cuatro FFT de 2 puntos
necesarias para la primera etapa, en rojo la segunda etapa, correspondiente a las
multiplicaciones complejas necesarias por los factores de rotacion que en este caso
son 3 y finalmente se observa que en la tercera etapa se realizan dos FFT de 4
puntos. Utilizando la técnica de multiplexacién podemos implementar este algoritmo
utilizando solo un mddulo FFT base-2, un multiplicador complejo y un mddulo
FFT/IFFT base-4 como se muestra en la Figura 5.8.

—— XF(0)

2.

(O]

No—-
m
m
_|

2
1]
&

Xt(0) e

MUX DEMUX MUX MUX

E> w™ :> —EXF(7)
|_

Figura 5.8.- Diagrama a bloques del firmware del algoritmo FFT/IFFT para N=8
base-2 y base-4.

Xt(7) e

FFT_IFFT

Con esta técnica se ha reducido en gran medida los recursos necesarios para la
implementacion de la FFT/IFFT para N = 8 en comparacion con una version que
trabajaba en paralelo, solo fue necesario un solo multiplicador complejo el cual es
usado en diferentes lapsos de tiempo para realizar las tres multiplicaciones
complejas necesarias para los factores de rotacion.

El cambio entre los factores de rotacion necesarios para realizar la FFT o la IFFT
se realiza a partir de una sefial llamada FFT_IFFT con la cual realiza la FFT si esta
en bajo y la IFFT si esta en alto.

Para obtener la FFT/IFFT de 16 puntos, no desarrollamos el algoritmo base-2 que
como se Vvio en el capitulo IV requeria generar un matriz de 2x8, ya que este
algoritmo implica la utilizacion de un mayor niumero de bloques basicos y mas
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puntos de la Figura 5.9 debido a que este se realiza en menos etapas, lo cual nos
permite dividirlo en tres partes como en el caso de la FFT/IFFT de 8 muestras.

etapas para el procesamiento, en su lugar utilizamos el algoritmo base-4 de 16 @
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s
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Figura 5.9.- Separacién en secciones del algoritmo FFT/IFFT para N= 16 base-4.

En verde se muestran las cuatro FFT/IFFT de 4 puntos necesarias para la primera
etapa, en naranja se marca la segunda etapa correspondiente a las multiplicaciones
complejas que en este caso son 9 y finalmente se observa que en la tercera etapa
nuevamente se realizan 4 FFT’s de 4 puntos, por lo cual, la primera y tercera etapa
puede realizarse con el mismo moédulo FFT/IFFT de 4 muestras, ya que solo difieren
en el orden en que se ingresan los datos, cosa que pude ser faciimente
implementado en los multiplexores necesarios.

Utilizando la técnica de multiplexacion todo el algoritmo de 16 puntos puede ser
implementado con un solo médulo FFT/IFFT de 4 puntos y un solo multiplicador
complejo, como se muestra en el diagrama a bloques de la Figura 5.10. Se observa
que usar solo un modulo FFT/IFFT de 4 puntos complica el firmware haciendo



necesario utilizar mas multiplexores y registros, el aumento en el uso de estos
recursos no impacta de forma significativa en nuestro disefio ya que los bloques de
memoria son de los menos utilizados y mas abundantes en el FPGA.

XF(0)

FFT
N=4

MUX MUX DEMUX
xt(0) — MUX|
: o =

Xt(15) ]

XF(15)

Figura 5.10.- Diagrama a bloques del firmware del algoritmo FFT/IFFT para N=16
base-4.

Con los bloques de la FFT/IFFT de 8 y 16 puntos es posible realizar la FFT/IFFT de
128 muestras, como se mostro en las simulaciones de Matlab, ademas de estos
bloques es necesario disefiar otros modulos necesarios para ordenar correctamente
los datos segun se requiera, cosa que se mostrara en el siguiente capitulo.

5.3 Firmware de los Algoritmos de Factores Primos.

Los algoritmo de factores primos tienen una metodologia diferente como ya se ha
mencionado, por lo cual tienen ciertas diferencias en su estructura, ya que en estos
algoritmos se intenta reducir al minimo el nimero de multiplicaciones requeridas
para realizar la FFT, una caracteristica importante que deben de cumplir es la
ecuacion N = (a)(b) que dice que la FFT de N muestras puede ser obtenida a partir
de dos FFT, una de tamafio a y otra de tamafio b, donde a y b deben de ser nimeros
primos entre si, ya que de lo contrario estariamos ante un algoritmo del tipo Cooley-
Tukey. La metodologia para utilizar este tipo de algoritmos para una FFT de mayor
namero de muestras es un tanto diferente a lo seguido en los de tipo Cooley-Tukey
por lo cual solo se limitara en este caso a los algoritmos base.

Como se observa estos algoritmos no necesitan de multiplicaciones complejas por
lo cual se usan multiplicadores simples.
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Aunqgue algunos de estos algoritmos son usados en ocasiones donde el numero de
muestras no es una potencia de 2, existen ciertas técnicas que pueden utilizarse
que permiten el uso de los algoritmos tipo Cooley-Tukey, sin agregar gran
complejidad al disefio original cosa que puede compensar en sobre medida, si es
gue se desea utilizar algun algoritmo de factor primo.




Capitulo VI:
Firmware de la FFT/IFFT de 128 muestras.

Ademas de los bloques realizados con anterioridad son necesarios otros modulos
para implementar la transformada de 128 puntos estos tienen que ver con la
organizacion de los datos de acuerdo a la metodologia que se ha ido utilizando para
FFT’s de un numero mayor de puntos al de los algoritmos bases.

El firmware final lo podremos dividir en seis etapas correspondientes a la
metodologia elegida para realizar la FFT/IFFT de 128 muestras las cuales se
describen con més detalles a continuacion.

6.1 Implementacion del firmware de la FFT/IFFT de 128
muestras.

Las entradas de nuestro modulo son una entrada de reloj de 100 MHz, una sefal
gue restablece todos los contadores y registros y una entrada de 20 bits
correspondiente a la entrada serial de nuestro sistema.

Siguiendo la metodologia marcada en la Figura 3.8 podemos dividir nuestro modulo
en seis etapas encargadas de realizar tareas muy especificas para poder realizar la
FFT/IFFT de 128 muestras cada una de estas etapas es descrita con detalle.

En la primera etapa se necesita organizar a partir de una entrada serial de 20 bits
una matriz de datos de 16 filas y 8 columnas en el orden que se indica en la Figura
4.12, este arreglo se escogié sobre el de 8 filas y 16 columnas por la ventaja que
conlleva realizar en primer lugar las FFT/IFFT’s de 8 puntos en lugar de la segunda
opcion que implica realizar primero las de 16 puntos.

Para realizar el almacenamiento de los datos en el orden deseado se utilizaron 16
memorias FIFO (First Input, First Output / Primera Entrada, Primera Salida) de 20
bits x 16 palabras esto nos permite controlar el orden de como los datos se iran
entregando, el cual no corresponde al orden de entrada de los datos en la entrada
serial ya que asi lo pide el método elegido para realizar la FFT/IFFT de 128
muestras. En la Figura 6.1 se muestra que este arreglo entrega 8 salidas
correspondiente a las entradas necesarias para poder realizar las FFT/IFFT de 8
puntos correspondientes a cada fila de la matriz de 16x8, con la ayuda de las
mismas memorias estos datos se mantienen el tiempo necesario que necesite la
segunda etapa, tercera etapa y cuarta etapa.
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Figura 6.1.- Diagrama a bloques del arreglo de memorias FIFO correspondiente a
la primera etapa del firmware FFT/IFFT de 128 muestras.

En la segunda etapa se realizan 16 FFT/IFFT’s de 8 muestras por lo que se utilizd
el bloque previamente disefiado, la primera etapa es el encargado de entregarnos
los datos correspondientes y mantenerlos, por lo que no es necesario hacer ninguna
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modificacion a este bloque mas que el de conectar correctamente las entradas
necesarias.
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— XF(0)
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Figura 6.2.- Diagrama a bloques del firmware del algoritmo FFT/IFFT para N=8
correspondiente a la segunda etapa.

La tercera etapa corresponde a las multiplicaciones complejas necesarias entre la
matriz generada por la primera etapa y la matriz de los factores de rotacion, como
se ha realizado en el capitulo lll, esta es la principal razon por la cual escogimos
realizar primero las FFT/IFFT's de 8 puntos, esto conlleva realizar 16 veces 7
multiplicaciones complejas que de haber realizado primero las FFT/IFFT’s de 16
muestras esto implicaba hacer 8 veces 15 multiplicaciones complejas, donde este
segundo caso implica una mayor complejidad y aunque se realice en menos
ocasiones, el disefio de este modulo seria mucho mas complejo.
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Figura 6.3.- Multiplicador de los factores de rotacion correspondiente a la tercera

etapa.
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Para realizar las multiplicaciones complejas utilizaremos un multiplicador de 20 bits
y haciendo el recuento en total se han utilizados tres, uno para la FFT/IFFT de 8
muestras, uno para la FFT/IFFT de 16 muestras y finalmente uno para la matriz de
factores de rotacion con esto hemos utilizado los tres multiplicadores disponibles en

el FPGA.

La cuarta etapa es nuevamente un arreglo de memorias FIFO donde se tiene que
alterar el orden de los datos ya que este no coincide con el necesario para poder
realizar la siguiente etapa, ademas, esta vez se tienen que entregar 16 datos en

paralelo como se muestras en la Figura 6.2.

Figura 6.4.- Diagrama a bloques del arreglo de memorias FIFO correspondiente a

MUX
8A1

Arreglo de
32 FIFOS
de 8 datos

f— %(0)
—— (1)
—— x(2)
—— x(3)
—— x(4)
p—— (5)
—— X(6)
—— x(7)
— x(8)
p—— x(9)
—— x(10)
— X(11)
—— x(13)
—— x(14)

—— x(15)

la cuarta etapa del firmware del algoritmo FFT/IFFT de 128 muestras.

La quinta etapa corresponde a la realizacion de 8 FFT/IFFT de 16 muestras por lo
cual solo es necesario utilizar el bloque ya antes disefiado.

MUX

o,

MUX

FFT
N=4

DEMUX

XF(0)

XF(15)

Figura 6.5.- Diagrama a bloques del firmware del algoritmo FFT/IFFT para N=16
correspondiente a la quinta etapa.
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Finalmente la sexta etapa corresponde al arreglo de FIFO’s de la Figura 6.6 que
almacenan los datos entregados por el médulo FFT/IFFT de 16 muestras, también
tiene que ordenar los datos en su secuencia final para entregar la FFT/IFFT de 128
muestras, todos estos datos almacenados tiene que ser entregados de forma serial.

Este arreglo es el mismo que en la primera etapa y podria reutilizarse, pero esto
elevaria notablemente la complejidad de firmware, ya que los bloques de memoria
son los recursos mas abundantes y el menos usado, podemos implementar por
separado otro arreglo de memorias FIFQO’s, esto nos facilitara la conversién de
paralelo a serial para entregar el resultado final.

FIFO de 16
(.
:g: | FIFO de 16 |
)((3) dato:
@ =
x(s)
x(6)
) atos
x(8)
x(9) itos
x(10)
x(11)
x(13)
x(14) it
x(15)

Ssalida
serial

Convertidor
paralelo a
serie

s
aralelo a
parale 1a16 =
serie FIFO de 16
atos
atos
)

d
FIFO de 16
dato:
FiF
I da I
FIFO de 16
d
FIFO de 16
datos
at
a

a j_
FIFO de 16

d
FIFO de 16

da

a

I

e
tos
e
e
tos
e
tos
FIFO de 16
datos
FIFO de 16
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e
tos
e
tos
e
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e
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FIFO de 16
d

FIFO de 16
da

a
a

FIFO de 16
d
FIFO de 16
da

Figura 6.6.- Diagrama a bloques del arreglo de memorias FIFO correspondiente a
la sexta etapa el firmware del algoritmo FFT/IFFT de 128 muestras.

Se agrego una etapa extra a la de la metodologia escogida encargada de realizar
el factor de escalamiento 1/N que es requerido para la IFFT solamente, N
representa el nUmero de muestras a procesar que en este caso es de 128, pero este
nimero lo podemos representar como 27, ya que estamos trabajando con niimeros
binarios, sabemos que una division entre un factor que sea potencia de dos se
puede realizar con un corrimiento a la derecha, por lo cual esta ultima etapa se




encarga de recorrer a la derecha siete veces el resultado si es que se esta
realizando la IFFT de lo contrario no realiza ninguna accion.

El diagrama general de las 7 etapas conjuntas se muestra en la Figura 6.7 con las
7 etapas interconectadas necesarias para realizar la FFT/IFFT de 128 muestras,
como se puede observar todas las etapas cumplen una tarea especifica de la
metodologia seleccionada, tres de las seis etapas estan destinadas al
almacenamiento y reordenamiento de los datos cosa muy importante ya que de ello
depende obtener 0 no un resultado correcto.

sarial

axl6 Bl

— Salida
Arreglo Arraglo Arreglo .
Entrada de’ vr | FFT_IRET du N LA I do . | P /N] seria
memorias ' NE remarias - M1E - memarias
- 16X8 - —

FFT_IFFT

Figura 6.7.- Diagrama general a bloques de la FFT/IFFT de 128 muestras.

Para conocer si el firmware implementado funciona correctamente se realizaron
diferentes simulaciones y pruebas una vez implementado en el FPGA sobre todo
para los médulos que realizaban las diferentes FFT/IFFT’s de diferentes nimero de
muestras ya que en ellos recaia gran parte del procesamiento y sobre todo los
modulos de truncamiento de la multiplicacion eran los que mas error podrian
generar, si este error excedia cierto limite no se podia garantizar que una vez
realizada la FFT se pudiera regresar a los datos originales aplicando la IFFT y por
lo tanto el modulo no cumpliria con las caracteristicas necesarias para su utilizacion
en el sistema de comunicaciones.

6.2 Simulaciones del Firmware.

Las simulaciones estan hechas para observar en primer lugar si el firmware realiza
la tarea deseada, que es obtener la FFT de una secuencia de niumeros obtenidos
aleatoriamente con la ayuda de Matlab con la funcion rand, ya que asi se desea
poder observar errores particulares o excepciones en donde no se realice
correctamente la FFT/IFFT.




Por otra parte se desea observar si huestro disefio es capaz de realizar la FFT y la
IFFT utilizando la misma estructura, que como lo marca la teoria con la diferencia
de variar los factores de rotacién segun 3.7 y 3.8 segun los valores requeridos para
cada caso dependiendo de una sefal de control nombrada IFFT_FFT.

La prueba mas importante en estas simulaciones es conocer cudl es la diferencia
entre el dato original y el dato obtenido una vez se le haya aplicado la FFT y luego
la IFFT, ya que por motivos de truncamiento y redondeo en los factores de rotacion
y en las multiplicaciones se generan ciertos errores que deben ser medidos para
establecer si este error es relevante o puede ser despreciable.

El esquema de simulacién se presenta en la Figura 6.8 como podemos ver existen
dos médulos FFT/IFFT con la diferencia en la sefial de control IFFT_FFT que esta
invertida con lo cual el proceso del primer bloque es invertido, con esto se obtiene
aproximadamente la secuencia de entrada.

Con el restador podemos ver la diferencia entre el dato original y el de salida.

X(F)

x(t) | >l Moduo Modulo /N Inv X(F)=x(t)
FFT/IFFT FET/IFFT

FFT/IFFT

Neo

»°
, E>Inv)( F)x(t)

Figura 6.8.- Esquema de las simulaciones realizadas en Matlab y Quartus II.

Una vez programado el FPGA se siguid un proceso muy similar para comprobar que
el firmware realizara la tarea correcta y que el error generado estuviera dentro de la
tolerancia requerida.




Capitulo VII:

Resultados.

Generamos el firmware para 4 algoritmos que se implementaron en un FPGA que
son la FFT/IFFT base-2, base-4, base-8 y base-16 con la ayuda de estos y usando
la metodologia presentada se pueda obtener la FFT/IFFT de 128 muestras que son
el nimero de datos necesarios para el transmisor disefiado con anterioridad.

7.1 Prueba de los blogues de los algoritmos bases FFT/IFFT.

Cada bloque de las FFT/IFFT de diferente numero de muestras tiene la capacidad
de trabajar independientemente por lo tanto pueden ser probadas en forma
individual.

Empezaremos por probar el algoritmo FFT/IFFT base-2 para lo cual se escoge la
secuencia de prueba xt(n) mostrada en la Figura 7.1, ya que con esta podremos
observar si el algoritmo trabaja con nimeros tanto reales como complejos.

4 Command Window = O
»» xt=[1+1 2+2%i]; @
»» decimal?binario (xt)
ans =
00400..... 00400
00800..... 00800

>> XF=base Z(xt,1)

XF =

3.0000 + 3.0000i -1.0000 - 1.0000i

>» decimallbinario (XF)

ans =

00C00..... 0oCo0
FFCOO..... FEFCOOQ
fx o>

-

Figura 7.1.- Prueba del algoritmo FFT base-2 en Matlab.




Como se puede ver hacemos uso de una funcion extra llamada “decimal2binario”
gue se encarga de mostrarnos la representacion de todos los términos como se
observaran en el FPGA segun la ecuacién 6.1.

La simulacién se presenta en la Figura 7.2 donde se presenta varios bloques de
datos, en primer lugar se observa en verde la entrada que corresponde a la
secuencia xt(n) que es la misma que se utilizd en Matlab con su correspondiente

representacion.

& Simulation Wavefarm Editor - [Pruebas.sim.vwf (Read-Only)] =
Fle Edit View Simulaton Help 5 [search altera.com @
R % N ZCE R EE 2 B e 2[5
Master Time Bar: |0 ps | [# Pointer: |0 ps Interval: |0 ps Start: (0ps | End: izn[],[] ns
0 ps 40.0 ns 80.0ns 120.0ns 160.0ns 2000 ns
s Value at i i | \
Ops U ps
B b xt O_real H 00400 00400
B b xt 0imag  H00400 00400
B b xt 1 real H 00800 00800
‘ xt_1 ima H 00800 00800
25 o PGSR Hoocoo |k 00Con
=T Hoocoo | f 00CO0
=l HFFCOD FFCO0
B H FFCOD FFCO0
S8 MXF_O_real  H 00400 00400
S8 1 MXF Olimag  H 00400 00400
S b NXF_1real  H 00800 00300
S0 e 1 imag H 00800 00300
;I’:' N i 1 Hooooo | |, 00000
F‘% N i 2 Hooooo | [ 00000
@ B dif 3 H 00000 00000
E B H 00000 00000
| IE >

0% 00:00:00

Figura 7.2 Simulacioén del algoritmo FFT/IFFT base-2 en Quartus Il.
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En rojo se presenta el resultado del bloque FFT/IFFT que en este caso es la FFT de
la secuencia xt(n) el cual denominamos XF(k), siguiendo la Figura 6.8 a
XF (k) nuevamente se le aplica el bloque FFT/IFFT junto con el factor de
escalamiento 1/N, con lo cual se espera revertir la FFT y asi obtener la secuencia
original la cual se marca en azul y cobmo podemos observar tanto el bloque en rojo
y el bloque en azul tienen los mismos datos por lo cual podemos concluir que el
proceso de revertir la FFT es posible, finalmente se presenta en amarillo la
diferencia entre la secuencia de entrada y estos mismo una vez que se ha aplicado
la FFT y luego la IFFT.

Como se observa la diferencia entre estos datos es de 0 en todos los casos cosa
gue es esperado ya que en estos bloques no ha intervenido ningun multiplicador por
lo cual el proceso de revertir la transformada no genera ningun error.

La simulacion se puede corroborar con una herramienta que el mismo Quartus Il
proporciona, el cual es signaltap embedded logic analyzer que es una poderosa
herramienta que permite capturar las sefiales de nodos internos del FPGA, mientras
que el dispositivo se esta ejecutando en el sistema, lo que le da un acceso no
intrusivo a las sefiales de los nodos del dispositivos internos. Puede optimizar la
signaltap embedded logic analyzer megafunction funciona dentro del software
quartus para el desarrollo del disefio, depuracion y verificacion. La caracteristica
mas importante de esta herramienta es que nos permite conocer el comportamiento
real del dispositivo una vez programado con el firmware disefiado.

 SignalTap |l Logic Analyzer - C/Users/Francisco/Desktop/Prueba/Pruebas - Pruebas - [outp... — =
File Edit WView Project Processing Tools Window Help 5/ Search alters comi .&‘.
Instance Manager: g, 1 W B |Ready to acquire ©@| X | JTAG Chain Configuration: | JTAG ready G x
. i
Instarluce Status LEs: 1332 Memoary: 10368 Hardware: | USB-Blaster [USE-0] = T
;ﬂ auto_sig... Mot running 1332 cells 10358 bits

Device: @1: EP3C25/EP4CE22 (0x020F3 - Scan Chain

=> SOF Manager: ,.,r... W | ajoutput_files/Pruebas.sof |...

log: 2015010413 03:00:30 #0

Tpelmies]  Wame | B P P 3 $ 7 5 % 4 3 2 4 ¢ 1
2 salida E
8 | [¥-XF_0_REAL 00CO0h i
el [ XF_0_IMAG D0COTh i
o | #-XF_1_REAL FFCO0h :
o - XF_1_IMAG FFCOON i

< >
Alpata | & Setup

ﬁl auto_signaltap_0
100%: 00:00: 56

Figura 7.3.- Prueba del firmware del algoritmo FFT base-2 en Matlab.




Con la Figura 7.3 podemos observar que los datos correspondientes a la FFT son
los mismos en Matlab, la simulacion y el firmware programado en el FPGA.

Para el bloque de la FFT/ IFFT base-4 realizamos el mismo proceso, deseamos
conocer su correcto funcionamiento, empezamos observando el comportamiento de
una secuencia de prueba en Matlab, que como se ve en la Figura 7.4 ahora se ha
agregado una nueva entrada ademas de xt(n) para poder realizar, ya sea la FFT si
esta es 0 o la IFFT si es diferente de 0.

4 Command Window - = HES 4\ command Window - O HEM

>» XE=[1+i 2+2%i 3+3%i 4+4%i]: @ »» XF=base 4% (xt,1) ®
>» decimalZbinario(xt)

XF =
ans =

Columns 1 through 2

00400..... 00400
Qo0800..... 00800 10.0000 +10.00001 0.0000 - 4.00001
Qocoo..... Qocoo
01000..... 01000 Columns 3 through 4
>> XF=base 4(xt,0) -2.0000 - 2.00001i -4.0000 + 0.00001i
XF = >» decimalZbinario (XF)
Column=s 1 through 2 ans =
10.0000 +10.00001i -4.0000 + 0.0000i 02800..... 02800
00000..... FFOOO
Columns 3 through 4 FF800..... FFE00
FFOOO..... Qo000
-2.0000 - 2.00001 0.0000 - 4.00001
Jx ou>

»>» decimalZbinario (XF)

02800..... 02800

FFOOO0..... 00000

FF800..... FF800

00000..... FFOOO0
fe >> |

Figura 7.4.- Prueba del algoritmo FFT/IFFT base-4 en Matlab.

Como se puede observar en la Figura 7.5 los resultados concuerdan con los
obtenidos con Matlab, ademas se ha agregado ahora una entrada extra que aparece
en la parte superior llamada FFT_IFFT la cual realiza la FFT si esta en bajo y la
IFFT si esta en alto.
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Figura 7.5.- Simulacion del algoritmo FFT/IFFT base-4 en Quartus Il

Se puede observar en la Figura 7.6 y Figura 7.7 que los datos obtenidos con el
analizador l6gico concuerda con lo obtenido tanto en Matlab y la simulacion, como
en el caso de la FFT/IFFT base-2, la FFT/IFFT base-4 no genera ningun error, ya
que en estos modulos no se utiliza ningn multiplicador y estos son los que generan
el error debido a los procesos de truncamientos que son necesarios en estos.



1 SignalTap Il Logic Analyzer - C;/Users/Francisco/Desktop/Prueba/Pruebas - Prue... — O B |
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Figura 7.6.- Prueba del firmware del algoritmo FFT base-4.
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Flle Edit View Project Processing Tools Window Help 57 @ |

Instance Manager: '_ JTAG Chain Configuration: !JTAG ready | [_QJ_| ®
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Figura 7.7.- Prueba del firmware del algoritmo IFFT base-4.




Para los algoritmos de 8 y 16 puntos ademas de conocer el correcto funcionamiento
de los blogues es necesario conocer también el error generado, en estos bloques
se utiliza el multiplicador de 20 bits y por lo tanto se generan errores de
truncamiento, ademas los factores de rotacion al estar sobre el circulo unitario
generan valores entre 0 y 1 por lo cual se puede generar error de redondeo. En la
Figura 7.7 se puede observar el comportamiento esperado por el bloque.

4 Command Window - o IEl 4 Command Window B

Fr Xt=[1+i 2+2*i 3+3*i 4+4*i 5+5*%i 6+6*i T+T*i 3+3*i];f?‘ >> decimalZbinario (XF)
»»> decimalZbinario (Xt)

ans =

08000..... sk=Tololi)
00400.....00400 ECBEE, . v 016A1
opgoo.....00800 FEDOO..... 00000
00C00..... oocoo FEBSF. .o FFEAL1
01000..... 01000 FF000..... FEQOO
01400.....01400 FF6Al..... FES5F
01800.....01800 00000..... FEQOOOD
01CB0. ... alcoo 0l6al..... FC85F
02000..... 02000

fe >> |
»> [XF]=base_2vy4¢ NE (xt,0)
XF =
Columns 1 through 2

36.0000 +36.0000i -13.656% + 5.6569i

Columns 3 through 4

-8.0000 + 0.0000i -5.656% - 2.3431i

(5]

Columns 5 through &
—-4.0000 - 4.0000i -2.3431 - 5.6569i
Columns 7 through 8
0.0000 - 8.00001 5.656% -13.65691

f s>

Figura 7.8.- Prueba del algoritmo FFT/IFFT para N=8 en Matlab.

Como se observa entre la Figura 7.8 y la Figura 7.9, los valores obtenidos y los
esperados no son los mismo, se ha generado un error, pero este error puede ser
despreciable por el hecho de que en el sistema de comunicaciones es necesario
realizar la IFFT para luego realizarle la FFT lo que genera la codificacion y
decodificacion, con lo cual es mucha mas importante obtener la secuencia original
al realizar estos dos procesos y conocer el error generado por estos dos procesos
en conjunto.
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Figura 7.9.- Simulacion del Firmware FFT/IFFT para N=8 en Quartus Il.

Dicho error puede observarse mejor en la Figura 7.10 donde varias secuencias de
nameros son puesto a prueba para asi conocer cual es el error maximo generado
por este bloque. El error se encuentra entre +2, si tomamos en cuenta que tenemos
un dato de 20 bits con lo cual tenemos un rango de 0 a 22° con lo cual podemos
concluir que el error generado por el bloque FFT/IFFT para N = 8 es de 0.00019%.
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Figura 7.10.- Error generado de varias secuencias para el firmware FFT/IFFT para
N=8 en Quartus Il.

Para el bloque FFT/IFFT para N = 16 solo presentaremos los datos referentes al
error generado que como se ve en la Figura 7.11 este puede variar entre +11, el
aumento del error es debido al aumento en el nimero de muestras a procesar lo
gue genera un mayor numero de factores de rotacién, por lo que se requiere una
mayor resolucion en estos y por lo tanto se genera mayores errores de redondeo y
truncamiento.
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Figura 7.11.- Error generado de varias secuencias para el firmware FFT/IFFT para
N=16 en Quartus II.

7.2 Prueba del algoritmo FFT/IFFT de 128 muestras.

Para la comprobacion del correcto funcionamiento del firmware FFT/IFFT de 128
muestras se usaron varias secuencias de prueba, entre ellas una especificamente
ideada para probar el estandar IEEE 802.16-2009, la cual muestra todas las etapas
gue tienen que realizarse y las sefiales que estas etapas generan junto con el error
gue estas pueden tolerar para poder comprobar el correcto funcionamiento del
sistema de comunicaciones, incluyendo la parte la FFT e IFFT que se encargan de
realizar la modulacion y demodulacion de la de las sefales.

También se ingresaron otras secuencias de funciones conocidas las cuales buscan
mostrar que este bloque no solo funciona para la tarea especifica de este sistema
de comunicaciones, si no que puede ser utilizado para otras aplicaciones. La
primera secuencia de prueba es un escaldn unitario de 1 Hz. que por las mismas
caracteristicas del blogue tiene que estar compuesta por 128 muestras como se
observa en la Figura 7.12.




Secuencia de entrada para el bloque FFT/IFFT de 128 muestras(Sefial Cuadrada)
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Figura 7.12.- Representacion gréafica de la secuencia de entrada de una sefial
cuadrada para el bloque FFT/IFFT de 128 muestras.

Tenemos una secuencia en el tiempo la cual esta compuesta solo de unos y ceros.
Ya que se trata de una funcion conocida sabemos cual sera su representacion en
frecuencia la cual es una funcion sinc(x), esta coincide con los datos entregados por
el FPGA como se muestra en la Figura 7.13, en esta figura existen 2 sefales

sobrepuestas, una es la simulacién obtenida en Matlab y la otra son los datos
obtenidos del FPGA.

Secuencia de salida del bloque FFT/IFFT de 128 muestras(Sefial Cuadrada)
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Figura 7.13.- Representacion grafica de la secuencia de salida del bloque
FFT/IFFT de 128 muestras al introducir una sefial cuadrada.




La sefal del FPGA tiene un error generado por los errores de truncamiento y
redondeo que se generan por los multiplicadores digitales de 20 bits necesarios
para realizar las multiplicaciones complejas que esta en el rango de +0.003%, el
cual no se puede observar en Figura 7.13. Por lo cual para poder observarlo
necesitamos agrandar la imagen como se muestra en la Figura 7.14.
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Figura 7.14.- Zoom realizado a la Figura 7.13 para poder observar el error.

Como se puede ver en la dltima figura la diferencia entre el dato obtenido en Matlab
y el FPGA es muy pequefia lo suficiente como para poder ser despreciable para la
aplicacion deseada, aunque el error esta enfocado para que pueda ser utilizado
para el sistema de comunicaciones, si se deseara un mayor o menor margen del
error para otras aplicaciones se podria variar utilizando una palabra de menor o
mayor numero de bits. Se presentan dos secuencias de entrada para el bloque
FFT/IFFT de 128 muestras que son un seno de 10 Hz. que se puede ver en la Figura
7.15.
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Figura 7.15.- Representacion gréafica de la secuencia de entrada de una funcién
seno para el bloque FFT/IFFT de 128 muestras.

Como se observa en la Figura 7.16 al introducir una funcién seno de 10 Hz. el
espectro de dicha sefial solo tendra componentes en +10 ya que esta es la Unica
armonica de la funcion de entrada.

Secuencia de salida del bloque FFT/IFFT de 128 muestras(Funcién Seno)
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Figura 7.16.- Representacion grafica de la secuencia de salida del bloque
FFT/IFFT de 128 muestras al introducir una funciéon seno de 10 Hz.

Por ultimo para la secuencia de entrada se introducira al bloque FFT/IFFT de 128
muestras una funcion Delta de Dirac como se muestra en la Figura 7.17.




Secuencia de entrada para el bloque FFT/IFFT de 128 muestras(Funcién Delta)
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Figura 7.17.- Representacion gréafica de la secuencia de entrada de una funcién
seno para el bloque FFT/IFFT de 128 muestras.

La secuencia de salida del bloque FFT/IFFT de 128 muestras correspondiente a
una entrada delta se muestra en la Figura 7.18 que como era esperado se forma
una sefal donde todas las componentes tienen la misma magnitud en todas la
frecuencias.
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Figura 7.18.- Representacion grafica de la secuencia de salida del bloque
FFT/IFFT de 128 muestras al introducir una funcién Delta.

Tanto las simulaciones realizadas como las pruebas del firmware arrojaron varios
resultados positivos, como comprobar que el médulo FFT/IFFT es capaz de manejar
nameros reales y complejos, se puede obtener la FFT o IFFT segun se desee de
una secuencia de 128 datos, el proceso de obtener la FFT es reversible pero en



algunos casos se genera un error que varia de +35 en su representacion entera
binaria, que al saber el rango de nuestra palabra podemos decir que el error puede
ser del +0.003% lo cual es aceptable para los requerimientos necesarios en el
sistema de comunicaciones.

Con esto comprobamos que el bloque no solo cumple con todos los requerimientos
necesarios para el sistema de comunicaciones en el cual se desea implementar,
también se han hecho pruebas con diversas secuencias de entrada de las cuales
se conoce de antemano su FFT para comparar estas sefiales con los datos
entregados por nuestro bloque FFT/IFFT.

7.3 Comparativa de los recursos utilizados entre diversas
versiones del firmware del algoritmo FFT/IFFT de 128
muestras.

Existe un modulo de propiedad intelectual de Altera capaz de realizar la FFT e IFFT
de una secuencia de entrada que ofrece varias herramientas, como el poder
adaptarlo a las diversas versiones de FPGA que maneja Altera, seleccionar el
namero de muestras para la FFT y el grado de precision de los factores de rotacion.
Pero utilizar este modulo es necesario el pago de una licencia la cual solo tiene
vigencia de un afio y cuyo precio es excesivo, este es un gran problema ya que no
se cuentan con los recursos necesarios para poder comprar dicha licencia.

Otro gran problema surge al compilar el médulo IP de Altera FFT/IFFT con
caracteristicas semejantes a el modulo disefiado en esta tesis, se puede observar
en la Figura 7.19 el reporte generado por la compilacion, solo, del médulo IP core
de Altera el cual excede los recursos de nuestro FPGA por lo cual lo hace inviable
para poder ser utilizado no solo por el precio de la licencia si no por el uso excesivo
de recursos, aunque se podria recortar ciertas caracteristicas esto provocaria que
no se tenga las propiedades necesarias para poder utilizarlo en el sistema de
comunicaciones.

Por lo cual se hizo evidente la necesidad de disefiar nuestro propio mdédulo
FFT/IFFT, en un principio se trato de realizar los algoritmos de forma paralela tal
cual estan representados en la literatura pero esto trajo varios problemas que no
pudieron ser solucionados de ninguna forma, sobre todo el hecho de que estos
algoritmos no podrian ser implementados en el FPGA ya que utilizaban recursos
mas alla de los disponibles y a pesar de tener ciertas ventajas como facil
implementacion y mayor velocidad de procesamiento, no pudieron ser utilizados
debido a que se excedia en gran medida el nimero de elementos logicos y
multiplicadores necesarios.
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Figura 7.19.- Reporte generado por la compilacion del modulo IP de Altera en el
FPGA.

Se realizaron varios disefios de los firmwares para los algoritmos que se
implementaron en el FPGA para las FFT/IFFT de 4, 8 y 16 puntos, utilizando la
técnica de multiplexacion se pudo reducir considerablemente el nUmero de modulos
necesarios para estos firmware y mas importante aun el nimero de multiplicaciones
se redujo significativamente hasta una cantidad que puede ser implementado sin
exceder los recursos del FPGA. La técnica de multiplexacion redujo los
multiplicadores y elementos |0gicos necesarios en comparacion a otros algoritmos
disefiados de forma concurrente.

Se presentan varios cuadros donde se comparan bloques contra sus versiones que
utilizaban un mayor nimero de elementos légicos. En el Cuadro 1 se presentan los
recursos necesarios para implementar el multiplicador complejo en paralelo que
como se ve con solo implementar uno, se sobrepasa los multiplicadores embebidos
disponibles en el FPGA, pero con el multiplicador complejo multiplexado se reducen
los multiplicadores embebidos permitiéndonos poder implementar 3 de estos, los
necesarios para la FFT/IFFT de 128 muestras.

<



Cuadro 1.- Recursos necesarios para implementar un multiplicador complejo.

Bloque

Elementos
Légicos

Multiplicadores
Embebidos

Multiplicador
Complejo

Paralelo

136

24

Multiplicador
Complejo
Multiplexado

188

En el Cuadro 2 y Cuadro 3 estan los recursos para la FFT/IFFT paraN =2y N =4

gue como se ve no utilizan ningun multiplicador embebido, apresar de esto el
namero de elementos l6gicos necesarios no varia mucho.

Cuadro 2.- Recursos necesarios para implementar la FFT/IFFT para N=2.

Bloque

Elementos
Logicos

Multiplicadores
Embebidos

FFT de N=2 sin Factor

de Rotacion

80

0

FFT de N=2 con
Factor de Rotacion

24

Cuadro 3.- Recursos necesarios para implementar la FFT/IFFT para N=4.

Bloque

Elementos
Légicos

Multiplicadores
Embebidos

FFT de N=4

Multiplexado

480

0

FFT de N=4
Paralelo

456

24

En el Cuadro 4 y Cuadro 5 se puede ver que ambos usan 6 multiplicadores
embebidos, necesarios para implementar un multiplicador complejo multiplexado




Cuadro 4.- Recursos necesarios para implementar la FFT/IFFT para N=8.

Elementos Multiplicadores
Légicos Embebidos

Bloque

FFTde N =8
Paralelo
FFTde N =8
Multiplexado

1640 120

1924 6

Cuadro 5.- Recursos necesarios para implementar la FFT/IFFT para N=16.

Elementos Multiplicadores
Logicos Embebidos

4872 408

Bloque

FFTde N =16
Paralelo
FFT de N =16
Multiplexado

3219 6

En el Cuadro 6 se comparan los recursos utilizados por el IP core de Altera, la
primera version de nuestro firmware la cual requeria de poco mas 25000 elementos
l6gicos y 987 multiplicadores embebidos, recursos que estan por encima de los
disponibles en el FPGA, y finalmente la version final de nuestro médulo FFT/IFFT
de 128 muestras, el cual utiliza las técnicas de multiplexacion ya mencionadas que
utilizo 9503 elementos logicos y 18 multiplicadores que son 92% de los elementos
l6gicos y 78% de los multiplicadores disponibles en el FPGA, la version multiplexada
utilizo solo 11% de los bloques de memoria.

Cuadro 6.- Recursos necesarios para implementar la FFT/IFFT para N=128.

Elementos Multiplicadores
Légicos Embebidos

13675 12

Bloque

Modulo FFT/IFFT IP core de
Altera
Moédulo FFT/IFFT de 128
muestras paralelo
Moédulo FFT/IFFT de 128
muestras multiplexado

Mas de 25000

9503

e



Se puede observar en este Udltimo cuadro que la Unica version posible de
implementar en el FPGA con el que contamos, es la version multiplexada del modulo
disefiado en esta tesis.

7.4 Diagrama de entradas y salidas del bloque FFT/IFFT de
128 muestras.

El modulo final esta representado en la Figura 7.20 que como se puede ver estan
representadas todas las entradas y salidas necesarias para su correcto
funcionamiento y cada una sera descrita a continuacion.

Entrada serial : es un bus de 20 bits donde se agregaran cada uno de los datos
necesarios para poder realizar la FFT/IFFT como se ha descrito anteriormente un
dato estd conformado por dos palabras una para la parte real y otra para la parte
imaginaria por lo tanto en la entrada serial deberan introducirse 256 palabras de 20
bits con el formato ya antes descrito.

Entrada lista : es una sefial de activacion que cuando esta en 1 nos dira que se
estan ingresando datos por la entrada serial cuando sea cero el modulo estara en
espera.

Entrada valida : es la sefial que nos dira que el dato que esta en el bus es valido y
por lo cual cada que ocurra un flanco de subida el dato que este en el bus pasara a
guardarse en la memoria.

Procesando : una vez ingresado los 256 datos el modulos empezara a procesar los
datos en forma automatica por lo cual esta sefal estara en alto, una vez terminado
el procesamiento volvera estar en bajo.

FFT/IFFT listo : una vez terminado de procesar esta salida se pondra en alto
indicando que ya se puede realizar la extraccion de los datos procesados.

Salida serial : Es un bus donde saldran uno a uno las palabras para formar cada
uno de los datos requeridos ya que la FFT/IFFT entrega el mismo niumero de datos
que el que se ingresa este también entregara 256 palabras ya procesadas por el
modulo.

Salida valida : Una vez que FFT/IFFT esté en alto se puede extraer los datos uno a
uno con la ayuda de esta salida, para lo cual cada que ocurra un flanco de subida
entregara una palabra de 20 bits.

Salida lista: una vez entregado las 256 palabras en la salida serial esta salida pasa
a alto indicando que todas las tareas ha sido completadas.




Restablecer : Esta sefal cuando esta en alto borra todos los registros y memorias
internas del médulo y lo regresa a su condicion ideal.

20 20
Entrada salida
serial serial
Dato valido P
isto
Entrada valida FFT/IFFT de
dali 128 muestras — Procesando
Entrada lista Salida lista
Salida valida
clk 100 MHz.
Restablecer
IFFT_FFT

Figura 7.20.- Bloque de entradas y salida del modulo FFT/IFFT de 128 muestras.
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Conclusiones.

La importancia de la FFT quedo clara al ver su gran ventana de aplicaciones en
muchas y variadas ramas. Ademas su potencial en los sistemas computacionales
ha ido en aumento gracias a las nuevas tecnologias con lo cual se generan nuevos
enfoques que se dan a la FFT tanto desde el punto de vista de software como de
hardware.

Los script en Matlab fueron de gran utilidad ya que nos permitieron probar y
comprobar las modificaciones que se fueron proponiendo conforme se plantearon
las ideas de cdmo mejorar los firmwares ya hechos, tal es el caso de las FFT’s de
gran tamafio basadas en los algoritmos bases.

Con el correspondiente analisis de los diferentes algoritmos de la FFT se decidio
utilizar los algoritmos Cooley-Tukey ya que estos tienen grandes ventajas para su
implementacion en el FPGA. Para el caso particular de un sistema de comunicacion
OFDMA se utilizara los algoritmos base-2 y base-4 ya que a partir de ellos se puede
generar la DFT de 128 muestras.

De forma definitiva se descartaron los algoritmos de valores primos debido a que su
implementacion resulta muy complicada. Estos algoritmos reducen al minimo el
namero de multiplicaciones necesarias para su implementacion lo cual se logra
aumentado significativamente la complejidad del algoritmo y el nUmero de sumas
necesarias, esta reduccion de las multiplicaciones necesarias en muchos casos no
compensa el aumento en la complejidad ya que existen otros métodos como el Zero
Padding que nos permite utilizar algoritmos Cooley-Tukey mucho mas sencillos de
implementar.

Como se observa para obtener el algoritmo de 8 y 16 puntos fue necesario disefiar
los algoritmos de menor nimero de muestras ya que como lo marca la teoria para
obtener la FFT/IFFT de N muestras se puede obtener a partir de dos FFT/IFFT de
N /2 muestras si estamos utilizando un algoritmo base-2.

Integrar en el mismo bloque la FFT y la IFFT resulta uno de los puntos mas
importantes ya que esto significa una reduccidén considerable en el disefio del
algoritmo ya que nos ahorra la necesidad de desarrollar el firmware para el algoritmo
de la FFT y otro para IFFT.

La técnica de multiplexacion nos permitié reducir significativamente la cantidad de
recursos necesarios para implementar la FFT/IFFT de 8 y 16 puntos esto se logro
ya que se utiliza varias veces un mismo moédulo en diferentes momentos, esta
reduccion de recursos conlleva el aumento de registros pero sobretodo el aumento
en el tiempo necesario para realizar dicho proceso.




En el firmware para obtener la DFT de 128 muestras se observo que si utilizaramos
el método directo necesitaria de 16384 multiplicadores complejos de 20 bits, lo cual
sobrepasa de forma de forma sumamente excesiva los recursos del FPGA con el
gue contamos, por lo cual se hizo necesario utilizar la FFT para poder reducir este
namero, aun asi utilizando la FFT requiere de 622 multiplicadores complejos y a
pesar de que la reduccion de los multiplicadores fue significativa, estd aun por
encima de lo posible, por lo cual se requirié de utilizar la técnica de multiplexaciéon
lo cual redujo la cantidad de multiplicadores complejos a solo tres lo cual hace
posible su implementacion.

La gran diferencia entre los algoritmos que trabajan concurrentemente y los que
utilizan multiplexores es el tiempo que les lleva realizar la misma tarea, en los
primeros algoritmos el procesamiento total no excedia de los 4 ciclos de reloj y esta
espera era para asegurar que el resultado sea el correcto, pero, en los algoritmos
con multiplexacion la FFT de 8 puntos necesita 50 ciclos de reloj y la FFT de 16
puntos 120 ciclos de reloj el procesamiento total de la FFT/IFFT de 128 muestras
dura 30u segundos lo cual esta dentro de los requerimientos necesarios.

La gran ventaja de nuestro disefio es el poder modificarlo y utilizarlo sin ningin
problema de licencia que fue una de la principales razones para la realizacién de
este tema de tesis ya que utilizar un IP Core de altera dedicado a esta funcién
elevaba en gran medida los costos del sistema de comunicacion ya que se requeria
la compra de una licencia. Nuestro firmware a diferencia de un IP Core, puede ser
adaptado para otros sistemas donde sea requerido la FFT, en este caso se enfoco
para una FFT de 128 muestras, pero siguiendo las estrategias de disefio de este
trabajo se pueden implementar FFT's de mayor o menor niumero de muestras
utilizando los bloques basicos disefiados.




Trabajo a futuro.

Una de las grandes ventajas de haber desarrollado nuestro propio firmware es la
posibilidad de poder realizar modificaciones a este, sin tener problemas de pagos
de licencia o derechos de patentes. Por lo cual unos de los primeros trabajos que
se tiene pensados hacer sobre este bloque es la optimizacion de los recursos
utilizados por el boque FFT/IFFT con la finalidad de poder implementar en un solo
FPGA un transmisor o receptor OFDMA, junto con el bloque disefiado en éste tema
de tesis, lo cual puede ser posible multiplexando diversos bloques que trabajan en
forma paralela o reduciendo los bloques de memorias utilizados.

El haber desarrollado los bloques basicos de la FFT/IFFT de menor nimero de
muestras como bloques independientes nos permite poder utilizarlos para poder
manejar diversos numeros de muestras para obtener la FFT. Como ejemplo se
podria desarrollar una FFT de 32 muestras usando el los bloques FFT/IFFT para 4
y 8 muestras usando la misma metodologia aqui propuestas, o se podria realizar la
FFT/IFFT de 256 muestras usando dos veces el médulo FFT/IFFT de 16 muestras.

Las aplicaciones de la FFT resultan ser muy bastas y varias, como se indico en el
capitulo Il, por lo cual el nUmero de posibles implementaciones de estos bloques es
muy amplia, no solo en lo relacionado al firmware si no al también al algoritmo ya
gue se plantea una idea muy facil de implementar la FFT para cualquier nimero de
muestras que podrian ser usado para desarrollar analizadores espectrales o
procesamiento de sefiales biométricas por decir algunas.
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Apéndice A.

Script del algoritmo base 2 de 2 puntos.

function  XF=base_2(x,Wn)

XF(1,1)=x(1,1)+x(1,2);
XF(1,2)=(x(1,1)-X(1,2))*Wn;

End

Script del algoritmo base 4 de 4 puntos.

function  XF=base_4(x,IFFT_FFT)

a=real(x(1,1));
b=imag(x(1,1));
c=real(x(1,2));
d=imag(x(1,2));
e=real(x(1,3));
f=imag(x(1,3));
g=real(x(1,4));
h=imag(x(1,4));

XF(1,1)= at+ct+e+g +i*(b+d + f+h);
XF(1,3)=(a+e)-(c+g)+ i*((b+-(d+h));

if IFFT_FFT==0

XF(1,2)= (atd)-(et+h)+ i*((b+g)-(f+c));
XF(1,4)= (ath)-(e+d)+ i*((b+c)-(f+g));

else

XF(1,2)= (atd)-(e+h)+ i*((b+c)-(f+g));
XF(1,4)= (ath)-(e+d)+ i*((b+g)-(f+c));

end

end




Script del algoritmo base-2 y base-4 de 8 puntos. 4“

function  [XF]=base_2y4 N8(x,FFT_IFFT)

if FFT_IFFT==0
h=i ;
else
h=-i;
end

a=[ x(1,1), x(1,5) 1;
b=[x(1,2), x(1,6) ] ;
c=[ x(1,3), x(4,7)1;
d=[ x(1,4) , x(1,8)1;

[Al=base 2(a,1);
[B]=base 2(b,1);
[Cl=base_2(c,1);
[D]=base_2(d,1);

A=[A(1,1),B(1,1),C(1,1),D(1,1),
A(1,2),B(1,2),C(1,2),D(1,2) ];
fr 1=[1,1,1,1,1, exp(-2*pi*1*h/8) , exp(-2*pi*2*h/8) ,
exp(-2*pi*3*h/8) | ;
A fr=AXr 1;

[A_F]=base_4(A_fr(1,1:4),FFT_IFFT);
[B_F]=base_4(A fr(1,5:8),FFT_IFFT);

XF=[A_F(1,1),B_F(1,1),A F(1,2),B_F(1,2) .
A F(1,3),B _F(@1,3),A F(1,4),B _F(1,4) 1;
end



Script del algoritmo base-4 de 16 puntos.

function  [XF]=base_4 N16(x,FFT_IFFT)

if FFT_IFFT==0
h=i ;
else
h=-i;
end

x(1,1) , x(1,5) , x(1,9) , x(1,13)];
x(1,2) , x(1,6) , x(1,10) , x(1,14) ] ;
x(1,3), x(1,7) , x(1,11) , x(1,15) ];
x(1,4) , x(1,8) , x(1,12) , x(1,16) ] ;

o0 T
—_————

[A]=base_4(a,FFT_IFFT) ;
[B]=base_4(b,FFT_IFFT) ;
[Cl=base_4(c,FFT_IFFT) ;
[D]=base_4(d,FFT_IFFT) ;

A_2=[A(1,1),B(1,1),C(1,1),D(1,1)];

B_2=[A(1,2), B(1,2),C(1,2),D(1,2) ];

C_2=[A(1,3),B(1,3),C(1,3),D(1,3) ];

D_2=[A(1,4),B(1,4),C(1,4),D(14)];

fr 1=[1, exp(-2*pi*1*h/16) , exp(-2*pi*2*h/ 16) , exp(-
2*pi*3*h/16) | ;

fr 2=[1, exp(-2*pi*2*h/16) , exp(-2*pi*4*h/ 16) , exp(-
2*pi*6*h/16) | ;

fr 3=[1, exp(-2*pi*3*h/16) , exp(-2*pi*6*h/ 16) , exp(-
2*pi*9*h/16) | ;

A fr=A 2 ;

B fr=B 2.*fr 1;

C fr=C 2.*r 2;

D _fr=D_2.*fr_3;

[A_F]=base_4(A_fr,FFT_IFFT) ;
[B_F]=base_4(B_fr,FFT_IFFT) ;
[C_F]=base_4(C_fr,FFT_IFFT);
[D_F]=base_4(D_fr,FFT_IFFT) ;

XF=[A_F(1,1),B_F(1,1), C_F(1,1), D_F(1,1)
A_F(1,2),B_F(1,2), C_F(1,2), D_F(1,2
A_F(1,3),B_F(1,3), C_F(1,3), D_F(1,3
A_F(1,4),B_F(1,4),C_F(1,4),D_F(1,4

— N

end



Script del algoritmo base-8 y bse-16 de 128 puntos. @

function [X_F]=FFT_128_8x16 (x_t, FFT_IFFT)

if FFT_IFFT ==
h=i
else
h=-i
end
ind=0;
for fil=1:16
ind=fil;
for col=1:8
ind=fil;

ind2=ind+16*(col-1);
sec_M(fil,col)=x_t(ind2)

end
end
for ciclos=1:16

ciclos
a=sec_M(ciclos,:)
X_F8(ciclos,:)=base_2y4 N8(a,FFT_IFFT)

if ciclos>1

ciclos
W_n_k=[exp(h*(2*pi/128)*(ciclos1)*(1)),exp(h*(2*pi/ 128)*(ciclos1)*(2)),
exp(-h*(2*pi/128)*(ciclos-1)*(3)) , exp(-h*(2*pi/12 8)*(ciclos-1)*(4)),
exp(-h*(2*pi/128)*(ciclos-1)*(5)) , exp(-h*(2*pi/12 8)*(ciclos-1)*(6)),

exp(-h*(2*pi/128)*(ciclos-1)*(7 N1

X_F8(ciclos,2:8)

X_F8(ciclos,2:8)=X_F8(ciclos,2:8).*W_n_ K;

X_F8

end



end

for ciclos2=1:8

ciclos2

a=X_F8(:,ciclos2)

a=[a(1,1) , a(2,1) , a(3,1) ,a(4,1)
a(5,1) ,a(6,1) ,a(7,1) ,a(8,1)
a(9,1) ,a(10,1), a(11,1), a(12,1)
a(13,1), a(14,1) , a(15,1) , a(16,1) ]

X_F16(;,ciclos2)=base_4 N16(a,FFT_IFFT)

end

ind=0;
for fil=1:16

for col=1:8

ind=ind+1;
X_F(1,ind)=X_F16(fil,col);

end
end

end

Script del algoritmo base 3.

function  [fft_m,XF]=base_3(x)

W13=exp(((-i*2*pi)/3)*1)
W23=exp(((-i*2*pi)/3)*2)

XF(1,1)=x(1)+x(2)+x(3);
XF(1,2)=x(1)+x(2)*W13+x(3)*W23;
XF(1,3)=x(1)+x(2)*W23+x(3)*W13;
fft_m=fft(x);

end



Script del algoritmo base-5.

function [fft_m,XF]=base_5(x,FFT_IFFT)
u=(2*pi)/5;

s1=x(2)+x(5)
s2=x(2)-x(5)
s3=x(4)+x(3)
s4=x(4)-x(3)
s5=s1+s3
s6=s1-s3
S7=s2+s4
s8=s5+x(1)

al=((cos(u)+cos(2*u))/2)-1
a2=((cos(u)-cos(2*u))/2)

if FFT_IFFT==1

a3=i*(sin(u)+sin(2*u))
ad=i*sin(2*u)
ab=i*(sin(u)-sin(2*u))

else
a3=-i*(sin(u)+sin(2*u))
ad=-i*sin(2*u)
ab=-i*(sin(u)-sin(2*u))

end

ml=al*sb5
m2=a2*s6
m3=a3*s2
m4=a4*s7
m5=ab5*s4

s9=s8+m1l
$10=s9+m2
$11=s9-m2
s12=m3-m4
s13=m4+m5
s14=s10+s12
s15=s10-s12
s16=s11+s13
s17=s11-s13

XF(1,1)=s8;

XF(1,2)=s14;
XF(1,3)=s16;
XF(1,4)=s17;
XF(1,5)=s15;

if FFT_IFFT==1



% XF=XF/5;
fft_m=ifft(x)*5;
else
fft._m=fft(x);
end

end

Script convertidor de decimal a binario.

function  [X_bin]=decimal2binario(X_dec)
[f,n]=size(X_dec);
n,
for i=1:n
W=real(X_dec(1,));
if real(X dec(1,i)) <0
A=2"9-real(X_dec(1,i))*-1+2"9;
else
A=real(X_dec(1,i));
end
if imag(X_dec(1,i))<0
B=2"9-imag(X_dec(1,i))*-1+2"9;
else
B=imag(X_dec(1,));
end

X= dec2hex(round(A*1024),5);
Y = dec2hex(round(B*1024),5);

Z =imag(X_dec(1,i));

X_bin(i,:)=strcat(X,

P YY)
end

end
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Implementaciéon de la Transformada Discreta de Fourier
IFFT/FFT en un sistema embebido para un sistema de
comunicacion OFDMA.

F. Mora Hernandez, J. Castafieda Camacho, S. Vergara Limén, E. Rios Silva, J. E. M. Gutiérrez Arias.

Resumen: En el presente trabajo se implemento la
Transformada Rapida de Fourier (FFT) y su contraparte
la Transformada Inversa Rapida de Fourier (IFFT) para
un sistema de comunicaciones de Acceso Multiple por
Divisién de Frecuencias Ortogonales (OFDMA) que se
realizo en un FPGA de Altera de la familia ciclon III,
para lo cual se tomaron en cuenta los diversos métodos
existentes para la correcta seleccion del mas adecuado
con el fin de utilizar correctamente los recursos
disponibles en el FPGA., ya que estos son limitados y la
obtencién de FFT e IFFT requiere muchos recursos
computacionales que de no ser correctamente
administrados ocasionan la necesidad de recursos
excesivos que hablando de un FPGA se traduce en la
cantidad de elementos 16gicos y registros necesarios.

Abstract: In this work is implement the Fast Fourier
Transform (FFT) and its counterpart the Fast Fourier
Transform Inverse (IFFT) for a communication system
Orthogonal frequency-division multiplexing (OFDMA)
was implemented in FPGA Altera Cyclone III fanuly for
which we took into account the various methods for the
correct selection of the most appropriate mn order to
properly use the resources available in the FPGA since
these are limited and obtaming FFT and IFFT 1s resource
computer which if not properly managed resulting in the
need for excessive talking resources of an FPGA results
in the number of logic elements and registers necessary .

Keywords: FFT, IFFT, FPGA, OFDMA.

Introduccion.

La gente esta cada vez mas acostumbrada a comunicarse
en cualquier lugar, en cualquier momento y de cualquier
forma, este patron de comunicacién va acompaiada de
la creciente demanda de acceso malambrico de banda
ancha moévil. A medida que aumenta la demanda. los
proveedores de acceso a la red mnalambrica y los
proveedores de servicios de red estin implementando
sistemas de ultima generaciéon que pueden soportar el
flujo de datos de alta velocidad [1].

Hoy en dia la cantidad de usuarios de comunicaciones
malambricas ha 1do en aumento y no solo eso. sino la
cantidad de transferencia de datos ha crecido
drasticamente haciendo de gran importancia la
renovacion de los sistemas de comunicaciones para
poder satisfacer dichas demandas, una de las tecnologias
que ha tenido gran aceptacién es la Multiplexacién por
Division de Frecuencias Ortogonales (OFDM) que
permite la transmision de grandes cantidades de datos
digitales a través de una onda de radio la cual ha tenido
gran aceptacién en Europa para la transmision de
television y radio digital, pero a nivel mundial la
atencién hacia OFDM vy la version multiusuario de esta
OFDMA ha ido en aumento haciendo de estos
claramente la tendencia a seguir para los proximos afios

[1].
La Trasformada Rapida de Fourier (FFT).

En Abril de 1965 se publicé en la revista “Mathematics
of Computation” un pequefio articulo de apenas 5
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49

paginas sin grandes pretensiones titulado “An algorithm
for the machin calculation of complex Fourier series”
[2]. Poco después de la publicacion de este articulo la
comunidad cientifica que trabajaba en el procesamiento
digital de sefiales se concentré alrededor de este
algoritmo, lo cual produjo en muy poco tiempo una
avalancha de aplicaciones para este. consecuencia
directa de acortar significativamente la brecha entre el

1
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