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Introduccion

La logica, a lo largo de los ultimos doscientos anos, se ha diversificado en su
alcance. En la actualidad, para llevar a cabo su investigacion, un logico puede re-
querir conocimientos de teoria de conjuntos, teoria de prueba, teoria de modelos,
computabilidad, aritmética, teoria de categorias, topologia, lenguajes de progra-
macion, teorias de tipos y/o algebra. Esta diversidad se dio principalmente por
las contribuciones de las matematicas en la logica y viceversa.

En el presente trabajo el interés recae en la interrelacion entre la logica y los
fundamentos de las matematicas. Particularmente, en la_formalizacién de los teo-
remas matematicos dentro de un sistema légico. Es sabido que esto se puede hacer
de diversas maneras, siendo la predilecta en los cursos de licenciatura, la forma-
lizacion de las matematicas en la teoria de conjuntos ZFC (Zermelo-Fraenkel-
Choice). No obstante, otras aproximaciones al problema menos conocidas tienen
ventajas y desventajas en comparacion con ésta.

Con el motivo de mostrar la variedad de sistemas en los cuales se pueden axio-
matizar las matematicas, el presente trabajo exhibe la formalizacion estandar de
las matematicas en el sistema ZFC asi como una implementacion moderna en la
denominada teoria de tipos homotopia, HOTT. A la par se efectia una comparacion
conceptual entre ambos enfoques, actuando lo mas detalladamente posible para
vislumbrar las sutilezas que conlleva cada implementacion.

En esencia, el trabajo de tesis fue motivado por tres razones fundamentales:

1. Presentar una introduccion a la 16gica con un enfoque contemporaneo para
estudiantes de la licenciatura hispano-hablantes. Dicha motivante surgio debido a
que el autor, al interactuar con matematicos de distintos paises, encontro diversas
conversaciones informales que en relacion a la légica hablaban frecuentemente
del concepto “sistema formal”. No obstante, al revisar material bibliografico clasi-
co respecto a 16gica matematica, el autor se percato de que el término no aparecia
definido explicitamente e incluso, en presentaciones mas modernas, el término
no era adoptado por los libros de texto. Sin embargo, como ya se menciono, el
concepto es recurrente en conversaciones informales del mundo académico. Por
dicha razon, el autor se dio a la tarea de recopilar informacion respecto a la no-
cion de “sistema formal” y presentarla como marco central para el desarrollo de
la logica y el estudio de los fundamentos de las matematicas. Esta forma de pre-
sentar ambas areas conlleva el entendimiento de un panorama general de lo que
se busca al desarrollar y/o estudiar una logica.

2. Obtener una mayor comprension de los fundamentos de las matematicas
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y las diversas oOpticas con las cuales se entienden éstos: Cada formalizacion de
las matematicas en alguna teoria conlleva consigo una estructura de pensamien-
to caracteristica y estrategias distintas para resolver los mismos problemas. Un
ejemplo claro de ésto es el concepto de conjunto potencia: Mientras que en una teo-
ria de conjuntos material como ZFC, el conjunto potencia se comporta de acuerdo
a la intuicion, i.e. codifica la relacion “ser subconjunto de” por medio de la relacion
de pertenencia, en una teoria de conjuntos estructural como ETCS (Elementary
Theory of the Category of Sets) el conjunto potencia es codificado por medio de
una propiedad universal, ya sea con un classificador de subobjetos o como un
objeto de una categoria cartesiana. Ambos enfoques inducen las propiedades co-
nocidas de un conjunto potencia pero es claro que la manera de concebir a dicho
ente varia entre una y otra teoria de conjuntos. Con base en esto, el autor quiso
estudiar algunos sistemas formales lo suficientemente “ricos” como para imple-
mentar al resto de las matematicas y aprender las estructuras de pensamiento
requeridas para cada uno.

3. Presentacion de la Teoria de Tipos-Homotopia (Homotopy Type Theory -HoT'T-)
a la comunidad mexicana: Al momento de plantear el trabajo de tesis, las publica-
ciones en idioma espanol respecto a HOIT eran nulas de acuerdo a las busquedas
realizadas por el autor. Actualmente hay por lo menos dos tesis respecto a dicho
sistema con nombres como “teoria homotopica de tipos” y/o “teoria de homotopia
de tipos”. Con base en la falta de referencias en espanol, el autor decidié estudiar
dicho sistema formal y utilizar su tesis como un medio para compartir con la co-
munidad matematica mexicana diversas propiedades del mismo.

Por todo lo dicho anteriormente, la primera mitad de la tesis se enfoca en dar
una presentacion detallada de lo mas basico de 16gica matematica, i.e. el concep-
to de sistema formal, la logica proposicional y la logica predicativa. Una vez que
se tiene un sistema formal donde desarrollar teorias, se implementa la teoria de
conjuntos ZFC paulatinamente, agregando axioma tras axioma y analizando las
consecuencias formales que cada uno tiene sobre el universo de todos los con-
juntos V. Finalmente, se presenta la teoria tipos homotopia, haciendo énfasis en
las diversas interpretaciones que se pueden atribuir a su sistema formal y espe-
cificando las diferencias principales entre ésta y otras teorias de tipos.

Asi, en el Capitulo 1, los Preliminares, se empieza con el concepto mas basico
en logica: los simbolos. A partir de colecciones de éstos, i.e. alfabetos, y métodos
recursivos se definen y dan ejemplos de lenguajes, teorias y sistemas formales y
logicos. Finalmente se definen las propiedades mas populares deseables en di-
chos sistemas y se prevee su utilizacion en capitulos siguientes.

En el Capitulo 2 se presentan las Logicas Proposicional y Predicativa. Al es-
tudiar la sintaxis de la logica proposicional se enuncian los teoremas de buena
construccion de su lenguaje, i.e. el principio de induccion sobre la complejidad de
la formula, el teorema de legibilidad tinica y el teorema de la definicion por recur-
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sion. Posteriormente, en la subseccion de semantica para la logica proposicional
se definen las valuaciones y se verifica su buen comportamiento bajo sustitucio-
nes a la vez que se enlistan algunas tautologias de logica clasica. Finalmente se
enuncia un sistema formal para la l6gica proposicional y se estudia la robustez
y completez de dicho sistema respecto a las valuaciones. La parte de logica pre-
dicativa refleja el comportamiento de su predecesora con la diferencia de que se
presta especial atencion a la sustitucion y los teoremas que la acompanan. En
esta seccion también se analizan las diversas formas en que libros clasicos de
logica presentan a la semantica de la logica predicativa. Por ultimo, se enuncia y
prueba el teoremas de completez de Kurt Godel.

El Capitulo 3 expone inicialmente la filosofia de la teoria de conjuntos me-
diante una presentacion informal. Se deducen a partir de ésta dos paradojas que
sirven como motivo para estudiar la teoria de conjuntos formalizada en logica
predicativa. A lo largo del capitulo se van exponiendo los axiomas de la teoria de
conjuntos: extensionalidad, especificacion, par, unién, potencia, infinito, reem-
plazo, regularidad y eleccion, a la vez que se van comentando las implicaciones
filosoficas, matematicas e historicas que cada uno de ellos conlleva. Finalmente,
se da una presentacion de la notacion convencional al momento de manejar las
distintas subteorias y suprateorias de ZFC.

En ultima instancia, el Capitulo 4 comienza con una introduccion historica de
la teoria de tipos. Posteriormente se presenta la interpretacion original que Per
Martin-Lof dio a su teoria de tipos analizando cada constructo de la misma: tipos
de funciones dependientes, parejas dependientes, coproductos, nimeros natura-
les, vacio y unidad. A continuacion se enuncia la correspondencia Curry-Howard
y se especifica esta para cada uno de los tipos presentados. Se aprovecha dicha
correspondencia para introducir a los tipos igualdad proposicional y se explica
la diferencia entre ésta y su contraparte sintactica. De aqui se da una presen-
tacion formal del sistema HoOTT construyendo nuevamente el lenguaje formal del
mismo y enunciando sus reglas de inferencia. Finalmente, se explica a grandes
rasgos la interpretacion homotopica de la teoria de tipos intuicionista y se justi-
fica la necesidad de anadir el axioma de univalencia y el de extensionalidad de
funciones.






Indice general

| Agradecimientos| I
[__Introduccionl I
(1. Preliminares! 1
I. Logicaylenguajes| . . ... ... ... ... ... . .. ... 1
I Sistemas Formales|. . . . . . ... ... ... ... ... .. ...... 4
[III. Semanticas y sistemas logicos| . . . . ... ... ... ... ....... 8

|2. Logicas Proposicional y Predicativa) 13
II.  Logica Proposicional| . . . . . ... ... .. ... . oL 13

L. Sintaxis de la Logica Proposicional . . . . . ... ... ... .. 14

(II. Semantica para la Logica Proposicional|. . . . . . ... ... .. 23

(III. Sistema Formal para la Logica Proposicional|. . . . . . ... .. 29

II. Logica Predicativa] . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 39

(L. Sintaxis de la Logica Predicatival . . . . . ... ... ... .... 43

(L. Semantica para la Logica Predicatival . . . . . .. ... ... .. 51

(III. Sistema formal para la Logica Predicativa] . . . ... ... ... 65

(3. Fundamentos en la Teoria de Conjuntos| 75
[.  Teoria Informal de Conjuntos| . ... ... ... ............. 76

II. Teoria Formal de Conjuntos| . . . .. ... ... ... .......... 79
III. Implementacion de las Matematicas en Teoria de Conjuntos| . . . . . 89

4. Teoria de Tipos-Homotopias| 105
I.  Introduccion Historica y Motivacion Practical . . .. .. ... ... .. 105
II. Interpretacion Original y Motivacion Filosofica] . . . ... ... .. .. 107
L. Tipo de Funciones Dependientes|. . . . . . ... ... ... ... 110

(L. Tipo de Parejas Dependientes| . . .. . ... .. ... ...... 111

[ITI. Tipo Coproductol . . . . . . . . . . .. .. ... ... 112

[IV. Tipo de Numeros Naturales| . . . . . . . ... ... ........ 112

[V. Tipo Vacioo TipoNulo| . . . . . . .. ... ... ... ....... 113

[VI. TipoUnidad|. . . .. ... ... ... . . ... ... .. ...... 113

[III. Correspondencia Curry-Howard y Motivacion en Logical . . . . . . . . 113
[ Cuantificador Universal . . . . .. ... ... ........... 114

VII



VIII INDICE GENERAL

[II. Implicacion| . . . . . ... ... ... 115
II.___ Cuantificador Existenciall . . . . . .. ... ... ... ...... 116

[IV. Conjuncion| . . . . . . . . ...l e e e e e e e e 117

(V. Disyuncion| . . . . . . .. ..o oo 119
VI.___Induccién en Nuimeros Nafuralesl . . . ... ........ ... 120

[VII.  Contradiccion y negacion| . . . . . . . ... .. ... ....... 121
VIII. Tautologlal . . . . . . ... ... ... ... ... ... ....... 122

[X.  Tgualdad Proposicional . .. .................... 123

V. Desarrollo formal de HOTT y motivacion en los fundamentos| . . . . . 126
[V. Interpretacion Homotopica y Motivacion en Matematicas| . . .. . .. 132
L Estructura w-grupoide de los tipos igualdad proposicional| . . 133

[ Extensionalidad de funcionesl . ... ............... 137
ML Univalencial . . . . . . . . . ... ittt 140
[Conclusionl 142

Referencias| 144



Estudio en los Fundamentos de las Matematicas
comparando algunas de sus Axiomatizaciones

Jonathan Julian Huerta y Munive

14 de abril de 2016






Capitulo 1

Preliminares

I. LOoGIicA Y LENGUAJES

La logica como “area del conocimiento humano que estudia los razonamientos
validos” se ha practicado desde tiempos antiguos; no obstante, hasta el siglo XV la
inovacion en ésta fue esporadica y escasa en comparacion con los avances que se
han dado desde el siglo XVIII. Gracias a los métodos de formalizacion estudiados
por individuos como George Boole y Gottlob Frege, la l6gica ha evolucionado rapi-
damente y se ha diversificado en su alcance. Se distinguen dos ramas principales
de la logica: la informal y la formal. La primera de éstas es el tipo de logica que se
estudio en antiguedad en escritos como los Dialogos de Platon, mientras que la
ultima es la que mas se estudia contemporaneamente en sus presentaciones de
logica simbdlica y 16gica matematica.

Historicamente la logica matematica se ha entendido de tres distintas maneras:

I Logica Matematica como logica simbdlica, es decir, el estudio de la logica por
medio de abstracciones simbolicas que proveen la esencia del razonamiento
valido. Son ejemplos de ésta las logicas proposicionales, predicativas, lineales,
modales, temporales, paraconsistentes, deonticas y doxasticas.

II Logica Matematica como rama de las matematicas que provee herramientas
y métodos para estudiar las mismas matematicas. Esta acepcion es la que
normalmente se clasifica en Teoria de Modelos, Teoria de Prueba, Teoria de
Conjuntos y Teoria de la Recursion.

III Logica Matematica como el estudio de los fundamentos o filosofia de las ma-
tematicas.

Sin importar cual de todas estas acepciones se desee estudiar, la herramienta
basica para estudiar logica formal es el concepto de “sistema 16gico”.Z, el cual
tiene tres constituyentes: un lenguaje £, un aparato deductivo ® y una semantica
S. El primero de estos usualmente se concibe como un conjunto de “expresiones
(concatenaciones de simbolos) bien formadas”. Es comun que la construccion de

1



2 Preliminares

los lenguajes formales se desarrolle recursivamente indicando primero un alfabe-
to (conjunto de simbolos) ¥ y, posteriormente, qué concatenaciones de ellos son
las que estan “bien formadas”. Dicho enfoque es el que se adopta en el presente
trabajo:

Definicion 1.1 (Cadena)
Una cadena, expresion, palabra o féormula ¢ sobre el alfabeto ¥~ es una concate-
nacion finita ¢ = s;s5 - - - 5, de algunos de sus simbolos sy, so,..., s, € 2.

Antes de continuar, el lector debe percatarse de que utilizar simbolos para re-
presentar alfabetos y/o cadenas de simbolos puede ser problematico. Un ejemplo
de esto seria trabajar con el alfabeto griego ¥ = {A, B,T, A,..., %, ..., Q}. Al utilizar
posteriormente la letra “X” es muy probable que haya confusion respecto a si se
esta haciendo referencia al alfabeto o inicamente al simbolo dentro de éste. Por
esta razon, a lo largo del trabajo se utilizaran las letras griegas como simbolos
(metasimbolos) del metalenguaje, es decir, el lenguaje que se esta utilizando para
trabajar y estudiar los lenguajes formales (lenguajes objeto), siendo excepciones
a esta regla los casos en los que el contexto sea suficiente para evitar confusiones.

Ademas de esto, se convienen las siguientes reglas:

= Dado un alfabeto ¥, la expresion ¥* denotara al lengugje universal, i.e. el
conjunto de todas las posibles cadenas sobre .

» Las letras minusculas griegas seran usadas como metasimbolos para repre-
sentar cadenas.

» Para expresar que una palabra, por ejemplo “J=73", es representada por el
metasimbolo ¢ la notacion sera: ¢ := J=.

= Sip:=s18---5, es una formula, entonces || representa la longitud de ésta,
es decir, el namero de simbolos (incluyendo repeticiones) en ella: || = n.

= Dos expresiones ¢ = $159---S, y ¥ = rire---1, son iguales -denotado por
¢ = - si coinciden en el orden de aparicion de sus simbolos componente
a componente, i.e. si son exactamente la misma cadena. Simbodlicamente:
@ =1 siysoélosis; =r; paracadaie€ {1,...,n}.

m Sip:=s518--5,y Y :=rmrry---1, son cadenas, la nueva cadena formada por
la concatenacion de éstas sera denotada en el metalenguaje por ¢i. Es decir
O 1= 8182+ SpT1T2 " Ty

m Sip:=s159---5, €s una cadena de simbolos de ¥ y s € ¥, entonces a todo s;

coni € {1,...,n} tal que s; = s se le llama instancia del simbolo s en ¢.
» Si s, Si,,- .., S8, son todas las instancias de s € ¥ en ¢ := s159---5, y Si para
todos los j,k € {1,...,m} con j < k se cumple que i; < i;, entonces s;, es la

j-€ésima instancia de s en .
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» Existe la “cadena vacia” y es usual denotarla por la letra griega lambda: \.
» La longitud de la cadena vacia es O, i.e. |A\| = 0.

» La féormula A cumple la propiedad de que concatenarla con cualquier otra ca-
dena (por izquierda o por derecha) siempre da como resultado la otra cadena.
O sea que si p es una cadena entonces Ay = p\ = ¢.

= Por convencion la cadena vacia \ siempre esta presente en cualquier lenguaje
universal X*.

Notese que un lenguaje universal siempre es infinito pues incluso un alfabeto
de un simbolo como ¥ = {a} genera el lenguaje universal:

¥ ={\ a,aa,aaa,aqaaaq,...}

Definicion 1.2 (Lenguaje Formal y Expresiones Bien Formadas)
Una vez generado un espacio infinito de cadenas con las cuales trabajar se pre-
senta un concepto para utilizar solo con aquellas que tengan sentido sintactico:

e Se llamara léxico o lengugje formall| £ a todo subconjunto de algan lenguaje
universal ¥* derivado de un alfabeto .

e Alas cadenas de un lenguaje formal ¢ € £ se les denomina expresiones o _for-
mulas bien formadas?| o wff's por sus siglas en inglés (well-formed-formulas).

Cuando se estudian o seleccionan ciertos lenguajes es mayor el interés en ge-
nerar palabras con ciertos patrones a escogerlas arbitrariamente, por esta razon
se desarrollaron varias herramientas para seleccionar o identificar cadenas que
si pertenecen a un determinado lenguaje. Algunos de los mecanismos implemen-
tados para dicho objetivo son las expresiones regulares, los sistemas de patrones
y las gramaticas formales. El estudio de estos mecanismos es un area (de las cien-
cias computacionales) en si misma (c.f. [JLRROO]) e incursionar en ella desviaria
el objetivo del trabajo, razon por la cual inicamente se utilizara el término geneé-
rico de gramatica para hacer referencia a una descripcion precisa de un lenguaje
formal, es decir, un cuerpo de reglas sistematicas que sirven para generar un
lenguaje o para determinar si una cadena pertenece a un lenguaje dado.

Ejemplo I.1 Dado el alfabeto ¥ = {0,1} es posible calcular el lenguaje universal
¥* = {\0,1,00,01,10,11,100,... }. Un lenguaje formal podria ser simplemente el
subconjunto finito de éste £, = {1,10,100,1000} pero de igual manera se puede
construir otro recursivamente mediante las reglas:

1A pesar de que el nombre de léxico resulte mas apropiado debido a la derivacion de este
concepto a partir de un alfabeto, en la literatura, por razones histéricas, es mas comun leer el
nombre de Lenguaje Formal.

2La razon por la cual se utiliza el nombre de “formulas bien formadas” es para distinguir a éstas
de cualquier otra formula/cadena que pudiese estar en el Lenguaje Universal mas no en el que se
esta estudiando.
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(1) 1 es una wff de L.
(m) Sip e L5 (p es una wff de L,), entonces ¢0 también es una wff de L.
(m) Ninguna otra cosa es una wff de L.

Generando asi £, = {1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, . .. }

II. SisTEMAsS FORMALES

Definicion II.1 (Teoria y Aparato Deductivo)
El siguiente paso para construir un sistema logico es distinguir algunas wffs de
otras con el objetivo de establecer cuales son “verdaderas” y cuales no:

e Se llama teoria (formal) 7 a cualquier subconjunto de un lenguaje formal L.

e Un sistema deductivo o aparato deductivo © sobre un lenguaje £ es un me-
canismo que sirve para generar una teoria 7 C L. Generalmente consisten
de una teoria A C £, cuyos elementos son llamados axiomas, y un conjunto
de reglas R, denominadas de inferencia, que indican como obtener wffs de
L a partir de otras wffs.

Obsérvese que una teoria 7 es también un lenguaje formal ya que 7 C £ C ¥*
para algun alfabeto ¥ y lenguaje £ sobre dicho alfabeto. Esto significa que se
pueden omitir varias definiciones e introducir las teorias directamente desde el
lenguaje universal; no obstante, la presentacion adoptada aqui es la convencional
en logica, ademas de que da un sentido de construccion gradual de los objetos
que se van a estudiar el resto del presente trabajo.

Ejemplo II.1 Trabajese con el alfabeto ¥ = {u,4,00,0, (), i} y considérese al len-
guaje L inducido por las siguentes reglas:

m Siped*yp#\ entonces Oy es una wff de L.
= Ninguna otra cosa es una wff de £

Supoéngase que el conjunto de axiomas es A := {iQu,:00,i00),i00V} y la tnica
regla de inferencia en R es:

D Z,%Q ol = 14—Ir1tro
1Qudp

Es decir, de iQu y iQp siendo ¢ una cadena de longitud 1, se infiere :Qudp. Asi, la
teoria 7 generada por el aparato deductivo © = (A, R) es:

7 = {i0u,i00,i00), 100, iQudu, iQudld, iQud(), iQudD}
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Como se dijo al inicio del capitulo, una vez generados un lenguaje formal £y un
aparato deductivo ©, el ultimo requisito para construir un sistema logico es el de
una semantica §. No obstante, hay varios sistemas logicos cuyas semanticas aun
no se han definido formalmente, es decir, se tiene una semantica tacita para ellos
mas no expresa. Mas aun, en ciencias computacionales es mas comun trabajar
unicamente con lenguajes formales y aparatos deductivos pues son lo tiinico que se
requiere para desarrollar lenguajes de programacion. Por todo esto, es mas comun
encontrar en la literatura el concepto de “sistema formal” que el de sistema logico.
El primero de éstos se emplea cuando no hay un consenso respecto a la semantica
adecuada para el sistema o cuando la semantica no esta presente formalmente
hablando:

Definicion I1.2 (Sistema Formal)
Un sistema formal .7 es una pareja (£,9) donde £ es un lenguaje formal y © es
un aparato deductivo con reglas de inferencia y axiomas definidos sobre £]

Obsérvese que en cualquier sistema formal .#, el aparato deductivo forma una
especie de gramatica para las wff's del lenguaje pues las separa en dos categorias
“aquellas que si son consecuencia de los axiomas” y las que no. Las siguientes
definiciones exploran mas a fondo dicha idea:

Definicion I1.3 (Prueba Formal)

Dados un lenguaje formal £ sobre un alfabeto ¥ y un aparato deductivo ® con
axiomas en A C L y reglas de inferencia en R, se dice que una prueba formal o
deduccion A de una wff ¢ en el sistema formal .# = (£, D) a partir de un conjunto
de premisas I' C £ es un conjunto finito y ordenado de wffs A = (¢1,¢2,...,¢n)
cuyo ultimo elemento es ¢ (¢, = ¢) y ademas cumple que cada wff en la prueba
(p; € Acon1<i<n)esun axioma (¢; € A), o una premisa (¢; € I') o resultado de
aplicar una regla de inferencia de R a wffs anteriores en la prueba.

Ejemplo I1.2 Sea £ = {...,—100,—11,-10,—-1,0,1,10,11,100,...} y ®, un aparato
deductivo sin axiomas y cuyas reglas de inferencia dictan: (i) a partir de -1y ¢
se sigue la concatenacion —1¢*, donde ¢* representa a la cadena original ¢ sin el
simbolo “—” antecediéndola, y (ii) de ¢ se obtiene la wff ¢0 solo si ¢y comienza con
— 0 con 1. Para cada uno de los siguientes casos supongase que I' = {—1,0} es el
conjunto de premisas:

= Ay =(—1,—11,—111) es una prueba de -111 a partirde I' en .% = (£,®) donde
solo se utilizoé la regla (i) y la premisa —1.

= Ay =(—1,-10,—-100, —1000) es una prueba de —1000 a partirde I'en .# = (L, D)
donde solo se uso la regla (i) y la premisa —1.

3Notese que la representacion de .# en términos de parejas es intercambiable por (X, G, A, R)
en caso de que ¥ sea el alfabeto de £; G, su gramatica; A los axiomas de ©, y R, sus reglas de
inferencia.
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= Ay =(-1,-10,—110,—1100) es una prueba de —1100 a partirde I'en .7 = (L, D)
donde se usaron alternadamente las reglas (i) y (i) y solo la premisa —1f

Definicion II.4 (Consecuencia Sintactica)

Se dice que una wff ¢ es consecuencia (sintactica) de I" en el sistema formal .7,
denotado por I' - ¢, si existe una prueba formal A de ¢ a partir de I' en .. Se
suele leer también la expresion I' -4 ¢ como I' deduce a ¢ en .#.

En el caso del ejemplo anterior, al exhibir las tres pruebas, A;, Ay y Aj, se
puede afirmar respectivamente que I' F» —111, ' F» —1000 y " 5 —1100. Si se
prefiere, es posible intercambiar la letra I" por el conjunto que representa, por
ejemplo: 0, —1 & —1100.

Definicion II.5 (Teorema y Teoria matematica)

Se dice que una wff ¢ es un teorema del sistema formal .# = (£,9) si es con-
secuencia del vacio. En otras palabras, la prueba para obtener ¢ no requiere de
alguna premisa (sOlo se usan axiomas y teoremas obtenidos previamente en la
deduccion). La notacion en este caso se simplifica a 5 ¢ en vez de ) -5 ¢. Ade-
mas se llamara teoria matematica a una teoria 7 C £ que sea el conjunto de todos
los teoremas de algun sistema formal .#.

Propiedades II.1
Las siguientes son propiedades de la nocion de consecuencia sintactica en un
sistema formal .%:

1. Si 'y A son teorias talesque ' C Ay I' -4 ¢, entonces A k4 ¢
2. Si ' 2 ¢ entonces existe un un subconjunto finito A de I' tal que A F 4 .

3. Sil't4# ¢y cada wff deI' es consecuencia de A entonces A 4 .

Demostracion. En los tres casos se tiene que I' -5 ¢, esto significa que existe
una prueba formal E de ¢ a partir de I en .#. Por definicion la prueba formal es
un sucesion finita de wffs, F = (p1,¢,...,¢,) cuya ultima wff es ¢ y todas las
wffs en E son axiomas, elementos de [' o consecuencia de otras wffs previas en
E.

1. YaqueI' C A, toda wff de I esta en A. Particularmente esto se cumple para
las wffs de I' en la prueba E. Por ende, E es una prueba de ¢ a partir de A
en .. Esto es Az ¢.

2. Definase A como el conjunto de todas las wffs de I' que aparecen en F, i.e.
A =TNE. Como F es finita y el numero de wffs en A esta acotado por el de
wffs en E, A es finito. Por otro lado también se tiene que cada wff en E o

4Notese la importancia de que la prueba formal (de una wff a partir de un conjunto de premisas
I’ en un sistema formal %) sea finita. Si la prueba A fuese infinita, no se sabria qué wff es su
conclusién pues para determinarla necesitariamos identificar la ultima wff en ella.
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es axioma, o esta en A C I' o es consecuencia de otras previas en E. Por lo
cual podemos concluir que F es una prueba de ¢ a partir de A en . y asi
A }_9‘ @Y.

3. Ya que F es finita podemos enumerar las wffsde I'en E: IV = {71,792, ..., % }-
Debido a que, por hipotesis, A demuestra a cada una de las wffs de I, existen
correspondientemente las pruebas F, Es, ..., E;, a partir de A en .#. En otras
palabras, A 5 v, para cadai entre 1 y k. Sea T la sucesion F1UFE,U- - -UE,UFE,
entonces T es una prueba de ¢ a partir de A en .%. Por ende, A 4 .

A continuacion se presenta un ejemplo que involucra los conceptos desarro-
llados hasta el momento:

Ejemplo I1.3 Tomese al alfabeto . = {a,e,*,7! =, (,)} y construyase el lenguaje £
mediante las siguientes reglas:

e Los simbolos a y e son términos |

e Sit es un término, entonces (¢t~!) es un término.

Si t; y t, son términos, entonces (t; * t5) €s un término también.

Ninguna otra cosa es un término.

Si t; y t, son términos, entonces la expresion t; = ¢, es una wff.

Ninguna otra cosa es una wﬁ.ﬁ

Intuitivamente hablando puede decirse que el lenguaje £ solo acepta igualdades
como wffs. El sistema axiomatico, A, se define por medio de esquemas:

Al Si ty, t y t3 son términos, entonces la wff (t; * (t2 xt3)) = ((t1 * t2) * t3) €s un
axioma.

A2 Sit es un término entonces la wff de la forma (e xt) = ¢ es un axioma.
A3 Sit es un término, entonces ((¢t!) x t) = ¢ es un axioma.
A4 Stt es un término, entonces la wff ¢t =t siempre es un axioma.
Por su parte, las reglas de inferencia, R, indican que:
R1 Sit, y t; son términos, entonces de t; = t, se deduce t, = ;.

R2 Si ¢y, t, y t3 son términos, entonces de t; = t, y t» = t3, se deduce t; = t3

5En este ejemplo los términos son elementos auxiliares para definir wffs. Es decir, son cadenas
de simbolos cuyo orden permite definir mas términos o cadenas especiales y que finalmente seran
parte importante de las wffs.

60bsérvese la importancia de los paréntesis en la construccion de términos y wffs.
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R3 Si ¢, t, y t3 son términos, entonces de la wff t; = t3, se puede deducir tanto
(tl * t2> = (tl * tg) Ccomo (tQ * tl) = (tg * tl)

Notese que en la siguiente prueba formal, todas las wffs son teoremas del sistema
formal .7 = (£,9) donde © = (A, R):

1. (e Y *a)=e A3

2. e=((aY) *a) R1(1)
3. (@)™ xe) = (((a™) ™) * ((a™) xa)) R3(2)
4. (@) D@ *a) =((((a™) ) x(@h)*a) Al

5. (™)) xe) = ((((a™) ") * (a™")) xa) R2(3.4)
6. ((aH Hx(@h)=e A3

7. (@) x (@) *a) = (e*a) R3(6)
8. ((aH) ™) xe)=(exa) R2(5,7)
9. (exa)=ua A2
10. (((aH) ™ Hxe)=a R2(8,9)
11. (@)™ xe) = ((a™)™) A2
12. ((a™)™) = (((a™") ") x¢) R1(11)
13. ((a) ™) =a R2(12,10)

Asi, se asevera que el sistema formal .# demuestra la treceava wff (y todas las
wffs de la prueba también), i.e. -z ((a™!)™ ) =a .

El lector observador habra notado que los axiomas y reglas de inferencia esta-
blecidos en el ejemplo anterior son los axiomas de grupos (de dos elementos). De
igual manera, puede verse que la ultima wff de la prueba corresponde al enun-
ciado “el inverso del inverso de algun elemento del grupo es el mismo elemento”,

“ 9

lo cual se cumple en particular para el objeto representado por el simbolo “a”.

III. SEMANTICAS Y SISTEMAS LOGICOS

Existen diferentes formas de definir semanticas de manera formal, por ejemplo,
las aproximaciones por secuentes propuestas por Gerhard Gentzen y utilizadas
ampliamente en teoria de prueba; las semanticas basadas en teoria de juegos,
las probabilisticas, las inducidas por valores de verdad, y las utilizadas en teoria
de modelos propuestas por Alfred Tarski: una funcion -llamada de interpretacion-
que mande a cada simbolo a un ente matematico es la idea basica detras de este
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ultimo tipo de semanticas.

El estudio de las distintas semanticas es mas facil de realizar por medio de sus
respectivas clases de sistemas formales. Por esta razén las semanticas estudia-
das en este trabajo se analizaran en las secciones correspondientes a su sistema
formal, i.e. l6gica proposicional, logica predicativa y teoria de tipos. Aun asi, es
posible convenir informalmente que:

Definicion III. 1
Una semantica S para el lenguaje formal £ es un mecanismo que separa las wff's
en dos conjuntos: las S-satisfactibles y las S-no-satisfactibles.

Es comun que la particion creada por la semantica S se genere por una co-
leccion de entes matematicos similares entre si (funciones, juegos, estructuras,
medidas) y una relacion de satisfactibilidad () entre éstos y las wff's de £. Mas
precisamente, si S := {S; | i € Z}, se dice que ¢ € L es satisfactible bajo S si y s6lo
si alguna relacion especifica (por definir en las siguientes secciones) se satisface
entre uno de estos entes S; y ¢, la cual sera expresada en la metateoria por la
notacion =g, ¢.

En logica las semanticas sirven para dar nociones de “validez” y/o “veracidad”
siempre relativa a la semantica utilizada. Asi, tal y como se dieron definiciones
para “consecuencia sintactica”, “teoria matematica” y “teorema” las semanticas
proporcionan tres conceptos analogos:

Definicion III.2 (Consecuencia Semantica)

En un sistema logico . = (£,9,S), la wff ¢ € £ es consecuencia semantica de
un conjunto I' C £ de premisas, representado por I' = ¢, si cada objeto ¢ de la
semantica S que satisfaga a las wffs de I' también satisface a . En términos mas
formales, I' = ¢ sii para cada ¢ € {S;, | i € Z}, si a todo ¢ € T, = ¢, entonces
también . .

Definicion III.3 (Satisfactibilidad de una teoria)

Dada una teoria 7 C £ en un sistema logico . = (£,9,S) y ¢, un objeto de la
semantica S, se dice que ¢ satisface a 7, denotado por . 7, si . ¢ para cada
peT.

Definicion III.4 (Validez Logica)

Si se tiene un sistema logico .¥ = (£,9,S), se dice que una wff ¢ € L es logica-
mente valida, expresado por = ¢, si todo objeto de la semantica la satisface, i.e.
. p paracadac € {S; |i€Z}.

Una vez definidos un aparato deductivo ® y una semantica S para un lenguaje
L, se busca que el sistema logico . = (£,D,S) satisfaga una serie de propieda-
des respecto a ambos objetos. Por ejemplo, es deseable que el conjunto de wffs
logicamente validas bajo S sea el mismo que la teoria matematica generada por
0.
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Definicion III.5
A continuacion se da una lista de algunas propiedades esperadas de un sistema
logico y las teorias que genera:

(a) (Consistencia) Se dice que una teoria 7 C £ de un sistema logico .¥ = (£, D, S),
es consistente si y solo si “carece de contradicciones”. En caso contrario se
dice que la teoria es inconsistente. Existen dos formas de que ésto ocurra:

m (Consistencia Semantica) Una teoria 7 es semanticamente consistente si
existe un objeto ¢ de la semantica S que cumpla . 7.

» (Consistencia Sintactica) Suponiendo que para cada wff ¢ € L existe otra
llamada “su negacion” ¢~ € £, se dice que una teoria 7 es sintacticamente
consistente si ninguna de sus wffs cumple que ella y su negacion son
miembros de la teoria al mismo tiempo. Es decir si ¢ € 7, entonces ¢~ ¢ 7
y si ¢~ € 7, entonces ¢~ ¢ 7.

(b) (Robustez) Un sistema légico .Z = (£,D,S) es robusto si todos sus teoremas son
légicamente validos. Simbolicamente, si ¢ € £ es tal que F ¢, entonces | ¢.
Cuando se compara con otros tipos de robustez, a ésta se le suele denominar
robustez débil:

» (Robustez Fuerte) Un sistema légico . = (£,D,S) es fuertemente robusto
si toda wff ¢ derivable a partir de una lista de premisas I', también es
consecuencia semantica de dicha lista. Formalmente, el sistema es fuer-
temente robusto si para cada ¢ € £ que cumple I' -5 ¢, también cumple

I'=s o

(c) (Completez) Se dice que un sistema formal es completo respecto a alguna pro-
piedad, si toda wff que tenga la propiedad también es un teorema de dicho
sistema. En caso contrario se dice que éste es incompleto:

= (Completez Semantica) El reciproco a la robustez, un sistema logico . =
(L£,9,8) es semanticamente completo si toda wff ¢ que sea logicamente
valida, = ¢, también es un teorema + ¢. A este tipo de completez también
se le suele decir completez débil.

= (Completez Fuerte) Un sistema logico .2 = (£, 9, S) es fuertemente comple-
to si toda wff ¢ que sea consecuencia semantica de una lista de premisas
[' es también sintacticamente derivable a partir de I'. Es decir si I' =5 ¢,
entonces I' g .

= (Completez Sintactica) Suponiendo que para cada wff ¢ € L existe otra
llamada “su negacion” ¢~ € L, se dice que una teoria 7 es sintacticamente
completa si y soélo si toda wff ¢ cumple que o ella o su negacion son
teoremas de 7 (son wffs elementos de 7) .

"Ya que un sistema formal .% = (£,®) induce una teoria, la propiedad de completez sintactica
también puede ser atribuida a .% en vez de a la teoria.
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(d) (Decidibilidad) Una teoria es decidible si existe un procedimiento efectivo pa-
ra determinar si una formula es teorema o no de la teoria. Es decir, si hay
un algoritmo que en una cantidad finita de pasos puede afirmar o negar la
pertenencia de la féormula a la teoria.

Notese de las definiciones anteriores que si un sistema légico .¥ = (£,9,S) es
fuertemente robusto o fuertemente completo, entonces también lo es débilmente.

El siguiente capitulo presenta dos sistemas muy conocidos en logica matemati-
ca para los cuales también se demuestran algunas de las propiedades enunciadas
recientemente. Todo esto con el fin de que los conceptos sean concretados para
su uso posterior en las principales axiomatizaciones de las matematicas.
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Capitulo 2

Logicas Proposicional y Predicativa

I. LoaGicA PROPOSICIONAL

La forma mas sencilla y popular de “estudiar los razonamientos validos” es por
medio de la l6gica proposicional. La mecanica de ésta consiste en utilizar literales
para representar proposiciones. Las proposiciones son el equivalente a enuncia-
dos declarativos o sentencias en el lenguaje natural (espanol, inglés, aleman u
otro que usen cotidianamente los humanos) y son facilmente reconocibles por-
que, en principio, es posible asignarles un valor de verdad: verdadero o falso. Un
ejemplo de una proposicion seria el enunciado “las guitarras son un instrumen-
to musical” mientras que un ejemplo de una oraciéon que no es una proposicion
seria “¢quién se comio las galletas de avena?”. Obsérvese que en el primer caso
es posible afirmar que la oracion “las guitarras son un instrumento musical” es
verdadera mientras que intentar hacer un juicio similar para una interrogante no
parece adecuado. Una vez que se han representado las proposiciones con letras,
lo tnico que queda para realizar un estudio, en el marco de la logica proposi-
cional, es ligarlas por medio de conectivos y, finalmente, analizar las inferencias
y razonamientos validos a través de las relaciones extensionales entre los valo-
res de verdad de las proposiciones y dichos conectivos. Esto quiere decir que en
el caso de proposiciones mas complejas como “si las guitarras son instrumentos
musicales, entonces los gorriones son peces voladores”, el valor de verdad de éstas
dependera de los valores asignados a las proposiciones simples que las conforman
que en el caso del ejemplo son las dos oraciones: “las guitarras son instrumentos
musicales” y “los gorriones son peces voladores”.

En la presente seccion, se desarrolla un lenguaje formal para la légica pro-
posicional, se extiende éste a un sistema formal que emula el comportamiento
descrito en el parrafo anterior y se le da una semantica por medio de “valores de
verdad”.

13



14 Logicas Proposicional y Predicativa

I. Sintaxis de la Logica Proposicional

Es comun en el estudio de sistemas formales separar a los simbolos de los
alfabetos por su aridad. La aridad es un numero no negativo asignado a cada
simbolo que da informacion respecto al modo de leerlo en el contexto de un len-
guaje formal. La informacion que ésta provee contesta a la pregunta “s,con cuantos
argumentos opera dicho simbolo?” Como ejemplo considérese al simbolo comun-
mente utilizado para representar la igualdad en matematicas: “=". Es claro que
para que el simbolo “=" adquiera un sentido en dicho contexto se requieren de
otros dos simbolos (o colecciones de simbolos) en ambos lados de éste como en la
expresion “z = y”. En este caso, la aridad del simbolo “=" es dos, que es el name-
ro de argumentos con los cuales “trabaja”. En el caso de la logica proposicional,
el alfabeto de ésta suele denotarse por la letra griega mayuscula omega: “Q2” y la
aridad se senala separandolo en subconjuntos (2, donde n representa la aridad
de los simbolos que (2, contiene.

Definicion I.1 (Lenguaje Formal Proposicional)
A continuacion se presenta un lenguaje que sirve para representar la logica pro-
posicional el cual sera denotado por PROP:

s El alfabeto 2 esta dividido en:

* Los simbolos de aridad cero Qy = {(,), po, p1,D2,P3,--- }- A su vez, estos
simbolos se clasifican en simbolos de agrupacion: (,), y en letras propo-
sicionales o atomos: At = {pg, p1,p2, p3,--- }

* Los conectivos de aridad uno Q; = {—}
* Los conectivos de aridad dos 2, = {=,V, A, <}

» Las siguientes reglas describen recursivamente como construir wffs de PROP

que suelen ser llamadas también proposiciones:

(1) Sip € At, entonces p es una proposicion i.e. p € PROP.

(1) Si ¢ es una proposicion, entonces —¢ es una proposicion.
() Si ¢, son proposicionesy o € O,/ entonces (¢ 01) es una proposicion P
(rv) Ninguna otra cosa es una wff de PROP.

Es importante resaltar que el lenguaje PROP no es el inico que se puede cons-
truir para estudiar la logica proposicional. Hay versiones alternativas en las que
la lista de conectivos de aridad dos unicamente posee un elemento, ya sea =, A
0 V, y los demas son expresados como metasimbolos abreviando wffs, por ejem-
plo, (¢ V1) puede ser la abreviacion de (—¢ = 1); hay otras en las que no existen
varias clases de conectivos sino que unicamente se utiliza uno, ya sea 7 0 |, €

incluso existen lenguajes proposicionales en los que no es necesario tener simbo-
los de agrupacion ya que la misma aridad permite la formacion de proposiciones,

IEn este caso o es un metasimbolo para representar a todos los conectivos.
2Préstese especial importancia al uso de los paréntesis en la construccion de las wff's de PROP.
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por ejemplo: =1 y Apy pueden reemplazar a (¢ = ¢) y (¢ A ¢) respectivamente,
notacion conocida como forma polaca de la formula. De esta manera, en la cons-
truccion de la gramatica del lenguaje anterior, se pudieron haber reescrito los
puntos (I), (II) y (III) en uno solo como a continuacion:

e Si g, p1,2,...,p, SON proposiciones y o es un conectivo logico de aridad “n”
i.e. o € Q,, entonces opyy; ..., €s una proposici()n.ﬁ

Por la naturaleza de la construccion del lenguaje PROP es posible concebir el
concepto de “demostracion por induccion” el cual permitira saber si determinada
propiedad es satisfecha por todas las wffs de PROP haciendo uso precisamente
de la manera recursiva en como se definieron éstas:

Teorema 1.1 (Principio de Induccion sobre la Complejidad de la Formula)
Una propiedad se cumple para toda wff del lenguaje PROP siy solo si se satisfa-
cen las siguientes tres condiciones:

(1) Todas las letras proposicionales p € At cumplen la propiedad.
(2) Si la proposicion ¢ cumple la propiedad, entonces - cumple la propiedad.

(3) Si cualesquiera dos proposiciones ¢ y ¢» cumplen la propiedad entonces tam-
bién la cumplen las de la forma (¢ o ).

Demostracion.

(=) Supongamos que todas las proposiciones cumplen la propiedad. Por la gra-
matica de PROP, esto significa que (1) todas las letras proposicionales cumplen
la propiedad. Supongase que las wffs ¢ y v cumplen la propiedad, entonces sa-
bemos que la expresion —¢ y las de la forma (p o) son proposiciones. Por lo tanto
(2) = cumple la propiedad y (3) (¢ o ¢) también.

(<) Supongamos que las reglas (1), (2) y (3) son satisfechas. La demostracion se
hara por inducciéon (de niumeros naturales) sobre la longitud de la wff: |¢|. Si
|| = 1 entonces ¢ € At. Por la regla (1), ¢ cumple la propiedad. Supongase que
toda proposicion de longitud menor a £ cumple la propiedad y sea ¢ € PROP tal
que |p| = k. Por como se defini6 el lenguaje PROP, 6 ¢ = =) 6 ¢ = (1 o y) con
1,7 € PROP Yy o € Q,. En ambos casos, ¢ y v tienen longitud menor a k y por
hipétesis inductiva cumplen la propiedad. Aplicando la regla (2) 6 (3), se tiene que
¢ cumple la propiedad. Por ende, dado cualquier numero natural n, si |¢| = n,
entonces la proposicion ¢ cumple la propiedad. Dado que toda proposicion es de
longitud finita (por ser una cadena), toda proposicion cumple la propiedad. |

Con el principio de induccion sobre la complejidad de la formula se pueden
comprobar diversas propiedades, un ejemplo sencillo es el siguiente:

3A partir de este punto se usara el simbolo “o” para representar a todos los conectivos logicos
clasicos de aridad dos i.e. A,V,=, &
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Lema 1.2
Todas las wffs del lenguaje PROP tienen tantos paréntesis izquierdos “(” como
paréntesis derechos “)”.

Demostracion. Si se establece que A(y) se lee como “p tiene tantos paréntesis
izquierdos como derechos”, entonces se debe probar que A satisface las reglas
(1),(2) y (3) del principio de inducciéon sobre la complejidad de la formula:

(1) Las letras proposicionales py, p1, po, ... tienen O paréntesis izquierdos y O pa-
réntesis derechos. Por lo tanto, A(p) para cada p € At.

(1) Asumase como hipétesis de induccion que A(y) con ¢ € PROP. Entonces —p
tiene los mismos paréntesis que ¢, de aqui que A(—yp).

(i) Supéngase que p,1 € PROP y que A(p) y A(¢). Esto implica que (¢ o) tiene
los paréntesis de ¢, los paréntesis de ¢/, un izquierdo mas y un derecho mas.
Asi se tiene que A((¢ o 1)).

Por el principio de induccion sobre la complejidad de la formula, todas las pro-
posiciones cumplen la propiedad A, es decir, todas las proposiciones tienen la
misma cantidad de paréntesis izquierdos y derechos. |

Definicion 1.2 (Segmento inicial de una cadena)

Dada una cadena ¢ := s1s2...5s, € ¥, un segmento inicial de ¢ es una cadena
Y = 5159...5, donde 0 < m < n. Cuando m < n, se dice que ¥ es segmento inicial
propio de ¢.

Lema I.3
Todo segmento inicial propio de una proposicion 6 es la cadena vacia A 6 es una
sucesion de —’s 6 tiene mas paréntesis izquierdos “(” que derechos “)”.

Demostracion. Sea B(y) entendido por “todo segmento inicial propio de ¢ 6 es
la cadena vacia o es una sucesion de —’s 6 tiene mas paréntesis izquierdos que
derechos”, entonces:

(1) El unico segmento inicial propio de las letras proposicionales py, p1,p2,... €S
la cadena vacia )y, por ende, B(p) para cada p € At.

(1) Supoéngase como hipétesis de induccién que B(y) con ¢ € PROP, entonces
todo segmento inicial propio de —¢ solo agrega el simbolo — a un segmento
inicial propio de ¢ 6 es \ 6 es exactamente — y, por lo tanto, B(—¢).

(i) Asumase que ¢, € PROPy que B(p)y B(y). Esto implica que todo segmento
inicial propio de (¢ o) 6 es A 6 agrega un paréntesis izquierdo, es decir,

B((p o).

Por el principio de induccién sobre la complejidad de la formula B(y) para cada
¢ € PROP. [
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Corolario 1.4
Si ¢ € PROP, ningun segmento inicial propio de ¢ puede ser una proposicion.

Idea de Prueba. La demostracion requiere de dos pequenas inducciones proban-
do que ni A ni ninguna cadena de —’s es una proposicion aunado a los resultados
de los dos lemas anteriores. |

Definicion 1.3 (Sucesiones Formativas)
Una sucesion formativa de la cadena ¢ € Q* es una sucesion finita de formulas
(00, 1,92, - -, on) € Q" que cumplen dos condiciones:

1. La ultima cadena de la lista es ¢, i.e. ¢, = ¢.
2. Cada formula en la sucesion ¢; 6 es un atomo o tiene alguna de las dos
formas —p; 6 (pjo¢;) con j,k <iy o€ Q.
Ejemplo I.1 Se ejemplifican los entes descritos por la definicion anterior:
= (po,p1,(p1 Apo)) €s una sucesion formativa de (p; A pp).

= (po, P1, P2, P3, "D2, 7P3, (7p2 = —p3), (p1 V (—p2 = _'p3))> es una sucesion formativa
de (p1 V (—p2 = —p3)).

(D25, Ds, (s = ps), (P25 = P2s), 7P2s) €S una sucesion formativa de —po5; pero no
de (ps = ps) porque ésta no es la ultima férmula de la sucesién en cuestion.

(p7, ps, (ps = ps), (p7 = p2s), 7p7) NO es una sucesion formativa de —p; porque la
cuarta formula tiene una letra proposicional que no habia sido escrita antes.

(po,p1, 7p1, (Po = p1), (P1 A po), (po = p1)) NO es una sucesion formativa de
(-po = p1) porque la expresion —p, no aparece previamente en la sucesion.

Lema I.5
Toda proposicion tiene una sucesion formativa.

Demostracion. Sea C' la propiedad “tiene una sucesion formativa”. Entonces:

(1) Facilmente se verifica que todas las letras proposicionales cumplen la pro-

piedad C.

(1) Sea (yo, ..., ¢, la sucesion formativa de ¢. Agregando a esta la formula -y,
se obtiene la sucesion (yy,..., ¢, p,), que es formativa de —¢. De aqui que
().

(i) Supongase como hipétesis de induccion que C(¢) y C(¢). Enlistando una des-
pués de la otra las sucesiones formativas de ¢ y ¢, y agregando la expresion
(p o 1)) se obtiene una sucesion formativa de (¢ o ¢). Por lo tanto C((p 0 1))).
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Teorema 1.6
Las formulas con sucesiones formativas son exactamente las proposiciones.

Demostracion. Reescribiendo el teorema: la expresion ¢ tiene sucesion formativa
si y so6lo si es una féormula bien formada del lenguaje PROP:

(<) El hecho de que una wff de PROP tenga una sucesion formativa se resolvio
en la demostracion pasada.

(=) Sea ¢ una formula con sucesion formativa (yg, ¢1,...,¢,), se demostrara lo
requerido por induccion sobre “n”:

Caso base: Sin = 0, la sucesion formativa de ¢ es tinicamente (). La tinica forma
de que ésto ocurra es que ¢, sea un atomo lo cual implica que ¢ es una proposi-
cion.

Caso inductivo: Supongase como hipoétesis de induccion que cualquier formula ¢
que tenga una sucesion formativa (vy,...,1,) de tamano n < k es una proposi-
cion. Sea ¢ una férmula con sucesion formativa (¢, ¢1,. .., pr) Por definiciéon de
sucesion formativa se tienen tres casos:

1. Si ¢ = ¢, es atomica, por la gramatica de PROP, la expresion ¢ es una
proposicion.

2. Si ¢, es de la forma —y; con ¢; siendo una expresion anterior en la sucesion
formativa, i.e. i < k, entonces la misma sucesion formativa hasta el punto
i < k es sucesion formativa de ;. Por la hipotesis de induccién ¢; es una
proposicion. De aqui que —y; = ¢ = ¢ € PROP.

3. Si ¢, es de la forma (¢; o ¢,), la prueba es analoga al caso anterior.

Por lo tanto, la expresion ¢ tiene sucesion formativa siy sélo si es una proposicion.
|

El resultado anterior esta diciendo que otra forma de definir al lenguaje PROP
es por medio de sucesiones formativas. Es decir, en vez de dar la gramatica in-
ductivamente como se hizo al inicio de la seccion, se pudo haber dicho que ¢ es
una proposicion si y solo si es la ultima expresion de una sucesion formativa.

Para este momento el lector posiblemente ya ha notado que una proposicion
puede tener varias sucesiones formativas. Algunos ejemplos de esto para la pro-
posicion (py — —p;) son los siguientes:

" (po, p1, 7p1; (Po — —p1))-

= (p1,po, 71, (Po — —p1))-

= (p1,7p1, Do, (Po — —p1))-
(

m (pos, P3, D3, P1, 7P1, Po, (Po — —P1))-
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A pesar de que existen varias sucesiones para la misma proposicion, existe un
teorema asegurando que toda wff de PROP va a ser “leida” de la misma manera
sin importar las diferencias en orden y tamano de sus sucesiones formativas.
En otras palabras el siguiente teorema establece que no importa qué sucesion
formativa se escoga para cierta proposicion ¢, siempre estara presente una misma
“segmentacion” minima de ¢ en los elementos de la sucesion.

Teorema 1.7 (Teorema de Legibilidad Unica para PROP)
Toda wff de PROP esta exactamente en una de las siguientes formas:ﬁ

a. p, con n, un numero natural, i.e. es una letra proposicional o atomo.

b. —¢ siendo ¢ una proposicion unicamente determinada, es decir, ya se ha iden-
tificado en qué caso de los tres ¢ esta ubicada.

c. (po1) siendo tanto ¢ como ) proposiciones tinicamente determinadas.

Demostracion. En esta prueba se requieren demostrar tres cosas:
1. Que toda wff de PROP esta en alguna de las formas.
2. Que esa forma solo es una, es decir, que no tiene dos o tres formas a la vez.
3. Que dentro de la misma forma para una wff no existen varios casos.

Para la primera parte, nuevamente y por ser una propiedad deseada para toda
proposicion, el método de eleccion es el de induccion por complejidad de la_formu-
la. Lo deseado se verifica rapidamente.

En cuanto a la segunda parte de la prueba, ya que el caso a. para cualquier
wff es algun simbolo “p;”, el caso b. empieza con el simbolo “~” y el caso ¢, con
el simbolo “(”, no hay forma de que una misma proposicion esté al mismo tiempo
en dos o mas de las formas en las que una wff puede estar ya que todos estos
simbolos son distintos.

En el tercer punto, se debe corroborar que expresiones como —py, y —p; Nno
podrian ser “leidas” o “interpretadas” de la misma manera:

a. Notese que dadas dos letras proposicionales p, y p.., si n # m, entonces los
atomos son diferentes. Esto esta diciendo que si una proposicion esta en la for-
ma a. entonces solo puede ser representada por una unica letra proposicional
p; € At.

4En [EndO01], el enunciado de este teorema (equivalente al aqui expuesto) es: las (cinco) operacio-
nes de construccion de wifs restringidas a PROP son inyectivas y tienen rangos ajenos a At y entre
ellas, es decir, PROP es libremente generado por 2 y las cinco operaciones (reglas) de construccion
de wifs.
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b. Supongamos que v esta en la segunda forma y que v = ~¢ y v = —¢. Sabemos
entonces que ~p = —). Quitando al simbolo “~” se implica que ¢ = ¢. Por ende,
toda proposicion en la segunda forma esta unicamente determinada.

c. Finalmente, se debe probar que si (¢ o) = (7 * x) esta en la tercera forma con
o,x € oy p, 1,7, x € PROP tnicamente determinadas, entonces ¢ =, o =%y
1 = x. Eliminando el primer paréntesis se tiene que pot)) = yxx). Por la hipétesis
0 ¢ es segmento inicial de v 0 viceversa. Ya que ambas son proposiciones, por
el corolario anterior no pueden ser segmentos iniciales propios. De aqui que
© =Yy oY) ==xy). Con argumentos similares se concluye que o = xy ¢ = x.

La importancia del Teorema de Legibilidad Unica radica en que es una condi-
cion necesaria para poder construir definiciones recursivas sobre PROP:

Teorema 1.8 (Teorema de la Definicion por Recursion en PROP)

Sea X cualquier conjunto y supongase que se tienen cinco funciones Hy, : At — X,
H,: X - Xy H,: X 5 X con o € Q. Entonces existe una unica funcion
F:PROP — X tal que:

H () sip e At
F(p) = H-(F(¥)) sip= -
Ho(F(¢),F(y)) sip= (o)

Idea de Prueba. Por induccion sobre los naturales demuéstrese que para cada
numero natural n, si |p| = n entonces (1) existe una (2) tinica funcién F,, que va
del conjunto de proposiciones de longitud » al conjunto X. Demuéstrese posterior-
mente que las funciones F;,, son compatibles y finalmente revisese que F := (J, . F»
es la funciéon deseada. Para una version mas extensa revisese [Cul4]. [ |

Algebraicamente el teorema anterior esta diciendo que cualquier funcion de
At a X puede ser extendida a un “homomorfismo” de PROP en X, pero en la
practica, como su nombre lo dice, el teorema permite realizar diversas definiciones
de conceptos que dependen de la estructura gramatical de PROP.

Ejemplo 1.2 Los siguientes son ejemplos de conceptos definidos recursivamente:

1. La Longitud de una proposiciéon L : PROP — N se define mediante:

L(p) =1
L(=p) = L(p) + 1
L((¢p o)) = L(p) + L(¥) + 1

Se verifica que para cada ¢ € PROP, L(p) = |¢|.
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2. El Numero de conectivos de una proposicion C': PROP — N corresponde a:

Cp)=0
C(=p) =Clp) +1
Cl(po))) =C(p) +C(¥) +1

3. Mas aun, para v,y € PROP podemos definir la Sustitucion de 1 por vy en ¢,
[¥/7](¢) : PROP — PROP, de la siguiente manera:

p SiyY#p

[ /A](=p) = = [0 /7](»)
[L/7]((p o x)) = ([/](w) o [¥/7](x))

/7)) = {” AT

4. El rango de una proposicion ¢ se calcula con:

r(p) =0
r(mp) =r(p) +1
r((po9)) = max{r(p), r()} +1

5. Finalmente, el Arbol de andlisis gramatico de una proposicién se obtiene por:

T(p)= P
T(=p) = I o
T(p)
T((poy)) = (o)
T(p) T()

Considérese la proposicion (—(pA—q) < (p = ¢)) y obsérvese su arbol de analisis
gramatico:
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(=(pA—q) < (p=q))

=(p A —q) (p=4q)

q

Notese que las proposiciones en dicho arbol pueden colocarse en una sucesion

formativa: (¢, p,—~q, (p A =q),~(p A —q), (p = q),(=(p A ~q) & (p = q))). Esto es un
indicador de que estos arboles pueden contener en sus nodos la “parte comun”

de

todas las sucesiones formativas. Los elementos de ésta parte comun son las

llamadas subféormulas:

Definicion 1.4 (Subféormula y partes de una proposicion)

Para emplear el principio de extensionalidad para las proposiciones es necesario
saber qué es una subformula, por lo cual se procede a definir a continuacion
dicho concepto junto con otros relacionados:

a.

(Conjunto de subformulas) El conjunto de subformulas de una proposicion ¢ se
obtiene mediante:

Sub(p) = {p}
Sub(—p) = Sub(p) U {~p}
Sub((p 0 1)) = Sub(p) U Sub(y)) U {(p o)}

. (Subférmula o Parte Bien Formada) Dada ¢ € PROP, se dira que una proposi-

ciéon ¢ es una subformula o una parte bien formada de ¢ si i) € Sub(yp).

(Alcance de un conectivo) Si ¢ es una wff de PROP en la que aparece una
instancia de un conectivo o € 2; 6 o € ()5, se le llama alcance del conectivo a la
parte bien formada mas pequena que contenga dicha instancia.

(Conectivo Principal) Dada una proposicion ¢, se dice que o € (), coni =101 =2
es el conectivo principal de ¢ siy solo si el alcance de una instancia de éste es
toda .

Ejemplo 1.3 En la proposicion:

(((=po = =p1) = (p1 = po)) & (—(po A p1) < (=po V —p1)))
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e Algunas de sus subformulas son: la proposicion en su totalidad y otras mas
sencillas como —po, p1, —w1.(=po = —p1), (7poV =p1) ¥ ((mpo = —p1) = (p1 = po))-

e Por otro lado la subformula (=(poAp1) < (—poV—p1)) €s una parte bien formada
de la proposicion mientras que la expresion “—p;) = (p; = po)) < (=" no lo es.

e El alcance del primer “=" que aparece en la proposicion en question es la
subformula (—py = —p1) y el alcance del tnico “V” es (—py V —p1).

e El conectivo principal de toda la wff es el primer “<”.

Como comentario final respecto a los objetos definidos al final de esta sub-
seccion, es posible hacer pruebas por induccion respecto al rango de una propo-
sicion, longitud de una expresion, el niumero de posiciones en la cadena en las
que hay conectivos y similares conceptos. Dichos métodos son necesarios a veces
para probar propiedades del lenguaje PROP y se pueden mostrar equivalentes al
principio de inducciéon por complejidad de la formula demostrado aqui. Para ver un
ejemplo de ésto revisese [VDO4].

II. Semantica para la Logica Proposicional

Un principio central para el estudio de la logica proposicional -mencionado al
inicio de la seccion- es el de extensionalidad de las proposiciones, el cual dicta
que el valor de verdad de una proposicion depende del de sus subféormulas. Esto
motiva todo el analisis sintactico efectuado en la subseccion previa pues para
definir funciones de valores de verdad que se extiendan a todo PROP es necesario
que sea valido el teorema de la recursion para dicho lenguaje. A continuacion
emplearemos los resultados anteriores para definir una semantica formal de la
logica proposicional:

Definicion 1.5 (Valuacion)
Una valuacion o asignacion de valores de verdad atémica consiste en una funcion
v: At — {0,1} que asigna a cada letra proposicional un “valor de verdad”.

Notese que, por el teorema de la recursion, toda valucion atéomica v : At — {0, 1}
puede ser extendida recursivamente a una unica asignacion de valores de verdad
proposicional [-], : PROP — {0,1} a través de:



24 Logicas Proposicional y Predicativa

[l = v(p)
[=le = 1 =[]
[(e AY)]w = min{[e]., [+].}
[(e V)] = méx{[e], []}

(¢ = ¥)], = {1 si [¢]o < [¢].

0 si[elo > [v].
B 1 si [[90]]1} = |I¢]]v
[(p =) = {o si [¢lo # [¥].

El lector puede verificar que esta forma de definir valuaciones corresponde a
las ya conocidas tablas de verdad para las proposiciones:

plY | @ oAy | eVY |lp=9 | oot
1/1]0 1 1 1 1
1/0| 0 0 1 0 0
0|11 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

Obsérvese que no es necesario realmente definir a las valuaciones como fun-
ciones con destino en {0, 1}. Un conjunto de cualesquiera dos elementos {V, F'} es
suficiente, aunque la definicion recursiva debe modificarse para no incluir opera-
ciones aritméticas como las usadas aqui.

Continuando con el objetivo de probar el principio de extensionalidad se da la
siguiente definicion:

Definicion 1.6 (Soporte de una proposicion)
Recursivamente se define el soporte o conjunto de atomos de una proposicion por:

Sop(p) = {p}
Sop(—¢) = Sop(yp)
Sop((¢ 0 1)) = Sop(y) U Sop(v))

Asi, se verifica lo siguiente:

Teorema 1.9 (Principio de extensionalidad)
Sean ¢ € PROP y v, u: At — {0,1} dos valuaciones atémicas tales que para cada
p € Sop(p) se cumple que v(p) = u(p), entonces [¢], = [¢],.

Demostracion. Se demostrara por induccion sobre la complejidad de la formula:

a. Si ¢ es un atomo, por hipétesis ya se tiene que [¢], = v(p) = plp) = [¢l,-
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b. Supoéngase que es cierto que para cada p € Sop(p) si se cumple v(p) = u(p),
entonces [¢], = [¢],. Se computa lo deseado: [~¢], = 1—[¢], = 1—[¢], = [~¢],-

c. Un calculo similar al anterior para cada uno de los conectivos demuestra lo
deseado en el resto de los casos.

Con lo hecho recientemente el lector ya deberia sospechar que la semantica
que se esta construyendo esta constituida por las valuaciones proposicionales.
Lo unico que resta por hacer es definir la relacion de satisfactibilidad entre una
proposicion y una valuacion para asi derivar todos los conceptos vistos al final
del capitulo previo:

Definicion 1.7 (Satisfactibilidad)

Dadas una proposicion ¢ € PROP y una valuaciéon v : At — {0,1}, se dice que v
satisface a ¢, i.e. |5, ¢ siy solo si [¢], = 1. La negacion de esta relacion se denota
por 4, ¢. Se dice que una proposicion ¢ es satisfactible si existe una valuacion
que la satisfaga, en caso contrario se dice que ¢ es insatisfactible o contradictoria.

Es un ejercicio rutinario verificar las siguientes propiedades:

=y i sil F’évﬁp
Fo (pAY) sil ooy ot
Fo (pVY)silh F,po0 o
Fo (p =) sii 5 0 |yt
Fo(pe ) sil(Fopy Foth) o (Fupy o)

De la definicion anterior surgen las nociones expresadas en general al final
del capitulo anterior: “consecuencia semantica” y “wff logicamente valida” que en
el caso de la logica proposicional adquieren los nombres particulares de “conse-
cuencia logica” y “tautologia” respectivamente}

Definicion 1.8 (Consecuencia Logica)

Una proposicion ¢ € PROP es consecuencia logica de un conjunto I' C PROP de
premisas, lo cual se denota por I' = ¢, siy sélo si toda valuacion v : At — {0,1}
que satisface a las wffs de I', también satisface a ¢. Equivalentemente, se escribe
I' = ¢ sii para toda v : At — {0,1}, si |5, ¢ para cada ¢ € I', entonces =, ¢.

Definicion 1.9 (Tautologia)
Una proposicion ¢ € PROP es una tautologia, expresado por | ¢, si toda valua-
cion v : At — {0,1} la satisface i.e. =, .

5Lo mismo ocurre para conjuntos de proposiciones, es decir la relacion de que una valuacion
v: At — {0,1} satisfaga a la teoria I C PROP: =, I'. En dicho caso recuérdese que I" es llamada
consistente.

6Equivalentemente, si es consecuencia logica del conjunto vacio.
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Es posible definir en PROP una relacion de equivalencia por medio de la con-
secuencia logica. Primero notese que si ¢,¢ € PROP son proposiciones entonces
{¢} Evy {v} = psiysolosi ¢ < 1. Asi, definimos la relacion “=" por medio
de: p = ¢ siy sélo si = ¢ < . Es facil verificar que ésta es reflexiva, simétrica y
transitiva.

La importancia de la relacion “=” recae en que, junto con el siguiente teoremay
algunas otras propiedades, permite manipular las proposiciones como entes alge-
braicos, es decir, permite hablar de un calculo proposicional. Para ello recuérdese
la definicion recursiva de sustitucion de una wff de PROP 1 por otra v en una
tercera ¢ denotada por [¢/v](p) : PROP — PROP y definida mediante:

_Jy siv=p
[@D/v](p)—{p s+ p

[ /A](=e) = = [0 /A(»)
[L/]((p o x)) = ([¥/](e) o [¥/7](x))

Lema I.10
Dadas tres proposiciones ¢, ¢, y ¥; una letra proposicional p € At, y una valuacion
atomica v : At — {0, 1}, se cumple que:

* [(p1r = @2)lu < [([p/e1)(¥) < [p/ @2 (V)]
o = ((p1 & w2) = (/1Y) & [p/@:] (1))

Demostracion. Para la primera parte es suficiente considerar sélo las valuacio-
nes en las que [(¢; < ¢2)], = 1 porque si su valor fuese 0 ya se tendria el resultado.
Procediendo por induccion sobre la complejidad de :

a. Se tienen dos casos:

= Si¢ = p, entonces [p/¢;](v) = p; coni € {0,1}. De aqui se obtiene el computo
[([p/er](¥) & [p/@2](¥))]o = (1 & @2)]s = 1.

= Si ¢ # p, entonces [p/y;|(¢) =1 con i € {1,2}. Asi, efectuando los calculos
adecuados [([p/¢1](v) < [p/e2](¥)]o = [(¥ & ¥)]u = 1.

b. Por hipétesis inductiva se tiene que [([p/o1]([p/¢1] (V) < [p/p2](¥))], = 1, lo cual

implica que [[p/¢1](¥)]o = [[p/@2](¥)]v. Asi 1 — [[p/er]()]e = 1 = [[p/w2](¥)]s, de
donde finalmente se tiene [([p/¢1|(—vY) < [p/e2](—¢))], = 1.

c. Computos similares al caso anterior sirven para el resto de los casos ya que
[p/ il (1 0 o)W = [([p/@i](¥1) o [p/@i](¥2))]. esta tnicamente determinado por
sus partes [[p/vi](¥;)], con i,j € {1,2}.

Para la segunda parte, verificando rapidamente que = ¢ = ¢ sii [¢], < [¢],. se
demuestra que = ((¢1 < v2) = ([p/e1](¥) < [p/p2](¥))) siy sblo si es valido el
resultado recientemente probado. |
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Teorema I.11 (Teorema de la Substitucion)
Sean o1, 2,9 € PROP tres proposiciones, p € Aty v : At — {0,1} una valuacioén,

entonces si = (1 & ¢2), también = ([p/v1](V) < [p/pa](¥)).

Demostracion. Inmediato usando el lema anterior. [ |

Tras haber usado suficientemente el Teorema de Legibilidad Unica es posible
aceptar las siguientes convenciones para evitar el uso excesivo de paréntesis y
facilitar la lectura al ojo humano:

e Se eliminan paréntesis externos, i.e. en lugar de (¢ o ¢)) simplemente se es-
cribira ¢ o .

e (0) Lo que esta entre paréntesis equivale a un solo objeto para la aridad de
cualquier conectivo. (1) El alcance de — es tan corto como sea posible de
acuerdo a (0). (2) El alcance de A,V es tan corto como es posible respetando
(0) y (1). El alcance de =, < es tan corto como sea posible respetando (0), (1)
y (2). De manera resumida, estas reglas se expresan en la siguiente tabla:

Jerarquia | Conectivo
0]()
1] -
2| V,A
3| =&

Por ejemplo, la cadena —(py V p1) < —po A —p; realmente representa la propo-
sicion (—(py V p1) < (—po A —p1)).

e Cuando un solo conectivo de aridad dos o € ), se usa consecutivamente
1 0 P 0 ... 0, la convencién es agrupar a la derecha (p; o (g2 0 (... 0 ,)...)).

e Si un conectivo binario es asociativo, i.e. si ((¢o)oy) = (po(1po7)), se podran
eliminar paréntesis internos: (p o o).

e En lugar de {¢y, s, ..., 0} = 1 6 {¢1,¢9,....,0,} = ¢ se podran eliminar las
llaves externas del conjunto, i.e. ¥y, 19, ..., 1, F ¥y 11,19, ..., 1, = ¢ respecti-
vamente.

Propiedades 1.12
A continuacion se da una lista de algunas propiedades computables en el calculo
de proposiciones asumiendo ¢, ¢,y € PROP:

1. Leyes Conmutativas 2. Leyes Asociativas
s EoVYy eV e ((pvy)Vy)=(pV (¥ V7))
s EoANYEYAp o ((bAP)Ay) = (A (Y AY))

e E(pey)e (e e (pev)ey)=(e (We)
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3. Leyes Distributivas 11. Equivalencias a la Implicacion
e FoV(WAy) e (pVY)AlpVy) e E(e=v) e (eA)
e EoN([W V)& (eAY)V(pAY) e E(p=v) e oV
4. Leyes de De Morgan o E(p=v)e (¢ = —p)
12. Equivalencias a la Conjuncion
o (e Vi) & (cp ) ! !
e E(pAY) & (V) e E(pAY) & (=)
5. Leyes de Idempotencia * Flpry)eo(ev-y)
13. Equivalencias a la Disyuncion
e EpVeey
s Ephpeyp e E(pVY) e p=1
6. Ley de la doble negacion * Elpvy) (Fo A )
14. Equivalencia a la Bicondicional
o e
° SPY)e(p=U)N (Y=
7. Ley del Tercio Excluso Fleev)eb=9r =y
15. Modus Ponendo Ponens abreviado
e FoVop como Modus Ponens M P es una re-
8. Contrapositiva o contrarreciproca gla de deduccion logica que dicta:
Lo =
s o= ) e (=) toe=vEY
9. Exportacion 16. Modus Tollendo Tollens abreviado
- XD como modus tollens MT es una re-
o = (pAY=19) e (o= =7) gla de deduccion logica que dicta:
10. Cuatro tautologias “arbitrarias” e W=y Ep

entre la implicacion y la negacion:

cEy=v=9¢
ckE(p=v=>7=(@=>¢ =

17.

Contradicciones destacadas en el
calculo proposcional, es decir, wffs
de PROP cuya asignacion de valo-
res de verdad [-], siempres es 0:

(=)
cE (W= v = (W= = AN
V) o (=g V)
o E (= p)=(p=1) e ~(p=¢)

Como ultimo comentario para la subseccion, otra modificacion comun al len-
guaje PROP consiste en agregar uno o dos conectivos de aridad cero L, T € . En
la construccion de wffs se manejan como letras proposicionales y su objetivo es
representar el concepto de contradiccion y tautologia dentro del mismo lenguaje.
Esto implica que toda valuacion v : At — {0,1} cumple que [ L], =0y que [T], = 1.
En consecuencia, en dichos sistemas, se agregan algunas propiedades a la lista
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anterior:
e ElVpsyp e Lo Ay
e =ETAp&yp
o =& (p=1) e =T (L=>1)

[II. Sistema Formal para la Logica Proposicional

Una vez hecha explicita la semantica se debe definir un aparato deductivo para
la logica proposicional. No obstante, por motivos de brevedad sera conveniente
adoptar otro lenguaje distinto a PROP tal que:

1. Sip € At, entonces p es una proposicion.
II. Si ¢ es una proposicion, entonces -y €s una proposicion.
1. Si ¢, son proposiciones, entonces (¢ = 1) es una proposicion

1v. Ninguna otra cosa es una proposicion.

Es mero trabajo formal revisar que todo lo demostrado para PROP es valido para
este lenguaje. Por ende las mismas convenciones sobre notacion son asimilables
y, con base en las propiedades presentadas al final de la subseccion anterior, se
adoptan las siguientes. Si ¢, ¢ son proposiciones, entonces:

e (¢ A1) es una meta-abreviacion para —(¢ = ).
e (¢ V1) es una meta-abreviacion para (—¢ = ).
¢ (¢ & 1) es una meta-abreviacion para ((¢ = ¥) A (¢ = ¢)).

Los axiomas del aparato deductivo que se utilizara son atribuidos a Jan Lukasie-
wicz y corresponden a todas las wff's de la forma:

Al ¢ = (¥ = ¢)

A2. (p= (P =7) = ((p=v) = (¢=7))

A3. (p = ) = (¢ = 1)

siendo ¢, 1, v proposiciones. Informalmente los axiomas estan aseverando respec-
tivamente que (Al) “una proposicion implica que cualquier cosa la implica”, (A2)
“la implicacion entre proposiciones es distributiva por izquierda” y (A3) “la ley de
la contrarreciproca es un axioma”. Finalmente, la tinica regla de inferencia es Mo-

dus Ponens, la cual dicta que si se sabe que ¢ y también que ¢ = 1, entonces
podemos deducir a 1, i.e. v, = F 1 0O:

o =1
L S /s
(0

En resumen, se tiene lo siguiente:

P
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Definicion I.10 (Sistema Formal de Lukasiewicz)
Dado un lenguaje proposicional generado por las reglas 1, ., m. y 1v., el sistema
formal L sobre este lenguaje con axiomas Al, A2 y A3, y tnica regla de inferencia
M P sera llamado sistema formal de Lukasiewicz.

A partir de este punto se abusara de la notacion y se utilizara el nombre PROP
para el conjunto de wffs del nuevo lenguaje y el simbolo L para hacer referencia
tanto al aparato deductivo como al conjunto de axiomas, el de reglas de inferen-
cia, el sistema formal y la teoria matematica generada por éstos.

Como dato historico cabe senalar que el conjunto de 6 esquemas de axiomas
originales del sistema formal L era:

* o= (=) * (p =)= (¢ = —p)
* o= W=7)=(p=v)=(p=7) * = g
* (p=>W=7)= W= (p=17) * T =

con ¢,y ven PROP. Estos, fueron publicados por Gottlob Frege y, posteriormen-
te, el trabajo conjunto de Alfred Tarski y Jan Lukasiewicz mostro que el tercero era
redundante pues se podia deducir a partir de los primeros dos y Modus Ponens.
Finalmente, Lukasiewicz probo que los ultimos tres podian ser reemplazados por
A3.

El siguiente es un pequeno meta-lema respecto al sistema formal de Lukasie-
wicz. Este establece que para toda proposicion ¢, la expresion ¢ = ¢ es un teorema
en L. Para demostrarlo se requiere exhibir una prueba formal de la instancia de
teorema, es decir, una sucesion finita de wffs tales que cada una o es axioma de L
o es resultado de aplicar Modus Ponens a dos anteriores. La justificacion de cada
formula expuesta en la prueba se da a la derecha de la misma.

Lema 1.13 (Ley de Identidad - ID)
Para ¢ € PROP, se cumple que Fy ¢ = ¢

Demostracion. Se exhibe una prueba formal de la proposicion objetivo:

L. o= (=9 =9 Al

2. (p=((W=9)=p)=>(p=>W=9)=(=>y) A2

3. (= @W=09)= (=) MP(1,2)
4. o= (V=) Al

5. p=9 MP(3,4)
o=

A continuacion se demuestra uno de los teoremas mas importantes de logica
proposicional, el teorema de la deduccion o regla de la prueba condicional. Su uso
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es tan frecuente en logica que en ocasiones se agrega directamente como una
regla de inferencia en el aparato deductivo con la forma:

F7SO'_L¢

Su importancia recae en que permite el calculo de demostraciones formales en
menos pasos de los que se escribirian si se hiciese la prueba completa:

Teorema I.14 (Teorema de la Deduccion - CP)

Si ¢ € PROP es una premisa en una prueba A de ¢ a partir de T', i.e. ', ¢ ¢ 9,
entonces existe una prueba A’ de ¢y = ¢ a partir de [' que no usa a ¢ como premisa,
es decir I' by, ¢ = 1.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre la longitud de la prueba
A = (P1,19,...0,): SIT' C PROP y ¢, son proposiciones tales que I' U {¢} ¢ ¢
con una prueba de longitud n = 1, entonces la prueba de v, A, realmente es
A = (¢q) = (¢). De aqui que, como % no puede ser deducida con M P a partir de
dos proposiciones anteriores en la prueba, o 1) es un axioma o ) € ' 0 ) = . Asi:

(1) Si ¢ es un axioma, entonces ty ¥ = (¢ = ¢) (Al) y Fp ¢. Aplicando Modus
Ponens se obtiene que ky, ¢ = 1. Ya que () C T, se concluye que I' -y, ¢ = 9.

(m) Si ¢ € I', procediendo de la misma forma que en el inciso anterior se tiene
que 'ty ¥ = (p = ¢) y I' Fp 1), asi, por Modus Ponens, I' -y p = 1.

() Si vy = ¢, por el lema anterior sabemos que F, ¢ = . Substituyendo metava-
riables: -y, ¢ = 1. Procediendo igual que en el primer caso, I' i, ¢ = 1.

Como hipoéstesis de induccion asumase que para toda féormula ¢, si existe una
prueba de longitud n < k de ¢ a partir de I' U {¢}, entonces existe una prueba
de ¢ = v a partir de I'. Supdéngase que existe una prueba A = (i, 19, ..., 1) de
longitud & de una proposicion ¢ a partir de I' U {¢}, entonces:

(I) Si ¢ = ¢ es un axioma, ¥, € I' 0 ¥, = ¢, el argumento es similar a (I), (II) y
(III) anteriores.

(I) Si existen [,m < k tales que ¥ = 1, es consecuncia de aplicar M P a i, ¥,
en Ay ademas v, = (¢, = %), entonces obsérvese que tanto (¢;)’", como
(1;)!_, son pruebas de longitud menor a k, a partir de I'U ¢, de ¥, ¥ ¥, = ¥y
respectivamente. Aplicandose la hipotesis de induccion se tiene entonces
que I'Fy, ¢ = U, vy T Fy ¢ = (¥, = ¥,). Ademas, por A2, es axioma que
Fke (o= (Ym = k) = ((¢ = ¥m) = (p = ¢Yx)). Usando Modus Ponens dos
veces se concluye I' Fy ¢ = 1.
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Como extra, también es valido el reciproco al teorema anterior, i.e.

k=1
FaSOFLw

lo cual se demuestra rapidamente con una aplicacion de M P. Notese también que
en la prueba anterior, unicamente se usaron Al, A2, Modus Ponens y la ley de
identidad que también solo requirio de esos mismos dos axiomas para su prue-
ba. Asi, se puede decir que el teorema de la deduccion es valido en todo sistema
formal proposicional que tenga a esas dos proposiciones, ya sea como axiomas o
como teoremas, y a Modus Ponens como regla de inferencia.

Una vez demostrado C'P, se puede aplicar en las pruebas de otras proposicio-
nes:

Lema I1.15 (Silogismo hipotético - HS)
Dadas ¢,9¥ € PROP, es valida el enunciado ¢ = ¢, ¢ = v Fy ¢ = 7.

Demostracion. Si ¢, ¢ y vy son proposiciones, entonces se tiene que:

L. o= Premisa

2. Yv=19 Premisa

3. ¢ Premisa

4. 4 MP(1,3)

5. v MP(2,4)

6. o=V, =70ty Resumen(1-5)
o=V =yFLe=7 CP(6)

Lema I.16
En L se verifica que ¢ = (¥ = 7) Fr ¥ = (p = )

Demostracion. Sean ¢,1,v € PROP, se exhibe una prueba del resultado desea-

do:
1. p= (W=7 Premisa
2. (p=W=7)=(p=v)=(p=17) A2
3. (p=v)=(p=1) MP(1,2)
4. Y= (p=1) Al
5. v=(p=7) HS(3.,4)
p= W=7 Y= (p=7) Resumen(1-5)

Hasta ahora solo se ha trabajado con los primeros dos axiomas de L. A conti-
nuacion se demuestran algunos teoremas en el sistema formal de Lukasiewicz y
que en su prueba requieren de A3.
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Teorema I.17 (Algunas instancias de teoremas en logica proposicional)
Son teoremas del sistema formal L las siguientes proposiciones:

(@ — = (p=1)

(b) =—¢ = ¢ (Eliminacion de la doble Negacion)

(c) ¢ = ——¢ (Introduccién de la doble Negacion)

(d) (¢ = v¢)= (¢ = —yp) (Transposicion)

(€ ¢ = (b= ~(¢= 1))

B (p=9) = (e =1v) =)

@ (¢ = ) = (¢ = 1) = ¢) (Axioma 3 de Mendelson c.f. [Men97}/Cul4))

Demostracion. Sean ¢y i) proposiciones, se presentan a continuacion las prueba
formales necesarias para demostrar el (meta)teorema:

Prueba de (a):

1. —p Premisa
2. —p= (= ) Al Prueba de (d):
3. W= -p MP(1,2) 1. o= Premisa
4. (¢ =-p)=(p=1v) A3 2. =9y (b)
5. ¢=1b MP(3,4) 3. - =1 HS(2,1)
6. —phlre=19 [1-5] 4. Y=~ (c)
Lol = (e =) CP(6) 5. ——p= HS(3.4)
6. (rp= ) = (= ) A3
7. = g MP(5,6)
8. ¢v=vYky Y= —-p [1-7]
Prueba de (b):
jucba de bremisa - FL(e= )= (e CPE
2. = (g = ) @
3. —p=-mp MP(1,2)
4. (=)= (e =) A3 :
5 e = MP(3.4) P?.leb(pa de (@) Premisa
6. ¢ MP(1,5) 2. w= b Premisa
7. mehre [1-6] 3. ¢ MP(1,2)
e CP(T) 4. pp= Py [1-3]
5 ohL(p=v)=9 CP(4)
6. phrL((p=1)=1)
Prueba de (¢): = (Y =(¢=1)) ()
L. ==y (b) 7. ol Y= (p =) MP(5,6)
2. (mmp =)= (p= ) (@) o hre = (= o(e =) CP(7)

Fr o = o MP(1,2)
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Prueba de (f):

1. = Premisa

2. (p=9)=> (Y= p) (d)

3. )= MP(1,2)

4. =P Premisa

5 =4 HS(3,4)

6. V== (p=1)) (@)

7. (W= oe=9)= (W=Y) = (W= a(p=v) A2

8. (=)= (v=-(p=1)) MP(6,7)

9. W= -(p=19) MP(5,8)

10. (Y= =(p=9v)) = ((¢=v) =) A3

11. (p=9¢) = MP(9,10)

12. ¢ MP(1,11)

13. o=, ~p=¢rpy [1-12]

P e=9) = (e =) =) 2xCP(13)
Prueba de (g):

I. o= Premisa

2. —p =P Premisa

3. (=)= =9 A3

4. Y=9 MP(1,3)

5  p=9 HS(3,4)

6. =y ID

7. (p=9)= (e =¢) =9 )

8. (rp=¢)=¢ MP(6,7)

9. v MP(5.,8)

10. —p =, ~p=>Ytpop [1-9]

P (e = ) = (e =) = ) 2xCP(11)

Se puede verificar, por medio de valuaciones, que todos los teoremas de L obte-
nidos hasta ahora son logicamente validos, i.e. tautologias. De igual manera uno
podria intentar derivar en L todas las tautologias enunciadas al final de la sub-
seccion anterior. Esto es exactamente lo que motiva las definiciones de robustez
y completez de un sistema légico presentadas al final de los preliminares, propie-
dades que se probaran, en sus versiones fuertes, para la 16gica proposicional. De
manera mas precisa, se demostrara que para cada ¢y € PROPyI' C PROP:

FFpsiysolosil' o

La primera implicacion de éstas es facil de probar pues ya se tiene gran parte de
lo requerido. Unicamente es necesario observar que la construccion de la teoria
generada por L, es un proceso inductivo y como tal, si deseamos demostrar alguna
propiedad de las consecuencias sintacticas de un conjunto I' C PROP, entonces
hay que verificar los casos base:

= Todos los axiomas cumplen la propiedad.
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= Todos los elementos de I' cumplen la propiedad.

y el caso inductivo: “Si ¢, (¢ = ¥) € PROP cumplen la propiedad, entonces v
cumple la propiedad. De esta manera se prueba el siguiente teorema:

Teorema I.18 (Robustez fuerte de la l6gica proposicional)
Para ¢ € PROPyI' C PROP, sil'F ¢, entonces I' |~ .

Demostracion. Sea v : At — {0,1} una valuaciéon atémica tal que |, I'. Esto
implica que ya se tiene uno de los casos bases, a decir, que para cada ¢ € I' se
cumple que [¢], = 1. Mas aun, de las proposiciones logicamente validas en la
subseccion pasada se sabe que los axiomas Al, A2 y A3 son logicamente validos
y en consecuencia:

" 0= (V=)
(o= W =7)=(p=>90) = (v=17))
" =y (Y= o) = (9 =)

Y también se ha visto que las valuaciones respetan M P por lo que:

» Si|, ¢y ¢ = ¢, entonces =, 1.

Por induccion sobre las pruebas a partir de I" es cierto que |, ¢ para cada ¢ tal
que I' - ¢. En resumen, se ha probado que toda consecuencia sintactica de I" es
también consecuencia semantica de I'. |

Por otro lado, la prueba de la completez de la logica proposicional requiere de
una serie de resultados mas, para ello recuérdese de los preliminares que una
teoria I' C PROP es sintacticamente (o formalmente) inconsistente si existe una
proposicion ¢ € PROP tal que I' -y, ¢ y I' by —¢. Correspondientemente, la teoria
I' € PROP se dira consistente si no es inconsistente. Con dicha definicion en
mente se obtiene la siguiente propiedad:

Propiedades 1.19 (Contradicciéon y Contrapositiva)
Dadas una teoria I' C PROP y una proposicion ¢ € PROP:

e Si I' U {¢} es sintacticamente inconsistente, entonces I' iy —¢ (Prueba por
contradiccion).

o Sil'U{p} g v, entonces I' U {¢} -y, —¢ (Prueba por contrapositiva).

Demostracion. Se presentan las demostraciones a manera de pruebas formales.
Primero, si I' U {¢} es inconsistente, entonces existe v € PROP tal que:
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1. Diekpyyl,pkp oy Hip.
2. k=~ CP(1)
3. T'Fpe= -y CP(1)
4. 'k Y = P ——-Elim
5. 'k =y HS(4,3)
6. I'Fe(—p=-)= (=) A3
7. 'k vy = —p MP(5,6)
8 I'kg—-r—p=7vy HS(4,2)
9. Thke(—p==((—p=7v)=p) A3(Mendl.)
10. I'kg (—mga = ’y) = TP MP(5,9)

: I'Fg —e MP(8,10)

Por otro lado:

1. T,pky Hip.

2. ko= CP(1)

3. Yy o= Prps.1.1(2)
4. T Y kpo Def. Prba.
5. T,0 by, (ip = 1) = (~0) = ) A3

6. INYly = ——-Intro
7. F, ¢ Fy, —\—\¢ = MP(3,5)

8. Dwkpyv=—gp HS(6,7)

U RN e 1) MP(4,8)

Ahora recuérdese que una teoria I' C PROP es sintacticamente (o formalmente)

completa si y soélo si, para cada ¢ € PROP, p € I' 6 (—yp) € I'. De aqui se derivan
los siguientes dos lemas:

Lema 1.20 (de Lindembaum-Tarski)
Dada una teoria I' C PROP sintacticamente consistente, existe una extension de
ésta [" O I' que es sintacticamente completa y consistente.

Demostracion. Sabiendo que PROP es numerable, es posible dar una sucesion
que numere cada proposicion, i.e. PROP = {pq, ¢1, ¢2, ... }. A partir de esto, cons-
truyase una sucesion de teorias de la siguiente manera: I'y := 'y paran € ZTU{0}:

Lo Ly U{eni1} si I, U{p,+1} es consistente
SR L, U{~¢n1} sil,U{¢,.,1} es inconsistente

Por induccion se verifica que T',, es sintacticamente consistente para n € Z* U {0},
pues I'y = I' ya lo es por hipotesis y, suponiendo que I',, es consistente, si [',,;;
fuese inconsistente, entonces I';, U{¢,+1} vy I';, U{—¢,+1} serian inconsistentes. Por
prueba por contradiccion del lema anterior, I',, Fy —¢,411 ¥ 'y Fr 7—¢,11; pero esto
estaria diciendo que I',, es inconsistente, lo cual contradice la hipotesis inductiva.
Asi, sea I'" =, cz+ (o) 'n» entonces I' = I'y C 1"
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Ademas, dada una proposicion ¢ € PROP, existe n € Z" U {0} tal que ¢ = ¢,, por
locual p eI, 6 ~p €T, y como ', C ", la teoria [ es sintacticamente completa.
Finalmente, si [V no fuese sintacticamente consistente, existiria un entero no ne-
gativo n tal que I'" ¢ ¢, y IV . —p,. Sabemos entonces por las propiedades de
pruebas demostradas en los preliminares que existe un conjunto finito I'* C I
que derivaria también sintacticamente a ¢, y —¢,. Asi, para un natural m € N
suficientemente grande, I'* C I',,,, ycon ello I';, F¢ ¢, y I';, Fr. —¢,, 1o cual no puede
ocurrir. Por ende, [’ es sintacticamente consistente. |

Lema I.21 (Completez y consistencia corresponde a valuacion proposicional)
Dada una teoria I' C PROP sintacticamente completa y consistente, si se define
una valuacion atémica v : At — {0, 1} de tal modo que:

1 sipel
v(p) = .
0 si—pel

Entonces para cada ¢ € PROP, [¢], =1siy solosipcT.

Demostracion. Por induccion sobre la complejidad de la formula:

(@) Por definicion de v ya se tiene que [[p], = 1 siy sélo sip €T

(b) Suponiendo que [¢], = 1 siy solo si ¢ € T', entonces [-¢], = 1 si y solo si
1 — [¢], = 1, lo cual es equivalente a [¢], = 0, que por hipétesis inductiva es
suficiente y necesario para que ¢ € I', y por completez y consistencia sintactica,
eso equivale a ~¢ € I

(c) Si[¢y],=1sii¢pel,y[y],=1siiy €T, entonces:

(=) Supoéngase por contradiccion que [ = 7], = 1 y que (¢ = v) ¢ I'. Por
completez —(y) = v) € I, lo cual implica que I' g, —(¢) = 7). Se tienen dos
casos:

1. Si [¢], = 0, entonces, por hipoétesis inductiva, ¢ ¢ I'. Con esto se de-
duce que I' iy —¢). Sabiendo que la proposicion ¢ = (¢ = ~) es un
teorema y aplicando Modus Ponens se obtiene I' by, (¢ = ), lo cual no
puede ocurrir por la consistencia de I'.

. Si[v], =1, entonces I' ¢ 7. Por A1 y M P se concluye que I' by, (¢ = ),
contradiccion.

(<) Si(p=7v) el'y[¢v=17], =0, entonces [¢], = 1y [y], = 0, con lo que
v,~y € I'. Enresumen, I' -y v = 7, ' v y I' g =y, Por MP, I' by vy
[' Fy =y lo cual contradice las hipotesis.

|
Corolario 1.22 (Consistencia sintactica implica satisfactibilidad)

Si I' € PROP es sintacticamente consistente, entonces es satisfactible, es decir,
existe v : At — {0, 1} valuaciéon atomica tal que [¢], = 1 para cada ¢ € I'.
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Demostracion. Sea I, sintacticamente consistente, por el lema de Lindembaum-
Tarski ésta puede extenderse a una teoria [V O I" formalmente completa y consis-
tente. A su vez, por el lema anterior sabemos que existe una valuacion v tal que
[¢]l, = 1 siy sélo si p € I” para cada ¢ € PROP. En particular esto se cumple para
las proposiciones en I', con lo cual podemos concluir que I" es satisfactible, siendo
el testigo de esto la valuacion v inducida por I". [

Finalmente, se presenta la demostracion de la completez del sistema formal de
Lukasiewicz:

Teorema 1.23 (Completez semantica fuerte de la logica proposicional)
Para ¢y € PROPyT' C PROP, siT' | ¢, entonces I' - ¢.

Demostracion. Argumentando con la contrarreciproca del corolario anterior, co-
mo ' U {—¢} es insatisfactible por hipoétesis, también es inconsistente. Haciendo
una prueba por contradiccion dentro de L se obtiene que I' -y —=—¢. Ya que es
teorema que ——¢ = ¢, por modus ponens se concluye que I' - ¢. [

En resumen, los dos resultados principales expuestos en esta seccion estable-
cen que tanto el uso de valuaciones proposicionales como de derivaciones en L
son meétodos equivalentes para decidir si una proposicion es consecuencia de un
conjunto de premisas. Si el conjunto de premisas es vacio,entonces se afirma que
todo teorema de Lk es una tautologia y viceversa, i.e. = ¢ sii - ¢. En otras palabras,
ambos métodos determinan el mismo conjunto de proposiciones, el cual cumple:

Corolario 1.24 (Consistencia sintactica de la logica proposicional)
La teoria matematica = C PROP generada por L es sintacticamente consistente.

Demostracion. Por robustez toda ¢ € 7 es una tautologia. De aqui que —¢ no
es tautologia (de hecho es una contradiccion), se concluye que ¥y, —p, es decir

- & T. [ |

Obsérvese que del corolario anterior y el lema de Lindembaum-Tarski, la teoria
matematica de L puede “extenderse” a una sintacticamente completa y consisten-
te de acuerdo a alguna enumeracion de PROP. Mas aun, en un sistema formal
sin atomos mas que L y, tal vez, T, la teoria matematica resultante si es sintacti-
camente completa y consistente. Las proposiciones que incluyen a los conectivos
A, V, < también son parte de ésta teoria gracias a la relacion de equivalencia “=";
pero si se desea se pueden agregar axiomas a £, como ¢ A i) = ¢, que reflejen el
comportamiento completo de la logica proposicional (véase [Men97, p. 45] para
mas detalles). Ademas, aunque no se demuestra formalmente en este trabajo, la
logica proposicional es decidible, es decir, existe un procedimiento efectivo (las
tablas de verdad) para determinar si una proposicion es tautologia o no.

Seria deseable que todo sistema formal satisfaciese las propiedades que cumple
la logica proposicional, sin embargo, mayor expresividad en el lenguaje sacrifica
algunas de éstas. Un ejemplo de esto es la 1ogica analizada en la siguiente seccion.
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II. Locica PrREDICATIVA

En matematicas, es comun el uso de enunciados con la forma “todos los z
(objetos de cierto tipo), satisfacen que ¢ (una propiedad)” o “existe un z (objeto de
cierto tipo) tal que ¢ (propiedad)”. A pesar de las propiedades metalogicas de la
logica proposicional, ésta no contiene suficiente expresividad como para transmi-
tir cuantificaciones, es decir, no puede hablar de todos o algunos de los objetos
de un cierto tipo, sean numeros naturales, enteros, racionales, reales, complejos,
matrices, polinomios, vectores u otros objetos matematicos. De igual forma, la
logica proposicional carece de expresividad para transmitir predicados, es decir,
las propiedades que satisfacen estos objetos. Por esta razon se generaron nuevos
sistemas formales, llamados légicas predicativas, que eliminan las carencias de
la l6gica proposicional al ampliar las subcolecciones de su alfabeto e incluir una
representacion de éstos conceptos en su sintaxis. La forma mas comun de definir
semanticas formales para este tipo de sistemas es por medio de estructuras ma-
tematicas y, ya que éstas permiten comprender la dinamica detras de las logicas
predicativas de manera mas clara, se presentaran antes que la sintaxis del sis-
tema. Se empieza con el concepto que liga los alfabetos de los lenguajes formales
predicativos con tales estructuras:

Definicion II.1 (Signatura)

Una signatura X es una coleccion de simbolos tales que para cada uno de ellos
existe un correspondiente entero no negativo « llamado aridad que senala el nu-
mero de argumentos con los cuales opera dicho simbolo.

Notese que una signatura realmente es un alfabeto con un poco mas de in-
formacion para construir lenguajes formales. En la practica es comun separar
a la signatura X en varias entidades y escribir ¥ = (F,P,a), donde F y P son
conjuntos de simbolos y a : F UP — Z* U {0} es una correspondencia que asig-
na a cada uno de esos simbolos su respectiva aridad. Es comun llamar a los
entes del primer conjunto F simbolos funcionales, mientras que a los del otro
conjunto P se les suele denominar simbolos predicativos o relacionales. Mas aun,
frecuentemente es util hablar del conjunto de todos los simbolos funcionales de

“ 9

aridad “” con ¢ € Z* U {0}, el cual se representa mediante F;. Analogamente,
el conjunto de todos los simbolos predicativos de aridad “” es denotado por P;.
Con esta idea en mente es posible dividir aun mas la signatura y reexpresarla
como X = (Fo, Fi, Fa, ..., Po,P1,Pa,...). Expandiendo un poco mas la notacién, si
f¥ representa el i-ésimo simbolo funcional de aridad k y le es el j-ésimo simbolo

predicativo de aridad [, entonces la signatura se puede expresar mediante:

S={f f e fos fl e f fE PP Py P Py PR L)

Se puede pensar en los simbolos funcionales f € F como aquellos que combi-
nados con variables carecen de valor de verdad como serian “+”y “—”, por ejemplo,
cuando se habla de numeros, a las expresiones “z+y”y “—z” no se les puede asig-
nar un valor de verdadero o falso. Por otro lado, los simbolos relacionales o pre-
dicativos P € P son aquellos que si adquieren valores de verdad con las variables
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como serian “<” 0 “=". Notese que en el caso de “<” (tomando su interpretacion
estandar de menor-o-igual-que y hablando de numeros), la expresion “x < y” si
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podria tomar un valor de verdad dependiendo de los valores que tomasen “z” y
“y”. Finalmente, a asigna a cada simbolo su “aridad”, es decir, con cuantos argu-
mentos (otros simbolos o cadenas de simbolos) “trabaja”. Por ejemplo, para decir
que algo es igual a otro algo normalmente se usa el simbolo relacional “=" y otros
dos mas como en la expresion “z = y”. En este caso, la aridad del simbolo “=" es
dos. Hay notaciones alternativas para marcar la aridad de un simbolo, por ejem-
plo, para el simbolo de aridad dos “+”, en vez de escribir “z + y” se puede escribir

“+(CE7 y)” 6 “+2$y”.

Con base en como se defini6 la signatura, es comun que en lugar de simbolos
funcionales de aridad cero se hable de constantes y, en vez de simbolos predica-
tivos de aridad cero, se hable de letras o simbolos proposicionales. La explicacion
de esto se dara una vez se defina el concepto de estructura.

Definicion I1.2 (Estructura)
Una estructura 2{ es la agrupacion de uno o varios conjuntos, junto con relaciones
y funciones definidas entre ellos.

Las estructuras suelen ser denotadas mediante sus signaturas 2 = (7, F, P, «)
aumentadas con 7, es decir, simbolos de aridad cero, llamados sorts o tipos, que
representen los conjuntos de la estructura, mientras que los simbolos en F repre-
sentan las funciones entre los conjuntos y aquellos en P, las relaciones definidas
en dichos conjuntos. Por dicha razén es comun que los l6gicos definan a las es-
tructuras 2( (con un sélo conjunto) como ternas (D, ¥, 7) donde D es el dominio de
discurso, conjunto subyacente o portador de 2; 3. es la signatura correspondiente,
e Z es una funcion de interpretacion o, simplemente, una interpretacion, es decir,
una correspondencia entre los simbolos de la signatura ¥ y los conjuntos, funcio-
nes y/o relaciones definibles en los conjuntos de 2. Mas aun, si s es un simbolo
en la signatura ¥, la interpretacion del simbolo bajo Z se suele denotar por s* o
por sy. Asi, si T = {s} y 2 sé6lo tiene un conjunto D, entonces s* = D. Por otro lado
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a cada simbolo funcional de aridad “n”, f € F,, la interpretacion Z le asigna una
funcion f* : D* — D que toma “n” objetos del dominio (a,, as, . .., a,) y devuelve otro
objeto a € D. Analogamente, a cada simbolo predicativo de aridad “n”, P € P,, la
correspondencia Z le asigna una relacion/predicado P* definida entre “n” objetos
de D, i.e. P* C D". Como ejemplo de ésto, supongase que 2 es una estructura
con posible signatura ¥ = (A;f,g;R) con A € T, f,g € Fo y R € Py, entonces 2
realmente es la agrupacion (A%; f* ¢%; R*) donde f* y ¢* son operaciones binarias

en A* y R*, una relacion binaria en A*.

Puede decirse que si p es un simbolo predicativo de aridad cero i.e. p € Py, en-
tonces p* es una relacion entre “cero” objetos. Razonando por medio de analogias,
si la caracteristica esencial de las relaciones es que adquieren valores de verdad
cuando se especifican los entes que relacionan, entonces p* adquiere un valor de
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verdad constante (dado por la interpretacion) inmediatamente y sin argumento
alguno, razon por la cual “p” representa una proposicion y es posible llamarlo,
igual que en la seccion anterior, “simbolo proposicional”. Similarmente, si a los
simbolos funcionales de aridad n se les interpreta como correspondencias que
toman n-adas, (aj,as,as,...,a,) € D"y devuelven otro objeto del mismo dominio,
a € D, entonces un funcional de aridad cero ¢ € F; es interpretado como una
correspondencia que toma al vacio, () € D’ = {(}, y le asigna un elemento del
dominio ¢*(()) = a € D. Asi, el simbolo ¢ siempre representara al mismo elemento a
del dominio de discurso, razén suficiente para llamar a los funcionales de aridad
cero “constantes”.

Ejemplo II.1 Se construira una estructura 2 para el campo finito y ordenado de
dos elementos: Asi F; es el sort que denota el “dominio de discurso de inicamente
dos objetos”. Las constantes utilizadas son F, = {0, 1}; los funcionales de aridad
uno son F; = {—,7'}; los de aridad dos, F, = {+,-}; el unico simbolo predicativo
de aridad dos es P, = {<}. La interpretacion Z que daremos a estos simbolos sera
la convencional en matematicas, es decir:

= Al simbolo “1” se le asigna el neutro bajo la multiplicacion.

Al simbolo “0” se le asigna el neutro bajo la suma.

Al simbolo funcional “—” se le asigna la operacion “inverso respecto a la su-
ma”. Formalmente: si  es un objeto de F,, entonces —z es el ente en F, tal
que sumado con z da 0[]

w—719

= Al simbolo funcional se le asigna la funcion “inverso respecto a la multi-
plicacion”. Formalmente: si z es un objeto de F, y x es distinto de 0, entonces
2! es el ente en FF, tal que multiplicado con z da 1.

= El simbolo “+” es interpretado como la suma en F,. Esto es, si z y y son
objetos de F,, entonces x + y representa la adicion de z y y.
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= El simbolo se interpreta como la multiplicacion en F,. Asi, si ¢ y y son
objetos en [y, entonces x - y representa el producto de z y y.

» Finalmente, la relacion “menor que” es asignada al simbolo “<”. En otras pa-
labras, si 2 y y son objetos en [y, entonces al escribir = < y se esta afirmando
que el objeto x es estrictamente menor que y. Obsérvese que solo hay una
forma de que esto sea verdadero, con x siendo el neutro aditivo y y, el neutro
multiplicativo.

Algunos autores combinan el concepto de estructura y signatura en uno mis-
mo, bajo cualquiera de los dos nombres. La razén es que una forma alterna,
practica y comoda para especificarlas al mismo tiempo -cuando la funcion de in-
terpretacion es clara por el contexto- es enlistar al dominio de discurso junto con

“Obsérvese que la variable  es un metasimbolo para explicar la interpretacion.
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todos los simbolos de la signatura acompanados de un supra-indice que denote
su aridad. El orden utilizado en esta notacion es importante para tener claras las
aridades y distinguir simbolos funcionales de simbolos predicativos. También es

comun enfatizar esto mediante el uso de puntos y coma “;”. Asi, en general se
suele denotar a la estructura/signatura de la siguiente forma:

A= (D f0, L0, ff L f2 2 PO PO P PL L P2 PR )

Por ejemplo, los numeros reales usualmente tienen una estructura como la si-
guiente:

2 = <R; 007 107 _1’ (_1>17 +27 '23 <27 :2>
Es claro lo que cada uno de los simbolos significa:

» El dominio de discurso D es el conjunto de los numeros reales, denotado por
el sort R.

= Las constantes son F; = {0, 1}, las cuales por el contexto se entiende que
representan a los nameros cero y uno respectivamente.

= Los funcionales de aridad uno son F; = {—,7!} interpretados equivalente-
mente al ejemplo anterior.

» Los de aridad dos son F, = {+, -}, que representan las operaciones suma y
multiplicacion respectivamente.

= Los simbolos predicativos de aridad dos son P, = {<,=} a los que se les
asignan las relaciones “menor que” e “igual a” respectivamente.

Una variacion de esta notacion consiste en escribir a la sucesion finita del do-
minio y los simbolos separada de la de sus aridades correspondientes; esta ultima
ademas estara ordenada correspondientemente a la primera. Dicha notacion se
frecuenta cuando no solo la interpretacion es clara por el contexto sino también
las aridades. en cuyo caso la sucesion de estas ultimas es mera formalidad y se
puede omitir. Asi, en el caso de los numeros reales esto se haria de la siguiente
manera:

(R;0,1,=,7", +,5<,=)
(0,0,1,1,2,2;2,2)

Es importante resaltar que aunque las estructuras vistas hasta ahora solo
tienen un sort (son uno-sorteadas), también es posible definir otras que tengan
dos o mas, llamadas estructuras multi-sorteadasff| Un ejemplo de estas comun
en matematicas se genera al estudiar la topologia de los reales pues para hacerlo
se necesitan los tres conjuntos R, P(R) y P(P(R)) junto con las operaciones Uy N,
y las relaciones € y C, de tal forma que la signatura/estructura queda expresada
por:

(R, P(R), P(P(R)); 0°,U", % €7, S, =7)

8Para mayor informacion véase [STB| y [CG].
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Para finalizar la introduccion a la 16gica predicativa, obsérvese que la signatura
ya incluye una coleccion P de simbolos que seran interpretados como predicados
en los lenguajes de la logica predicativa. Resta ver aquéllos que seran utilizados
para las cuantificaciones, lo cual requiere que se estudie la sintaxis de este tipo
de sistemas formales.

I. Sintaxis de la Logica Predicativa

Ya que se extendera la logica proposicional a un sistema formal mas expresivo,
es necesario ampliar la cantidad de grupos de simbolos que se utilizaran. De esta
manera, los alfabetos a usar en la presente seccion se dividen en dos clases cada
una de las cuales presenta también sus respectivas subclases ajenas entre si:

* Simbolos Logicos:

¢ Variables (VAR): xg, x1, 22,23, ...
* Conectivos Logicos (£2):
o De aridad 1 (£2;): —
o De aridad 2 (29): A,V, =, &
¢ Cuantificadores: V, 3
* Simbolos de Agrupacion: Paréntesis izquierdo, paréntesis derecho, cor-
chete izquierdo, corchete derecho y coma, i.e. (,),[,],,

* Simbolos no-logicos (signatura) X:

* Simbolos Funcionales (F) cuyas subclases pueden ser vacias o finitas:

o De aridad O 6 constantes (Fy): ¢, cq, . ..
o De aridad 1 (F): f3, fi, f4,- ..

o De aridad n (F,.): f', fi*, 3 - -

¢ Simbolos Predicativos o relacionales (P) con subclases tal vez vacias/finitas:

o De aridad O ¢ letras proposicionales (Py): po, p1, - - -
o De aridad 1 (Py): Py, P, P;,...

o De aridad n (P,): Fy, P, Py, . ..

Obsérvese que la parte “modificable” de un alfabeto para una logica de predica-
dos es la de los simbolos no-logicos (la signatura), por lo que si €éstos se hacen ex-
plicitos, uno no requiere mas informacion para determinar completamente la 16gi-
ca predicativa subyacente. Por dicha razon, muchos autores abusan de la notacion
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y usan expresiones de la forma “sea £ = (¢, ..., f3,..-;po,---, B},...) un lenguaje

”

predicativo”, “sea £ = 7 U P un lenguaje predicativo” o “sea £ = J,,~¢ Fn U U,,>0 Pn
un lenguaje predicativo” a pesar de que, como se vio previamente, dichas agrupa-
ciones unicamente representan signaturas y no precisamente un lenguaje formal.

Mas aun, es comun incluir a la igualdad como parte de la estructura de la 16gi-
ca predicativa, por lo cual el simbolo “=" de P, es considerado a veces un simbolo
logico e incluso no es mencionado en la signatura de las estructuras.

Igual que en secciones previas, una vez que se ha dado una lista de simbolos
con los cuales trabajar, se dan reglas para la construccion de expresiones bien
formadas. En este caso, para dicho fin se empleara una definicion auxiliar:

Definicion I1.3 (Términos)
Recursivamente, el conjunto de términos (bien formados) TERM de un lenguaje
predicativo se da por las reglas:

a. Todas las variables son términos, i.e. si z € VAR, entonces x € TERM.
b. Todas las constantes son términos, i.e. si ¢ € F,, entonces c € TERM.

c. Sity,ty,...,t, € TERM y f € F,, entonces f(ty,ts,...,t,) € TERM siendo n un
entero positivo [

d. Ninguna otra cosa es un término.

Ejemplo I1.2 Los siguientes ejemplifican la definicion recientemente dada:
® 171535 €S un término pues es una variable (regla a.).
= Aplicando la regla c. la cadena f{(xy,x2, 73, 24, 75) €S un término.
= Un término mas “complejo” seria f}(f2 (x4, vas5), f2 (x4, T25), fL(fL(23))).
= Obsérvese también que por la regla b. una constante cy9 €s un término.

Notese que las reglas dadas pudieron haber sido distintas, por ejemplo, es
posible ahorrarse el uso de paréntesis y comas si se combinan las reglas b. y c.
en su forma polaca:

e Sity,....,t, e TERM Yy f € F,, entonces ft;...%, s un término.

Ademas, procediendo de manera analoga a la seccion previa es posible probar los
siguientes tres teoremas:

Teorema II.1 (Principio de Induccion sobre la Complejidad del Término)
Una propiedad se cumple para todo término si y solo si se valida que:

9En general se usaran las letras r, y, = como metasimbolos para variables; a, b, c como metasim-
bolos para constantes y r, s,t para los términos.
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(1) Todas las variables satisfacen la propiedad.
(2) Todas las constantes satisfacen la propiedad.

(3) Si ty,...,t, son términos que satisfacen la propiedad y f € F,, entonces tam-
bién la satisface f(¢y,%,13,...,t,), siendo n un entero positivo.

Teorema II.2 (Teorema de Legibilidad Unica para Términos)
Todo término ¢ esta exactamente en una y solo una de las siguientes formas:

(@) z; con i un entero no negativo, es decir, es una variable.
(b) ¢; con j un entero no negativo, i.e. es una constante.

(c) f(t1,ta,t3,...,t,) donde tq,1s,t3,...,t, son n términos tnicamente determinados
y f es un simbolo funcional de aridad n, siendo » un entero positivo.

Teorema II.3 (Teorema de la Definicion por Recursion en Términos)

Dados un conjunto X, funcion en variables Hy 4z : VAR — X, funcion en constan-
tes Hx, : Fo — X y funciones H, : X" — X para cada n entero positivo, es posible
construir una funcién unica F : TERM — X tal que:

Hy ag(t) site VAR
F(t): H]:O(t) Sitefo
Ho(F(h), ... F(t)) sit=f(tn....t)y f€F

Gracias a estos tres teoremas sintacticos es posible definir las sucesiones for-
mativas de términos y, recursivamente, la longitud de un término y su arbol de
analisis gramatico. Asi, una sucesion formativa de f3(f2(x4, z25), fa (fi(x3)), fE(x4, Ta5))
podria ser:

(w3, 24, o5, [ (€3), [1 (24, X25), [3 (4, T5), fo (fL (23)), f2(f5 (24, 225), fo (fL(23)), [7 (24, T25)))

Mientras que la longitud de dicho término es 24 y su arbol esta dado por:

Un ejemplo de una definicion recursiva en los términos que sera de utilidad
mas adelante es la siguiente:



46 Logicas Proposicional y Predicativa

Definicion II.4 (Conjunto de variables de un término)
El conjunto de variables de un término V : TERM — P(V AR) se define mediante:

Vie)=10

Como se dijo previamente, los términos son agrupaciones auxiliares de sim-
bolos para definir los lenguajes formales de las logicas predicativas:

Definicion II.5 (Lenguaje Formal Predicativo)
Se presentan recursivamente las reglas que permiten construir wffs de lenguajes
predicativos, L:

1. Toda letra proposicional es una formula bien formada de un lenguaje predi-
cativo L, i.e. si p € Py, entonces p € L.

. Sity,ty,ts,...,t, € TERM y P € P,, entonces P(t,ty,t3,...,t,) € L siendo n
un entero positvo. Particularmente, este tipo de wffs junto con P, son los
atomos de los lenguajes predicativos y, nuevamente, el conjunto de atomos
sera denotado por At.

1. Si p € L, entonces —¢ también es una wff.
v. Sip, 1 son wffsy o € (), entonces (¢ o 1)) es una wff.
v. Sipe L,z € VARYy 4 € {V, 3}, entonces dz[y| es una wff.

vi. Ninguna otra cosa es una wff.

Ejemplo II.3 Los siguientes ejemplifican la definicién recientemente dada:

= Por I. los atomos py, pas, 1325 Y P17 son wffs.

Aplicando II. P}(xy, x5, ¢, s, 5) €S un atomo y, por ende, una wff.

Un atomo mas “complejo” seria P} (f3 (x4, Tas), 224, xa5), fo (f1(23))).

Por I1I1. y IV. —Po, (Pll(fl}z) = Pll(Td)) y (PE(T(), Co) A P41(Clo)) Son w_ﬁs.

Va3 [P (w3, 21)], Jws[(p1 APy (c1, 26))] Y Voo (P (20, o) = 321 [(PE (21, co) AP (0, 21))])]
son formulas bien formadas de acuerdo a la regla V.

Nuevamente se puede evitar el uso de paréntesis y comas si se enuncian las
reglas en su forma polaca:

e Sity,...,t, e TERM y P € P,, entonces Pt; ---t, es una wff.
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e Sipy,...,p € Lyoe€,, entonces op; ---p, € L.
e Sipe L,xe VARy 4 € {V,3}, entonces dzp € L.

Ademas, al igual que con los términos, se tienen tres teoremas de sintaxis
correspondientes para los lenguajes predicativos:

Teorema II.4 (Principio de Induccion sobre la Complejidad de la Formula)
Una propiedad se cumple para toda wff siy solo si se validan las condiciones:

(1) Todos los atomos satisfacen la propiedad.
(2) Sila wff ¢ cumple la propiedad, entonces —¢ cumple la propiedad.

(3) Silas wffs ¢, validan la propiedad, entonces también lo hacen las de la forma
(po1) con o € Q.

(4) Sila wff ¢ satisface la propiedad, x € VAR y 4 € {V,3}, entonces dz[y| cumple
la propiedad también.

Teorema II.5 (Teorema de Legibilidad Unica para los Lenguajes Predicativos)
Toda wff ¢ de un lenguaje predicativo esta exactamente en una y solo una de las
siguientes formas:

a. p € At, es decir, p = p; con k un entero no negativo 6 ¢ = P(ty,...,t,) con
ti,...,tn, € TERM, P € P, siendo n un entero positivo.

b. =y, siendo ¢ una wff tnicamente determinada.
c. (po1), siendo tanto ¢ como ¥ wffs tnicamente determinadas.
d. dz[y], siendo x una variable y ¢ una wff unicamente determinada.

Teorema II.6 (Teorema de la Definicion por Recursion en los Lenguajes Predica-
tivos)

Dado un conjunto X y ocho funciones Hy, : At - X, H.: X - X, H,: X x X - X
conoe€yH,: X xVAR — X con 3 € {V,3}, es posible construir una funcion
unica F': £ — X tal que:

H () sip€ At

Py JEE@)  sip—
Ho(F(¢), F(v)) sig= (o)
Hy(F(y),x) sip=4dry conz e VAR

Y de manera analoga a como se trabajo con las proposiciones y los términos,
se pueden definir sucesiones formativas al igual que, recursivamente, arboles de
analisis gramatico y otros similares. Por ejemplo, una sucesion formativa de la
formula bien formada, Va:[Vry [Vas[((pi2 A PE(z2,73)) = PE(z1,x3))]]] seria:
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(P12, P{ (g, x3), PE(1,w3), (P12 A PP (22, 23)), ((pra A PP (g, 3)) = PP (21,23)), Vas[((p12 A
(552,953); PE(x1,x3))], Vo [Vas[((pi2 A PP (22, 23)) = PP(21,23))]], Vo, [V [Vas[((pi2 A

P? =
PP (19, x3)) = PP (21, 23))]]])-

Dicha wff tiene una longitud de 31 mientras que su arbol de analisis gramatico
es:

VCL’l

VI’Q

VZL‘g

P (x1,x3))

D12 Pi (3, 23))

Definicion II.6 (Subformula y partes de una proposicion)
Igual que en la seccion anterior, se tienen los conceptos de subformulas, alcance
de un conectivo/cuantificador y conectivo/cuantificador principal:

a. (Corjunto de subférmulas) Recursivamente se define el conjunto de subféormu-
las de una wff ¢ mediante:

Sub(p) = {¢} para ¢ € At
Sub(—p) = Sub(p) U {—p}
Sub((¢ o)) = Sub(p) U Sub(y) U {(pov)}
Sub(dz[p]) = Sub(p) U {dz[p]}

b. (Subférmula o parte bien formada) Dada ¢ € £, una cadena ) es una subférmula
o parte bien formada de ¢ si ¢ € Sub(go).m

c. (Alcance de un conectivo) Si en ¢ € L aparece una instancia de un conectivo
o€ Q; con i € {1,2}, entonces se llama alcance del conectivo a la parte bien
formada mas pequena que contenga dicha instancia.E

10Por induccion sobre la complejidad de ¢ se puede probar que cada ¥ € Sub(p) es una wffde L.

l1Esta minimalidad se puede obtener tanto por longitud de cadenas como por el orden inducido
por la relacién “ser subféormula de” en Sub(p), la cual puede ser claramente representada como
diagrama de Hasse por el arbol de analisis gramatico de .
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d. (Alcance de un cuantificador) Si en ¢ € £ aparece una instancia de un cuanti-
ficador 4 € {V, 3}, entonces se llama alcance del cuantificador a la parte bien
formada mas pequena que la contenga.

e. (Conectivo/cuantificador principal) Dada ¢ € L, se dice que una instancia de
oceQ;coni=16i=2 (o €{V,3}) en ¢ es el conectivo (cuantificador) principal
de ¢ siy solo si el alcance de o es toda ¢.

Ya que las variables tienen una importancia central en la interpretacion de los
lenguajes recientemente descritos, sera importante distinguir aquellas que estén
dentro del alcance de un cuantificador de aquellas que no. Para esto se introducen
los conceptos de variable libre y variable acotada:

Definicion II.7 (Conjunto de variables libres de una formula y sentencias)
Se define recursivamente el conjunto de variables libres para una féormula de la
siguiente manera:

Decimos que una variable z € VAR es libre en una wff ¢ siy sélo si z € FV (p).
Si el conjunto de variables libres es vacio, i.e. F'V(¢) = (), decimos que ¢ es una
sentencia.

Definicion II.8 (Conjunto de variables acotadas de una férmula)
Se define recursivamente el conjunto de variables acotadas para una féormula de
la siguiente manera:

BV(Pz‘) =0
BV (P(ty,...,t,)) =10
BV ((poy)) =BV(p)UBV(Y)
BV (=) = BV ()
BV (dz[p]) = BV () U {z}

Decimos que una variable z € VAR es acotada (ligada) en una wff ¢ siy solo si
x € BV (p).

Ejemplo II.4 El conjunto de variables libres para la wff de algan lenguaje L:
Jus[(P(z1) V P2 (x1,12)) = P?(xy,13))], es {1, ro} mientras que el de variables aco-
tadas es {z3}.
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Notese también que una variable puede estar libre y acotada para una misma
formula, por ejemplo, en Vay[((PZ(zy, x9) A PE(12,23)) = Va1 [PE(x1,23)])] la variable
x1 esta libre y acotada al mismo tiempo. Por dicha razon sera mas importante el
hecho de que una variable x cumpla que z ¢ FV(¢) lo cual significara que: o la
variable z no esta presente en ¢ o todas las instancias de = estan acotadas en la
wff ¢. De manera similar expresar que = ¢ BV (y) significa que o la variable = no
aparece en ¢ o todas las instancias de x en ¢ son libres, i.e. no estan dentro del
alcance de algun cuantificador que las acote.

A diferencia de la seccion anterior en la que se termino el estudio sintactico del
lenguaje con la definicion de subformulas y en donde ademas las sustituciones
solo fueron mencionadas transitoriamente, en las logicas predicativas diversos
tipos de sustituciones cobraran mayor importancia y seran necesarias para la
implementacion de un sistema formal. No obstante, antes de proceder a dar di-
chas definiciones se adoptaran convenciones de notacion similares a las de logica
proposicional respecto a jerarquia de conectivos, eliminacion de paréntesis y aso-
ciacion de conectivos:

= Se eliminan paréntesis externos para los conectivos, es decir, en lugar de
(p 0 7) simplemente se escribira ¢ o 1) o si se tiene Jz[(y o ¢)] se escribira

dz[p o ).

= Ya que los elementos de P, representaran relaciones binarias, €éstos se uti-

lizaran como convencionalmente en matematicas. Por ejemplo, si “<” es un

simbolo predicativo de aridad dos, entonces se escribira “s < t” en vez de
< (s,t)” para términos sy t.

» De igual manera, cuando se empleen algunos simbolos funcionales estandar
de aridad dos como + y X, se escribira tfs en vez de f(t,s) parat,s € TERM

ny.FQ.

= El alcance de las relaciones binarias es mas corto que el del resto de los
conectivos, seguido del de las negaciones, las disyunciones y conjunciones
y, finalmente, las implicaciones y bicondicionales:

Jerarquia | Conectivo
O| RePy
1] -
2 V,A
3| =&

s Cuando un solo conectivo de aridad dos o € (), se usa consecutivamente
109 0...0p, la convencion es interpretar dicha concatenacion como agru-
paciones a la derecha: (p; 0 (pg0 (... 0 p,)...)).

= Sioe {V,A &} entonces en ((po1)ov)oen (po (o)) se podran eliminar
paréntesis internos, es decir, se podra escribir (¢ o1 o).
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= Cuando se ocupan varios cuantificadores de manera seriada, se evitara el
uso excesivo de corchetes y se dejaran solo los mas internos. Es decir en vez
de “Jiz[doyl. .. duz[p]...]]” se escribira “dixdy ... 3,2[¢]”.

Ejemplo II.5 Con base en las convenciones previas, la formula bien formada:
Vo [V Vg [((PF (w1, 22) V PP (w9, 23)) = Pf (21, 23))]]]
Se transforma en la expresion no bien formada:
Vo Voo Vos[z Plry V 29 PPas = 11 Pias)
Por otra parte, la formula bien formada:
Vo[ (PP (w0, o) = Fa1[=~((PE (1, c0) A Py (20, 21)) A P§ (21, c2))])]
Toma la forma abreviada de:

VSL’O[I()PECO = E!xl[—'(xlpfc() A 1’0P22I1 A I1P32€2)]]

II. Semantica para la Logica Predicativa

Recuérdese de los preliminares que el objetivo de esta seccion es definir una
coleccion de objetos {S; | i € 7} que permitan definir la relacion de satisfactibilidad
s, entre los objetos de dicha coleccion y las wff's. Tras definir dicha relacion, las
demas nociones de consecuencia semantica, validez logica y otras similares se
aunaran automaticamente. Como se pudo observar en la subseccion previa, el
alfabeto para los lenguajes predicativos incluye simbolos de una signatura, razon
por la cual se deberia sospechar que los objetos que permitiran definir la relacion
de satisfactibilidad son las estructuras restringidas a dichas signaturas:

Definicion II.9 (Estructura para un Lenguaje Predicativo)

Dado un lenguaje predicativo £, decimos que 2 = (D, ¥, 7) es una estructura para
L siy solo si D es un conjunto no vacio, ¥ es la signatura de £ (la coleccion
de simbolos no-logicos de £), e Z es una funcion de interpretacion, es decir, una
funcion que a cada simbolo predicativo de aridad n, P € P,, le asigna una relacion
n-aria P* C D" y a cada simbolo funcional de aridad m, f € F,,, le asigna una
funcion m-valuada f*: D™ — D.

Con base en lo que se dijo al inicio de la seccion es posible decir que una estruc-
tura 2 para un lenguaje predicativo £ es una estructura (agrupacion de conjuntos,
funciones y relaciones) cuya signatura correspondiente es una subcoleccion del
alfabeto de £. De esta manera, ya dada la coleccion de objetos candidatos a ser
semantica para los lenguajes predicativos, so6lo resta definir la relacion de satis-
factibilidad, para lo cual se introduce el siguiente par de conceptos:
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Definicion II.10 (Valuacion de un término bajo una estructura)

Sea 2 = (D, ¥, 7) una estructura para un lenguaje £, y considérese una asignacion
(de variables) en 2, i.e. una funcion ¢ : VAR — D. Por el teorema de la definicion
por recursion se induce la valuacion para términos val(t)[c] : TERM — D de la
siguiente manera:

valy(x)[o] = o(x)

valy(c)[o] = *

valy(f(t1,, ..., tn)[o] = fA(valy(t)[o], . .., valy(t,)[o])

Ejemplo I1.6 En la estructura de los niumeros enteros (Z; 0, 1, +,~), supdngase que
o : VAR — Z cumple que o(z,) :=n para cada n € Z" U {0}. Entonces:

m valy(zg)[o] = » valy(z1+z9)[o] =149 =10

m valy(x15)[c] = 15 m valy(zg-wg)[o] =9-9 =281

m valy(0)[o] =0 m valy (Z302+7302)[0] = 302 + 302 = 604
m valy(1)[o] =1 » valy(zi97211)[0] = 1211 = 132

Con base en esta definicion se puede dar una valuacion predicativa:

Definicion II.11 (Valuacion de una wff bajo una estructura)

Sea 2l = (D, ¥, 7) una estructura para un lenguaje £ y considérese una asignacion
o : VAR — D. Se define recursivamente la valuacion de féormulas [-]3 : £ — {0,1}
por medio de:

[ =™
. |1 si(valy(ty)[o], ..., valy(t,)) € P*
[Pt )i = {O si (valy(t1)[o], ..., valy(t,)) ¢ P*
[~ela =1 = l¢la
[ A ¥)]a = min{[e]s, [¢1a}
[(o v )]a = méx{[elz, [¥]5}

.1 sielg < G
[(» =)z = {o si []g > [¥]5

1 si [l = [¥15
0 si [l # [¥]%
1 siexiste d € D tal que [[go]]glg =1

[0 = )]s = {

[Belella = {

0 sino existe d € D tal que [[go]]g‘g =1

1 sitodo d € D cumple que [[go]]gﬁ =1

[Valella = {

0 sino es cierto que todo d € D cumple que [[go]];g =1
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Donde o¢ : VAR — D cumple que o%(y) = o(y) para todo y # z y o¥(z) = d[1?]

Uno no debe perder de vista que lo desarrollado hasta ahora pretende coincidir
con la nocion intuitiva de lo que es una expresion verdadera. Por ejemplo, al tratar
de determinar el valor de verdad de la ecuacion = + 2 = 7, uno se ve forzado a
decir que éste depende de quién sea x. Si z es 5, es claro que la ecuacion es
verdadera. Por otro lado si z no es 5, la ecuacion es falsa. Las asignaciones de
variables cumplen la funcion de decir quién es z, es decir, si o(z) = 5, entonces
[x 4+ 2 = 7]% = 1 mientras que si o(z) # 5 entonces [z + 2 = 7]% = 0.

Ejemplo II.7 Considérense las estructuras (R;0,1,—,7'  +,; <)y (Z;0,1, —, +,; <).
Entonces:

[x 4+ 0= x]% = 1 para toda asignacion o : VAR — R.

[z-1=1] =0 cuando ¢ : VAR — Z cumple que o(z) # 1.

[0<1A1+0=1]% =1paratodaoc: VAR — R.

[1 <1=1<1]§ =1paratoda oc: VAR — R e incluso si cambiamos de
estructura a otra que tenga una relacion binaria y una constante.

[Vz[z - x = 1]]% = 0 porque o2 cumple que valg(z - x)[02] = 4, lo cual implica que
[z-z = 1]g* = 0. Es decir, no es cierto que todo d € R cumple que la valuacion
de [z -z = 1]]%5 es 1.

[3z[z-z = 1+1]]7 = 0 para toda Z-asignacion de variables o : VAR — Z porque
sabemos que ¢¢ hara que las variables representen enteros y no hay ningun
entero cuyo cuadrado sea 2.

De igual manera que en la seccion pasada, se da el concepto de satisfactibilidad
de una wff ¢ € L, pero esta vez se da en términos de las parejas (2, 0) siendo
2 = (D,¥,7) una estructura para el lenguaje Ly o : VAR — D una asignacion de
variables de £ en .

Definicion II.12 (Satisfactibilidad)

Dada una estructura 20 = (D, 3}, 7) para un lenguaje predicativo £ y una 2(-asignacion
o: VAR — D, se dice que (2, o) satisface ¢, i.e. =) ¢ siy solo si [¢]§ = 1. Tam-
bién se suele decir que ¢ es verdadera en 2 bajo la asignacion ¢. La negacion de
esta relacion se denota por ) ¢. Se dice que una wff ¢ € £ es satisfactible si
existe una pareja (2, o) que la satisfaga, en caso contrario se dice que ¢ es insa-
tisfactible o contradictoria. De igual manera, dada una teoria 7 C £ de un lenguaje
predicativo, se dice que (2, 0) satisface a 7, denotado por =) 7, Si =) ¢ para
cada ¢ € 7.

12Alternativamente: [Jz[g]]g = max{[¢]% | d € D} y [Va[o]]g = min{[¢]% | d € D}
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Nuevamente directamente de las definiciones se tiene lo siguiente:

Fae) e st Fae) ¢
Fae (P AY) sil Fae Y Fae ¥
Fao) (p V) sil Fae ¢ 0 Fae ¥
Fae) (0= 9) sii Fuog 00 Fae ¥
Fauoy (Yo[p]) sil =g 4 ¢ para todo d € D
= ( r[p]) sii existe d € D tal que =g a0 ¢

Foo (w:w) sii (Fae) ¢y Fae ¥) 0 (Fan ¢Y Fae ¥)

Ademas de la satisfactibilidad, siguiendo a los preliminares también se tienen
las nociones de consecuencia semantica y wff valida bajo la semantica:

Definicion I1.13 (Consecuencia Logica)

Una wff ¢ € L es consecuencia logica de un conjunto I' C £ de premisas, lo
cual se denota por I' = ¢, siy so6lo si toda pareja (2, o) que satisface a las wff's
de I', también satisface a ¢. Alternativamete, se escribe I' = ¢ sii para cada L-
estructura 2 y cada asignacion de variables 0 : VAR — D, si =4, % para toda
Y €T, entonces =y ¢

Definicion II.14 (Férmula légicamente valida)

Una wff ¢ € L es logicamente valida, expresado por = ¢, si toda pareja (2, o) de
L-estructura y 2A-asignacion de variables la satisface. Es decir, = ¢ sii Fuq) ¢
para cada (2, o) [5]

Siendo esta seccion un tratado de logica, el interés recae en determinar las
wffs que son légicamente validas pero para responder a la pregunta de si una wff
cumple esta propiedad o no es necesario considerar las asignaciones de variables
y el calculo de las valuaciones. Sin embargo, parte de dicho trabajo se puede
reducir por medio del siguiente par de teoremas, los cuales permitiran estudiar la
validez 16gica iinicamente con estructuras y sentencias (wff's sin variables libres),
i.e. ignorando las asignaciones de variables y una gran cantidad de wffs:

Teorema II.7 (Asignaciones iguales en F'V(y) inducen mismas valuaciones)
Supoénganse dados una estructura 2 = (D, X, 7Z) para un lenguaje £ y un par de
asignaciones 0,5 : VAR — D, entonces para cada ¢ € L, si 0 [py(p)= 0 [ry(p). S€

cumple que [¢]§ = [¢]3.

Demostracion. La prueba debe ser por induccion sobre la complejidad de ¢. Es-
pecificamente se probara que si dos asignaciones coinciden en las variables libres
de ¢, entonces [¢]3 = [¥]3:

1. Si ¢ es un atomo, entonces ¢ es una letra proposicional ¢y = p € Py 0 ¢ =
P(ty,...,t,) con P € P,y ty,...,t, € TERM. En el primer caso ya se tiene lo

13Equivalentemente, |= ¢ sii ¢ es consecuencia logica del conjunto vacio.



II Logica Predicativa 55

deseado mientras que en el segundo so6lo requerimos verificar, por induccion
sobre la complejidad del término, que si las asignaciones coinciden en las
variables de t; € TERM, entonces valy(t;)[oc] = valy(t;)[c] para cada entero i
entre 1y n.

1. Supdéngase que ¢ = ) 6 ¢ = (1 0 y) y que cualesquiera dos asignaciones o, 7
que coincidan en las variables libres de ¢ y v implicaran tanto que [¢]3 = [¢]%
como que [v]3 = [7]%- Se verifica que si o [py ()= 7 [rv (). €ntonces [p]3 = [¢]g-

1. Finalmente, supongase que ¢ = 4z[¢)] y que dadas dos asignaciones o, que
coincidan en las variables libres de ¢, se cumple que [¢]3 = [¢]g. Por defi-
nicion del conjunto de variables libres se satisface FV(y) = FV(¢) \ {z}. De
aqui que si 0,0 coinciden en las variables libres de ¢, coinciden en las de v

salvo por z. Considerando dos asignaciones ¢¢,5¢ : VAR — D que satisfacen

Yz
d

oi(y) = o(y) y o5(y) = o(y) paray € VAR\ {z} y oi(z) = d = 57(x), se cumple
que o [py = 02 [rv(y). Por hipotesis de induccién para todo d € D se cumple

que W]]g[ﬁ = [[@Z)]]g(“d‘. Por ende:
, O’ﬁ o , &g 7 O'g _ £ &J‘d,
min[yy” = minfyfy’ y max[y]y” = méx[y]y

Con lo cual se concluye que [¢]g = [©]3-

El teorema anterior esta diciendo que al computar la valuacion [¢]§ de una wff
¢ € L no se requieren todos los valores de la asignacion ¢, sino unicamente aque-
llos en las variables libres de la wff, es decir, los que corresponden al conjunto
FV(y). Particularmente para las sentencias, la 2-asignacion o es irrelevante para
calcular [¢]§. Por esta razén es comun que, en vez de definir la satisfactibilidad
para todo el lenguaje £, se defina |~ especificamente para las sentencias o, en su
defecto, se den las siguientes definiciones:

Definicion II.15 (Verdad en una estructura y Modelos)

Sea 2 = (D,%,Z) una estructura para L, se dice que ¢ € L es verdadera en 2
o que ¢ es verdadera relativo a 2, i.e. =y ¢ si y sélo si toda asignacion en 2,
o : VAR — D, cumple que [¢]§ = 1. De igual manera se expresa que ¢ es falsa en
2( sii no existe asignacion ¢ en 2 tal que [¢]3 = 1. Ademas, para una teoria 7 C L,
20 es modelo de 7, denotado |~y 7, sii toda ¢ € 7 es verdadera en 2.

Para enfatizar atiin mas lo que se esta diciendo, del teorema y definicion ante-
riores se enlistan los siguientes:

Corolario II.8 (Propiedades de sentencias)
Sea 2 = (D, ¥, 7) una estructura para el lenguaje predicativo £ y sea ¢ € £, una
sentencia, entonces:

= Cualesquiera dos asignaciones de variables 0,0 : VAR — D que se escojan
induciran la misma valuacion, i.e. [¢]§ = [¢]%-



56 Logicas Proposicional y Predicativa

= En consecuencia: =y ¢ 0 ~q ¢.

= Sil' C £ es una teoria de sentencias, entonces I' = ¢ siy s6lo si todo modelo
20 de I" hace verdadera a .

Hacer uso de cualquiera de estos dos “trucos” no implica ningun problema
respecto a la definicion de validez l6gica de las wff's que no sean sentencias debido
a la siguiente definicion y el teorema que conlleva:

Definicion I1.16 (Clausura universal de una formula bien formada)
Suponiendo que FV(y) = {21, 22, ..., 2,}, se define a la clausura universal de ¢ por:

Cl(p) ==V Vzy ... Va,[¢]

Teorema II.9 (Equivalencia entre una formula y su clausura)
Sea 2 = (D,X,7) una estructura para £, entonces se cumple que ¢ es verdadera
en 2 siy sélo si su clausura (universal) también lo es. Es decir, =y ¢ sii o Cl(p).

Demostracion. (<) Si FV(p) = 0, entonces ¢ es una sentencia y el resulta-
do se garantiza por el teorema anterior. Supongamos que FV(¢) = {z1,...,2,}
y sea 0 : VAR — D una asignacion de variables en 2. Por hipodtesis tenemos
que 1 = [Cl(Q)]x = [CUL)E = [V21 ... Yon1Veul@]]g = mingep[Vz1 ... You1[@]]5. En
particular o es uno de éstos ¢ por lo que 1 < [Vz;...Vz, 1[¢]]3 < 1y, por ende,
[Vz1 ...Vz,-1]p]]§ = 1. Repitiendo el argumento n — 1 veces se tiene que [¢]§ = 1.

(=) Nuevamente, el caso en que ¢ es una sentencia ya se tiene por el teorema
anterior. Por contrarreciproca supongase que [~y Cl(p). Entonces existe una asig-
nacion de variables o : VAR — D tal que 0 = [Cl(p)]§ = [Vz1...Vz1Vzle]]§ =
mingep[Vzy ... V2,1 [90]]];15 . De aqui que existe d,, € D parael cual [Vz; ...z, 4 [@]]]gf” =
0. Repitiendo el proceso n — 1 veces, se encontrara una asignacion ¢* tal que para
cada i € {1,...,n} existe un d; € D tal que o*(z;) = d; y ademas [¢]3 = 0. Asi se
concluye que [~y ¢. |

Corolario I1.10
¢ € L es logicamente valida si y so6lo si su clausura también lo es. Es decir:

=@ sil = Cl(p)

La prueba del corolario anterior es directa e inmediata. Gracias a este resultado
es posible estudiar las wffs logicamente validas restringiéndo el analisis tinica-
mente a las sentencias.

De manera idéntica que en logica proposicional, en logica de predicados se
define una relacion de equivalencia “=": decimos que dos sentencias p,v¢ son
l6gicamente equivalentes, denotado por ¢ = 1), siy solo si | ¢ < ¢ o, alternativa-
mente, siy solo si ¢ =19 y 1 | ¢. Una vez hecho esto, algunos de las siguientes
propiedades de la logica predicativa se pueden enunciar como equivalencias 16gi-
cas:
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Propiedades I1.11

Sea £ un lenguaje predicativo, asumiendo que ¢, € Ly que z,y,z € VAR, las
siguientes son propiedades del calculo de predicados correspondiente:

1. Orden de Cuantificadores

o |=VaVylp] < VyVzly]
* |= Jzyly] & yTzly]

2. Negacion de Cuantificadores/ Ge-
neralizacion de las Leyes de De
Morgan

o = Valp] & 3u[-y]
o = —Jzfp] & Va[ny]

3. Equivalencias de Cuantificadores

o = Valyp] & ~Jz[ny)]
o = Jzfy] & Va[ny)]
o Six ¢ FV(p): EVe[p] & ¢
e Six ¢ FV(p): E3dxfp] & ¢

4. Distribucion de cuantificadores en
conectivos

o = Valp Ay & Valp] AVz[y]

o = 3Jzlp VYl & Jzlp] V Iz[y]

o = Vo V] & Valp] V VY] si
x & FV(i))

o = dzjp A Y| < Fx[p] A Jz[¢] si
x & FV(i)

o | (Valp] = ¥) & Jzfp = Y] si
x & FV(i)

o = (Fzly] = ¢) & Valp = ¢] si
x & FV(i)

o = (v = ValY]) & Valp = 4] si
x & FV(p)

o = (p = Jz[Y]) & Fufp = ¢ si
z & FV(p)

5. Distribuciones no necesariamente
validas

o [~ Valp VY] = Va[p] V V[

= Fx(e] A Y] = Fxp A Y]

6. Implicaciones validas

= Valp] = ]

= 32Vylp] = Vy3z|e]

= Valp = 9] = Valp] = Va[y]

= (Fzlp] = 32[¢]) = Fzfp = ¢

= Valp & ] = (Valp] & Va[y])

= (Vzlp] = 32[¢]) & Fzfp = ¢
] ]

= (Gelg] = Vz[Y]) = Valp = ¢

7. Implicaciones no necesariamente
validas

= Va3yle] = Fyvz[p]
#~ Jz(p] = Vgl

8. Propiedades de la igualdad

Fr==x

Fr=y=y==
Fr=yANy=z=x==z2

): (xl =N ANx, = yn) =
fl,.en) = f(yr,-o ) si
feF

(o =m A Az, = yp) =
(P(x1,...,%,) © P(yr,...,yn)) si
PeF,

9. Reglas de deduccion semantica:

pEYsifEe=1v
Modus Ponens: ¢, = 1 = 1

Generalizacion: Si =, enton-
ces =y 7]
Si =y, entonces =, 3z[y]

No ocurre que =y ¢ y =y —¢
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Para terminar la seccion so6lo resta enunciar los teoremas de sustituibilidad y
sus consecuencias. Sin embargo, en calculo de predicados la sustitucion es un
proceso sutil que requiere un manejo formal adecuado. Considérese por ejemplo
la wff ¢ := Vadylzr < y = z = z] y analicense algunos tipos de sustituciéon que
podrian hacerse:

» Es de esperarse que el resultado de una sustitucion trivial [y/y](p) coincida
con la funcioén identidad, i.e. [y/y](¢) = ¢ = VzIy[z <y = z = x].

» La sustitucion |[w/z](¢) no requiere de mucho esfuerzo y el resultado practi-
camente queda inafectado: Vz3y[r < y = w = z|.

= No obstante, el computo de [w/x](¢) podria ejecutarse en, al menos, dos ma-
neras: VwIylw <y = z =w| 0 VzIy[z < y = z = z].

» Mas aun, [z/z](¢) determina la wff Vz3y[z < y = x = z] que siempre es
verdadera en cualquier estructura con un simbolo predicativo de aridad 2
(y una igualdad). Es decir, se ha cambiado algo satisfactible en algo casi
logicamente valido.

La solucion a este problema se da observando que el primer y tercer casos,
corresponden a una sustitucion donde la variable que va a ser afectada no esta
libre en ¢, razon por la cual, en tales casos la sustitucion debera comportarse
como una funcién identidad. La primera opcion del tercer caso es logicamente
equivalente a ¢ por lo que se puede abordar desde el punto de vista semantico
y no por la definicion de sustitucion. El cuarto caso es corregible al definir las
sustituciones solo para términos que no contengan variables que vayan a ser
“atrapadas” por el alcance de un cuantificador al ser sustituidos (o agregando
una operacion extra en tales casos). Finalmente, el segundo caso es procedente
debido a que no cumple ninguna de las restricciones consideradas hasta ahora.
Sin mas preambulos, se dan las siguientes:

Definicion I1.17 (Sustitucion de una variable por un término en términos)
Sean t,ty,...,t, e TERM, x#y e VAR, ce Fyy f € F,, entonces:

Definicion II.18 (Sustitucion de una variable por un término en formulas)
MSean ¢,¢ € L; t,ty,...,t, € TERM; o € Qg3 4 € {V,3}; 7,y,2 € VAR; p € Py, y

14Algunas notaciones comunes para la sustitucion de ¢t por = en ¢ son: ¢!, o[z := t],p[t/x] y

[t/x](¢)-
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P € P,, entonces:

[t/](p) = p
/) (Pt 1) = P([t/x](t), - [t/x](tn))
[t/2](=p) = =[t/2] (%)
[t/x](p o) = [t/xl(p) o [t/x](¢)

Jyle] siz=y
Jyle] siz#yyaz¢ FV(p)
[t/x](yle]) = < ylt/z] ()] siz#yyz e FV(p)yy ¢ V()
([t/=])([2/y](¢))] siz#yyxeFV(p)yyeV(t)
con z ¢ FV(p)UBV(p)UV(t)

[Obsérvese que en la definicion anterior, los primeros dos casos de [t/z](Jy[¢])
se pudieron convertir en uno, mientras que el ultimo se pudo haber omitido si
en vez de hacerlo explicito se pide que al realizar la sustitucion, las variables del
término no queden “atrapadas” en el alcance de un cuantificador que las afecte.
Esto se formaliza dando la siguiente definicion:

Definicion II.19 (Término sustituible por una variable en una férmula)
ESean ¢, v € L;t,ty,...,t, € TERM; 0 € Qy; € {V,3}; 2,y e VAR, p € Py, y P € P,
entonces:

t siempre es sustituible por z en p
t siempre es sustituible por x en P(ty,...,t,)
t es sustituible por = en —y sii t es sustituible por z en ¢
t es sustituible por x en (p o) sii t es sustituible por z en ¢ y en ¢
t es sustituible por © en Jy[y| sii x ¢ FV (dy|p]) o (y ¢ V(t) y t es sustituible por x en )

De esta manera, se pudo haber dado la definicion de [t/x](dy[¢]) como a conti-
nuacion:

it/2](dylo]) = Jy[e] siz ¢ FV(dy[e])
e dy[t/z](p)] six e FV(dy|p]) y t es sustituible por z en (dy[y]

Tomar esta opcion significa considerar a [t/x](dy[p]) indefinida en el caso en
que t no es sustituible por = en p. Esto no afecta el computo de la sustitucion
ya que, en teoria siempre es posible hacer la sustitucion sugerida originalmente

15Es muy importante recordar que = ¢ FV (y) debe leerse como “o x no ocurre en ¢ o todas las
instancias de z estan acotadas en ¢”. Ademas, se verifica que la condicién z ¢ FV(¢) U BV (p) es
equivalente a “z no es una variable que ocurre en ¢”.

16También se suele hallar este concepto como término libre para una variable en una_férmula.
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[2/y](y), siendo z una variable que no ocurra ni en ¢ ni en ¢, y después efectuar la
sustitucion [t/z] sobre esta ultima. No obstante, se esta asumiendo que siempre
existe una variable nueva con la cual se puede llevar a cabo “este truco”. Esto es
un problema si £ tiene una cantidad finita de variables y la sustitucion se trata
de efectuar sobre una wff que tenga instancias de todas ellas. En dicho caso sélo
queda dejar indefinida la sustitucion o tener en cuenta que en la practica siem-
pre se trabaja con una cantidad finita de wffs por lo que el niumero de variables
requeridas solo debe ser suficientemente mayor a eso.

Una vez que la definicién de sustitucion de un término por una féormula es-
ta dada, se enuncia y demuestra el teorema de su “buen comportamiento” bajo
valuaciones predicativas:

Teorema II.12 (Sustituciones respetan valuaciones)
Sean 2 = (D, ¥, 7) una L-estructura, ¢ : VAR — D una -asignacion, ¢,s € TERM,
r € VARY ¢ € L, entonces:

a) valy([t/2](s))[0] = valy(s)[or O]

b) [[t/al()g = [PlF

Demostracion. La prueba en ambos casos se hace por inducciéon sobre la com-
plejidad de s y ¢ respectivamente:

= Suponiendo que s € VAR se tienen dos casos:

* Si s # z, entonces [t/x](s) = s. Por lo que valy([t/z](s))[o] = valy(s)[o] =
o(s) = a;falm(t)[gl(s) _ Valg[(S)[O';alm(t)[o]].

* Si s =z, entonces valy([t/z]|(s))[o] = valy(t)[o]
valy(s)[os2 Ol

_ U;alau(t)[ff]@) _ U;:/alm(t)[o](s) _

= Sis € F, entonces valy([t/](s))[o] = valu(s)[o] = s = valy(s)[oy"* 1],

= Supongase que ty,...,t, € TERM cumplen la propiedad en cuestion y tam-
bién que f € F,, entonces si s = f(ty,...,t,), se sigue que

vala[t/2]()) o] = vala(F([t/2](t1), - [t/2](t) o]
= P (vala([t/2](t)[0), .- vala([t/2](¢)) o))
= I nla(t)7 O, . o)
= valy(f(t1, ... tn))[o 2 OF]]
|

— Valg[< )[ Valol t [O’}

Con lo cual culmina la prueba para los términos. El caso base en que ¢
es una letra proposicional es analogo al de s € Fy, arriba. De igual manera
hay un argumento similar al de los simbolos funcionales con n términos
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cuando ¢ es un simbolo predicativo seguido de n términos. El caso en que ¢
es la concatenacion de conectivos y wff's, la prueba es una aplicacion directa
de la hipoétesis inductiva. Sélo resta revisar el caso en que ¢ = dJy[¢)] con ¥
cumpliendo la propiedad en cuestion. Este se divide en tres:

= Suponiendo que x ¢ FV/(dy[y]), entonces [[t/z](p)]5 = [[t/2](3y[¥])]5 = [3y[¢]]5
lo cual es igual a un limite lim, i.e. un minimo o un maximo dependiendo

del cuatificador que 1 representa. Asi [[t/z](¢)]§ = lim{ [[w]];g | d € D}. Como
r ¢ FV(dy[¢]), toda instancia de = en dy[y| esta acotada o = no aparece en
dy[¢]. En cualquiera de los dos casos, como las valuaciones solo dependen
de los valores de las asignaciones en las variables libres, se verifica que:

ValQl ®)[ol\a )

m{[¢]y’ | d € D} = lm{[]y" "|deDj
De esto se Concluye que:
(U;al (t)[o] valgl(t)[a valz[(t)
[[t/=](#)]5 = lim{ [ ]y | de Dy = [Hylvllg = [l

» Siz € FV(dy[¢y]) pero t es sustituible por x en dy[¢|, entonces noétese que = # y
pues y ¢ FV (dy[y]). Asi:

valg (t)[o

[1t/2)()]5 = [Hullt/) ()]G = Y {[[t/2]w]5’ | d € D} = lm{[p] 5" | d € D}

valg (t)[o Valgl(t)[ o]

= [Byl¥ly = [l

= Obsérvese que hasta ahora lo demostrado es que las sustituciones si preser-
van valuaciones cuando “es posible efectuarlas”. También noétese que ¢ si es
sustituible por = en Jz[[z/y]vy]. Asi, si ¢t no es sustituible por = en dy[¢]:

valg( (t)[o

[[t/=](3=[[z/y)(¥)DIa = [H=[z/y] ()]l y [t/=](3=[[z/y](¥)]) = =[[t/=)([z/y] ()]
A partir de estas dos igualdades se obtiene que:
i [¢/2] (125} )15 | d € DY =lin{[lz/5) ()15 | d €D}
- {5 “W% deD)
—im{[ly ¢ |deD)

Donde la segunda linea se da por hipotesis de induccion y la tercera por la
independencia entre las valuaciones y las variables que no son libres. Asi se
concluye que:

valg((¢)[o] valg((t)[o]

[[t/2](p)]a = [lt/21(FyleD]a = [3=(1/=)([=/y]e)]]a = [yl ]l = [l



62 Logicas Proposicional y Predicativa

Corolario I1.13

Si £ tiene una cantidad no finita de variables, entonces toda ¢ € L es logicamente
equivalente a una wff en la que ninguna de sus variables ocurre libre y acotada
a la vez.

En efecto, lo tiinico que se debe hacer para probar el corolario anterior es hacer
una sustitucion por cada variable que ocurra libre y acotada en ¢.

Las sustituciones de términos por variables no son las tnicas que se pueden
realizar en un calculo de predicados, un ejemplo de esto es la siguiente:

Definicion I1.20 (Sustitucion de una wff por otra)
Para ¢,v,v € L, se define la sustitucion de i) por v en ¢, [¢/7](¢) : L — L, de la
siguiente manera:

[w/ﬂ«o):{i G170 seca

[L/A1(=p) = = (9 /7](»)
[L/A]((pox)) = (/7)) o [¥/7](X))

[l /A](P)] stz ¢ FV(¢)

[W/7)(J2lp]) = § F=[[/([z/2](9))]  siz e FV(y)) con
2 & FV(e) UBV(p) UFV(y) U BV ()

También existe la nocion de wff sustituible por otra en una tercera y es analoga
a su contraparte para términos.

De esta definicion se puede enunciar y probar el teorema de la sustitucion:

Teorema II.14 (Teorema de la substitucion para el calculo de predicados)
Six € VAR; s, ty,to € TERM, y ¢,9,v,x € L, entonces las siguientes son wffs
verdaderas en toda estructura 20 = (D, ¥, 7) con igualdad:

() Fati =ty = [t1/x](s) = [to/x](s)
() Fots =ty = ([t1/7](¢) & [t2/7](9))
() = (V& 7) = ([0/x](e) & [v/x](e)

Demostracion. Se desea probar que toda estructura 2 = (D, ¥,7) con igualdad
hace verdaderas a las implicaciones. Para ello obsérverse que si el antecedente en
la implicacion es valuado 0, entonces la implicacion ya seria verdadera. Por eso
se consideraran solo las estructuras donde éste es valuado 1 y se probara que el
consecuente tiene la misma valuacion:

() Supongase que =y t; = ty y sea o : VAR — D una asignacion de varia-
bles. Por supuesto se cumple que [t; = t,]3 = 1, lo cual a su vez implica que
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valy(t1)[o] = valy(t2)[o]. Por el teorema anterior sabemos que valy([t;/z](s))[o] =
valy (s)[os2 M) = valy(s)[ox™ 2] = valy([to/2](s))[o]. Por lo cual se tiene que
[[t1/z](s) = [t2/7](s)]3 = 1. Con esta prueba se concluye lo deseado, a decir,

Fa [ti/x](s) = [t2/](s).

valg((t1)[o]
() Utilizando la misma estrategia, si =y ¢, = t,, entonces [[t1/2](0)]5 = [¢]%
valgl(t2)[o']

lelae = [[t2/z](¢)]% para toda ¢ : VAR — D. De aqui se concluye que

[t /2](p) < [t2/7](0).

() Para esta parte supongase que =g 1) < 7. Como no se tiene un analogo al
teorema anterior con la sustitucion recientemente definida se procede por
induccion sobre la complejidad de :

= Si p es atomica, entonces la valuacion de [¢/x|(¢) es la misma que la de
[7/x](¢) sin importar si ¢ 6 v es igual a ¢ o no.

m Sip =1 0 ¢ =pops, se sigue lo deseado con una aplicacion directa de
la hipotesis de induccion.

= Si p = dz[¢], la prueba debe considerar dos casos:

* Si y v son sustituibles por y en ¢, entonces [/ x](dz[¢]) = Jz[[¢/x](€)]
v [v/x1(dz[¢]) = dz[[v/x](€)]. Ademas por hipétesis inductiva se sabe

que [[1:/x)(©)5 = [[1/X)(©)]5 para toda o : VAR — D. As:
[ (/X)) = i/ XOIF = /@1 = [Helb/x©l5

Por ende =y [¢/x](dz[¢]) < [v/x](3z[]).

* Si ¢ y/0 7 no son sustituibles por x en Jz[¢] entonces hay una canti-
dad finita de variables libres de v y/o v que al ser sustituidas queda-
rian afectadas por un cuantificador en ¢. Efectuando la sustitucion
definida previamente a la demostracion actual, se cambiarian todas
estas variables y el presente caso se reduciria al anterior. En otras
palabras, la prueba es analoga a la ultima parte de la demostracion
del teorema previo a éste.

Por lo tanto =y [¢/x](¥) < [v/x](¢).
[ |

Una vez que se tienen suficientes teoremas para trabajar con las sustituciones,
se obtienen las siguientes propiedades y equivalencias logicas:

Propiedades I1.15

Sea L un lenguaje predicativo, asumiendo que p,v,y € L, t € TERM y que
x,y,z € VAR, las siguientes son propiedades del calculo de predicados corres-
pondiente a L:
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. Cambio de variables acotadas: Si z,y son sustituibles por z en dz[y]:

o = Vallz/2](0)] & Vylly/z]()]
o = 3zflz/Z](#)] & Fylly/z](¢)]

Es equivalente trabajar con estructuras finitas y lenguajes que tienen una
constante por cada elemento de la estructura a trabajar con estructuras
finitas y asignaciones. Es decir, si % = (D,>,Z) con D finito y para cada
d € D, existe c € F, tal que ¢* = d, entonces toda ¢ € £ cumple que :

e Size FV(p)y ® =0(z) =d e D, entonces ) ¢ < [c/z](p).

. Ademas, en los mismos tipos de lenguajes y estructuras hay una equivalen-

cia entre los cuantificadores y la disyuncion y la conjuncion. Mas precisa-
mente, si A = (D,%,Z) con D = {d;,...,d,} y para cada i € {1,...,n}, existe
c; € Fy tal que ¢ = d;, entonces para toda ¢ € £ con x € FV (p):

o =Vrlpl & ([er/2](@) A= Alen/z](0))-

o = 3zfpl & ([ear/2l(0) V-V [en/7](0)).
Considérese al lenguaje PROP; inducido al restringir las wffs de £ solo a
aquéllas generadas por el alfabeto P, U (2. Entonces las estructuras fungen
como valuaciones atomicas para P,. De aqui que toda instancia de una tau-

tologia del calculo proposicional es logicamente valida en el calculo de pre-
dicados, es decir:

e Si ¢ € PROP,; es una tautologia, p es una literal (esta en el soporte) de
vy ¢ € L, entonces = [¢/p](p).

No solo eso sino que, en general:
e Si ¢ es logicamente valida, entonces [¢//7](¢) también lo es.

Finalmente, se enuncian algunas propiedades respecto a sustituciones, igual-
dades y cuantificadores:

o | Vz[o] = [t/2)(p)[7]
Six ¢ FV(p), entonces = Vr[p = 9] = (¢ = Vz[¢]).
Si ¢ es libre para x en ¢, entonces = [t/x](¢) = Jz[p].

Ex=y= (p=¢*) donde ¢* surge al reemplazar zero, algunas o todas
las instancias libres de z por y.

= Va3yle = y) [
o =V[x =t= ¢| < [t/x](p) siempre que x ¢ V(¢).

17Cuando no se da la definicion de sustitucion como se dio aqui, se debe pedir que t sea susti-
tuible por z en .
18 Obsérvese que aqui se requiere la condicion D # () dada en la definicion de estructuras.
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III. Sistema formal para la Logica Predicativa

En la presente subseccion se procede analogamente a su contraparte proposi-
cional, por ende, el alfabeto del lenguaje predicativo £ s6lo tendra como conectivos
a ) = {—,=} y su unico cuantificador sera V. Similarmente se adoptan las mismas
meta-abreviaciones para A,V y <, es decir:

e (¢ A1) es una meta-abreviacion para (¢ = ).

e (¢ V1) es una meta-abreviacion para (—¢ = ).

e (¢ < 1) es una meta-abreviacion para ((¢ = ¥) A (¥ = ¢)).
A la vez que se agrega la siguiente:

e Jz[p] es una meta-abreviacion para —Vz[—y|.

Ademas los axiomas del sistema formal a estudiar £ son todas las wffs de la
forma:

Al. o= (Y= ).

A2. (p= (P =1) = ((p=¢) = (¢=7)).

A3. (0 = =) = (¢ = 7).

A4. Vz[p] = [t/z](¢) siendo ¢ sustituible por x en .
AB5. Va[p = ] = (¢ = Vz[¢]) con = ¢ FV(p).

A6. Va[x =t = ¢] = [t/z](p) con z ¢ V(1).

A7. [t/z](¢) = Va[zr =t = ] con = & V().

Mientras que las reglas de inferencia de K son Modus Ponens y Generalizacion:

@ @:>¢MP L'k v ¢ FV () paracada ) € I

v T+ Va[y] Gen

Algunas aclaraciones respecto a las condiciones dadas recientemente son ne-
cesarias:

Los axiomas Al, A2, y A3 fueron agregados de tal manera que todas las tau-
tologias de PROP sean teoremas de este sistema formal también. Es decir, inme-
diatamente se da el siguiente:

Teorema II.16 (Instancias de tautologias son teoremas)
Sea ¢ € PROP; una tautologia, si {p1,...,p,} C Py, entonces para cualesquiera

U1, ..., 0, € L se cumple que Fi [V /p1] - [Un/pnl(p).
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Demostracion. Si ¢ es una tautologia, entonces por completez se verifica que
. ¢. Esto significa que existe una prueba A = (¢4, ..., ¢;) en L de ¢. Se demostrara
por induccién que para cada i € {1,...,k} se cumple que si {p1,...,p.} € Py y
P1,..., ¢, € L, entonces b [¢1/p1] - - [Un/pnl(@i):

e Si i = 1 entonces p; = ¢; es un axioma de L. Asi, por induccion sobre n (la
cantidad de atomos a sustituir), se prueba que [i¢1/p1] - [¥n/pn](i) €8 Una
instancia de un axioma de K, es decir, Fx [¢1/p1] -+ [¥n/pn](01)-

e Supongase que para todo i < [, si {p1,...,p,} C Py, entonces para cuales-
quiera v, ...,1, € L se cumple que Fx [¢1/p1] - [¥n/pn](p;). Veamos que esto
también es valido para [. Si ¢; es un axioma de K, la prueba es la misma
que para el caso base. Por otro lado, si ¢, es consecuencia de aplicar modus
ponens a ¢; y v, = (¢; = ¢;) con j, k < [, entonces, por hipotesis induc-
tiva, si {p1,...,pn} € Py, se verifica que Fi [¢1/p1] - [¥n/pn](@; = wi) ¥ que
Fic [W1/p1] - - [¥n/pnl(p;). Ademas sabemos que:

[/ ] - [n/ pn](05 = 1) = [0r/pa] - - [¥n) Pal(0) = [1/ pa] - - [/ ] (1)
Aplicando modus ponens se concluye lo deseado.

El resultado recientemente probado es valido particularmente también para ¢, =
¢, con lo cual se concluye que Fi [¢1/p1] -+ [¥n/pnl(p). [

En A4 la condicion dada solo es necesaria si se esta trabajando con la sus-
titucion que no esta definida cuando ¢t NO es sustituible por = en ¢. En otras
palabras, en el presente texto dicha condicion sobra por razones discutidas en la
subseccion anterior. Ademas el axioma A4 trata de reflejar argumentos estandar
en matematicas, especificamente, cuando se sabe que una propiedad es valida
para todo objeto y se quiere utilizarla solo para uno:

Lema II.17 (Regla de Particularizacion - Regla A4)
(Si t es sustituible por z en ¢, entonces) Vz[¢] Fr [t/x](p).

Demostracion. La prueba es una aplicacion directa de modus ponens a A4. N

Similarmente, A4 induce una regla para el cuantificador existencial:

Lema II.18 (Regla Existencial - Regla E4)
(Si ¢ es sustituible por = en ¢, entonces) [t/z|(y) Fr Jz[p].

Demostracion. Por A4 se tiene ¢ Va[—p] = [t/z](—¢). Ya que [t/z](-p) = =[t/z](p),
por una instancia de una tautologia y modus ponens, ti [t/z](p) = =Vz[-y|. Apli-
cando modus ponens a esta instancia de teorema y al supuesto se concluye lo
deseado. |

En los axiomas A5, A6 y A7 las condiciones estan dadas siguiendo la validez
logica de los mismos revisada en la subseccion anterior. Es facil construir una
estructura en que una instancia de alguno de ellos es falsa cuando las condiciones
no se cumplen. Mas aun, A6 y A7 permiten probar las siguientes:
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Propiedades I1.19 (de la Igualdad)
Para cualesquiera t,,t5,t3 € TERM y ¢ € L:

1. Fx t; = t; (Reflexividad).

2. t; =ty bx ta = t; (Simetria).

3. t1 = ty,ty = t3 b t1 = t3 (Transitividad).
4.ty =ty b [t1/2](t3) = [to/](t3) (S1).

Demostracion. Six ¢ V(i) UV (t2) UV (t3) con t1,ty,t3 € TERM, entonces:

Prueba de la reflexividad:

l. z=ti=2=14 ID

2. Va[zr =t =z =1t] Gen

3. Vzlx=t; =ax=t=[t/z](x =1t) A6

4. [t1/z](x =t;) MP(2,3)
: t1 =1 Def. [t/x]

Prueba de la simetria:

1. ty = 19 Refl.

3. [to/z]|(ty =) = Vax =ty = ty = 1 A7

4. Vzlx =ty =ty = 1] MP(2,3)
6. t1=ty=>ty =1 Def. [tl/x]
Lot =1 MP(7,6)

Prueba de la transitividad:

1. ty =13 Hip.

2. [to/z](x =t3) Def.[ty/z]
3. [to/z](x =1t3) = Vr[x =ty = o = t3] A7

4. Vrlx =ty = x = t3] MP(2,3)
6. Li=lo=t =1y Def.[t, /1]
7. t1 =19 Hip.

: tl = t3 MP[7,6)

Para las ultimas dos obsérvese que sit € TERM y o« € TERM U L no tienen ins-
tancias de y € VAR, entonces [t/z](«) = [t/y][y/x](«). Asi, supongase que ¢, 11, t, t3
no tienen instancias de y € VAR:
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1. [ta/2](ts) = [ta/](£5) Refl

2. [ta/ylly/z]|(ts) = [ta/x](t3) Observacion
3. [ta/yl(ly/x](ts) = [t2/2](t3)) Def.[t,/x]

4. [t2/yl(ly/z](ts) = [ta/2](ts)) = Vyly = t2 = ([y/|(t3) = [t2/2](t3))] A7

5. Vyly =t2 = ([y/z](ts) = [t2/x](t3))] MP(3.4)

6. [ti/yl(y =t2 = ([y/2](ts) = [t2/2](t3))) Regla A4(5)
7. =ty = [t/yl(ly/z](ts) = [t2/7](t3)) Def.[t,/y]

8. t1 =ty = [t1/z|(ts) = [t2/x](t3) Observacion
9. t1 =19 Hlp

L [ /2](ts) = [ta/)(t3) MP(9,8)

1. 1=t Hip.

2. [ti/z](v) Hip.

3. [ti/ylly/=](¢) Observacion
4. [t/ylly/zl(e) = Vyly = t1 = [y/z](v)] A7

5. Vyly =t = [y/](¢) MP(3,4)

6. [ta2/yl(y =t = [y/z](p)) Regla A4(5)
7. ty=t1 = [t2/7](p) Observacion
8. th=1 Simetria(1)

o [ta/z](p) MP(8,7)

Finalmente, la necesidad de la condicion dada en la regla de Generalizacion se
hace explicita en la demostracion del:

Teorema II.20 (de la Deduccioéon - CP)

Si ¢ € £ es una premisa en una prueba A de v, i.e. I', p ¢ 1, entonces existe
una prueba A’ de (p = ) a partir de I' que no usa a ¢ como premisa, es decir
I' k. (¢ = ¢). A manera de regla de inferencia:

F,QOF}C’QZJ
b=

Demostracion. La estrategia es similar a la demostracion inmediata anterior, es
decir, si A = (¢1,...,¢,), por induccion se debe probar que para cada i € {1,...,n}
se cumple que I' F¢ (¢ = ¢;). El caso base es muy similar a su analogo proposi-
cional. Por otra parte, el caso inductivo incluye consideraciones al momento de
efectuar generalizaciones: Supongase que I' b (¢ = ¢;) parai < k < n. Si ¢, es
¢, un axioma, una premisa en I' o consecuencia de utilizar modus ponens a wffs
anteriores en A, entonces la prueba de que I' ¢ (¢ = ;) es similar a los analogos
proposicionales correspondientes. Si ¢, es consecuencia de aplicar generalizacion
a ¢; con j < k, entonces yj, := Vz[p,| siendo x una variable que no aparece libre en
aquellas hipoétesis requeridas para derivar a ;. De aqui se tienen dos casos:

e Si ¢ no se utilizo como hipoétesis requerida para derivar ¢;, entonces una
induccion sobre la longitud de esta derivacion muestra que I' ¢ ¢;. Por ge-
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neralizacion, I' b Vz[p;|y, por Al, I e (Vz[p;] = (p = Vz[p;])). Una aplicacion
de modus ponens permite conlcuir I' i (¢ = ¢x).

e Si p si se utiliz6 como hipotesis en la derivacion de ¢;, entonces la variable
x no aparece libre en ¢. Esto permite afirmar una instancia de A5, i.e. I' k¢
Velp = ¢;] = (¢ = Vz[p;]). Ademas, por hipétesis inductiva se tiene que
I' b (¢ = ;) ¥, por generalizacion, I' Fx Vz[p = ¢;]. Nuevamente, por modus
ponens, I' Fi (¢ = Vz[p;]). Es decir I' Fx (¢ = ¢x).

Otros textos no restringen la regla de generalizacion como se hizo en el presen-
te trabajo, sin embargo al momento de enunciar el teorema de la deduccion deben
agregar las condiciones necesarias para que éste sea valido, c.f. [Men97, EndO1].
Ademas, obsérvese que generalizacion trata de formalizar otra “manera cotidiana
de razonar del matematico”: si un objeto x indeterminado cumple la propiedad
v, entonces es valido concluir que todo objeto tiene la propiedad. Que = sea in-
determinado se formaliza precisamente con la condicion de que z no aparezca
libre en aquellas hipotesis requeridas para deducir a ¢. Considérese por ejemplo
el siguiente razonamiento:

Ejemplo II.8 Supodngase como hipétesis que = = ¢ con ¢ € Fy. De aqui, por genera-
lizacion sin restricciones se cumple que Vz[z = ¢|. Por el teorema de la deducciéon
podria concluirse entonces que -y = = ¢ = Vz[z = ¢|]. No obstante, recuérdese que
la propiedad deseada para K es que sea robusto y completo respecto a la semantica
definida en la subseccion anterior. Esto no se cumpliria ya que [~ © = ¢ = Vz[z = (|
lo cual se verifica rapidamente usando una estructura 2[ con mas de un elemento.
De esta manera, evitar las restricciones en la regla de generalizacion limitaria las
propiedades “deseables” del sistema formal K que esencialmente corresponden a
representar “satisfactoriamente” el razonamiento légico cotidiano.

Ademas, heredadas de logica proposicional, también se tienen las siguientes:

Propiedades I1.21 (Contradiccion y Contrapositiva)
Dadas una teoria I' C £ y una wff ¢ € L:

e SiI'U{p} es sintacticamente inconsistente, entonces I' - —p.
e Sil', phkx ), entonces I', Y i —p.

Cuyas pruebas son exactamente las mismas que en logica proposicional.

Por la manera en que se construyo el sistema formal K y las observaciones
dadas al respecto no deberia ser una sorpresa que se tenga el siguiente resultado:

Teorema II.22 (Robustez fuerte de la l6gica predicativa)
Parape Ly C L:
SiT'F ¢, entonces I = ¢



70 Logicas Proposicional y Predicativa

Demostracion. Sean 2l = (D,X,7) una estructura para £, o0 : VAR — D una
asignacion de variables y supongase que |= ) I'. Por definicion para cada ¢ € T’
se cumple que [¢]3 = 1. Mas aun, de la subseccion pasada sabemos que todas las
instancias de axiomas Al, A2, A3, A4, A5, A6 y A7 son logicamente validas y en
consecuencia se verifica el caso base para esta prueba, es decir:

* Fug = (V=p).

e Fao (o= W=7)=(r=v)=(p=17).

Faue) (7Y = —p) = (9= ¥).

o o Valg] = [t/2](¢) (siendo t sustituible por z en ).
* o) Valp = ¥ = (¢ = Va[y]) conx ¢ FV(p).

Fao) Valo =t = o] = [t/z](p) con z ¢ V(1)

o o [t/x](p) = Valz =1 = ¢] con x & V(t).

Como caso inductivo se tiene que:

» Si =0 Y Fae (9 = 1), entonces, ya que las valuaciones respetan modus
ponens, =) 1.

= Sea z una variable tal que = ¢ F'V(¢) para cada ¢ € I'y supongase que I' |= ¢.
Si d € D, entonces obsérvese que [[¢]]§;‘f = [¢]§ = 1. Por hipétesis inductiva se
cumple que [[go]]g? = 1, lo cual implica que [Vz[p]]§ = mindep[[go]]g‘g = 1. Por lo
tanto = ) V(o]

Por induccion sobre las pruebas a partir de I' se cumple que =) ¢ para cada ¢
tal que I' - p. En resumen, se ha probado que toda consecuencia sintactica de I'
es también consecuencia semantica de I'. [

Antes de probar el teorema de completez de K, se recuerdan las siguientes
definiciones:

Definicion I1.21 (Consistencia y completez)
Sea I' C £ una teoria, entonces:

e [' es contradictoria (sintacticamente inconsistente) si y solo si existe ¢ € £
talque ' o y I' Fe —ep.

e [ es (sintacticamente) consistente si y solo si no es contradictoria.

e [' es (sintacticamente) completa si y solo si para toda ¢ € £ se cumple que 6
pel o-pel.

Con éstas y con el teorema anterior se obtiene el siguiente:
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Corolario I1.23 (Consistencia semantica implica consistencia sintactica)
Si I es satisfactible (semanticamente consistente), i.e. si existen una estructura 2(
y una asignacion o tales que =, I', entonces I' es (sintacticamente) consistente.

Demostracion. El resultado se demostrara probando el contrarreciproco. Asi, su-
pongase que I' no es consistente, entonces existe p € Ltalque I' Fx ¢ y I' Fx —o.
Por robustez esto significa que I"' = ¢ y I = —¢. Pero ninguna pareja (2, c) cumple
que Fu.) ¢ Y Fue @, por lo cual no hay pareja (2, 0) que satisfaga a todas las
formulas de I', es decir, I' no es satisfactible. [

A continuacion se iran probando lemas, cada uno de los cuales servira para
verificar la completez (semantica) fuerte de la logica predicativa:

Lema II.24 (de Lindembaum-Tarski)

Dada una teoria de primer orden (sintacticamente) consistente ['y es posible ex-
pandirla para obtener una teoria de primer orden I' O Iy consistente y (sintacti-
camente) completa.

La prueba del enunciado anterior es la misma que la de su analogo proposi-
cional. Mas aun, el siguiente también es un meta-teorema respecto a K:

Lema II.25 (Generalizacion sobre constantes)

Dados un lenguaje predicativo £, una teoria I' C £, una wff ¢ € £, una constante
¢ € Fy que no ocurre en ninguna wff en I', se cumple que si I ¢ [¢/z](p), entonces
[ b Va[y].

Demostracion. Sea A = (¢1,...,¢;) la prueba de [¢/z|(¢) a partir de T" en K, pro-
baremos que A’ = ([y/c|(¢1), ..., [y/c](¢r))Y} con y una variable que no ocurre en
alguna wff de A, es una prueba de [y/c|([c/x](¢)) = [y/z](p) a partir de I" en K:

e Si p; es un axioma entonces la sustitucion [y/c](¢1) no afectara este hecho.

e Por otro lado, si ¢; s una premisa, entonces ¢ no ocurre en y; (por hipotesis)
por lo cual [y/c|(¢;) = ¢; € T.

e Si ¢, es consecuencia de modus ponens aplicado a ¢; = ¢; y ¢; con j < i,
entonces [y/c|(y;) es consecuencia de aplicar modus ponens a [y/c|(¢; = ¢;) =

ly/cl(p;) = [y/cl(pi) y a[y/c](p;)-

e Si ¢, := Vz[p,] es resultado de aplicar generalizacién a ¢; con j < iy z, una
variable que no esta libre en las ¢ tales que k£ < j, entonces [y/c|(Vz[p;]) =
Vz[ly/c|(¢;)] quien es consecuencia de una generalizacion sobre [y/c|(y;).

19La definicion de la substitucion de una constante por una variable, aunque no fue dada an-
teriormente, con la condicién dada en la prueba es facilmente definible y no genera mayores
problemas.
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De aqui se obtiene que A’ es una prueba de [y/z](y) a partir de I en K. Ya que y no
ocurre en las wff's de I, por generalizacion se cumple que I' - Vy[[y/x](y¢)]. Por regla
de particularizacion (regla A4), también es valido que I' b [z/y]([y/z](y)), i.e. ' F .
Como z fue sustituida por y en A’, se cumple que = ¢ FV () para ) en A’, por lo
que se puede aplicar generalizacion nuevamente y concluir que I' - Va[y]. |

Estos lemas y la siguiente definicion se utilizaran para efectuar la prueba es-
tandar de la completez de K:

Definicion I1.22 (Teoria Henkin)

Sea £ un lenguaje predicativo, entonces I' C £ es una teoria Henkin, también
llamada teoria-chivo-expiatorio, sii para cada ¢ € £, existe una constante c, € Fy
tal que (=Vz[p] = —[c,/x](p)) € I'. A ¢, se le denomina el Henkin-testigo de ¢.

Lema II.26 (de Lindembaum-Tarski para teorias Henkin)
Toda teoria consistente I' C £ tiene una extension Henkin I O T' completa y
consistente.

Demostracion. De igual manera que en la version original para teorias no-Henkin,
se construye una sucesion de lenguajes predicativos £y C £; C £,... y una su-
cesion de teorias Iy C Iy C I'y... tales que I'; C £; para i € Z U {0}. Ya que los
lenguajes predicativos, en general solo cambian en su signatura (parte no 10gi-
ca), es suficiente con construir una sucesion de signaturas ¥y C ¥; C ¥y C ....
Definase asi ¥y := Xy X411 = X, U{c, | ¢ € L.}, i.e. L,1, es el lenguaje predi-
cativo generado al agregar a las constantes de £, una nueva (y distinta a todas
las demas) c, por cada ¢ € £,. Se verifica rapidamente que £, C £, 4, para cada
n € Z U {0}. Por otro lado, se hace fijo que I'; := I' y recursivamente se define
Logr =T U{(—V2[p] = —[c,/2|(9)) | ¢ € L,} para finalmente denotar:

= J coyr= |J I.

nezZu{0} neZU{0}

SeaI” :={p € L' | "+ ¢}, entonces claramente I' C I C I'”. Veamos que [V es una
teoria de Henkin consistente:

e Si ¢ € L' entonces existe n € Z U {0} tal que ¢ € L,. Por definicién de T,
sabemos que (—Vz[p] = —[c,/z](¢)) € T, € I'". Por ende I es una teoria
Henkin.

e Para probar la consistencia de I'” es suficiente con ver, por induccion, que
cada I',, es consistente. Por hipotesis 'y es consistente. Supongase que I';,, es
consistente pero que I',,;; no lo es. Como las deducciones son finitas existe
A C {(=Vzlp] = —ey/xl(p)) | ¢ € L,} finitoy ¢ € L,y talque I, UA F ¢y
'y UA F —p. Asi, aplicando la regla de contradiccion, para ¢y € A se cumple
que I', U (A\ {¢}) - . Ya que —¢ tiene la forma —(—Vz[p] = —[c,/z]|(¢)), con
razonamientos tautologicos se puede probar que I';, U (A\ {¢}) F =Vz[¢] y que
Ly U (AN A{¢}) F [e,/2](¢). Por generalizacion sobre constantes se obtiene de
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esta altima que I',, U(A\{v¥}) - Vz[p]. Por ende I',,U(A\ {¢'}) es contradictoria.
Aplicando este mismo argumento hasta agotar todas las wffs de A\ {¢} se
concluye que I',, es inconsitente, lo cual contradice la hipotesis de induccion.
Asi [ es consistente y, consecuentemente, I también.

De aqui so0lo queda aplicar el lema de Lindembaum-Tarski original para obtener
una teoria de Henkin I O I O I" completa y consistente. [

Lema II1.27 (de Henkin)
Si I' es una teoria Henkin completa y consistente, entonces I' admite un modelo.

Demostracion. Considérese la relacion sobre términos:
t~ssii(t=s)el

Por las propiedades de la igualdad se verifica que ~ es de equivalencia. Considé-
rese ahora a las clases de equivalencia inducidas por ésta:

TERM

~Y

D = ={[t] |t e TERM}

Ademas para f € F, conn € Z* definase a la interpretacion Z de f bajo2 = (D, X, 7)
por f2([t1],...,[ta]) :== [f(t1,...,t,)] (la clase de equivalencia del término f(t,,...,t,)).
Esto esta bien definido porque, gracias a las propiedades de la igualdad (S1), se
puede obtener una prueba de (s; = t; A+~ As, =t,) = f(S1,...,80) = f(t1,...,1n)
en K. Mas aun, particularmente para c € Fy, definimos ¢* = [¢]. Finalmente, para
P € P, con n € Z* diremos que ([t1],...,[t.]) € P* siy solo si P(ty,...,t,) €'y, en
especial para p € P, definimos p* = 1 siy sé6lo si p € I'. Con base en esto, probamos
por induccién sobre el numero de conectivos y cuantificadores en ¢, que =y ¢ si
y solosipel:

e Si p no tiene cuantificadores ni conectivos, entonces ¢ es atébmica, de donde
se desprenden dos casos:

* Por construccion =g p siy solosip e I.
® o Pty ..., t,) sii (1, ... t%) € P¥sii ([t1],. .., [t.]) € P¥sii P(ty,...,t,) € T.

e Supongase que si el numero de cuantificadores y conectivos en 7 es menor
que k, entonces |~y v siy solo si vy € I'. Asi:

¢ Si el numero de cuantificadores y conectivos en —y es k, entonces ¢ tiene
k — 1, por lo que |~y ¢ siy solo si ¢ € I'. De aqui que |y —¢ sii [~y ¢ sii
¢ sii—pel.

* Si el numero de cuantificadores y conectivos en ¢ = ¢ es k, entonces
¢ y ¢ tienen menos que k, por lo que la hipotesis de induccion aplica
en ellas. De aqui que =y ¢ = ¢ sii (g ¢ 6 =g ) sil (p e 6 ¢ € 1)
sii ¢ = ¢ € I' (por Al, el principio de explosion, modus ponens y modus
tollens).
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* Si el numero de cuantificadores y conectivos en Vz[p] es k, entonces ¢
tiene k£ — 1 y la hipotesis de induccion le aplica:
(=) Si =y Vz[yp] es facil ver que =y [c,/z|(¢) y, por hipétesis inductiva,
[c,/z](p) € T'. Supongamos para obtener una contradiccion que Vz[y] ¢ I
Por completez obtenemos que —Vz[y] € I'. Por ser teoria Henkin, también
se cumple que (—Vz[p| = —[c,/z](¢)) € I', lo cual por modus ponens im-
plica que —[c,/z]|(¢) € I, lo cual contradice que I' sea consistente. Por lo
tanto Vz[p] € I’
(<) Si Vz[gp] € I', entonces por particularizacion [t/x](¢) € I'. Aplicando
la hipétesis inductiva se tiene que |=y [t/z](y), de donde facilmente se
obtiene que =y ¢. Por generalizacion semantica =y Vz[p].

De aqui que si ¢ € T, entonces existe A = (D, X, 7), tal que =y ¢, es decir, I' admite
un modelo. [

El lema de Henkin es parte del argumento estandar contemporaneo para pro-
bar la completez de K y se prefiere porque es mas facil generalizarlo a lenguajes
de cualquier cardinalidad. No obstante la completez de la 16gica de predicados
fue originalmente demostrada por Kurt Goédel en su tesis doctoral de 1930 con
un argumento distinto al presentado aqui. La conlusion es la misma en ambos
casos:

Teorema II.28 (de completez de Godel)
Sea £ un lenguaje predicativo, entonces para ¢ € Ly I' C £ se cumple que:

SiT E ¢, entonces T' - ¢

La prueba de este resultado es analoga a su contraparte proposicional y, simi-
larmente, tanto el uso de parejas de estructuras y asignaciones como la obtencion
de derivaciones en K son métodos equivalentes para decidir si una wff es conse-
cuencia de un conjunto de premisas o no. Ademas como consecuencias a todo lo
dicho en esta seccion se tienen las siguientes:

Propiedades I1.29 (Propiedades de la l6gica predicativa)
Para un lenguaje predicativo £ y su sistema formal K correspondiente, se cumple
que:

e La teoria matematica de K coincide con el conjunto de wffs logicamente
validas.

e La teoria matematica generada por K es sintacticamente consistente.

Con esto concluye la seccion de logica predicativa. Algunos resultados concer-
nientes a modelos seran demostrados en los siguientes capitulos debido a que en
los sistemas axiomaticos es donde se ve mayormente las aplicaciones de dichos
resultados y todo lo visto hasta ahora.



Capitulo 3

Fundamentos en la Teoria de
Conjuntos

Hasta ahora se ha visto que el razonamiento logico clasico se puede formali-
zar de manera fidedigna en algun sistema formal .#. Con base en esto es posible
que se desee ampliar el alcance de dicha formalizacion. Esto es, si la 16gica puede
representarse sintacticamente ¢qué impide que pueda hacerse lo mismo con las
matematicas, la fisica o incluso el lenguaje natural? Cabe senalar que, con ayuda
de las computadoras, diversos proyectos han formalizado gran parte de las mate-
maticas utilizando algiin sistema formal especifico. Mas aun, en 1994 se publico
el manifiesto QED que proponia “tener una unica base de datos estrictamente
formalizada, computarizada y accesible, de todo el conocimiento matematico es-
tablecido, con las demostraciones verificadas por computadora” [B*, Mizar]. No
obstante, hasta la fecha este objetivo no ha sido alcanzado.

El proceso de formalizacion de las matematicas puede efectuarse de distintas
maneras. Una de éstas consiste en seleccionar una teoria base “lo suficientemen-
te grande” como para englobar al resto de las teorias matematicas. Una de las
mas populares para efectuar dicho proceso es la Teoria de Conjuntos que bajo la
consigna “todo es un conjunto” y le relacion binaria “€” (épsilon)| de pertenencia
es capaz de definir, virtualmente, todos los conceptos matematicos y desarrollar
el resto de la matematica. En los siguientes capitulos, se presentara evidencia
en favor de que la formalizacion de (una parte considerable de) las matematicas
es posible y ademas se puede hacer de mas de una manera; al mismo tiempo se
explicara la motivacion detras de los sistemas elegidos para dicho fin. Particular-
mente, en la siguiente seccion se presentara de manera informal como se podria
llevar a cabo dicho proceso en la teoria de conjuntos a la vez que se explica la
ontologia de esta rama de las matematicas.

! Inicialmente Giuseppe Peano presento6 esta relacion por medio de la letra griega épsilon “c”
para representar el verbo “est” (ser/estar). Por ejemplo z ¢ N, significaria “z es un natural”. Pro-

bablemente por el uso de otra variante de la letra griega épsilon, a decir “¢”, el simbolo derivo en
el hoy mas utilizado “€”.
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I. TeoRIA INFORMAL DE CONJUNTOS

Histéricamente, el primer tratado de teoria de conjuntos fue desarrollado a
finales del siglo XIX por Georg Cantor. Sin ahondar mucho en detalles, €l estaba
estudiando propiedades de la recta real, las cuales lo llevaron a estudiar “coleccio-
nes” de numeros reales y el “tamano” de estas colecciones. El concepto de coleccion
es central para desarrollar una primera intuicion respecto a lo que es un conjun-
to. En términos de Ernst Zermelo, “dada cualquier propiedad bien definida, es
posible construir el conjunto de todos los objetos que cumplen dicha propiedad.”
Asi, si la propiedad “ser un numero par” esta bien definida, uno tiene permiti-
do pensar en el conjunto (la coleccion) de todos los numeros pares. A esta regla
de formacion de conjuntos comunmente se le denomina principio de comprension
y es el primer punto que se debe tener en consideracion para estudiarlos y usarlos.

Otro atributo importante de los conjuntos es su extension que informalmente
uno puede pensar como el “listado” de los objetos que el conjunto contiene. Si
dos conjuntos tienen la misma extension, entonces se puede determinar que son
iguales. Por ejemplo, el conjunto de “los primeros cinco enteros no negativos” y el
conjunto de “los enteros mayores o iguales que cero y menores o iguales a cuatro”
tienen la misma extension (los nameros cero, uno, dos, tres y cuatro) y, por lo
tanto, son el mismo conjunto.

La notacion para construir conjuntos ya es conocida. Se escribe {z | P(x)}
para denotar al conjunto de todos los objetos que cumplen la propiedad P. Si el
conjunto es finito éste se puede denotar por medio de su extension:

{#z | z es un entero positivo par menor que 10} = {2, 4,6, 8}

Se pueden utilizar puntos suspensivos en la extension si el conjunto es discreto,
infinito y el lector puede inferir el resto de los elementos:

{n | n es entero positivo} = {1,2,3,4,5,...}

Por extensionalidad, el orden en que se presenten los objetos que contiene un
conjunto sera irrelevante para determinar las propiedades del conjunto. Similar-
mente, también sera irrelevante si hay instancias repetidas de un mismo objeto
en la extension. Es decir, el conjunto representado por {a, b, c} es el mismo que el
denotado por {b,a,c} y también es el mismo que {c,b,b,b,a}.

A los objetos “dentro” de un conjunto se les llama elementos y éstos se rela-
cionan con los conjuntos por medio de la relacion de pertenencia “c”. Asi, para
expresar que “a es un elemento del conjunto {«a,b,c}” o, equivalentemente, que “a

pertenece a {a,b,c}”, se escribe a € {a,b,c}. La negacion de esta relacion se denota
por “¢”.

Ademas de la relacion de pertenencia, se tiene otra relacion entre conjuntos,
la de contencion “C”. Se dice que un conjunto A esta contenido en otro B, o que A
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es subconjunto de B, si todo elemento de A es un elemento de B. Estoes, A C B
siy solo si z € A, entonces r € B. Similarmente, la negacion de esta relacion se
simboliza por “Z”. Como consecuencia de esto, €l principio de extensionalidad de
conjuntos se puede reformular de la siguiente manera: “dos conjuntos Ay B son
iguales,i.e. A=B,siAC By BCA"

En vez de usar una propiedad P para describir a un conjunto se puede utilizar
un funcional f para hacer explicita la forma de los objetos en el conjunto. Esto es,
{f(z) | x € A} representa a todos los objetos con la forma f(z) siendo = un “indice”
que corre sobre todos los elementos de A. Por ejemplo, el conjunto denotado por
{n+n|n e {1,2,3}} es el mismo que {2,4,6}. También es posible “combinar” ambas
formas: {f(z) | P(x)}. Es decir, denotar el conjunto de todos los objetos de la forma
f(z) tales que x cumple la propiedad P. No obstante, obsérvese que todas estas
formas se derivan del principio de comprension pues:

{f@) [ Ple)} ={f(x) [z efy| Ply)}} vy {f(@)]zeA}={y|3zleecAry = f(z)]}

Ya que una “propiedad bien definida” P es una aseveracion acerca de algun
objeto = (r cumple P o x no cumple P), es posible operar con €stas como con las
proposiciones. Asi, si se tienen dos conjuntos Ay B, por el principio de compren-
sion, uno puede pensar en el conjunto de todos los objetos que o estan en A o
estan en B, i.e. {x |z € AV x € B}. A este conjunto se le denota por AU By se le
llama la union de A y B debido a que tiene a todos los elementos de A y a los de
B también. Mas aun, obsérvese que si A = {z | a(2)} y B = {y | 5(y)}, entonces
AUB={z|a(z) Vv p(2)}.

Analogamente, uno tiene permitido pensar en el conjunto de todos los obje-
tos que estan en A y en B al mismo tiempo, es decir, su interseccion, la cual
es denotada por A N B. Utilizando las mismas notaciones del parrafo anterior:
AnNB={zx|ze ANz e B} ={z|a(z)ApB(x)}.

En matematicas también es importante el uso de “tuplas”, “n-adas” o “sucesio-
nes finitas” (z1,2,...,z,); esto es, agrupaciones de objetos en las cuales el orden
si cuenta. Por ejemplo la pareja ordenada de letras (a,b) es distinta de la pareja
ordenada (b,a). Con el principio de comprension uno puede construir conjuntos
cuyos elementos sean estas parejas. Mas especificamente si Ay B son conjuntos,
existe su producto cartesiano A x By es el conjunto de las parejas (a,b) tales que
ac Aybe B,i.e. AxB={(a,b) |a€ AND € B}.

De manera similar es posible “restar” dos conjuntos, Ay B, al construir al con-
junto de todos los objetos en A que no estan en B, i.e. A\ B={x |z € ANz ¢ B}.
Ademas obsérvese que si A = {z | a(x)} y B={y | 5(y)}. entonces la diferencia de
conjuntos es A\ B = {z | a(x) A —=5(z)}. Mas aun, suponiendo que U es un supra-
conjunto de A, es decir, que A C U, es factible concebir a U como un “universo” o
un “todo” y, en consecuencia, A seria una fraccion de ese total. En dichos casos,
la diferencia conjuntista es también llamada toma de complementos, y el conjunto
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de todos los objetos en U que no estan en A se denota A¢y es referido como el
complemento de A. Mas precisamente A°=U\A={z |z cUANzx ¢ A}.

Directamente del principio de comprension uno puede construir el conjunto
vacio (), o sea, el conjunto que no tiene elementos. Para esto uno no necesita dar
mas que una contradicciéon “P(z) A =P(x)” como la propiedad “bien definida” re-
querida por el principio. Es decir, ) = {z | P(z) A =P(x)}, pues no hay ningun
objeto existente que cumpla una contradiccion de acuerdo a la logica clasica.
Notese también que se habla del conjunto vacio (y no de “un conjunto vacio”)
por el principio de extensionalidad, ya que la falta de elementos es una mis-
ma extension sin importar la contradiccion utilizada para generar al vacio, i.e.

0 ={z| Plx)A=Px)} ={z | ~(Qz) = Qx))} = {z | L}.

Dualmente, en vez de utilizar contradicciones se pueden emplear tautologias
para aplicar el principio de comprension y formar al conjunto universal, es decir,
el conjunto V ={z | T} ={z |z =2} = {z | P(x) = P(x)} que tiene cualquier objeto
en su interior, pues todos satisfacen la tautologia. Es aqui en donde empiezan
a surgir complicaciones en la teoria que se esta desarrollando. Por ejemplo, otra
propiedad “bien definida” es la relacion de “ser subconjunto” C. Asi, uno tiene
permitido concebir “el conjunto P(A) de todos los subconjuntos del conjunto A”,
llamado el conjunto potencia de A, i.e. P(A) = {X | X C A}. Es un teorema, de-
mostrado por el mismo Cantor, que el conjunto potencia de cualquier conjunto X
tiene “mayor tamano” que el conjunto X original. Aplicando esta observacion al
conjunto universal, V, su potencia P(V') deberia tener mayor tamano que el mis-
mo V. Pero ¢como es esto posible si V' ya contiene a todas las cosas, incluyendo
a todos los elementos de P(V)?

Lo dicho en el parrafo anterior se formaliza por medio del concepto de cardina-
lidad de conjuntos. Se le llama cardinalidad al “tamano” de un conjunto y éstas
pueden cumplir una relacion de orden “<”. Asi, que el conjunto A tenga menor
cardinalidad que el conjunto B, se representa simbolicamente por “|A| < |B|”".
Cantor prob6 que para cualesquiera dos conjuntos, Ay B:

e Si A C B, entonces |A| < |B|.
o Al <[P(A)].

De esta manera, se tendria que [P(V)| < |V| < |P(V)|, lo cual, por propiedad de
ordenes, implicaria que [P(V)| # |P(V)|, que claremente es una contradiccion.

Es bien sabido que si uno llega a una contradiccion mediante un razonamien-
to logico valido, se debe a que las hipotesis utilizadas son contradictorias. En el
presente caso el error estuvo en el principio de comprension pues el concepto de
“propiedad bien definida” precisamente no esta bien definido. Bertrand Russell
hizo explicito ésto al construir también su propia paradoja en la teoria de con-
juntos. El argumento que €l dio lo hizo para el sistema formal desarrollado por
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Gottlob Frege en su Begriff sschrift de 1879 (una logica predicativa de segundo or-
den)f|y es rapidamente trasladable a lo desarrollado en esta seccion. Considérese
al conjunto R = {z | = ¢ z}. Como ejemplo de un objeto que no esta en R se puede
tomar a V, pues V € V. Es valido también preguntarse si R € R. El argumento
procede como a continuacion:

e Si R € R, entonces R cumple la propiedad especificada por R, es decir, R ¢ R.
De aqui que (R € R) A (R ¢ R), una contradiccion.

e Por otro lado, si R ¢ R, entonces R cumple la propiedad especificada por R.
Por el principio de comprension R € R. Nuevamente se tiene la contradiccion
(ReR)N(R ¢ R).

Todo esto motivo un programa de formalizacion de la teoria de conjuntos bajo
unos axiomas que la hiciesen consistente. En la siguiente seccion se presenta el
sistema formal mas popular en el cual se lleva a cabo dicho objetivo.

II. TeEoRiA FOrRMAL DE CONJUNTOS

Para la formalizacion se utilizara un lenguaje formal predicativo (de primer
orden) £ que en su signatura (los simbolos no-logicos) solo tiene un simbolo pre-
dicativo de aridad dos distinto de la igualdad, i.e. ¥ = P, = {=, €} [| Se adoptaran
los mismos axiomas utilizados en el capitulo anterior al igual que las mismas
reglas de inferencia. A éstos se les denominara axiomas légicos mientras que los
agregados en esta seccion seran llamados axiomas no-légicos. El primero de éstos
es una formalizacion del principio de extensionalidad mencionado en la secciéon
anterior:

Definicion II.1 (Axioma de extensionalidad)
El axioma de extensionalidad es la wff:

VaVy[Vz[z € x & z € y| = © =y

Una vez presentado el lenguaje y dado el primer axioma, algunas aclaracio-
nes pueden ser necesarias. Al momento de formalizar algun conocimiento en un
lenguaje predicativo uno debe renunciar a explicar qué significan ciertas cosas
dentro de la teoria. Si uno tratase de definir todo lo expuesto, cada concepto re-
queriria otras nociones que a su vez requeririan de mas definiciones, entrando

2Una logica predicativa de segundo o6rden se genera cuando se separa el conjunto de variables
V AR del lenguaje predicativo £ en dos: aquéllas que seran o-asignadas a los elementos del dominio
de discurso d € D, y aquéllas que seran asignadas a los predicados monadicos (predicados de
aridad 1) definibles en D, i.e. P C D. Asi, las légicas predicativas estudiadas en el capitulo anterior
fueron todas logicas predicativas de primer orden, pues las variables eran todas asignadas soélo a
elementos de algan dominio de discurso.

3Notese que, de acuerdo al abuso de lenguaje ocupado en otros textos, al presentar el lenguaje de
la teoria de conjuntos varios autores expresan lo dicho anteriormente mediante oraciones similares
a la siguiente: “llamaremos £ = {€} al lenguaje de la teoria de conjuntos”. Pues equiparan lenguaje
con signatura y consideran a la igualdad un simbolo légico.
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asi en una regresion infinita. Esto se soluciona dejando algunos conceptos, deno-
minados primitivos, sin definir, que en el caso de una teoria de conjuntos clasica
son dos: las nociones de conjunto y pertenencia. Asi, la relacion € y el universo
de todos los conjuntos V nunca seran explicitados y, por ende, al momento de
presentar modelos para la teoria que se esta construyendo diferentes interpreta-
ciones podran ser dadas a ellos.

En el parrafo anterior se hablo de la posibilidad de definir relaciones (como la de
pertenencia) dentro de la teoria, no obstante, no se ha dicho como podria llevarse
a cabo dicho proceso. Considérese por ejemplo la relacion de ser subconjunto
“C”. Su respectivo simbolo no esta en la signatura del lenguaje de la teoria de
conjuntos por lo que hipotéticamente no podria utilizarse; pero aun asi, por lo
dicho en la seccion pasada, se sabe que =z C y = Vz[z € 2 = z € y|. Para ésto se
tienen dos soluciones:

e Anadir un nuevo simbolo predicativo P € P, a la signatura ¥ de £ por cada
nueva relacion n-adica definida en la teoria. Ademas habria que agregar un
axioma de la forma P(zy,...,z,) < ¢ al aparato deductivo, siendo ¢ la wff
que “define” lo que significa el nuevo simbolo. En el caso de la contencion
de conjuntos, se deberia agregar a P, el simbolo “C” al mismo tiempo que se
agrega el axioma:

rCyeVzzer=zey]

e Pensar en las definiciones de relaciones como meta-abreviaciones de wffs,
tal y como se hizo con los conectivos “A,V,<” y el cuantificador “3” en el
capitulo anterior.

El segundo enfoque es mas sencillo, pues se esta trabajando en la meta-teoria
y no es necesario demostrar, como en el primreo, que las modificaciones al len-
guaje y los axiomas no afectan la teoria matematica resultante. Dicha solucion
es la que se adoptara momentaneamente mientras no se presentan otro tipo de
definiciones dadas comunmente en matematicas. Mas adelante se enunciara un
teorema que justificara el primer enfoque y permitira formalizar lo que probable-
mente pueda sentirse como un argumento de fe, es decir, confiar en que siempre
se pueden “des-abreviar” las meta-cadenas para tener las wffs dadas en L.

Mientras tanto, se puede probar con lo dicho hasta ahora que “la relacion de
contencion de conjuntos es una relacion de o6rden parcial”:

Propiedades II.1 (de la contencion de conjuntos)
Son teoremas de una teoria de conjuntos con axioma de extensionalidad las si-
guientes tres “wffs”:

o Vz[x C z].
o VaVyVzlx CyAy C z= 1z C z|.

o VaVylx CyAy Coz=x =y
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Demostracion. Las demostraciones se hacen formalmente:

l. zex=z€x ID
2. Vz[zex=z€x] Gen(1)
3. zCx Def.C
Valzr C 7 Gen(3)
1. rCyANyCz Hip.
2. xrCy AElIim1(1)
3. yCz AElIim2(1)
4. Yulu€x=ucy] Def.C(2)
5. Wvey=wve:z| Def.C(3)
6. wecx Hip.
7. wWET=wEeEY ReglaA4(4)
8. weE Y MP(6,7)
9. wEeEY=>weEz2 ReglaA4(5)
10. wez MP(6,7)
11. wezkwez Resumen(6-10)
12. trwer=wez CP(11)
13. Ywlw € x = w € 7] Gen(12)
14. zCz Def.C(13)
15, z2CyAyCztaxCz Resumen(1-15)
16. FzCynyCz=2xCz CP(15)
: VaVyVzle CyAy C z =z C Z] Gen(16)x3
1. rCyNyCux Hip.
2. xCuy AElim1(1)
3. yCu AElLIm2(1)
4. Yulu € x = u €yl Def.C(2)
5. Yofvey=vezx] Def.C(3)
6. wWEeET=wEeEY ReglaA4(4)
7. weEy=weEcx ReglaA4(5)
8. wWETESWEY < Intro(6,7)
9. WVaWyVwlw € z < w ey =z =1y Extensionalidad
10. Ywwer s wey=r=y ReglaA4(9)x2
11. Vww ez & w ey Gen(8)
12. z=y MP(11,10)
13. zCyAnyCaxtaoz=y Resumen(1-12)
14. FxCyANyCor=ax=y CP(13)
. VaVylr CyAy C o=z =1y] Gen(14)x2

Ya se ha visto que si se agrega el principio de comprensiéon a la teoria que se
esta construyendo se generaran paradojas. Para evitarlas solo se requiere una
ligera modificacion a dicho principio, la cual consiste en admitir la construccion
de “subconjuntos” de conjuntos ya existentes, mas no una construccion descon-
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trolada. Es decir, en vez de formar el conjunto de todos los objetos que cumplen
la propiedad P; i.e. {z | P(z)}, dado un conjunto X, se podra formar el conjunto
de todos los elementos de X que cumplen la propiedad, i.e. {x € X | P(x)}. Esto
no traslada la paradoja de Russell al “universo alternativo” X, como se puede ver
en el siguiente argumento: Sea R = {z € X | = ¢ x} entonces es valido preguntarse
si ke R:

e Si R € R, entonces R cumple lo especificado por R, es decir que R € X y
R ¢ R. De aqui se desprende la ya conocida contradiccion (R € R) A (R ¢ R).

e Si R ¢ R, entonces R no cumple lo especificado por R, es decir, 6 R ¢ X 6
R € R. Como la segunda no puede ocurrir, porque generaria la contradiccion,
solo resta concluir que R ¢ X. Por lo tanto, R ¢ Ry ademas R ¢ X.

Por como se modifico el mecanismo de construccion de conjuntos, esta nueva
forma de hacerlos es llamada principio de comprension restringida, axioma de sub-
conjuntos, axioma de especificacion o axioma de separacion. Para hacerlo estric-
tamente un axioma, es necesario clarificar qué es una propiedad “bien definida”.
Como se vio anteriormente, toda wff puede sustituirse por un nuevo predicado
cuya aridad sea mayor (o igual) a la cantidad de variables libres en la wff. Por eso
no es sorpresa que se escoja utilizar wff's en vez de “propiedades bien definidas”.
Es decir la formalizaciéon del principio de comprension restringida es:

Definicion II.2 (Esquema de Axioma de Especificacion)
Dada una wff ¢ € L cuyas variables libres estén entre =, w, ..., w,, z, siendo n un
entero no-negativo, la siguiente wff es un axioma de la teoria de conjuntos:

Vw; ... Yw,Vz3yVez € y & x € 2 A ¢

El enunciado anterior es un esquema de axioma porque proporciona un axioma
por cada wff de L. Ernst Zermelo fue quien introdujo esta modificacion al principio
de comprension de Frege. Posteriormente se agregara otro esquema que permitira
derivar el recientemente presentado; pero por el momento el esfuerzo sera dirigido
a ver las consecuencias del recientemente expuesto:

Teorema II.2 (Existe un conjunto que no tiene elementos)
Es teorema de una teoria con esquema de axioma de especificacion la wff:

V[~ (z € y)]

Demostracion. El argumento procede de la siguiente manera:
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1. Sip es una sentencia de £, entonces ¢ := (p A —p) € L DefinicionTemporal
2. yi=zxezNY DefinicionTemporal
3. VzdyVr[r €y <] Especificacion(1)
4.  WYVzlr €y & 9 ReglaA4(3)
5. y& Inst. Tautol.
6. [Y/7]FyVzjx €y 9]) & [U/Y]|EByVer € y & 7)) Teo.Sust.(4,5)
7. TyVzlrz ey oY) o WVrx € y & Def.[¢) /7]
8. Elny[x €y = yWelr € y & Y] <-Elim2
9. =(rxeye) DefinicionTemporal
10. EIny[E] MP(4,8)
11. (& (zey) Teorema Logico
12. [~(x € v)/&](Fyvz[€]) © [£/€](Fyvz[E]) Teo.Sust.(10,11)
13. JyVz[—~(z € y)|] & IyVz[¢] Def.[—-(z € y)/¢]
14. FyVz[¢] = FyVa[-(x € y)] <-Elim2
: JyVa[-(x € y)] MP(10,14)
|

Esto significa que existe al menos un conjunto vacio. Para poder hablar del
tinico conjunto vacio (), sera necesario comprobar su unicidad. Es bien sabido que
para probar que solo hay un objeto que cumpla una propiedad, se debe suponer
que la propiedad es valida para dos variables y probar, a partir de ésto, que el
objeto que designan dichas variables es el mismo. En particular esto sera valido
para cualquier construccion de la forma {z € z | ¢(x)}:

Lema II.3 (El conjunto del que habla especificacion es tinico)
Es teorema de una teoria con axioma de extensionalidad la siguiente wff:

VaVyVwVe[zr ey v e 2 ANl AVejlr e w ez € 2N ¢ = y = v

Siendo ¢ una wff con variables libres entre z,wy, ..., w,, 2.

Demostracion. Se tiene que:

1 Ve[reyeorezNp|AVex ew s x € 2N ¢ Hip.

2. VrifreyexzezAy AElim1(1)

3 Ve[r e w sz € 2 A ¢ AElim2(1)

4. zxzeysSrEeEzZNP ReglaA4(2)

5. rcewsrezAyp ReglaA4(3)

6 rTeEYSTEW &Transitiv(4,5)
7. YyWwVzjz €y x € wl =y =uw)| Extensionalidad
8 Ve[r € y & x € w] Gen(6)

9. Wrrcewerey=y=w ReglaA4(7)x2
10. y=w MP(8,9)

11. VzlzreyereczApAVelrcewesrezNplFy=w Resumen(1-10)
12. FVa[reyereczAp|AVe[rcws ez =y=w CP(11)

VoVyVwlVe[r ey s r €z AN AVzlr cw s v € 2N 9| = y=w] Gen(12)x3
|
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Son comunes en matematicas las demostraciones de existencia y unicidad de
alguan objeto. Por dicha razon frecuentemente se presenta la instancia de formula
“lzfp]” con z € FV (p) como abreviacion de 3z[p] AVyYw[y/z](o) ANw/z](p) = y = w].
Este es el enfoque que se utilizara también en el presente texto.

Una vez que se ha probado (1) la existencia y (2) la unicidad del conjunto vacio,
se tiene permitido “definirlo”. Es decir, un libro de texto estandar de matematicas
procederia en este caso a decir algo como: “() denotara al conjunto vacio”. Sin
embargo, esto requeriria aumentar los simbolos funcionales F de la signatura
¥ de L. Para sortear estos ultimos obstaculos formales, se dan las siguientes
definiciones y teoremas:

Definicion II.3 (Definicion de un simbolo en un lenguaje)
Sean > C ¥’ dos signaturas cuyos lenguajes predicativos (de primer orden) co-
rrespondientes son £ C £’ respectivamente.

e Dado P € (¥'\X)NP,, se dice que dp es definicion de P (en L') sii existe pp € L
con FV(pp) C {wy,...,w,} tal que:

Op ==Yz .. V2 [P(21, ..., 2n) < [2n/wn] - - [21/w1](¢p)]

e Dado f € (¥'\ X)NF,, se dice que ¢, es definicion de f (en L) sii existe p; € £
con FV(pf) C{ws,...,w,, w,+1} tal que:

Op == Va1 Vzu[[f (21, 2n) fwnga] [z /wn] - [21/wn] (7))

Definicion II.4 (Extension por definiciones de una teoria)

Sean ¥ C ¥’ dos signaturas cuyos lenguajes predicativos (de primer orden) co-
rrespondientes son £ C £’ respectivamente. Para cada s € (3 \ X), denétese J; a
una definicion de s (en L) siendo testigo de esto la formula bien formada de £, ¢;.
Dadas dos teorias I' C Ly IV C £/, se dice que [ es extension por definiciones de
I' sii:

o I"=TU{0s|se(X\)}
e Para cada simbolo funcional n-ario f € (X' \ ¥) se cumple que:

I'F V2. V2,3 [ly/wn | [20/wn)] - - - [21 /w1 (0f)]
Con FV(pys) C{w,..., Wy, W1}

El lector no debe confundirse por las sustituciones presentadas en las defini-
ciones anteriores: Se sabe que escribir ¢(wy,...,w,), con la notacion usada en la
seccion de teoria informal de conjuntos, significa que los objetos designados por
wy, .. ., w, se comportan de acuerdo a lo que dice ¢. Asi, la wff [z,/w,] - - [z1/w1](¢p)
es la notacion formal para su analogo informal ¢(z,...,z,) y asi dp esta diciendo
que P(z1,...,2,) < ¢(z1,...,2,), €sto es, que z,..., 2, cumpliran que P si y soélo
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si p(#,...,2,). De igual manera, §; afirma que el objeto designado por f(z1,..., z,)
cumple lo que dice ¢ (junto con z,..., 2,), que en notacion informal se representa-
ria por ¢(z1,...,2n, f(21,...,2,)). Similarmente, la segunda condicion en la defini-
cion anterior, i.e. I' - Vzy ... V2,1 3[[y/wni1][zn/wn] - - - [21/w1](¢f)] para f € (X\ X),
informalmente esta diciendo que a partir de I' debe ser demostrable que exista un
unico y que cumpla la “propiedad” ¢, i.e. ¢(z1,..., z,,y). Dicha unicidad, como ya
se menciono previamente, es un requisito cotidiano en matematicas. Finalmente,
se utilizaron clausuras universales (Vz; ...Vz,) para formar sentencias debido a
que se desea que la relacion de satisfactibilidad = dependa soélo de la estructura
A = (D,¥',7) y no de la asignaciéon o : VAR — D.

Ejemplo II.1 Se aclarara lo recientemente dicho con las definiciones de conten-
cion de conjuntos C y el conjunto vacio (). En este caso originalmente la signatura
es ¥ = (€,=), por lo que ¥ := ();€,=,C). Definase ¢_ := Vz[z € 21 = z € 3],
entonces la definicion de “C” es la sentencia 0_ := VaVy[z C y & Vz[z € v = 2 € y]].
Similarmente, se sabe que es teorema de una teoria con extensionalidad y es-
pecificacion que 3lyvVz[-(z € y)]. Tomando a ¢y como Vz[—=(z € y)|, la sentencia
89 := Vz[-(z € 0)] es una definicion de (. De esta manera, cuando se afirme algo en
L' como Vz[r € ) = = C ()], se espera que esto se pueda reformular en £ mediante

JyVe[-(z € y)| AVe[x € y = Vz[z € x = 2 € y]]].

Ahora solo se debe verificar que extender por definiciones “no afecta” la teoria
matematica generada por el conjunto original. Esto quiere decir que no importa
qué teorema ¢’ se obtenga a partir de la extension por definiciones IV C £’ de
I' C £, debe existir un teorema ¢ a partir de I' que sea logicamente equivalente al
derivado por I". No obstante, probar este resultado es tedioso ya que los casos a
considerar son diversos y no es obvio determinar como abordarlos con suficiente
generalidad pero con la rigurosidad necesaria para incluirlos a todos. Por dicha
razon se da el siguiente par de ejemplos que dan una idea del algoritmo necesario
para efectuar la prueba:

Ejemplo II.2 En los siguientes ejemplos Y’ representa una signatura que es re-
sultado de anadir a otra, ¥, nuevos simbolos. En dado caso £’ representara el
lenguaje generado por ¥’ mientras que L, el generado por X:

1. Sean X := (€,=)y ¥ := (), {—}; €, =, <) y supdéngase que ¢’ es una wff de L’ tal
que ¢’ := () < {0}. Para obtener la wff correspondiente, ¢ € L, es recomendable
convertir a ¢’ a su forma polaca, i.e. “< ){—}0". Después se debe asignar a
cada nuevo simbolo funcional (de derecha a izquierda recorriendo la formula
en su forma polaca) una nueva variable, en este caso: ) — y1, {—} > y2,0 — ys.
Con esto en mente, unicamente se debe hacer una aseveracion existencial
de estas variables y usar las definiciones de los simbolos funcionales como a
continuacion:

Jyy JyoFys[Va[—(z € y1)] AVa[z € yo & & = y1| AVx[—(z € y3)] A ys € Yo

Denotese gy := Va[-~(x € wy)|, 0} = Vo[r € wa & = wi] y p< 1= wy € ws.
Con esto en mente, de manera mas general se puede representar lo anterior
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mediante:
Fy13y2Tyswo (1) A -3 (W1, y2) A ea(ys) A o< (ys, yo)]

Que formalmente no es mas que:
@ 1= Jy1 3y Fys[[y1/wilwe A [y2/wa][y1 /wilor—y A lys/wilee A [y2/wa][ys/wi]e<]

1. Supongase que ¥ = (0,+) y que X' = (0,1,+,x;<). Si ¢’ == (z+1) x0=0+0,
entonces, de acuerdo a lo dicho en el punto anterior, su equivalente wff ¢ € £
seria:

@ = FyFya[[yr /wi]er A [y2/ws][0/ws][x + y1 /wi]ex Aye =0+ 0]

Teorema II.4 (Invarianza bajo extensiones por definiciones)
Si IV C £’ es una extension por definiciones de I' C £, entonces para cada ¢’ € £’
existe ¢ € L tal que:

o ' (p &= ¢)

e Sil"F ¢/, entonces I' - ¢.

Idea de Prueba. Para el primer punto, la demostracion se debe desglozar en
casos. Si ¢’ € L, entonces haciendo ¢ := ¢’ se tiene lo deseado. Por otro lado,
si ¢’ € (L'\ L), el argumento procede por induccion sobre la complejidad de ¢'.
En general ésta es sencilla excepto en el caso base ¢’ = P(ty,...,t,) con P € P,
y n un entero no negativo. Este se resuelve formalizando el algoritmo dado en el
ejemplo anterior. Para la segunda parte, se puede suponer que [” - ¢’ pero I' I/ ¢.
Utilizando la contrarreciproca al teorema de completez de Godel, deberia existir
una estructura 2 para £ que sea modelo de I' pero no de . Siempre es posible
expandir esta estructura a otra 2’ de tal modo que para cada s € (X' \ %), s¥
satisfaga lo que dice la definicion de s en I". De este modo, =y [" pero [y ¢/,
contradiciendo el teorema de robustez aplicado a [" - ¢'. |

Las demostraciones formales de los ultimos teoremas se han tornado consi-
derablemente largas en comparacion con las primeras pruebas presentadas en
logica proposicional. Ahora que se ha agregado la posibilidad de dar definiciones,
es de esperarse que se alarguen aun mas. Por dicha razon, a partir de éste punto,
se trabajara como comunmente en matematicas, es decir, en vez de proporcionar
instancias de pruebas formales, se utilizaran argumentos rigurosos para justifi-
car las consecuencias de los axiomas que se revisen. La primera de éstas es la
demostracion de que no existe el conjunto V:

Teorema II.5 (No existe un conjunto de todos los conjuntos)
Es teorema de una teoria con axioma de extensionalidad y esquema de axioma de
especificacion que:

—JyVz[z € 3]
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Demostracion. Supoéngase que existe tal conjunto y dendétesele por V. En dicho
caso, por el principio de comprension restringida, se puede construir el conjunto
de Russell, R :={z € V | z ¢ x}. Se sabe muy bien que éste lleva a una contradic-
cion. Por lo tanto se tiene lo deseado. [

A pesar de ésto, es comun que varios matematicos hablen de la clase de todos
los conjuntos, definiéndola por V = {z | x = z}. Filoso6ficamente esto se suele jus-
tificar regresando al concepto informal de coleccién y aseverando que una clase
es unicamente una coleccion tan grande que no puede considerarse conjunto.
Asi, todo conjunto es una clase pero no toda clase es un conjunto. Formalmente
esta distincion se puede hacer mediante axiomas, logica de segundo orden o ase-
verando que al tratar con clases, realmente se esta tratando con wffs. Es decir,
en su mayoria la terminologia de clases son abreviaciones de wffs mas comple-
jas. Como ejemplos de ésto supongase que Ay C son las clases A = {z | a(2)} y
C = {z | ¢(x)}, entonces:

e Escribir x € C representa que ¢(z).
e La expresion z € AU C se debe interpretar como a(z) V ¢(z).
e Igualar A con C, i.e. A = C significa Vz[a(x) & ¢(z)].

e Las oraciones “la clase C es un conjunto” y “el conjunto C sl existe” son dos
maneras de decir JyVz[x € y < ¢(z)]. En caso de que esto no sea demostrable
se dira que C es una clase propia.

Como ultimas consecuencias puramente del esquema de axioma de especifi-
cacion, se hace notar lo siguiente: dados cualesquiera dos conjuntos, Ay B, se
pueden construir ANB ={z € A|z € B}y A\B = {r € A |z ¢ B}. Esto es viable ya
que ambos son subconjuntos de A. Sin embargo, como AUB ={z |z € AVx € B}
en general es un supraconjunto de A y B, no es posible construirlo a partir de
los axiomas dados hasta el momento. Esto es igualmente valido para cualquier
conjunto que en sus elementos tenga a Ay/o a B, por ejemplo {A} ={z |z = A}y
{A,B} ={z | x = AV x = B}. Es por esta razéon que se requieren de mas axiomas
para desarrollar la teoria de conjuntos de acuerdo a lo que dicta la intuicion:

Definicion II.5 (Axiomas del par y de la union)
Ambos axiomas enuncian la existencia de un conjunto, p en el caso del par, y u
en el caso de la union:

e El axioma del par establece que dados cualesquiera dos conjuntos z y v,
existe otro que tiene a ambos como elementos, i.e. VaVydplx € p Ay € p).

e El axioma de la unién dicta que dada una familia de conjuntos z (un conjunto
de conjuntos), existe un conjunto que contiene a la uniéon de todos los v,
elementos de z. Formalmente: Vz3uVyVzjxr € y Ay € z = z € u] E]

4Uno podria haber dado un axioma que permitiese la construcciéon de x Uy, sin embargo, la
formulacion dada aqui tiene la ventaja de que permite unir “infinitos” conjuntos, suponiendo claro
que z es infinito.
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Notese que a pesar de que ya se tienen los conjuntos p y u, aun asi se requie-
re del principio de comprension restringida y el axioma de extensionalidad para
definir a los ya conocidos:

{z,y} ={zeplz=aVve=y}ty Uz::{x6u|5|[y€z/\x€y]}

A partir de éstas so6lo se requiere especificacion y extensionalidad para definir
otros conceptos comunes de teoria de conjuntos:

o {2} :={z,2}. I I G o U A Y
o (z,y) = {{z} {z,y}} ] o S(z) = U{a}.
o x Uy :=J{z,y}. e 0:=0.
eNz={relUz|Wyer=>aey) ©*1:=50={0}

para = 70 S() = {0, {0)}.

°
N
Il

o {z,y,2} = {x,y} U{z}.

Con base en todas estas definiciones uno puede verificar varios resultados de
la teoria informal de conjuntos como las leyes de De Morgan para conjuntos, e.g.
rN(yUz) = (zxNy)U(zNz); la caracterizacion de la igualdad de parejas ordena-
das,ie.z=yAN2' =y < (z,y) = (2/,v), o la extensionalidad de conjuntos finitos:
{z,y,2z} = {z,2,y}. No obstante, también se pueden derivar enunciados que po-
drian considerarse contrarios a la intuicion, por ejemplo: (0,1) = {1,2},1 € 3y
(1,0) = {{1},2}. Estas consecuencias a veces llamadas “patologicas” aparente-
mente no son caracteristicas de las teorias de conjuntos, sino que se extienden a
todo sistema formal “sencillo” que pretenda fundamentar al resto de las matema-
ticas. La razon es que formalizarlas bajo una sola teoria requiere codificar ciertos
objetos estandar como los nimeros naturales, las funciones y las relaciones por
medio de otros que, inicialmente, podrian parecerles ajenos.

Con lo obtenido hasta ahora se pueden empezar a formalizar el resto de los
conceptos matematicos. En la siguiente seccion se dara un panorama general de
como podria llevarse a cabo dicho proceso. Si en algun momento algun axioma
es requerido, se agregara directamente tal y como se ha ido trabajando hasta el
momento. Para concluir la seccion se da una ultima definicion y una serie de
convenciones para manejar los conceptos presentados de manera mas acorde a
la praxis:

e La expresion Vz € y[p] representara la wff Vz[z € y = ¢].

e Se usara Jx € y[p] en vez de Jz[x € y A ¢].

5La definicion convencional es gracias a Kazimier Kuratowski, sin embargo otras son posibles
como (z,y) := {{{z},0},{{y}}} dada por Norbert Wiener o (z,y) := {{z,1},{y,2}}, por Felix Haus-
dorff.
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e En vez de utilizar varios cuantificadores iguales seguidos, 4z 4z, ... 42, [¢] con
4 € {V,3}, se utilizara uno s6lo con las variables separadas por comas, esto
es dz1, ..., z,]p]

e A partir de este punto practicamente no habra restricciones respecto a las
meta-variables utilizadas para denotar conjuntos. Es decir, en vez de minus-
culas podran utilizarse también mayusculas, letras griegas y otras tipogra-
fias para representar conjuntos.

e Se adoptara la notacion de la teoria informal de conjuntos, esto es, se escri-
bira ¢(x) cuando se desee expresar que = cumple la “propiedad” ¢.

Definicion II.6 (Teoria de Conjuntos restringida de Zermelo)
Se llamara teoria (restringida) de Zermelo, Z*, a la teoria cuyos axiomas no logicos
son:

e Extensionalidad: Vz[(z: €e X & z€Y)= X =Y.
e Especificacion: 32Vz[r € Z < (x € Y A p(2))].
e Par: dP[r € PAy € PJ.

e Union: IUVYVz[z €Y AY € F =z € Ul.

III. IMPLEMENTACION DE LAS MATEMATICAS EN TEORIA DE CONJUNTOS

Se empezara definiendo los conceptos mas basicos en matematicas, es decir,
las relaciones y funciones. Intuitivamente, las relaciones son objetos que al in-
teractuar con otros expresan “si” o “no”, es decir, dan un valor de verdad. Para
implementarlas dentro de una teoria de conjuntos lo comun es codificar dichos
valores de verdad por medio de la tnica relacion existente en el lenguaje: la de
pertenencia. De esta manera que a y b estén relacionados por R se podria expre-
sar mediante {a, b} € R. El inico inconveniente es que una relacion si distingue el
orden en que se presentan los objetos (no es lo mismo “a es padre de b” que “b es
padre de «”). Con base en esto la codificaciéon correcta de la expresion aRb (a esta
R-relacionado con b) es (a,b) € R. Asi se genera la siguiente definicion:

Definicion III.1 (Relacion binaria)
La clase R es una relacion binaria si y solo si todos sus elementos son parejas
ordenadas:

R es relacion < Vz € R3x, y[z = (z,y)]
Ademas r Ry := (x,y) € R mientras que = Ry := (z,y) ¢ R.

De aqui uno puede definir conjuntos (clases) comunmente tratados junto con
las relaciones como:

e El dominio de una relacién: Dom(R) := {z € JUR | Jy[z R y]}.
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e El rango de una relacién: Ran(R) := {y € JU R | Iz[z R y]}.

e La imagen directa de A bajo R: R[A] :={y e JUR | Jz € Az R y]}.

e La imagen inversa de B bajo R: R™'[B] :={x € UUR |3y € B[z Ry]}.
e La restriccionde Ren A: R| A= R [a:={(x,y) € R|z € A}.

También es posible dar todos los tipos de relaciones de la misma manera en que
se dan en algebra y areas afines, por ejemplo:

e R esreflexiva en A < Vz € Alx R z).

R es simétricaen A & Vz,y € Alr Ry =y R z].

R es transitiva en A < Vz,y,z € Alt RyAy Rz=z R z|.

R es antisimétricaen A < Vo,y € Alrt RyAy Rx = x =yl.

R es asimétrica en A < Vo, y € Alr Ry =y R x|.

R es total/linear en A < Vz,y € Alrt RyVy R z|.

e ~ es de equivalencia en A sii ~ es reflexiva, simétrica y transitiva en A.

°
IA

es un orden parcial en A sii < es reflexiva, transitiva y antisimétrica en A.
e < es un orden estricto en A sii < es transitiva y asimétrica en A.

e < es un orden lineal en A sii < es transitiva, antisimétrica y total en A.

En el caso de las funciones, es comun pensar en ellas como colecciones de re-
glas de correspondencias = — f(x) que asignan a cada elemento x de un conjunto,
A, un unico elemento f(z) de otro, B. Es bien sabido que ésto se puede codificar
mediante relaciones al traducir = — y como z f y (r esta f-relacionado con y).
Como ya se conoce la codificacion de las relaciones en teoria de conjuntos, soélo
resta escribir propiamente la:

Definicion III.2 (Funciones)
La clase F' es una funcion si F' es una relaciéon y para cada x € Dom(F), existe un
unico y tal que = F' y, esto e}

F es funcion < F es relacion AVz,y, z[(z,y) € F A (2,2) € F =y = 7]

Asi, el familiar F : z — y (“x es mapeado a y bajo F'” o “F mapea z en y”), es una
representacion del enunciado conjuntista (z,y) € F. Por otro lado, al tinico y tal
que F : x — y se le denota por F(x). Como consecuencia de esta meta-definicion,
escribir F'(z) = y (la imagen de x bajo F' es y) es otra manera de decir (z,y) € F.

5Notese que se estan dando dos definiciones de funcion: la primera en términos de su dominio
y la segunda en términos de sus elementos. Ambas son formalizables en Z* y demostrablemente
equivalentes.
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De esta definicion uno puede generar las otras mas cercanas a la praxis:
e F es funcion en A siy solo si F' es funcion y Dom(F') = A.

e F' es funcion a B o B es codominio de F’, denotado por Cod(F) = B, sii F' es
funcion y Ran(F') C B.

o F es funcion de A a B, denotado por F': A — B, si Dom(F) = Ay Cod(F) = B.

* Se dice que una funcion, F, es inyectiva o que es uno a uno cuando se cumple
Vx,y € Dom(F)[F(z) = F(y) = = = y|.

*» Similarmente a una funcion F' a Cod(F'), se le llama suprayectiva o sobreyec-
tiva cuando ésta cumple Vy € Cod(F)3x € Dom(F)[F : x — y].

@)

F es funcion de A en B, comunmente abreviado por F : A LY B6F:A— B,
sii F': A — By F es inyectiva.
F es funcion de A sobre B, representado por F : A o B6 F : A— B, sii
F:A— By F es sobreyectiva.

o

*» Dada una funcion F, ésta es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Finalmente, se combina todo lo anterior escribiendo ' : A — BO F : A LB

onto

@)

si F: A— By F es biyectiva.

También directamente de la definicion se tiene la siguiente propiedad de fun-
ciones:

Teorema III.1 (Extensionalidad de funciones)
Dadas dos funciones [y g, éstas son iguales, i.e. f = ¢, siy s6lo si Dom(f) = Dom(g)
yVe,y,z[(f iz —=y)A(g:a—2) =y =z

Demostracion. Sean f y g funciones, entonces:

(=) Si f =g, entonces (z,y) € f < (z,y) € g. Veamos que Dom(f) = Dom(g):

(C) Supongase que = € Dom(f), entonces existe un y tal que (z,y) € f. Como f =g,
(x,y) € g. Por lo tanto = € Dom(g). (2) La prueba es analoga al caso anterior.
Para probar que Vz,y, z[(f :  — y) A (g : © — 2) = y = z], supéngase que z,y, z son
talesque f:z+—yyg:z— z. Como [ =g, se sabe que (z,z) € f. Por unicidad de
la imagen de = bajo f se concluye que y = z.

(<) Para probar que f = g se deben verificar dos casos:

(C) Si (z,y) € f, entonces x € Dom(f). Como Dom(f) = Dom(g), se puede probar que
z € Dom(g). Esto quiere decir que existe un z para el cual (z, z) € g. Por la segunda
propiedad y = z, de donde (z,y) = (z,z2) y, por lo tanto, (z,y) € ¢g. La prueba para
(2) es analoga a la recientemente hecha. [
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Si uno observa la definicion formal de funcion dada en el presente texto se
percatara de que ésta no requirio de otros conceptos mas que el de parejas or-
denadas y la relacion de pertenencia. No obstante, rara vez en matematicas se
da una funcién sin especificar quiénes son su dominio y su codominio. Esta es
otra caracteristica de las teorias de conjuntos muy criticada, pues de acuerdo
a algunas personas, una fundamentacion adecuada de las matematicas deberia
incorporar en su implementacion la manera en la que los matematicos trabajan
diariamente. Todas estas observaciones respecto a las “fallas” de las teorias de
conjuntos son importantes porque varias de ellas fueron motivo para el desarro-
llo de sistemas alternos como los presentados en capitulos siguientes.

Con base en lo dicho anteriormente, se podria tratar de disenar un sistema
formal en el que las funciones sean el concepto fundamental de la teoria; pero
para esto, uno deberia ser capaz de codificar los conjuntos dentro de las fun-
ciones. Esto si es posible, de hecho, John von Neumann presentdé un sistema
axiomatico en términos de funciones[| Hasta ahora sélo se ha visto que las re-
laciones son conjuntos y que las funciones son relaciones. Para verificar que es
posible codificar conjuntos en términos de funciones (y ver que en esencia funda-
mentar en términos de funciones, conjuntos y/o relaciones es equivalente) s6lo
resta comprobar que todo conjunto es una funcioén. A pesar de que no se prueba
en el presente texto, la idea es bien conocida en matematicas, pues todo conjun-
to A tiene asociada una funcion y 4 llamada su _funcién caracteristica, definida por:

1 sizeA

Xal®) =14 sizd A

De esta manera, una teoria de conjuntos podria considerarse también una teo-
ria de relaciones o una teoria de funciones.

Con lo presentado hasta ahora se podria creer que ya se tiene lo suficiente para
hacer matematicas, pero ni siquiera se tiene lo requerido para hacer todo lo que
permite hacer la teoria informal de conjuntos. Por ejemplo, dados dos conjuntos
cualesquiera, A y B, el problema de construir su producto cartesiano, A x B :=
{(a,b) | a € ANDb € B}, no se puede resolver con los axiomas dados hasta ahora.
Para hacer mas evidente esto, considérese la definicion del producto cartesiano
bajo el principio de comprension: A x B := {z | Ja € A,b € B[z = (a,b)]}. Para
poder definirlo de manera formal, deberia utilizarse el principio de comprension

"Posteriormente Paul Bernays convirti6 la teoria de funciones de von Neumann en una teoria
de clases y conjuntos. Para esto separo a las variables de su lenguaje en dos colecciones, las de la
primera eran asignadas a clases mientras que las de la segunda a los conjuntos. Posteriormente,
Kurt Godel adaptaria €l trabajo de Bernays y von Neumann en una teoria con un solo tipo de
variables al hacer a todo conjunto una clase. Por dicha razén la teoria resultante es conocida hoy
en dia como la teoria de conjuntos NBG (Neumann-Bernays-Godel) [BG|. Aunque ésta no es la que
se presenta en este trabajo, es bien conocido en la comunidad matematica que todo teorema de
NBG se puede probar en la teoria presentada aqui y viceversa.
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restringida, sin embargo ésto no es posible en todos los casos porque no siempre
se sabe en qué supraconjunto de A x B “viven” sus elementos (los z = (a,b)). Por
dicha razon, es necesario agregar otro axioma. Para ello, uno podria considerar
un axioma del producto cartesiano, pero las soluciones mas populares agregan
cualquiera de dos axiomas: el del potencia o el esquema de axioma de reemplazo.
La verdadera ventaja de anadir el de reemplazo a Z* se observa una vez que se
combina con el axioma del infinito. Por ende nos enfocaremos primero en el:

Definicion III.3 (Axioma del potencia)
El axioma del potencia afirma que dado cualquier conjunto X, existe un conjunto
P que en sus elementos tiene a todos los subconjuntos de X, esto es:

VXIPYY]Y C X =Y € P]

Nuevamente, por el esquema de axioma de especificacion, uno puede definir
ahora al conjunto potencia de X:

P(X)={Y € P|Y C X}

Y con esto, la definicion del producto cartesiano nada mas requiere de analizar
los “niveles” en los que se ubican las parejas (a,b). Esto es, a y b son elementos
de A U B. Aplicando la operacion potencia a esta union una vez, se obtendrian
los conjuntos {a} y {a,b}. Una segunda aplicacion del potencia ya tendria como
elementos a las parejas ordenadas (a,b) = {{a},{a,b}}. Por ende:

Ax B:={2€P(P(AUB))|3a€ A,be Blz = (a,b)]}

La utilidad del conjunto potencia no sé6lo se ve reflejada al poder definir el
producto cartesiano, sino que otras construcciones comunes también lo requie-
ren. Por ejemplo, una vez que se tiene una relacion de equivalencia ~ sobre un
conjunto X uno puede definir las clases de equivalencia como es usual en mate-
maticas. Es decir, para cada z € X, la clase de equivalencia de z es el conjunto
[z] :=={y € X | z ~ y}. Finalmente, se construye al cornjunto cociente mediante:

L X/ = (] € P(X) 2 € X)

Similarmente, para definir la composicion de relaciones y las relaciones inversas
se necesita del producto cartesiano (ergo, del conjunto potencia):

Ro S :={(z,2) € Dom(R) x Ran(S) | y[(x,y) € RA (y,2) € S)]}

R :={(y,2) € Ran(R) x Dom(R) | (z,y) € R}

De aqui se pueden demostrar propiedades conocidas de las relaciones y fun-
ciones, como que “la imagen directa de un conjunto A bajo la relacién inversa R*
coincide con la imagen inversa del conjunto A bajo la relacion original R™'[A]”;

9,

“todo subconjunto de un producto cartesiano es una relacion”; “la composicion



94 Fundamentos en la Teoria de Conjuntos

de dos funciones es una funcion”; “dadas dos funciones, f y g, Dom(g o f) =
Dom(f) N f~'[Dom(g)] y para cada =z € Dom(g o f), (go f)(z) = g(f(z))”; “una fun-
cion es invertible, i.e. f~! es funcién, siy solo si es inyectiva”, y “si f es invertible,
entonces f~! también lo es y ademas (f~!)"! = f".

Ademas de lo presentado hasta ahora, también se pueden definir conjuntos
de funciones. Dados dos conjuntos A y B, recuérdese que una funcion f de A a
B formalmente no es mas que un subconjunto del producto cartesiano A x B. Asi
que, gracias al axioma del potencia, el conjunto de funciones de A a B ya se puede
construir:

BA = {feP(AxB)|f: A— B}

Ahora recuérdese que una sucesion no es mas que una funcion con algin con-
junto de indices I como dominio. Este conjunto de indices realmente puede ser
cualquier conjunto pero en general se ocupan conjuntos que tengan una relacion
de orden en ellos como “los conjuntos” de los numeros naturales, enteros, racio-
nales y/o reales. En el caso de las sucesiones, al unico elemento del codominio
de la sucesion que es imagen de i € [ se le denota por una variable con un sub-
indice, e.g z;. Con esto en mente, la sucesion de los z; tales que i € I se suele
representar mediante (z;);c; o por (x; | i € I). En el caso de sucesiones indizadas
sobre conjuntos finitos, la notacion puede variar. Por ejemplo, suponiendo que
I ={1,2,...,n} es el conjunto de los primeros n enteros positivos, una sucesion
indizada por I puede denotarse por (z;)'’=} o por la equivalente (xy, zs,...,x,).

Supongase que A es una familia de conjuntos (un conjunto de conjuntos).
Utilizando sucesiones de elementos de 4 indizadas por algun conjunto I, i.e. S =
(A; € A1 € I), uno puede definir uniones e intersecciones “controladas” de dichos
elementos:

A= J{aie Alie 1} = JRan(S) (Ai:=({Aie Alie I} =()Ran(S)

i€l el

Y con estos conceptos se puede construir el producto cartesiano generalizado:

[Ta=tre(Ua) 16 ea

iel el

Obsérvese que si s € [[;c(;04 Ai» entonces s(1) € A;,5(2) € Ay y s(3) € As.
Representando a s como sucesion finita, se tiene que s = (sy, s9, s3), lo cual se co-
rresponde con (si, g, 53) € (A1 X Ag) X A3. Se puede generar entonces una biyeccion
entre el producto [, (123 Ai y el conjunto (A4; x Ay) x As. Es en este sentido que
el conjunto anterior es un producto cartesiano generalizado, pues sus elementos
pueden ser sucesiones “infinitas” si el conjunto de indices / es “infinito”.

Por el momento ya es posible construir todos los conjuntos que se definieron
en la seccion de teoria informal de conjuntos: el vacio, uniones, intersecciones,



III Implementacion de las Matematicas en Teoria de Conjuntos 95

tuplas, productos cartesianos, diferencias de conjuntos y hasta complementos re-
lativos (porque no existe el conjunto V' = {z | x = z}). También se pueden construir
los numeros naturales, pues se tiene al namero 0 = ) y a la operacion sucesor
S(x) =z U {z}, cumpliéndose asi:

0=0, 1=S50)={0}, 2=501)={0,1}, 3={0,1,2}, 4=1{0,1,2,3},...

Ebin embargo, aun no se han desarrollado los conceptos necesarios para ex-
presar dentro de la teoria de Zermelo restringida, junto con el axioma del potencia,
el predicado “ser un numero natural”. Una vez logrado ésto, se podra cuantificar
sobre el dominio de discurso de todos los numeros naturales y, en consecuencia,
hacer aritmética basica:

Definicion III.4 (Ordinal)

De manera amplia uno puede decir que el conjunto « es un ordinal (denotado por
a € ON) si la relacion de pertenencia €,:= {(a,b) € a X a | a € bVa = b} es un orden
lineal y bien fundado (todo subconjunto no vacio de « tiene elemento minimo) en
a. Formalmente se dira que « es un ordinal si y solo si:

e « es transitivo: Vz,y[r e yAy € a = x € al.
e € es tricotomica en a: Vr,y €alr € yVy € x Ve =yl
e « es bien fundado (bajo €): V[ CaAp # D= Ty e plynp=10].

Se verifica que la definicion recientemente dada implica lo que informalmente
se deseaba expresar:

Propiedades III.2 (de ordinales)
Las siguientes son propiedades de lo recientemente definido:

1. Un conjunto X es transitivo siy solo si Vo € X[z C X].

. Si € es tricotomica en X y A C X, entonces € es tricotomica en A.

2
3. Si X es bien fundadoy A C X, entonces A es bien fundado.
4. Si X es bien fundado, entonces X ¢ X.

5

. El vacio () es un ordinal.

8La definicion dada aqui de los nameros naturales es atribuida a von Neumann. En la formu-
lacion original de sus axiomas y el desarrollo de la teoria consecuente, Zermelo no definié a los
numeros naturales de la misma manera. Si empezo con 0 := {), pero definié S(z) := {z}. Esto es,
los naturales en la construccion de Zermelo son:

0=0, 1=80)={0}, 2=52)={1}, 3={2}, 4=1{3},...
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6. Si X es un ordinal, entonces su sucesor S(X) = X U{X} es un ordinal.
7. Todo elemento de un ordinal es un ordinal.

8. Si A es un ordinal entonces €4 es un orden linear bien fundado en A.

Demostracion. Las primeras tres propiedades se siguen directo de las definicio-
nes, mientras que la quinta, por vacuidad.

4. Supongase que X € X, entonces {X} C X. De aqui que el tinico elemento de
{X}, X, cumple que X N{X} = 0. De donde X ¢ X, lo cual contradice que X € X.
6. Para ver que el sucesor del ordinal X es transitivo obsérvese que siy € X U{X},
entonces cualquier x € y cumplira que x € X U {X}, ya sea por transitividad o
porque y = X. En el caso de la tricotomia, si z,y € X U{X}, la prueba se divide en
cuatro casos, todos directos. Finalmente, para revisar que X U {X} es bien fun-
dado, dado un subconjunto no vacio A de S(X), sabemos que todo elemento de A
o es elemento de X o es exactamente X. Por buena fundacion, o A\ {X} tiene un
elemento z tal que zN(A\{X}) =00 A\{X} =0.DeaquiqueztNA=0o0o XNA=1
pues en ambos casos, en uno por transitividad y en otro por definiciéon, suponer
lo contrario lleva a X € X, lo que contradice la cuarta propiedad.

7. Dado un ordinal X y a € X, por transitividad « C X y por la segunda y tercera
propiedad € es tricotomica en « y éste es bien fundado. Para y € ay =z € y se
cumplira que z,y € X, de donde {z,y,a} C X. Por buena fundaciéon alguno de
los tres intersectado con {z,y,a} da el vacio. Claramente ni y ni & cumplen esto,
asi que z N {z,y,a} = 0. Por tricotomia =z € a 0 @ € z 0 x = «a. Los dos ultimos
casos contradicen que z N {z,y,a} = 0 y, por ende, =z € o. Con esto se demuestra
la transitividad de « y, por ende, « es un ordinal.

8. Para ver que €, es transitiva en A, dados z,y,z € Atalesque x €4 yy y €4 2,
setienequez €e yVr =yyy € zVy = z. Los casos en los que haya igualdades
son faciles de manejar. En el otro caso, por la propiedad anterior, z es un ordinal
también, de donde y C 2 y, por ende, = € z. Supongase que z,y € A son tales que
T €4 yyy €ax. Como ambos son ordinales, + C y y y C x. De aqui se deriva la
igualdad y, en general que, €, es antisimétrica en A. La totalidad de €4 es equi-
valente a la tricotomia de € en A. Finalmente, sea B un subconjunto no vacio de
A, por hipétesis existe un elemento C' de B tal que BN C = (). Veamos que C es
elemento minimo de B respecto a €4. Sea D € B, por la propiedad de C', se cumple
que D ¢ C'. Ahora, por tricotomia C' €4 D, i.e. todo elemento de B es “mayor o igual
que” C. Con esto concluye la prueba. |

Mas propiedades de los ordinales no demostradas aqui son validas, por ejem-
plo, asumiendo la buena fundacion de un conjunto X, otras equivalencias a “X
es un ordinal” son “X es un conjunto transitivo totalmente ordenado por la con-
tencion de conjuntos C”, y “X es un conjunto transitivo de conjuntos transitivos”.
De igual manera uno puede derivar de las definiciones dadas que la interseccion
de dos ordinales es un ordinal y que la clase ON de los oridinales es una clase
“transitiva”, “bien fundada” tal que “€ es tricotomica en ON” (todo esto, toman-

dolo como abreviaciones de formulas bien formadas del lenguaje de la teoria de
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conjuntos £). De aqui se concluye que ON es una clase propia, pues si fuese un
conjunto se tendria que ON € ON, lo cual violaria su buena fundacion. También,
como en los ordinales € es un orden linear, nada impide tomar la notacion <:=€ al
momento de hablar de éstos. Es en dichos términos que “() es el minimo ordinal”,
“si @ € ON, entonces S(«) es el minimo ordinal mayor que «” y “todo conjunto de
ordinales admite un supremo”.

Aunado a todo esto, por como se fueron definiendo los numeros 0,1,2,3,4, ...
y por las propiedades 5 y 6, anteriores, uno podria aseverar que los ordinales
contienen a los naturales. Para demostrar esto, se debe dar una subclase de los
ordinales w C ON, bien definida (en términos de una wff de £) y probar que ésta
cumple el comportamiento esperado de los nameros naturales, que en términos
de logica matematica significa verifica que w modela los axiomas de Peano:

Definicion III.5 (Clase w o predicado “ser numero natural”)
Un conjunto n es un niimero natural, denotado por n € w, sitodoa <n (¢ € nVa =
n) es 0 o el sucesor de un ordinal{’]

neweVa<nfa=0V3s e ON[a=S(p)]

Propiedades III.3 (de la clase w)
Por como se definieron los nameros naturales se cumple que:

% w C ON.
% La clase w “es un ordinal”.
% La clase w es modelo de los axiomas (originalesm de Peano, i.e:

(1) E10 es un numero natural: 0 € w
() El sucesor de un natural es un natural: Vn € w[S(n) € w]
(1) Inyectividad de la funcion sucesor: Vm,n € w[S(m) = S(n) = m = n|
(tv) E10 no es sucesor de nadie: Vn[-(0 = S(n))]
(v) Axioma de Induccion: VK[(0 € K AVn ewin € K = S(n) € K]) = w C K]

Demostracion. Directamente de la definicion se obtiene que n € w = n € ON (s6lo
hay que aplicarla a n < n y usar las propiedades 5y 6), esto es w C ON. Ademas,
de aqui se obtiene que € es tricotomica en w y que ésta es bien fundada. Ahora,
sixz € yyy € w, entonces y es un ordinal, por lo que x C y. Asi, dado cualquier
z € z, se cumplira que z € y, de donde z = 0V Jw € ON[z = S(w)]. Por lo tanto

9Un poco mas extendida: n € w < Va[(a €nVa=n)= (a =0V 3IB € ON[a = S(B)])].

190riginalmente Peano postulé sus axiomas utilizando logica de segundo orden para el de in-
ducciéon. Con esto, recursivamente se pueden definir la suma, la multiplicacién y, en general, la
aritmética basica en los naturales. No obstante, para que en légica de primer orden se obtengan
los mismos axiomas, deben agregarse simbolos en la signatura para la suma -+ y la multiplicacion
-, ademas de axiomas que definan el comportamiento de éstas en los naturales.
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T € w, i.e. w es una clase transitiva. Con esto culmina la prueba de que si w fuese
un conjunto, entonces seria un ordinal. Para los axiomas de Peano, trivialmente
se obtiene que (I) 0 € w, mientras que la prueba de (II) n € w = S(n) € w es directa.
Para el tercer postulado si m # n, entonces m < n 6 n < m (por tricotomia). Sim < n
entonces S(m) <n < S(n), ergo S(m) # S(n). El otro caso procede analogamente y,
por contrarreciproca, (III) S(m) = S(n) = m = n. Por otro lado si 0 = S(z) = 2 U {z},
entonces = € 0 = (), lo cual es una contradicciéon y, por ende, (IV) Vn[=(0 = S(n))].
Finalmente, supongase que K cumple las hipétesis de (V') y que existe un natural
n tal que n ¢ K. Entonces n # 0, de donde n = S(m) para algun ordinal m. Por
transitividad de la clase w y porque m < n, m € w. Ademas, por contrarreciproca
m ¢ K, lo cual significa que n \ K # (. No obstante, n \ K C ON, y por buena
fundacion de ésta, existe el minimo x de n \ K respecto a la relacion épsilon, de
pertenencia en dicho conjunto. Asi, por transitividad de w, x es un natural que no
esta en K. Repitiendo el argumento existiria y € ON tal que z = S(y) y y ¢ K; pero
z era el minimo que cumplia esto, por lo que no debe existir n € w tal que n ¢ K,
i.e. (V)VK[(0e KAVn ewne K= Sn)eK]) =wCK]|. |

Obsérvese que el concepto de numero natural fue desarrollado sin necesidad
del axioma del potencia, por lo que = € w es perfectamente definible en Z*. Ademas,
gracias a éste ahora es posible definir formalmente el concepto de “finitud”, pues
siguiendo a Cantor, la inyectividad, sobreyectividad y biyectividad de las funciones
son las que determinan qué conjunto es “mas grande” o de “igual tamano” que

otroE:

Definicion III.6 (Cardinalidad y Finitud)
Para cualesquiera conjuntos X y Y

e La expresion X <Y 6 |X| < |Y| leida como “X tiene menor cardinalidad que
Y” significa que existe f tal que f: X — Y.

e Se dice que “X es equipotente con Y” o que “X tiene la misma cardinalidad
que Y”, denotado por X ~Y 6 |X| = |V'|["?si existe f tal que f: X — Y.

e Se escribe X <Y siempre que X <Y y (X =Y).

e Se define el predicado “X es finito” mediante la expresion In € w[n ~ X] vy,
por ende, “X es infinito” si y solo si X no es finito.

No es dificil ver que la equipotencia =~ “es una relacion de equivalencia”. Por
otro lado, por el teorema de Cantor-Berstein-Schroder (A ~ B < A <X BA B < A),
la relacion < es una especie de “orden parcial” sobre alguna subclase de V.

11No obstante lo dicho al principio del parrafo, para trabajar comodamente con cardinalidades
se requiere de un axioma que derive la existencia de productos cartesianos, pues si f : A — B,
entonces f C A x B.

12Esta segunda notacion se prefiere cuando, agregando algunos axiomas, se ha probado que
“dado cualquier conjunto X, existe un tinico ordinal que es equipotente con tal conjunto”, en cuyo
caso a ese Unico ordinal se le denota por |X]|.
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Con esto se han desarrollado los conceptos mas fundamentales en matema-
ticas, i.e. relaciones, funciones, colecciones (conjuntos) y numeros naturales. No
obstante, imaginese que se desean construir los enteros o los racionales positivos
a partir de los naturales. Es bien sabido que el proceso estandar para esto es
por medio de clases de equivalencia [(m,n)]. 6 [(m,n)]~ sobre parejas de naturales
respecto a las relaciones “(a,b) ~ (¢,d) siia+d=b+c"y “(a,b) = (¢,d) siia-d=0b-c".
Como se vio previamente, el “conjunto” cociente de estas clases de equivalencia
es un subconjunto del potencia de w x w, del cual no se sabe si es un conjunto
0 no, porque ni siquiera se ha probado para la misma clase w. Uno podria seguir
tratando estos conceptos como abreviaciones de formulas, pero este enfoque po-
dria considerarse impractico dado que, en la praxis, no es nada extrano pensar
en el conjunto de todos los numeros naturales. Por todo esto, se introduce el:

Definicion III.7 (Axioma del Infinito)
El axioma del infinito establece que existe un conjunto inductivo, i.e. un conjunto
I'tal que 0 € I y sin € I entonces S(n) € I:

IO e I ANVz € I[S(x) € 1]

De éste y el quinto postulado de Peano (el axioma de induccion) se deriva que
todo numero natural es un elemento de /. Asi, por el esquema de especificacion
se define formalmente:

w:={nel|VaflaenVa=n)=(a=0V3IB e ONa=S5(0)))]}

En una presentacion tradicional de los axiomas expuestos hasta ahora, se
podrian extraer los numeros naturales directamente del axioma del infinito. La
técnica consiste en introducir la definicion I(z) < 0 € I AVz € I[S(z) € 1], i.e. el
predicado “ser conjunto inductivo” y tomar la “interseccion de todos los conjuntos
inductivos”. Por el riesgo de que la clase de todos los conjuntos inductivos sea
propia, se afirma primero la existencia de uno de éstos [/ por el axioma del infinito
y, posteriormente, se define:

wi=A{zel|YJI(J)=zecJ]}

Obsérvese que w (bajo esta definicion) es el “minimo” conjunto inductivo pues
0 € J para cada inductivo J, ergo también es elemento de w. Si z es un elemento
de w, entonces x es elemento de todos los conjuntos inductivos y, precisamente
por eso, S(z) también lo es. De esto que S(z) € w y, por ende, /(w). Facilmente
se verifica que w C J, para cualquier J tal que /(J). Esta ultima presentacion del
conjunto w permite probar rapidamente el principio de induccion para los nume-
ros naturales pues si J = {z € w | ¢p(z)} es un conjunto inductivo, entonces por lo
recientemente probado w C J y, por ende, w = J.

Ahora que se ha presentado el axioma del infinito, se da otro nombre para la
teoria desarrollada hasta el momento:
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Definicion III.8 (Primera Teoria de Conjuntos de Zermelo)
Se llamara (primera) teoria de Zermelo, Z**, a la teoria cuyos axiomas no logicos
son:

e Extensionalidad: Vz[(: €e X & z€Y)= X =Y.

Especificacion: 3ZVz[z € Z < (x € Y A ¢(2))].

Par: 3P[x € PNy € PJ.

Unioén: 3UVYVzjz € Y AY € F = x € U].

Potencia: 3PVY[Y C X = Y € P].
e Infinito: 37 € I AVz € I[S(z) € I]].

De las propiedades de los numeros naturales se obtiene que w € ON y, mas
aun, que S(w) =wU{w} ={0,1,2,...,w} € ON. Es claro que a partir de Z** se pue-
den seguir construyendo n sucesores de w, denotando w + n al n-é€simo sucesor
de w, y siendo todos ellos ordinales. De manera mas formal: se puede definir una
funcién clase F : w — V talque F(0) =wy F : S(n) — F(S(n)) == S(F(n)) =w+S(n).
Este tipo de funciones clase con dominio el conjunto de los nimeros naturales,
i.e. sucesiones, son muy comunes en matematicas y es comun requerir que estas
sean conjuntos. En el caso de que las funciones sean subconjuntos del producto
cartesiano de dos conjuntos no hay ningun inconveniente, pues comprension res-
tringida resuelve el problema; no obstante, si el codominio de la funciéon es una
clase propia, como en el caso de F, la existencia del conjunto no es posible. Cuan-
do Zermelo present6 sus axiomas, Adolf Fraenkel y Throralf Skolem se percataron
de que en Z** no se podia probar la existencia del conjunto de las n-ésimas poten-
cias del conjunto de los naturales de Zermelo, W := {0, {0}, {{0}},...}, i.e. no se
podia demostrar la existencia de {W,P(W),P(P(W)),...}. Por esta razéon, ambos
autores propusieron el siguiente esquema como un posiblg]?f axioma de la teoria
de conjuntos:

Definicion III.9 (Esquema de axioma de reemplazo)

Informalmente el esquema de axioma de reemplazo establece que si la clase F,
definida por F' = {(z,y) | ¢(z,y)}, es una funcion en el conjunto A, entonces la
imagen directa de A bajo F, F[A], es un conjunto.@ Formalmente, dada una wff
¢ € L cuyas variables libres estén entre wy,...,w,, 4, z,y, siendo n un entero no-
negativo, la siguiente wff es un axioma de la teoria de conjuntos:

Vwy, ..., wy,, A[Vx € A3ly[p(z,y)] = IBVyly € B < 3z € Alp(z,y)]]

13Tanto Fraenkel como Skolem parecian estar inciertos respecto a si el axioma de reemplazo
debia agregarse como tal a la teoria de conjuntos: Fraenkel opinaba que “reemplazo era un axio-
ma muy fuerte para la teoria general de conjuntos” y Skolem simplemente escribié “podriamos
introducir” reemplazo, c.f. [Kan12]|.

14En palabras de Fraenkel: “si M es un conjunto y cada elemento de M es reemplazado por “un
objeto en el dominio [de discurso]”, entonces M se convierte en un conjunto”.
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Obsérvese que el axioma de reemplazo permite, al igual que en teoria informal
de conjuntos, construir el conjunto de todos los objetos de la forma F(z) con z
un indice corriendo en el conjunto A y F, una funcion-clase. O sea, reemplazo
afirma la existencia de conjuntos de la forma {F(z) | = € A}. De aqui que en Z**
con reemplazo se puede probar la existencia del conjunto {w+n | n € w}y, tomando
la unioén de éste, el ordinal w + w = {0,1,2...,w,w + 1,w + 2,... }. También, gracias
al axioma de reemplazo se tiene un método alternativo para construir el producto
cartesiano de dos conjuntos:

Teorema III.4 (Reemplazo implica existencia de productos cartesianos)
En una teoria restringida de Zermelo, Z*, con esquema de axioma de reemplazo,
dados dos conjuntos A y B, existe su producto cartesiano:

Ax B:={(a,b)|ac ANbe B}

Demostracion. Dados dos conjuntos A, B, considérese la cadena de simbolos
o(x,z) = (2 = (z,y)). Por reemplazo, (A x {y})Vz[z € A x {y} & Fz € Az = (z,v)]],
es decir, existe el conjunto A x {y} := {(x,y) | x € A}. Ahora denétese por ¥ (y,w) a
la férmula recientemente derivada, i.e. Vz[z € w < Iz € A[z = (z,y)]], y apliquesele
el esquema de reemplazo. Se deriva la formula:

ACVw[w € C < Jy € BYz[z € w & Jx € Az = (z,y)]]]

Que representa al conjunto C' := {Ax{y} | y € B}. Finalmente, por extensionalidad
todo conjunto construido con reemplazo es unico y particularmente C también.
El resultado se obtiene definiendo A x B :=|JC. [

No obstante, reemplazo “trabaja” sobre conjuntos ya dados, de tal forma que
construcciones permitidas en Z* junto con el axioma del potencia, como la del
potencia mismo (que es un supraconjunto de mayor cardinalidad), no son garan-
tizadas por el esquema de axioma de reemplazo. A lo mas, de lo derivado a partir
del conjunto potencia, el axioma recientemente presentado permitiria definir los
conjuntos cociente y las relaciones inversas.

Como se dijo al presentar el esquema de axioma de especificacion, asumiendo
los de extensionalidad, par, union y la existencia del conjunto vacio se puede
probar que:

Teorema III.5 (Reemplazo y existencia del vacio implican especificacion)
En una teoria axiomatica con el esquema de axioma de reemplazo y la sentencia
JyVz[x ¢ y], se deriva el esquema de axioma de especificacion.

Demostracion. Sea ¢ € L con variables libres entre z,w,...,w,, z, siendo n un
entero no-negativo y X un conjunto. Si ningan elemento de X satisface ¢, enton-



102 Fundamentos en la Teoria de Conjuntos

ces, como el vacio existe, se cumple que JVy[y € E < y € X A p(x)] ]

En el caso en que si hay un elemento = € X para el cual se satisfaga ¢, definase
Y(z,y) = p(x) A x = y. Por reemplazo se cumple:

dEVyly € E < Jx € X[W(x,y)]]

Es decir, existe el conjunto F := {y | 3z € X|[p(z) A z = y|}. Es demostrable que
dr € X[p(x) Az =y| es equivalente a y € X A p(y), de donde:

IEVyly € E <y X Ap(y)]]

Que es el esquema de axioma de especificacion. |

Tanto Adolf Fraenkel como John von Neumann se percataron de que en Z** no
se prohibia la existencia de algin conjunto X que satisfaciese X € X. Como se
vio al presentar los ordinales, un clase de conjuntos que nunca pertenecen a si
mismos son los conjuntos bien fundados. En [Kun80] Kenneth Kunen prueba una
serie de teoremas que indican que todas las matematicas se llevan a cabo dentro
de dicha clase. Por lo tanto, con el motivo de facilitar el estudio del universo V, es
comun que se agregue el axioma de fundaciéon de von Neumann (posteriormente
adaptado por Zermelo a su Z**) a las teorias de conjuntos:

Definicion III.10 (Axioma de regularidad)

Pensando, como Dmitry Mirimanoff, que un conjunto E es regular/ordinario
cuando da lugar solo a sucesiones finitas descendientes, i.e. £, € --- € F; € FE
c.f. [All16], el axioma de regularidad dicta que so6lo existen conjuntos regulares.
Alternativamente, se puede afirmar que el axioma de regularidad dice que todos
los conjuntos son “bien fundados™:

Ve[z £ 0= Jy € zlyNnz = 0]

A pesar de agregar este enunciado como axioma, se suele afirmar que “regula-
ridad nunca se necesita en el desarrollo de las matematicas” [Kun09]. Obsérvese
entonces que, al menos desde el axioma del potencia, los axiomas por agregar
se han tornado mas y mas controversiales, en el sentido de que adoptarlos im-
plica tomar una postura filoséfica respecto al universo de todos los conjuntos V.
Por ejemplo, uno podria escoger entre el axioma del potencia y el esquema de
reemplazo con el axioma de infinito. Similarmente, hay una corriente filosofica,
denominada finitista, que rechaza la existencia de cualquier conjunto infinito y,
en consecuencia, hay axiomatizaciones finitistas de la teoria de conjuntos. En
general, cada axioma agregado desde el del infinito ha sido para que la teoria de
conjuntos se adapte a la manera en la que trabajan los matematicos. Otros dos
ejemplos de enunciados que podrian agregarse como axiomas son:

15Esta condicién de la existencia del vacio puede ser removida si se considera la siguiente va-
riacion al axioma de reemplazo:

Ywy, ..., wa[Va,y, z[p(z,y) A o(z, z) =y = z] = VAIBYyly € B < Jx € Alp(z,y)]]
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Definicion III.11 (Axioma de Eleccion y la Hipétesis del Continuo)

El axioma de eleccion, denotado AC por su nombre en inglés (axiom of choice),
afirma que dada una familia de conjuntos no vacia F', existe una funcion de elec-
cion f definida en F, es decir, una funcion tal que para cada X € F, la imagen de
X bajo f es un elemento de X, i.e. f(X) € X. Formalmente:

VF[F #0 = 3f[f: F - | JFAVX € F[f(z) € X]|

Por otra parte, sabiendo en Z** que la cardinalidad de un conjunto siempre es me-
nor que la de su potencia, i.e. | X| < |P(X)| para cada conjunto X, la hipoétesis del
continuo CH afirma que no hay un conjunto cuya cardinalidad esté estrictamente
entre la de w y su potencia P(w), i.e:

—3X[Jw| < [X|A X < [PW)]]

Se aprovecha esta definicion para explicar las notaciones mas utilizadas al
referirse a diversas teorias de conjuntos:

Definicion III.12 (Teoria de Conjuntos Zermelo-Fraenkel-Choice y variantes)
La teoria de conjuntos ZFC, es la teoria cuyos axiomas no logicos son:

1. Extensionalidad: Vz[(z e X @z €Y) = X =Y.

2. Regularidad: Vz[z # 0 = 3y € z[y Nz = 0]].

3. Especificacion: 32Vz[z € Z < (z € Y A p(x))].

Par: 3P[x € P Ay € PJ.

Union: 3UVYVz[z € Y AY € F =z € U].

Reemplazo: Vz € Adlylp(z,y)|] = IBVyly € B < Tz € Alp(x,y)].
Infinito: 37[) € I AVx € I[S(x) € I]].

Potencia: 3PVY[Y C X = Y € PJ.

© ©® N o o »

Eleccion: VF[F £ 0 = 3f[f : F - UF AVX € F[f(z) € X]]]

La teoria de Zermelo-Fraenkel es ZFC sin el axioma de eleccion. Por otra par-
te, la teoria de Zermelo, Z, y la de Zermelo-Eleccion, ZC, son respectivamente
ZF y ZFC sin el esquema de reemplazo. Similarmente, Z~,ZF | ZC™ y ZFC™ son
Z, ZF, ZC y ZFC sin el axioma de regularidad. Si se desea eliminar el axioma del
potencia a alguna teoria se escribe el nombre de ésta concatenado con la termi-
nacion “—P”, por ejemplo, ZFC sin el potencia se denota ZFC—P. Mas aun, si se
desea agregar un enunciado a la teoria, como la hipotesis del continuo CH, se
anade el nombre de éste junto con el signo “+”, por ejemplo, ZFC con la negacion
de la hipotesis del continuo se representa por ZFC+—-CH.
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Kurt Godel construyo un modelo para ZFC+CH, esto es, probo que ZFC+CH
es consistente. Por medio de su revolucionaria técnica del jforcing, Paul Cohen
probo que ZF-C y ZFC+—-CH también son consistentes. Con estas pruebas de
consistencia, correspondia a los matematicos decidir cual de las tres “teorias de
conjuntos” eligirian como fundamento para las matematicas (o escoger una axio-
matizacion ajena a los conjuntos). Adoptar el axioma de elecciéon fue una decision
facil pues su utilizacion tiene consecuencias matematicas agradables como que
“todo espacio vectorial tiene una base” o la caracterizacion de puntos de acumu-
lacion de un subconjunto de reales A por medio de la existencia de una sucesion
en A que convergiese al punto o por medio de la interseccion no vacia de A con
un intervalo abierto de radio un real positivo y centro en el punto. Por otro lado,
sigue sin escogerse alguno de los dos enunciados, la hipotesis del continuo o su
negacion, como parte de la axiomatizacion de las matematicas. Inlcuso algunos
investigadores de la teoria de conjuntos creen que, ya que familiarizarse con diver-
sas axiomatizaciones de V es facil, realmente la postura adecuada para adoptarse
es la creencia en un multiverso de la teoria de conjuntos. [Ham11]

Con lo presentado hasta ahora se ha mostrado evidencia en favor de que las
matematicas son axiomatizables dentro de un sistema formal .%#. Si en algan mo-
mento ZFC se considerase inadecuada o insuficiente para dicha labor, los mate-
maticos pueden confiar en que su trabajo puede formalizarse en una teoria alterna
0 que se pueden agregar mas axiomas. Un ejemplo de esto es lo que ocurri6 cuan-
do la teoria de categorias tomo relevancia en diversas areas de las matematicas.
Como varias categorias requieren considerar clases propias como entes formados,
una teoria de conjuntos como NBG que las axiomatiza o una teoria de conjuntos
con axiomas enunciados con conceptos categoricos (como la teoria elemental de
la categoria de los conjuntos de Lawvere -ETCS-) fue suficiente para que los ma-
tematicos estuviesen seguros de la precision y el rigor de lo que hacen.

En el siguiente capitulo se presenta un sistema formal para axiomatizar a las
matematicas que no esta basado en una teoria de conjuntos. Al igual que en el
presente capitulo se presentara inicialmente y de manera informal lo que diver-
sas notaciones representan y posteriormente se presentara el sistema formal y la
implementacion de las matematicas en dicha teoria.



Capitulo 4

Teoria de Tipos-Homotopias

En capitulos anteriores se llevo a cabo el proceso de formalizacion de las ma-
tematicas dentro de una teoria base: la teoria de conjuntos. En el presente ca-
pitulo, se efectia un proceso similar; salvo que se adopta la postura de que los
conceptos matematicos fundamentales ya vienen dados desde el sistema formal.
Mas concretamente, cada variable y/o constante introducida tendra inmediata-
mente un tipo asociado. Por ejemplo, se asume que al hablar del namero 0, el
tipo de éste es el tipo de los niumeros naturales N, y se podria derivar en algun
momento que si x es una variable del mismo tipo, denotado por z : N, entonces
x+ 0 = 2z en dicho tipo. La situacion es parecida (y de hecho comparte los mismos
fundamentos) a la declaracion de variables al escribir el codigo de programas de
computadora, en los cuales, de acuerdo al tipo de variable utilizada, el programa
podra o no implementar el algoritmo descrito por el codigo.

Con base en lo recientemente dicho, el presente capitulo sirve como evidencia
extra para argumentar que la formalizacion de (una parte de) las matematicas es
posible, ademas, sirve como ejemplo para determinar que ésta no es unica.

I. INTRODUCCION HisTORICA Y MOTIVACION PRACTICA

La teoria de tipos comienza aproximadamente al inicio del siglo XX con el des-
cubrimiento de diversas paradojas en algunos sistemas formales. El método usual
para “bloquear” varias de ellas consiste en evitar la auto-referencia. Por ejemplo,
en el idioma espanol es facil construir la expresion paraddéjica “esta oracion es fal-
sa” cuyo elemento auto-referente es que la oracion esta hablando de ella misma.
Para evadir estas paradojas dentro de las matematicas, Bertrand Russell y Alfred
North Whitehead propusieron, en sus trabajos Principia Mathematica, la creacion
de una jerarquia de tipos o propiedades, la cual cumplia que cada nuevo ente
construido s6lo podia hacer referencia a objetos en niveles inferiores de la jerar-
quia; de esta manera, la expresion “esta oracion es falsa” estaria mal construida
en el lenguaje de la teoria de tipos y no existiria ninguna paradoja. La comunidad
académica mas interesada en los Principia Mathematica fue la filos6fica, mien-
tras que la comunidad matematica opto por evitar las paradojas por medio del
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esquema de axioma de especificacion presente en la teoria de conjuntos de Ernst
Zermelo.

Posteriormente Alonzo Church, como parte de sus investigaciones en los fun-
damentos de las matematicas, desarrolld su Cdlculo Lambda. Las aplicaciones de
éste y su €xito en las ciencias computacionales hicieron que varios individuos,
como Stephen Kleene, lo estudiaran y encontraran inconsistencias logicas en for-
ma de paradojas. Motivado por esto Church propuso dos sistemas: el primero
fue el A-calculo original pero restringido iinicamente a la parte relevante para la
computacion, ahora conocido como Cdalculo Lambda No Tipificado, y el segundo
fue un sistema donde evadia las paradojas con el mismo método desarrollado por
Russell y Whitehead ahora llamado Calculo Lambda Simplemente Tipificado. Mas
tarde surgieron diversas modificaciones a este sistema que se convirtieron en las
primeras teorias de tipos modernas. El desarrollo de éstas se vio incrementado
tras el descubrimiento, por parte de Haskell Curry, de una correspondencia en-
tre las deducciones en algunas logicas y las computaciones efectuadas dentro
de algunas teorias de tipos. Posteriormente, William Alvin Howard reenunciaria
esto como un isomorfismo entre la deducciéon natural en logica intuicionista y
los computos en la teoria de tipos. Mas adelante, a esta correspondencia Joachim
Lambek le agregaria una relacion con la teoria de categorias, razon por la cual hoy
es conocida como la Correspondencia Curry-Howard-Lambelk. El descubrimiento
de esta relacion permitio la construccion de mas teorias de tipos a partir de ciertas
logicas y viceversa. En las décadas de los 70’s y 80’s Per Erick Rutger Martin-Lof
creo una teoria de tipos que correspondia a la logica de predicados intuicionis-
ta por medio del empleo de “tipos dependientes”, por esta razon actualmente es
llamada teoria de tipos intuicionista/constructiva/dependiente o, simplemente,
Teoria de Tipos de Martin-L6f (MLTT). Algunas variantes de esta teoria, por ser
consistentes y decidibles, son empleadas en la teoria de lenguajes de programa-
cion, y en la programacion de asistentes de prueba.

Los asistentes de prueba son programas disenados para formalizar detallada-
mente los razonamientos matematicos y para verificar que las deducciones reali-
zadas sean congruentes con los axiomas planteados. De esta manera, se reduce
el riesgo de un error humano en alguna demostracion de un teorema abstracto
y complejo. En la investigacion matematica es comun que los detalles técnicos y
formales de las pruebas no sean verificados minuciosamente sino que son res-
paldados por la reputacion del autor. Esto implica que si algun trabajo de algun
matematico reconocido mundialmente tiene un error, otros trabajos que depen-
den de éste tengan el riesgo de arrastrar el error consigo. Un ejemplo de esto lo
dio Vladimir Voevodsky (cf. [Voel4]), ganador de una Medalla Fields y uno de los
fundadores de la Teoria de Tipos-Homotopias HOTT (Homotopy Type Theory). Voe-
vodsky senala que alrededor de 1993 escribio un articulo titulado “Cohomological
Theory of Presheaves with Transfers” el cual tenia un defecto muy sutil en la de-
mostracion de un lema clave para el argumento del articulo. Sin embargo, este
error no fue encontrado sino hasta siete anos después por el mismo Voevodsky
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mientras realizaba una serie de platicas sobre el tema en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton. El afirma que varios matematicos habian estudiado su
articulo desde 1993 y ninguno se habia dado cuenta del error, lo cual infundio
incertidumbre en Voevodsky respecto a las demostraciones complejas que habia
realizado a lo largo de su vida y las que tendria que hacer en el futuro para lle-
var a cabo sus investigaciones. Por ello decidio utilizar asistentes de prueba para
ayudarlo con sus demostraciones, los cuales habian sido estudiados y desarro-
llados desde la década de 1960. Cuando empezo a investigar encontro distintos
asistentes de prueba basados en diversas teorias: el sistema Mizar, por ejemplo,
esta basado “bellamente” -segun Voevodsky- en los fundamentos actuales de las
matematicas, la teoria de conjuntos ZFC; pero no le satisfizo como un software de
verificacion de pruebas. El sistema Automath por otra parte, escrito por Nicolaas
de Bruijin y basado en las teorias de tipos dependientes, “fue capaz de verificar
un libro de texto de Analisis Matematico en relativamente poco tiempo” [Voe14].

A pesar de las aplicaciones de los sistemas de tipos dependientes, su caracter
sintactico genero poco interés del lado de la investigacion semantica hasta que en
2006, Michael Warren, su asesor Steve Awodey, Voevodsky y otros encontraron
modelos basados en teoria de categorias y teoria de homotopias (modelos de Qui-
llen) para esta clase de sistemas. Gracias a ello, se prestdo mas atencion a los tipos
dependientes, que proveyeron un meétodo sintactico para demostrar propiedades
y teoremas en la teoria de homotopias. Con el estudio de estos modelos surgio la
variante de MLTT, denominada Teoria de Tipos-Homotopias (HoTT), que incluye el
axioma de univalencia de Vladimir Voevodsky y la posibilidad de definir tipos de
induccion-mas-alta. Esta variante es la teoria emblema para el programa de Fun-
damentos Univalentes de Voevodsky el cual -segin Awodey- consiste en “hallar un
fundamento comprehensivo y computacional para las Matematicas basado en la
interpretacion homotopica de la Teoria de Tipos” [Awo14].

En este capitulo se presenta la variante de MLTT oficialmente expuesta en
el libro de Teoria de Tipos-Homotopias, HOTT, por el Programa de Fundamentos
Univalentes. Antes de presentar la sintaxis del sistema, se expondran la inter-
pretacion original de éste, asi como algunas de las razones que motivaron a Per
Martin-Lof a construir su teoria de tipos dependientes.

II. INTERPRETACION ORIGINAL Y MOTIVACION FILOSOFICA

Una de las principales observaciones que se deben hacer al hablar de teorias
de tipos es recordar la distincion original por Gottlob Frege entre un juicio y una
proposici(): la segunda es una aseveracion dentro de alguna teoria mientras que
la primera es una aseveracion (metalogica) de la veracidad de alguna proposicion.
Para ejemplificar esta distincion considérese la expresion “el ledn es feroz”: ya que

IEstas ideas fueron posteriormente reemplazadas por las “mas formales” formula bien formada
(wff) y teorema (de un sistema formal).
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ésta puede ser evidenciada y no hace referencia a ningun otro enunciado, es posi-
ble llamarla proposicion. Por otro lado, la oracion “es verdad que ‘el leén es feroz™
corresponde a un juicio pues se esta afirmando la veracidad de la proposicion
anterior. Esto queda brevemente esquematizado por el diagrama siguiente:

proposition j udgement

Fig. 1 tomada de [ML84]

Posteriormente es necesario notar que una deduccion logica se hace a partir
de juicios, por ejemplo, cuando en deduccion natural (en logica) se usa la regla
de introduccion de la disyuncion (de A se deduce que A 6 B):

V -Intro

AV B

realmente se esta aseverando (si A es proposicion y B es proposicion y A es verda-
dera, entonces A 6 B es una proposicion verdadera), i.e:

A: Prop. B: Prop. Ais True

-Int
AV B is True v -intro

o con la notacion de capitulos previos:

A BeLl A

-1
—AvVE V -Intro

Con base en esto, el objetivo de Per Martin-Lof al desarrollar su teoria de tipos
fue crear un sistema formal donde éstos hechos implicitamente tratados en otras
teorias fuesen explicitos en la suya. Esta eleccion logra que MLTT tenga algunas
ventajas computacionales y constructivas sobre otras teorias fundamentales y, a
la par, hace que MLTT tenga un “unico nivel” de deduccion, a diferencia de la tra-
dicional logica de primer orden (FOL por sus siglas en inglés: first order logic) con
teoria de conjuntos (FOL+ZFC) que consiste en “dos niveles”: el deductivo (logica)
y el axiomatico (conjuntos).

En el sistema del libro HOTIT existen tres tipos de juicios que corresponden a
las expresiones bien formadas de dicho sistema formal:

e El primer juicio es “I' es un contexto”, denotado por I'ctxf

e El segundo, “a es un término del tipo A involucrando variables en el contexto
", formalmente escrito como I' - a : AF|

2Aqui I' es un metasimbolo para una sucesion de wffs de la forma: =1 : Ay, 20 : Ay, ..., 2, : Ay,
SPer Martin-L6f entendia esto como “a es un elemento del conjunto A” y lo denotaba por a € A.
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e El tercero y ultimo es “a y b son términos (definicionalmente/juzgadamente)
iguales en el tipo A con base en las variables del contexto I'”, formalizado
mediante T -a =0b: Af

En la construccion de MLTT, Per Martin-Lof considera otros dos juicios: A Set
y A = B que significan “A es un tipo (conjunto)” y “A y B son tipos (conjuntos)
iguales” respectivamente. No obstante en HOIT los autores decidieron expresar
esto mediante una jerarquia de tipos-universo U, Us, ... donde dichos enunciados
son sustituidos por “A es un tipo en el universo (de acuerdo al contextoI')” y “A y
B son tipos iguales en el universo (con base en variables del contexto I'), es decir,
los juiciosI' - A: U; y I' - A = B : U; (para algun indice 7). Mas aun, algunos otros
consideran que MLTT, por su uso particular de tipos dependientes, tiene otras dos
formas de juicios, a decir, x : AF P(z) : U; y x : A+ f(x) : P(z) que corresponden
a los enunciados “P(z) es un tipo (en el universo) para cada =z : A”y “f(z) es un
término en P(z) para cada x : A” (cf. [Rij12]). En el caso de HOTT, estos enunciados
son derivables a partir de las reglas de inferencia del sistema y representan un
caso particular del juicio “I' + a : A”. La idea de un tipo dependiente como los
previamente senalados, puede ser ejemplificada con los tipos R”, que son tipos
cuyos “elementos” son n-tuplas pero cuyas entradas dependen de los términos de
otro tipo, i.e. n : N.

Adicionalmente, es necesario destacar que hay diferencias importantes entre
las teorias de tipos y las teorias de conjuntos. Por ejemplo, obsérvese que en
MLTT a cada término le corresponde un unico tipo de manera predeterminada a
diferencia de FOL+ZFC donde “ser elemento de” es una relacion que puede ocu-
rrir (0 no) entre dos objetos cualesquiera. Otra diferencia importante es que en
FOL+ZFC las expresiones a € Ay a = b son proposiciones mientras que aqui se
han vuelto juicios. Esto lleva a que en la formalizacion de la teoria, la expresion
a = b sea una nocion sintactica. Mas adelante se vera que la correspondencia
Curry-Howard-Lambek motiva el empleo de otros tipos denominados tipos identi-
dad (o igualdades proposicionales) por lo que otra diferencia clave entre FOL+ZFC
y MLTT es que en la primera solo se tiene una igualdad mientras que en la segun-
da se tienen dos igualdades, la proposicional y la definicional. Esta diferencia en
como tratar las igualdades hace que a MLTT se le llame una teoria intensional y a
FOL+ZFC, extensional (cf. [LP14]). La distinciéon entre ambos términos consiste en
que una teoria extensional, declara iguales dos objetos si sus extensiones son las
mismas, es decir, en FOL+ZFC dos distintas descripciones hablan de un mismo
conjunto si y solo si “las colecciones” cuyos objetos cumplen dichas descripcio-
nes, son las mismas. Por otra parte, una teoria intensional como MLTT declara
iguales dos objetos si sus intensiones son las mismas, lo que simplemente sig-
nifica que dos distintas descripciones nos daran dos distintos tipos. Un ejemplo
burdo para ilustrar esto es considerar las descripciones “animal de cuatro patas
que hace ‘guau™ y “el mejor amigo del hombre”; aunque las extensiones de ambas

4De manera similar, para Martin-Léf esto significaba que “a y b son elementos iguales en el
conjunto A”, escrito por a =b € A.
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descripciones son el mismo ente (el perro), las intensiones no son las mismas 7

Antes de proceder a exponer los principales constructos en la teoria de tipos de-
pendientes, se hace hincapié en que, para hacer sencilla la exposicion semantica
de su lenguaje, se utilizaran expresiones informales (tal y como se hace usual-
mente en matematicas). En otras palabras, solamente en la seccion del “desarrollo
formal de (el sistema formal) HOTT y motivacion en los fundamentos”, se utiliza-
ran en su totalidad todos los términos bien formados necesarios para generar una
teoria computable.

I. Tipo de Funciones Dependientes

Asumiendo que A : U (A es un tipo) y que por cada “elemento” = : A (término
de tipo A) existe un tipo B(z) : U, siempre se puede construir el producto de éstos
indizado por A : U, mejor conocido como el tipo de funciones dependientef]:

[[B@=) :u

Mas aun, si para cada z : A se cumple que f(z) : B(z), entonces la funcion
definida por la A-expresion A\z.f(x) es de tipo [],., B(z). Recuérdese aqui que es-
cribir \z.f(z) es equivalente a nombrar a la funcién con regla de correspondencia
f:z— f(z)f]y. por ende, al evaluarla se obtiene el computo (\z.f(z))(a) = f(aff} En
otras palabras, los tnicos “elementos” de un tipo producto son funciones cuyo do-
minio es A : U y sus imagenes viven en cada uno de los correspondientes B(z) : U.
Por ende, para obtener elementos de alguno de los B(z) : U lo tinico que se debe
hacer es evaluar a f : [][,., B(z) en un valor determinado de A : Y. Por ejemplo,
sia: A entonces f(a) : B(a). Es importante recordar también que dos funciones
son iguales si sus dominios y reglas de correspondencia son las mismas, esta ca-
racteristica de las funciones es explicitamente dada para cada tipo de funciones
dependientes; asi si para cada z : A, se cumple que la expresion b(z) = V' (z) : B(z)
entonces \z.b(x) = \z.b/(z) : [[,.4 B(z).

Finalmente, obsérvese que la condicion crucial para construir al tipo producto
es la existencia de la familia {B(z) : U | = : A}, por lo que haciéndola constante,
B(z) = B : U para cada z : A, se obtiene el caso especifico del tipo de funciones
“no-dependientes”:

A—B=A"=][B:U
T:A

5La distincion entre ambos conceptos es crucial para que MLTT sea una teoria decidible y
adquiera un caracter computable: en la practica estamos limitados por lo que podemos demostrar
(o hemos demostrado hasta el momento) y tiene sentido considerar distintas (o no relacionadas)
a dos intensiones, hasta que se demuestre lo contrario.

6Notese que el alcance del simbolo “II” es interrumpido por los dos puntos “:” junto a la U, i.e.
el “operador” principal en la expresién son dichos puntos.

“Una regla conocida como 7-conversion o n-reduccion.

8A esta regla se le conoce como j3-conversion o 3-reduccion.
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II. Tipo de Parejas Dependientes

Al igual que para las funciones dependientes, un tipo indice A : / y una familia
de tipos B(z) : U, con x : A, son lo inico que se requiere para crear al tipo de parejas
dependientes denotado como la suma de dicha familia:

ZB(:L‘) U

El objetivo original al concebir este tipo era tener un analogo a la union disjun-
ta de conjuntos; no obstante, su caracteristica principal es que sus “elementos”,
i.e. sus variables correspondientes, son parejas ordenadas (a,b) : >, B(z) don-
de la primera coordenada es una expresion a : A mientras que la segunda varia
dependiendo de la primera b : B(a). Para lograr que los tnicos elementos de es-
tos tipos sean dichas parejas se enuncia el principio de induccion para parejas
dependientes, el cual establece que “dada una familia Q(p) : U/ con p : Y, B(x),
construir una funciéon que vaya de la suma a la familia, f : szzm B @), solo
requiere tener otra analoga g : [[, 4 [[;.5(,) @(a,b) que sea evaluada iteradamente”,
proceso conocido como currying. Es decir, si a : Ay b : B(a) entonces realmente
f(a,b) = g(a)(b) : Q(a,b). Partiendo de esto, es posible “probar” informalmente el
siguiente lema:

Lema II.1 (Existencia de las proyecciones canonicas)
En la teoria de tipos intuicionista, para cada tipo B(z) : 4 dependiente de algin
A : U, existen las proyecciones candnicas:

o 71 (.4 B() = Atal que mi(a,h) = a

o m: [l,5 | B B(m(p)) tal que m(a,b) :==b

Demostracion. Supongase ya dado p: ) , B(x)y considérese a la familia (cons-
tante) Q) (p) = A : U. Es facil ver que la funcion que se necesita para aplicar el prin-
cipio de inducci6n y construir a 7, tal como se desea es g1 = Aa.Ab.a: [], 4[]} p) A
Para la segunda proyeccion se debe hacer la observacion de que 7 (p) : A para
cada p : Y, B(x), por lo que Q(p) = B(m(p)) : U es una familia indizada por la
suma. Definiendo a go = Aa.Ab.b : [],.4 [1;.5,) B(7i(a, b)) y aplicando el principio de
induccion para parejas dependientes se genera a m, como se requiere. |

Finalmente, de forma analoga a la subseccion anterior, si la familia de tipos
{B(z) :U |z : A} es constante, i.e. B(z) = B : U par cada x : A, entonces el tipo de
parejas dependientes es simplemente el producto cartesiano:

AxB:=) B
T:A
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[II. Tipo Coproducto

Los coproductos, tal como en teoria de categorias, son el concepto dual al pro-
ducto cartesiano y para formarlos tnicamente se requiere de la existencia de dos
tipos. Es decir, si A, B : U entonces:

A+B: U

De igual manera, si las proyecciones canonicas m; y m, permiten “descomponer”
los elementos de los tipos producto, entonces los tipos coproducto requieren de
las inclusiones canodnicas t; y 1o para introducir sus elementos; mas explicitamen-
te:sia: Ay/ob: B, entonces t1(a) : A+ By/o 13(b) : A+ B.

Repitiendo la idea de la subseccion anterior, el principio de induccion para los
tipos coproducto dice que “dada una familia Q(z) con = : A+ B, para construir una
funcion que vaya de A+ B : U ala familia f : [[,.,, 5 @(x) solo se requiere tener dos
funciones previas ¢, : [[,. 4 Q(t1(a)) ¥y g2 : [[,. 5 @(¢2(b))”, de tal modo que:

f(u(a)) = g1(a) : Q(u(a))
f(e2()) = g2(b) = Q12(b))

Esta manera de construir tipos por medios inductivos es caracteristica de

MLTT y sera la forma en la que se construiran los restantes tres tipos funda-
mentales de la teoria.

IV. Tipo de Numeros Naturales

Hasta ahora solo se han dicho qué tipos se pueden construir dados otros pre-
viamente existentes, el tipo de niuimeros naturales N : U es el primer ejemplo de un
tipo que es posible generar en cualquier momento sin necesidad de otros previos.

Los elementos del tipo de los naturales se construyen recursivamente como es
estandar en otras teorias axiomaticas que los presentan, es decir, de facto ya se
tiene que 0 : Ny que sin : N, entonces S(n) : N. Asi mismo, el principio de induccién
para el tipo de los naturales dice que “si P(n) : U es una familia indizada por los
numeros naturales, i.e. n : N, entonces para construir una funcion de los natura-
les a la familia f : [[,  P(n) es suficiente con construir dos funciones que reflejen
como se comporta ésta en el caso base ¢, : P(0) y en el caso recursivo/inductivo
cs : [L,nP(n) — P(S(n))” de tal modo que:

f(0) = co
f(S(n)) = cs(n, f(n))

En la seccion siguiente se explicara como se relaciona este principio inductivo
con la induccion estandar realizada en matematicas cotidianamente. Mientras
tanto, se presenta al tipo vacio o nulo.
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V. Tipo Vacio o Tipo Nulo

De igual manera que con los naturales, sin asumir nada mas se puede formar

al tipo vacio:
0:U
Su utilidad se hace mas clara tras analizar la correspondencia Curry-Howard en-
tre teorias de tipos y logicas intuicionistas pero por el momento so6lo se expondra
el principio de induccion para el tipo vacio que en pocas palabras establece que
0 : U no tiene elementos y para ello se conviene que en el caso de que se hallase
un término z : (), entonces cualquier tipo concebible estara habitado. Mas expli-
citamente, “siempre que se tenga un tipo @ : U, se puede construir una funcion
[ 1o Q(2) tal que:
f(z) - C(2)

VI. Tipo Unidad

Finalmente, el tipo unidad se puede formar sin ninguna hipoétesis previa 1 : I/
y el unico elemento que se puede introducir de €l es x : 1. Con base en esto
su principio de induccién para el tipo unidad reza que “si Q(z) : U depende de
1:U, una funcion f : [[,; Q(z) so6lo necesita definirse en un elemento, a decir en
c(x) : Q(*)” de tal modo que:

[II. CoORRESPONDENCIA CURRY-HOWARD Y MOTIVACION EN LocGicAa

Recuérdese de la seccion pasada que si a : Ay b : B, entonces (a,b) : A x B.
Esto es facilmente expresable como una regla de deduccion en un sistema formal
de la siguiente manera:

a: A b:B
(a,b) : Ax B
Notese el parecido de esta deduccion con la introduccion de la conjuncion en
logica expresada como una deduccion natural:

r'-A '-B
'-AAB

Esta relacion, aunada a otras similares para el resto de los tipos construidos en
la seccion anterior es lo que se conoce como la correspondencia Curry-Howard en-
tre la 16gica intuicionista y la teoria de tipos. Con base en ella cada tipo representa
una proposicion, es decir, al expresar que P : U, realmente se esta aseverando que
P puede o no ser verificada. Cuando el tipo esta habitado, i.e. = : P, se interpreta
a dicho elemento x como un testigo de la veracidad de P o una prueba de que
P es verdadera. Notese que €sto marca una diferencia importante entre la 1l6gica
clasica y la interpretacion intuicionista que se esta dando a MLTT, pues en logica
clasica una proposicion ya tiene de antemano un valor de verdad (tal vez desco-
nocido), mientras que en teoria de tipos una proposicion puede ser vista como “la

x -Intro

A -Intro
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coleccion” de todos los testigos de su veracidad y solo sera verdadera hasta que
se haya exhibido una prueba de ésta, es decir, en logica intuicionista se identifica
demostrabilidad con veracidad.

Con base en lo previamente dicho, el resto de la seccion sera dedicado a hacer
explicita la correspondencia Curry-Howard y establecer algunas consecuencias de
ésta. Para hacer mas palpable dicha correspondencia, se exponen reglas logicas
de deduccion natural en una columna derecha mientras que sus equivalentes en
teoria de tipos son expuestos en la columna izquierda.

I. Cuantificador Universal

En la correspondencia Curry-Howard, el cuantificador universal es identifica-
do con el tipo de funciones dependientes, de tal modo que:ﬂ

(Ve e X)P(x)=(Tlz: X)P(x)

A partir de esta equivalencia se observa el comportamiento “intuicionista” que
tienen los tipos producto de MLTT:

X:U z:XFP):U X Set z € X+ P(x) Prop.
II-F -Fi
M. P(z) : U orm V,ex P(z) Prop. v-Form
x: Xk f(z): P(z) r € X F P(z) True
[I-Int V-Int
Ar.f(z) : I.x P(x) o Veex P(z) True o
a: X  f:I.xP(x) )
[I-Elim a€ X VyexP(z)True V-Elim

fla): P(a) P(a) True

La primera regla dicta algo parecido a la gramatica del lenguaje de la logica,
pues esta diciendo que si X ya es un objeto bien formado y se verifica que “si z
es una variable de tipo X, entonces P(z) es un objeto bien formado del lenguaje”,
entonces se puede afirmar que [[,., P(z) es una expresion bien formada. La se-
gunda regla esta afirmando a grandes rasgos el principio de generalizacion visto
en capitulos previos: si P(z) es verdadera para cada x € X, entonces (Vx € X)P(z)
es verdadera también. Finalmente, la tercera regla es equivalente al lema de par-
ticularizacion del cuantificador universal V (Regla A4) visto en logica predicativa.

Recordando que la expresion (Vz € X)P(z) solo es una abreviacion de la for-
mula Vz[zr € X = P(z)], no es sorpresa que al lograr que P no dependa de = : X se
obtenga la implicacion X = P que es el siguiente conectivo 16gico a analizar.

9En lo subsiguiente la notacion (dz € X)P(r) sera un alternante de la mas familiar utilizada en
capitulos previos Jr € X[P(x)]. De igual manera, si se escribe “P(z) Prop.”, se estara expresando
que P € L con z € FV(P), mientras que P(z) True representara la aseveracion de que [P(x)] = 1.
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II. Implicacion

Analogo al caso anterior, se identifica al tipo de funciones no-dependientes con
la implicacion:
P=Q=P—->Q=Q"=(llz: P)Q

Esta ultima equivalencia induce tres reglas, de las cuales la primera establece
cuando es relevante construir una implicacion (cuando el antecedente es verda-
dero); la segunda es el conocido teorema de la deduccion, y la tercera corresponde
a la regla de deduccion modus ponens (MP):

P:U z:PHQ:U P Prop. P True + @ Prop.

-F = -F
P—Q:U oo P = @ Prop. orm
r:PF f(x):Q P True + Q True
-Int -Int
e f@): P Qe P=QTrue  1°
z: P f:P_>Q_>_E11m P True P = Q@ True )
flz):Q O True = -Elim

Mas aun, las deducciones en la teoria de tipos permiten demostrar propiedades
logicas ya conocidas de la implicacion material:

Proposicion III.1
En MLTT son verdaderas las formulas:

1. P=P
2. P=(Q=P)
3. (P=(Q=R)=(P=Q)=(P=R))

Demostracion. Como se vio anteriormente, para demostrar un enunciado en teo-
ria de tipos es necesario construir un elemento del tipo. En este caso, se esta
tratando con tipos de funciones por lo que la enunciacion de la regla de corres-
pondencia de una funcion, sera suficiente para probar lo requerido:

1. Sea P : Y una proposicion, entonces asumir la veracidad de P : i proporciona
un testigo de ésta, i.e. x : P. Esto se puede reenunciar diciendo que para
cada = : P se cumple que z : P, es decir, z : P - z : P. Por introduccion
de la implicacion se puede construir la funcion \z.z : P — Py, por ende, la
proposicion P = P es verdadera.

2. Sean P, () : U proposiciones y supongase que x : Py y : (), entonces la funcion
definida por la regla de corespondencia \y.z cumple \y.z : () — P. Por lambda
abstraccion nuevamente se obtiene que Az.\y.x : P — (Q — P), esto es, la
funcion que toma a x y lo manda a la funcion que mapea y en x es un testigo
de la veracidad de P = (Q = P).
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3. Suponganse que P, () y R son proposiciones, es decir que P, Q, R : Y. Ademas
asumase que PP = Qy P = (Q = R) son verdaderas. Entonces se pue-
den seleccionar testigos de dichas veracidades por ejemplo z : P, f : P — @
yg: P — (Q - R). De aqui que f(z) : Q y g(x) : @ — R. Por ende, al
evaluarlos se tiene que g(z)(f(z)) : R. De esta manera, por A-abstraccion se
pued construir un testigo de la veracidad de la proposicion deseada, a decir,
MAfAg(@)(f() 1 (P = (Q = R) = (P = Q) = (P — R)).

Notese que los ultimos dos resultados son axiomas del sistema logico de Lu-
kasiewicz, faltando la “contrarreciproca” o “contrapositiva” para tener el sistema
completo. No obstante, ésta ultima no es demostrable en MLTT pues hacerlo in-
duciria la légica clasica y, como se ha enfatizado previamente, la teoria de tipos
de Martin Lof corresponde a una logica intuicionista.

III. Cuantificador Existencial

Procediendo de manera similar a las dos subsecciones anteriores, se exhibe la
correspondencia Curry-Howard para el cuantificador existencial:

(Jz e X)P(z) = (Dx: X)P(x)

la cual induce las deducciones siguientes:

X:U z:XFPx):U
Y-F XSet re Xk Px
S P) U orm (z)

J,ex P(x) Prop.

P .
rop J4-Form

x: X y:P(x) reX P(z)True

Y-Int J-Int
(z,y) : Ypx P(2) o Jex P(x) True nro
v: Xy Plx)Fg(@)(y) - Q Piex P(@) s
IndE(QanP) : Q
z € X,P(x) True - @ True d,cxP(x) True 3-Elim

Q True

Recuérdese que en la seccion anterior se construyeron las proyecciones cano-
nicas m y m, para los Tipos de Parejas dependientes, las cuales, cumplian que si
(a,b) : > ,B(x), entonces m(a,b) = a : Ay m(a,b) = b: B. La interpretacion que
se da a esta demostracion en la correspondencia Curry-Howard es, en el caso de
la primera proyeccion, que si (3x € A)B(z) es verdadera, entonces es posible ob-
tener al testigo que satisface la propiedad B, o sea, a : A. Por otro lado la segunda
proyeccion permite demostrar precisamente que B(a) True, es decir, por medio de
mo(a,b) =b: B(a), el elemento « : A satisface la propiedad B.
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IV. Conjuncion

A la conjuncion le corresponde, bajo Curry-Howard, el producto cartesiano de
dos tipos:
PANQ=PxQ=(Xx:P)Q

Entonces, las reglas de formacion, introduccion y eliminacion de este conectivo
logico son:

P:U x:PHQ:U

% -Form P Prop. P True F @ Prop.

PxQ:U P AQ Prop A -Form

x: P y:Q P True Q@ True

——F x -Int A -Int

(x,y) : PxQ X o P AQ True o
z:Py:QFg@)(y): R p:PxQ

x-Elim

Indy(R,g,p) : R

P True ,Q)Q True - RTrue P AQ True
R True

A-Elim

Obsérvese que de la ultima regla se pueden derivar las mas conocidas re-
glas de eliminacion de la conjuncion pues siempre se cumple P True + P True
y es posible aumentar una hipotesis a esto ultimo sin modificar su validez, i.e.
P True , @ True + P True. Suponiendo que P A (Q True y aplicando la regla ante-
rior se deriva que P True. Esto es, se he verificado que:

P AQ True
P True

El resultado equivalente para () True se obtiene de manera analoga.

Igual que en la subseccion de implicacion, se procede a probar un par de re-
sultados de logica intuicionista:

Proposicion II1.2
En MLTT son verdaderas las formulas:

1. P=(Q=PAQ)
2. (P=(Q@=R)=(PNQ=R)

Demostracion.

1. Supongamos que P : U y @) : U son verdaderas, i.e. x : Py y : (). Sabemos
entonces por la regla de introduccion de la conjuncion que (x,y) : P x Q. Por
A-abstraccion podemos concluir que Az \y.(x,y) : P — (Q — P x Q) que es lo
que queriamos demostrar.
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2.Sean f: P — (Q — R)yp: P x Q. Suponiendo z : P,y : () podemos ver que
f(z)(y): R,esdecir: z: P,y: QF f(x)(y) : R. Por el principio de induccion para
tipos producto Ind, (R, f,p) : R. Por lo tanto, utilizando lambda abstraccion
(teorema de la deduccion) A\ f.\p. Indy (R, f,p) : (P — (Q - R)) - (P xQ — R).

Ademas de este par de teoremas de logica intuicionista, un resultado curioso
al trabajar en MLTT y la correspondencia Curry-Howard es una especie de axioma
de eleccion:

Teorema III.3 (Axioma de Eleccion de la Teoria de Tipos)
Dados un tipo A : U, una familia {B(z) : 4 | x : A} y una relacién binaria (familia)
{R(a,b) :U | {a,b) : >, B(x)}, se cumple que:

o (I3 mew) = (8 Tneso)

x:A y:B(x B(z) t:A

Demostracion. Sea g : [[,., >, 5. B(z,y), entonces si a : A, su imagen g(a) cum-
ple que 7 (g(a)) : B(a) y m(g(a)) : R(a,m(g(a))). Deseamos entonces construir una
pareja tal que la primera entrada sea una funcion f : [[,., B(z) y la segunda,
otra funcion en [, , R(t, f(t)) : U. Para esto vemos que [ := Az.m(g(z)) : [[,., B(x),
mientras que At.m(g(t)) : [[,.4 R(t, f(t)). Por ende, la pareja (A\z.m(g(z)), M.m2(g(t)))
es un testigo de la veracidad de ) FIL B(@) [1.4 R(t, f(t)). Finalmente, definimos a
la funcion ac como:

ac = Ag.(Az.m(g(2)), M.ma(g (HZny> ( Z IR ) )

x:A y:B(z A B(z) A

Lo anterior puede ser interpretado mediante la correspondencia Curry-Howard
como:

Vo € Ady € B(z)[R(x,y)| = 3f € U eaB(x)Vt € A[R(t, f(t))] True

Obsérvese que al cambiar R(z,y) por y € x este enunciado se asemeja al axioma
de eleccion (0 ¢ A= 3f : A — |JAVt € A(f(t) € t)) y, como recién se ha visto, es de-
mostrable en la Teoria de Tipos. No obstante, es importante resaltar que ac no esta
llevando a cabo realmente ninguna eleccion pues €sta ya esta dada en la premisa
y por ello la prueba fue facil de realizar: solo se requirio tomar la funcion origi-
1:1a1 9t s 2oy pw) B(z,y) y dividirla en otras dos funciones Az.mi(g(z)), At.m2(g(1))-
Estas, al combinarse en una pareja ordenada, recuperan el testimonio de la “elec-
cion”.

Ademas de las interpretaciones dadas al tipo de parejas dependientes, también
se le usa frecuentemente para construir entes matematicos. Por ejemplo, si uno
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recuerda que el principio de comprension restringida de ZFC permite construir
conjuntos de la forma {z € A | B(z)}, y ademas observa que un elemento a : A que
satisface B(a), genera una prueba b : B(a), entonces uno puede concluir que el
conjunto de los z : A tales que B(x) es realmente el tipo de parejas (a,b) : >, B(z).
También es comun construir las estructuras algebraicas por medio de los tipos de
parejas dependientes. Por ejemplo, recordando que los magmas son vistos como
parejas donde la primera entrada es un conjunto y la segunda, una operacion
binaria, se puede definir el tipo

Magma := Z(A — (A— A))

Si ademas uno desea agregar el axioma de asociatividad a dicha operacion binaria
para convertir el magma en un semigrupo, los tipos coproducto siguen siendo de
utilidad para este fin, pues tnicamente se define

Semigroup := Z Z H ) =a x(z,%(y, 2))

AU x:A—(A—A) z,y,2:A

V. Disyuncion

El coproducto es el tipo que le corresponde a la disyuncion bajo el isomorfismo
de Curry-Howard:
PVvQ=P+Q

Por lo que las reglas de formacion, introduccion y eliminacion de este conectivo
logico quedan de la siguiente manera:

P:U Q:U P Prop. (@ Prop.
-F V -F
P+Q:U +-Form PV Q Prop. orm
x: P P True
-Introl —————— V-Introl
n@ pPrg e PVQTrue = 70
y:Q Q True
-Intro2 ————— V -Intro2
Lo(z) : P+ Q+ 1o PV Q True e
PF : QF : P
x gi(z): C y:QF gy :C 2 PHQ | pym
Ind,(C, g1,92,2) : C
PT FC T T FC T P T
rue - C True @ True F C True V Q@ True v -Elim

C True

En esta subseccion también se presentan algunos resultados de logica intui-
cionista:

Proposicion III.4
En MLTT son verdaderas las formulas:
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1. P=PVQ
2. Q=PVAQ

3. (P=R=(Q=R) = (PVQ=R)

Demostracion. Suponiendo que z : P, sabemos que :(z) : P + ). Facilmente
tenemos que A\z..i(z) : P — P + Q. La prueba para Q = PV ) es analoga con la
segunda inclusion.

Sean f : P - R, g : Q@ - Ry 2z : P+ @, entonces claramente para = : P
se tiene que f(x) : R, mientras que g(y) : R si y : (). Con esto completamos las
hipotesis para aplicar el principio de induccion para el tipo coproducto, por lo
que Ind, (R, f,g,z) : R. Por lambda abstraccion tenemos lo requerido:

AfAgAz.Ind (R, f,g,2): (P—>R)— (@ > R)— (P+Q — R)

VI. Induccion en Numeros Naturales

En el caso del tipo de numeros naturales N : I/, gracias a la correspondencia
Curry-Howard, el principio de induccion para el tipo de los naturales se convierte
en el ya utilizado cotidianamente en matematicas: si P(n) : U es una propiedad
de numeros naturales, i.e. n : N, para construir un testigo de que ésta se cumple
para todos los naturales f : [[, P(n) es suficiente con definir como se comporta
éste en el caso base ¢, : P(0) y en el caso inductivo cg : [, P(n) = P(S(n)) de tal
modo que:

f(0)=co
f(S(n)) = cs(n, f(n))

Semiformalmente esto queda expresado de la siguiente manera:

co : P(0) r:Ny: Px)kF cs(z,y) : P(S(x)) n:N ,
Indy(P, co, cs,iz) : P(n) N-Elim
co : P(0) z:Njy: P(z)F cs(z,y) : P(S(m))N_Compl

Indy (P, co, cs,0) = ¢o : P(0)

co : P(0) r:Nyy: P(x)t cs(x,y): P(S(z)) n:N
Indn(P, co, cs, S(n)) = cs(n, Indy(P, ¢o, cs,n)) : P(S(n))

N-Comp2

Gracias a lo previamente dicho es posible construir en los naturales las ope-
raciones ya familiares como la suma:
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Ejemplo III.1 (Construccion de la suma de naturales en MLTT) Tradicionalmente
se ve a la suma como una funcion + : N x N — N. Haciendo currying (en el pro-
ducto) esto equivale a construir una funcién de la forma + : N — (N — N). De esta
manera, el caso base para la induccion sera una funcion ¢, : N — N mientras que al
caso recursivo le correspondera otra c¢s : N — (N — N) — (N — N)). Obsérvese que
para cada m : N, el resultado de +(m, 0) deberia ser igual a m, por lo que el candida-
to para el caso base ¢y es la funcion identidad, i.e. Am.m : N — N. Por otro lado, se
desea que si n # 0, entonces +(m)(S(n)) = +(m, S(n)) = S(+(m,n)) = S(+(m)(n)), lo
cual da una idea de como definir a ¢s pues suponiendo yadados z: Ny y: N — N
es posible construir a la funcion Am. Ay z.S(y(z)) : N - (N - N) - (N — N)).
Por el principio de induccion Indy(N — N, Am.m, Am. \y.\x.S(y(z)),n) : N - N don-
de Indy(N — N, ¢, cs,0)(m) = (Am.m)(m) = m en el caso base, y en el recursi-
vo Indy(N — N ¢g,cq,5(n))(m) = (Am Ay z.S(y(x)))(n, Indy(N — N, co,cq,n),m) =
S(Indy(N — N, ¢g, cg,n)(m)). De esta forma, se define a la suma mediante:

+ := dm.An. Indy(N — N, ¢y, cg,n)(m) : N - (N — N)

El ejemplo recientemente hecho presenta la definicion recursiva de manera
diferente a como se expone normalmente, pues la funcion Indy(P, ¢y, ¢, n) resul-
ta poco familiar a menos que se compute tal y como se hizo aqui. Para evadir
estas dificultades se usa la coincidencia de patrones para realizar definiciones
recursivas. De esta manera, en vez de introducir a la funcion suma por medio del
inductor, se puede definir de la siguiente manera %}

+(m,0) =m

+(mv S(n)) = S(+(m7 n))

VII. Contradiccion y negacion

Por medio de la correspondencia Curry-Howard se tiene que:
1=0

Dado que el Tipo Vacio ya es parte del universo, la regla de formacion de este
tipo solo establece que “la contradiccion” es una proposicion:

_ — | -F
I L{(Z) Form 1 Prop. orm

Sin embargo, no hay ninguna manera de construir elementos del Tipo Vacio,
por lo que no se tienen reglas de introduccion de la contradiccion. Aun asi, si se
tiene una regla de eliminacion o inductor, el cual hace explicito el principio l6gico
de explosion:

100bsérvese la semejanza entre la construccion del ejemplo y la coincidencia de patrones para
la suma.
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z: 0 . 1 True .
m @—Ehm m 1-Elim

De esto es facil derivar la tautologia L = P, siendo el testigo de la veracidad
de esto la funcién Az.Indy(P,z) : ) — P. Ademas, procediendo igual que en logica,
es posible definir a la negacion de la siguiente manera:

A partir de esta equivalencia se pueden probar los teoremas de la negacion ya
conocidos de logica intuicionista, como -A A =B = —(AV B):

Ejemplo III.2 Supongamos que p: (A — () x (B — 0) y que z : A+ B. Sabemos
entonces que m(p) : A — 0 y que m(p) : B — (. Por otro lado, si = : A, entonces
m(p)(x) : 0y siy: B, m(p)(y) : 0. Por el principio de inducciéon para el coproducto
tenemos que Ind, (0, 7 (p), m2(p), ) : @ y por lambda abstraccion:

ApAz. Indy (0, 71 (p), m2(p), 2) : (A —=0) x (B—=0)— (A+ B —0)

VIII. Tautologia

Si al vacio le correspondia la contradiccion no deberia sorprender que al tipo
unidad le corresponda la particula tautologica:

T=1

Al igual que en el caso anterior, sin requerir condiciones ya se tiene que T es
una proposicion:

- ——— I -Form
1 U 1-Form T Prop.

Pero la unidad se distingue del vacio en que si presenta un elemento, i.e. siem-
pre es verdadera:

——1-Int = | -Int
*x:1 nro T True ntro

Finalmente, si suponiendo una tautologia se deriva algo, entonces se sabe que
el resultado de dicha deduccion también es verdadero:

r:1lby:Q) a:1 1-Elim T True FQ True T True T-El
IDd]_(Q, Y, Cl) : Q Q True I
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IX. Igualdad Proposicional

Una vez que se ha hecho explicita la correspondencia Curry-Howard entre los
tipos presentados en la seccion anterior y algunos conectivos logicos, es posible
motivar la definicion de una clase de tipos mas: la igualdad proposicional. Esta
se distinguira de la igualdad que se ha estado utilizando hasta ahora (la juzga-
mentada o definicional) en cuanto a que la primera representa, como su nombre
lo dice, una proposicion y, por ende, es susceptible a mostrar testigos de su vera-
cidad, mientras que la segunda es una igualdad meramente sintactica.

Mas aun, la introduccion de esta nueva igualdad permite operar con ella tal
y como se hace en la practica, i.e. se puede negar, conjuntar, disyuntar o im-
plicar. Notese que esto no es posible para la igualdad definicional porque ésta
corresponde a un juicio y éstos no pueden operarse o cuantificarse logicamente.
La distincion entre ambas igualdades no es comunmente explicitada en matema-
ticas aunque, siendo pedantes, deberia hacerse pues afirmar que 2 +2 = 2 x 2
puede considerarse falso si se lee al signo “=" como “es idéntico a”, mientras que
es verdadero cuando el simbolo = representa “[tras computar] tiene el mismo valor
que”. Tomando en cuenta lo dicho anteriormente, se procede a formular las re-
glas de formacion, introduccion, eliminacion y computacion de los tipos igualdad
proposicional:

La primera regla dice que dado cualquier tipo A : U/ y dos elementos de éste
a,b : A, se puede plantear el problema de si ambos términos son iguales, o sea
a=4b:U61ds(a,b):U:

A:U a:A b:A
Ida(a,b) - U

La segunda regla establece que todo término de cualquier tipo a : A es propo-
sicionalmente idéntico a si mismo r, : Id4(a,a) 6 refl, : a =4 a.

= -Form

a: A

———— = -Intro
rq : Ida(a, a)

Finalmente el principio de induccion para la igualdad proposicional dice a gran-
des rasgos que para estudiar la igualdad de cualesquiera dos elementos de un tipo
dado, es suficiente con estudiar como se comporta la igualdad en la reflexividad
(pues una vez que se tiene €sta, si los elementos son sintacticamente iguales,
por medio de sustituciones se puede llegar a la igualdad proposicional de éstos).
Expresar estas ideas en términos similares a la seccion anterior se traduce en
afirmar que dada una familia Q(z,y,r) con z,y : Ay r : Ida(z,y), construir una
funcion f : [[, . 4[] 14,0, @@,y ) requiere tener otra unicamente definida en la
reflexividad ¢ : [[,., @(z, z,7,) de tal modo que f(z,z,r,) = g(z). En forma de reglas
de deduccion esto se puede escribir de la siguienta manera:

r:Abg(x): Q(x,x,r,) a:A b: A p:1da(a,b)

= -Elim
Ind_, (@, g,a,0,p) : Q(a,b,p)
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r:Abg(x): Q(x,x,r,) a:A

Ind-,(Q, 9,0, a,7a) = g(a) : Q(a,a,rq)

Gracias a la correspondencia Curry-Howard en MLTT y a la introduccion de los

tipos igualdad propocional con las reglas de formacion, introduccion, eliminacion

y computacion dadas recientemente, es posible probar el reciproco al principio

ontologico de Leibniz, la identidad de los indescirnibles, i.e. la indiscernibilidad

de los idénticos: si dos objetos son iguales, entonces satisfaceran los mismos pre-
dicados.

= -Comp

Teorema II1.5 (Indiscernibilidad de los Idénticos)
Para cualquier predicado P respecto a elementos de A : U, i.e. z: A+ P(z) : U, se
cumple que:

f: H H P(zx) — P(y) donde f = \(t: P(x)).t

IE,yZA p!IdA (x,y)

Demostracion. Si = : A, sabemos que P(z) : U, y por una proposicion anterior
tenemos que A(t : P(x)).t : Q(x,z,r,) := P(x) — P(x). En otras palabras, se satisface
la primera hipotesis de la regla de eliminacion para la igualdad proposicional
r: Ak g(z): Q(x,x,r,), siendo g(z) = A(t : P(z)).t. Mas aun, para cualesquiera z : A
y y: A tales que p : Ida(z,y), la induccion asevera que:

fi=Ind_,(Q,9,2,y,p) : Q(x,y,p)

Con lo que concluimos que:

=Xz yAp.Ind_,(Q,g9,2,y,p) = g(x) = A\t : P(z)).t: H H P(z) = P(y)

z,y:A plda(z,y)
|

La igualdad proposicional es la que permitira demostrar diversas propieda-
des ya familiares en matematicas, por ejemplo, la clasica propiedad de que toda
funcion manda preimagenes iguales a imagenes iguales z =y = f(z) = f(y):

Lema III.6 (Las funciones se comportan functorialmente sobre caminos)
Sean A,B: Uy f: A— B entonces:

ap;: [[2=ay— f(@) =5 fly) con ap(z,z,15) = ryu
z,y:A

Demostracion. Queremos construir una funcion a partir de una igualdad, lo cual
inmediatamente implica la utilizacion del principio de induccion para la igualdad
proposicional. Asi, sea z : A, sabemos que f(z) : By, por introduccion de la igual-
dad, ryu) : f(z) =g f(x) == Q(z,z,r,). De aqui que g := A\z.ryy) : [[,.4Qx,2,72), €s
decir, la primera premisa de la induccion z : A+ g(z) : Q(x,z,r,). Ademas si z,y : A
son proposicionalmente iguales p : x =4 y, la eliminacion de la igualdad hace el
resto y solo requerimos definir ap, := g con lo cual se concluye la prueba. [
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Teorema III.7 (La suma en los naturales es asociativa)

assoc : H k+(m+n)=y(k+m)+n
k,m,n:N

Demostracion. Para aplicar el principio de induccion para los nimeros natura-
les, requerimos primero probar el enunciado para el caso base. Esto es facilmen-
te demostrable ya que si n : N, entonces n +0 = n : N, de donde 0 + (m + n) =
m+n = (0+m) +n. Por introduccién de la igualdad, podemos construir un testigo
Tmtn © 04 (m+n) =y (0+m)+n. Definiendo assocy := Am.An.r,,+, completamos el caso
base. Supongase que k : Ny que ademas h : [[,, .k + (m +n) =y (k+m) + n. Re-
cordando el comportamiento de la suma de naturales se tiene que S(k)+ (m+n) =
S(k+ (m+n))y (Sk)+m)+n=Sk+m)+n = S((k+m)+ n). Ademas, utili-
zando el lema anterior sabemos que apg : [[, .y =v y = S(z) =n S(y). Por ende
apg(m,n,h(m,n)) : S(k+ (m +n)) =y S((k+m) + n). De esta manera, definiendo a
assocs como Nk Ah.Am.An. apg(m,n, h(m,n)), tenemos que:

asocS:H( H k+ (m+n) =y (k+m)—i—n> — H S(k+ (m+n)) =y S({(k+m)+n)

kN mmn:N m,n:N

Aplicando Indy apropiadamente se obtiene lo deseado. [

Ademas, a diferencia de la teoria de conjuntos ZFC donde se define a un pro-
ducto cartesiano A x B como el conjunto de parejas (a,b) donde a € Ay b € B; en
MLTT este hecho es demostrable. Aqui se mostrara el caso general para los tipos
suma:

Teorema III.8 (Principio de Unicidad Proposicional para los Tipos de Parejas De-
pendientes)

wppt: [[ (m(p), m(p)) == p

P2 a4 Bla)

Demostracion. Sea r : Ay y : B(x), por introduccion de la suma sabemos que
(x,y) : >_,.4B(a) y por introduccion de la igualdad, r, : (z,y) == (z,y). Con las
proyecciones canonicas obtenemos que 7 (z,y) =z : Ay m(z,y) =y : B(a). Por ser
estas dos ultimas igualdades de juicio, podemos sustituir en el tipo identidad y
obtener que r, ) : (7 (z,y), m2(z,y)) == (z,y). Por lambda abstraccion construimos
la funcion g := Az.Ay.ry ¢ [Loa s (M2, ), m2(z,y)) =s (z,y). En conclusion y
resumiendo, hemos probado z : A,y : B(z) F g(x)(y) : (m(x,y), m(x,y)) =s (z,y). Sea
p: Y ..4B(a), por la induccion sobre la suma y lambda abstraccion tenemos que:

uppt == Ap. Inds(Q. g.p) = Ap.r, . [[  (mi(p). ma(p)) =x p
P5Za;A B(a)
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Por ultimo, es comun que en HOTT, ademas del principio de induccion para la
igualdad proposicional, se utilice el siguiente principio equivalente:

Definicion III.1 (Inducciéon de caminos basada)
Sea a : A fijo. Dada una familia Q(z,r,) indizadaporz: Ay r,:a =4 z,sic: Q(a,r,),
entonces es posible obtener una funcion f : [[,.,[],..- ., @(z,p) tal que f(a,r,) = c.

Algunas observaciones finales antes de concluir la seccion:

e La equivalencia entre esta induccion y la inicialmente dada se puede efectuar
de diversas maneras, para mas informacion véase [Pro13].

e No es dificil probar que la igualdad proposicional es una “relacion” de equi-
valencia, es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva.

e Finalmente, con base en la Correspondencia Curry-Howard y en como se
defini6 a la negacion, claramente se tiene que:

x#AyE—\(:ﬂ:Ay)Ex:Ay—)@

IV. DESARROLLO FORMAL DE HOTT Y MOTIVACION EN LOS
FUNDAMENTOS

En este punto el lector ya debe estar familiarizado con la notacion utilizada en
teoria de tipos y su manejo informal. Con esta idea en mente se procede a pre-
sentar la sintaxis del lenguaje formal de dicha teoria asi como el sistema formal
con el cual se trabajara el resto del capitulo.

Al igual que todos los lenguajes y sistemas formales, la presentacion de una
teoria de tipos varia por autor. No obstante esta consideracion, en el presente
trabajo se adopta una presentacion similar a la del Programa de Fundamentos
Univalentes en el libro Homotopyy Type Theory: Univalent Foundations of Mathe-
matics [Prol3]. De esta forma, se asume que el alfabeto ¥ de simbolos del lenguaje
a construir consta de:

e Variables: z, 2/, 2", ...
e Constantes: ¢,d, ;...
e Punto, paréntesis y dos puntos: ., (,),:

e Acotador de variables lambda: A\

Definicion IV.1 (Lambda términos)
El conjunto A de A-términos bien formados se construye recursivamente por:

A1. Todas las variables son \-términos.
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A2. Todas las constantes son A-términos.
A3. Si s, t € A, entonces s(t) € A.
M. Si f,t € Ay z es una varibale, entonces (A(z:t).f) € A.

Ab. Nada mas es un M-término.

Las expresiones bien formadas de una teoria de tipos tienen la forma “« : 5”
donde «, 3 € A. Esto representa la idea “el término « es de tipo 5”. Comunmente
se utiliza la expresion well typed (bien tipificado) para expresar que un tipo fue
construido apropiadamente a partir de las reglas de inferencia de la teoria, esto a
su vez implica que la expresion en cuestion es una formula bien formada. También
es comun formalizar en estas teorias los juicios, i.e. los enunciados metalogicos.
Por dicha razon se presentan a continuacion los juicios basicos de la teoria HoIT:

e La expresion “T' " simboliza “T' es un contexto bien formado”[']|

e Otrojuicio es “I' - a : A” que significa “a es un término de tipo A involucrando
variables en el contexto I'”.

e Finalmente, “I' - a; = a; : A” también es un juicio y representa “a; y a; son
términos (definicionalmente/juzgadamente) iguales en el tipo A con base en
los términos del contexto I'”.

Posteriormente se procede a presentar las diferentes reglas de inferencia para
obtener dichos juicios. Estas dicen como operar con los contextos formados hasta
determinado momento en cualquier prueba formal. La primera regla adquiere su
nombre, ctx-Emp, por las palabras en inglés context (contexto) y empty (vacio), y
especifica que la “nada” es un contexto bien formado. La segunda dice que todo
contexto contiene hipoétesis, y lo enuncia afirmando que si se tiene un contexto
bien formado I', entonces cualesquiera de sus expresiones bien formadas puede
pasarse del lado derecho del simbolo “F” para expresar que dicha buena tipifica-
cion involucra variables en el contexto I'. Finalmente, la tercera regla dice que “si
en el contexto de las variables zy,...,z, 1, la expresion A, es de tipo U;, i.e. A,, es
un tipo, entonces el contexto extendido (x; : Ay, ...,z, : A,) esta bien formado:

([L’llAl,...,LEn:An)l_ IllAl,...,I‘n,1ZAnfll_Aniui
—ctx-Em Vbl
s P X1 Ao A b A; © (x1: Ay, s Ap)

En la tercera regla anterior se utilizo una constante: ;. Como se dijo anterior-
mente, en HOTT existen “universos” con los cuales se hace explicito qué expresio-
nes estan bien tipificadas. Gracias a éstos es posible expresar la nocion “A es un
tipo” mediante la expresion A : i{; para algun i. Su comportamiento se formaliza
en la teoria por medio de una sucesion de constantes U, U;,Us, ... y las reglas:

ctx-Ext

1Un contexto es una sucesion finita de formulas =1 : Ay, 25 : Ao, ..., 2z, : A, tales que z; # xj
para j # i, indicando que las expresiones z1, ..., z, (distintas una de la otra) son de tipo 4,,..., A4,
respectivamente. Las reglas que definen formalmente qué es un contexto estan enunciadas mas
abajo.
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I L'+A:U,
———U-Intro —— " Y-Cumul
I’I—Z/{i:LIiH FI—A:UiH
Que en resumen dicen que los universos forman una jerarquia acumulativa
pues cada universo es de tipo el siguiente universo y si un tipo esta en algun
universo, esta también en los que le siguen. Ademas se establece que la igualdad
definicional es una relacion de equivalencia respetada por la tipificacion:

'Fa=0b:A 'Fa=0b:A I'Fa: A
'Fb=c: A ''-A=B:U; T'HFA=B:U,
'ra=c: A 'ra=b:B I'a:B

'Fa:A 'Fa=5b:A
'Fa=a:A 'Fb=a:A

Con esto se ha formalizado gran parte de lo que no se habia tratado en seccio-
nes previas. Lo que resta de la seccion consiste basicamente en repetir lo dicho
en secciones previas pero con la notacion y especificaciones formales adoptadas
en esta. Asi, el siguiente paso para formalizar la teoria de tipos es presentar las
reglas de formadores de tipos clasificadas en cinco:

e Reglas de Formacion que establecen cuando es posible aplicar el formador
de tipos o construir un tipo. Son el equivalente en teoria de conjuntos a decir
cuando existe un conjunto.

e Reglas de Introduccion que indican como invocar términos del tipo, i.e.
cuando existen los “elementos” del tipo.

e Reglas de Eliminaciéon que muestran cuando sera posible operar con los
elementos del tipo formado (posiblemente usando eliminadores).

e Reglas de Computacion que explican lo que sucede con los términos de un
tipo al aplicarles los eliminadores.

e Principios de Unicidad que senalan de qué manera cada elemento del tipo
formado esta inicamente determinado por la aplicacion de los eliminadores.

La primera clase de tipos vista en las secciones pasadas son los tipos de fun-
ciones dependientes [[,., B(z) obtenidos a partir de un tipo A : ¢/ y una familia
indizada por éste, i.e. B(z) : U; con z : A. Originalmente se planeaba que fuesen el
equivalente al producto cartesiano arbitrario de una familia de objetos en teoria
de conjuntos. Por esta misma razon sus elementos son funciones tinicamente de-
terminadas como \-expresiones. Esto se expresa en el sistema formal codificando
la expresion [[,., B(x) con el A-término cy((A(z : A).B)) y empleando las reglas:

AU 'Fa:A
¢ INz:AFb: B
T z:AF B:U, ) M-Intro T+ f:1,.4B
: " TI-F T'F (\z:A).b) : 4B
TFILaB: U, o (Az:A).0) : s T'F f(a): Bla/d]

[I-Elim
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'a:A I'x:AFb: B I-Comp 'k f:11,.4B
' (A(x:A).b)(a) = bla/x] : Bla/z] 'k f=(\(z:A).f(x)) : 4B

[1-Uniq

Donde una expresion de la forma ®[«a/f] representa la expresion ¢ con toda
instancia no acotada (por el acotador \) de 3 sustituida por a?] Cuando B(x)
no depende de = : A, se tiene el clasico tipo de funciones de A en B, es decir,
A — B. Ademas de éstas cinco reglas, cada formador de tipos incluye una regla
expresando que su respectivo constructor preserva la igualdad definicional, por
ejemplo:

FrFA=A":U; x:AF B=DB:U Mx:AFb=V:B
C'E (A(x:A).b) = (Mx:A).0) : T1,.4B

II-Intro-Eq

Este ultimo tipo de reglas se dejara tacito en esta presentacion. Mas aun, de
ahora en adelante se omitiran los nombres de las reglas respetando el orden pro-
porcionado anteriormente (salvo ocasiones en las que deba variar la presentacion)
y, dado que los principios de unicidad restantes son derivables en la teoria (como
el que se derivo para el tipo de parejas dependientes), tampoco seran explicita-
mente escritos en lo sucesivo.

La segunda clase de tipos vistos con anterioridad son los tipos de parejas de-
pendientes ), B(x), los cuales se forman de la misma manera que los de la
clase anterior. El eliminador para éstos o principio de induccion para parejas de-
pendientes indy, establece el enunciado ya conocido: “dada una familia Q(p) : U;
con p : » ,B(x), construir una funciéon que vaya de la suma a la familia [ :
HP:ZI;A B @(p) solo requiere tener otra analoga g : [],. 4 [1;5,) @(a,b) que sea eva-
luada iteradamente, proceso conocido como currying, es decir, sia: Ay b : B(a)
entonces realmente f(a,b) = g(a)(b) : Q(a,b)”. Formalmente:

- @ ot Ay:BFg:QUr,y)/z]
Ix: AF B: U, I'Fb: Bla/x] TFp:Y,.uB
T+ SpnB : U T+ (a,b) : B -

I'Finds(2.Q,2.y.9,p) : Q[p/z]

[2:3,4BFQ: U; Lyae:Avy:BFg:Q[z,y)/z] 'Fad: A C'FV : Bld/x]
I'Finds(2.Q,z.y.9,(a, b)) = gla', UV /x,y] : Q[{a’, V) /z]
Donde ), B(x) es codificado mediante el término c5((A(z : A).B)) que acota to-

das las instancias libres de x en B. Ademas, las cadenas z.y.g y 2.() representan la
acotacion de z,y y z en gy () respectivamente para el término cina,,_, 5(2.Q)(2.y.9)(p)

12Aunque esta definicion no se ve en este capitulo, es practicamente la misma que la definida
para la semantica de la logica predicativa con las diferencias involucradas por el lenguaje como
que el simbolo acotador es A en vez de V o 3.



130 Teoria de Tipos-Homotopias

quien codifica al inductor indy. Mas atun, siempre que B(z) no dependa de z : A, el
tipo de parejas dependientes ), B se abrevia con la notacion de producto car-

tesiano A x B.

Las reglas de los tipos coproducto A + B en HoTIT, siguiendo las mismas con-
venciones de acotacion y uso de constantes del parrafo anterior para los tipos de
parejas dependientes, se formalizan por{'|

I'-A: U I'-A: U
=AU I B U, I B U,
I B: U,
+-Form Fra:4 + -Intro1l Frb:B + -Intro2
TEA+B: U TFo(a):A+B TFob): At B

Fz:A+BFQ:U Tyx:AF g :Qu(x)/z] T,y:BFgy:Q(y)/z] T'Fw:A+B .
. +-Elim
I'Findaip(2.Q,2.91,y.92,w) : Qw/z]

Iz:A+BFQ:U; T,x:AbF g :Qu(x)/z] T,y:BFgy:Qa(y)/z] Thra:A )
T'Finday5(2.Q, 2.91,y.92, 11(a)) = gila/z] : Q[ur(a)/7] +-Compl1

Iz2:A+BEQ:U; To:Abgi:Qu(@)/z] Toy:BlFgr:Qa(y)/:] TrHb:B
I'Findayp(2.Q,7.91, .92, 12(b)) = g2[b/y] : Qli2(b) /2] +-Comp2

En secciones anteriores también se vio que el tipo vacio 0 : U; y el tipo unidad
1 : U; pueden ser construidos a partir de cualquier contexto. Se pretende que el
primero no tenga elementos, por lo cual no tiene reglas de introduccion ni compu-
tacion y se conviene que en el caso de que se hallase un término z : 0, entonces
cualquier tipo concebible estara habitado (siguiendo el principio logico ex falso
quodlibet). Por otro lado, el tipo unidad siempre esta habitado y inicamente tiene
un “elemento”. Formalmente:

I+

—— 0-Form Le:0FQ:t T'Hz:0 i

— 0-El

L'-0:U; I' - indo(2.Q, 2) : Q[z/x] .

Le:1-Q:U;

’ : z:1FQ: Y

O re Ly:1Fg:Qy/] I‘y'll—?'Q[y/x}
77 . Fa:1 - .
TE1:U TFx:1 I Findy (2.Q, y.9.%) = g[x/y] : Q[*/7]

['Findy(2.Q,y.9,a) : Qla/z]

13Las reglas se presentan de manera extendida para que el lector pueda apreciar las ligeras
diferencias entre las de eliminacién y las de computacion.
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Al igual que el vacio y la unidad, el tipo de niumeros naturales N : U; se puede
construir bajo cualquier contexto. La construccion de los elementos de este tipo
como ya se vio antes es recursiva y, por ende, requere de mas de una regla de
introduccion. Asi mismo, su principio de induccion para el tipo de los naturales
o eliminador es equivalente bajo Curry-Howard al principio de induccion de los
numeros naturales en matematicas y se formaliza por:

'+
N'Form LN_Introl I F n: N

THN:U THO:N TF S(n): N intro2

Die:NFP:U; The:P0/z] T,z:Nyy:Pkcs:P[S(x)/z] TI'kFn:N
[' Findy(z. P, ¢o, x.y.cs,n) : Pln/x]

N-Elim

Doe:NFP:U; Thke:Pl0/z] T,z:Ny:Phkcs: P[S(x)/x]
'k indy(z. P, ¢y, x.y.cs,0) = co : P[0/z]

N-Comp1l

De:NFP:U; The:P0/z] T,z:Nyy:Pkecs:P[S(x)/x] T'Fn:N
['Findy(z. P, ¢o, x.y.cs, S(n)) = cs[n, indy(z. P, ¢y, x.y.cs,n))/x,y] : P[S(n)/x]

N-Comp?2

Finalmente, los ultimos tipos de la teoria son los tipos igualdades proposicio-
nales. Las reglas de éstos practicamente ya fueron dadas pero se modifican en la
presente seccion de tal manera que no falten hipotesis omitidas previamente por
motivos de claridad al explicar su funcion:

DAY Traid Trbia o0 LEAM TReA g,
T 1da(a,b) : U - e Ida(a,a)
Loz Ay Ap:lda(z,y) FQ: UY;
T,z:Abg:Qlz,z,r./z,y,p] Tha:A ThHbL:A TEp :Ids(a,b) Bl
= -Elim

['Find_, (v.y.p.Q,2.9,a,b,p') : Qla,b,p'/,y,

Coe:Ay:Ap:lda(z,y) FQ U T,z2:Abg:Qlz,2,r./x,y,p] Thra:A
I'Find_, (z.y.p.Q, 2.9,a,a,7,) = gla/z] : Qla,a,r./x,y, D]

= -Comp

La teoria desarrollada hasta ahora corresponde a MLTT, es decir, la teoria in-
tuicionista de tipos. Para obtener al sistema formal HOTT de la teoria de tipos-
homotopias es necesario agregar algunos “axiomas” mas: extensionalidad de _fun-
ciones, univalencia y aquellos para los tipos de induccion superior. Extensionalidad
de funciones se sigue de univalencia, mientras que los tipos de induccion superior
(HIT’s por sus siglas en inglés: Higher Inductive Types) se van agregando conforme
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se necesitan en la teoria y, al conocimiento del autor, es un problema abierto la
determinacion de una unica regla (esquema de regla) que determine a todos los
HIT's permisibles. A continuacion se presentan los primeros dos “axiomas”, i.e.
extensionalidad de funciones y univalencia, reservando su explicacion detallada
a la siguiente seccion:

I'Ef:gaB T'Fg:1l.4B
[+ funExt(f, g) : isEquiv(hApply, )

Como su nombre lo indica, el principio de extensionalidad de funciones esta
dictando que dos funciones f, g : II,.4B son iguales, si coinciden en las imagenes
de cada uno de sus puntos. Esto se puede expresar como una equivalencia entre
eltipold, .. (f,0)yIL.4ldpw(f(2),g9(z)) (con base en la correspondencia Curry-
Howard). De esta manera, la regla [I-Ext afirma la veracidad de dicha equivalencia.

= [I-Ext

Por otro lado, el axioma de univalencia intuitivamente expresa la oracion “siem-
pre que dos tipos sean equivalentes, afirmarlo es equivalente a decir que son igua-
les.” De manera informal esto se suele representar mediante (A ~ B) ~ (A= B)y
formalmente se escribe especificando quién es el testigo de dicha equivalencia:

''cA:U; TFEB:U

— -Uni
' = univ(A, B) : isEquiv(idToEquiv 4 p) m

V. INTERPRETACION HoOMOTOPICA Y MOTIVACION EN MATEMATICAS

No obstante la interpretacion dada originalmente por Per Martin-Lof o la co-
rrespondencia Curry-Howard-Lambek, la idea central de la teoria de tipos homo-
topias es que los tipos pueden ser vistos como espacios de la teoria de homotopias
o grupoides de dimension superior de la teoria de categorias:

Cuando se habla de espacios en la teoria de homotopias clasicamente se hace
referencia a un conjunto de puntos X equipado con una topologia 7. Comtunmente
se puede hablar de trayectorias o caminos entre dos puntos z,y del espacio, las
cuales son representadas por una funcion continua p : [0,1] — X donde p(0) = =
y p(1) = y. Estos caminos se pueden concatenar de tal manera que la concate-
nacion de un camino p, de z a y, y otro ¢, de y a z, es un camino p=q de z a z.
Se tiene también la existencia de un camino identidad que es constante todo el
tiempo en un mismo punto. Mas aun, dado un camino p de x a y, hay otro camino
inverso p~! tales que concatenados nos dan un ciclo/lazo/bucle p - p~! de z a x.
Estas propiedades se asemejan a los axiomas de grupos, salvo que en grupos no
existen “varias identidades”, i.e. ciclos, ni “varios inversos”, i.e. caminos del final
de un camino al inicio de éste. Ademas, el lazo p=p~! con p de x a y no es exacta-
mente igual al camino “estatico”’-identidad ni es necesariamente igual al ciclo p=g
con ¢ de y a z. No obstante, una generalizacion natural al concepto de trayectoria
consiste en ver a las mismas trayectorias como puntos y pensar en trayectorias
entre trayectorias. Asi, si se tienen dos trayectorias p,q : [0,1] — X de z a y, a
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una trayectoria entre éstas se le llama homotopia de p a ¢ que formalmente se
concibe como una funcion continua H : [0,1] x [0,1] — X, la cual satisface que
H(s,0) = p(s), H(s,1) = q(s) para cada s € [0,1] y H(0,t) = =, H(1,t) = y para cada
t € [0,1]. Esta generalizacion puede continuar y engendrar una jerarquia donde
los caminos son homotopias de dimension 1, las homotopias tradicionales tienen
dimension 2 y hay mas homotopias n-dimensionales, cada una de las cuales es
respetada por las operaciones de n — 1-concatenacion y n — 1-inversos. La estruc-
tura algebraica descrita por esta jerarquia infinita es comunmente denominada
oco-grupoide (débil), la cual es un tipo especial de categoria de dimension superior.

Ahora obsérvese que los tipos, gracias a la igualdad proposicional, se com-
portan bajo esta estructura de co-grupoide (débil), pues la regla de introduccion
de los tipos igualdad proposicional puede aplicarse a ellos mismos. Es decir, si
p : Ida(z,y) y ¢ : Ida(z,y) es posible construir el tipo Idig, ) (p,q) : Ui. Asi, su-
poniendo que todo tipo A : U; representa un espacio, dados dos puntos de éste
z,y : A, sip:Ida(z,y), entonces p puede verse como una trayectoria que conecta
z con y en A. En otras palabras, el tipo Id4(z,y) se interpreta como el espacio
de caminos de x a y. Por consecuencia si H es un elemento de Idig, () (p,q). i.e.
H :1dia, () (p, q), entonces H representa una homotopia entre p y ¢. Siguiendo con
la interpretacion dada, se pueden definir homotopias de dimension mas alta, s6lo
hay que considerar el tipo igualdad proposicional para cualesquier dos homoto-
pias. Por todo esto, en la presente seccion se adoptara la notacion x ~ 4 y para el
tipo Id4(x, y) y se omitira el subindice cuando sea claro de quién se esta hablando.

Notese que bajo la interpretacion homotopica de los tipos, el principio de induc-
cion de tipos igualdad proposicional se convierte en el siguiente enunciado: “para
demostrar una propiedad de todos los caminos de a : A a b : A es suficiente con
probar que los lazos (bucles/ciclos) la satisfacen, i.e. dada una familia Q(x,y,r)
conz,y: Ayr:x~ y, construir una funcion f : [[, ,II,..., @z y,r) requiere
tener otra unicamente definida en los lazos ¢ : [[,., Q(z,z,r,) de tal modo que
f(z,z,r,) = g(x).” De la misma manera en que se cambidé de notacion de Id,(z,y)
a r ~ 4 y, s€e renombra este principio como principio de inducciéon de caminos.

[. Estructura w-grupoide de los tipos igualdad proposicional

En lo subsiguiente se enuncian una serie de propiedades que validan la in-
terpretacion recientemente descrita. El lector habra observado que las pruebas
formales en teoria de tipos requieren de cadenas largas de simbolos y es de es-
perarse que la longitud de éstas solo incremente. Por ello, de la misma manera
que en el capitulo de teoria de conjuntos donde se pas6é de pruebas formales a
argumentos rigurosos, aqui la prueba para la primera de las demostraciones se
realiza de la manera mas apegada posible a la semi-formalidad de secciones pre-
vias, mientras que las pruebas sucesivas seran similares a las demostraciones
estandar en la literatura:
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Lema V.1 (Existencia de un camino inverso)
Dado un tipo A : ¢ y dos términos suyos a, b : A, si hay un camino de a a b, entonces
hay un camino de b a a. Esto es, existe una funcion — ' : (a ~ b) — (b~ a) tal que

para x: A, sir:x~ z, entonces (r)"! =r.

Demostracion. Recordando la correspondencia Curry-Howard, el enunciado del
lema es equivalente a [[, . ,(a ~ b) — (b~ a) que en notacién de tipos dependien-

tes se vuelve:
[1 [Lo~a

a,b:A r:a~~b

Por ende, se desea construir un testigo de tal tipo, i.e. la funcion —!. Para resolver
dicho problema se usara induccion de caminos. Asi, por la regla de introduccion
de los tipos igualdad proposicional, se sabe que sia : A, entonces se puede implicar
la existencia de un testigo de la reflexividad de la igualdad en «, i.e. r, : a ~ a.
Por II-Intro, Aa.r, : [[,. 4 a ~ a. Aplicando induccién de caminos se tiene que para
cada r : a ~ b, el término ind_, (b ~ a, Aa.r,,a,b,r) : b~ a 'y ademas satisface que
ind_, (b~ a, \x.r;,a,b,r) = r,. Nuevamente por [I-Intro se concluye que:

1= Aa b Ar ind_ , (b~ a, Aa.rg, a,b,7) : H H (b~ a)

a,b:A r:a~b

Lema V.2 (Concatenacion de caminos)

Es posible concatenar caminos, esto es, dado un tipo A : ¢ y términos a,b,c : A
existe una funciéon —=—: (a ~ b) — (b~ ¢) — (a ~ ¢) tal que para cada z : A, el
testigo de la reflexividad de la igualdad de z, r,, cumple que r,=r, = r,.

Demostracion. Se debe construir un testigo de a ~ ¢, suponiendo que p : a ~ b
yq:b~ ccona,b,c: A. Se probara esto por induccion de caminos sobre p : a ~ b
seguida de otra sobre ¢ : b ~ ¢. La primera hipotesis de induccion es que b = a
y p = r, por lo que ¢ : a ~ c¢. La segunda consiste en asumir que ¢ = a y, €en
consecuencia, que ¢ = r,. De esta forma r, : a ~ a = a~ cy, siempre que a = b = ¢,
se cumplira r,=r, = r,. Por induccion de caminos se concluye lo deseado. [ |

Notese que las pruebas anteriores corresponden a la simetria y transitividad de
laigualdad proposicional, es decirque (=)' : (a =40) = (b=4a)yque (——) : (a =4
b) — (b =4 ¢) = (a =4 ¢). No obstante, para validar la interpretacion homotépica,
estas propiedades no son suficientes pues ademas también se debe demostrar el
comportamiento como neutro de los lazos r, : p ~ p, la asociatividad de » y que los
caminos inversos realmente se comportan como inversos bajo =

Teorema V.3 (Estructura w-grupoide de los tipos igualdad proposicional)
Sia,bc,d: A,p:a~b,q:b~c,yr:c~d, entonces:ﬂ

l4Notese que las igualdades enunciadas en el lema son igualdades proposicionales y que, por
motivos de claridad, son presentadas con el tipo al que hacen referencia encima del simbolo “=".
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II.

III.

Iv.

“ ” a~b a~~b
Los lazos son “neutros™ p =p®*r, 'y p=r,"p.
N .1 b~b _1 a~a
Inversos operados con su original son lazos: p~ " *p =1, y pup " = 1,.
_1 a~~b

Inverso del inverso es el original: (p~!)™!' = p

La concatenacion es asociativa: p=(g=r) o (pmgq)mr.

Demostracion. Cada prueba requiere de la induccion sobre caminos:

I.

II.

III.

Iv.

La hipotesis de induccion dice que r, = p = 7,. En este caso, de la prueba
anterior sabemos que p =r, = r,*r, = r,"p. Por ser definicionalmente iguales

i (D~ p) = (D~ ramp) = (0 E2 1 wp).

Por hipétesis inductiva r, = p = r,. Asi, p! = r;! = r,. Por ende p=p~! = r,.
Invoquese el correspondiente testigo proposicional por =-Intro.

Sabiendo que r, = p computese (p~!)~L.

La primera induccion asume que r = r,, la segunda que ¢ = r, y la tercera,
p = r,. Computando lo requerido se obtiene que r,, : 7, ~ 1, = T, " (g " 1ry) ~
(Ta®"7a)mre =pu(qmr) ~ (puq)mr.

Otra propiedad, en términos de la correspondencia Curry-Howard, es que to-

da funcion respeta las igualdades proposicionales. Topologicamente esto significa
que todas las funciones en HOTT preserven caminos, es decir, son continuas:

Teorema V.4 (Funciones no dependientes se comporten functorialmente)
Dada una funcion f : A — B, para cualesquiera z,y : A se cumple que:

ap; : (z~y) = (f(z) ~ f(y)) donde ap;(ry) = 7y

Aqui ap; puede leerse como “la aplicacion de f a un camino” o “la accion sobre
caminos de f”. Ademas, suponiendoque f: A — B,g: B — C,p:x ~,4 yyque
q:y~4 2z, son validas las igualdades proposicionales:

I.

II.

III.

ap;(pmq) = ap;(p) "ap;(q).
ap;(p~) = ap;(p) "

apy(ap;(p)) = apgor(p)-

Iv. a‘p)\:zzx(p) =D-.
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Demostracion. Para la primera parte (la construccion de ap,) se asume, por hi-
potesis inductiva que = = y, de la cual se deriva un testigo p : * = y que real-
mente es 7, : © = x. Ademas se sabe que existe un téstigo de la reflexividad de la
igualdad en f(z), i.e. 7y : f(v) = f(r). Asi se define ap; como la funcién que al
testigo de * = y lo manda al testigo de la reflexividad de la igualdad en f(x), i.e.
ap;(p) == 5@ : (f(x) ~ f(x)) = (f(z) ~ f(y)). Para las restantes cuatro propieda-
des:

1. Por una primera hipoétesis inductiva, p = r,, i.e. p: z =4 y. De aqui se obtiene
que ¢ : * =, 2. Por una segunda hipoétesis inductiva, ¢ = r,. Con esto se
obtiene que ap;(p=*q) = ap;(r.®r.) = ap;(r2) = ap;(r.) *ap;(r.) = ap;(p) *ap;(q)-
Por induccion de caminos dos veces se obtiene lo deseado.

1. Por hipotesis inductiva p = r,, de aqui que:
ap;(p~") = ap;(r;!) = apy(re) = ry@) = 5y = (aps(r2)) ™ = ap;(p) .

1. Nuevamente por la hipotesis inductiva se obtendra que:
apy (apf(p)) = Tg(f(@) = Tgos(x) = 8Dgos(P)-

1v. La prueba es una aplicacion directa de una induccion de caminos.

Es comun que en vez de ap;(p) se abuse de la notacion y se escriba f(p). Con
esta notacion se hace mas clara la “functorialidad” de las funciones:

L f(peq) = f(p)= f(a).
. f(p~') = (f(p)~"
I1I. g(f(p)) =go f(p)~

. (Az.z)(p) = p.

Seria deseable tener el mismo resultado para las funciones dependientes, sin
embargo, esto no es posible directamente en teoria de tiposyaquesi f : [[,., B(a)y
p:x~4y, entonces f(x): B(x) mientras que f(y) : B(y). La conclusion se sigue de
que no se pueden igualar dos términos de distintos tipos. No obstante, el problema
se puede sortear mediante el uso del siguente lema que, por Curry-Howard, es
basicamente la indiscernibilidad de los idénticos:

Teorema V.5 (Transporte)
Suponiendo que x : A+ P(z) : U; y que p : Ida(z,y), se puede construir una funcion
P« P(x) — P(y).

Demostracion. Por induccion x = yy p = r,. Asi A\(t : P(z)).t : P(z) — P(x).
Definiendo la funcion 7., = p. := A(t : P(z)).t se cumple lo deseado[9] |

15Cuando el tipo dependiente requiera ser expresado en vez de la notacién p, se suele usar
transport? (p, —).
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Lema V.6 (Del mapeo dependiente)
Para f :[[, 4 P(a) se tiene:

apdf : H p*(f(l’)) ~ P(y) f<y>

piz~ AY

Demostracion. Asumase que r = y y que r, = p. Por ende, p.(f(x)) = r..(f(z)) =
f(@)=fy) ¥y r@ : f(x) ~ f(z). Definiendo apd; := Af.r,) se concluye lo deseado.
|

Propiedades similares a la “functorialidad” de las funciones no-dependientes
se pueden derivar involucrando al transporte y al apd. Para mas informaciéon con-
sultese el libro oficial HOTT ( [Pro13]) capitulo 2, secciéon 3.

II. Extensionalidad de funciones

Con base en la interpretacion homotopica y la correspondencia Curry-Howard,
solo resta afirmar lo siguiente “que dos funciones f,g: [[,., B(a) sean iguales, i.e.
H :1d(f, g), es equivalente a que coincidan en sus imagenes: H' : [[, , Id(f(z), g(x))”.
Ya que Id(f,g) representa los caminos entre f y g, sus elementos pueden ser
considerdos homotopias, y como se espera que este tipo sea equivalente al ti-
po [[,..1d(f(x),g(z)), se llamara a este ultimo el tipo de homotopias y se denotara
por:

f~g=1]1d(f(x), 9(x))

Topologicamente puede parecer erroneo definir al tipo de homotopias como las
elecciones de caminos f(z) ~ g(x) para z : A, pues esto es insuficiente en la teoria
de homotopias clasica. Pero como las funciones en HoIT “son continuas”, esto si
es posible en teoria de tipos-homotopias. Mas aun, existen varios modelos para
las homotopias, como los conjuntos simpliciales y modelos de Quillen de teoria
de categorias, donde la definicion recientemente dada es apropiada [Rij12, p. 27].

Con base en esto se puede probar que, en cada tipo de funciones no dependien-
tes A — B, la homotopia es una relacion de equivalencia. Las pruebas para cada
una de las propiedades de la relacion ~: reflexividad, simetria y transitividad, se
especifican como sus respectivos “elementos”:

MAzrey o [ f~f

f:A—B
MAGANH:f ~ g)dae(H(@) " [ (F~a) = (g~ 1)

f.9:A—B

AAGARNH:f ~ g) M(Hyig ~ h) Ao Hi(z)=Hy(x): [ (F~g) = (g~h) = (f ~h)

f,9,h:A—B
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Mas aun, si las funciones en HOTT actuan functorialmente, se demuestra en-
tonces que las homotopias actiian como transformaciones naturales de teoria de
categorias:

Lema V.7 (Naturalidad de las homotopias)

Si H : f ~ g es una homotopia entre f,g : A - By p:x ~4 y €s un camino de
z:Aay: A entonces H(x)*apy(p) =i w ..y 2Ps(P)* H(y). Por abuso de notacion
esta igualdad proposicional se vuelve H(z)®g(p) = f(p)= H(y) y en términos de
diagramas se puede reescribir como:

o) =L )
9(p)| |7
9(y) 5G) f(y)

Demostracion. Por hipétesis de induccién, definicionalmente se tiene que = = y
y p = .. De esta manera H(z)=ap,(p) = H(v)=ap,(r.) = H(v)"rye = H(r) =
i) H(w) = aps(r,)= H(z) = ap;(p) = H(y). La conclusion se sigue al aplicar =-Intro
a esta igualdad. [

Corolario V.8
Sea H : f ~ Id4 una homotopia con f: A - Ae 1, := A(z : A).z, entonces para
cada z : A se tiene que:

H(f(x)) = ap;(H(x))

Demostracion. Por naturalidad de H, el siguiente diagrama conmuta:

Y e )
H)| w1 ()
L4(z) f(z)

Lo cual quiere decir que H(f(x))» H(x) = ap;(H(z)) H(z). Aplicando (H(z))~" de
ambos lados se tiene lo deseado. [

Pueden derivarse mas propiedades de buen comportamiento bajo “s” similares
a las obtenidas previamente para caminos pero esta vez para las homotopias; no
obstante se regresara al problema de la equivalencia entre los dos tipos Id(f,g) y
[1,.41d(f(z), g(x)). Por Curry-Howard, para generar un bicondicional (equivalencia
légica), uno nada mas deberia probar dos implicaciones, esto es, Id(f,g) — (f ~ ¢g)
y (f ~g) — 1d(f, g). No obstante, para preservar la estructura homoto6pica deseada,
se definen las equivalencias homotépicas que, bajo Curry-Howard, corresponde-
rian al tipo:
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> (fog~Aw:B)y)) x (go f ~ (Mx:A).7))

g:B—A

Para cada funcion no dependiente f : A — B. Obsérvese que esta definicion
también casi coincide con la version categorica de isomorfismo, pues se sabe que
en una categoria C, f : A —¢ B es un C-isomorfismo si existe un C-morfismo
g: B —cAtalque fog=1gygof =14, donde 1y : X = X representa el morfismo
identidad asociado al C-objeto X. Pero por la naturaleza constructiva de HoIT y el
enfoque filosofico de éste que dicta que “las pruebas previamente realizadas son
relevantes para el trabajo en matematicas”, se opta por una definicion alternativa,
derogando al tipo anteror como el tipo de las casi-inversas, i.e.

alnv(f):= > (fog~1p) x(gof~14)

g:B—A

Asi, el tipo que en HOTT si vaya a ser la definicion de “equivalencia homotopica”,
debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. Para cada f : A — B, son logicamente equivalentes qlnv(f) e isEquiv(f). Es
decir, si f : A — B, entonces qlnv(f) — isEquiv(f) e isEquiv(f) — qlnv(f) son
validas.

2. Para cualesquiera ey, e; : isEquiv(f) se tiene que Id(eq, e;) es satisfecha.

Se verifica por induccion de caminos que el tipo:

sEquiv(f) ;:< 3 (fog~13>) x ( T (hof~1,4))

g:B—A h:B—A

satisface la primera propiedad. Mientras que la segunda propiedad requiere de
unos pocos resultados técnicos mas para ser verificada. Con base en todo esto,
se define al predicado “A y B son homotépicamente equivalentes” por:

A~B:= Z isEquiv(f)

f:A—B

Obsérvese que esta si es la definicion de isomorfismo categorico pues primero
se pide la existencia de inversos (izquierdo y derecho) y después se verifica que
éstos coinciden (Gnico inverso). Es facil verificar que la relacion de ser homoto-
picamente equivalentes es de equivalencia. Con todo esto en mente, se esperaria
que, para f,g: [[, 4, B(z), hubiese un testigo de la veracidad de:

1d(f,9) ~ [ [1dp@ (f (), 9(x))

Esto casi es demostrable en MLTT, pues se verifica por induccion de caminos
la existencia de la funcion hApply de tipo:
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hApply : Id(f,g) = (f ~ g9)

Pero para la equivalencia se requiere que hApply sea una equivalencia. Esto es
precisamente lo que enuncia el axioma de extensionalidad de funciones:

Thf:,uB TFg:IL.AB

= II-Ext
[' - funExt(f, g) : isEquiv(hApply, ) B

Es decir, que para A, B(z) :U; conx: Ay f,g:]],., B(z), la funcion hApply; , es
una equivalencia. De aqui directamente se obtiene que:

(f =ng)=(f~g)

Asi, que dos funciones f,g : [],., B(z) sean iguales equivale a afirmar que pa-
ra cada v : A, se cumple que f(x) =p() g(x). No obstante, es deseable tener un
resultado mas fuerte. Uno que incluso haga a esta ultima equivalencia casi una
igualdad proposicional. Para ello se agrega a MLTT el axioma de univalencia.

III. Univalencia

Es comun en matematicas tener dos mismos conjuntos para un mismo objeto.
Por ejemplo, el plano cartesiano se puede representar por medio de los conjun-
tos/tipos RxR, 2 — R e incluso {(z,y, 2) € R* | 2 = 0}. No obstante, los matematicos
denotan R? a todos estos conjuntos/tipos sin preocuparse de cual de ellos en es-
pecifico se esta hablando. Esto es posible gracias a la nocién de isomorfismo de
estructuras y a la categoricidad de éstas. Asi, no importa como se hayan cons-
truido los numeros reales R, ya sea por cortaduras de Dedekind, completacion
del espacio métrico de los racionales, como subconjunto del espacio de Baire o
subconjunto de cualquier otra clase mas grande como los surreales o los hype-
rreales, es posible dar una axiomatizacion (en logica de segundo orden) de los
numeros reales que permita probar que todas estas construcciones son instan-
cias isomorfas del mismo objeto. En la practica, el logico desearia que el sistema
formal que fundamente el trabajo del matematico garantice esta categoricidad y
le permita deslindarse de cualquier trabajo extra que involucre probar que una u
otra construccion de los numeros reales es equivalente al modelo estandar. Esta
es precisamente la mas importante consecuencia de agregar el axioma de uni-
valencia de Voevodsky a la teoria de tipos de Martin-Lof. Es decir, si en MLTT
se agrega univalencia, entonces se garantiza que dadas dos estructuras (tipos)
isomorfas (homotopicamente equivalentes), éstas podran considerarse en esencia
(proposicionalmente) iguales, i.e:

(A=y, B) ~ (A~ B)

En primera instancia, de igual manera que con la extensionalidad de funcio-
nes, es posible demostrar en MLTT que:

idToEquiv : Idy, (A, B) - A~ B
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No obstante que idToEquiv sea una equivalencia se escapa del alcance de MLTT,
por lo que se enuncia el axioma de univalencia:
'-A:U; TFHB:U
[' = univ(A, B) : isEquiv(idToEquiv, p)

= U-Univ

Con el cual se garantiza, ya en HOI'T, que idToEquiv es una equivalencia y, por
lo tanto se concluye que:

(A=y, B) ~ (A~ B)

Con lo dicho hasta ahora se puede afirmar que, ya que desde la creacion del
sistema formal se tienen los numeros naturales, las funciones y sus respecti-
vos comportamientos matematicos caracteristicos, es de esperarse que la imple-
mentacion de las matematicas sea posible. De hecho en “el libro HOTT” (HOTT
book) [Prol3, Cap. 11] se implementan varias construcciones de los numeros
reales en HOTT. Con esta ultima oracion como referencia, es claro que lo presenta-
do en esta tesis no es todo lo que la comunidad académica sabe del sistema HOTT,
simplemente se ha hecho una presentacion del sistema formal y algunas de sus
consecuencias basicas. Particularmente, en el Instituto de Estudios Avanzados de
Princeton se dedic6 casi un ano entero (9 meses del ano académico 2012-2013)
a la redaccion del HOTT book, el cual es un compendio mas extenso y detallado
de como operan estos nuevos fundamentos de las matematicas. En si, la teoria
de tipos homotopias es un area recientemente descubierta (2006) y con mucho
potencial en diversos ambitos. Las aplicaciones se reflejan en teoria de la compu-
tacion donde se buscan semanticas para las cubical type theories (teorias de tipos
cubicas) que implican el axioma de univalencia y, por ende, la extensionalidad de
funciones; en matematicas donde el lenguaje formal de HOTT permite desarrollar
pruebas en teoria de homotopias de manera sintactica, i.e. sin hacer referencia
a la analiticidad (continuidad) de las funciones, los caminos y las n-homotopias;
en légica, donde la estructura de w-grupoide para los tipos forma una jerarquia
que permite analizar las proposiciones en contraste con los conjuntos y otros ti-
pos mas complejos, o donde la simple correspondencia Curry-Howard permite el
estudio fino de la logica engendrada por HOIT, y en la filosofia de las matemati-
cas, donde nuevos fundamentos siempre son interesantes y aportan una mayor
perspectiva respecto a lo que es y como se comporta el complejo ente denominado
matematicas.
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Conclusion

Alo largo de este trabajo se ha llevado a cabo, en el marco de sistemas logicos,
la formalizacion de cuatro entes abstractos: la l6gica proposicional, la 16gica pre-
dicativa, la teoria de conjuntos y la teoria de tipos homotopia. En el caso de las
logicas se ha dado un argumento riguroso verificando que éstas coinciden con el
comportamiento esperado de las mismas. En el caso de la teoria de conjuntos y la
teoria de tipos homotopia, a manera de un argumento heuristico, se ha presen-
tado evidencia en favor de que toda construccion matematica es realizable dentro
de dichos sistemas. A continuacion se realiza una enunciacion detallada de los
teoremas probados y objetos definidos en cada capitulo.

En los Preliminares se dio un marco de referencia sobre el cual se desarro-
llarian las siguientes secciones. Los conceptos importantes presentados en dicho
capitulo son el de sistema formal, sistema logico y sus constituyentes (lenguaje
formal, aparato deductivo, teoria y semantica) asi como las diversas propiedades
que pueden o no llegar a tener; es decir, consistencia, robustez, completez y deci-
dibilidad.

En el segundo capitulo, en la seccion de logica proposicional, se construy6 un
lenguaje formal cuyas formulas bien formadas servirian para representar propo-
siciones. Se enunciaron tres propiedades importantes de ese lenguaje en dicha
seccion: el principio de induccion sobre la complejidad de la formula, el teorema
de legibilidad tinica y el teorema de la definicion por recursion. El primero provee
de un método para verificar qué propiedades son satisfechas por todas las formu-
las del lenguaje, el segundo asegura que una misma féormula no sea interpretada
de distintas maneras, y el tercero permite extender funciones definidas en los
atomos del lenguaje a funciones en todo el lenguaje. Posteriormente se dio una
semantica a dicho lenguaje por medio de valuaciones proposicionales y se probo
el principio de extensionalidad para las proposiciones, el cual dice que el valor
de verdad de una proposicion depende del de sus subformulas atomicas. Para
culminar la seccion, se describio un sistema formal para la loégica proposicional,
se describieron esquemas de teoremas para dicho sistema y se probo que éste era
robusto y completo respecto a la semantica de valuaciones proposicionales.

Por otra parte, en la seccion de Logica Predicativa del mismo capitulo, se efec-
tuod un proceso analogo al de su contraparte proposicional con algunas diferencias
considerables. Inicialmente se describieron los constituyentes de la semantica
(para la logica predicativa): las estructuras (matematicas), y también se presen-
taron sus correspondientes entes simbolicos: las signaturas. Posteriormente se
introdujo la sintaxis de los lenguajes predicativos para los cuales se enuncia-
ron sus respectivos teoremas de buen comportamiento, es decir, su principio de
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induccion, teorema de legibilidad unica y teorema de definicion por recursion.
Ademas se aprovecho el capitulo para contrastar, justificar y/o advertir sobre las
distintas notaciones y concepciones dadas a las estructuras, signaturas y len-
guajes formales predicativos en diversos libros de texto. Mas aun, se hicieron
explicitos hechos poco o nada resaltados en otras referencias como que al definir
el conjunto de variables libres de una formula (F'V (¢)), la aseveracion que da mas
informacion (o al menos la que es mas utilizada) no es “la variable pertenece al
conjunto” (r € FV(p)), sino la afirmacion “la variable no pertenece al conjunto”
(z ¢ FV(p)). Con todos estos entes presentados se hizo explicita la semantica for-
mal de la logica predicativa y se probaron propiedades relacionando a ésta y los
lenguajes predicativos. Particularmente se presto especial atencion a la definicion
de dos tipos de sustitucion en las formulas de dichos lenguajes. Finalmente, se
presento un sistema formal para la l6gica predicativa y se demostro el teorema de
completez de Godel.

Ya con el manejo simbolico de la lo6gica bien fundamentado, en el capitulo 3 se
procedio a desarrollar sobre ésta la teoria de conjuntos axiomatica. Como intro-
duccion al tema se presento dicha teoria en su version informal y se analizaron las
paradojas que ésta generaba. Esto se utilizo para motivar el desarrollo axiomatico
previamente referido. Por ende, la presentacion cambi6é a un esquema de anali-
sis en el cual, por cada axioma presentado, se estudiaban las consecuencias que
éste tenia dentro de la teoria. A la par se dieron definiciones formales de distin-
tos conceptos matematicos dentro del sistema formal y se gui6 al lector para que
apreciara el argumento heuristico que versaba la formalizacion de las matemati-
cas en una logica de primer orden con los axiomas de Zermelo-Fraenkel-Choice
(FOL+ZFC). Ademas se aprovecho el trabajo de tesis para proveer de contexto his-
torico a los axiomas y conceptos desarrollados a lo largo del capitulo 3.

En el cuarto y ultimo capitulo se dio una introduccion historica de la teoria de
tipos homotopia, en particular se menciona uno de los objetivos practicos por los
cuales surgio: la verificacion automatica de argumentos matematicos. Posterior-
mente se enunciaron algunas nociones filoséficas bajo las cuales surgio la teoria
de tipos constructiva y se dio una primera explicacion de los tipos existentes y
las construcciones permisibles dentro de la teoria. Ademas se hizo explicita la
correspondencia Curry-Howard entre logica intuicionista y la teoria de tipos de
Martin-Lof lo cual sirvié como motivacion para presentar los tipos igualdad pro-
posicional. Finalmente se presenté un sistema formal que englobara a la teoria
de tipos homotopia (HoTT) y se presentaron dos de las reglas de inferencia carac-
teristicas de la misma: el axioma de extensionalidad de funciones y el axioma de
univalencia.
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