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Resumen

Para explicar los fendmenos geométricos de la naturaleza, la geometria euclidiana no
puede dar una explicacion acertada a todo, para ello la geometria fractal se encarga en
gran medida de esto: da un entendimiento de la rigurosidad de la naturaleza, que también
permite describir y entender estructuras mas complejas. Asi nace el concepto de Fractal
Natural dado por el matematico Benoit Maldelbrot, trata de dar una explicaciéon de como
la geometria fractal nos ayuda a entender el entorno que nos rodea desde un punto de vista
geométrico. Otro concepto importante abordado en el libro de la Geometria fractal de la
naturaleza es la dimension fractal; mientras que la dimensioén euclidia es entera, también
conocida como la dimension topoldgica usualmente tienen el mismo valor que suele ser un
nimero entero, es decir, denotemos Dy como la dimensién topologica, de lo cual entonces
podemos expresar, Dy = —1 el vacio, Dy = 0 un punto, Dy = 1 un segmento, Dy = 2
un cuadrado, Dy = 3 un cubo, pero la dimension fractal a diferencia de la dimension
topologica, es fraccionaria. Pickover en El libro de las Matemaéticas, el cual aborda éste
concepto que es el mas utilizado en la geometria fractal, conocida como la dimension
fractal de Hausdorff-Besicovicth, dicha dimension es un proceso de medida, pues esta es
la dimension de semejanza que coincide con la dimension de Hausdorff. El poder calcular
la dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch de un objeto geométrico, se hace bajo el
sistema de Conteo Box-Counting, el cual esta basado en el coteo de cajas, ademas es facil de

comprender. Dicho sistema es aplicable para la dimension bidimensional o tridimensional y

log N
esta dado por Dy, = 11,le(7“)
r—0 log(;)

Hausdorff-Besicovitch mediante la recta de regresion, tomando como base pares ordenados,

, basado en esto podemos calcular la dimension fractal de

que nos ayudaran a obtener una grafica de dispersion y cuya pendiente es la dimension

fractal Box- Counting de Hausdorff-Besicovitch. Las aplicaciones de la geometria fractal,
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RESUMEN v

asi como el calculo de la dimension fractal han demostrado ser de gran utilidad en la ciencia.
Areas de interés que han desarrollado algoritmos mediante el uso de la dimension fractal de
Hausdorff-Besicovitch son el medio ambiente, la economia, la informatica, comunicaciones
e incluso militares; Otra area de interés donde se usa la geometria y dimension fractal es la
medicina, dicho uso se correlaciona con el desarrollo de ciertas enfermedades, como lesion
espinal, patologias cardiacas, andlisis de mamografias y otras mas, pues se considera la
dimension fractal para determinar o localizar una enfermedad puntual. Dentro del mundo
moderno, el cancer de mama es la enfermedad mas comitn para las mujeres [1], a lo cual
el riesgo de desarrollar la patologia es de % , es decir, una de cada ocho mujeres tiene la
probabilidad de desarrollar esta enfermedad, en la actualidad la mamografia es el estudio
més eficaz para la deteccion y diagnostico de lesiones en la mama, que mediante el uso de
las CAD (por sus siglas en inglés) Diagnostico Asistidos por Computador, ayuda a clasificar
la lesion y que mediante el sistema de base de datos e informes de imagenes mamarias (BI-
RADS- Breast Imaging Reporting and Date System por sus siglas en inglés), nos ayudan
a clasificar el grado de desarrollo que tenga la lesiéon en la mama. En este contexto, en
la presente tesis, se andliza la mamografia mediante el uso de algoritmos en MatLab e
ImagelJ, lo cual nos permitira clasificar la lesion observada en la mamé y confirmada por
el radiologo, estos algoritmos permiten tratar a la lesiéon como fractal y los resultados
que se obtendran, nos indicaran la dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch para poder
clasificar la lesion si es maligna o benigna, esto con base en resultados ya reportados en la

literatura [1].
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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo del conocimiento matematico a lo largo de la historia, se ha tratado de
conjuntos y funciones para los cuales el uso del calculo clasico se aplica a ellos pero no asi
para ciertas funciones o conjuntos que no son lo suficiente suaves o que son irregulares,
es decir, contienen una descripcion poco entendible acerca de funciones o conjuntos irre-
gulares y que no se tomaron en cuenta. A finales del siglo XIX surgieron conjuntos muy
irregulares que poseian propiedades geométricas y analiticas diferentes a las euclidianas,
construcciones irregulares con caracteristicas mas desarrolladas, cuya matemaética desarro-
llada en el siglo XIX no daba indicios de la descripcion geométrica presentada dentro de la
naturaleza. Uno de estos conjuntos que en 1890, se describe por primera vez es el conjunto
de Cantor, también conocido como polvo de Cantor (ver figura 1.1), el cual describe un
subconjunto de puntos del intervalo Iy = [0, 1], que se construye partiendo de la unidad o
del segmento de recta de 0 a 1 a la cual llamamos [, a partir de esta dividimos en tres
partes iguales la unidad es decir 3, del cual quedaran intervalos de I = [0, 3], I = [3, 1],

12

del cual quitaremos el tercio del medio el intervalo abierto (3, 3), repitiendo el proceso

1

5, repitien-

para los intervalos I{ e I, de los cuales obtenemos 22 intervalos de longitud
do este proceso de manera recursiva observamos que obtenemos 2" intervalos cerrados en
n — uplas(iy, ..., in), de la siguiente manera I}, IZ, ..., I2", de longitud (3), proceso infini-
tamente nos queda un conjunto de puntos conocidos como el Conjunto de Cantor|[11], de
los cuales derivaron varios conjuntos mas que daban inicio al desarrollo y construccion de

fractales como el tridngulo de Shierpinski, la curva de Koch, etc.
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Figura 1.1: Conjunto de cantor, proceso de itearaciéon para obtener un conjunto de puntos.

Los fundamentos en las matematicas dieron las herramientas necesarias para el estudio
de cada uno de estos conjuntos, es decir, la geometria fractal como aplicacion no naci6 antes
del siglo XX, pues para ello surgieron formas de explicaciéon a funciones no continuas y no
diferenciables cuyas construcciones eran practicamente imposible para la época en la que se
desarrollaron, aclarando que no todas cuentan con una representacion geométrica. Mientras
que la geometria fractal se encarga de estudiar a estos conjuntos irregulares, partiendo de
las caracteristicas y propiedades que procrean el uso del conocimiento matemaético.
Como cientificos buscamos la manera de entender y dar un razonamiento matematico
euclideo a lo que llamamos enrredado, arrugado, con forma de hidra, marcas tenues o
incluso estilos no antes explicados con la matematica euclidea, lo cual nos lleva a un
entendimiento més riguroso de fractal.

Una definiciéon de fractal matematicamente hablando, es una construcciéon puramente ma-
tematica, cuya peculiaridad reside en el patron geométrico que se da en sus multiples
repeticiones, es decir, que puede ser espacial o plana, formada por componentes infinitos,
los cuales se repiten a diferentes escalas, observemos la figura 1.2 del tridngulo de Shier-
pinski, en este triAngulo Sherpinski nos describe de manera visual un fractal matematico,
el cual tiene autosimilitud, es plana y es cerrada, mientras que un fractal natural Man-
delbrot lo describe y lo explica de la siguiente manera, concebi y desarrollé una nueva
geometria de la naturaleza y empecé a usarla en una serie de campos [6]. El fractal natural
de Mandelbrot permite describir muchas de las formas irregulares y fragmentadas que nos

rodean, identificando una serie de formas que llamo fractales.
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Figura 1.2: Triangulo de Sierpinski

Muchas de las ilustraciones tomadas o vistas como parte del comportamiento de la geo-
metria fractal son complejos, pero a la vez son representantes de conceptos anteriores al
surgimiento de tal geometria. Con base en esto podemos dar dos de los siguientes conceptos
mas comunes de fractal.

Concepto 1. La geometria fractal son los objetos matematicos que conforman la geometria
del caos, pero que surgen para el entendimiento de las formas irregulares que conforman
la naturaleza, las cuales al realizar un analisis geométricamente euclidiano, nos dan una
serie de discontinuidades a las cuales no se puede dar un entendimiento adecuado, pues
conforman un conjunto geométricamente quebrado, que son explicables gracias a los avan-
ces computacionales que generan todo tipo de anomalias geométricas con algoritmos de
iteracion, con las que se pueden hacer comparaciones por los que son generados por la na-
turaleza, los cuales nos dan sistemas naturales, caéticos y dindmicos, veremos mas adelante
una explicaciéon un poco més amplia.

Concepto 2. En la geometria moderna, nace el conjunto fractal de una forma rigurosa y
desde una perspectiva meramente matematica, mientras que el concepto de fractal natural,
que servird para describir todo lo que nos rodea, todo lo que tiene parte de malformaciones,
o incluso que parece desconocido o incoherente hablando geométricamente. La aplicacion de
esta geometria dentro del desarrollo en ingenieria, asi como en medicina ha dado explicacién

a varios estudios.
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1.1. Objetivos de la tesis

1.1.1. Objetivo General

La teoria de geometria fractal y la obtencion de la dimension fractal de Hausdorfi-
Besicovitch se estudia para analizar y clasificar lesiones cancerigenas en mamografias, esto

mediante el software de MatLab e ImagelJ.

1.1.2. Objetivos particulares

1. Revisar el estado del arte de fractales desde el punto de vista matematico, asi como
el desarrollo que ha tenido la geometria fractal para el entendimiento de lo que nos rodea,
es decir, tratar a la naturaleza como toda una geometria, conocida como geometria fractal
de la naturaleza.

2. Establecer por qué el estudio de la dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch es
importante en el desarrollo de areas de la ciencias, en particular de la medicina, donde las
lesiones de mamografias seran tratadas como fractales naturales .

3. Implementacion del sistema de Conteo Box-Counting para la obtencion de la dimen-
sion fractal de Hausdorff-Besicovitch.

4. Uso del modelo computacional ya reportado en la literatura, para el célculo de la
dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch, esto mediante el uso del software de MatLab
e ImagelJ.

5. Clasificacion de la lesion benigna o maligna, usando valores reportados en la litera-

tura.

1.1.3. Metodologia

La metodologia utilizada en la presente tesis es la tedrica y numérica.

= Teérica: Se revisard el estado del arte de la teoria de fractales, iniciando con
antecedentes historicos, abarcando la teoria de la dimension fractal de Hausdorff-

Besicovitch, el sistema de Conteo Box-Counting y la aplicacién en la medicina.
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» Numérica: Mediante el uso del software de MatLab e ImageJ se usaré el algoritmo
ya reportado en la literatura para el tratamiento de mamografias, para clasificar

lesiones benignas y malignas [1].

1.2. Contexto del trabajo

El presente trabajo, forma parte de una linea de investigacion del grupo de optica, de la
Facultad de Ciencia Fisico Matematicas (FCFM), de la Benemérita Universidad Auténoma
de Puebla (BUAP). La presente linea de investigacion pretende dar una aplicacion de los
conceptos matematicos y fisicos a la medicina, tratando de resolver problemas reales de la

sociedad.

1.3. Contenido de la tesis

En la presente tesis el desarrollo de la escritura se divide en 4 capitulos, esta tesis abarca
conceptos fundamentales y teodricos, asi como resultados obtenidos de la implementaciéon
del modelo computacional.

24° capitulo: Se presenta el desarrollo tedrico de la geometria fractal, asi como la dimen-
sion fractal de Hausdorff-Besicovitch y ademas se presenta el marco teorico que sustenta el
uso de la dimension fractal de Hausdorff-Besicovicth dentro de la medicina, en particular
para el anélisis de lesiones en mamografias.

3¢ capitulo: Se muestra el algoritmo nimerico utilizado mediante el uso de MatLab
e ImageJ para el tratamiento de imagenes, para la obtencion de la dimension fractal de
Hausdorff-Besicovitch, mostrando resultados numéricos en dénde se clasifican las lesiones
malignas y benignas de las mamografias estudiadas, basandose en resultados reportados
en la literatura [1].

4t capitulo: Se dan las conclusiones generales, asi como las limitaciones en la cla-
sificacion de lesiones benignas y malignas de acuerdo a los resultados reportados en la

literatura.



Capitulo 2

Teoria de fractales

2.1. Geometria fractal de la naturaleza

Para explicar los fendmenos geométricos de la naturaleza, la geometria fractal se en-
carga en gran medida de esto, se puede disenar desde una simple hoja con iteraciones y
recrear el crecimiento de un arbol, también permite describir y entender la estructura de
una masa nubosa, contemplando el espesor que esta conlleva. Aun dentro de la natura-
leza, la geometria fractal nos ofrece un componente para resolver casos en los cuales la
geometria euclidiana no ofrece la suficiente informacion, pero describe los hechos naturales
de los cuales dependemos siempre de la observacion, la estructura que la compone pero
sobre todo el crecimiento dindmico, pues la descripciéon depende de la manera en que se
desarrolla, en otras palabras, la simplicidad de un proceso nos debe llevar a desdenar sus
posibles consecuencias, que a menudo pueden ser altamente complejas, esto nos indica las
diferentes aplicaciones que tiene en otras ciencias y el desarrollo que ha tenido para la
explicacion de fenomenos naturales que con la geometria convencional no tenidn alguna
explicacion posible desde el punto cientifico.

El concepto de dimension fractal toma un ejemplo muy bésico visto en el libro La geometria
Fractal de la Narutaleza de Benoit Maldelbrot, al tratar de medir la costa de gran Bretana,
quien abordaria Clifford A. Pickover en El libro de las Matemdticas, el cual nos da un
entendimiento simple de la dimensién, si se intentara medir una costa o limite entre dos

naciones, el valor de esta mediciéon dependeré de la longitud de la vara de medir utilizada.
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Conforme la vara de medida disminuyera en longitud, la medida seria mas sensible a las
curvas cada vez més pequenas del contorno y, en principio, la longitud de la costa tenderia
a infinito conforme la longitud de la vara se acercara a cero. El mateméatico Britdnico Lewis
Richardson, consider6 este fenémeno en su intento de establecer una correlaciéon entre la
aparicion de guerras y la frontera que separa dos o més naciones (llegd a la conclusion
de que el nimero de guerras de un pais era proporcional al ntimero de paises con los
que limita). A partir del trabajo de Richardson, el matematico Franco-Estadounidense
Benoit Mandelbrot, anadié y sugiri6 que la relacion entre la longitud de la vara de medir
y la longitud total aparente de una costa, podia expresarse a través del pardmetro D, la

dimension fractal [6].

2.2. Dimensién topologica

La dimension topoldgica mide la habilidad para cubrir un objeto con conjuntos abiertos
de radio pequeno. Una dimensiéon topologica cero, describe un conjunto que puede ser
cubierto por pequenios conjuntos abiertos que son disjuntos. La dimensién topologica uno,
describe un conjunto que puede ser cubierto por pequenos conjuntos abiertos, con soélo
una interseccion entre adyacentes pares de ellos. Un conjunto es considerado de dimension
topologica dos, si puede ser cubierto por pequenos conjuntos abiertos que se intersecan
solo tres veces. La dimension topologica usualmente tiene el mismo valor que la dimension
euclidea. A partir de esto denotemos D7 como la dimension topoldgica, de lo cual entonces
podemos expresar, D = —1 el vacio, Dy = 0 un punto, Dy = 1 un segmento, Dy = 2
un cuadrado, Dy = 3 un cubo, observemos este concepto anterior con los siguientes 3
ejemplos [16].

Ejemplo 1. En la figura 2.1 a) se tiene una linea recta, dicha linea posee dimension
topologica Dy = 1, la cual dividiremos en 3 partes iguales como copias de si misma, ver
figura 2.1 b), cada una con longitud % de la linea original, por lo que la razon esti dada
porr = %, en este caso con N = 3, donde N representara el nimero de copias de si misma,

cada copia con dimensién Dy = 1, asi el nimero de copias se expresa como 3 = 3.
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N — / N N ™
1 (T | A
a) Linea recta con D=1 b) Linea dividida en tres partes

Figura 2.1: a) Ejemplo de una linea recta de dimension topologica Dr = 1, b) la linea
recta se divide en tres partes iguales, como copia de si misma, cada una con una longitud
un tercio de la linea original.

Ejemplo 2. La figura 2.2 a) es un cuadrado que tiene dimension topologica Dy = 2, que
al dividir exactamente en 4 partes iguales, se obtienen 4 copias del original, ver figura 2.2
b), cada una con lado igual a % En este caso, la razon esta dada por r = %, el niimero de
copias N = 4 y la dimensién topologica Dy = 2, asi de esta forma, podemos expresar al

nimero de copias como 4 = 22,

— N ——

O P %

a) Cuadrado de longitud 1y D=2 b) Cuadrado formado por cuatro
copias de si misma

Figura 2.2: a) Ejemplo de un cuadrado con dimension topolologica Dy = 2, b) el cuadro
dividido en cuatro partes iguales, como copias de si misma, cada uno con longitud un
medio.
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Ejemplo 3. La figura 2.3 a) un cubo que tiene dimension topologica Dy = 3, el cual
puede ser formado por 8 copias de si mismo, lo cual denotamos con N = 8, ver figura 2.3

, asf expresamos

b), cada uno de los cubos de lado % de lo cual obtenemos la razoén r = %

el nimero de copias como 8 = 23,

A4

[
D N~

,1\ _)i(._

a) Cubo de longitud 1y D;=3 b) Cubo formado por 8 copias de si
mismo

Figura 2.3: a) Ejemplo de un cubo de dimension topologica Dy = 3, b) cubo dividido en 8
partes iguales en el plano tridimensional, como copias de si misma, cada uno con longitud
% de la medida original.

Dado todo lo anterior podemos observar la relacion siguiente, dada por la razén represen-

tada por r, NV el nimero de copias y la dimension topologica Drp, esto es,

Vo= (1) = 2.1)

con lo cual nos indicaria que conociendo el niimero de copias que el objeto de estudio posea,
y cudl es su razon de similitud podemos hallar su dimension, si esta dimensioén es mayor
que la dimension topologica, entonces podemos clasificarlo como un fractal, un ejemplo es

la curva de Koch (ver figura 2.4), en su forma mas simple, posee una dimension topologica

1

3, la razon

Dr =1, la cual se compone de cuatro copias de si misma, con longitud igual a

estd dada por r = %, el nimero de copias N = 4, con dimension topoloégica Dr = 1,
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si queremos que cumpla los requisitos de la ecuacion (2.1), debe existir un exponente no
entero el cual al elevar el reciproco de su razon nos debe dar el nimero de copias, pues al
efectuar las operaciones correspondientes esta no se aplica para ello, buscaremos un D tal

que D > Dy, donde D sera la dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch.

N

(.%

]

v
W=

Figura 2.4: Curva de Koch,compuesta de cuatro copias de si misma, con longitud un tercio.

2.3. Calculo de la dimension fractal

La dimensién es una aproximacién del tamano de un conjunto, donde un punto para el
cual su dimensién es cero, una linea recta su dimensién es uno, para un plano su dimension
es dos y para un volumén su dimension es tres, a partir de esto imaginemos un microscopio
para poder observar un conjunto de puntos, si tratamos de ver el conjunto con un lente
de poco aumento, no lo veremos, pero si el lente tiene demasiado aumento solo veremos
borroso, para poder observar detenidamente se hace con el lente y aumento adecuado,
lo cual ocurre con la dimensién, un ejemplo el conjunto de Cantor, la dimension cero es
demasiado pequeno para obtener su dimension, pues dicho conjunto tiene puntos infinitos
y si se observara en la dimensiéon uno, esté serd demasiado grande, pues no permite verlo,
ya que mide cero. Por lo que en 1919, Hausdorff introdujo dimensiones fraccionarias, con
lo cual da una forma de calcular y obtener estas dimensiones que actualmente se conocen

como la dimensiéon de Hausdorff [10].
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2.3.1. Dimensién de Hausdorff-Besicovitch

La definicién de dimension de Hausdorff-Besicovitch es asociado a un proceso de me-
dida, es decir, la dimension de semejanza que coincide con la dimension de Hausdortf, que
veremos como varia la medida de un conjunto cuando se hace por un nimero de copias

contractiva por un factor r, donde esta r anteriormente en la secciéon 2.2 llamamos razén

[16].

Ejemplo: Un rectangulo, ver figura 2.5 a), el cual lo dividimos por una razon r = % por
cada lado, tendremos que el rectangulo inicial se descompone en 9 rectangulos reducidos,
observe la figura 2.5 b), por lo que cada uno de ellos medira é del rectangulo original, esto
ocurre con conjuntos de dimension 2, si se reducen por una razén r, su medida cambia
en una razon r2, asf cuando un conjunto de dimensién uno se reduce por un razoén r, su

medida cambia en la misma proporcién rt.

$ |
¥

-

a I
e

a) Rectangulo b) Rectangulo formado por 9
copias de si mismo

Figura 2.5: a) Rectangulo, b) rectangulo formado por 9 copias de si mismo, con una
longitud de un tercio de cada lado de la figura original.

Esto nos lleva a la dimension de Hausdorff-Besicovitch, con lo que podemos decir que,

un contenido lineal, se calcula sumando n-veces r elevados al exponente uno, que es la
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dimension de la linea recta. Un contenido de superficie se calcula sumando n-veces r
(donde 7 es la razon de cada uno de los cuadrados que compone la superficie) elevados al
exponente dos, que es la dimensién del plano. Un contenido de volumen se célcula sumando
n-veces r (donde r es la razon de cada uno de los cubos que compone el volumen) elevados

al exponente tres, que es la dimension del espacio y cuya formula estd dada por

_ logN

D - I
log(+)

(2.2)

donde D es la dimension de Hausdorff-Besicovitch, N el nimero de copias de si mismo, r
la razon (razon de similitud), y asi aplicando la funcion inversa de la logaritmica de ambos

lados de la igualdad, obtenemos que

1 = NrPcontenido = NrP. (2.3)

Recordemos que para Mandelbrot, un fractal es por definicién, un conjunto cuya dimensiéon
de Hausdorff-Besicovitch es estrictamente mayor que su dimensién topolégica, si tomamos
el ejemplo del cubo formado por 8 copias de si mismo (como se vio en la seccion 2.2),
donde r = % y N = 8, para este ejemplo usamos la ecuacion (2.2), entonces podremos

hallar su dimensién de Hausdorff-Besicovitch, que esta dada por la siguiente expresion

log 8
D = e
log 2

3, (2.4)

de este resultado, podemos asegurar que la dimension fractal del cubo es D = 3.
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2.4. Sistema de Conteo Box-Counting

El sistema de Conteo Box-Counting, estd basado en el conteo de cajas para encontrar
la dimension de un objeto geométrico, va que dicho sistema tiene un algoritmo facil de
entender y su aplicacion es sencilla. El algoritmo el cual es aplicable para la dimensiéon
bidimensional, al igual que la dimensién tridimensional, explicaremos de manera breve
la siguiente construccion, se traza sobre un fractal plano una malla, formada por cajas
de tamano r, definida anteriormente como razén, para seguidamente contar cuantos de
estas cajas son necesarios para cubrir el fractal estudiado. Se denotara como N(r) a dicho
ntimero de cajas, que depende de la razéon r. A continuacién, se reitera el proceso con
una malla cada vez més fina, es decir, con cajas cuya razon r, sea cada vez mas pequeno,
esqueméaticamente lo podemos ver en la figura 2.6, el recubrimiento de la orilla de una

pequena formacion.
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Figura 2.6: Recubrimiento de la orilla de la formacién, con diferentes tamanos de mallas
que dependen de la razon r.

De lo anterior, podemos deducir que la dimensién Box-Counting de un fractal se expresa

de la siguiente forma



CAPITULO 2. TEORIA DE FRACTALES 14

(2.5)

donde, observemos que hemos tomado la definiciéon de dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch
(ecuacion (2.2)), para ello agregamos un subindice (box) para referirnos a la dimension Box-
Counting [6]. Recordando el ejemplo de la curva de Koch, seccion 2.2, se puede ejemplificar
el calculo de la dimension de Box-Counting (ecuacion (2.5)), tomando en cuenta que N = 4

la razon, por lo cual la dimension Box-Counting es

el numero de copias, r = %

Dpoy = 10% = logd _ 1 961859507...,

log ( ) log 3

asi la dimension Box-Counting Dy,

wl »-x\

o~

1.2618, con esto demostramos que la dimension
obtenida es estrictamente mayor que su dimension topoldgica, ya que anteriormente se

habia mostrado que la dimension topologica de la curva de Koch es Dy = 1.

2.4.1. Recta de regresion para el cilculo de dimensién fractal de
Hausdorff-Besicovitch mediante pendiente con Conteo de

Box-Counting

Para el calculo de la dimensién mediante la recta de regresion, se hace basado en
el algoritmo mediante iteracion por conteo de cajas. Tomemos un punto de coordenadas
(x,y), donde x corresponde al tamano de las cajas, dados por la razon r y la y le corresponde
el namero de N(r), que es el nimero de copias que dependen de la razén dada por 7,
algunas de las cajas contienen parte del objeto cuya dimension se quiere calcular. Se debe
realizar esta iteracion las veces que sea necesarias para obtener cajas mas pequenas, éstas
iteraciones se realizan las veces que se requieran para que el proceso de conteo sea mas
eficiente [5]. Ahora, retomando el punto de coordenadas (x,y), expresada de siguiente

forma

(2,9) = (r, N(r)), (2.6)
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y aplicando la propiedad de logaritmo a esta ecuacién, podemos obtener el método de

minimos cuadrados, por lo que cada punto se puede expresar de la siguiente forma

(og () - Logly)) = (Log () . Log(N () 2.)

Por otro lado, a partir de la ecuacion (2.5), nosotros podemos encontrar N(r), la cual tiene

la siguiente forma

N(r) = (r)=Pr. (2.8)

Observaremos este proceso de la siguiente manera, ahora tomando como ejemplo un seg-
mento mucho mayor de la curva de Koch, como se puede ver en la figura 2.7, que cuando

se aplica la ecuacion (2.6) a la curva de Koch se ve fragmentado cada uno de los puntos.

Figura 2.7: Fragmento de la curva de Koch, aplicando la ecuacion (2.6).

Ahora, denotaremos a ¢ como el nimero de iteraciones a realizar y registrando en puntos
en la ecuacion (2.6), realizamos la iteracion para ¢ = 1, con un tamano de cajas r = 10 y
N = 30, ver figura 2.8, aqui observamos que 16 de 30 cajas contienen parte de la curva,
por lo que obtemos el primer punto que es P, = (10, 16).

Para la segunda iteraciéon, sea ¢ = 2, con un tamano de cajas » = 5 y donde N = 120, ver
figura 2.9, aqui podemos observar que las cajas son mas pequenas, ahora 45 de 120 cajas

contienen parte de la curva, asi el segundo punto es P, = (5,45).
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Figura 2.8: Primera malla de iteracién ¢ = 1, con razén de cajas r = 10 y N = 30.
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Figura 2.9: Segunda malla de iteracion i=2, con razén de cajasr =5y N = 120.

ST,

Para la tltima iteracién tomemos ¢ = 3, con un tamano de cajas r = 2.5 y N = 480, de
los cuales al observar detenidamente y realizando el proceso de conteo, tenemos que 104

de 480 cajas contienen parte de la curva, por lo cual el ultimo punto es Py = (2.5,104).

hs™ls v{m
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Figura 2.10: Tercera malla de iteracion i=3, con razén de cajas r = 2.5y N = 480.

Obtenidos los puntos para las iteraciones i = 1, i = 2, i = 3 respectivamente, usando la

ecuacion (2.7), obtenemos los siguientes resultados para cada punto Py, P, P,

Py = (log (), log(16)) = (~1,1.204)
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Py = (log (}),log(45)) = (—0.699,1.653)
Py = (log (), log(104)) = (—0.398,2.017)

con estos tres resultados de Py, P, P3;, podemos calcular la recta de regresion, para esto se

utilizara la ecuacion punto pendiente, que tiene la siguiente forma

y =m(x — x9) + Yo (2.9)

Al graficar los puntos P;,P,,P3 v la recta de regresion, ver figura 2.11, observemos que nos
arroja un valor y = 1.3505x + 2.569, donde y representa la estimacién para un valor de x
dado (cabe aclarar que esta y no es la misma de la ecuacion (2.6), esta y es independiente),
donde tomemos el valor de m la pendiente, m = D, = 1.3505 y este valor sera la
dimension fractal Box-Counting. Ahora recordemos que la dimension Hausdorff-Besicovich
obtenida es D = 1.2721, esta dimensién la podemos aproximar al resultado que nos arroja
la dimension Box-Counting, es decir, Dy, = 1.3505 = D = 1.2619, esta aproximacion se
obtiene solo de estas 3 iteraciones, pero se pueden aumentar el nimero de iteraciones y
tener un valor mas aproximado de la dimension Hausdorf-Besicovich,es dercir, mientras
mas pequena sea la malla, mayor serd la exactitud de la dimensién Box-Counting y esta

sera mas aproximada al valor de la dimensiéon de Hausdorf-Besicovih.
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2 -
— P3
£ 18
Z
[-13] L
=] L
= 16 P2
14
12k .
Py
l -
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2
log(1/r)

Figura 2.11: Grafica de los puntos P, P, , P53 y la recta de regresion.

2.5. Aplicacién en la medicina

La aplicacion de la geometria fractal, asi como el calculo de la dimensiéon fractal ha
demostrado ser de gran utilidad en la ciencia, por ejemplo, para poder determinar la edad
de un arbol joven de entre 20 y 25 anos, se observan las ramificaciones de manera fractal,
desde el tallo principal y realizando las implementaciones pertinentes se pude carcular su
edad, ver figura 2.12 a), otra area de interés es el medio ambiente, su uso mas comtn es para
la realizacion o reconstruccion de modelos geologicos, por ejemplo, dentro de un conjunto
de arboles sembrados ordenadamente y durante un incendio, este se propaga de tal forma
que crea un efecto de fractalidad, lo cual puede dar un entendimiento de como se extiende
un incendio forestal, otras areas como la economia, la informéatica, comunicaciones e incluso
militares, donde se utiliza la geometria fractal para reproducir las rutas de submarinos e
incluso encontrar almacenes en el fondo de lecho marino, mientras que en la hidrologia se
usa para determinar la trayectoria de los rios, identificando las diferentes formaciones y
formas que estos pueden tomar sus cauces, formando fractales naturales de gran escala,

un claro ejemplo son las marismas, ver figura 2.12 b).
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A

a) Ramificaciones de un arbol b) Marismas formadas por el bajo
con tallos nuevos. nivel del agua.

Figura 2.12: a) Ramificaciones utilizadas para analizar la edad de un arbol a partir de sus
tallos nuevos, b) Marismas generan fractales naturales por el bajo nivel de agua, formado
por plantas herbéceas.

Otra area de interés, donde se usa la geometria y dimension fractal es 1a medicina, dicho uso
se correlaciona con el desarrollo de ciertas enfermedades, como lesiéon espinal, patologias
cardiacas, analisis de mamografias y otras maés, pues se considera la dimensiéon fractal
para determinar o localizar una enfermedad puntual. Consideremos el siguiente ejemplo,
los pulmones, un 6rgano compuesto de bronquios derecho e izquierdo, cuyos vasos sangineos
crean ramificaciones, parecidas a las ramas de un arbol, ver figura 2.13 a), lo cual crea un
complejo patron de distribucion homogénea de manera fractal, basado en esto, la dimensiéon
fractal de los vasos sanguineos puede indicar alguna enfermedad, en particular podria
indicar si el 6rgano de estudio, en este caso el pulmon, ver figura 2.13 b), padece alguna
enfermedad pulmonar, como el cancer. Al igual que el ejemplo anterior el cAncer de mama
también crea redes e iregularidades durante su crecimiento, esto nos permite caracterizar
las irregularidades de las células, tejidos y redes vasculares durante su desarollo, lo cual nos
permitira enfocarnos en el analisis de mamografias, es decir, aquellas que padecen céncer

de mama [1].



CAPITULO 2. TEORIA DE FRACTALES 20

a) Pulmones con bronquios sanos y b) Pulmones con pantologia
sus ramificaciones izquierda y cancerigena.
derecha.

Figura 2.13: a) Pulmones con bronquios sanos, sus ramificaciones izquierda y derecha
con distribucion homogénea, b) pulmones invadidos por el cancer, con afectacion en los
broquios.

2.5.1. Aplicacién de la dimensién fractal

Dentro del mundo moderno, el cincer de mama es la enfermedad mas comin para

las mujeres, a lo cual el riesgo de desarrollar la patologia es de é, es decir, una de cada
ocho mujeres tiene la probabilidad de desarrollar esta enfermedad, en la actualidad la
mamografia es el estudio méas eficaz para la deteccion y diagnostico de lesiones en la
mama. La CAD (por sus siglas en inglés) Diagnostico Asistidos por Computador, ayuda
a clasificar la lesion, cuando se realiza una prueba basado en imagen, como puede ser una
radiografia, una tomografia computarizada (TAC por sus siglas en ingles) o una resonancia
magnética, donde pueden detectarse opacidades sospechosas en la imagen, que podria ser
cancer, para ello se hace uso de las propiedades de la geometria fractal para su estudio,
ya que fractales sintéticos que fueron generados por ordenador, ver figura 2.14 a), han
demostrado la similitud que existe con un tejido de mama invadido por cancer, ver figura

2.14 b), pues esto nos indica que el desarrollo de la patologia es de manera fractal, basado

en esto podemos usar la dimension fractal, para el anélisis y estudio de una mamografia.
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a) Tejido Sintético b) Tejido mamario

Figura 2.14: a) Fractal sintético generado por medio de funciones recursivas, b) Tejido
mamario invadido por el cancer.

Recordemos que la dimension fractal, nos permite analizar al objeto de estudio, este objeto
de estudio son los fractales naturales, los cuales tienen una tnica caracteristica que es la
complejidad infinita, pues la semejanza de autosimilitud que existe al observar el fractal
natural a una escala mucho menor, son solo similares al original mas no idénticas, pues
estas siguen siendo de estructuras muy complejas independientemente de la escala a la
cual observemos, dentro de esta complejidad podemos observa el contorno, el cual puede
ser regular o irregular depediendo de la complejidad de la formacion y cuya dimension
no es entera, en otras palabras, la dimension fractal mide la complejidad de un objeto,
pero ademas observamos que la dimension fractal aumenta a medida que la forma del
objeto o el contorno del objeto es mas irregular, en este caso la célula cancerigena, tomado
como un fractal natural y que al analizar se puede observar que existe irregularidad en su
contorno, por lo cual su dimensién aumenta, en la siguiente tabla podemos observar este
comportamiento, ver tabla 2.1 a), observe que mientras la forma del contorno sea regular
el valor de la dimension fractal es igual a la dimension topologica, hablando estrictamente
como si se tratara de la forma del contorno como una linea recta, ahora, b) si la forma del
contorno presenta pequenas irregularidades el valor de la dimensién fractal se encuentra
entre 1 < 1.27 < 1.46, ¢) a mayor irrregularidad el valor de la dimensién fractal es mayor o
igual a 1.46 pero menor que 2, pues la D = 2 se refiere a una estructura completa (un todo)

pero no un contorno haciendo referencia a la dimensiéon topologica, es decir, D = Dy = 2
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(puede llegar a darse el caso en que la dimensién fractal absorbe la dimension topologica)

11].

Forma
Dimensién
fractal de
Hausdorff-
Besicovitch D=1 D=1.27 D=1.46
a) b) <)

Tabla 2.1: a) Contorno regular que muestra que la dimension fractal es D = 1, b) forma
del contorno que presenta pequenas irregularidades con dimension fractal D = 1.27, ¢)
contorno con mayor irregularidades su dimension fractal es D = 1.46

2.5.2. Sistema de base de datos e informes de imagenes mamarias

(BI-RADS)

El sistema de base de datos e informes de imagenes mamarias (BI-RADS- Breast Ima-
ging Reporting and Date System por sus siglas en inglés), es un sistema para la clasificacion
de lesiones mamograficas, la cual categoriza las lesiones de mama, segtin el grado de des-
arollo que este se tenga en la mamografia, dicho sistema consta de 7 categorias [17], los
cuales son
1.BI-RADS 0 - Mamografia Incompleta, requiere evaluciéon con imagenes adicionales.
2.BI-RADS 1 - Negativo, significa que no hay ninguna anormalidad o notoria que reportar.
3.BI-RADS 2 - Hallazgo benigno no canceroso, se recomienda realizar chequeo constante.
4.BI-RADS 3 - Probalmenete benigno, se recomienda intervalos cortos de seguimiento.
5.BI-RADS 4 - Sospechosa, realizacion de mamografia, ultrasonido, estas poseen 3 clasifica-
ciones adicionales las cuales son, 4A baja sospecha de malignidad, 48 moderada sospecha

de malignidad, 4C alta sospecha de malignidad.
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6.BI-RADS 5 - Altatamente sugestiva de malignidad, probabilidad de ser cancer.
7.BI-RADS 6 - Diagnoéstico maligno comprobado por biopsia.

Estas 7 categorias nos indican el grado de avance de la enfermedad, pero mediante el uso
de la dimension fractal podemos deducir si se trata de un cancer benigno o maligno, con
alto porcentaje de seguridad en los resultados, evitando las biopsias, las cuales son técnicas

de estudio invasivas.



Capitulo 3

Resultados numéricos

En este capitulo mostramos los resultados numéricos del tratamiento digital de image-
nes, donde el codigo numeérico estd desarrollado en MatLab !, asi mismo se hace uso de

ImagelJ para obtener el Conteo Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch.

3.1. Algoritmo

En la presente tesis cabe aclarar que los codigos numeéricos utilizados, se han tomado
de referencias bibliograficas y estos codigos han sido modificados a nuestro criterio propio,

para el objetivo de la presente tesis [1].

El primer paso para detectar cancer de mama es la autoexploracion, si se detecta alguna
anomalia, el paciente acude al médico especialista, para que posteriormente este ordene
un estudio de mamografia, al detectar una anomalia en la mamografia, hay que observar
las siguientes propiedades de la lesion, la forma del contorno, localizacion de la lesion,
densidad que esta tiene, el nimero de anomalias en la mama, la presencia o ausencia de
microcalcificaciones asociadas a la lesion. La caracteristica mas importante que tomaremos
en cuenta de la lesion, es la forma del contorno, si el contorno de la lesiéon presenta leves

irregularidades, esta se asocia a un caso benigno, mientras que a mayor sea la irregulari-

!Acceso a BUAP-MATLAB Update 4. (2022). 9.12.0.2009381 (R2022a) (©) 1994-2022 The MathWorks,
Inc.
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dad de la lesion, esta demuestra ser un caso maligno. Por otro lado, ya se ha mencionado
en el capitulo 2, seccion 2.5.1, que cuando se tiene la forma del contorno con pequenas
irregularidades, el valor de la dimension fractal se encuentra entre 1 < 1.27 < 1.46 y a
mayor irregularidad es mayor o igual a 1.46 pero menor a 2, esto esta fuertemente ligado a
la lesion a estudiar, es decir, en el contorno de la lesion, si es regular o irregular. Una vez
observado las caracteristicas de la anomalia, el especialista clasifica la patologia y lo cate-
goriza utilzando las BIR-RADS, basado en la categorizaciéon de la mamografia se procede

a dar un tratamiento a la imagen.

Tomando en cuenta el estudio del arte de la dimension topologica, la dimension de Haussdorft-
Besicovitch y el Conteo Box-Counting, enunciados en el capitulo anterior, a continuaciéon
se describe a detalle los pasos a seguir del tratamiento de imagen que se le da a una mamo-
grafia, para obtener un diagnostico computarizado mediante la teorfa de dimension fractal
de Hausdorff-Besicovich.

1.- Lectura de la mamografia.

2.- Seleccién de la region de interés, en donde se considera que se tiene la anomalia.

3.- La region seleccionada cambia el fondo en negro, y la anomalia en color blanco (s6-
lo toma el contorno de la anomalia). Es decir se usa el comando rgh2gray que convierte
imagenes RGB a escala de grises por eliminaciéon de informacién de matiz y saturacion
mientras retiene la luminisencia. Asi mismo se utiliza el comando im2bw para convertir la
imagen en una imagen por umbralizacion, es decir, convierte la intensidad de la imagen a
blanco y negro.

4.-Cambia el contorno a color negro y el fondo en color blanco. En éste punto se usa el
algoritmo K-vecinos, en donde toma alrededor de un pixel que contenga parte de la ano-
malia 8 pixeles, toma en cuenta el valor mas alto de estos 8 pixeles y le asigna ese valor
més alto de la intensidad de cada pixel, por ejemplo, si individualmente cada uno de esto
8 pixeles tienden a ser mas blancos que negros, el algoritmo automéaticamente le asigna el
color totalmente blanco y viceversa.(CITAR EL ALGORITMO)

5.- Se guarda la imagen en .bmp, para que se pueda realizar su anélisis en ImageJ del

Conteo Box-Counting.
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A continuacién se muestra los algoritmos numéricos de estos pasos mencionados.

27

Algoritmo correspondiente al paso nimero 1, 2, 3, ver figura 3.1, donde se hace lectura

de la imagen, se binariza, se traza la anomalia, definiendo la anomalia y su contorno.

[ Editor - Di\cancer\prueba.m

+2 | vecinos.m | nuevamente.m | invertirm | imagenyguardar.m | probadordecomando.m | comohacerlo.m | prueba.m | H

¢ =imread('descarga.jpg');
C = rgb2gray(c);

D = im2bw(C, ©.65);

BW = imcrop(D);

imshow(BW) ;|

VB wN e

Figura 3.1: Lectura de la imagen mediante imread('mamo.jpg’), binarizacion y trazo del
contorno.

Algoritmo correspondiente al paso 4, ver figura 3.2, se hace uso de la funcién K-vecinos

donde traza el contorno en color blanco sobre un fondo negro.

sis FCFM BUAP\cancer\vecinos.m

‘;2_ | vecinos.m | nuevamente.m | invertir.m | imagenyguardar.m | probadordecomando.m | comohacerlo.m | prueba.m | H

i function V=vecinos{BW)
2 S=size(BW);

3 for 1=2:5(1)-1

4 for j=2:5(2)-1

5 if BW(i,j)==

6 b=cerc(BW,i,j);

7z if sum(b)~=8, V(i,j)=1; end
8 else

9 V(i,J)=0;
10 end
11 + end
sk I end
13
14{% function b=cerc(a,row,col)
15[ %a=magic(1@) % Create sample data for demo.
16 %row = 3; % Assign the center location
17 Xxol =5
18 % Extract the 8 neighbors.
19 b = [a(row-1,col-1:col+1) ...
20 a(row, col-1) a(row, col+l) ...
21 L a(row+1l,col-1:col+1)];
23
23

Figura 3.2: Uso del algoritmo K-vecinos para la obtecion del contorno en un fondo color

negro.
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Luego se invierte el contorno blanco a un contorno negro sobre un fondo blanco, ver

figura 3.3.

& Editor - EX\Tesis FCFM BUAP\canceinvertir.m

| invertirm |+

1 S-size(ans);
2 for i=1:5(1), for j=1:5(2)

E if ans(i,j)==1; A(i,3)=0; else A(i,j}=1; end
4 end

5 end

6

Figura 3.3: Luego de usar la funcion K-vecinos, se usa la funciéon invertir para obtener la
misma imagen pero ahora con el contorno negro sobre un fondo blanco.

Algoritmo correspondiente al paso 5, ver figura 3.4, después del paso cuatro, la imagen

se llama a pantalla y se guarda con el nombre que nosotros elegimos con extensién .bmp

i Editor - C:\Users\xoloj\OneDrive\Escritorio FCFM BUAP\cancer\imagenyguardar.m *
+3 | vecinosm | nuevamente.m | invertir.m | imagenyguardar.m * | probadordecomando.m | comohacerlo.m |+ |
1 imshow(A); (]
2 imwrite(A, "anomalia.jpg");
3

Figura 3.4: Comandos para guardar imagen obtenida en formato .bmp
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Ahora, mediante el uso de ImageJ se llama a la imagen obtenida en el paso 5 y guardada
en extencion .bmp (también conocido como mapas de bits) [15] [8]. Aqui una vez llamada
la imagen, ver figura 3.5, se procede a abrir la pestana analizar (analyze por su nombre en
inglés), de la cual seleccionamos Tools y luego Fractal Box Counter para que el software

nos arroje la tabla de tamano de cajas.

55x82 pixels; 8-bit; 4K

Image! — 3

File Edit Image Process [ENENEZH Plugins Window Help

ﬂggﬂéﬁﬁ Measure CtrieM _ﬂ&ﬂiJi

Angle tool Analyze Particles

Summarize
Distribution
Label

Clear Results

1-
™

Set Measurements

Set Scale

Calibrate

Histogram
Plot Profile
Surface Plot
Gels

- Fractal Box Count...
Analyze Line Graph
.

Curve Fitting
ROI Manager.
Scale Bar
Calibration Bar.
Synchronize Windows
Grid

Figura 3.5: Seleccion de la pestana Analyze, se procede a seleccionar Tools y por taltimo
en la subseccién Fractal Box Counter.

La ventana Fractal Box Counter, ver figura 3.6, el software sugiere el tamafio de cajas de
la imagen de entrada predeterminado para el analisis de la imagen, es decir, el ntimero de

iteraciones que se realizaran, estos valores se pueden modificados.

55xB2 pixels; 8-bit, 4K

File Edit Image Process Analyze Plugins Window Help
B o c|o| /<]~ Alo|m|d] = 4] 2]~

[Oval*, elliptical or brush selections (alt or long click to switch)

|84 Fractal Box Counter X

1 =0 12.3.4.6,8.12.16.32.6
I~ Black Background
I L} OK | Cancel .7
| 7
] L] i /
| [ B8 -

Figura 3.6: El software sugiere los tamanos de cajas predeterminado para el andlisis de la
imagen, es decir, el nimero de iteraciones.
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Posterior a éste paso, el software arroja una tabla de resultados (result por su nombre
en inglés), ver figura 3.7 a) la tabla muestra la columna label que nos indica el nimero
de iteraciones que se realizaron con respecto al tamano de cajas solicitadas y el renglén
representada por el nombre de la imagen analizada (anomalia), nos indica las cajas que
contienen parte de la anomalia que dependen del tamano que se eligio para cada caso, en el
inciso b) se muestra la grafica de dispersion, la cual se obtiene de las iteraciones realizadas y
observemos que para el eje x, que esté representado por log(boxsize), representa el tamano
de las cajas que se eligieron para realizar las iteraciones, mientras que el eje y, nos indica
el namero de cajas que contienen parte de la anomalia, y se representa como log(count),

y cuya D nos indica la dimension fractal Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch.

File Edit Font Results File Edit Image Process Analyze Plugins Window Help
Cabel [C2 |3 [c4 |C6 |c8 [C12 |ci6 o3z [ced D 4 [Eola|o|l/« N Alo|m 4] o] 4] 0]~ | =
anomalia [260 [161 [127 |67 |54 |28 [19 |6 |2 [1408
- anomalia.bmp (922%) = N
. D 5582 pixels; 8-bit, 4K
a)
4.0266.02 (696x405); B-bit, 275K
T T T
L R 11N
’ \ D=14083 r
oL Ir
g I
3
g [ (]
=
k=)

[N}
T

L\sl} Datas | Mores
LEER e e

L'’

Figura 3.7: a) Obtencion de la tabla de resultados indicando el tamano y ntimero de cajas
generadas por el software, b) grafica de dispersion obtenida del nimero de iteraciones e
indica la dimension fractal Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch.
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3.2. Analisis de resultados

En éste apartado se muestran resultados de imagenes de mamografias con anomalias las
cuales han sido verificadas por especialistas en el area. Cada imagen es tratada de acuerdo
a los pasos detallados anteriormente, y cada una de estas imagenes son analizadas, dichas

imagenes tratadas son tomadas de la red.

En la figura 3.8 a) nos muestra la mamografia de una de las mamas que contiene anomalias,
b) es la imagen tratada mediante MatLab, guardada en extesion .bmp, la cual es utilizada
para el anélisis mediante ImageJ, c¢) la tabla nos muestra el tamano de cajas que el software
automaticamente arroja, d) nos muestra la grafica de dispersion obtenida de las iteraciones
realizadas y donde D = 1.5363, que nos indica la dimension fractal Box-Counting de

Hausdorf-Besicovitch.
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i- S

b) Imagen cbtenida del tratamiento
de imagen mediante MatLab,
guarda en extensién .bmp para

su analisis en Image].

a) Mamografia con lesion en

una mama.

[0 Results - a X
File Edit Font Results

|Label Jc2 Jca Jca [ce Jcs [c12 cie [c32 [cea [D | A
1 marnografia2 658 403 281 164 109 &4 ag 12 3 1.536

4 D

¢) Tabla que muestra el niimero de iteraciones realizadas mediante Image]

[ Plot - [m] >
4.02x6.77 (696x377). B-bit, 256K
T T T T T T T
- &
D=1.5363
= < .
o
g d
ger ]
o °
k-]
3L -
2L -
L 1 L 1 L I 1
1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 40
log (box size)
List Data» | More »

d) Grafica de dispersiéon y dimensidn fractal obtenidas de las iteraciones realizadas y
obteniendo la dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch, con D=1.5363

Figura 3.8: a) Se muestra mama con anomalias, b) se obtiene la imagen tratada con
extension .bmp, ¢) se utiliza la imagen para el analisis mediante ImagelJ y cuya tabla nos
indica el tamafio de cajas y que corresponde al nimero de iteraciones realizadas, d) al
analizar obtenemos también la grafica de dispersion, asi como la dimensiéon fractal Box-

Counting de Hausdorff-Besicovitch D = 1.5363.
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En la figura 3.9 a) podemos observar lesiones en ambas mamas, con mayor desarrollo en la
mama izquierda, b) es la imagen tratada mediante MatLab, guardada en extesion .bmp,
la cual es utilizada para el anélisis mediante ImagelJ, ¢) la tabla nos muestra el tamano
de cajas que el software automaticamente arroja, d) nos muestra la grafica de dispersion
obtenida de las iteraciones realizadas y donde D = 1.3956, que nos indica la dimensiéon

fractal Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch.
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Wi

b) Imagen obtenida del tratamiento

a) Mamografia con lesion en de imagen mediante Matlab con
ambas mamas

extensién .bmp, para el analisis
mediante Image].

[5 Results - O X
File Edit Font Results

Label [cz Jca Jeca Jee Jes Joiz Jcis [c3z Joe4 [D [ =
1 mamografia? 656 403 281 164 109 B4 38 12 3 1538

P [»

¢) Tabla que muestra el namero de iteraciones realizadas mediante Image]

5
4.02x5.85 (596x405); 8-bit, 275K

D=1.3956

| 1 1 1 1 | |
1.0 15 20 275 3.0 35 4.0
log (box size)

List Data » More » | Axis Range & Options...

d) Gréfica de dispersion y dimension fractal obtenidas de las iteraciones realizadas,
con una dimensién fractal Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch D=1.3956

Figura 3.9: a) Se muestran mamas con anomalias, con mayor desarrollo en la mama iz-
quierda, b) se obtiene la imagen tratada con extension .bmp, c¢) se utiliza la imagen para
el analisis mediante ImagelJ y cuya tabla nos indica el namero de iteraciones realizadas, d)
al analizar obtenemos la grafica de dispersion, asi como la dimension fractal de Hausdorff-

Besicovitch D = 1.3956.
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En la figura 3.10 a) nos muestra lesion en ambas mamas, denotando mayor desarrollo en
la mama derecha, b) es la imagen tratada mediante MatLab, guardada en extesion .bmp,
la cual es utilizada para el anélisis mediante ImagelJ, ¢) la tabla nos muestra el tamano
de cajas que el software automaticamente arroja, d) nos muestra la grafica de dispersion
obtenida de las iteraciones realizadas y donde D = 1.1601, que nos indica la dimensiéon

fractal Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch.
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b) Imagen obtenida del tratamiento
de imagen mediante MatLab,
guarda en extensiéon .bmp para

su analisis en Image].

a) Mamografia con lesion en ambas
mamas.

[5" Results - [m] x
File Edit Font Results

Label [c2  [C3 [c4 [C6 [cB [ci12 |ci6 |c32 [cs4 |D [ =
1 mamao3 1101 702 485 296 224 136 101 47 19 1.160
‘ [ »

c) Tabla que muestra el nimero de iteraciones realizadas mediante Image]
[§ Piot - m} X
4.02x4.81 (696x377); B-bit: 256K

D=1.1601

el ]
=
Zs| ]
=
=

4k oo}

¢ | | | ‘

1.0 15 20 25 30 35 4.0
log (box size)
List | Data= | More s

d) Grafica de dispersiéon y dimensidén fractal obtenidas de las iteraciones realizadas
obteniendo la dimensidén fractal de Hausdorff-Besicovitch, con D=1.1601

Figura 3.10: a) Se muestran mamas con anomalias, con mayor desarrollo en la mama
derecha, b) mediante MatLab se obtiene la imagen tratada con extensién .bmp, c¢) se
utiliza la imagen para el andlisis mediante ImageJ y cuya tabla nos indica el nimero
de iteraciones realizadas, d) al analizar obtenemos la grafica de dispersion, asi como la
dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch D = 1.601.
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En la figura 3.11 a) se muestra mamografia con lensiones en ambas mamas, observando
desarrollo en las partes superior de las mamas, b) es la imagen tratada mediante MatLab,
guardada en extesion .bmp, la cual es utilizada para el analisis mediante Imagel, ¢) la tabla
nos muestra el tamano de cajas que el software automaticamente arroja, d) nos muestra
la grafica de dispersion obtenida de las iteraciones realizadas y donde D = 1.3124, que nos

indica la dimension fractal Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch.
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a) Mamografia con lesiones en ambas b) I.rnagen obter.uda del tratamiento
MAMAS de imagen mediante MatLab,
guarda en extensién .bmp para
su andlisis en Image].
[0 Results - O X
File Edit Font Results
[Label ez Jc3 Je4  Joe Jos [oiz Joie o3z [ced [D [ 2
1 mamod 3010 1927 1409 876 622 369 256 96 a0 1.312
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c) Tabla que muestra el nliimero de iteraciones realizadas mediante Image]
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d) Gréfica de dispersidon y dimensién fractal obtenidas de las iteraciones realizadas y
obteniendo la dimensiéon fractal de Hausdorff-Besicovitch, con 1D=1.3124

Figura 3.11: a) Se muestran mamas con anomalias, con un desarrollo uniforme en ambas
mamas, b) se obtiene la imagen tratada con extension .bmp mediante el uso de MatLab
c) se utiliza la imagen para el analisis mediante ImagelJ y cuya tabla nos indica el nimero
de iteraciones realizadas, d) al analizar obtenemos la grafica de dispersion, asi como la
dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch D = 1.3124.
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En la figura 3.12 a) se observa lesion en ambas mamas pero ademas se observar indicios de
microcalcificiones que no afectan en el andlisis de la mamografia, b) es la imagen tratada
mediante MatLab, guardada en extesion .bmp, la cual es utilizada para el anélisis mediante
ImageJ, c) la tabla nos muestra el tamafio de cajas que el software automaticamente arroja,
d) nos muestra la grafica de dispersion obtenida de las iteraciones realizadas y donde

D = 1.5323, que nos indica la dimension fractal Box-Counting de Hausdorft-Besicovitch
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a) Mamografia con lesién en ambas mamas b) ) Imagen obtenida del tratamiento
y microcalcificaciones. de imagen mediante MatLab, para
el analisis mediante Image]
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File Edit Font Results
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d) Grafica de dispersién vy dimension fractal obtenidas de las iteraciones realizadas v
obteniendo la dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch, con D=1.5323

Figura 3.12: a) Se muestran mamas con anomalias, estas muestra desarrollo de microcalci-
ficaciones, b) se obtiene la imagen tratada con extension .bmp mediante el uso de MatLab,
c) se utiliza la imagen para el analisis mediante ImagelJ y cuya tabla nos indica el nimero
de iteraciones realizadas, d) al analizar obtenemos la grafica de dispersion, asi como la
dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch D = 1.5323.
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En la figura 3.13 a) mamografia con lesiones en ambas mamas, se nota que el desarrollo de la
lesion es uniforme en ambas mamas, b) es la imagen tratada mediante MatLab, guardada
en extesion .bmp, la cual es utilizada para el analisis mediante ImagelJ, ¢) la tabla nos
muestra el tamano de cajas que el software automaticamente arroja, d) nos muestra la
grafica de dispersion obtenida de las iteraciones realizadas y donde D = 1.1971, que nos

indica la dimension fractal Box-Counting de Hausdorff-Besicovitch



CAPITULO 3. RESULTADOS NUMERICOS 42

a) Mamografia con lesién en ambas b) Imagen obtenida del tratamiento
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d) Gréafica de dispersion y dimension fractal obtenidas de las iteraciones realizadas y
obteniendo la dimensién fractal de Hausdorff-Besicovitch, con D=1.197

Figura 3.13: a) Se muestran mamas con anomalias, estas muestra desarrollo casi uniforme
en ambas mamas, b) se obtiene la imagen tratada con extensiéon .bmp mediante el uso de
MatLab ¢) se utiliza la imagen para el analisis mediante ImageJ y cuya tabla nos indica
el nimero de iteraciones realizadas, d) al analizar obtenemos la grafica de dispersion, asi
como la dimension fractal de Hausdorft-Besicovitch D = 1.1971.
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Los resultados obtenidos del analisis de los 6 casos con lesiones clasificadas por BI-RADS
[17], se muestra en la tabla 3.1, donde la primera columna se cita la mamografia analiza-
da, en la segunda columna se muestra el resultado de la dimension fractal de Hausdorff-
Besicovitch la cual denotamos por DFH-B, obtenido para cada mamografia analizada, en
la tercera columna se muestra el tipo de lesion de cada mamografia analizada, el cual
fue confirmada por el radidlogo previamente. Para la clasificacion de las 6 mamografias
analizadas como caso benigno o maligno, se hara de acuerdo a la dimension fractal Box-
Counting de Hausdorff-Besicovitch obtenida, basada en el estudio realizado por el autor
Yung-Sheng Chen en Image Processing [1] y cuyo rango de clasificacion esta dada de la si-
guiente manera, la lesiones benignas tienen dimensiones fractales de Hausdorff-Besicovitch
méas bajas, entre 1 — 1.50, mientas que las lesiones malignas presentan dimensiones frac-
tales de Hausdorff-Besicovitch mas altas, entre 1.35 — 2. En la tabla 3.2 se muestra los
6 casos analizados, 4 son benignas estas muestran una dimension fractal de Hausdorff-
Besicovitch més bajas menores a 1.4 y 2 son malignas tienen mayores dimensiones fractales

de Hausdorff-Besicovitch, mayores a 1.4.

Mamografia analizada | DFH-B | Tipo de lesion
Figura 3.8 1.5363 Maligna
Figura 3.9 1.3956 Benigna
Figura 3.10 1.1601 Benigna
Figura 3.11 1.3124 Benigna
Figura 3.12 1.5323 Maligna
Figura 3.13 1.1971 Benigna

Tabla 3.1: Resultados obtenidos del andlisis de las 6 mamografias, lo que muestra la di-
mension fractal de Hausdorff-Besicovitch obtenida y el tipo de lesion que esta tiene.

Tipo de lesion | DFH-B Casos
Benigno <1.4 |4 (100%)
Maligno >1.4 |2 (100%)

Tabla 3.2: Dimensiones fractales del analisis de las 6 mamografias anélizadas en la presente
tesis.
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Conclusiones

En el presente trabajo de tesis, se ha realizado una revision del estado del arte de frac-
tales, en la cual se revisa los antecedentes historicos de fractales, haciendo una diferencia
existente entre la geometria euclidiana y la geometria fractal con respecto a su dimension,
en la geometria euclidiana la dimensién es entera, conocida como la dimensiéon topologica,
pero en la geometria fractal dicha dimension es fraccionaria no entera, pero que puede
absorver la dimension topolodlogica, para ello haciendo incapié en sus propiedades de los
fractales como lo es la irregularidad del fractal y su dimension de Hausdorff-Besicovitch,
la cual ha influenciado para el desarrollo de nuevo conocimiento dentro de distintas areas
de intéres, en particular la medicina. La dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch para
el anélisis de mamografias ha demostrado que mediante el uso del sitema Box-Counting
basadas en el procesamiento y tratamiento de imagenes mediante MatLab e imagelJ, arro-
ja resultados nimericos de la dimensiéon fractal de Hausdorff-Besicovitch, basados en las
BI-RADS (por su siglas en inglés), lo cual permitio6 clasificar los resultados obtenidos ba-
sado en la invetigacion del autor Yung-Sheng Chen en Image Processing, dichos resultados
nos indican que debido a la irregularidad que presenta el contorno del tejido de la mama
la dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch obtenida es mayor, mientras un contorno
regular tiene dimensiones fractales de Hausdorff-Besicovitch més bajas, es decir, una di-
mension fractal de Hausdorff-Besicovitch mayor con un contorno irregular nos indica si la
lesion esta asociado a un caso maligno, mientras que un dimension fractal de Hausdorff-

Besicovitch baja con un contorno regular esti asociado a un caso benigno. El presente
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método estudiado, en la presente tesis, permite la clasificacion de lesiones en la mama,
basado en un rango que ain no es consistente pues hay indicios de que lesiones benignas
presenten dimensiones fractales de Hausdorff-Besicovicth mas altas de lo normal, y que

lesiones malignas presente dimensiones fractales de Hausdorff-Besicovitch mas bajas.
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