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Resumen

Se muestra que mediante una transformacion de coordenadas en el espacio de configuracién
extendido, el problema de una particula libre se puede relacionar con el de una particula en
un campo uniforme en el marco de la Mecédnica Clasica y la Mecénica Cuédntica. También,
dentro del marco de la Mecanica Cudntica, se muestra cémo construir una solucién a la
ecuacién de Schrédinger de una particula libre en términos de la funcién de Airy Ai.

Palabras clave: particula libre, campo uniforme, ecuacién de Hamilton-Jacobi,
ecuacién de Schrodinger, funciones de Airy, formulacion de Wigner-Weyl.

111






Indice general

Introduccién

1. Relacién en el marco de la Mecanica Clasica

1.1. Aplicaciones del formalismo Lagrangiano . . . . . . . . ... ... ... ....
1.1.1. Principio de Hamilton . . . . . . . .. . ... ... .. ... ... ...

1.1.2. Transformaciéon de coordenadas para relacionar a una particula libre
con una en un campo uniforme . . . .. ...
1.1.3. Relacién en el formalismo Lagrangiano . . . . . . . ... .. ... ...
1.2. Aplicaciones del formalismo Hamiltoniano . . . . . . . .. ... ... .. ...
1.2.1. La ecuacién de Hamilton-Jacobi . . ... ... ... .. ... .....
1.2.2. Relacion en el formalismo de Hamilton-Jacobi . . . . . . . . .. .. ..

2. Relacién en el marco de la Mecanica Cudntica

2.1. La ecuacién de Schrodinger . . . . . . . ... oL oo
2.1.1. Solucién de la ecuacion de Schrédinger para una particula libre . . . .

2.1.2. Solucién de la ecuacién de Schrodinger para una particula en un campo
uniforme . . . .. ..o
2.1.3. Relacién entre ecuaciones de Schrodinger . . . . . ... ... .. ...
2.1.4. Relacién entre funciones deonda . . . . . . . ... ... L.
2.2. Propagadores . . . . . . ...
2.2.1. El propagador de una particula libre . . . . . .. .. ... ... ...
2.2.2. El propagador de una particula en un campo uniforme . . . . . . . ..
2.2.3. Relacién entre propagadores . . . . . .. ..o
2.3. El formalismo de Wigner-Weyl . . . . . ... ... . L.
2.3.1. La transformada de Weyl . . . . ... .. ... ... ... ... .
2.3.2. La funcién de Wigner . . . . . . ... . ... oL
2.3.3. Relacién en el formalismo de Wigner-Weyl . . . . . . .. ... .. ...

Conclusiones

Bibliografia

10
13
14
15
16
16
19
19
19
19
21

22

23






Introduccion

Del formalismo Newtoniano, sabemos que el potencial para una particula de masa m en
un campo uniforme estda dado por
V(q) = maq,

donde ¢ es una coordenada que representa la posicién de la particula y a es una constante
que corresponde a la aceleracién producida por el campo. Este problema es uno de los mas
comunes en los libros de texto bédsicos de Mecénica Clasica, pero muy poco comin en los de
Mecénica Cudntica, ya que para analizarlo con detalle nos vemos en la necesidad de hacer
uso de las funciones de Airy, funciones que no suelen abordarse en cursos bésicos sobre
métodos mateméaticos para la fisica. En este trabajo, basado en la Ref. [1], se presenta una
manera alternativa para resolver el problema de la particula en un campo uniforme dentro
del formalismo clasico y cudntico, simplificando los calculos por medio de la relacion con el
problema de la particula libre (V(¢) = 0) a través de una transformacién de coordenadas
sobre el espacio de configuracién extendido.

Se supone que el lector tiene conocimientos bésicos de Mecédnica Clésica (el formalismo
Lagrangiano y la ecuacién de Hamilton-Jacobi) y de Mecdnica Cudntica (la ecuacién de
Schrodinger, el propagador y, quizds, el formalismo de Wigner-Weyl) como se tratan en las
Refs. [2-11], por lo que al inicio de cada seccién se dard sélo un breve resumen de estos.

En la Sec. 1.1.2 se da a conocer la transformacién de coordenadas sobre el espacio de
configuracion extendido con la que se relacionard el problema de la particula libre con el de la
particula en un campo uniforme, la cual serd utilizada en las Secs. 1.1.3 y 1.2.2 para analizar
la relacion entre sus Lagrangianas y sus ecuaciones de Hamilton-Jacobi, respectivamente.

En las Secs. 2.1.1 y 2.1.2 se dan a conocer las soluciones de los problemas que buscamos
relacionar, mostrando con ellas algunos tropiezos que uno pudiera tener al tratar de resolver
sus respectivas ecuaciones de Schrodinger. En la Sec. 2.1.3 se construird una solucién a la
particula libre en términos de la funcién de Airy Ai, y a partir de ella se llegard a la funcién
de onda de la particula en un campo uniforme usando la transformacién de coordenadas vista
en la Sec. 1.1.2. Con esta misma, en las Secs. 2.2.3 y 2.3.3 se relacionaran los propagadores
y las funciones de Wigner, respectivamente.






Capitulo 1

Relacion en el marco de la
Mecanica Clasica

Dentro del marco de la Mecanica Clasica, existen formulaciones elementales, las cuales
pueden describir sistemas mecédnicos. Basados en las Refs. [2—4], realizaremos un breve repaso
de algunas formulaciones elementales del marco clésico.

En la Sec. 1.1, de las aplicaciones del formalismo Lagrangiano, veremos que dada una
transformacién de coordenadas sobre el espacio de configuracién extendido, la forma de las
ecuaciones de Lagrange se muestra invariante, por lo que, en la Sec. 1.1.2, veremos una
transformacién de coordenadas adecuada para relacionar la soluciéon de las ecuaciones del
problema de la particula libre con el de la particula en el campo uniforme, asi como la forma
que toma el momento lineal dada esta relacion.

En la Sec. 1.2, abordaremos la ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ), la cual describe a los
sistemas mecédnicos con una sola ecuacién diferencial parcial (EDP). Veremos que cualquier
solucién de 2n + 1 variables a esta EDP, que cumpla con la condicién (1.19), es llamada una
solucion completa, por lo que realizar una transformacion de coordenadas para establecer
una relacién entre el problema de la particula libre con la del campo uniforme nos lleva a
encontrar una soluciéon completa a la ecuacién de HJ correspondiente a la particula en el
campo.

Veremos también la relacién entre las soluciones de ambos problemas. En la Secs. 1.1.3
y 1.2.2 se abordarén las relaciones entre sus Lagrangianas y ecuaciones de Hamilton-Jacobi,
respectivamente. En esta ultima veremos que la nueva funcién principal de Hamilton, la de
la particula en el campo uniforme, esté relacionada con la de una particula libre por medio
de la misma funcién F vista en la relacion entre sus lagrangianas.

1.1. Aplicaciones del formalismo Lagrangiano

Para un sistema mecanico con constricciones holénomas, cada conjunto de coordenadas
generalizadas, (g1, ¢, ..., qn), corresponde a un sistema de coordenadas sobre el espacio de
configuracién del sistema mecanico. Al agregar el tiempo, ¢, al conjunto de coordenadas
(q1,42, -, qn), obtenemos el sistema de coordenadas (q1, g2, ..., Gn, t) del espacio de configu-
racion extendido. En particular, la solucién a las ecuaciones de movimiento estd dada por
una curva en el espacio de configuracion extendido.

1.1.1. Principio de Hamilton

El principio de Hamilton establece que las curvas descritas por un sistema mecéanico en
el espacio de configuracién extendido se distinguen por el hecho de que la integral

t1

to

tiene un minimo valor en la curva descrita por el sistema, comparada con las curvas en el
espacio de configuracién extendido acotadas con los mismos puntos extremos.
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Al ser L(g;,qi t), i = 1,2,...,n, una funcién de valores reales de 2n + 1 variables, y
definiendo una curva C' dada por C(t) = (g;(t),t), donde las ¢; son funciones de valores
reales de t, definidas en algin intervalo [tg,t1], podemos definir una segunda curva,

é(t) = (Qi(t)a in (t)/dta t)'

Si t se expresa como una funcién de algin pardmetro 7, t = ¢(7), entones la integral de linea
I(C), que es un nimero real que depende de L y de la curva C, estd dada por

I(C)_/CLdt/ToﬁL<qi(7),‘fl‘1ti((:))//j:,t(r)> dtd(:)dt, (1.1)

donde 19 y 71 estan definidas por to = ¢(70) y t1 = t(71).

Covariancia de las ecuaciones de Lagrange bajo transformaciones de coordenadas
sobre el espacio de configuracién extendido

Pensemos en una transformacién de coordenadas arbitraria en el espacio de configuracion
extendido, ¢, = ¢(g;,t), t' = t'(g;,t). Bajo este cambio de coordenadas, la integral I(C)
toma la forma

t dq;(¢5,t")/dt’ dt
I(C) = L qi(d),t"), ———~—,t(q;, ') | —dt’ 1.2
©= Gmxﬁ%wmﬂ@mdﬁ, (12)

donde
dgi _ Oqi | 9q; dg; dt _ ot ot dg;

aw=ovag A d - or o

(1.3)

Es facil apreciar que el resultado de la integral I(C') expresado por (1.2) conserva la misma
forma que la dada en (1.1), gracias a esto, las ecuaciones de Euler-Lagrange,

doL or
dtdg; 0q;

d 0 dt 0 dt

——|L—|—=—|L—| =0 1.5

dt dq! ( dt’) aq. ( dt’) ’ (1.5)
donde la Lagrangiana, L, depende de las coordenadas ¢, q;, t, como en la Ec. (1.2). En el caso
en el que t = t/, la ecuacién anterior se vuelve exactamente la Ec. (1.4). Asi, probamos que

dada una transformacién de coordenadas en el espacio extendido arbitraria, ¢’ = ¢;(g;,t),
t' =t'(gj,t), la forma de las ecuaciones de Lagrange es invariante. [2]

(1.4)

son equivalentes a

1.1.2. Transformacién de coordenadas para relacionar a una particu-
la libre con una en un campo uniforme

Para encontrar las ecuaciones correspondientes a una particula en un campo de fuer-
za uniforme a partir de las ecuaciones de una particula libre conviene tomar la siguiente
transformacion de coordenadas sobre el espacio de configuracion extendido:

q=q + 3at”, t=t, (1.6)

donde a es una constante. Vemos que el tiempo conserva su forma dada esta transformacién.
De manera muy sencilla se puede ver que esta transformacién de coordenadas relaciona las
ecuaciones de movimiento de los dos sistemas mecanicos. La posicién de una particula libre
en funcién del tiempo estd dada por

qg= At + B, (1.7)
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donde A y B son constantes. Sustituyendo (1.6) en (1.7) y despejando ¢’ obtenemos
1
q = fiat/z + At + B, (1.8)

la cual puede reconocerse como la solucién general de las ecuaciones de movimiento para
una particula en un campo de fuerza uniforme con aceleracion a.
El momento lineal de una particula esta dado por

p=mg, (1.9)

donde ¢ = dg/dt. Derivando la ecuacién izquierda de (1.6) con respecto al tiempo y susti-
tuyéndola en (1.9) tenemos que
p=7p +mat’. (1.10)

De esta manera vemos cémo se transforma el momento dada la relacién (1.6).

1.1.3. Relacién en el formalismo Lagrangiano

Para obtener la Lagrangiana para una particula en un campo uniforme fijémonos primero
en la Lagrangiana estdndar L de una particula libre,
m .o

5 (1.11)

L=

Gracias a que tenemos sdlo transformaciones en el espacio, basta con sustituir (1.6) en (1.11)
para obtener la nueva Lagrangiana L’ (vea la Sec. 1.1). En este caso tendriamos

L' = Lt
_om d(q' + 1at’™) 2
2 dt’
m [dq 2
= 35 {d/ + at’}
m q ,dq’
m d 1, 2,2
5 dt’ —maq + F(maq t') + gma’t
dF
= Eq’ — maq’ + o (1.12)
donde F' = maq't’ + %maQt’?’. La Lagrangiana de una particula de masa m en un campo

uniforme estd dada por
m -2
L'= 5q’ —maq'. (1.13)
Vemos que (1.12) coincide esencialmente con (1.13), a diferencia del término dF/dt, el cual
al sustituir L = L(¢’,t") en (1.5) no contribuye a la forma de las ecuaciones de Lagrange,
es decir, su forma se muestra invariante bajo estas transformaciones de coordenadas (vea la

Sec. 1.1.1).

1.2. Aplicaciones del formalismo Hamiltoniano

Del formalismo Lagrangiano, se puede apreciar que varios sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDOs) de segundo orden que describen sistemas mecanicos, especialmente
las ecuaciones de movimiento de sistemas mecanicos holénomos conservativos, pueden ser
expresadas en la forma de las ecuaciones de Lagrange para alguna Lagrangiana.

Por otro lado, cualquier sistema de n EDOs de segundo orden se puede transformar en un
sistema de 2n EDOs de primer orden, de una infinidad de maneras diferentes, introduciendo
n variables auxiliares. [3]



1.2.1. La ecuacién de Hamilton-Jacobi

Como se menciona anteriormente, los sistemas mecédnicos se pueden expresar en formas
convenientes de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin embargo, esos sistemas
de ecuaciones pueden ser escritos en una sola ecuacién diferencial parcial (EDP), conocida
como la Ecuacién de Hamilton-Jacobi, la cual se construye a partir de la Hamiltoniana.

Las ecuaciones de Hamilton

oH OH
i = , = — , 1.14
%= p % (1.14)
para una Hamiltoniana arbitraria H, son equivalentes a
0K : oK
q = o9 P = —@> (1.15)

donde ¢} = ¢/(q;,p;,t), P; = pi(q;,p;.t), son una transformacién canénica de coordenadas
dadas implicitamente por

OFy ,  OF,
; = 7 =22 1.16
Pi= 5 U= o (1.16)
con F5 como una funcién de valores reales de 2n + 1 variables, y
oFy
K=H+—. 1.17
+ 5 (1.17)

Si buscamos una funcién generadora Fy de tal forma que la nueva Hamiltoniana sea cero,
entonces las ecuaciones de movimiento (1.15) son triviales, teniendo ¢, = cte., p, = cte. En
este caso, combinando (1.17) con la primera ecuacién de (1.16), y denotando a la funcién
generadora Fy como S, obtenemos

H(Qi7 gj,t> %—f =0, (1.18)

la cual, es una EDP de primer orden para S(g;, pj, t), conocida como la ecuacién de Hamilton-
Jacobi (HJ), a la funcién S la llamaremos la funcién principal de Hamilton. S es una funcién
de 2n + 1 variables, que debe cumplir la condicién

%S

sin embargo, es de notar que (1.18) no contiene de manera explicita las variables p}, por
lo que, para satisfacer la condicién (1.19) la funcién S debe contener n variables p) como
pardmetros. Cualquier solucién de la ecuacién de HJ que satisfaga (1.19) es llamada una
solucién completa. [4]

1.2.2. Relacion en el formalismo de Hamilton-Jacobi

La ecuacién de HJ correspondiente al Hamiltoniano estdndar de una particula libre estd
dada por:

1 (0S\* oS
0=—| =— ——. 1.20
2m (8q> * ot (1.20)

Para obtener la ecuacion de HJ de una particula en un campo uniforme, primero, apliquemos
la regla de la cadena y las Ecs. (1.6) de modo que,

0] 0 0 0] 0
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Sustituyendo (1.21) en (1.20)

o 1[0\ 05 05
 2m\ ¢ ar ¢ aq’'
1 (8S > 9s
= (aql—mat'> —I—%—%mazt'2

2
[5 (S - maq't')] + % (S — maq’t’) - %maZt'2 + maq’

2
0
(S — maq't’ — émazt/?’)] + Y (S — maq't’ — %ma2t’3> + maq’

lo cual muestra que S satisface la ecuacion de HJ correspondiente a la Hamiltoniana de una

particula libre si y soélo si
S'= 5 — mag't' — tmat" (1.22)

satisface la ecuaciéon de HJ para una particula en un campo uniforme,

1 (08\* 85

[Ref. 4, Ec. (6.13)]. Vemos que el término que diferencia a la funcién principal de Hamilton
de la particula libre con la del campo uniforme coincide con la F' definida en la Sec. 1.1.3,
por lo que podemos reescribir a (1.22) como

S'=S—F. (1.24)



Capitulo 2

Relacion en el marco de la
Mecanica Cuantica

Ahora, en este capitulo, basados en las Refs. [5-11], trataremos algunas formulaciones
importantes del marco de la Mecanica Cuéntica.

En la Secs. 2.1.1 y 2.1.2, abordaremos la resoluciéon de la ecuaciéon estacionaria de
Schrédinger de una particula libre y de una particula en un campo uniforme, respecti-
vamente, pareciendo que en estas soluciones surge el problema de que las eigenfunciones
de un operador con espectro continuo no son normalizables. Para finalizar esta seccién, se
construird una solucién a la particula libre en términos de la funcién de Airy Ai, y, con
ayuda de la transformacién de coordenadas vista en la Sec. 1.1.2, se llegara a la funcién de
onda de una particula en un campo uniforme.

En la Sec. 2.2, abordaremos el calculo del propagador reescribiendo la ecuacién de
Schrédinger como una ecuacion integral con ayuda del operador de traslaciones en el tiempo,
siendo el Hamiltoniano del sistema el generador infinitesimal de este. Se hallara el propaga-
dor de la particula libre y el de la particula en un campo uniforme, y finalmente se mostrara
la relaciéon entre ambos propagadores.

Por tultimo, en la Sec. 2.3, mostraremos la transformada de Weyl y la funcién de Wigner,
una formulacién no tan popular como la ecuaciéon de Schrodinger, y al igual que en las
secciones anteriores, al final se relacionaran las funciones de Wigner de los problemas ya
mencionados.

2.1. La ecuacion de Schrodinger
La ecuacién de Schrodinger, es una ecuacién diferencial lineal de la forma

h? 5%V ov
+V U =ih— 2.1
2 an (q7t) lh at I ( )

donde £ es la constante de Planck reducida, la funciéon ¥ = ¥(q,t) es llamada funcidn de
onda y V(q,t) es el potencial cldsico del sistema mecénico, el cual, comtinmente depende
sé6lo de la coordenada ¢, por lo que suele escribirse s6lo como V' (q).

En la Mecénica Cuéntica la funcién de onda ¥ tiene una interpretacion estadistica, pode-
mos decir que |¥(q,t)|? es la densidad de probabilidad de encontrar a la particula alrededor
de un punto ¢ a un tiempo t. Por lo que, si integramos |¥(q,t)|?> sobre todo el espacio,
(_007 OO),

| wanpa =1, (2.2)

— 00

Al resultado dado por (2.2) se le conoce como condicidn de normalizacion.
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Proponiendo una solucién separable ¥(q,t) = ¥ (q)T(t), sustituyéndola en (2.1) y multi-
plicando a ambos lados de la ecuacién por 1/¢T, obtenemos

R? 1 d*y 1dT
. T V4 =ih——=F 2.3
3o V(@ = , (23)
donde F es una constante de separacion identificable como la energia del sistema. Fijandonos
primero sélo en la parte temporal, podemos hallar la solucién para esta, siendo

T(t) = e 1B, (2.4)

En algunos textos se suele llamar a (2.4) la solucidn estdndar para la parte temporal.
Ahora, fijandonos sé6lo en la parte espacial y multiplicando a ambos lados de la ecuacién

por ¥, obtenemos
h? d%y
_ =B 2.
o de? +V(g)y = EY, (2.5)

la cual corresponde a la ecuacion de Schréidinger estacionaria o ecuacion de Schréidinger
independiente del tiempo, siendo la funcién ¢ = 1(q) su solucién, la cual depende sélo de la
coordenada ¢ y corresponde a algin estado estacionario del sistema.

2.1.1. Solucion de la ecuacion de Schrodinger para una particula
libre

El potencial cldsico para una particula libre es V(q) = 0, por lo que la ecuacién de

Schrodinger para una particula libre es
h? 5%V ov
T —ih—, (2.6)
2m 0q? ot

donde q es la posicién de la particula. Tomando la solucién separable estandar para la parte
temporal, tenemos que la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

h? d%y
_%TqQ = E. (2.7)
Definiendo k£ = ¥ 2;:“3 , podemos escoger como solucién a (2.7) a una combinacién lineal de
funciones exponenciales imaginarias que se puede reducir a
Y(q) = Ae*, (2.8)

donde A es una constante. Tomando la solucién estandar de la dependencia temporal,

(o1t
\Ilk(q,t):Ael(kq 2mt>. (2.9)

Es de interés mencionar que cuando k > 0 tenemos el caso de ondas viajando hacia la
derecha, mientras que si k < 0 tenemos ondas viajando a la izquierda. Esta funcién de onda
es no-normalizable:

| o= [ vivdn= 17 [ dg= japeo), (2.10)

En el caso de la particula libre, esta solucién, obtenida a partir de la separacién de variables,
no representa un estado fisicamente realizable. No existe un estado estacionario para una
particula libre.

Una solucién para (2.6) es una combinacién lineal de soluciones separables, en este caso,
tenemos una integral sobre la variable continua k,

ﬂww=¢;/mwwﬂkﬁmm (2.11)
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Esta expresién, conocida como un paquete de ondas, ahora puede ser normalizable para una
¢(k) apropiada. Para t = 0:

W(q,0) = \/% /_ " (k). (2.12)

Vemos que en esta ultima relacién tenemos escrita a ¥(g,0) en términos de la transfor-
mada de Fourier ¢(k). Para que ¥(q,0) sea normalizable es necesario escoger alguna ¢ (k)
normalizable. [5]

2.1.2. Solucién de la ecuacién de Schrodinger para una particula
en un campo uniforme

La ecuacién de Schrodinger para una particula en un campo uniforme es
h? 9%V ov
———— +maq¥ = ih—. 2.13
2m O¢> +mag ot (2.13)
Al igual que en la seccién anterior, al tomar la solucién estdndar para la parte temporal,
tenemos que la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo es
h? d%y

1/3
Definiendo = = (2’;5 “) (q - %» aplicando la regla de la cadena y multiplicando por

1/3
—(i) , podemos reescribir (2.14) como

ma?h?
d*s
dz?
la cual es la ecuacidn de Airy [Ref. 6, Ec. (2.1)]. Debido a esto, la solucién a la ecuacién de
Schrédinger independiente del tiempo para una particula en presencia de un campo uniforme
es

—xp =0, (2.15)

¥(z) = DAi(x) + GBi(z), (2.16)
donde Ai y Bi son las funciones de Airy, dadas por
. 1 [ &3
Ai(z) = - /0 cos<? + xs) ds, (2.17)
1 o 3 3
Bi(z) = - /0 [exp (—% + xs) + sen(% + xs)] ds (2.18)

[vea Ref. 6, Ecs. (2.20) y (2.31)].

Figura 2.1: La linea continua corresponde a la funcién Ai(x), mientras que la linea punteada
corresponde a la funcién Bi(z).
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Figura 2.2: Soluciones separables para la particula en un campo uniforme y su potencial.

Si comparamos las gréficas de las funciones de Airy con la del potencial V' = mag (vea la
fig. 2.2) es facil notar que el punto donde el potencial es igual a la energfa total de este estado
estacionario (V = FE) es ¢ = F/ma, mismo punto que hace que el argumento de las funciones
de Airy sea cero. Cuando, ¢ < F/ma, V < E, tenemos la regién cldsicamente permitida,
mientras que cuando ¢ > E/ma, V > E, tenemos la regién cldsicamente prohibida, en la
cual se pueden estudiar fenémenos cudnticos como, por ejemplo, el efecto tunel. Tomando
esto en cuenta podemos descartar inmediatamente a las funciones Bi, de las cuales podemos
ver que tanto ella como su médulo al cuadrado divergen cuando ¢ > 0, teniendo con esto una
densidad de probabilidad que indica que cuanto méas grande sea q existe mayor probabilidad
de encontrar a la particula, incluso si pasamos la regién cldsicamente permitida, contrario a
lo que pasa con la funcién Ai, por lo que podemos quedarnos sélo con la solucién:

2mZ2a /3 E
12 7 ha

A pesar de que la funcién de Airy Ai converge en ¢ > 0, esta no es del tipo cuadrado inte-
grable, por lo que la solucién dada por (2.19) no es normalizable, pero en forma similar al
caso de la particula libre uno puede olvidarse de la fisica por un momento y quedarse sélo
con las matematicas. Con ayuda de la transformada de Fourier, podemos tomar una super-
posicion de funciones de Airy integrandolas sobre el parametro continuo F, cuya amplitud
sea modulada por alguna funcién de E que si sea del tipo cuadrado integrable para obtener
alguna solucién a la ec. (2.13) que si tenga sentido fisico.

U(E) (g, 1) = DAi e~ bt (2.19)

Una manera alternativa para encontrar alguna solucién estacionaria a la ec. (2.13) en la
que se descartan automaticamente las funciones Bi es tomar a la ecuacién estacionaria de
Schrodinger (2.14) y reescribirla en el espacio de momentos, teniendo con ello la ecuacién

W0 (- )t (2:20)

dp 2m2ah  mah

donde ¢(p) es su solucién en términos del momento lineal y estd dada por

3

o(p) = Cpe etz —wknp). (2.21)

De la condicién de ortonormalidad para estados continuos (vea la Ref. 7) tenemos que para
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(2.21),

SE-B) = [ enwesm)
= CE,CE/ o (B =B)ng,
= CpCp2nd (ks (B - B))
= CpCg2n(mah)s(E - E), (2.22)
lo que nos lleva a que
1 N E
o(p) = 761(m—m1)), (2.23)

vV 2mhma

Haciendo uso de la transformada de Fourier para encontrar la solucién a la ecuacién de
Schrédinger en términos de la posicidn,

¥(q)

1 > i
\/?771 / w(p)enPidp

! = (-2 ___B_ i
= Wrrla)l/?‘/_ooe (6m2ah m.ahp>ehpqdp

_ (2m2ah)1/3 1 /00 g(ﬁ%-&-%(q—%)l’) dp (2.24)
h(ma)t/2 2w (2m2ah)/3 J_ ' '

Las funciones de Airy pueden escribirse en multiples formas integrales, especialmente la
funcién Ai que puede escribirse sin necesidad de recurrir a alguna otra funcién especial (a
comparacién de las funciones Bi, cuyas otras formas integrales dependen de Ai o de alguna
otra funcién especial, y cuyo tratamiento puede ser més largo que el de las Ai como se puede
ver en la Ref. 6). Una forma integral comun y conveniente de escribirla es

R
Aiaz) = — e (s +he) g, (2.25)

2ra J_ o

donde « es una constante real arbitraria [Ref. 6, Ec. (2.25)]. Tomando esta formulacién en
cuenta tenemos que la solucién a la ecuacién estacionaria de Schrodinger en términos de la

posicién es
) = (2P e B
o= vma h2 1~ e

[Ref. 8, Ec. (8.3)]. Comparando (2.26) con (2.19) podemos darnos cuenta de que para este

(2.26)

1/3
. . 2
estado estacionario D = —A (2’" a) , por lo que

Vma \ k2
2m2a 1/3 E
h? 9 ma

De manera que si tomamos como solucién a (2.13) a una superposicién de soluciones de la

forma (2.27), tenemos la expresién
1 /2m2a\'/? [ E 2m2a\'/* E ;
U(gq,t) = — — ) Ai —— ||e "FaE, (2.28
w05 (5) L) s[(5) (o) o e
2

donde, de acuerdo con los postulados estdndar de la mecdnica cudntica, |x(E/ma)|? es la
densidad de probabilidad de medir la energia E si la particula se encuentra en el estado
(2.28).

1 [/2m2a\"/? ;
\D(E)(q,t):( m“) Ai e wE, (2.27)

vma \ h?
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Las funciones de Airy Ai y Bi también pueden ser escritas en términos de las funciones de
Bessel Iy J de orden £1/3. Para argumentos positivos las relaciones estdn dadas por

Ai(z) = ?x[l s (32%/2) = Tyjg (3072) (2.29)

S

Bi(r) = Y [L1/s(20%2) + s (307)] (2.30)

o

1) 3/2
SR[ 6H1/3( zgx/)],
mientras que para argumentos negativos, las relaciones estan dadas por

[J_l/g( 12) +3y5(2 3/2)} (2.31)

Ai(—z) = ?
= VIR[FH(), (2a%2)]

3
: v
Bi(~x) = %5~ |[Jo1(30%) — Jua(3 /)] (2.32)
_ VT (1) (2.3/2
= ?S{e 6H1/3(2 /):|)
donde K,, son las funciones modificadas de Bessel y HS" son las funciones de Hankel [Ref.

6, Sec. 2.2.4].

Debido a que las funciones de Airy son funciones especiales que no suelen ensenarse en
cursos basicos de Métodos Matematicos aplicados a la Fisica, el problema de la particula en
un campo uniforme es un ejemplo que préacticamente no se ve en los cursos elementales de
Mecénica Cuéntica.

2.1.3. Relacién entre ecuaciones de Schrodinger

Para encontrar la ecuacién de Schrodinger de una particula en un campo uniforme a
partir de la ecuacién de una particula libre, aplicamos las derivadas obtenidas el capitulo
anterior, (1.21), en (2.6), obteniendo con esto la ecuacién de Schrodinger para la particula
libre en términos de las variables primadas ¢’, ¢,

h? 9w , 0V ov

~am a2 + it 55 =ihgg (2.33)

Proponemos como solucién a (2.33),

U = exp <h )\Iﬂ (2.34)

donde F es una funcién de ¢’ y ' (o su equivalente en las coordenadas ¢, t). Debido a que
U y U’ difieren solo de un factor de fase y a que (para algtn valor fijo de t) dg = d¢/,

1= [ it = [P, (2.35)

es decir, U’ estd normalizada si y sélo si ¥ estd normalizada. Basta con sustituir (2.34)
en (2.33) para conocer qué debe ser F' para obtener a la ecuacién de Schrodinger de una
particula en un campo uniforme. Para que, después de hacer esta sustitucién, desaparezcan
los términos con primeras derivadas, se debe cumplir que

F
% —mat’ = 0. (2.36)
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Es decir,
F=mat'q + f(t'), (2.37)

donde f es una funcién que solo depende del tiempo. Con esto, la ecuacién de Schrodinger
toma la forma

h? 0%V , 1, df ov
—_—— - = 2+ 2V =ih—. 2.38
2m Oq’? + <maq oM + dt o ( )
El potencial V' = maq’ — %ma2t'2 + % clasicamente representa una fuerza constante
—0V'/8q' = —ma. Con la motivacién de simplificar esta expresién al ya conocido potencial
V' = maq podemos escoger
1
fit) = gmazt’?’7 (2.39)
obteniendo asi a la ecuacién de Schrodinger para una particula en un campo uniforme,
h? 02V’ s, L o0V
_%W + magq U= lhﬁ’ (240)

v a la relacién entre funciones de onda,
U = exp %(maq’t' + tma®t) |V, (2.41)

donde ¥ es una funcién de onda para una particula libre, mientras que ¥’ es una funcién
de onda para una particula en un campo uniforme.

2.1.4. Relacion entre funciones de onda

Una ventaja de trabajar solo con la funcién Ai, a diferencia de las Bi, es que existen
multiples formas integrales de esta que no dependen de alguna otra funcién especial. Esta
es una herramienta bastante 1til para lo siguiente, ya que si queremos encontrar la funciéon
de onda para una particula en un campo uniforme, la cual estd escrita en términos de las
funciones de Airy Ai, a partir de alguna funcién de onda para la particula libre, conviene
que esta esté escrita en términos de las funciones de Airy.

De la definicién de la funcion Ai,

Ai(cp — c?)eicl(ﬁ_”) . /OO ei(§+c1z2+@z) dz (2.42)

=5 -
donde ¢ y ¢y son constantes reales arbitrarias [Ref. 6, Ec. (2.26)], es facil ver que si tomamos
como solucién a la ecuacién de Schrodinger para una particula libre a un paquete de ondas
planas,

[ (g BE2,)
U(g,t) = —= p(k)e'\M 1 2m Y dk,
V 21 [oo
donde /s
1 h? J k3n2
K= — [ —— 16m2a 2.43
o) = <= (g ) e (249
podemos escribir
. 1 i(kq7k25t+ kJZQ) K2 !
U(g,t) = o [me 2 6m2a S dk, (2.44)

o bien,

2,7\ 1/3 )
(%) (‘I;tﬂ() (2.45)

como solucion a la ecuacion de Schrodinger de una particula libre. Esta funcién de onda fue
propuesta por primera vez en 1979 por Berry y Balazs (vea Ref. 12), donde buscan darle un
sentido fisico a esta superposicién de ondas planas, sin embargo, nosotros nos quedaremos
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s6lo con el hecho de que es solucién a la ecuacién diferencial (2.6), ya que, recordemos, las
funciones de Airy no son del tipo cuadrado integrable, por lo que darle sentido fisico resulta
innecesario por el momento. Note que a un tiempo ¢t = 0,

<27222 a) l/gq] . (2.46)

El punto donde el argumento de esta funciéon de Airy se hace cero es ¢ = 0, a diferencia de
la solucién a la particula en un campo uniforme, donde, para todo ¢, el argumento de su
funcién de Airy se hacfa cero en ¢ = E/ma [vea la ec. (2.27)], mismo punto que delimitaba
el limite cldsico para el potencial de una particula en un campo uniforme, por lo que, con
la intencién de recuperar este limite cldsico apliquemos a (2.45) una traslacién en el espacio
q — q — E'/ma, de modo que

2 1/3 / jmat _ E" 142
(27” <(q‘fa)‘§“t2)]e #ese)

Aplicando la transformacién de coordenadas (1.6) a (2.47) y haciendo uso de la relacién
(2.41), tenemos que la solucién a la ecuacién de Schrodinger para una particula en un

campo uniforme es
om2a\ /3 E
/ —_——
(%) (r-)

la cual, a excepcién del factor constante, coincide con la ec. (2.27) vista en la Sec. 2.1.2.
Recordemos que esta solucién no posee sentido fisico ya que no es del tipo cuadrado inte-
grable, pero como vimos en la Sec. 2.1.2 uno puede tomar una superposicién de soluciones
de esta forma, cuya amplitud sea modulada por alguna funcién que si sea del tipo cuadrado
integrable, donde E’ corresponde a la energia del estado estacionario representado por esta
superposicién.

Con esto vemos que efectivamente uno puede llegar a la funcién de onda de la particula
en un campo uniforme a partir de la funcién de onda de una particula libre por medio de
una transformacién de coordenadas y un factor de fase.

U(g,0) = Ai

U(E) (g,1) = Ai

vE) (¢ 1) = Ai e 7 (2.48)

2.2. Propagadores

La ecuacién de Schrodinger como cualquier ecuacién diferencial lineal, se puede escribir
como una ecuacién integral que establece las condiciones de frontera. Para la ecuacién de-
pendiente del tiempo, el kernel de la ecuacién integral es llamado el propagador [9]. Al ser
una ecuacién diferencial de primer orden en el tiempo, es necesario contar con alguna condi-
cién inicial para obtener una solucién para tiempos posteriores. Sin embargo, esta condicién
inicial puede aparecer de manera natural si reescribimos esta ecuacion diferencial como una
ecuacion integral.

Tomemos .

[U6)¥](q,t:) = V(g t; + 1), (2.49)

con U (t) como el operador de traslaciones en el tiempo. Expandiendo ¥(q,t; + ¢) en una
serie de Taylor podemos escribir

v t* 9*0
=tk ok
= k:oﬁwqj(q’ti). (2.50)

Por lo tanto

Ut) = exp(t_H>, (2.51)



donde H es el generador infinitesimal de las traslaciones en el tiempo.

Podemos tomar como solucién a la ecuacion de Schrodinger a una combinacion lineal de
soluciones separables. Tomando la solucién estandar de la parte temporal, e E4/"_ tenemos
que

o0
‘I’(‘L t) = Z cnwn(Q)e_iEt/h- (2.52)
n=0
En un tiempo t = t;,
(g, t:) = Z(cne*iE“/ h) Un(q), (2.53)
n=0

con ¢, = Bt/ |W(q,t;)) (note el uso de la notacién de Dirac). Fijandonos en algtin
tiempo posterior, t = ty, donde ¢ = gy, la funcién de onda estarfa dada por

\I/(Qf,tf) = Z<¢n|\1/(qf7ti))wn(Qf)e_iE(tf_t"’)/h
n=0
= / (Z ¢Z(Qi)¢n(Qf)€iE(tfti)/h> W(gi,ti)dg;,
—° \n=0

donde K(qy,ts;¢;,t;) es conocido como el propagador. Podemos decir que el propagador nos
da la evolucion de la funcién de onda instantes de tiempo después al dado por las condiciones
iniciales [10].

2.2.1. El propagador de una particula libre

Es de notar que para el caso discreto, el propagador tiene la forma

oo

K(qp,triqinti) = Y n(ai)tn(gp)e HE /M, (2.55)

n=0

Para el caso continuo podemos reescribir al propagador como
K(qs.tyiaiti) = / Vi) u(gp)e PO M, (2.56)

de tal forma que podemos escoger a (2.8) con A = 1/v/27 como solucién a (2.7) para
reescribir (2.56) como

1 < : k2
K(qr,tpiqi,t;) = Py e~k gikay o =15 (tr —ts) g,
_ L B (b —to)+ik(as —ai) g,
2 J_ o
m im(qr — q;)?
= T exp( M%) 2.57
27rih(tf—ti)eXp(h 2tr —t;) (2:57)

y asi obtener el propagador para una particula libre [Ref. 9, Ec. (433)].

2.2.2. El propagador de una particula en un campo uniforme

De acuerdo con Feynman en la Ref. 13, es posible integrar sobre todas las posibles
trayectorias que pudiera tomar una particula dividiendo el intervalo [t;,tf] en N elementos
de tiempo cortos, por lo que en términos de la integral de camino de Feynman el propagador
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de una particula en un campo uniforme puede escribirse como

, m \N/2
K(qf,tyiqit;) = lim ( ) /"'/dQI~-~dQN—1
-1

N—oo \2mihT
i = (g1 — )
X exp { — —— " —ma T, (2.58
Py > 5 - Th+1 (2.58)
k=0
con 7 = 4 Jgti, en donde integramos sobre todos los posibles caminos que pudiera tomar la

particula, que van desde (g;,t;) hasta (qs,ts). Proponiendo z, = g — ¢(t; + k7), podemos
escribir

K = lim ( m )N/2/ /dx da ex lNz_f@M
" Nooo \2miAT 1. GTN-1EXP h 2 T

k=0

- —maq(t; + (k + 1)7’)7’}

ey — Marg41T
h T

{ i = m gt + (k+ 1)7) — gt + k)]
2

i m (p41 — x) [q(ti + (k+ 1)7) — q(t; + k7)) }

=

-1

— . m \N/2 i m (g1 — xp)>
o J\’lgrloo(2ﬂ'lh7'> /“./dxl"'dIN—leXp{h gf

0

~
Il

ti + (k+1)7) — q(t; + k7))
cexpd L3 ™ lg(ti + (k+1)7) —q(ti +k7)]” mag(t + (k+ 1)r)r
h 2 T
k=0
{ i mak41 gt + (b + 1)7) — q(t; + k7)) }
X exp { —
h T
k=0
. N-1
{ i —may [q(t; + (K +1)7) — q(t; + k7)) }
X exp § —
h T
k=0
L N1
X exp {h makaT}. (2.59)
k=0
Note que podemos escribir
Yo ety 260
2 T 2T
k=0
donde
1 2 -1 - =1
To -1 2 - -1
¥= ) , A= . (2.61)
TN-1 -1 -1 2
Existe una matriz M ortogonal tal que
A=M"'DM, (2.62)

donde D = diag(A1, A2, ..., An—1), de modo que podemos diagonalizar a la matriz A. Es
decir,

Mtz = 2@ MTDMz
21 2T
m _p o
= —4g'D 2.
5.9 Dy, (2.63)



donde ¥ = MZ. Ya que xg = xy = 0, vea que ahora podemos escribir (2.59) como

, m \N/2 Pmo
K = J\}gnoo (27rih7) /.../dml...dleexp{hQT Dy}
. N-1 \
ti+(k+ D7) —qlt; + %
xeXp{; 7 m ot (+10) gt ) _maq(ti+(k+1m7}
k=0
. N-1
X exp {1 Z mxpt1 [q(t; + (B +1)7) — q(t; + k7)) }
k=0 T
. N-1
X exp {1 Z —maiy1 [t + (K +2)7) — q(t; + (K + 1)7)] }
T
k=0

. N-1
X exp {;L Z maack+17}. (2.64)
k=0

Tomando el limite de cuando N — oo de la segunda exponencial en adelante tenemos

it , m \N/2 im g
K—exp{h/ti Ldt} 1\}51100 (27rih7'> /---/dxl...de_leXp{h%y Dy} (2.65)

y como

§' Dy = Myi + Aays + oo AN_1Y_1 (2.66)
la integral es separable, entonces

N—

Pt m \N/2 [2mihr\ 7 1
_ 1'
exp{h/ti Ldt} Ngnoo (27rih7') ( m ) M2 . AN
i [ m 1/2
- 2 patb (7)
P { I /t } N5 \27ihNT

(sy) oo [ o)

i

K

La Lagrangiana de una particula en un campo uniforme es

L= %Q'Q — mag, (2.68)

con ayuda de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos ver que la trayectoria cldsica de la
particula estd dada por

q(t) = —%a(t —t:)” + vo(t — ;) + qo, (2.69)

donde ¢y y vg son constantes, por lo que el propagador de una particula en un campo
uniforme es

m im (Qf—Qi)Q
K triqisti) = | ———€XpP{ —— | ——————
(ar,t;dirts) \/ 2 ih(ts ti)e {271[ 1,
—alty —t;)(q; + ——1 20ty — ;)3 2.70
a(f Z)(qz Qf) 12“ (f z) . ( )

Este es el método méas elemental para el cdlculo del propagador de una particula en un
campo uniforme, existen algunos otros métodos, como el propuesto por Holstein en 1997
(vea Ref. 14, Sec. IT), que suelen ser mds cortos, sin embargo veremos a continuacién cémo
por medio de una transformacién de coordenadas el calculo del propagador de una particula
en un campo uniforme resulta mas sencillo.
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2.2.3. Relaciéon entre propagadores

Ahora veremos céomo llegar al propagador de una particula en un campo uniforme a
partir de la relacién que existe de este con el de una particula libre.
Aplicando (2.41) a (2.54) tenemos que

U'(qy,ty) = exp {_fli (maq}t’f + émaZt?)}

i

o0
x/ K(qp,tr;qi,ti) exp[ h(maqgt; + éma%?)]\p/(q;’ﬁg)dq;
— 00

°° i
/ K(qs,tf:qi,t:) exp [h (malait; — djty) + tma (¢ t’f?’))} V' (g}, t;)dg;.
—0o0

Comparando con (2.54) podemos deducir que la expresién del propagador para una particula
en un campo uniforme en términos del propagador de una particula libre estd dada por

K'(d5,t}: ¢, t;) = exp {711 (ma(qété — qjt) + gma® (17 — t’f?’)ﬂ K(gp,triqits).  (2.71)

Sustituyendo (2.57) y (1.6) en (2.71) tenemos

. 2
K' (¢}t q,t)) = ___m exp m 7@} — )
propdinta 2mih(t) — t) 2h | ) —t]

1
= alty —)(g; + ) — 50° () — t'i)B] } (2.72)
Note que de esta manera se llega al propagador de una particula en un campo uniforme mas
réapido que si se aborda el problema por el método tradicional [vea la Sec. 2.2.2].

2.3. El formalismo de Wigner-Weyl

La formulacién de Wigner-Weyl es una manera alternativa de formular la mecénica
cuantica, siendo esta no tan conocida como la formulacién de Schrodinger o la formulacién
matricial de Heisenberg, sin embargo, gracias a ciertas caracteristicas que veremos a conti-
nuacién, resulta ser un tema interesante para abordar en la relaciéon de los fenémenos de la
particula libre y la particula en un campo uniforme.

2.3.1. La transformada de Weyl

Haciendo uso de la notacién de Dirac, la transformada de Weyl @ de un operador Q esta
definida por

(oo}

Qla.p) = / e/ (g 1 y/2Qlg — y/2)dy. (2.73)

—0
La transformada de Weyl convierte un operador en una funcién de ¢ y p. También, podemos
escribir esta transformada en términos de los elementos de matriz del operador en la base
del momento,

Qlg,p) = /jo e M p +u/2(Qlp — u/2)du. (2.74)

2.3.2. La funcién de Wigner

Para un estado cuéntico puro, |¢), definimos el operador densidad

p= 1) (). (2.75)
Expresado en términos de la base de la posicién, tenemos que
(g +y/2pla —y/2) = ¥(a+y/2)¢"(a - y/2). (2.76)
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Definimos a la funcién de Wigner como

:i_i Oo—im//h Ko
Wig,p) = ok~ 2nh ) € V(g +y/2)v"(q —y/2)dy, (2.77)

para estados representados por la funcién de onda (q). Fijdndonos en

Tr(pQ] = Tr(lv)(¥|Q] = (¥|Q¥) = (Q) (2.78)

y haciendo uso de la transformada de Weyl, podemos ver que el valor esperado de Q esta
dado por

(@) :/jo /jo W (q,p)Q(q, p)dqdp, (2.79)

el cual, podemos asociar como el valor promedio de la observable representada por Q(q, D)

sobre el espacio fase con una densidad de probabilidad W (g, p) caracteristica del estado.
Ahora, supongamos que el operador Q es una observable fisica representada por una

funcién del operador g, Q = Q(§). La transformada de Weyl para este caso particular es

Qap) = [ /0N -y

= /Oo e PQ(g — y/2)8(y)dy = Q(q). (2.80)

— 0o

Como podemos apreciar, si el operador Q es solamente una funcién de §, entonces, su
transformada de Weyl es sélo la funcién original de ¢, donde ¢ es remplazado por g. De
igual manera, si tenemos un operador Q’ que depende sélo del operador momento p, la
transformada de Weyl correspondiente es sélo la funcién original de p, donde p es remplazado
por p. Podemos extender este argumento a sumas de operadores donde cada término esté
solo en funcién de ¢ o p. Por ejemplo, el operador Hamiltoniano fI(Q,ﬁ) = T(ﬁ) + V((j)
lo podemos escribir como H(q,p) = T(p) + V(q), donde T y V son las energfas cinética y
potencial, y su valor esperado esta dado por

(H)

/Z /, Z W (g, p)H (g, p)dqdp

- /Z /O; W(q,p) (T(p) + V(q)>dqdp

/_Z /: W g, p)T(p)dadp + /_Z /_Z W (q,p)V (q)dgdp
(T) + (V).

(2.81)

En la mecanica cuantica, el formalismo de Wigner-Weyl presenta algo completamente
equivalente al formalismo basado en la ecuacién de Schrédinger, funcién de onda y operado-
res. Una de las ventajas de este formalismo para el caso de la particula libre, por ejemplo, es
que la evolucién temporal del sistema es simple, y es idéntica a la presentada en el sistema
cldsico. Esto es despreciado en la formulacién estdndar de Schrédinger [11].

Transformacion de la funcion de Wigner bajo transformaciones de coordenadas

Consideremos una transformacién dada por un operador unitario U, definido por las
condiciones

Ugu=" = §(4,t), (2.82)

donde ¢ representa el operador de posicién, mientras que ¢’ es un operador que depende de
q y t. La transformacion de un estado v bajo la accién de operadores unitarios es

|¢) = Uly). (2.83)
U1t lg) es un eigenestado del operador § con eigenvalor ¢'(g,t), de tal forma que
U~ q) = P @D/M g (g, 1)), (2.84)
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donde, en general, 5(q,t) corresponde a un pardmetro real que depende de ¢ y t. De acuerdo
con (2.83), podemos escribir la funcién de onda transformada como

W(q) = (qUp)
= PN (g, 1))
ePlat)/hy, (d'(g.1)). (2.85)

Podemos escribir la funcién de Wigner asociada al operador de densidad p' = |¢')(¢)’|
para el estado 1)’ como

1
Wiep) = 5= | ¢ PR (g —y /21 (g + y/2)dy
1 - —ipy/h iAWY Nnrr—1
= 55 e g —y/2lU1") (U™ g + y/2)dy
_ L[ iBa-v20-Blaty 20 —pul/h
2rh J_
x V(¢ (q+y/2,0)¢(q (g —y/2,t))dy. (2.86)

Es esencial incluir el parametro g para expresar la transformacion de la funciéon de Wigner
unicamente en términos de las nuevas coordenadas. [15]

2.3.3. Relacién en el formalismo de Wigner-Weyl

Tomando la funciéon de Wigner

eIy (g + y/2,6) 0% (g — y/2,t)dy (2.87)

Wi(q,p) = o

para algin estado de la particula libre ¥, aplicando sobre esta la transformacion de coorde-
nadas (1.6) y (1.10), y la relacién entre funciones de onda (2.41), podemos llegar a la funcién
de Wigner

1 oo

s | G g2 9 — /2,0y, (2.88)
™ — 00

W(d',p") =
para algin estado de la particula en un campo uniforme ¥’, es decir,

Wi(q,p) =W'(d,p"). (2.89)

El que esta relacién no incluya un factor de fase no es de extrafiar, si uno integra la funcién
de Wigner con respecto al momento uno obtiene el médulo al cuadrado de la funcién de
onda en el espacio de la posicién, o bien, si integramos con respecto a la posicién obtenemos
el médulo al cuadrado de la funcién de onda en términos del momento.
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Conclusiones

Vemos que a partir de un simple cambio de coordenadas podemos transformar las ecua-
ciones que describen a una particula libre en las ecuaciones que describen a una particula
en un campo uniforme en el marco de la Mecanica Clésica y la Mecdnica Cudantica.

Cabe recalcar que nos estamos fijando en transformaciones de coordenadas en las que
el tiempo no cambia su forma, sin embargo, existen algunos otros ejemplos en los que se
combinan espacio y tiempo (vea, por ejemplo las Refs. 1 y 16), por lo que resulta interesante
que podamos mimetizar problemas de dificultad mayor con el problema de la particula libre
en el marco clasico y cuantico.
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