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Introduccion

Kurt Goédel ha sido uno de los mateméaticos méas prolificos en el ambito de la Logica. Es
ampliamente reconocido por su trabajo en la completez de las Teorias de Primer Orden, por la
consistencia del axioma de elecciéon y la hipoétesis del continuo. Ademas, revoluciond por completo
el estudio y concepcién que se tenian de las matematicas en el siglo XX con sus famosos Teoremas
de incompletitud.

Durante los anos 30, un gran ntmero de matematicos trabajaba en un programa que buscaba
formalizar todo el razonamiento matematico existente, cuyo principal impulsor fue David Hilbert.
En el programa de Hilbert, se plantearon 2 preguntas importantes:

1. ;Las matematicas son completas?, es decir, jacaso cualquier afirmacioén en las matematicas
era demostrable?

2. ;Las matemaéticas son consistentes?, es decir, ;la matematica esté libre de contradicciones?

Muchos matemaéticos de la época, incluido Hilbert, deseaban y estaban convencidos de que la
respuesta a estas preguntas era si, pero, jcomo las responderian? Fue asi como muchos mate-
maéticos como Hilbert, Bertrand Russell, Wilhelm Ackermann y John von Neumann trabajaron
por responderlas.

Entre ellos, se encontraba Godel, que intent6 en repetidas ocasiones contribuir al programa
tratando de responder las preguntas, intenté6 demostrar la consistencia del anélisis clasico asu-
miendo que la aritmética era consistente. Pero, entre més trabajaba, empezaba a intuir que seria
imposible lograrlo.

Fue asi, que un 7 de septiembre de 1930, en una reunién del programa celebrada en Konigsberg,
Godel anunci6 que tenia un trabajo en el que demostraba que los sistemas matemaéticos tenian
limites. Dicho trabajo titulado Uber formal unentscheidbare Séitze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme (Sobre sentencias formalmente indecidibles de Principia Mathematica
y Sistemas afines) fue publicado en 1931 y en él se encuentran lo que hoy conocemos como los
teoremas de incompletitud de Godel.

Este trabajo tiene como objetivo hacer un analisis exhaustivo de dichos teoremas que revo-
lucionaron la matematica, construyendo todo lo necesario para poder demostrarlos de la manera
mas precisa posible.

En el Capitulo 1 comenzaremos dando los conceptos bésicos necesarios acerca de las Teorias
de Primer Orden. Posteriormente, en el Capitulo 2 procederemos a estudiar ciertas Teorias de
Primer Orden, las teorias con igualdad. Estudiaremos su definicién, analizaremos caracterizacio-
nes de éstas y propiedades que nos ayudaran a comprender el concepto. Luego, en el Capitulo
3, axiomatizaremos de manera formal una teoria muy estudiada, la Aritmética de Peano. El ob-
jetivo aqui es formalizar los conceptos basicos que conocemos acerca de los niimeros naturales,
tales como la relaciéon de desigualdad, teoremas conocidos como el algoritmo de la divisién o la
induccion fuerte. Esta teoria, serd fundamental para el estudio de los teoremas de incompletitud.
En el capitulo 4 introduciremos el concepto de funciones y relaciones numero-tedricas, estas fun-
ciones estan definidas dentro de la metateoria, es decir, son funciones cuya imagen esta contenida




en N, asi que serd necesario estudiar los conceptos de representabilidad y expresabilidad, que
nos ayudan a estudiar estas funciones y relaciones dentro de la teoria antes mencionada. Des-
pués estudiaremos cierto tipo de funciones y relaciones nimero-tedricas, las funciones recursivas.
Analizaremos propiedades de estas que serdn fundamentales en el estudio de los teoremas de in-
completitud. Por dltimo, en el Capitulo 5 ya tenemos todo lo necesario para empezar a estudiar
los teoremas de incompletitud. Se comenzaré introduciendo los ntmeros de Goédel, que fue la
manera en que Godel codificé toda la aritmética de Peano, después se analizaran proposiciones
fundamentales para poder probar los teoremas de incompletitud y concluiremos con el anélisis
de los dos teoremas.
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Capitulo 1

Calculo Predicativo Clasico

Este capitulo es un breve resumen de definiciones y resultados que se abarcan en un curso
introductorio de Logica. Es necesario que las tengamos presentes porque son la base del trabajo
que desarrollaremos. Para consultar las pruebas de las proposiciones dadas, podemos consultar
[1] en las paginas 45-82.

Definicion 1.1. Se define el lenguaje £ del Calculo Predicativo Cléasico como el conjunto
Z=VARUCURUFUAUSUN
donde:
i) VAR = {zp|n € N}, llamado el conjunto de variables.
ii) C = {an|n € N}, llamado el conjunto de constantes.

iii) R = {A}|k,n € N}, llamado el conjunto de simbolos relacionales o predicativos y para
A} € R, se denomina a n € N la aridad del simbolo predicativo.

iv) F = {fi!|k,n € N}, llamado el conjunto de simbolos funcionales, en este caso, si f;' € F,
decimos que f;' es un simbolo funcional de aridad n € N.

v) A={(,)} es el conjunto de signos de agrupacion.
vi) S = {—,—} es el conjunto de conectivos primitivos.
vii) S = {V} es el conjunto de cuantificadores, donde V es llamado el cuantificador universal.

Al Calculo Predicativo también se le llama Lenguaje de Primer Orden.
En general, es posible obtener distintos Lenguajes de Primer Orden; todo depende de las varia-
bles, constantes, simbolos relacionales y simbolos funcionales que contengan al ser definidos. El

Calculo Predicativo Clasico es la manera general en la que definimos los lenguajes de Primer
Orden.

Definiciéon 1.2. Se define el conjunto TERM de términos como el menor conjunto X que
cumple:

1. Siz; € VAR, entonces z; € X.
2. Si a; es constante, entonces a; € X.

3. Si f! es un simbolo funcional de aridad n y t1,t2,...,t, € X, entonces
fg(tl,tz,...,tn) c X.

Definicién 1.3. Se define el conjunto FORM de férmulas bien formadas como el menor con-
junto X que cumple:
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1. Si A} es un simbolo predicativo de aridad n y tq,12,...,t, € TERM, entonces
AZ(tl,tQ, ... ,tn) € X.

2. Sip, 9 € X, entonces (¢ — ) € X y ~(¢) € X.
3. Sip e X yuz; € VAR, entonces ((Vz;)p) € X.

Cuando no se generen confusiones podemos escribir ¢ — 1, = y (Vz;)p en lugar de (p — ),
—(p) ¥y ((Vai)e).

Usualmente, a las formulas del tipo A} (t1,t2,...,t,) las llamamos formulas atomicas.
Definicién 1.4. Para ¢, ¢ € FORM definimos las siguientes férmulas de la siguiente manera:
i =(p— ) :=¢ A . Alaformula ¢ A 1 la llamamos conjuncion.
ii. mp—=>v:=¢ V Y Alaformula o V 9 la llamamos disyuncion.
ili. =((Vz)=p) :== (3x)p. A (3x) lo llamamos el cuantificador existencial.

Definicién 1.5. Definimos a la formula (312)¢(x) como sigue:

(Fiz)p(z) == Fr)e(z) A (Vo)(Vy)(e(z) A @(y) =z =y)
Definicién 1.6. Sean ¢ € FORM y x; € VAR:

1. Decimos que la variable x; es libre en la férmula ¢ si x; no esta al alcance de un cuanti-
ficador de la forma (Vz;). Cuando ocurre lo contrario, decimos que z; esta acotada por el
cuantificador (Vx;).

2. Decimos que ¢ es una sentencia si todas las variables que ocurren en ¢ estan acotadas.

Proposicion 1.7. Sea A(t) una propiedad de términos. Si A(z;) se cumple para cada variable x;,
A(a;) se cumple para cada constante a; y si A(t1),...,A(ty) se cumplen para cada ty,..., t, €
TERM y fI' es un simbolo de aridad n implica que f'(A(t1),...,A(ty)) es vdlido, entonces
A(t) es vdlido para toda t € TERM.

Proposicion 1.8. Sea A(p) una propiedad de formulas. Si:
1. A(p) se cumple para cada formula atomica @,
2. Si A(p) y A(v), entonces A(p — 1)),
3. Si A(p), entonces A(—y),
4. Si A(¢) y x; € VAR, entonces A((Vx;)p),
entonces A(p) para toda ¢ € FORM.

Definicion 1.9. Sean ¢ € FORM, t € TERM y x; € VAR. Diremos que t es libre para x;
en ¢ si ninguna ocurrencia libre de z; en ¢ esta al alcance de un cuantificador de la forma (V)y
donde y € VAR aparece en el término ¢.

En muchos resultados de légica matematica, es recurrente preguntarse si un término ¢ es
libre para alguna variable x; en una férmula ¢. El siguiente diagrama nos ayuda a responder
esta pregunta de manera mas sencilla.




L tiene
ocurrencias
libres de ;7
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-

t no es libre
para x;
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Definicion 1.10. Sea .Z un lenguaje de primer orden. Una interpretacion 9 de £ consiste de
los siguientes elementos:

1. Un conjunto no vacio D, llamado dominio de la interpretacion.

2. Para cada simbolo predicativo de aridad n A7, una relacién (A;L){m C D" de aridad n en
D.

3. Para cada letra funcional f}' de aridad n, una funcion ( f]")i)jt : D" = D.
4. Para cada simbolo constante ¢ de £, un elemento (¢)™ € D.

Definicion 1.11. Sean V : VAR — D una funcién arbitraria que llamaremos valuacion, y 9t
una interpretacion de .Z. Se define de manera recursiva V' : TERM — D como sigue:

1. V'(x;) = V(x;) para z; € VAR .

2. V'(c) = ™ si c es constante.

3 VIt ) = PV (1) V()
A V'(t) es llamada la valuacion del término ¢.

Definicién 1.12. Sean 91 una interpretacion, V : VAR — D una valuaciony V' : TERM — D
la valuacion de los términos. Se define V* : FORM — {0,1} de manera recursiva como sigue:

1. Si o= Al (t1,...,t,), entonces

1 osi (V'(t),....V/(tn)) € (A™
Vi(p) =

0 en otro caso

2. Si ¢ = —), entonces

V(@) = 1=V @) [V*(~0) = 1siy solosi V*() = 0

3. Si ¢ =1 — 7, entonces

1 osi V*(y) <V*(y)
Vip) =

0 en otro caso
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4. Si ¢ = (Vx;)1, entonces
V*(p) = 1siy solo si Vi (1) = 1 para cualquier Vy : VAR — D con Vg [y AR\ {z,3= V-

A V*(yp) lo llamamos la valuacion de la formula .

Definicién 1.13. Una férmula ¢ es logicamente valida si para cada estructura 9t con dominio
D y valuacion V : VAR — D se cumple que V*(¢) = 1. Lo escribimos Foy ¢

Definicion 1.14. Sea £ el lenguaje y FORM el conjunto de féormulas bien formadas. Una
teoria formal basada en £ consiste de los siguientes elementos:

1. Un conjunto de féormulas, denominado conjunto de axiomas (cada féormula se llamara un
axioma de la teoria T).

2. Un conjunto finito {R;|i € {1,...,n}} de relaciones, donde para cada i € {1,...,n} se
cumple que R; es una relacion de aridad k; en FORM, es decir, R; C (FORM)¥:. Cada
una de estas relaciones se denomina reglas de inferencia.

Observacion 1.1. Llamamos a una teoria 7 una Teoria de Primer Orden siempre que esté basada
en un lenguaje de primer orden y que su conjunto de axiomas incluya los axiomas del Calculo
Predicativo Clasico.

Definicion 1.15. Sea 991 una interpretacion con dominio Dy V : VAR — D una valuacion y
p e FORM.

i) Diremos que ¢ es verdadera para 91 respecto de V' si V*(¢) = 1. En otro caso diremos
que @ es falso respecto de V.

ii) Diremos que ¢ es verdadera para la interpretacion 9 si V' (¢) = 1 para toda valuacion
Vo: VAR — D.

iii) Diremos que ¢ es satisfacible en 9 si existe Vo : VAR — D tal que Vf(p) =1.

iv) Diremos que ¢ es falsa para 9t si no existe 1 : VAR — D tal que Vi (¢) =1 (V5 (¢) =0
para cada Vp : VAR — D).

v) Si' € FORM es un conjunto de formulas, diremos que 9t es un modelo para I' si cada
@ € I' es verdadera para 1.

Definicion 1.16. Sea K una teoria de primer orden en el lenguaje £ y 9% una interpretaciéon
de £. Decimos que M es un modelo para K si los axiomas de K son verdaderas para 9.

Definicién 1.17. Sea K una teorfa de primer orden en el lenguaje £, Decimos que una teoria
K’ es una extension de K si todo teorema de K es teorema de K’

En la Teoria del Calculo Predicativo Clésico (y en general en cualquier teoria de primer
orden) tenemos cinco esquemas de axiomas.

(A1) o = (¥ — o).

(A2) (p = (¥ =) = ((p = ¥) = (= 7))
(A3) (= = =) = (e = ) = ).

(Ad)

A4y (Va;)p(z;) — ¢(t) donde p(z;) es una formula, ¢ es un término que es libre para x; en
o(z;) y o(t) se obtiene de sustituir las ocurrencias de z; por t.

(A5) (Vx;)(p = ) = (¢ = (Vz;)1) si ¢ no admite ocurrencias libres de ;.




Se tienen dos reglas de inferencia:

1. Modus Ponens (MP):
© =1
¥
(0
o de la misma manera
2
=Y
(0

2. Generalizacion (Gen):
B
(Vi)

Definicion 1.18. En una teoria de Primer Orden llamamos axiomas légicos a los axiomas
(A1)-(A5) y llamamos axiomas propios de la teoria a todos aquellos que se incluyan al definir la
teoria.

Definicion 1.19. Definimos la clausura de ¢ como la féormula que surge de cuantificar todas la
variables libres que tenga ¢ a traves de Gen

Definicion 1.20. Sean I' € FORM y o € FORM. Diremos que existe una prueba formal para
@ a partir del conjunto de hipétesis I', si existe una sucesion finita @1, @9, ..., v, de formulas
que cumple:

1. p,=¢
2. Para 1 <1 < n se cumple alguna de las siguientes:

® (p; es un axioma o

pielo

Existen j, k < i tales que ¢ = @; — @; y @; se obtiene de ¢;, ¢, aplicando MP.

vi = (Vxg)pr con k < iy ¢; se obtiene de ¢y, aplicando Gen.

En este caso escribimos I' - .
Decimos que una formula ¢ es un teorema de la teoria cuando @) F ¢ y escribimos tinicamente
F .

Definicion 1.21. Una teoria T es consistente si no existe una formula ¢ tal que F7 ¢ y B g
Definicion 1.22. Una teoria 7 se denomina completa si para cada férmula ¢, F7 o o F7 -

Definicién 1.23. Sea ¢ una formula que pertenece a un conjunto I' € FORM y suponga que
Y1, --,Yn €s una prueba formal de v = =, basada en I" (es decir I' - 4. Para cada 1 < i <n
diremos que ; depende de ¢ en la prueba si y solo si:

i) v = ¢ vy la justificacion en la prueba es que v; € T.

ii) 7; es consecuencia directa, por MP o Gen, de alguna formula (o formulas) donde alguna
de ellas depende de ¢ en la prueba.

Teorema 1.24 (Teorema de la deduccion). Si en alguna deduccion que muestra que T'; o & 1,
ninguna ocurrencia de Gen que se aplico a alguna férmula que depende de ¢ en la prueba, se
aplico introduciendo como variable cuantificada a una variable libre de @, entonces se puede
concluir que I' F @ — ).
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El Teorema de la deduccion (Teorema 1.24) es muy utilizado en numerosas pruebas que invo-
lucran a Teorfas de primer orden. Es muy importante ser muy cuidadosos siempre que deseamos
utilizarlo, el siguiente diagrama nos ayuda a responder de manera mas sencilla cuando es posible
aplicar el Teorema.

~ no
depende de
po
p es
sentencia o
no se aplica

iSe aplica

no Gen a una
77777 férmula que

L dependa de ¢? ]

s

L si

e R N
.~ | ¢Se aplica sobre

"o una variable
‘ L libre de ¢?
Vi i /no si
'-e—
4 v No aplica
el teorema

Metateoremas y reglas de deduccion.

» Regla de particularizacion de (A4).
Si t es libre para x en ¢(x) entonces

(Vz)p(z) - o(t).

» Regla existencial (E4).
Sea t un término que es libre para z en la formula ¢(x) y sea ¢(t) la formula que se obtiene
de sustituir todas las ocurrencias de x por t. entonces

p(t) - (Fr)p(z).

= Regla C.
Al argumentar la validez de una propiedad o proposicién en mateméticas, que incluye una
formula del tipo (3x)¢(x), es comun utilizar una regla o argumento de la forma “Sea b tal
que ¢(b)”. Continuamos con la demostracion, empleando cuando sea necesario el hecho de
que ¢(b) ocurre.
Esta idea de elegir “un testigo” que satisface la propiedad la denominamos la Regla C.

Definicién 1.25. Sean I' € FORM y ¢ € FORM. Una deducciéon de ¢ mediante regla C,
denotada por I' ¢ ¢, es una sucesion finita @1, . .., @, de férmulas tales que ¢, = ¢ y se cumple
lo siguiente:

1. Paracadal <17 <n:

1. ; es un axioma 6

i g el 6

——

iii. ¢; se obtiene por MP o Gen aplicado a algunas formulas anteriores en la deduccién 6

iv. Existe j < i talque ¢; = (32)y(x) y ¢; = 7(d) donde d es un nuevo simbolo constante.




2. Después de introducir el simbolo constante d, podemos emplearlo en lo sucesivo mediante
las reglas del paso 1.

3. Ninguna aplicaciéon de Gen se realiza usando alguna variable que es libre en alguna féormula
(3z)p(x) donde se aplico la Regla C previamente.

4. v no tiene alguna de las constantes introducidas en alguna aplicaciéon de la Regla C.
Proposicion 1.26. Sean I' C FORM y ¢ € FORM. Si I ¢ ¢ entonces I' = ¢

Definicion 1.27. Sean z;,xz; € VAR tales que x; # x; y sea p(x;) € FORM. Si p(x;) se
obtiene de ¢(x;) sustituyendo todas las ocurrencias libres de x; en ¢(x;) por z;, diremos que
o(x;) v p(x;) son similares si x; es libre para x; en ¢(z;) y ¢(x;) no tiene ocurrencias libres de
Zj

Proposicion 1.28. Si o(x;) y p(x;) son similares entonces
F (Vi) e(x;) < (Vzj)e(x;)

Proposicion 1.29. Sean ¢, B(x), 5(y) € FORM. Si B(x) es similar a B(y), (Vz)B(z) es sub-
formula de ¢ y ¢ resulta de reemplazar una o mds ocurrencias de (Vz)B(x) en ¢ por (Vy)B(y)
entonces

Fo ey

Observacion 1.2. Las Proposiciones 1.28 y 1.29 nos permiten hacer cambios de variables en for-
mulas eligiendo variables a nuestra conveniencia, esto resultara til en el desarrollo del trabajo,
sobre todo cuando tengamos necesidad de utilizar el axioma (A4) en nuestras pruebas y nece-
sitemos tener términos libres para variables, asi, cuando tengamos una variable en las que no
exista la certeza de que un término es libre para ella, ocupando estas proposiciones podemos
elegir variables que lo sean.

Teorema 1.30. Una teoria K es consistente si y solo si admite un modelo numerable.

Teorema 1.31 (Teorema de Completitud de Godel). Sea ¢ € FORM entonces - ¢ si y solo
st F .

Para los siguientes capitulos, todo lo que desarrollemos tomaré como base lo descrito en este
capitulo.




Capitulo 2

Teorias de Primer Orden con igualdad

Muchas veces cuando trabajamos con Teorias de Primer Orden, introducimos la relacién

“ =7 al lenguaje. De manera formal, se tiene que introducir un nuevo simbolo predicativo y

nuevos axiomas que garanticen que este nuevo simbolo funcione de la manera correcta, es decir,
que cuando lo interpretemos en algtin modelo, la interpretaciéon se comporte como la relaciéon de
igualdad del dominio. A estas teorias, las llamaremos Teorias de Primer Orden con Igualdad.

Definicién 2.1. Sea K una teoria de Primer Orden que tiene como uno de sus simbolos pre-
dicativos a A%(t, s) que abreviaremos de aqui en adelante como ¢ = s. Decimos que K es una
teoria de primer orden con igualdad si las siguientes dos féormulas son teoremas de K

(A6) (Vao1)A%(z1,71) [(Va1)z1 = 71] [Reflexividad de la igualdad]

(A7) A2(z,y) — (B(z,x) — B(z,y)) [z =y — (B(x,z) = B(z,y))] [Sustituciéon de la
igualdad].
Donde z,y € VAR, f(z,z) € FORM y [B(z,y) surge de reemplazar en [(x,x), algunas

pero no necesariamente todas las ocurrencias libres de x por y, con la suposicién de que y
es libre para = en (x,z). Asi 5(x,y) puede o no tener ocurrencias libres de .

Veamos un ejemplo de como usaremos (A7) en el desarrollo del trabajo:

Supongamos que tenemos una teorfa con igualdad K en la que las siguientes formulas son
validas
oz, z) = (w=yz+z),z=y.

Es decir, Fg ¢(z,z) y Fx * = y. Supongamos que nos gustaria demostrar que en la teoria K se
cumple que Fx w = yz + y. Para probar esto podemos emplear (AT).
Primero, construimos la férmula

o(r,y) = (w=yz+y)

Podemos notar que ¢(z,y) surge de sustituir en ¢(x,z) una ocurrencia libre de z € VAR por
y € VAR. Ademas y es libre para x en ¢(z, x) pues = no esté al alcance de ningun cuantificador.
Asi que por (A7) se cumple que

Pero como Fx & = y, entonces aplicando MP tenemos que
Pero como Fx ¢(x,z), entonces aplicando MP concluimos que

Es decir Fg w = yz 4+ y que es lo que queriamos probar. Asi es como en lo sucesivo utilizaremos
(A7) cuando trabajemos con teorias con igualdad.




Proposicion 2.2. Para una teoria con igualdad K se cumple que para r,t € TERM vy
o(x,x) € FORM:

Fkt=1— (So(tvt) - Qﬁ(t,’f’))
donde ¢(t,r) surge de sustituir algunas, pero no necesariamente todas las ocurrencias de t por

r.

Demostracion. Como K es una teoria con igualdad, entonces se cumple que
Fr z =y — (p(z,2) = p(x,y)) donde ¢(x,y) surge de sustituir algunas, pero no necesaria-
mente todas, las ocurrencias libres de x por y, donde y es libre para z en ¢(x, z). Ahora por Gen

se cumple que Fi (Vo)(z =y — (o(z,2) = ¢(z,y))). Sea y(z) :=x =y — (p(z,2) = ¢(z,y))

1. Si ¢ es libre para x en y(x), entonces,por la regla de particularizacion (A4) se cumple que

(Vo )y(z) Fr (1)

y como sabemos que Fg (Vx)y(z), entonces

2. Si t no es libre para x en 7(z), entonces se tiene que alguna ocurrencia libre de x esta
al alcance de un cuantificador (Vz) con z una variable que ocurre en el termino t. Ahora,
consideremos zgp € VAR que no ocurre en ¢ y que zp no ocurra en y(z). Sea y(x, zp) la
formula que surge de sustituir todas las ocurrencias libres de z por zg. Se cumple que ()
y v(z, z9) son similares pues:

a. y(x) no tiene ocurrencias libres de zy pues zp no ocurre en y(z).
b. z es libre para z en y(x) pues al no ocurrir zy en y(x), entonces z no estara al alcance
de (Vzp).

Asi, por la Proposicién 1.28 se cumple que

Fr (V2)v(2) < (Vz20)y(2, 20) (2.1)

Sabemos que g y(z), entonces, por Gen se cumple que Fx (Vz)y(z). Entonces por MP
y por (2.1), se cumple que

Fr (Vz0)y(z, 20)

Como z es libre para zp en la formula v(z, 29) entonces por la regla de particularizacion
(A4) se cumple que kg y(z, 20),y por Gen, Fx (Vz)y(z, 20)

Ahora, vy(x, zo) surge de sustituir todas las ocurrencias libres de z por zy en y(z) y como
zp no ocurre en t se cumple que t es libre para x en la formula ~y(x, zp), Asi por la regla
de particularizacion (A4) Fx (¢, 20), es decir

Frt= y— (@(t,t) — Sp(t’y»

De 1. y 2. concluimos entonces que Fx t =y — (¢(t,t) — ¢(t,y)).
Ahora, sea S(y) :=t =y — (p(t,t) = ¢(t,y)), por Gen se tiene que Fx (Vy)B(y), De manera
analoga a 1. y 2. podemos analizar los casos en que r es libre para y en (y), y cuando no lo es;
y asi, usando regla de particularizacion (A4) podemos concluir que

Fxt=1r— (p(t,t) — o(t,T)

Notacion 2.1. En lo sucesivo, llamaremos (A7’) a la Proposicion 2.2. siempre que sea utilizada.
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Proposicion 2.3. En cualquier teoria con igualdad K se cumple que para r,s,t € TERM:
a. Fgt=t
b. Fgt=s—>s=t
c. Fxt=s—(s=r—t=r)

Demostracion. Consideremos una teorfa con igualdad y sean t,r,s € TERM.
a. Por (A6) se cumple que

l_K (V:cl)xl =2

Ahora, t es libre para z1 en ¢(z1) := (1 = x1) pues 1 no esta al alcance de ningin cuantificador
universal, por lo que en particular no estara al alcance de los cuantificadores (Vz) donde z € VAR
es una variable que aparece en el término ¢. Asi que, por la regla de particularizacion (A4) se
cumple que

(Vx1)p(z1) Fr (1)

Y como Fg (Vx1)x1 = 21, entonces concluimos que Fg ¢(t), es decir
Ft=t

b. Sean x,y € VAR que no ocurren en t o s. Sea p(z,z) = (x = z) y p(z,y) := (y = x).

Se cumple que y es libre para = en ¢(z,x) pues z no estd al alcance de ningtn cuantificador

universal, asi que por (A7) se cumple que Fg v =y — (¢(x,z) = ¢(x,y)), es decir

Fx =y — (r =2 — y = x). Notemos que:

l. z=y—(r=2x—y=1x) [(A7)]

2. z=y—-rx=rx—y=2)—>(z=r—>(r=y—>y=u1))
[Flp=@=7) = @ = (=)

3. z=x—(r=y—y=n1) MP(1,2)
4. z=x

[Como z € TERM, aplicamos a.]
5. r=y—y=z MP(3,4)
6. (Vy)z=y—>y=n2) [Gen (5)]
7. (Vo)) @ =y - y =) (Gen (6)]

Ahora, si y(x) := (Vy)(x =y — y = z), se cumple que ¢ es libre para z en y(z) pues = esta
al alcance de (Vy) pero en t no ocurre la variable y. Asi que, ocupando la regla (A4) tenemos
que:

Fx (Vy)t=y —y=t

Ahora, si y(y) := (t =y — y = t), se cumple que s es libre para y en 7(y) pues y no esta al
alcance de ningin cuantificador, entonces, ocupando la regla (A4) tenemos que:

Frt=s—>s=t

c. Sean x,y,z € VAR que no ocurren en t,s o . Sea ¢(y,y) = (y = 2) y ¢(y,x) := (v = 2).
Se cumple que x es libre para y en ¢(y,y) pues y no esta al alcance de ningin cuantificador
universal, asi que por (A7) se cumple que Fx y =z — (¢(y,y) = ¢(y,x)), es decir

Fy=x— (y=2z— z = z). Entonces:




. y=z2—=(y=z—->x=2) [(AT7)]
T=y—y==a
[Como z,y € TERM, aplicamos b.]

3. (x=y—=y=2)=(y=z—=>(y=z—z=2) > (r=y— (y=2—>x=2)))
= (=) = (¥ =)= (=)

4. (y=rz—(y=z—-ozx=2)—>(r=y— (y=2—>x=2)) MP(2,3)
5. z=y—>(y=z—->x=2) MP(1,4)
6. V2)r=y—(y=z—2=2) [Gen (5)]
7. Vy)(Vi)r=y— (y=z—>x=2) [Gen (6)]
8. (Vx)Vy)Vz)z=y— (y=2—z=2) [Gen (7)]

Ahora, si y(z) := (Vy)(Vz)z =y — (y = 2z — = = z), se cumple que ¢ es libre para x en ()
pues z esta al alcance de (Vy) y (Vz) pero en t no ocurre las variables y ni z. Asi que, ocupando
la regla (A4) tenemos que:

Fx (Vy)(Va)t=y = (y=2—>t=2)

Ahora, si y(y) := (V2)t =y — (y = z = t = z), se cumple que s es libre para y en (y)
pues y esta al alcance de (Vz) pero en s no ocurre la variable z. Asi que, ocupando la regla (A4)
tenemos que:

Fr (V2)t=s— (s=2z—t=2)

Por ultimo, si v(z) := (t =y — (y = 2z = t = z)), se cumple que 7 es libre para z en v(z)
pues z estéd al alcance de ningin cuantificador. Asi que, ocupando la regla (A4) tenemos que:

Fkt=s— (s=r—t=r)
"

Los siguientes dos resultados nos ayudan a simplificar el uso del esquema (A7) cuando tra-
bajamos con teorias con igualdad.

Proposicion 2.4. Si K una teoria de primer orden en la que se cumple (A6) y que también se
cumple (A7) para (x,x) tal que p(x, ) es una formula atdmica y no tiene constantes, entonces
K es una teoria con igualdad, es decir, (A7) se satisface para toda ¢(x,x) € FORM.

Demostracion. Veamos que (A7) se cumple para cualquier formula ¢(x, x).

Por hipotesis (A7) se cumple para las formulas atémicas que no tienen constantes. Notemos
que en esta prueba podemos usar los resultados de la proposicién anterior, pues siempre que
ocupamos (A7) en la prueba, fue sobre formulas atémicas que no tenian constantes.

Hagamos la prueba por induccién sobre el nimero de cuantificadores y conectivos de la férmula

o(z, x).

1. Supongamos que p(z,x) tiene 0 conectivos y cuantificadores, entonces p(z, x) es una for-
mula atomica.

i) Si ¢(x,x) no tiene constantes, entonces por hipotesis se satisface (A7).

ii) Si p(z,x) tiene constantes:
Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢(z, x) solo tiene una constante, digamos
a1 que serda reemplazada por la variable z1, asi, p*(x,z) surge de reemplazar las
ocurrencias de ay en p(x,z) por z1. Como ¢*(x, ) es una férmula sin constantes por
hipotesis satisface (A7), asi que:
Loz=y—= (¢ (x,2) = ¢"(2,9)) [(AT)]
2. (Vo) =y — (¢"(z,2) = ¢"(z,y)) [Gen(1)]
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Ahora si ¢(z1) := (x =y = (¢*(z,x2) = ¢*(x,y))) se cumple que a; es libre para z;
en ¢(z1), entonces por la regla (A4)

(V21)p(21) i plar).

Es decir, se cumple la formula ¢(a;) que surge de sustituir las ocurrencias de z; por
ai.
Pero w(a1) i= (z = y = (o(2,2) = @(x,))), pues como
o(z1) = (x =y = (¢*(z,x) = ¢*(x,y))) las ocurrencias de z; son en
©*(z,x) y ¢*(z,y). Asi, concluimos que

Frr =y — (p(z,2) = p(z,9)).

Por lo tanto, (A7) se cumple para cualquier férmula atomica. Si ¢(z,x) tiene mas de
una constante, realizamos el mismo proceso al que hicimos con una sola constante.

2. Supongamos que (A7) se cumple para las formulas con k < n conectivos y cuantificadores.
Sea p(z,z) € FORM con n conectivos y cuantificadores. Vamos a demostrar que (A7) es
valido para p(zx, z).

i) ¢(z,z) == -a(x,z) con a(x,z) € FORM
oz, x) tiene n — 1 cuantificadores y conectivos. Si a(z,y) es la formula que surge
de sustituir las ocurrencias libres de x por y € VAR, a(z,y) tiene n — 1 conectivos
y cuantificadores. También z es libre para y en a(x,y) pues y no esta al alcance de
(V) pues siempre que sustituimos = por y era en ocurrencias libres de z.
Como n — 1 < n entonces por hipotesis inductiva se cumple que:

Fry=z— (a(z,y) — az, 2)),

donde «a(x, z) es cualquier formula que cumple que z es libre para y en a(x,y) y se
sustituyeron algunas pero no necesariamente todas las ocurrencias libre de y por z.
Ya tenemos que x es libre para y en a(z,y) y que a(z, x) surge de sustituir todas las
ocurrencias de y (que son libres) por z, asi que:

Fry=2— (alz,y) = a(z,x)).

Ahora
y=1x— (afz,y) = afz, z))
2' (a(z,y) = a(z,2)) = (-a(z, z) = ~a(z,y))
[ pues ki (¢ = ¢) = (¢ = —p) ]
3. fy=2 - (a@:y) = al2)] = (@) = a(@,2) - (~a(s,z) - ()
S (=1 — (~a(z,2) = —a(z, )]
[pues Fr (¢ =) = (¥ =) = (¢ =)
4. [((a(z,y) = a(z,2)) = (ma(z,z) = —a(z,y)))
= (y =2 = (ha(z,z) = ~a(z,y)))]
MP(1,3)]
5. y=z— (ma(z,z) = ~a(x,y))
MP(2,4)]
6. r=y—y==x
[pues Fgt=1r—1 =34
7. (zr=y—oy=n=x)
> ((y=2 > (Cale.z) 2 sa()) = (¢ =y = (alea) = ~ale.)

[pues Fx (¢ =) = (¥ =) = (¢ =)

8. (y=z— (ma(z,z) = ~a(z,y))) = (z =y = (ma(z,2) = ~a(z,9)))
[MP(6,7)]

9. x=y— (ma(z,z) = ~a(z,y))
[MP(5,8)]




ii)

iii)

Por lo tanto
Frz=y— (p(z,z) = p(z,9))

o(z,z) = a(x,z) = y(z,z), donde a(z, z),y(z,x) € FORM.

a(z, x) tiene [ conectivos y cuantificadores donde | < n y y(z,x) tiene m conectivos
y cuantificadores donde m < n, asi que satisfacen la hipo6tesis inductiva.

Anélogo al caso anterior ya vimos que si construimos a(x,y) y v(z,y) comprobamos
que Fg y =z = (a(z,y) = a(z,x)) y también Frx y = 2 — (y(z,y) = v(z,2)) y
como kg x =y — y = x, tenemos que

Frx=y— (a(z,y) = alz,z)y Frz=y = (y(z,y) = vy(z,x))

Denotemos ¢ := (z = g),% = o, 2),th = (& ¥),0 = V(& ¥),01 = 1z, 2),
entonces:

Loo—= (=)

2. p—(0c—o01)

3. (p= (W1 =) = (¢ = (0= 01) = (¢ = (Y= 0) = (Y1 = 01)))]

[Es una tautologia del célculo predicativo]

4. (¢p—= (0 —=01) = (= (Y —0)—= (Y1 —01)) MP(1,3)

5. o= (W —0) = (Y1 — 1)) MP(2,4)
Sustituyendo la notacién tenemos que

Fr e =y = ((alz,z) = y(z,2) = (alz,y) = (2, 9)))-

Es decir:
Pz =y — (p(z,z) = p(z,9))

o(z,x) == (Vz2)a(x,z,2) con a(x,z,2) € FORM.

a(z, x, z) tiene n—1 conectivos y cuantificadores, asi que por hipdtesis de induccion se
cumple que Fx . =y — (a(z,z,2) = a(r,y,2)) donde a(x,y, z) surge de sustituir
en oz, x, z) algunas pero no necesariamente todas las ocurrencias libres de x por y,
ademas y es libre para x en a(x,z, z). Aplicando Gen tenemos que

Fr (V2)(z =y = (a(z,z,2) = «a(x,y,2))). Pero notemos que v := (z = y) no
admite ocurrencias libres de z, entonces por (Ab5) se tiene que

Fr (V2)(z =y — (alz,z,2) = a(x,y,2))) = (2 =y — (V2)(a(z, 2, 2) = ax,y, 2)))

Aplicando MP
P = Yy — (VZ)(O((IB,:L‘,Z) - oz(;z:,y, Z))

Denotemos 1= (x = y), ¢ = (V2)(a(z, 2, 2) = a(z,y,2)) ¥y
v = ((V2)a(z,z,2) = (Vz)a(z,y, 2)), entonces:

1. =

2. Y —n Fx (Vw)(oc = 01) = (Yw)o — (Yw)o)]
3. (B—=v)—=((v—7)—(B—")) |[tautologia del Calculo Predicativo|

4. W =7)=B—=) [MP(1,3)]

5. B —n [MP(2,4)]

Sustituyendo la notaciéon tenemos que
|_K rT=Yy — ((VZ)OL($, .’E,Z) - (VZ)O((CE,y, Z))

Es decir:
Fr e =y — (p(z,z) = p(z,9y)).

Asi podemos concluir que (A7) se satisface para ¢(z,x) € FORM, por lo que K es una teoria
con igualdad. n
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La siguiente proposicion es otra caracterizacion de las teorias con igualdad. Puede consultarse
la prueba en la pagina 95 de [1].

Proposicion 2.5. Sea K una teoria de primer orden en la que se cumple (AG) y que los siguientes
enunciados son verdaderos:

a. El esquema (A7) se cumple para cualquier formula atémica p(x,x) que no tiene constantes
o letras funcionales y o(x,y) surge de reemplazar una ocurrencia de x por y.

b. b o = y — ff(ml,...,azk,...,xn) = f;-z(xl,...,y,...,a:n), donde f}' es una letra
funcional de K, x1,...,xn,y € VAR vy f;‘(asl,...,y,...,xn) surge de reemplazar en
f;‘(azl, ey Thy .., Tp) al menos una ocurrencia de x por y.

Entonces K es una teoria con igualdad.

Ejemplo 1 (Teoria elemental de grupos GG). Consideremos la letra predicativa A%(t, s) que abre-
viamos con t = s, la constante a; que abreviaremos como 0 y la letra funcional fZ(¢,s) que
abreviaremos con ¢+ s y los conjuntos FORM y TERM los mismos que en el célculo predica-
tivo.

Los axiomas de la teorfa de grupos son:

a. r1 + (w9 + x3) = (x1 + T2) + 3

b. 21 +0=x

c. (Vo1)(Fzr2)z1 +22=0

d. 21 =2

€. X1 =29 = T =1

f. 21 =29 = (22 =23 = 71 = T3)

g 1 =22 — (X1 +x3 =22+ T3N3+ 21 =23+ T2)
G es una teorfa con igualdad pues:

1) |_G (V.’L’l)l‘l =T
1. x1=x [axioma d]

2. (Vxy)ry =21 [Gen (1)]

ii) Sea ¢(x,zr) € FORM atémica sin constantes o letras funcionales y sea ¢(z,y) la formula

que surge de sustituir una ocurrencia por y donde y es libre para x en ¢(x, x).

Como ¢(z, ) es atéomica, entonces p(x,z) := A?(z,2) con =,z € VAR pues ¢(z,7) no
tiene constantes o letras funcionales.

Como ¢(z,z) := (z = z), entonces ¢(x,y) := (v, 2). Queremos probar que

Fer=y— (zr=2—y=2).

l. y=z—=(z=2—>y=2) If.]

2. r=y—y==x [e.]

3. (z=y—y=2)>(y=z—>(r=z—-y=2)—>(r=y— (r=2—>y=2)))

[Fa (o= ¥) = (¥ =) = (¢ = 7))]

4. (y=zrz—=(r=z—-y=2)—>(r=y—>(r=2—>y=2) [MP(2,3)]
5. z=y—=(x=2z—>y=2) [MP(1,4)]
Por lo tanto (A7) se cumple para cualquier formula atomica sin constantes o letras funcio-
nales donde ¢(z,y) surge de reemplazar una ocurrencia de = por y.




iii) Veamos que g * =y — f2(z,22) = f2(y,z2) donde z,y, 70 € VAR y f2(y,x2) surge de
reemplazar una ocurrencia de x por y.
Queremos ver que Fgx =y > x4+ 120 =y + T2
1. z=y— (z+xe=y+ax2ANz2+2=202+Y) lg.]
2. (x4+ze=y+z2Nzo+r=22+7Yy) = (x+ 22 =7y + T2)
[Pues F¢ (¢ A1) — ¢
3. (r=y—=>(r+z2=y+a2N22+2T=200+7Y))
=S ((zr4+ro=y+r2N20t+x=224+Yy) = (x+ 22 =7y + 22))
= (zr=y— (zr+22=9y+22)))
[Pues Fa (¢ =) = (¥ = 7) = (@ = 7))
4. (z+xe=y+axohNzot+x=22+Yy) = (z+x2 =7y + 22))
=S (r=y— (x+x2=9y+122))
[MP(1,3)]
5. x=y— (x+z2=y+ 2) [MP(2,4)]

De 1), ii) y iii), ocupando la proposicion anterior podemos concluir que G es una teoria con
igualdad.

Si a los axiomas de la teoria de grupos le agregamos el axioma h. x1 + x9 = x2 + x1, la nueva
teoria que se forma es llamada la teoria de grupos abelianos.

Ejemplo 2 (Teoria elemental de campos F'). Consideremos la letra predicativa A?(t, s) que abre-
viamos con t = s, las constantes a1, as que abreviaremos como 0 y 1 respectivamente, las letras
funcionales f2(t,s) que abreviaremos con t + sy f2(t,s) que abreviaremos con t - s, y los con-
juntos FORM y TERM los mismos que en el calculo predicativo.

Como axiomas consideremos los incisos a.-h. del ejemplo anterior y agregamos los siguientes:

iz =29 = (1 -3 =22 -3 A\T3-T1 =3 T2)
jo x1 - (2o - x3) = (21 - 22) - w3
k z1-(z2 4+ x3) = (1 - x2) + (21 - x3)
. 21 29 =29 - 21
m. x1-1=x
n. r1 #0— (Jzo)x; 20 =1
0. 0#£1
F' es una teoria con igualdad. En el ejemplo anterior usamos a.-g para demostrar que:
i) (Voy)xy = a1

ii) Si ¢(x,z) € FORM atémica sin constantes o letras funcionales y ¢(z,y) es la formula
que surge de sustituir una ocurrencia por y donde y es libre para = en ¢(x,x), entonces se

cumple que z =y — (¢(z,z) = ©(z,7))

iii) 2 =y — fi(z,22) = f(y,x2) donde z,y, 72 € VAR y f%(y,z2) surge de reemplazar una
ocurrencia de x por y.

Solo nos falta demostrar que r . =y — f2(z,12) = f2(y,x2) donde x,y, 20 € VARY f2(y, x2)
surge de reemplazar una ocurrencia de x por y. Esta prueba es analoga al punto iii), asi que
concluimos que F' es una teoria con igualdad.
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Proposicion 2.6. Si K es una teoria con igualdad, entonces

1. Frtr=u— f]”(tl, cos by ty) = f]”(tl, cey Uy .oy ty) donde [} es una letra funcional
de K, t1,...,th,u € TERM y f]”(tl, cey Uy ... ty) Surge de Teemplazar en
f;‘(tl, coostly .o ty) al menos una ocurrencia de ty, por u.

2. Fgtp=u— (A;l(tl, R A A A;-l(tl, cey Uy ...y ty)) donde A7 es simbolo predica-
tivo de K, t1,...,th,u € TERM y A?(tl, ey Uy, ty) Surge de Teemplazar en
A;L(tl, coostly .o ty) al menos una ocurrencia de ty, por u.

Demostracion. 1. Sean tq,...,t,,u € TERM. Como K es una teoria con igualdad, entonces por
la Proposicion 2.5 se cumple que bx x =y — fi'(z1,... Tk, ..o 20) = [ (@1, Y500 T0)
donde z1,...,2z,,y € VAR. Por Gen se cumple que

Fr (Vo) (Yy)(ze = y — f;‘(azl, ey Ty ey Tpy) = f}‘(azl, cesYy...,Zp)). Denotemos como

QO(I'k,y) = (Vy)(l'k =Y — fyn(xla sy Ly e e e 7xn) = f]n(‘rla s Yy 7£Un)) Sabemos que
Fr (VYor)e(zk,y). Sea zj, € VAR que no ocurre en el término u y no es ninguna de las va-
riables 1, ..., z,. Consideremos la féormula

oz, y) = (Vy)(z), =y — f}l(xl,...,a:;i,...,xn) = f;l(:cl,...,y,...,xn)). Es decir, ¢(z},,y)
surge de sustituir todas las ocurrencias de x, por ), en p(x, y). Notemos que p(zk,y) y ©(z},,y)
son similares, pues:

i. ¢(zk,y) no tiene ocurrencias libres de 7}, pues z}, no ocurre en (g, y) .

ii. «) es libre para x3, en p(xk,y), pues z no esta al alcance de (V) en ¢(xk,y).

Entonces, por la Proposicion 1.28 se cumple que Fx (Vag)p(zr,y) < (Vop)e(x),y). Como
sabiamos que Fx (Vay)p(zk,y), entonces por MP tenemos que Fx (Va))p(z),y), es decir,

Fr (Voi) (Vy) (2, =y — f?(:vl,...,a:;c,...@n) = fi'(z1, ..y, 7))
Entonces, se cumple que
Fr (YY) (Vo) (2, =y = f7 (@1, @ xn) = [T, Y, Tn))

Denotemos como a(y) = (Vzi)(z), = y — fi(z1,..., 7)., 20) = f](21,...,Y,...,20)). Se
tiene que u es libre para y en a(y) pues y esta al alcance de (Vz},) pero x} no ocurre en u. Asi,
por la regla de particularizacion (A4) se cumple que Fx a(u), es decir,

Fr (Yap) (@ = u — [l (@1, n) = [ (21, )

Ahora, t}, es libre para ), en la formula 2}, = u — i@, ... Ty L) = @, u, . zn),
entonces por la regla de particularizacion (A4) se tiene que

Frte=u— [l (@1, thy s an) = [ (21,00, T0)

También, 1 es libre para x1 en la formula ¢, = u — f]’?(ml, otk ) = [T, y Tp).
Asi, si aplicamos la regla de particularizacion (A4) tenemos que

Pty =u— 1t thy s an) = (U T0)

De la misma manera podemos aplicar la regla de particularizacion (A4) con las n — 2 variables
restantes y podemos concluir que

'—Ktk:u%f?(tl,...,tk,...,tn):ff(tl,...,u,...,tn)

El inciso 2. se prueba de manera analoga al 1. [




Observacion 2.1. Algunos autores, véase [2] definen las teorfas con igualdad como las teorias de

primer orden que cumplen los siguientes axiomas:

(E6) Fx (Vx)(z = x).

(E7) Fg ty =u — f;‘(tl, coistly o ty) = f]”(tl, ceeyUy. .., ty) donde f}' es una letra funcional
de K, t1,...,tp,u € TERMy f]”(tl, ooy Uy ..., ty) surge de reemplazar en
f}‘(tl, oeoytky ..., ty) al menos una ocurrencia de t; por w.

E8) Fi tpy = u — (A"(t1,...,th, ..., tn) — A%(t1,...,u,...,t,)) donde A" es simbolo pre-
J J J
dicativo de K, t1,...,th,u € TERM y A?(tl,...,u,...,tn) surge de reemplazar en
A?(tl, «eoytky ..., ty) al menos una ocurrencia de t; por w.

En este trabajo, basandonos en los axiomas (A6) y (A7) hemos demostrado la validez de (E7) y
(E8). Asi, cuando nos refiramos a teorias con igualdad, también podremos emplear en lo sucesivo
dichos nuevos resultados para verificar que efectivamente estamos trabajando con una teoria con
igualdad.

Definicién 2.7. Sea K una teoria con igualdad y considere 9t un modelo de K Sea E = (A3)™
donde E C D? y D es el dominio del modelo. Si en 91 la relacién E es la relacién de igualdad
del dominio D, entonces decimos que 2 es un modelo normal de K.

Ejemplo 3. Consideremos la teoria elemental de grupos G y la siguiente interpretacion de la
teoria de grupos G:

I. El dominio sera el conjunto Z
I1. Para A? consideremos (A2)™ C 72 la relacion de igualdad de los enteros.

III. Para f2y f2 considere (f2)™ : 72 — Z tal que (f2)™(n,m)=n+my (f2)™:72?> — 7
tal que (f2)™(n,m) =nm

Si consideramos que los axiomas de esta teoria son verdaderos en esta interpretacion, tenemos
que M es un modelo de la teoria. Como la interpretacion de A% es la igualdad de los enteros,
concluimos que M es un modelo normal de G.

Lema 2.8. Si K es una teoria con igualdad, entonces

Frx1 =11 Ax2 = y2 = (p(x1,22) = ©(Y1,42)), donde p(z1,22) € FORM y ¢(y1,y2) surge
de sustituir al menos una ocurrencia libre de x1 y xo por Y1 e yo respectivamente, ademds yi, Yo
son libres para x1, T respectivamente en p(r1,z2).

Demostracion. Sean p(x1,x2) € FORM y ¢(y1,y2) como se especifica en las hipotesis del lema.
Probemos que 1 = y1 A 2 = y2 Fr w(z1,22) = ©(y1,Y2).

Lz =y Aza=y2 [Hipotesis]
2.1 =y1 NTa =y > 1 =1 [l—KﬁAV—)ﬂ]
3.1 =1 [MP(1,2)]

4. 21 =y1 ANxo = 1Yo —> To = Yo Fx BAY— 7]
5. T2 =12 [MP(1,4)]

6. z1 =41 — (p(21,22) = @(y1,22)) [(AT)]

7. p(x1,2) = @Y1, 72) [MP(3,6)]

Notemos que p(y1,x2) € FORM y ademés surge de sustituir al menos una ocurrencia de
x1 por y1 en @(x1,x2) y ademas se tiene que y; es libre para 1 en ¢(z1,x2). Por hipotesis, yo
es libre para x2 en ¢(x1,x2) es decir, xo no esta al alcance de (Vy2) en p(z1,x2).Y como en
©(y1, x2) solo sustituimos x; por y; entonces se sigue cumpliendo que z2 no esta al alcance de
(Vy2) en p(y1,x2), es decir, ys es libre para zo en p(y1,x2). Asi que, podemos utilizar (A7) en
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o(y1,72):
8. xy =y2 — (¢(y1,22) = ©(y1,92)) [(AT)]
9. o(y1,72) = @(Y1,y2) [MP(5,8)]

10. (21, w2) = @(y1, 2)) = ((P(y1,22) = ©(y1,92)) = (p(r1,22) = ©(Y1,42)))
pues [Fx (B = ¢) = (¢ =) = (B =7))]

1. (o(y1,2) = oY1, y2)) = (p(z1,22) = 0(Y1,92)) [MP(7,10)]
12. (@1, x2) = (Y1, 72) [MP(9,11)]

Donde ¢(y1,y2) surgié de sustituir al menos una ocurrencia libre de z1 y x2 por y1 e yo
respectivamente. Asi:

r1=y1 ANx2 =1y Fr o(x1,22) = ©(y1,y2)

Como en la prueba nunca utilizamos (Gen), por el teorema de la deduccion, concluimos que

Fr 21 =y1 Axe = y2 — (p(x1,22) = ©(y1,92))
| ]

Observacion 2.2. Lo que hicimos en el Lema 2.8 fue extender el axioma (A7) a la sustitucion de
més de una variable; en este caso fue para sustituir dos, pero se puede replicar el mismo proceso
para extender el axioma (A7) a un namero n de variables, es decir

Frxi=yiAza=ya A... ATy =Yypn — (p(T1,22, ..., 2n) = ©(Y1,Y2, .-, Yn))

Cuando hablamos de Teorias de Primer Orden con igualdad, usualmente pensamos que para
un modelo 91, la interpretaciéon del simbolo predicativo A% (t,r) es la igualdad del dominio del
modelo, pero no necesariamente es asi; podemos tener teorias que al ser interpretadas, la relaciéon
(A2(t,r))™ sea algtin otro tipo de relacién. Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 4. Sea K una teoria con igualdad con una letra funcional fZ, un simbolo predicativo
A? y una constante a;. Definamos la interpretacion I de la siguiente manera:
i. El dominio de la interpretacion es Z.
ii. (f2):2% — Z tal que para m,n € Z, (f2)!(m,n) =m+n € Z.
iii. (a1)! =0€Z

iv. Para A? consideremos que (A2)! C Z2 es la relaciéon de congruencia modulo 2, es decir,
(m,n) € (A?)! <= m =nméd 2

Se cumple que I es un modelo para K. Verifiquemos que los axiomas descritos en la Observacion
2.1 son verdaderos en la interpretaciéon I. En efecto:

1. La interpretacion de (A6) en I es z = z méd 2 y esta es verdadera para toda z € Z.

2. Verifiquemos que el esquema (E7) es verdadero en I. Como nuestra teoria solo tiene al
simbolo funcional f12, verificaremos que es verdadero (E7) para este. Tenemos que para
t1,to,u € TERM y para x,y,z € Z:

a. Fx t1 = u — f2(t1,t2) = fZ(u,t2) cuya interpretacion en I es si z = y méd 2
entonces x + 2z = y + z mdd 2 lo cual es verdad pues si x = y mdd 2 entonces se
cumple que 2|z — y, necesitamos ver que 2|x + z — (y + z) lo cual es verdad pues
x4+ z—(y+ z) =z —y y sabiamos que 2|z — y.

b. b ta =u— f2(t1,t2) = f2(t1,u) cuya interpretacion en I es si 2 = y méd 2 entonces
x+ 2z = x4+ ymbd 2 lo cual es verdadero pues si z = y méd 2 entonces 2|z — y, y
2|z + 2z — (r+y) es verdadero pues x + z — (x +y) = z — y y ya sabiamos que 2|z — y.




Por tanto el esquema (E7) es verdadero para la interpretacion I.

3. Verifiquemos que el esquema (E8) es verdadero en I. Como nuestra teoria solo tiene al
simbolo predicativo A?, verificaremos que es verdadero (E8) para este. Tenemos que para
ti,to,u € TERM y para z,y, z € Z:

Al bFgti =u — (t1 =ty — u = t3) cuya interpretacion en I es si x = y mdd 2 entonces
siempre que x = z mdd 2 se cumple que y = 2z mdd 2 lo cual es verdad pues como
x =y mdd 2 entonces existe zg € Z tal que 2z9 = x —y, y como x = z mdd 2 entonces
existe z1 € Z tal que 221 = x — z, Asi que 221 — 220 = — 2z —x +y = y — z, entonces
2(z1 — 20) =y — 2, por lo que existe z3 = (21 — 20) € Z tal que 2z3 = y — z, es decir,
y = z mdd 2.

B. Fi ta =u — (t1 =t — t1 = u) cuya interpretacion en [ es si z =y mod 2 entonces
siempre que x = z mdd 2 se cumple que x = y méd 2 y de manera analoga a A., se
tiene que es verdadera dicha interpretacion.

Por tanto el esquema (E8) es verdadero para la interpretacion I.

Asi, se cumple que I es un modelo de una teoria con igualdad K. Asi, podemos notar que la
interpretacién del simbolo “=" en un modelo I no necesariamente es la igualdad del dominio del
modelo, sino que puede ser otro tipo de relacién que siga satisfaciendo los axiomas de las teorias
con igualdad.

Ahora nos interesa responder la siguiente pregunta, jes posible obtener siempre un modelo
normal para una teoria con igualdad? La respuesta es que si bajo una condicién, de hecho, si
nosotros conocemos un modelo de una teoria, es posible construir a partir de ese modelo un
modelo normal para la teoria. El siguiente resultado lo demuestra.

Proposicion 2.9. Si K es una teoria con igualdad, entonces todo modelo MM para K puede ser
“contraido” a un modelo normal para K.

Demostracion. Sea 9 un modelo de una teorfa con igualdad K. Sea E := (A?)™ y D el dominio
de M. Por la Proposiciéon 2.3 se cumple que:

a. Ft=1t[F A2(t,1)]
b. Ft=s—=s=t[F A%(t,s) = A%(s,1)]
c.Ft=s—=(s=r—t=r)[F A2t s) = (A3(s,r) = A3(t,7))]

Como E C D? es la interpretacién del simbolo A% en 91, entonces se nos garantiza que, para
z,y,z € D:

a. (x,x) € E
b. (z,y) € E— (y,z) € E
c. (zr,y)€e E— ((y,2) € E— (x,2) € E)

Por lo que E := (A%)Em es una relacién de equivalencia en el dominio D. Asi que, podemos cons-
truir el conjunto de clases de equivalencia determinadas por E en el dominio D, lo denotaremos
con D* :=D/FE.

Vamos a construir una nueva interpretacion de K, que llamaremos 97*.

i) El dominio de 9t* sera D*
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ii) Para cualquier letra predicativa A7, by,...,bp € Dy [bi],...,[by] € D* diremos que
([b1],---,[bn]) € (A;l)m* siy solosi (by,...,by) € (A;”)Em
Esta definicion no depende de los representantes que elijamos en D pues si suponemos que
para i € {1,...,n} se cumple que z; = y;, entonces, como A7 (z1,...,z,) € FORM, por
la Observacién 2.2 tenemos que

Fri=yi A AT =Y — (AT (21, m0) = AT (Y1, -, Un))
y también que
Fri=ypi A AT =y = (AT (Y1, Yn) = AT (21,0, 10)),
entonces tenemos que
= iAo AT = yn = (A (21, x0) = AT (Y1, Y )AAT (Y1, - un) = A (21,0, 20))

Pues sabemos que si «, 8,7 € FORM y se cumple que - o« — Sy = o — ~, entonces
F a — B A~.Asi podemos concluir que

Fzi=yi Ao AT =yn = (A7 (@1, 20) < AT(Y15- -, Yn))
Es decir, la definicién no depende de los representantes que elegimos.

iii) Para cualquier letra funcional fibi,...bp €Dy [b1], ..., [bn] € D* sea

(™ (Bl ) = ()P b b))

Veamos que esta definicién no depende de los representantes que elijamos en D.
Denotemos por ¢(z1, ..., %) == (fi(z1,...,2n) = f (21, ,20)).

Queremos ver que = x1 = y1 A ... Az = Y — [ (@1, 20) = (Y150, Y0), de-
mostremos que 1 = Y1 A ... AZp = yn = f1(21,...,20) = f]'(Y1,-..,Yn). Notemos que
Oy yn) = (f7 (@1, s2n) = f7(y1,...,yn)) surge de sustituir algunas ocurrencias
libres de z; por y; parai € {1,...,n} en ¢(x1,...,z,) entonces por la Observacion 2.2
tenemos que

Frxi=y Ao Az =yn — ((z1, .-y 20) = ©(Y1, -+, Yn))

1. mm=yn A Axy=yn = (p(z1,. -, 2n) = (Y1, -, Yn))

2. ;=N ATy =Yn [Hipotesis]

3. (@t tn) = Pyt ) MP(1.2)]

L @) = FR@ ) (e

5. o(x1,...,xn) [Abreviacion de 4]
6. @Y1, Yn) [MP(3,5)]

Es decir, tenemos que 1 = y1 A ... Azp = yo = [ (@1, .., 20) = (Y1, .., Yn), asi por
el teorema de la deduccion, tenemos que

Fri=ypi A ATy =y = (@1 xn) = (Y1 Yn)
Es decir, la definicién no depende de los representantes que elegimos.
iv) Para cada constante a;, sea (a;)™ = [(a;)™]

La relacion E* := (A2)™ es la relacion de identidad de D*. Solo nos resta ver que la interpre-
tacion 9" es un modelo para K. El siguiente lema nos ayudara a resolver esta ultima parte.

Lema 2.10. Sean (b;)ien € D y ([bi])ien € D*. Sean

S : VAR — D cualquier valuacion tal que S(x;) = b; y sea 8" : VAR — D* tal que
S'(zi) = [S(xi)] = [bi]. Entonces p € FORM se satisface en M para cualquier S si y solo si ¢
se satisface en IM* por S'.




Demostracion. Para S : VAR — D por la Definicién 1.11 podemos obtener de manera recur-
siva S* : TERM — D, la valuacién de términos respecto de S. De la misma manera, para
S": VAR — D* obtenemos la valuacion de términos respecto de S’ (S')* : TERM — D.

Afirmamos que para t € TERM, (S')*(t) = [S*(t)]. Veamos que se cumple utilizando in-
duccion sobre la complejidad del término ¢.

1. Sit:=x; € VAR, entonces (5')*(z;) = S'(x;) = [bi]. Pero S*(z;) = S(z;) = b;, por lo que
(9" (i) = [S™ ()]

2. Sit := c una constante del lenguaje, entonces (S')*(c) = ¢
Pero sabemos que ¢™ = [¢™], ademas S*(c) = ¢™, por lo que (S")*(c) = [S*(c)].

M+

3. Sit:= fI*(t1,...,tn) donde ty,...,t, € TERM y parai e {1,...,n} (S")*(t;) = [S*(t:)],

entonces

(S,)*(fzn(tla'--)tn)): ( i ")( )
= BN o
5% (tn))] [definicion de ()]

= |
[

Por lo que (S")*(fI'(t1,...,tn)) = [S*(fT'(t1,- .-, tn))]

De 1., 2. y 3. podemos concluir que para t € TERM, (S)*(t) = [S*(¢)].

Ahora, por la Definicién 1.12 para S* podemos obtener de manera recursiva

Vg : FORM — {0, 1}, la valuacion sobre las formulas respecto de S*. De la misma manera,
para (S')*, de manera recursiva obtenemos Vigny. : FORM — {0, 1}.

Probaremos el lema por induccién sobre la complejidad de la férmula .

L o= (A" (t1,....tn).
Sea S : VAR — D. Supongamos que ¢ se satisface en 9t por S.
Demostremos que ¢ se satisface en 9* por S’, es decir, verifiquemos que Vigny«(p) = 1.
Como ¢ se satisface en 9 por S, entonces, Vs« (¢) = 1, entonces,
(S*(t1), ..., S*(tn)) € (AWM asi que ([S*(t1)], -, [S*(tn)]) € (A")™ pues asi fue como
definimos (A?)™". Pero sabemos que ([S*(t1)],...,[S*(tn)]) = ((S)*(t1),---,(S")*(tn))
pues para i € {1,...,n} se tiene que (S")*(t;) = [S*(t;)]. Por lo que concluimos que
((S)*(t1), - - -, (S)*(tn)) € (AM)™ es decir

Visn=(¢) =1

De manera analoga si suponemos que ¢ se satisface en 9" por S’ se concluye que ¢ se
satisface en 9 por S.

II. p:=—yseaS: VAR — D.
Supongamos que ¥ se satisface en 9 para cualquier T : VAR — D si y solo si ¢ se
satisface en 9* por T".
Demostremos que —) se satisface en 9 por S si y solo si =) se satisface en 9 por S’
Supongamos que —) se satisface en I, entonces Vg« (—1)) = 1, entonces Vg« (¢)) = 0, es
decir, ¥ no se satisface en 91 por S, asi que por hipdtesis inductiva, tenemos que ¥ no se
satisface en 91* por S’, entonces Visn=(¢) = 0.
Sabemos también que V(g/)«(—9) =1 — V(g«(¢)) =1 -0 =1, por lo que V(g (—2)) = 1,
es decir, =1 se satisface en 9* por S’.
De manera anédloga, si suponemos que — se satisface en 9" por S’, concluimos que —)
se satisface en 901 por S.
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III.

Iv.

= (p—>7v)yseaS: VAR — D.

Supongamos que ¥ se satisface en 9 para cualquier T : VAR — D si y solo si ¥ se
satisface en 9* por T” y también supongamos que 7 se satisface en 9 para cualquier
R:VAR — D siy solo si v se satisface en 9* por R'.

Demostremos que ¢ se satisface en 2 por S si y solo si ¢ se satisface en 9* por S’.
Supongamos que ¢ se satisface en 9t por S, entonces Vg, (¢ — ) = 1, es decir,

Ve (¥) < V()

a) Si Vs« (¢) =1, como Vg, (1) < Vgi(7), entonces Vg, () = 1, asi que 9 se satisface en
M por Sy v se satisface en M por S, asi que por hipotesis inductiva se tiene que
se satisface en 9* por S’ y v se satisface en 9* por S, es decir,

Visn«(¥) =1 =Vign«(v) =1, asi que Vign«(¥) < Vig«(7), por lo que
Vg (4 = 7) = 1

b) Si Vs.(10) = 0, entonces 1 no se satisface en 9 por S, asi por hipdtesis inductiva, 1

no se satisface en 9* por S’, es decir, Visry= (1) = 0, entonces

Visn=(¥) = 0 < Vign«(7), por lo que Vign«( —v) =1

De a) y b) concluimos que ¢ se satisface en 9* por S’.
De manera analoga, si suponemos que ¢ se satisface en 9" por S” se concluye que ¢ se
satisface en 9t por S.

¢ := (Vx;) conx; e VAR ysea S: VAR — D.
Supongamos que 1 se satisface en 9 para cualquier R si y solo si 1 se satisface en 9T*
por R
Demostremos que ¢ se satisface en 9 por S si y solo si ¢ se satisface en 9* por 5.
Supongamos que ¢ se satisface en 9 por S, entonces Vs«(¢) = 1, es decir, Vgz () = 1
para Sy : VAR — D tal que Sy rVAR\{xi}: S rVAR\{aci}-
Demostremos que ¢ se satisface en 91 por S’
Veamos que se cumple que V(S/)*(cp) =1, es decir, sea T : VAR — D* tal que
T lvar{e}= 5" VAR\{a:}-
Veamos que Vp«(¢) =1
Notemos que para y; € VAR {x;} se cumple que T'(y;) = S"(v;) = [S(yi)] = [bi], ademaés,
para x; € VAR tenemos que T'(x;) = [z] para algin z € D pues T : VAR — D* en
sintesis tenemos que:

T(y) _{ [S(W)] si y#xi

a [z] st y=ua;

Definamos Sy : VAR — D tal que

So(y) _{ Sly) st y#um;

z sl y=ux

Por como definimos Sp tenemos que So [vaRr\{z;}= S [VAR\{z;}, ¥ como por hipotesis ¢
se satisface en 901 por S, entonces, Vg: (1) = 0, es decir, tenemos que 1 se satisface en
I por Sy, entonces si ocupamos la hipétesis de induccién, inferimos que 1 se satisface
en M por S, es decir, Vigr)«(1)) = 1 donde S : VAR — D* es tal que Sp(zi) = [So(z:)].

Vamos a ver ahora que T' = .
Seay € VAR.

1. Siy # w;, entonces T'(y) = [S(y)] y también Sy(y) = S(y), asi que
T(y) = [So(y)] = S5(y)
2. Siy = z; entonces T'(y) = [z] y ademés Sp(y) = z, por lo que T'(y) = [So(y)] = Sy(y)




Asi, se tiene que para y € VAR, T(y) = S)(y), es decir T' = S y como WSG)*(¢) =1,
entonces concluimos que Vp-(¢) = 1.

Entonces ¢ se satisface en 9* por S’

De manera analoga si suponemos que ¢ se satisface en 9* por S’ podemos concluir que
@ se satisface en 9 por S.

Asi que se cumple que para ¢ € FORM y para cualquier S : VAR — D, @ se satisface en 9
por S si y solo si ¢ se satisface en 9* por 5. [

Con el Lema 2.10 demostrado, veamos que efectivamente 91" es un modelo para K.
Demostremos que si ¢ es verdadera para 97 entonces ¢ es verdadera para 91",
Supongamos que ¢ es verdadera para 9, entonces para toda S : VAR — D Vg« (p) = 1.
SeaT : VAR — D*.
Veamos que Vp«(p) = 1.
Notemos que para x; € VAR se tiene que T(z;) = |b;] con b; € D. Entonces, definamos
So : VAR — D tal que Sp(x;) = b;, por hipdtesis tenemos que Vss(¢) = 1. Ademas por el
lema anterior, se cumple que V{g;)«(¢) =1 donde Sy : VAR — D* tal que
So(xi) = [So(xi)] = [bs] = T(x;), por lo que T = (), y como Vig1)«() = 1, entonces Vig)-(p) = 1.

Por lo tanto, ¢ es verdadera para 9t*.
Ahora, como 9 es modelo para K, entonces todos los axiomas de K son verdaderos para 9,
asi que, podemos concluir que los axiomas de K son verdaderos para 9%, asi que, concluimos
que IMM* es modelo para K.
Asi que, hemos encontrado un modelo normal para K. [

Observacion 2.3. En la Proposicion 2.9 nos referimos al termino de “contraer” el modelo 91
a un modelo normal 2M* debido a que, cuando realizamos la prueba, partimos de un dominio
arbitrario D del modelo 9, y a partir de este, construimos el conjunto de clases de equivalencia
respecto a la relacién E, a este conjunto lo llamamos D* y es el nuevo dominio de nuestra nueva
interpretacion, ademés D* es un conjunto que podria ser finito, asi el término de “contraido” se
refiere a que dependiendo de nuestro dominio D, D* puede ser finito.

Corolario 1. Si K es una teoria con igualdad consistente, entonces K tiene un modelo normal
finito o numerable.

Demostracion. Como K es consistente, entonces por el Teorema 1.30, K tiene un modelo nu-
merable M. Como K es una teoria con igualdad, por la Proposiciéon 2.9 podemos “contraer” 9t
a un modelo normal 9* para K.

Como 9 es numerable, entonces su dominio D es un conjunto numerable, asi que 9T* es finito
o numerable, pues el dominio D*, que es el conjunto de clases de equivalencia de la relaciéon en
D es numerable o finito.

Por lo tanto toda teoria con igualdad consistente K, tiene un modelo normal finito o numera-
ble. ]

Teorema 2.11. Cualquier teoria con igualdad K que tiene un modelo normal M infinito, tiene
un modelo normal numerable.

Demostracion. Sea K’ la teoria que surge de tomar el lenguaje y los axiomas de la teoria K y
anadiremos lo siguiente:

I. Un conjunto de nuevas constantes {b;|i € N}.

II. Para i # j afiadimos los axiomas —A%(b;, b;) (que abreviamos como b; # b;).
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Veamos que K’ es consistente.

Si K’ no fuera consistente, entonces existe ¢ € FORM donde ¢ es una féormula de K tal que
Fxr o A . Entonces existe una prueba formal en K’ para ¢ A -, es decir, existe una sucesion
finita ¢1,..., 0, € FORM tal que:

(a) on =@ A0
(b) Para 1 < i <n se cumple alguna de las siguientes:

i) ¢; es un axioma o
ii) existen j, k < i tales que ¢ := @; = @; ¥ @; se obtiene de ¢; y ¢ aplicando M P o
i) ¢ := (Vxp)pr con k < iy p; se obtiene aplicando Gen a gy,

Asi que la prueba ¢, ..., ¢, ocupa un ntmero finito de los axiomas —A?(b;, b;). Digamos que
los axiomas que ocup6 la prueba son:

bi, # bj,,biy # bjy, ... bi, F s,

Como 9N es infinito, entonces el dominio D es un conjunto infinito. Asi, podemos escoger inter-
pretaciones de b;,,...,b; ,bj,...,bj, en D y construir un nuevo modelo de K 9 donde las
formulas b;, # bj,,...,b;,, # bj,, sean verdaderas. Pero ¢ A =¢ es derivable de estas formulas y
de los axiomas de K, entonces ¢ A —p es verdadera para 9, pero no puede ocurrir que en un
modelo ¢ sea verdadera y —p sea verdadera.

Por lo tanto K’ es consistente. Como K’ es consistente, entonces por el corolario anterior tene-
mos que K’ tiene un modelo normal 91 finito o numerable. Como en K’ b; # b; son axiomas,
entonces son verdaderas en 91 y como 91 es normal entonces la interpretacion de las formulas
A2(t, s) es la relaciéon de igualdad del dominio N de M. Asf las interpretaciones de by, by, . .. deben
ser elementos distintos en D, asi el dominio N es numerable. Por lo que 91 es un modelo normal
para K’. Como K’ es una extension de K entonces 9N es un modelo normal y numerable para
K. [




Capitulo 3

Aritmética de Peano

La aritmética de los nmeros naturales ha sido utilizada desde el ano 1500, la teoria de nime-
ros ha sido ampliamente estudiada por muchos mateméticos debido a sus distintas aplicaciones.
Pero, no fue hasta finales del siglo XIX que algunos mateméticos realizaron multiples intentos
de la formalizacién y axiomatizaciéon de la Teoria de nameros.

Entre los distintos intentos reconocemos a matematicos como Gottlob Frege, Richard Dedekind
y Giuseppe Peano que, dieron sus propias versiones de axiomatizacén de los ntimeros naturales
impulsados por el estudio de la aritmética en el anélisis real.

En 1884 Frege, en su trabajo Foundations of Arithmetic intent6 dar una definicion de
nimero en términos de nociones puramente légicas e intenté probar que todo el razonamiento
aritmético que se conocia, en particular los conceptos de sucesor y el principio de induccién
matematica podian ser reducidos a inferencias logicas. Sin embargo, pese a que Frege tenia la
idea de probar que los teoremas de la aritmética podian deducirse utilizando principios 16gicos,
hubo pruebas en las que surgieron dudas respecto a argumentos que parecian ocupar principios
no légicos.

El trabajo principal de Dedekind respecto a la aritmética fue publicado en 1888, titulado
Was sind und was sollen die Zahlen? donde dio una idea diferente a la de Frege de la
aritmética, en su trabajo, caracterizé a los nimeros naturales utilizando nociones de la teoria de
conjuntos. Sin embargo algunas nociones que utilizé no pudieron ser descritas de una manera
formal sin evitar ambigiiedades.

Finalmente llegamos al trabajo de Peano, que es considerado el trabajo més completo de
axiomatizacion de los nimeros naturales utilizando nociones de la légica. Aunque Peano utilizé
parte del trabajo de Dedekind para fundamentar sus axiomas y resultados, también contribuyo
con una manera distinta de interpretar a la aritmética. Considerd cierto ntmero de conceptos
primitivos que no podian ser definidos pero que podian ser caracterizados de manera axiomética,
que fueron los conceptos de ntmero, unidad, sucesor e igualdad. Fue en 1889 cuando Peano
introdujo en su trabajo Arithmetices principia los axiomas que, escritos de manera informal
decian:

(P1) 0 es un ntimero natural.

(P2) Si z es un ntmero natural, existe otro nimero natural, denotado por 2’ y que llamamos
el sucesor de x.

(P3) 0 # z para cada natural z.

(P4) Siz’ =1/, entonces x = y.
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(P5) Si @ es una propiedad que puede ser o no valida para cualquier ntimero natural, y si
ademaés:

i) 0 tiene la propiedad Q.

ii) Siempre que un nimero natural z tenga la propiedad @, entonces x’ tambien tiene la
propiedad Q).

entonces diremos que todos los nimeros naturales cumplen la propiedad @ (Principio de
induccién matematica)

Sin embargo, hay conceptos, como el de “propiedad” que resultan ambiguos a la hora de
buscar que este sistema tenga una rigurosa formalizacion.
El objetivo de este capitulo es definir un lenguaje de primer orden para asi construir una teoria
S para ese lenguaje que esté basada en los postulados de Peano y que sea adecuada para los
resultados elementales que conocemos de la teoria de niimeros.

Definicion 3.1. Se define el lenguaje de primer orden £ 4 (al que llamamos lenguaje aritmético)
como el conjunto que consta de:

i) VAR = {zp|n € N}, el conjunto de variables.

i1) Solo un simbolo constante a.

iii) Un solo simbolo predicativo A2.

—

v) A={(,)}, el conjunto de signos de agrupacion.

vi) S = {—,~}, el conjunto de conectivos primitivos.

i)
i)
i)
iv) F = {f{, f%, f2}, el conjunto de simbolos funcionales.
) A
i)
i) N

vii = {V}, el conjunto del cuantificador universal.

Ahora, construiremos una teoria, que denotaremos por S para el lenguaje L 4.

Observacion 3.1. Los conjuntos FORM y TERM de S, seran los mismos que utilizamos en el
calculo predicativo clasico

Observacion 3.2. Para t,r,s € TERM:

1. Abreviaremos A?(t, s) por t = s.

2. Abreviaremos fi(t) por (¥'), fZ(t,s) por (t+s) y f3(t,s) por (t-s).

3. Abreviaremos a la constante a; por 0.

4. Escribiremos t’,t + s y t - s omitiendo los paréntesis siempre que no haya confusion.
Definicioén 3.2. La teoria S del lenguaje aritmético cuenta con 9 axiomas:
x1 = w9 — (1 = x3 — T = T3)

(S1)

( )1:1—:172—>x1—x2
(S3)
(S4) a:’lz — I = To
(S5) =
(S6)

S6) x1 + ab = (x1 + x2)’




(87) 331'0:0

(S8) 1 - (vh) = (w1 - x2) + 11
(S9) ¢(0) = ((Vo)(p(z) = (2) = (Vz)p()) para p(z) € FORM

(S9) es lo que conocemos como el principio de inducciéon mateméatica.
En S tenemos dos reglas de inferencia: MP y Gen.

Observacion 3.3. 1) (S1),...,(S8)c FORM y (S9) es un esquema de axioma de la teoria S

2) ¢

—~

0), (Vz)(p(x) = p(2')) Fs (Vx)p(z), en efecto

L p(0) = ((Va)(p(x) = ¢(2") = (Vo)p(x)) [(S9)]

2. ¢(0) |Hipotesis|
3. (Vo) (p(x) = p(a') = (Vo)p(x) [MP(1,2)]
4. (Vx)(p(z) — ¢(2)) [Hipotesis]
5. (Vz)p(z) [MP(3,4)]

A este resultado lo llamamos regla de induccion.

Nuestro prop6sito ahora, es probar que S es una teoria con igualdad y establecer las reglas
usuales de esta.

Lema 3.3. Para t,r,s € TERM, las siguientes formulas bien formadas son teoremas de S
(S1’) t=r—=(t=s—r=23s)

(S2°) t=r =t =1

(S8°) 0 £t

(S47) ¢ =r' —t=r

(S5°) t+0=t

(S6°) t+r" = (t+r)

(S7°) t-0=0

(S8) t-(r')y=(t-r)+t

Demostracion. Sean t,r,s € TERM.

Probemos (S1’), es decir veamos que Fgt =1 — (t =5 =1 =3).

Por (S1), tenemos que kg = =y — (x = z — y = 2) donde x,y,z € VAR, aplicando GEN,
tenemos que Fg (V2)(z =y = (x = 2z = y = 2)).

Sea zg € VAR que no ocurre en los términos ¢, 6 s, denotemos
oz)=x=y—(r=2z—>y=2)ysea p(z) =x =y — (x = 20 = y = 29). Notemos que
©(2) v »(20) son similares pues:

1. zp es libre para z en (z) pues z no esta al alcance de (Vzp) en ¢(z).
2. ¢(z) no tiene ocurrencias libres de zy.
Como ¢(z) y ¢(zp) son similares, entonces, por la Proposicion 1.28 tenemos que
s (V2)e(2) < (V20)¢(20)
Ya sabemos que Fg (Vz)p(z), entonces ocupando MP tenemos que Fg (Vz0)p(20).

Sea yp € VAR que no ocurre en los términos ¢,7 6 s, denotemos ahora ¢(y) := (Vz0)p(20)

y sea ¢(yo) = (Vz0)(x = yo — (x = 20 — yo = 20)). Notemos que ¢(y) y ¢(yo) son similares
pues:
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1. yo es libre para y en ¢(y) pues y no esta al alcance de (Vyp) en o(y).
2. (y) no tiene ocurrencias libres de yp.

Entonces por la Proposicion 1.28 tenemos que

Fs (Yy)e(y) < (Yyo)e(yo)

Sabemos que Fg (Vz0)¢(20) entonces usando GEN Fg (Vy)(Vz0)p(20), es decir Fs (Vy)p(y), v,
usando MP, tenemos que g (Vyo)e(yo), es decir, Fg (Vyo)(Vzo)(z = yo — (x = 20 = yo = 20))

Sea xy € VAR que no ocurre en los términos ¢, 6 s, denotemos ahora ¢(z) := (Vyo)p(yo)
y sea p(zo) = (Vyo)(Vz0)(zo = yo — (xo = 20 = yo = 20)). Notemos que ¢p(z) y ¢(xg) son
similares pues:

1. xg es libre para x en ¢(x) pues x no esta al alcance de (Vzg) en ¢(z).
2. (z) no tiene ocurrencias libres de .

Entonces por la Proposicion 1.28 tenemos que

Fs (Va)p(x) < (Yzo)p(o)

Sabemos que Fg (Vyo)p(yo) entonces usando Gen Fg (Vz)(Vyo)p(yo), es decir Fg (Vz)p(x), v,
usando MP, tenemos que g (Vxg)p(xg), es decir

Fs (Vo) (Vyo)(V20) (20 = yo — (w0 = 20 — Yo = 20))

donde xg, Yo, zp son variables que no ocurren en los términos ¢,7 6 s.

Ahora, sea ¥ (z9) := (Yyo)(Vz0)(xo = yo — (zo = 20 — Yo = 20)), se tiene que t es libre para
xo en Y (xg) pues g esté al alcance de (Vyp) v (Vz0) pero yo y zo no ocurren en t, asi que, por la
regla de particularizacion (A4) tenemos que (Vzg)y(zg) Fg 1(t) y sabemos que Fg (Vo) (xo),
por lo que Fg 9(t), es decir Fg (Vyo)(Vz0)(t = yo — (t = 20 — Yo = 20))-

SiY(yo) := (V20)(t =yo — (t = 20 — yo = 20)), se tiene que r es libre para yo en ¥ (yo) pues yo
esta al alcance de (Vzp) pero zp no ocurren en r, asi que, por la regla de particularizacion (A4)
tenemos que (Vyo)¥(yo) Fs (r) y sabemos que Fg (Vyo)(yo), por lo que kg 1(r), es decir
Fs (V20)(t=7r — (t =20 = 7 = 20p)).

Si(zp) :=(t =1 — (t =20 = r = z0)), se tiene que s es libre para zy en ¥ (z9) pues zg no
esté al alcance de algin cuantificador, asi que, por la regla de particularizacion (A4) tenemos
que (Vz0)¥(20) Fs 1¥(s) y sabemos que g (Vz9)1Y(20), por lo que Fg 9(r), es decir

Fst=r—(t=s—r=s)

Las pruebas de (52’),...,(S8’) son analogas a la prueba de (S1’), utilizando los mismos argumen-
tos. |




Proposicion 3.4. Para cualesquiera t,r,s € TERM las siguientes formulas son teoremas de

S.

(a) t=t (f) t=0+t (k) t=r—t-s=r-s
(b)) t=r—r=t (g) ' +r=(+r) (1) 0-t=0
(c)t=r—=(r=s—t=3s) (h)t+r=r+t (m) ¢ r=t-r+r
(d)r=t—(s=t—=r=s) ()t=r—sstt=s+r (n) t-r=r-t
(e)t=r—>t+ts=r+s (G) t+r)+s=t+(r+s) (o)t=r—s-t=s-r

Demostracion. Sean t,r,s € TERM.
(a) Veamos que g t = t.

1. t4+0=t [(S5")]
2. t+0=t—(t4+0=t—>t=t) [(SI) parat+0,te TERM]
3. t+0=t—>t=t [MP(1,2)]
4. t=t [MP(1,3)]
Por lo tanto
Fst=t

(e) Veamos que Fgt =1 —t+s=t+r.
Primero demostremos que Fg z =y — .+ 2 = y + z donde z,y,z € VAR no ocurren en los
términos ¢,7 6 s. Sea p(z) ==z =y — + z = y + z, haremos la prueba por inducciéon sobre z.

(i) Veamos que Fg ¢(0), es decir, kg z =y — £+ 0 = y + 0; por el Teorema de la deduccion
bastara demostrar que xt =yFgax+0=y+0

1. z4+0==x [(S5’) para x € TERM]

2. y+0=y [(S5’) para y € TERM]|

3. z=y [Hipotesis]

4. z40=zx—>(z=y—>z+0=y) [(c) para z + 0,2,y € TERM]

5. z+0=y [MP dos veces usando 1y 3|

6. r+0=y—> (y+0=y—>2+0=y+0) [(d) paraxz+0,y,y+0 € TERM]
7. z+0=y+0 [MP dos veces usando 2 y 5|

Asi que ¢(0).

(ii) Veamos que Fg ¢(z) — ¢(2’); por el Teorema de la deduccion bastarda demostrar que
o(z)Fs p(?),esdecir (z=y—z+z2=y+2)Fsz=y—x+2 =y+ 2. Porel Teorema de
la deduccion, demostraremos que (r =y wx+z2=y+z2),x=ybtgax+2' =y+ 2

l. z=y—z+z=y+z [Hipotesis]

2. =y [Hipotesis]

3. x+z=y+z [MP(1,2)]

L atd = (ot (56))

5. y+2=@+2) [(S6)]

6. z4+z=y+z—(x+2)=W+2) [(S2’) para x + z,y + 2z € TERM]
7. (w+2) =(y+2) [MP(3,6)]

8. z+=@+2)=>(z+2)=W+2) —wz+2=y+2))

[(¢) para z + 2/, (x + 2)', (y + 2)’ € TERM]
9. z+4+7Z=(Wy+2) [MP dos veces usando 4 y 7|
10 z+2=W+2) = W+7=WH+2) =+ =y+7)

[(d) para x + 2/, (y + 2)",y + 2/ € TERM]
1. z+2 =y+7 [MP dos veces usando 9 y 5|
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Asi que, hemos probado que kg ¢(2) — ¢(2'), aplicando Gen tenemos que
Fs (V2)(p(2) = »(2)), entonces por la regla de induccion matematica tenemos que g (V2)p(2)
es decir

Fs(V2)zx=y—ax+z=y+=z

Aplicando Gen tenemos que
Fs (Vz)(Vy)(V2)r =y x4+ 2=y+ =z

Aplicando la regla de particularizacion (A4) para las variables z,y, z y los términos ¢, 7, s res-
pectivamente, concluimos que
Fst=r—t+s=r+s

(k)Veamos que Fgt =r —t-s=r-s.
Probemos que kg ¢ =y = -2z = y - z donde x,y,z € VAR no ocurren en t,r o s. Sea
p(z) =z =y — x-z=y-z, haremos la prueba por induccion sobre z.

(i) Veamos que 5 ©(0), es decir Fs 2 =y — (-0 =y - 0)

1. 2z-0=0 [(ST)]

2. y-0=0 [(ST)]

3. .0=0—=(y-0=0—2-0=y-0) [Parte (d)]

4. z-0=9y-0 [MP usando 1y 2]
5. 2-0=y-0=(x=y— (z-0=y-0)) [(Al)]

6. z=y—>(x-0=y-0) [MP(4,5)]

Asi que, Fg ¢(0)

(ii)Veamos que kg p(z) — ¢(2'), por el teorema de la deduccién, basta demostrar que
o(z)Fs p(?),esdecir (z=y—z-z2=y-2),(r=y)bsaz-2' =y -2

1. z=y [Hipotesis|

2. zoz=y-z [Hipotesis]

3. z-Zd=x-24z [(S8)]

4. y-Zd=y-z+y [(S8)]

5. z-z=y-z—=x-z+y=y-z+y [Parte (e)]

6. z-z4+y=y-z+y MP(2,5)

7. z=y—zx-ztr=x-z+Yy [Parte (i)]

8. z-z+r=x-2+y MP(1,7)

9. z-z4zrz=z-z4+y—(x-z+y=y-z+y—z-z+x=y-z+y) [Parte (c)]

10 z-z+x=y-2+y [MP usando 8 y 6]
1. z-2=z-z240c—> (- z2+z=y-2+y—az-2Z =y -z2+y) [Parte (¢)]

12 z-2/=y-z2+y [MP usando 3y 10]
183. z-2=y-z24y—>(y-Z=y-z2+y—ax-2=y-2) [Parte (d)]

4. -2/ =y-2 [MP usando 12 y 4]

Asi que, hemos probado que Fg p(2) — ¢(2'), aplicando Gen tenemos que
Fs (V2)(p(2) = ¢(2)), entonces por la regla de induccion matematica tenemos que g (V2)p(2)
es decir
s (V2)zr=y—ax-2=y-2

Aplicando Gen tenemos que
Fs Vo)Vy)(Vz)r =y >z 2=y 2

Aplicando la regla de particularizacion (A4) para las variables z,y,z y los términos ¢, 7, s res-
pectivamente, concluimos que
Fgt=r—>t-s=r-s




(1) Veamos que g 0 -t = 0.
Primero probemos que Fg 0 -2 = 0 donde x € VAR no ocurre en el término t¢.
Sea ¢(z) := 0-x = 0. Haremos la prueba por induccion sobre .

(i) Veamos que g ¢(0), es decir Fg 0-0 = 0.
Como 0 € TERM, entonces por (S7’) se cumple que 0-0 = 0, asi que Fg ¢(0).

(ii) Veamos que Fg ¢(x) — p(z'); por el Teorema de la deduccion bastara demostrar que
o(x) g p(a'), esdecir 0.z =0Fg0-2" =0

1. 0-2/=0-240 S87]

2. 0-2=0 [Hipotesis]

3. 0-24+0=0-2 [S5]

4. 0-27=0-240—-(0-24+0=0-2—=0-2"=0-2) [Parte (¢)|

5. 0-2'=0-2 [Mp usando 1y 3]
6. 0-2’=0-2—>(=0-2=0—0-2"=0) [Parte (c)]

7. 0-2'=0 [MP usando 5 y 2]

Asi que, hemos probado que Fg p(z) — ¢(2'), y si aplicamos Gen tenemos que (Vz)(¢(x) —
o(2')), asi por la regla de induccion, tenemos que Fg (Va)p(x), es decir

Fs (Vz)0-2 =0
Por la regla de particularizacion (A4) concluimos que
Fs0-t=0

(n) Veamos que g t-r=r-t.
Probaremos que Fg = -y = y -z donde z,y € VAR no ocurren en los términos ¢t o r. Sea
o(z) :=x -y =y - x. Hagamos la prueba por induccion sobre z.

(i) Veamos que g ¢(0), es decir probemos que Fg 0-y =y - 0.

1. y-0=0 [(ST)]

2. 0-y=0 [Parte (1)]

3. 0oy=0—-(y-0=0—0-y=y-0) [Parte (d)]

4. 0-y=y-0 [MP usando 2 y 1]

Por lo tanto g ¢(0).

(ii) Probemos que p(z) kg p(2'), es decir, (z-y=y-x)Fga’ -y=y- -2

L z-y=y-z [Hipotesis]

2. dy=x-y+y [Parte (m)]

3. y'=y-xz+y [(S8)]

4. z-y+ty=y-x+y [Parte (e) y MP usando 1]
5. dy=x-yt+y—(r-y+ty=y-a+ty—a-y=y-x+y) [Parte (]

6. 2 y=y-x+y [MP usando 2 y 4]

7. y=yr+y—(y-d=y-r+y—a-y=y-2) [Parte (d)]

8. 2'-y=y-a [MP usando 6 y 3]

Asi que, hemos probado que Fg p(x) — @(2’), y si aplicamos Gen tenemos que (Vz)(¢(z) —
(")), ast por la regla de induccién, tenemos que Fg (Vz)p(z), es decir

Fs (Vo)z-y=y -z
Aplicando una vez méas Gen y por la regla de particularizacion (A4) concluimos que
Fgt-r=r-t

El resto de incisos son anélogos, los podemos deducir directamente como consecuencias del
Lema 3.3 o utilizando el principio de induccién matematica. [




CAPITULO 3. ARITMETICA DE PEANO -

Corolario 2. S es una teoria con igualdad.

Demostracion. Por la Proposicion 2.5 para ver que S es una teoria con igualdad, solo nos basta
demostrar los siguientes puntos:

1. kg (Va;)x; = x; con x; € VAR.

2. Si f(z,x) € FORM es atomica sin constantes o letras funcionales y [S(z,y) surge de
sustituir una ocurrencia de x por y en 3(z,x) entonces

Fsz=y— (B(x,x) - 5($7y))

. rsx=9y— fj”(x,zg, ceeyZp) = f}-l(y, 29, ...,2n) donde fj" es una letra funcional de Sy
"y, z9,...,2y) surge de sustituir en f*(x,zo,...,2,) exactamente una ocurrencia de x
;Y & j

por .

1. Sea z; € VAR, como z; € TERM por (a) de la Proposicion 3.4 se cumple que Fg x; = x4,
aplicando Gen tenemos que
l_S (sz)wz = Ty

2. Sea B(x,z) € FORM atémica sin constantes o letras funcionales, entonces 3(z, x) := A3(z, 2)
con z,z € VAR. Sabemos que la abreviacion de A3(x,z) es z = z. Ahora, 8(z,y) surge de
sustituir una ocurrencia de z por y en S(x,z), asi que 5(z,y) := (y = z). Por (S1) se cumple
quekFgx =y — (r=2—y=z), es decir

Fsx =y — (B(z,2) = Blz,y))

3.
-) Vamos a ver que Fg . =y — fi(z) = fi(y).
Por (S2) s x =y — 2’ = ¢/, pero recordemos que fi(x) lo abreviamos como 2’ y f{(y)
lo abreviamos como 3/, asi que concluimos que
Fs o=y = fi(z) = fi(y)
~-) Vamos a ver que gz =y — f2(z,2) = f2(y, 2).
Por (e) de la Proposicion 3.4 g x =y — = + z = y + 2, pero recordemos que fZ(z,z) lo
abreviamos como = + z y fZ(y, z) lo abreviamos como y + z, asi, concluimos que
Fsx =y = fi(z,2) = f{(y,2)
-+) Vamos a ver que g x =y — f2(x,2) = f2(y, 2).
Por (k) de la Proposicion 3.4 g x =y — z -z = y - z, pero recordemos que f22(:L', z) lo
abreviamos como - 2 y f3(y, z) lo abreviamos como ¥ - z, asi, concluimos que
Fs =y = f3(2,2) = f3(y.2)
Por lo tanto, de 1.,2., y 3. concluimos que S es una teoria con igualdad. [

Nos podemos preguntar ahora acerca de la consistencia de S, tratemos de resolver esa inte-
rrogante.
Consideremos la siguiente interpretacion de £4 que llamamos It:

I. El dominio de 9t es NU {0}.

I1. Para la constante a; que denotamos por 0 consideremos (a1)™ = O € NU {0}.




III. Consideremos:

L (fH)™:Nu{0} — NuU{0} tal que (f})™(n) =n+ 1.

2. (fAM:NU{0} x NU{0} — NU {0} tal que (f2)™(n,m) =n+m.

3. (fHM:NU{0} x NU{0} — NU {0} tal que (f2)™(n,m) = nm.
Son las interpretaciones de fi, f2, f3.

IV. La interpretacion (A42)™ de la letra predicativa A? es la relacion de igualdad de N U {0}.

Si aceptamos que los axiomas de S son logicamente validos para la interpretacion tendriamos
que M es un modelo para S, asi que S es consistente pues admite un modelo.
Ademas 9 es un modelo normal para S pues la interpretacion de A? es la relacion de igualdad
en NU {0}.
A M lo llamamos el modelo estandar de S.

Sigamos analizando algunas teoremas que podemos deducir en S.

Proposicion 3.5. Sean t,r,s € TERM, las siquientes formulas son teoremas de S.
(a) t-(r+s)=(t-r)+(t-s) (Distributividad).
(b) (r+s)-t=(r-t)+(s-t).
(c) (t-r)-s=1t-(r-s) (Asociatividad del producto).
(d) t+s=r+s—t=r (Cancelacion de la suma).

Demostracion. (a) Veamos que bFg z-(y+2) = (x-y)+ (x-2) para x,y, 2 € VAR que no ocurren
en los términos t,r 6 s. Hagamos la prueba por induccién sobre z.

Seap(z) =z (y+2)=(x-y)+(r-2).

i) Veamos que g ¢(0), es decir, Fg - (y +0) = (z - y) + (- 0)

L. y+0=y [(S5)]

2. y+0=y—2z-(y+0)=z-y [(0) Prop. 3.4]

3. z-(y+0)==z-y [MP(1,2)]

4. z-0=0 [(ST)]

5. z-0=0—=z-y+2-0=2-y+0 [(i) Prop. 3.4]

6. z-y+z-0=z-y+0 [MP(4,5)]

7. z-y+0=zx-y [(S57)]

8. zy+z-0=z-y+0—=>(xr-y+0=z-y—zx-y+z-0=x-y) [(0) Prop 3.4]

9. z-y+z-0=z-y [MP usando 6 y 7|
10 z-(y+0)=z-y—(z-y+z-0=z-y—x-(y+0)=x-y+x-0) [(d) Prop. 3.4]
11. z-(y+0)=z-y+x-0 [MP usando 3 y 9]

Porloquekgz-(y+0)=x-y+x-0, es decir

s »(0)
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ii) Probemos que Fg p(2) — ¢(2’). Por el teorema de la deduccion, basta probar que
p(2) s (<) es decir (z-(y+2) = (z-y) + (z-2)) Fsx- (y+2) = (z-y) + (¢ &)

Loz (y+2)=(z-y) +(z-2) [Hipotesis|

2. y+z2Z=W+z2 [Hipotesis]

3. z-(yt+)=a-(y+2) [(0) Prop. 3.4]
4z (y+2) =z-(y+2)+ta [(587)]

5. z-(y+t2)=z-(y+2)+z

[(c) Prop. 34, t :=xz-(y+2)r:=2-(y+2),s:=x-(y+2)+z
y MP usando 3 y 4]
6. z-(y+z2)+x=z-y+zx-z+x
[(e) Prop. 34, t:=x-(y+2),r=x-y+x-2z,s:==x
y MP usando 1]
7. z-(y+Z)=x-yr-z+4+zx
[(c) Prop. 34, t:=x-(y+2),r=x-(y+z2)+ax,s:=x-y+x-z2+x
y MP usando 5 y 6]
8. =x-Z=zx-z+4cx [(S8)]
9. z-y+x-d=x-y+ax-z+x
[1) Prop. 34, t:=x-2,r:=x-24+x,8: =2y
y MP usando §]
10. z-(y+2)=z-y+a- 2
[(d) Prop. 34, r:==z-(y+2)t:=x-y+z-z2+z,s:=x-y+a-2
y MP usando 7 y 9]
Por lo que p(2) kg ¢(2'), y por el Teorema de la deduccion tenemos que Fg ¢(z) — ¢(2'), apli-
cando Gen Fg (Vz)(¢(z) = ¢(2')), y asi, por el principio de induccion matemética concluimos
que

Fs (V2)p(2)
Es decir

s (V2)(@-(y+2)=(z-y)+(z-2))

Si aplicamos Gen dos veces tenemos que Fg (V) (Vy)(Vz)(z - (y+ 2) = (- y) + (z - 2)). Como
tenemos que x,y,z € VAR no ocurren en los términos ¢,7 6 s, podemos usar la regla de
particularizacion (A4) para las variables x,y, z y los términos t,r, s respectivamente y concluir
que

Fst-(r+s)=(t-r)+(t-s)

(b) Veamos quekg(r+s)-t=r-t+s-t
t-(r+s)=(r+s)-t (n) Prop. 3.4

—_

)- [
2. t-(r+ s) (t-r)+(t-s) [Parte (a) de esta Proposicion]
3. (r+s)-t=(0t-r)+(t-s) [(SI’) y MP dos veces usando 1 y 2]
4. t-r=r-t [(n) Prop. 34|
5. t-r+t-s=r-t+t-s [(e) Prop 3.4 y MP usando 4]
6. t-s=s-t [(n) Prop. 3.4]
7. rt+t-s=r-t+s-t [(e) Prop 3.4 y MP usando 6]
8. t-r+t-s=r-t+s-t [(c) Prop. 3.4 y MP dos veces usando 5 y 7]
[(c)

9. (r+s)-t=r-t+s-t c¢) Prop. 3.4 y MP dos veces usando 3 y 8]
Por lo tanto g (r+s)-t=r-t+s-t

Los incisos (¢) y (d) se pueden realizar con induccion sobre la variable z como en (a). "

En nuestra teoria S a partir de la constante 0, podemos obtener el término f11 (0), que abrevia-
mos por (), asi sucesivamente podemos obtener los términos 0’,0”,0" ., ..., estos nuevos términos




los llamaremos numerales y los denotaremos por 1,2,3,... respectivamente, esta notacion la
utilizamos para no confundirnos con los niimeros naturales de la metateoria.

Definicién 3.6. Paran € N, definimos el numeral 7 como el término que consiste de la constante
0 seguido de n apostrofes. m:= (0”.-.").

n-veces

De manera més general tenemos que n+ 1:= (m) y 0:=0.
De manera recursiva podemos establecer que:

i) 0 es un numeral.

ii) Si u es un numeral, entonces v’ es numeral

Observacion 3.4. Para m,n € N, si m = n entonces Fg m = 7.
m-veces

~
. stz — " / s {
Efectivamente, por definiciéon 7 := 0 ”---" | pero en la metateoria tenemos que m = n, asi que
n-veces n-veces

—_— " / — " !/ — — . 2 . .
m:=0"--"" ycomomn:=0"--." entonces m y m representan el mismo término en la teoria.
Ademés sabemos que parat € TERM Fgt =t, asi que g ™ =, es decir bg T = 7.

Proposicion 3.7. Para t,r,s € TERM las siguientes formulas son teoremas de S':

(a) t+1=1 (f) t4s=1— (t =0As =1)V(t =1As =0)
(b) t-1=t (9) t-s=1—=({t=1As=1)
(c)t-2=t+t (h) t£0— (Fy)(t =1v")

(d) t+s=0—-t=0As=0 (i) s#0—=(t-s=r-s—t=r)

() t#0 = (s t=0-5=0) () t#0— (t#T = Gyt =y")

Demostracion. (a)

1.t+0 = (t+0) [(567)]
2.t+0="t [(S57)]
3.t+0=t— (t+0) =t [(S2))]
4. (t+0) =t [MP(2,3)]
5640 =@t+0) = (t+0) =t =>t+0 =1¢) [(c) Prop. 3.4 ]
6.t+0 =t [MP usando 1y 4]
T.t+1="¢ [Definicion de (/]

Por lo tanto
Fegt+1=1

(e) Veamos que Fg t #0 — (s-t =0 — s = 0). Sean =,y € VAR que no ocurren en los términos
t o s. Demostraremos que Fgz #0 — (y-x =0 — y = 0).
Sea p(y) =2 #0 — (y -z =0 — y = 0).Haremos la prueba por inducciéon sobre y.

I)Veamos que kg ¢(0), es decir, Fg 2 40— (0-2=0— 0=0)

1.0=0 [(a) Prop. 3.4]
2.0=0—(0-2=0-—0=0) [(A1)]
3.0-2=0-0=0 [MP(1,2)]
4. 0-2=0-0=0—=(z#0—(0-2=0—-0=0)) [((A1)]
5240 (0-2=0-0=0) [MP(3,4)]
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Por lo tanto g ¢(0)

IT) Veamos que Fg ¢(y) = ¢(y'). Probemos que (x #0) Fgy' -z #0

1.y 2=0 [Hipotesis]
2.y x=y- x4z [(m)Prop.3.4]
3.y r=y-x+x—> W 2=0—=y z+2=0) [(S27)]
4 y-z+x=0 [MP usando 2 y 1]
Sy c+x=0—(y-z=0 A z=0) [Parte (d)]
6.y-2=0 ANz=0 [MP(4,5)]
7.2=0 AN 2#0 [que es una contradiccion]

Por lo que g 3/ - & # 0, asi que:

1.y - 2#0

2.9y 2#£0—> (Y - z=0—-19y =0) [~ = (¢ = )]
3.y 2=0—=9=0 [MP(1,2)]
4. 2=0—-y=0=(@#0—= (Y -2=0—y =0)) [(AD)]
5. 20— (Y -2 =0—y =0) [MP(3,4)]

Es decir Fg ¢(y') y por (Al) se tiene que g p(y') — (©(y) = ©(y')), entonces, ocupando MP
concluimos que Fg p(y) = ¢(y'), y por Gen

s (V) (e(y) = ¢(y))
Asi que, por la regla de inducciéon concluimos que Fg (Vy)p(y), es decir:
Fs (Vy)z#0 = (y-2=0—-y=0)
Finalmente ocupando Gen y la regla de particularizacion (A4) podemos concluir que
Fst#0—(s-t=0—s=0)

(h) Veamos que Fg t # 0 — (Jy)(t = ¢/), sea & € VAR que no ocurre en el término ¢. Sea
o(x) =2z # 0 — (Jw)(x = w'). Haremos induccion sobre x.

I) Veamos que g ¢(0).

1.0=0 [(a) Prop. 3.4]
2.0=0— (0#£0— (Fw)(0=w")) [FsB— (=8 — )]
3.0 0 — (Jw)(0=w) IMP(1,2)]

Por lo tanto g ¢(0).

IT) Veamos que p(z) Fg ¢ ( "), es decir,
(z # 0 = (Jwo)(z = wp)), (2" # 0) Fs (Fw) (2" = wh)

) Siz=0
lL.z=0 [Hipotesis]
2.2=0—2' =0 [(S27)]
3.2 =0 [MP(1,2)]




Si w; € VAR, notemos que 0 € TERM es libre para wy en f(w;) := 2/ = w), entonces
por la regla existencial (E4) se tiene que 2/ = 0/ Fg (Jwy)B(w1), es decir

ks (Fwy)x’ = w)

Sabemos que, por (Al) g (Jwr)2’ = w] — (¢ # 0 — (3wy)2’ = w)), y utilizando MP
tenemos que Fg 2’ # 0 — (Jwy )2’ = wi, asi que, kg p(x) = @(z').

) Siz#0
L.z #0— 3w (z = wp) [Hipotesis|
2.2#0 [Hipotesis]
3. (Jwo)(x = wp) [MP(1,2)]
4.z =1V [Regla C, con b una constante]
5.x=b -2 =" [(S27)]
6.2/ =V [MP(4,5)]

Ahora, si w; € VAR, notemos que b/ € TERM es libre para wy en f(wy) := 2’ = wi,
entonces por la regla existencial (E4) se tiene que 2’ = V" g (Jwy)B(w1), es decir

ks (Fwy)x’ = w)

Sabemos que, por (Al) g (Jwr)2’ = w] — (¢ # 0 = (3wy)2’ = w)), y utilizando MP
tenemos que kg 2’ # 0 — (3wy)a’ = wi, asi que, kg (z) — p(2').

De -) y --) tenemos que Fg p(z) — p(2'), y por Gen (Vx)p(x) — ¢(z’). Entonces por la regla
de induccion tenemos que g (Va)p(z), es decir

Fs (Vz)(z # 0 — (Fw)(x = w'))
Por ultimo, ocupando la regla de particularizacion (A4) podemos concluir que
Fst#0— Tyt =y
El resto de incisos los podemos hacer por induccién y aplicando resultados que ya tenemos. =
Proposicion 3.8. En S se cumple que:
a) Sean m,n € N:

. Sim#n entoncestgm #n

W Fsm+n=m+nytsm-n=m-n
b) Cualquier modelo de S es infinito.

¢) Para cualquier cardinal Ng, S tiene un modelo normal de cardinalidad Rg.

Demostracion. a) Sean m,n € N
i. Supongamos que m # n, entonces m < n o n < m. Sin pérdida de generalidad supongamos
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que m < n.
Hagamos la prueba por contradiccién, es decir, supongamos que Fgm =n

l.m=n [Hipotesis|
m-veces n-veces
~ = ~ =
220" =0".."1 [Definicion de numeral]
m-veces n-veces m-1-veces n-1-veces
~ N ~ N A~ =
3'0//“‘/:0//_“/_>0 //”_/ :O //'../ [(847)]
m-1-veces n-1-veces
~ = ~ N
4.0 " =0 "/ [MP(2,3)]
Ahora aplicamos (S4’) y MP m — 1 veces mas y obtenemos que
n-m-veces
Fs0=0 ".."
Seat :=n—m—1, como m < n entonces n —m > 0y asi n —m — 1 > 0. Tenemos que
n-m-1-veces n-m-veces
- /_/\
ti=n-m-—-1:= 0"--/ porloquet' :=0 "..~
n-m-veces
Como kg 0=0 "-. | entonces g 0 = #, pero por (S3’) tenemos que g 0 # ', por lo que
FsO0=t A 0#t,loque es una contradicciéon. Por lo tanto
Fsm #7n

i1. Solo haremos la prueba de que Fg m - n = 1 - @ pues probar g m +n = m + 7 se hace de
manera anédloga. Hagamos la prueba por induccién en el metalenguaje sobre n € N.

1. Veamos que Fg m -0 = m - 0. Notemos que en el metalenguaje se tiene que m -0 = 0, asf
que por la Observacion 3.4 Fg m -0 = 0, pero 0 := 0 por definicién, entonces Fg m -0 = 0,
ademéas m-0 := m-0 y por (ST’) se tiene que g m-0 = 0. Ahora, por (d) de la Proposicion
3.4 se cumple que Fsm-0=0— (m-0=0—m-0=m-0). Si aplicamos MP dos veces
concluimos que g m -0 =m - 0, es decir

Fsm-0=m-0

2. Supongamos que g m -1 = m - 7. Ahora por (e) de la Proposicion 3.4 tenemos que como
m-n,m-n,meTERM entonces g m-n=m-n — m-n+m=m-n+m,y ocupando
MP entre estos dos resultados tenemos que Fg m - n+m = m -7+ m. Ahora bien, se tiene
que g m-n+m =m-n+ m,esdecir -g m-n+m =m - (n+ 1), Si ocupamos (S2’) y MP
podemos deducir que g m - (n + 1) = m-n+m; comom € TERM, entonces g m-1 = m,
por (i) de la Proposicion 3.4 tenemos que Fgm-1=m —m-n+m-1=m 71+ m, asi
que por MP tenemos que Fg m -n+m-1="m 71 + m.
Comotgm-(n+1)=m-n+mytgm-n+m-1=m-n+m, entonces ocupando (d)
de la Proposicion 3.4 y aplicando MP tenemos que Fs m-(n+1) =m-n+m- 1.
Sabemos, por la distributividad en S, kg m - (n+ 1) =m -7 +m + 1, y, nuevamente por
(d) de la Proposicion 3.4 y usando MP obtenemos que Fg m - (n+1) =m - (" + 1).
Sabemos que kg n + 1 =7 + 1, asi que si utilizamos (o) de la Proposicién 3.4 y aplicando
MP obtenemos que Fsm-n+1=m- (7 +1).
Comobgm-(n+1)=m-(m+1)yksm-n+1=m-(n+ 1), asi que nuevamente por
(d) de la Proposicion 3.4 y utilizando MP, podemos concluir que

Fsm-(n+1)=m-n+1

Asi, para n € N se tiene que

Fsm - n=m-n




b) Veamos que cualquier modelo de S es infinito.
Sea 9 un modelo de S. Como S es una teoria con igualdad, sabemos que podemos “contraer”
a M a un modelo normal M*, es decir la interpretacion de A% en 90* es la relacién usual de
igualdad del dominio de 9t*. Ahora, consideremos m,n € N tales que m # n, sea
p:=m#n:=-(m=mn) € FORM, por el inciso i. de la parte a) se cumple g ¢, asi que
Em @, es decir, para cualquier V : VAR — D se tiene que V'(p) = 1, es decir,
(V*(m), V*(m)) ¢ (AH)™ .Y como (A2)™ es la relacion de igualdad en el dominio, entonces
concluimos que V*(m) y V*(m) son distintas, es decir, las interpretaciones de los numerales m
y 7 son distintas en el dominio de I*.
Por la definicién de estos, el conjunto de numerales es numerable.
Asi que para m # n se tiene que las interpretaciones de m y 7 son distintas en el dominio. Por
lo que el conjunto de las interpretaciones de todos los numerales, es numerable. Por lo tanto 9t*
es infinito, asi que 9 también es infinito.

¢) Hay un resultado en teoria de modelos que dice que si se tiene una teoria K con igualdad y
K tiene un modelo normal infinito, entonces K siempre tiene un modelo normal de cardinalidad
N3 para cualquier § > 0. Para ver la prueba de este resultado véase en [1] el Corolario 2.34,
paginas 114-115. Utilizaremos este resultado para probar lo que deseamos.
S es una teoria con igualdad, y ya construimos el modelo estandar para S, que es un modelo
normal y numerable, por lo que S tiene un modelo normal infinito, asi que por lo anterior
tenemos que para cualquier cardinal 3 > 0 S tiene un modelo normal de cardinalidad Ng. [

Ahora introduciremos en S una ‘“relacion de orden”.
Definicion 3.9. Para t,s € TERM se tiene que:

1. Abreviaremos a la férmula bien formada
(Fw)(w#0 AN w+t=s)port<sdondewe VAR es la primera variable que no ocurre
en t ni en s. Cuando t < s decimos que “t es menor que s”.

2. t < s es la abreviacién de la formula t < s V ¢t = s.
3. t > s eslaformula s < t.

4. t > s esla formula s < ¢

5. t £ s es la abreviacion de la formula —(¢ < s).

Proposicion 3.10. Para t,r,s € TERM las siguientes formulas son teoremas de S.

() t£1 (G) o<t

(b)) t<s—=(s<r—t<r) (k) t<r<t <r
(c)t<s—sg£t ()t<r<t<r

(d) t<s< (t+r<s+r) (m) t <t

(e) t <t (n) 0<1,1<2,...
(f)t<s—(s<r—t<r) (o) t#£r—=(t<r V r<t)
() t<s< (t+r<s+r) (p) t=r Vi<rVr<t
(h) t<s—(s<r—t<r) (g t<r Vv r<t

(i) 0<t (r)t+r>t
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(s) r#0—=t+r>t (x) r#0—= (t<s<t-r<s-r)
(t) r#0—t-r>t
(u) r# 04 r>0

(y) r#0—= (t<s<t-r<s-r)

(2) t £ 0

(v) r>0— (t>0—7r-t>0)
(w) r#0—= (t>1—t-r>r) (Z)t<r Nr<t—t=r

Demostracion. Haremos la prueba de los incisos (m) y (0), el resto de incisos se hacen de manera
similar, utilizando induccién y los incisos anteriormente demostrados.

(m) Demostremos que gt < t' con t € TERM.

Lt+1=¢ [Parte (a) Prop. 3.7]
2.1#0 [En el metalenguaje]
3.1#0 [m # ntgm #7]
4140 AN t+1=t [Fs ¢y ks entonces g @ A

Ahora, se tiene que 1 es libre para x en p(x) :=t +x = t, entonces por la regla existencial
(E4) se cumple que
5. 3x)x #0 A t+ax =1t
6.t <t [6 es la abreviacion de 5]
(o) Demostremos que Fgt #r — (t<r V r <t).

Sea p(x) ==z #y — (r <y V y < x) donde 2,y € VAR no ocurren en t ni r. Veamos que
Fs ¢(x). Hagamos la prueba por induccion sobre z.

Demostraremos que g ¢(0), es decir, veamos que Fg 0 #y — (0 <y V y < 0). Por el
Teorema de la deduccion nos bastara demostrar que 0 #yFs 0 <y V y <O0.

1.0#y [Hipotesis|
2.0<y [Inciso (i)]
3.0<y Vy=0 [2 es la abreviacion de 3]
4.0<y Vy=0-=(~(y=0)—-0<y) Fs eV = (7 = @)]
5. 2(y=0)—=>0<y [MP(3,4)]
6.0<y [MP(1,5)]
7.0<y—(0<y V y<0) Fs ¢ — oV
8.0<y Vy<o [MP(6,7)]

Por lo que Fg ¢(0).

2. Supongamos que Fgz #y — (z <y V y < x), veamos que
Fsa' #£y— (@' <y vV y<a)

-) Notemos que si x = y entonces

Lz<a [inciso (m)]
2.x=y— (z<a s y<a) [(A7) para o(z,z) := 2 < 2/
Jox<a sy<a [MP usando la hipotesis |
4.y <a [MP(1,3)]
S.y<a — (' <y v y<a) Fs ¢ = (¥ V)
6.2 <y VvV y<da [MP(4,5)]




) Si x # y, entonces por hipotesis inductiva tenemos que z <y V y < x.

i) Si y < z se tiene que

l.y<z
2.z <

Jy<z— (z<2 -y<a)

4.y <

S.y<a w2 <y Vvy<a

6.2 <y vV y<a

Astquez £y y<zhkga' <y VvV y<a.

ii) Si x < y, entonces

T <y
o' #y
x<y—a <y
4.2 <y
5.2 <y vV a=y

w N =

6.2 <y VvV 2 =y— (2
7.0 <y
8.2 <y Vv y<a

Asiquex #y o <yksa’' <y V y<a

#£y—a <y)

[Hipotesis]

[inciso (m)]

[inciso (b)]

[MP utilazando 1y 2]
[Fs o =¥Vl
[MP(4,5)]

[Hipotesis]

[Hipotesis]

[inciso (k)]

[MP (1,3)]

[4 es la abreviacion de 5]

Fs @V —= (= — )]

[MP usando 5 y 2]

Fs ¢ — ¢ V1 y MP usando 7]

Sabemos que si ¢ Fg By ¥ Fg 8 entonces ¢ V¢ Fg S. Como tenemos que = # v,y < x kg
¥ <y V y<aytambién que x # ¢, x <yhtga’ <y V y < 2, entonces concluimos que
Ay, e<yVy<zhbga <yVy<a' Asipor-)y-)tenemostgz’' £y —a' <yVy<az.
Por el Principio de induccién concluimos que Fg (Vz)x #y — x <y V y < z, y por Gen tenemos
que Fg (Vz)(Vy)z # y > x <y V y < . Como tenemos que x,y no ocurren en los términos
t,r, entonces usando la regla de particularizacion (A4) tenemos que

Fst#r—t<r VvV r<t

Proposicion 3.11. En S se cumple lo siguiente:

a) Para cualquier k € N, Fgx =0 V-

d') Para cualquier k € Ny p € FORM, kg ¢(0) A
b) Para cualquier natural k >0, Fgx =0 V---

V') Para cualquier natural k >0 y ¢ € FORM,
(Va)(z < k — ¢(z))
z)

Fs@(0) A (1) A
c) Fs ((Vzx

A ok —1) ¢

metalenguaje sobre k € N.

ko<

)z <y =) A (Vo) x>y = P()) = (Y

Demostracion. a) Probemos que Fg x = 0 V ---

|

p(I) A=A (k) & (Vo)(2 < k — o(x))

Ve=k—1loz<k

(p(z) Vi(z))

V 2 = k < z < k por induccién en el

1. Analicemos el caso k = 0. Probaremos que que Fg x =0+ z <0
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-) Supongamos que x = 0.

l.z=0 [Hipotesis]
22.2=0—-2=0V <0 Fs @ — oV
3.x=0V 2<0 [MP(1,2)]
4. 2<0 [4 es la abreviacion de 3]

AsiqueFgz=0—=2<0

--) Supongamos que x < 0.

l.z>0 [(i) Prop. 3.10]
2.2<0 [Hipotesis|
3.2<0ANz>0 [Si Fs ¢y kg entonces Fg o A1)
4. 2<0ANz>0—=2=0 [(Z') Prop. 3.10]
5. 2=0 [MP(3,4)]

Asiquetger <0—z=0
Por lo que de -) y --) concluimos que g x =0 <> x < 0.
2. Supongamos que Fs =0 V---V 2=k <z <k

i) Supongamos que Fgx =0 V---V =k V z=k+ 1.
Notemos que si, = k + 1, entonces g x < k + 1 pues se cumple que
Fox< m V = m
Si se tiene que x =0 V---V x = k, entonces por Hipotesis inductiva se cumpliré que
Fex=0V---Vz=k—>a<k.
Por (n) de la Proposicién 3.10 se cumple que kg k < k + 1, entonces kg k < k + 1,

asi que:
lLz=0V---V 2=k [Hipotesis]
222=0V---Vao=k—r<k [Hipotesis Inductival
3.x<k [MP(1,2)]
4 k<k+1
5.0<k—(k<k+1l—oz<k+1) [(f) Prop. 3.10]
6.2 <k+1 [MP usando 3 y 4]

PorloqueFsz =0 V...V 2=k Vaor=k+1—oa<k+1
ii) Supongamos que Fgx < k+1
Comotgz<k+1, entonceskFgx<k+1V x=k+1
Notemos que si x = k + 1 entonces g z =0 \/...\/ac:E\/a:—k—i—lpuessabemos
que Fg o = YV .

Ahora, si x < k + 1, recordemos que, por definicion k + 1 := (k)’, asi que g = < (k)’
Lz < (k) [Hipotesis]
2. < (k) w2 <k [(1) Prop. 3.10]
3.x<k [MP(1,2)]
4x<k—x=0V...Vr=Fk [HI]
50=0V...Vz=k [MP(3,4)]
6.x=0V..Vo=k—=r=0V..Voz=kVao=k+1l [Fsp— oV
7.0=0V...Vz=k Vao=k+1 [MP(5,6)]




Por lo tanto gz =0 V...V =4k V x=Fk+ 1. Asi hemos probado que
Fsx=0V..Va=kV aex=k+1leoz<k+1

Por lo tanto, para toda k € N
Fsz=0V..Vz=koz<k

a’) Probemos que Fg ¢(0) A ¢(1) A---A @(k) + (Vo)(z < k — ¢(x)) por induccién en el
metalenguaje sobre k € N.

1. Para k = 0 veamos que Fg ¢(0) <> (Vz)(z <0 — p(z))

-) Supongamos que Fg ¢(0) y que Fg 2 <0

1.2 <0 [Hipotesis|
222<0—=2x=0 [Inciso a]
3.2=0 IMP(1,2)]
4.2 =0 (p(0) = ¢(z)) [AT']
5. ¢(0) [Hipotesis|
6. p(z) [MP usando 3, 4 y 5]

Asi, por el teorema de la deduccion tenemos que Fg 2 < 0 — ¢(x), usando Gen
concluimos que Fg (Vz)(z < 0 — ¢(x)).
Por lo tanto, g ¢(0) = (Vz)(x < 0 — ¢(z)).

--) Supongamos que Fg (Vz)(z <0 — ¢(x)).

Como 0 es libre para x en la formula (z < 0 — ¢(z)), entonces por la regla de
particularizacion (A4) se cumple que Fg 0 < 0 — (0) ademas:

1.0=0 st =1]
20=0—(0=0Vv0<0) Fsvy— (vVB))
3.0=0v0<0 [MP usando 1y 2]
4.0<0 [Abreviacion de 3]
5.0 <0 — o(0)

6. »(0) [MP usando 4 y 5]

Por lo tanto g (Vz)(z < 0 — ¢(x)) — ¢(0)

Asi que
Fs (0) & (Vo) (z < 0 = ¢(2))

2. Supongamos que Fg p(0) A ... A p(k) < (Vo) (z <k =< o(z))

I) Supongamos que Fg @(0) A ... Ap(k)Ap(k+1)yquebgz <k+1.

lL.z<k+1 [Hipotesis|
2.2 <k+1—=2=0V...Ve=kVax=k+1 [inciso a)]
3.x=0V...Vz=kVz=k+1 [MP usando 1y 2]
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i)Siz=0V...Vvz=k

e RS

10.

[inciso a)
[MP usando 4 y i)

[Hipotesis

[MP usando 6 y 7
[Regla A4

]

]

]

[Hipotesis Inductival
]

]

[MP 5y §]

[AT]
[Hipotesis|

[MP usando 5 y 4

]
[Hipotesis]
]

[MP usando 7y 6

De i) y ii) concluimos que kg ¢(z), asi que pr el teorema de la deduccion tenemos que
Fs o <k+1— ¢(z), aplicando Gen, concluimos que Fg (Vz)(z < k+ 1 — ¢(x))

1)

Supongamos que Fg (Vz)(z < k+ 1 — ¢(x)).
Notemos que para i € {0,1,..

.,k + 1} se tiene que ¢ es un término libre para = en

la formula z < k 4+ 1 — ¢(x), entonces por la regla de particularizacion A4 se cunple
que Fs i < k+1 — ¢(i). Ademas también se cumple que Fg i < k+ 1, asi que,

aplicando MP concluimos que g ¢(i) para i € {0, 1, ..

Fs@(O)A ... Ap(E) Ap(k+1)

., k+ 1}, asi que

De I) y II) concluimos que Fg @(0) A ... A p(k) Ap(k+1) < (Vz)(z <k +1— p(x))

Asi que, para k € Ny ¢ € FORM se cumple que

Fs ©(0) Ao Ap(k) = (Vo) (z < &k — p(2))

[Hipotesis]

[MP(1,2)]

[(n) Prop. 3.10]

(h) Prop. 3.10]

[MP usando 3y 4]

b) Veamos primero que Fs =0 V...V 2=k —1 — 2 < k.
Por a) tenemos que Fg =0 V...V e =k—-1—>2<k—1.
lLLz=0V...V2z=k—1
222=0V..Voe=k—-1—-2<k-1
3. r<k-1
4. k—1<k
5.0<k—-1—=(k—-1<k—z<k) [
6.z <k
Por lo tanto
Fsx=0V..Ve=k—1—2<k




Ahora veamos que sz <k =2 =0 V...V z =k — 1

lL.z<k [Hipotesis]
2.x<k—=(r=kV z<k) Fs ¢ — vV
.=k Va<k [MP(1,2)]
4.2 <k [4 es la abreviacion de 3]
5.x<k—=r=0V...Voz=k-1V o=k [Partea)]
6.r=0V...Voz=k—1V o=k [MP(5,6)]

Si g = k entonces como g = < k se tiene que g (3w)w #0 A z +w = k, por la Regla C
tenemos que Fg b#0 A x+b=Fk AsiqueFsxz =k A o +b=Fk, porloqueblgax+b=uz,
y como Fg x +b =x — b = 0, entonces por MP se tiene que Fg b = 0. Asi que Fg b # 0y
Fs b =0 lo que es una contradiccién. Por lo tanto se tiene que Fg x # k.

Recordando que g ¢ V¢ — (=) — @) tenemos que
Fsz=0V...Voa=k—1Vao=k—(z#k—2=0 V...V z=Fk—1),y, aplicando MP
dos veces tenemos que Fg =0 V...V z =k — 1. Por lo tanto

Fex<k—xz=0V...V2o=k—1

Asi que concluimos que

Fex=0V..Ve=k—1sz<k

b’) Se prueba de manera analoga a a’)

¢) Queremos probar que
Fs (Vo)(z <y — ¢(z) N (Vo)(x >y — ¢P(z))) = (Vo) (e(x) V(z)). Veamos que
(V) <y — (@) A (F2)(& >y — $(@) s (F2)(p(z) V ¥(2)).
Notemos que si ocurriera que Fg 2 = y, entonces

1. (Vx)(z >y — ¢¥(x)) [Hipotesis]
2. x>y —Y(x) [(A4) y MP pues x es libre para x]
J.x=y [Hipotesis]
d.y<zx Vax=y [Fse—=1vVeyMP]
5. x>y [4 es a abreviacion de 3]
6. 1(x) [MP(4,2)]
7. (@) V() Fsa—8vayMP]
8. (Va)(p(x) vV ¥ (x)) [Gen(7)]

Por lo tanto, si Fg = = y se tiene que

(Vo) (z <y = p(x)) A (Vo) (z =y = P(@))) Fs (Vo) (0(z) A ()
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Ahora supongamos que Fg = # y

1. (Va)(z <y — p(z)) [Hipotesis|
2. (Vz)(x >y — 9Y(z)) [Hipotesis|
3. (¥2)(2 < y = p() = (2)r <y = ()p(z)  [Fs (Va)(a =) = (Va)a = (Y2)y)]
4. (Vo)x <y — (Vx)p(z) [MP(1,3)]
S5.x#y [Hipotesis|
6.r#y—ac<y Vy<c [(0) Prop 3.10]
Tz<y Vy<zx [MP(5,6)]
8. (Vz)(x <y V y<ux) [Gen(7)]
9. Vz)(zx <y Vy<z)—= ((Vr)r<y VvV (Vx)y <z) Fs (Vz)(aVy) = (Vr)a Vv (Vx)y)]
10. (Vz)zr <y vV (Vo)y <z [MP(8,9)]

Si kg (Vz)r <y, entonces

11. (Vz)z <y [Hipotesis]
12. (Vz)p(z) [MP(4,11)]
13. (Vo)p(x) = (Vo)p(z) vV (Vo)i(z) [Fs o= avp
14. (Vx)p(z) VvV (Vz)i(x) [MP(12,13)]
15. (Va)p(z) v (Vo)p(z) = (Ve)e(z) V () [Fs (Ve)aV (Vr)y) — (Va)(a V)]
16. (Vz)p(z) vV ¢(x) [MP(14,15)]

El caso g (Vz)y < x es analogo.
Por lo tanto, si Fg x # y se tiene que

(Vo)(z <y = () A (Vo) (z >y = p(x))) bs (Vo) (o(2) V ib(x))
En la prueba las aplicaciones de Gen no se hicieron a férmulas que dependen de la férmula
(Vz)(z <y = p(x)) N (Vx)(z >y — 1(z))), asi que por el teorema de la deduccion tenemos
que

Fs (Vo) (z <y = () A (Vo) (z 2y = (2))) = (Vo) (p(z) V(z))

Proposicion 3.12. Los siguientes dos, son teoremas de S':

a) Induccion fuerte:
Fs (Vo) (F2)(2 < @ = 9(2)) = 9(@)) = (Vo) ().
Es decir, si se tiene una propiedad P tal q para cualquier x, P se satisface para los ele-
mentos menores que x, entonces P se cumple para x, asi, se concluye que P se cumple
para todo x.

b) Principio del menor nimero:

Fs (Fx)e(z) = Cy)ely) A (V2)(z <y —= —p(2).
Es decir, si P se cumple para algin x, entonces existe el menor elemento que cumple la
propiedad P.

Demostracion. Probemos a).
Sea y(x) := (Vz)(z < & — ¢(z)). y supongamos que g (Vz)((V2)(z < x = ¢(z)) = ¢(z))

1. (V2)((V2)(z < x — ¢(2)) = ¢(x)) [Hipotesis|




Notemos que 0 es libre para x en la formula (Vz)(z < x — ¢(z)) — ¢(z), asi que por la regla
de particularizacion (A4) se tiene que
(V) ((V2)(z <z — p(2)) Fs (V2)(2 < 0 = ¢(2)) = ¢(0). Asi que

2. (V2)(z < 0= p(2)) = ¢(0)
3.24£0 [(z) Prop. 3.10]
4. 24 0= (2<0— p(z)) [Fs —a — (a— )]
5.2<0 = p(2) [MP(3,4)]
6. (V2)(z <0 — ¢(2)) [Gen (5)]
7. ¢(0) [MP(2,6)]
8. p(0) = (V2)(2 <0 = p(2)) [Parte a’) Prop. 3.11]
9. (V2)(2 <0 — ¢(2)) [MP(7,8)]
10. ~(0) 10 es la abreviacion de 9

Ast que (Vz)((V2)(z <z — ¢(2)) = ¢(z)) Fs 7(0)
Probemos ahora que (Vz)((Vz)(z < 2 — ¢(2)) = ¢(z)),v(z) Fs y(2)

1. (Vx)((V2)(z < — ¢(2)) = ¢(x)) [Hipotesis]
2. (V2)(z <z — ¢(2)) [Hipotesis|

Notemos ahora que z es libre para z en la formula z < x — ¢(z), asi que por (A4) se cumple
que Fg z <z — ¢(z). Entonces

3.z2<z—p(2)

4. z<a2' —wz2<z [(1) Prop. 3.10]
boz<t s z2<r > (252> 0(2) = (<2 = ¢(2) [Fsa—=B—((B—v)—= (a— 1))
6. 2 < — p(2) [MP usando 4 y 3]
7. (V2)(z < 2’ = ¢(2)) [Gen(6)]

Notemos que 2’ es libre para z en la formula (Vz)(z < 2 — ¢(2)) — ¢(x), asi que por (A4) se
cumple que kg (Vz)(z < 2’ — ¢(z)) — p(2’). Entonces

8. (V2)(z <2’ — ¢(2)) — p(z)

9. () MP(7,9)
10. 2 <2’ - 2<4a/ Fsa—a
1. <2’ 5 z<a’ v z2=1 [abreviacion de z < 2]
12,2 = 2 > (p(&') = 9(2)) (A7)
13.2=2" -2 =2 [(b) Prop. 3.4
4. z = 2" — (p(2') — ¢(2)) Fsa—=p—= ((B—1vY) = (a— 1))y MP usando 13 y 12
15. z =2/ — p(2) Fs(a—= (B—1v)) = (8= (a— 1))y MP usando 14 y 9
16. z=12"— p(z) N z2<2' = ¢(2) [si Fsay kg, ent, FsaAp
17.2=2" Vv 2z <2 = ¢(2) Fs (@ —=Y)A(B—=1vY)) = (aVp) — 1)y MP usando 16
18.2 <2’ — ¢(2) [abreviacion de 2 < 2’

19. y(z")

Por lo tanto (Vz)((Vz)(z < z — ¢(2)) = ¢(2)),v(z) Fg v(z).




CAPITULO 3. ARITMETICA DE PEANO -

Asi, por el principio de induccién matemaética, tenemos que
(Vz)((V2)(z <@ — ¢(2)) = ¢(2)) Fs (Vo)y(2), es decir,

(Vo) ((V2)(z <z = ¢(2)) = ¢(2)) Fs (V2)(V2)(2 < 2 = ¢(2)).

Como z es libre para x en la formula (Vz(z < = — ¢(z))), entonces por la regla de particulari-
zacion (A4) se cumple que (Vz)((Vz)(z <z = ¢(2)) = ¢(z)) Fs (V2)(z < 2 — ¢(2)). Como x
es libre para z en la formula z < x — ¢(z), entonces por la regla de particularizacion (A4) se
cumple que (Vz)((Vz)(z <z — ¢(2)) — ¢(z)) Fs x < & — ¢(z). Pero sabemos que g = < z,
asi que, aplicando MP tenemos que (Vz)((Vz)(z < x — ¢(2)) — ¢(z)) Fs ¢(x). Si aplicamos
Gen tenemos que (Vz)((Vz)(z < z — ¢(2)) = ¢(2)) Fs (Vz)p(z).

Por dltimo, las aplicaciones de Gen en la prueba no dependen de la formula

(Vx)((V2)(z <z — p(2)) — ¢(x)), asi que, por el teorema de la deduccion concluimos que

Fs (Vo) ((V2) (2 <z = ¢(2)) = ¢(2)) = (Va)p(z)

Definicién 3.13. A la formula bien formada (3z)(s = t- z) la abreviaremos t|s donde z € VAR
es la primera que no ocurre en los términos ¢ y r.

Proposicion 3.14. Las siguientes formulas son teoremas en S para t,r,s € TERM

(a) t|t (e) s£0 A t|sst<s
(b) 1|t (f) tls A s|t = s=t
(c) t0 (g) tls = t[(r-s)

(d) tls A slr— tlr (h) tls A tlr — t|(s+71)

Demostracion. (a) Notemos que por (b) de la Proposicion 3.7 se cumple que bg ¢ = t-1. Ahora
bien, 1 es libre para z en la féormula ¢(z) := t =t - z, entonces por la regla (E4) tenemos que
©(1) g (32)p(2), es decir,

t=t-1tg (32t =tz
Por lo que t|t.

(b) Sabemos que Fg t -1 = 1 - ¢, también, por (b) de la Proposicién 3.7 se cumple que
Fst=t-1. Por (c) de la Proposicion 3.4 se tiene que gt =¢t-1— (t-1=1-t >t =1-¢). Si
ocupamos MP dos veces tenemos que gt =1 -t.

Ahora, si denotamos p(z) :=t = 1-z. Se cumple que ¢ es libre para = en ¢(z), entonces, por
la regla (E4) se tiene que ¢(t) Fg (3x)p(x), asi por el teorema de la deduccién, se tiene que
o(t) = (Fz)p(x), y si ocupamos MP concluimos que Fg (3z)p(z), es decir, kg (Fz)t =1 - z.
Por lo que 1]t.




(f)
1. (Fz)(s=t-2)
2. (Fw)(t=s-w)
3.s=t-a
4.t=s-b
S5.t=s-b—=>t-a=(s-b)-a
6.t-a=(s-b)-a
7.s=t-a—=(t-a=(s-b)-a—s=(s-b)-a)
8.s=(s-b)-a
9.s=(s"b)ra—>1=b-a
10.1=b-a
11.1=b-a—(b=1 A a=1)
12.0=1
13.b=1—s-b=s-1
4. s-b=s-1
15.s-1=3s
16.s-b=s-1—=(s-1=s5s—>s-b=s)
17.5-b=
18.t=sb—=>(s:b=s—>t=s)
19.t=s
20.t=5—=s5=t

[\
—_

.s=1

Porlo que Fgt|s A st > s=t

(9)

1. t|s

2. (Fw)s =t

3.5=1-a
4.s=t-a—r-s=r-(t-a)
5.r-s=r-(t-a)

[pues #[s]
[pues s|t]
[Regla C a 1]
[Regla C a 2]
[(k) Prop. 3.4]

[MP(4,5)]

[(c) Prop. 3.4]

[MP usando 3 y 6]

[(i) Prop. 3.7]

[MP(8,9)]

[(g) Prop. 3.7]

[MP usando 11 y eliminacién de la conjuncion]
[(0) Prop. 3.4]

[MP(12,13)]

[(b) Prop. 3.7]

[(c) Prop. 3.4]

[MP usando 14 y 15]

(c) Prop. 3.4

[MP usando 4 y 17]

[(b) Prop. 3.4]

[MP(19,20)]

Hipotesis

[2 es la abreviacion de 1]
[Regla C a 2]

[(0) Prop. 3.4]

MP(3,4)]

Entonces si ¢(z) :=r-s=1-z, se cumple que ¢ - a es libre para z en ¢(z), entonces por la regla

(E4) se tiene que

6.7r-s=r-(t-a)—= 3)r-s=r-z
7.(3)r-s=r-z
8. t|(r - s)

[Regla (E4)]
[MP(5,6)]

[8 es la abreviacion de 7]

Por lo tanto t|s Fg t|(r - s), y por el teorema de la deduccion se cumple que Fg t|s — t|(r - s).
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(h)

e
w N = O

© 0 NP U AW N

C(Fw)r=t-w
.(F)s=t-z

r=t-a

s=t-b
s=t-b—=s+r=(t-b)+r
s+r=(t-b)+r
r=t-a—=t-b+r=t-b+t-a
t-b+r=t-b+t-a

s+r=@t-b)+r—=(t-b+r=t-b+t-a—=s+r=t-b+t-a)
.s+r=t-b+t-a

t-b+t-a=t-(b+a)
sH+r=t-btt-a— (t-b+t-a=tlb+a)>s+r=t-(b+a))
.s+r=t-(b+a)

[Pues t|r

[Pues t|
[Regla C a1
[Regla C a 2
[(e) Prop. 3.4

[MP(4,5)

[MP(3,7)

[(c) Prop. 3.4

[MP usando 6 y 8
[distributividad

]
]
]
]
]
]
[(i) Prop. 3.4]
]
]
]
]
]
]

[(c) Prop. 3.4

[MP usando 10 y 11

Entonces si ¢(z) :== s+ r =t -z, se cample que b+ a es libre para x en ¢(z), entonces por la
regla (E4) se tiene que

4. s+r=t-(b+a)—
15. (Fx)s+r=t-x
16. t|(r + s)

(Fx)s+r=t-zx

[Regla (E4)]
[MP(13,14)]

[16 es la abreviacion de 15]

Proposicion 3.15. En S es vdlido el algoritmo de la division, es decir:
Fsy#0— (Fu)(F)[z=y-ut+vA(v<y)
up A v =uv1)]

Demostracion. Sea p(x) :=

1l.y#0
2.y-0=0
3.y-0+0=y-0
4.9y-0+0=0
5.yZ0—=y>0
6.y>0
7.0=y-040

8.0=y-0+0 A y>0
9. (F)0=y-04+v ANv<y)
10. (Fu)(Fv)0=y-u+v Av<y)

Suponiendo que y # 0, tenemos que Fg ¢(0).

A Vup) (Vo) ((x =y - up +v1 A (v1 < y))

(Fu)(Fv)(r=y-u+v A v <y). Supongamos que y # 0.

[Hipotesis]
[(S7)]
[(S5)]

[Parte (c¢) Prop. 3.4 y MP usando 3y 2]

[Parte (u) Prop. 3.10]
MP(1,4)
[Parte (c) Prop. 3.4 y MP usando 3 y 2|

[Inclusién de la conjuncion |

[(E4)]
[(E4)]

—u =




Ahora, supongamos que kg ¢(x), es decir, Fg (Fu)(Fv)(z =y -u+v ANv<y)

L Fu)@)(zr=y-u+v Av<y) [Hipotesis]
2. () (z=y-atv ANv<y) [Regla C]
.x=y-a+b ANb<y [Regla C]
4.b<y FsaAB— By MP con 3|
5.0 <y [Parte (k) Prop. 3.10 y MP con 4]
6.0 <y Vvib=y [5 es la abreviacion de 6]
i) Sibv <y
T.x=y-a+b FsaApB— ay MP con 3
8.2 =(y-a+b) [(S2’) y MP con 7]
9.y-a+b =(y a+b) [(S67)]
10. 2" =y-a+V [Parte (d) Prop. 3.4 y MP con 8 y 9]
1.2 =y-a+b ANV <y
12. (F)(@' =y-a+v A v<y) [Regla E4]
13. (Fu)B)(@' =y -ut+v A v<y) [Regla E4]
4.V <y— Fu)@v)(@ =y-ut+v A v<y) [Teorema de la deduccion]
i) Sib =y
7.2 =y -a+? [Se deduce 7’ de manera analoga a 1)]
§.b=y—> @ =y-a+t 22" =y-a+y) [(AT)]
9.2 ' =y-aty [MP con ii) y 7" ]
0. y=y-1 [Parte (b) Prop. 3.7]
1. 2'=y-a+ty-1 [(A7) y MP con 10" y 9’]
12 y-(a+1)=y-a+y-1 [Distributividad]
13. 2=y -(a+1) [Parte (d) Prop. 3.4 y MP con 11’ y 12]
4. 0<y [Pues y # 0]
15. 2/ =y -(a+1)+0 [ (c) Prop 3.4 y MP usando (S5’) y 13’]
6.2 =y-(a+1)+0 A 0<y
17 ()@ =y-(a+1)+v A v<y) [Regla E4]
18, (Fu) ()@ =y-u+v A v<y) [Regla E4]
190 =y = Fu)@) (@ =y-ut+v A v<y) [Teorema de la deduccion]

Asi, tenemos que Fg b’ <y — (Fu)(Fv)(2' =y-u+v A v<y)yque
Fsb =y — (Fu)(Fv)(@’ =y-u+v A v<y), porlo que

|—5 v o<

y VUV =y— G =y -u+v A v < y), ocupando MP tenemos que

Fs (Fu)(Fv)(2' =y-u+v A v <y) siempre que y # 0 es decir,
Fsy#0— (Fu)(Fv)(2' =y-u+v A v<y),y por el teorema de la deduccion, se tiene que

Fs o(x) =

(2", y por el principio de induccién, podemos concluir que Fg (Va)p(x).

Ahora suponiendo que (z =y-u+v A v <y) demostremos que
(r=y-ur+vi AN vuy<y)bFsu=u; N v=ui.
Por la parte (p) de la Proposicion 3.10 tenemos que Fsu=u; V u<wu; V uy < u.
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1. Siu=u
Por (S5’) tenemos que x = y-u+v = (x =y-u; +v1 = y-u+v=y-u; +v1), aplicando
MP con las hipétesis se tiene que Fg y-u+v =9y -u; + v1.
Por (A Fsu=u; — (y-u+v =y -ur+v1 - y-u +v=1y-us + v1), aplicando
MP obtenemos que Fg y - u; +v = y - u; + v1.Por la cancelacion de la suma tenemos que
Fsy-ui+v=y9y-u; +vi —v=wy,y por MP se cumple que v = v;

2. Si u < uy, entonces por definiciéon se tiene que

Fs (Gw)(u+w =wu; A w#0). Ocupando la regla C tenemos que g u+a =u; A a # 0.
Por (A7) tenemos que u+a=u; = (y-u+v=y-u1+v1i = y-u+v=y-(ut+a)+vi),y,
aplicando MP se tiene que g y-u+v = y- (u+ a)+ v1. Por la distributividad de la suma,
tenemos que Fg y - (u+a) + vy =y-u-+y-a+ vy, asi por la parte (c¢) de la Proposicion
3.4 y MP, tenemos que Fg y-u+v =9y -u-+1y-a+ v;. Aplicando otra vez la cancelacién
de la suma y MP tenemos que Fg v =19 -a + v;.

Como kg a # 0, entonces por la parte (t) de la Proposicion 3.10 y MP tenemos que
Fs y-a > y. También, por la parte (r) de la Proposicion 3.10 se tiene que kg y-a+v; > y-a.
Usando la parte (b) de la Proposicion 3.10 tenemos que g y - a + v; > y. Usando (A7)
tenemos que Fg v = y-a+wv; = (y-a+vy >y — v >y),y por MP concluimos que
Fsv>y. Asique,Fgv >y A v <y lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Fg u £ uq

3. Si u; < uw de manera analoga a 2. podemos concluir que Fg u; £ u

De 1.,2. y 3. podemos concluir que g v = wuq, por lo que Fg v = v1,

asi que Fgu=u; A v=nuy.

Por el teorema de la deduccién podemos concluir que Fg x = y-u; +v1 A v1 <y — u =
u1 A v =wv1,y, aplicando Gen, concluimos que

Fo Vu))(Vo)(x=y-ur+v AN vp<y—u=u A v=up)
n

Hasta ahora, a partir de nuestros 9 axiomas aceptados en S hemos podido definir conceptos y
demostrar propiedades basicas de la teoria de ntimeros. Asi como lo hicimos durante este capitulo
es posible definir distintos conceptos que usualmente se manejan en la teoria de ntimeros (por
ejemplo el concepto de z™) asociando férmulas bien formadas en S a dichos conceptos, asi, nos
damos cuenta que todo lo que se trabaja respecto a la teoria de ntimeros siempre tiene una base
logica bien fundamentada.

En la siguiente parte de este trabajo, trataremos de encontrar una relacién entre las funciones
y relaciones de la metateoria (los ntimeros naturales) con lo que hemos trabajado de la teoria S
y, a través de esto poder probar los teoremas de incompletitud.




Capitulo 4

Funciones recursivas

4.1. Funciones y relaciones ntimero teéricas

En este capitulo cuando hablemos de los nimeros naturales, nos referimos al conjunto de
ntmeros N de la metateoria.

Definicién 4.1. Una funcién nimero-tedrica es una funcion f: N* — N.

Ejemplo 5. Las funciones f; : N2 — Ntal que paran,m € N, fy(n,m) =n+my f : N> — N
tal que para n,m € N, f.(n,m) = n-m son funciones ntmero tedricas.

Definicién 4.2. Si R C N” decimos que R es una relaciéon nimero-tedrica.

Ejemplo 6. Larelacion < de los nimeros naturales es una relaciéon niimero-teérica, pues definimos
< como:
<={(n,m) eN"GreN:n+r=m A r#0}

Observacion 4.1. Si tenemos una relacion R C N” para ky,...,k, € N, R(k1, ..., k,) representa

el hecho de que (kq,...,k,) € R.

Definicion 4.3. Sea K una teoria en el lenguaje £ 4 de la aritmética. Decimos que una relacién
nimero tedrica R de n argumentos es expresable en K si y solo si existe una férmula bien
formada ¢(x1,...,2,) de K donde x1,...,x, son variables libres tal que, para cualesquiera
ki,...,k, € N se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. Si R(ki,...,k,) es verdadera, entonces Fx (ki ..., k).
2. Si R(k1,...,ky) es falsa, entonces Fx —@(k1,. .., kn).
Ejemplos 1. Veamos unos ejemplos de relaciones expresables.

1. La relacién de igualdad de los ntimeros naturales es expresable en S.
Veamos ¢p(x1,22) 1= A3(x1,22) := (r1 = 22) € FORM es la formula que expresa a a
relacion de igualdad de N. Sean ki, ko € N.

i. Supongamos que k1 = ks.
Por la Observacion 3.4 se tiene que como ki = ks, entonces Fg ki = ko, es decir,
Fs ki, k2)

ii. Supongamos que k1 # ks.
Como ky # ks, entonces por la parte i. del inciso a) de la Proposicion 3.8 se tiene
que bg ki # kn, es decir, Fg —p(k1, k2)

Por lo tanto, la relacién de igualdad de N es expresable en S.
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2. La relacion < es expresable en S por la formula
o(x1,x2) = (21 < m2) := (Fw)(w#0 AN w+ 1z =129) € FORM

i.

il.

Supongamos que ki < ks.

Como k1 < ko, entonces existe n € N tal que n #0y k1 +n = ko.

Como k1+n = ks entonces por la Observacion 3.4 se tiene que Fg ki + n = ko. Ahora,
por la parte 4. del inciso a) de la Proposicién 3.8 se tiene que Fg ki +n = ki +7, si
usamos (S1') y MP tenemos que Fg ky + 7 = k.

Como n # 0 entonces por la parte . del inciso a) de la Proposicion 3.8 se tiene que
Fsm # 0, es decir Fg 7 # 0.

Asi, tenemos que Fg m # 0 A ki +7 = ko, entonces por la regla (E4) concluimos que
Fs (Gw)(w #0 A ki +w = k), es decir kg k; < k. Por lo tanto

Fs ok, k2)

Supongamos que k1 £ ko.

Como ki £ ko, entonces ko < k1 V k1 = ko.

Si ko < k1, analogo a i. tendriamos que g ko < k1. Por la parte (c) de la Proposicion
3.10 tenemos que Fg ko < ki — k1 £ ko, asi por MP, g ki ¢ ko, es decir,

s (ki k2)

Si k1 = kg, entonces por la Observacion 3.8 tenemos que kg k; = ky. Supongamos
que Fg k1 < ko. Por (A7) se cumple que Fg ky = ko — (k1 < kg — ko < kg), y si
aplicamos MP dos veces tenemos que kg ko < ko. Por la parte (a) de la Proposicion
3.10 se tiene que Fg ko e ko, asi que Fg ko < ko A ko e ko lo cual es una contradiccion,
por lo que g k1 £ kg, es decir,

Fs —p(ki, ko)

Por lo tanto, la relacién < de N es expresable en S.

Observacion 4.2. Si R es una relaciéon niimero-teodrica que es expresable en una teorfa K, entonces
R es expresable en cualquier extension de K.

Demostracion. Sea K' una extension de la teoria K, entonces para 3 € FORM se tiene que si
Fx 8 entonces g/ 3.
Como R es expresable en K entonces existe p(z1,...,x,) € FORM tal que para ky,...,k, € N

se cumple:

1. Si R(ki,...,ky,) es verdadera, entonces Fg (ki ..., k)

2. Si R(k1,...,ky) es falsa, entonces Fx —@(ki1, ..., kn)

Demostremos que R es expresable en K.
Veamos que ¢(z1,...,T,) € FORM es la que necesitamos para probarlo.

I. Si R(k1,...,ky) es verdadera, entonces por 1. g ¢(k1,...,k,), y como K’ es extension,
entonces, Frr @(k1,..., kp).

II. Si R(ky,...,kn) es falsa, entonces por 2. Fg —p(k1,...,kn), y como K’ es extension,
entonces, Frr —p(ki, ..., kn).

Por lo tanto, R es expresable en K.




- 4.1. FUNCIONES Y RELACIONES NUMERO TEORICAS

Definicién 4.4. Sea K una teoria con igualdad en el lenguaje £ 4 de la aritmética. Una funcién
nimero-teérica de n argumentos es representable en K si y solo si existe

o(r1, ..., xn,y) € FORM, donde z1,...,z,,y son variables libres, donde para ki,...,k, € N
se cumple que:

1. Si f(ki,...,kn) =m, entonces Fx p(ki, ..., ky,m).

Si en esta definicion reemplazamos la condicién 2. por

2. Fr (Gy)e(x1, ..., 20, y)
decimos que f es fuertemente representable en K.

Observacion 4.3. Si f es fuertemente representable, entonces f es representable.

Demostracion. Como f es fuertemente representable, entonces existe p(z1, ..., Zn,y) € FORM
con xy,...,x, variables libres en ¢ donde para ki,...,k, € N se cumplen 1. y 2’. de la Defi-
niciéon 4.4.Veamos que f es representable, proponemos a ¢((z1,...,%n,y) como la formula que
buscamos.

Por hipotesis, ya se cumple 1. de la Definicion 4.4.

Demostremos que Fr (319)p(k1, ..., kn,y).

Por hipétesis, se cumple 2., es decir, Fg (F1y)e(x1,. .., T, y). Si aplicamos Gen n veces tene-
mos que Fg (Vz1)(Vze) ... (Vo) (31y)e(z1, ..., 2n,y). Notemos que para i € {1,...,n}, x; es
libre en @(z1,...,2n,y), es decir, ; no esta al alcance de (Vz). Asi que, se cumple que k; es
libre para x; en ¢(z1,...,2T,,y). Entonces por la regla de particularizacion (A4) se tiene que
(Vz1)(Vz2) ... (Vo) (Fiy)e(z1, . . . 20, y) Fr (Y22) ... (Vo) (Fhy) ek, - - . 20, ).

Si volvemos aplicar la regla (A4) n — 1 veces, tenemos que

l_K (313/)90(1?17 e 7@7 y)

Por lo tanto, f es representable en K. [

Proposicion 4.5 (V.H. Dyson). Si una funcién nimero-tedrica f : N* — N es representable
en K, entonces [ es fuertemente representable en K.

Demostracion. Supongamos que f : N — N es representable en K
por o(x1,...,Tpn,y) € FORM, donde z1,...,x,,y son variables libres.
Demostremos que f es fuertemente representable en K.

Proponemos la siguiente 8(x1,...,zy,,y) € FORM:

/8($17 s ’$N7y) = ([(Elly)sp(xb <oy Iy y)] A 90(1:17 s 7xn7y)) v (_'[(Elly)(p(xl’ cees l‘n,y)] Ny = 0)

Demostremos que f es fuertemente representable en k por B(z1,...,Tn,y).
Sean ki,...,k, € N.

1. Supongamos que f(k1,...,k,) = m. Demostremos que Fx B(ky,. .., ky,m).
Como f(ki,...,kn) =my f esrepresentable en K por ¢(x1,...,Zn,y), entonces por 1. y 2 de
la Definicion 4.4 tenemos que Fg o(k1,...,ky,m) y Fr (31y)o(k1, ..., kn,y) respectivamente,
asi que
Fr [(Fiy)elkrs . kny)] A (k.. kp,m)

Sabemos que para «a,y € FORM, Fx a — a V7, asi que, podemos concluir que

Fr ((G)ekr, -k, 9)] A @(Ery ek, m)) Vo ([(Gry)e(es o 2n,y) A T =0])

es decir: o o
Fr Bk, ..., kn,m)
2’. Demostremos que Fg (31y)B(x1, ..., Tn,Yy)
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i) Supongamos que Fg (31y)p(z1, ..., xn, y),entonces

L. (Hly)w('xla <o L, y)

[Hipotesis|

G, xny) A (Vo) (YY) (o1, .. Tn, @) A@(T1, .00, Ty y) = T =)
[1 es la abreviacion de 2]

(Ely)gﬁ(l‘l, cee s Tpy y)

Fr aAy — a

4. o(x1,...,2pn,b)

[Regla C]

(Gry)e(@r, . zn,y)] A (21,20, b)

[

Si bFx ay Fi v entonces Fr aAvl

6. (G10)o@nr- . 2 y)] A @@rr. . znib) V (A[@)eer, . zn )] Ab=0)
Fr a— aVAy

7. B(xlv"'7$n7b)

[Abreviacion de 6]

8. (Jy)B(x1, ..., xn,y)
[Regla E4]

Por lo tanto
l_K (ay)ﬁ(xla o 7*Tn7y)

Ahora, supongamos que Fx B(z1,...,2n,u) A B(21,...,Tn,y). Como g B(x1, ..., T, u),
entonces

Fr ([(Giy)e(z, .2, 9)] A @(x1, .. zn,uw) V (2[(Gy)e(xr, ... 20,b)] Au=0)

Sitx —-[(F1y)e(x1,. .., 2y, b)]Au = 0, entonces se cumpliria que Fx =[(F1y)e (21, - .., Tn, Y)],

pero estamos suponiendo que F g (F1y)@(x1, ..., Tn,y), porlo que Fx =(=[(Fry)e(z1, .- s Tn, Y)])-
Recordando que si a,y7 € FORM, Fg aV vy — (—y — «) podemos concluir que

Fr [(Giy)e(z, ..., zn,y)] A o(T1,. .., 20, u), asi que
Fr o(x1, ... 20, u)
De manera anéloga podemos obtener que
Fr o(z1,...,Tn,Yy)

Como Fg (Hy)gp(wlv s 7xnay) N (Vw)(Vy)(go(wl, s ,$n,l‘) A QD(':EI) ce ,$n7y)) - =Y,

entonces
Fr o(x1, ..., on,u) ANo(1,...,Tn,y) = u =1y, es decir
Fru=y
Por lo tanto S(z1,...,zn,u) A B(z1,...,2n,y) Fx u = y. Usando el teorema de la

deducciéon y Gen dos veces, tenemos que

l_K (Vu)(Vy)ﬂ(:Ul,,xn,u) N B(xla"'axnay) — U=y

Ya tenemos que Fx (3y)B(z1,...,2n,y) y que
Fr (Yu)(My)B(x1, ... xn,u) A B(x1,...,Tn,y) = u =y, entonces concluimos que

l_K (aly)ﬂ(xlv <oy In, y)
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Asi concluimos que

l_K (31?/)90(3317 oo 7:1:7L7y) — (Elly)ﬁ(mla o 7xn7y)

ii) Supongamos que Fx =(Fr1y)e(x1, ..., Tn,Y).
Sabemos que Fx 0 =0, asi que Fx —~(F1y)¢(x1,...,2n,y) A 0=0, por lo que

Fr ([Giy)e(zr, .. s xn,y)] A ez, 20,0) V ([(F1y)e(x1, ..., 20, y)] A0 = 0), es
decir Fg B(x1,...,2p,0).
Como 0 es libre para y en B(z1,...,zy,0), por la regla E4 se tiene que

I_I( (Hy)ﬁ(ﬂUl, e 7xn7y)

Ahora, supongamos que Fx (1, ..., xn,u) A B(21,...,Tn,y). Como Fg B(x1, ..., T, u),
entonces

Fr ([(Giy)e(z, .20, 9)] A o(x1, ... zn,uw) V (5[(Gy)e(xr, ... 20, b)] Au=0)

Siocurriera que g [(F1y)p(z1, .-, Tn, Y)] A @(21, ..., Tn, u), entonces F g (F1y)o(x1, ..., Tn,Y)

pero por hipétesis tenemos que Fx —(31y)o(x1, ..., Ty, y), asi que

Fr =([(Ziy)e(@, - xn,y)] A @(x1,...,2n,u)), y asi,

Fr (5[(Ziy)e(z1, ..., 20, b)) Au=0), por lo tanto Fx u = 0.

De manera analoga, se puede obtener que kg y = 0. Asi, se tiene que Fx u =y

Por lo tanto f(x1,...,zn,u) A B(z1,...,2n,y) Fx u = y. Usando el teorema de la
deducciéon y Gen dos veces, tenemos que

l_K (vu)(vy)/@<x177xnau) N 5(1'17"'73;7173/) —u=y

Asi que
I_I( (Hly)5($1, ey Iy y)

Asi, (F1y)—@(x1, ... 20, y) Fr (31y)B(z1, ..., Tn,y) v por el Teorema de la deduccion se
tiene que
Fr (Giy)—e(z1, ... 20, y) = (F1y)B(x1, ... 20, Y)

De i) y ii) tenemos que kg (F1y)p(z1, ..., 20, y) = (F1y)B(x1, ..., 2n,y) ¥ que
Fr (Fiy)—p(x1, ... 20, y) = (31y)B(x1, ..., T, y). Sabemos que si a,y € FORM,
Frx ((d =) A (ma — 7)) — 7, entonces con lo que tenemos y MP, concluimos que

l_K (Hly)ﬁ(mla s ,l'n,y)

Por lo tanto f es fuertemente representable. [

Ahora veamos unos ejemplos de funciones nimero tedricas que son representables.

Ejemplos 2. Las siguientes funciones son representables en una teoria K con igualdad del len-
guaje L4.

a. La funcion cero en los naturales, definida como Z : N — N tal que Z(z) = 0.
Consideremos la siguiente ¢(x1,y) € FORM tal que ¢(z1,y) := (x1 =21 A y =0). Sean
xz,m e N.

1. Supongamos que Z(z) = m, demostremos que Fx (T, M), es decir, veamos que
bk ZT=7T A m=0.
Tenemos que Z(z) = 0 por definiciéon y que Z(x) = m por hipotesis, asi que m = 0,
ademas por la Observaciéon 3.4 se tiene que Fx m = 0 y también tenemos que
Fkxz=Z,asiquetFx =2 AN m=0.
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2. Demostremos que Fg (31y)p (T, y).
Sabemos que Fx T =T y que Fx 0 = 0, entonces Fx T =T A 0 = 0, entonces por
la regla (E4) se tiene que Fg (Jy)(T =7 A y=0).
Ahora, supongamos que Fxg (Z=7T A v=0)yquekg (Z=7 A u=0).
Demostremos que v = u.
Se tiene que Fx v =0 A u =0, asi que Fx v = u.
Por lo tanto se cumple que Fx (F1y)p(T,y)

Asi que, Z es representable en K.

b. La funcién sucesor, definida como N : N — N tal que N(xz) = x + 1 es representable en
K por la formula ¢(z1,y) := (y = 2}). En efecto para x, m € N se tiene que:

1. Si N(x) = m, entonces m = x+1y por la Observacion 3.4 se tiene que Fx m = x + 1.
Por el inciso ii. de la Proposicion 3.8 y (¢) de la Proposicion 3.4 se cumple que
Fx m =7Z + 1. Asi, recordando (a) de la Proposicién 3.7 tenemos que Fx T+ 1 =17
Por lo que concluimos que Fx m = T, es decir i o(Z, M)

2. Por (a) de la Proposicion 3.7 tenemos que Fx x1 + 1 = 2, por la regla (E4) se
tiene que b (Jy)(y = 2)) y usando (d) de la Proposicion 3.4 podemos concluir que
Fr (Fiy)(y = 21), ast, Fre (Fiy)e(z1,y)

Por lo que N es representable en K.

c. La funcién proyeccion, definida como U}' : N — N tal que U;‘(xl,...,xn) = xj es
representable en K por la formula p(x1,...,20,y) == (1 =21 A A2y =25 A Yy = 2j)

d. Seang:N™ — N h; : N* — N, ..., h,;, : N — N funciones fuertemente representables
en K por las formulas ¢(x1,...,Zm,2), B1(T1, -, Tny Y1), - - s Bm (X1, .. ., Tp), TesSpectiva-
mente. Definimos la funcion f : N — N tal que

flxi, .. xm) =g(hi(z1, ..oy xn), .o s hm (1, . oo ).

Decimos que obtenemos f por sustituciéon a partir de g, hy, ..., hy. Como probamos ense-
guida, f es fuertemente representable en K por la formula

V(@1 Tm, 2) = (3y1) - Gym) (Br(x1y oy o, y1)A AP (21, T ) AR(YL, - Y,y 2))

Sean k1,...,kmn,p € N

1. Para j € {1,...,m} denotemos a hj(z1,...,x,) = rj. Supongamos que
f(k1,...,km) = p, entonces se tiene que g(r1,...,7n) = p. Como h;(x1,...,2,) =7}
y Bj(z1,..., %y, y1) representa a h; en K, tenemos que Fx B3;(k1, ..., ky,7;). Como
g(r1,...,rm) =py o(1,...,Tm, 2) representa a g en K entonces Fx ©(71,...,7m,D)-

Asi que Fr B1(k1, ..ok, T A A Bkt - ki, Tm) A 0(TT, . .., Tm, D), asi, por la
regla (E4) se cumple que

|_K r)/(kil?"'?kjm?ﬁ)

2. Como Bj(x1,...,Tn, Y1) representa a h; en K se cumple que g (Jy;)B(x1, ..., Tm, y;)
paraj € {1,...,m}. Astquetx (3y1) ... Fym)B1(21, -+, Tns Y1) ABm(T15 - -+, Ty Yim)-
Como ¢(x1,...,2Tm,2) representa a g en K entonces Fx (32)p(z1, ..., Tm,2).

Ahora, supongamos que Fx Y(x1,...,2m,u) ¥y Fx v(x1,...,2m,v), veamos que
u=u.
Como kg vy(x1,...,Tm,u), entonces es teorema en K:

By1) - Gym)(Br(z1, sy Y1) Ao o A BT, -+ Ty YUm) A @Y1y -+ Yms ) (1)
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Si aplicamos la regla C a (1) m veces tenemos que

Fr ﬁl(iltl,...,l’n,bl)/\.../\Bm(iltl,...,l’n,bm)/\(p(bl,...,bm,u)

Como kg y(x1,...,Tm,v), entonces es teorema en K:

(Fy1) - Fym) Br(z1, ooy T Y1) A e A BTy - oy Ty Um) A (Y1, -+, Ym,yv)) (2)

Si aplicamos la regla C a (2) m veces tenemos que

Fr Bi(x1, .. yxn, 1) Ao A Bm(T1, oy @y Cm) A (et ..oy Cm,0)

Sabemos que para j € {1,...,m}, Fr (J1y;)B;(x1,...,Tm,y;) ¥y como tenemos que
Fr Bj(x1,...,2n,b1) ¥ Fr Bj(x1,...,2n,¢j), concluimos que b; = ¢;. Como kg
o(c1y...,Cm,v), si aplicamos (A7) m veces tenemos que Fx @(b1,...,bn,v) pero
también tenemos que Fx ©(b1,..., by, u), y, como @(z1,...,Tm,2) representa a g en
K se tiene que Fg (312)(p(z1,. .., Tm, 2)) concluimos que Fx u = v.
Por lo tanto

Fr (Fi2)v(x1, ... 2m, 2)

De 1. y 2. concluimos que f es fuertemente representable en K.

Definicién 4.6. Sea R una relaciéon de n argumentos, definimos la funcion caracteristica
Cr:N" — {0,1} como sigue:

Chr(x ) = 0 si R(z1,...,z,) es verdadera
R U B R(z1,...,x,) es falsa

Proposicién 4.7. Si K es una teoria con igualdad en el lenguaje L 4 tal que - 0 # 1, entonces
una relacion nidmero-tedrica R es expresable en K si y solo si C'r es representable en K.

Demostracion. Supongamos que R es expresable en K por una formula o(z1,...,z,) € FORM.
Veamos que Cg es representable en K.
Proponemos la férmula

(1, T, y) = (o1, ) Ay =0) V (mp(x1, ..., 20) Ay = 1).
Sean ki,...,k,,m € N.

1. Supongamos que Cg(k1,...,k,) =m

i. Si m = 1, entonces Cg(k1,...,k,) = 1, asi que R(ki,...,ky,) es falsa y como R es
representable, entonces g —p(k1,...,kn), ademas sabemos que Fx 1 = 1, asi que
i —p(k1, ..., kn) AT =1. Entonces podemos concluir que

Fie (kL. k) AT=0)V (mp(kr, ... k) AT =T1)

es decir o o
Fr ¥(ky,. .., kn,1).
ii. Si m =0, entonces Cr(k1,...,k,) =0, asi que R(k1,...,ky,) es verdadera y como R
es representable, entonces Fx ¢(k1,. .., k,), ademas sabemos que Fx 0 = 0, asi que

Fx o(k1,...,k,) AO = 0. Entonces podemos concluir que

Fr (p(kt, - kn) ANO=0)V (mp(k1,. .., ky) AO=1)

es decir o o
|_K ¢(k17 DRI kna O)
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Entonces, si Cr(k1,...,k,) = m se cumple que g ¥ (kq, ..., kn,m)

2. Sin pérdida de generalidad supongamos que Cr(k1,...,k,) = 0, entonces por 1. tenemos
que Fx ¥(k1,...,kn,0), y por la regla (E4) se cumple que

Ahora supongamos que Fx ¥(ki, ..., kn,y) v Fr (ki, ..., kn,x).
Como R es expresable en K y R(ki,...,k,) es verdadera entonces, Fx (ki ..., ky), asi
que g (ki ..., ky), entonces - ==k, ..., k,) Vy # 1, por lo que
Fi =(=o(k, ... kn) Ay =1). Como Fg ¥(ki,...,kn,vy), entonces

i (1, k) Ay = 0)V (mp(kt, ... kn) Ay = 1) Recordando que Fx VB = -8 = «
y utilizando MP concluimos que g (o(k1, ..., ky) Ay = 0).
De la misma manera al razonamiento anterior podemos deducir que (¢(k1, . . ., ky) Az = 0).
Entonces Fx y =0y Fx x =0, asi que Fx = y Por lo tanto

Fx (Ellyﬁb(kil? ) kn) y)
Asi, Cg es representable en K.

Supongamos ahora que Cr es representable por una formula ¢(z1,...,2z,,y) € FORM.
Veamos que R es expresable en K. Proponemos a la formula (x4, ..., z,,0). Sean k1, ..., k, € N

1. Si R es verdadera, entonces por definicion de Cg se tiene que Cr(ki,...,ky,) =0, y como
CR es representable en K obtenemos que g (K1, ..., kp,0).

2. Si R es falsa, entonces Cr(k1,...,ky) =1y como Cr es representable en K, se tiene que
i o(ki, ..., kn,1). Ademés también sabemos que Fx (F1y)@(k1, ..., kn,y), es decir

Fr Gk - kn, y) A (V) (Y0) ((k1, - -k, u) A (ke ..k, u) — u =)

Como g (Yu) (Vo) (p(kt, ..., kn,u) Ap(kt, ... kn,u) = u = v)y ademas 0,1 son términos
libres para u y v respectlvamente por la regla (A4) tenemos que

l_K @(E,,E,O)/\g@(kfh,kn,i)%O:T

Si suponemos que Fx o(ky,. .., ky,,0), entonces tendriamos que
Fr ok, ... kn, 0) Ap(ky, .. , 1), asi que por MP se cumpliria que Fx 0 = 1, pero por
hipotesis tenemos que Fg 0 7& 1. Por lo tanto Fx —p(kq,. .., ks, 0).

K
Fon

Asi, R es expresable en K. n

4.2. Funciones y relaciones recursivas

En la seccion anterior estudiamos la representabilidad y expresabilidad de funciones y rela-
ciones namero-tedricas. En esta nos enfocaremos en estudiar una clase especifica de funciones y
relaciones ntimero-tedricas: las recursivas.

Primero veamos qué son las funciones y relaciones recursivas y el proceso que seguimos para
obtenerlas. Comencemos estudiando las siguientes funciones ntimero-teéricas

Definicion 4.8. 1. Llamamos a las siguientes funciones ntimero-teéricas funciones iniciales:

I. La funcion cero Z : N — N tal que para x € N, Z(x) = 0.
II. La funcion sucesor S : N — N tal que para z € N, S(x) =z + 1.
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III.

Las funciones proyecciéon P : N* — N tal que para (z1,...,z,) € N”
Pl (z1,...,xpn) = ;.

2. La siguientes son reglas para obtener funciones ntimero-teéricas a partir de las funciones
iniciales:

IV.

VI

Regla de sustitucion: f: N" — N tal que

flxr, ..o xn) =glhi(z1, .y xn), - hm (21, - - Ty))

Donde g : N™ — Ny parai € {1,...,m} h; : N* — N. Decimos que obtenemos f
por sustitucion de las funciones g y h;

Regla de recursion: Si g : N — Ny h : N**2 — N, entonces definimos
la funcion f : N**! — N como:

f(xlv"'axnao) :g(xlw"awn)

f($17---a$my+1) :h(xlu"'7xn)y7f(x17"'al‘n7y))

Para el caso en el que n = 0 tenemos que

f(0) =k, donde k € N

fly+1) ="y, f(y))

Decimos que obtenemos f de g y h por recursiéon y a xq, ...,z los llamamos para-
metros de la recursion.

Regla del p— Operador restringido: Supongase que g : N™ — N y que para cuales-
quiera x1, ...,y € N se tiene que existe al menos un y € N tal que

g(x1,...,2n,y) = 0. Denotaremos por uyo (g(a;l, ey Ty Yo) = O) al menor yy € N tal
que g(x1,...,Tn,y0) = 0.

Sea f:N" — Ndonde f(z1,...,2n) = pyo(9(21, ..., Zn, yo) = 0).

Decimos que obtenemos f a partir de g a través del p—operador restringido siempre
que se cumplan las condiciones para g.

En general podemos aplicar la regla del y—operador restringido para cualquier rela-
cion.

Para cualquier relacion R(z1,. .., Ty, y), denotamos por pyo (R(l’l, ey Ty, y)) al me-
nor yo € N tal que R(x1,...,Z,,y0) es verdadera, siempre que exista al menos un
y € N en la que se cumple R(x1,...,2Zn,y)

3. Una funcién f es una funcion primitiva recursiva si'y solo si puede ser obtenida a partir
de las funciones iniciales aplicando un ntimero finito de veces las reglas IV y V, es decir
si existe una sucesion de funciones fy,..., f, tales que f, = f y parai € {0,...,n} f; es
una funcién inicial o f; surge de las funciones anteriores de la sucesiéon por aplicaciones de
las reglas IV o V.

4. Decimos que una funcién f es recursiva si es obtenida de las funciones iniciales con un
numero finito de aplicaciones de las reglas IV, V y VI, Asi, toda funcién primitiva recursiva
es recursiva.

Nota. De aqui en adelante, se hara saber al lector cuando sea necesario la distincién entre funcién
recursiva primitiva y funcién recursiva.

Ejemplos 3. Cuando construimos funciones recursivas, la idea siempre es partir de funciones
iniciales y aplicar las reglas IV, V y VI de la Definicion 4.8. Veamos algunos ejemplos:
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a)

Si tomamos las funciones iniciales S : N — N tal que S(n) = n+1y P§ : N> — N tal que
Pg’ (m,n,r) = r podemos obtener una nueva funcién primitiva recursiva con la composicion
de S con P3, asi definimos h : N¥ — N tal que h(m,n,r) = S(P§(m,n,r)) = S(r) = r+1.

La funcion f; : N2 — N tal que fi(m,n) = m + n es una funcién primitiva recursiva, en
efecto:
Podemos definir a f; utilizando la regla de V de recursién como sigue:

film,0) = Pl(m)
film,n+1) = h(m,n, fi(m,n))

Donde h : N3 — N es la funcién primitiva recursiva expuesta en el inciso a), asi tenemos
que
fi(m,0) = Pl(m)=m
fitmyn+1) = S(P§(m,n, fi(m,n))) = fi(m,n) +1

La funcién fo : N> — N tal que fa(m,n) = mn es una funcién primitiva recursiva. En
efecto, notemos primero lo siguiente:

En el inciso b) vimos que f; : N2 — N tal que fi(m,n) = m + n es primitiva recursiva.
Si definimos la funcion h : N3 — N tal que h(m,n,r) = f1(P3(m,n,r), P§(m,n,r)). h se
obtiene por sustitucion de las funciones f1, P{ y PJ, entonces como P} y Pg’ son funciones
iniciales y f1 es primitiva recursiva, entonces h es primitiva recursiva.

Ahora, definamos la funcion fo utilizando la regla de recursion:

fo(m,0) = Z(m)
fa(m,n+1) = h(m,n, fa(m,n))

Pero h(m,n, fa(m,n)) = fi(P(m,n, fo(m,n)), P3(m,n, fa(m,n))), es decir,
h(m7n’7 f2(m7n)) = fl(m7 f2(m7n)) Ast que:

fg(m,O): 0
fa(m,n+1) = fi(m, f2(m,n))

Por lo que fy es una funcién recursiva.

2

La funcion g : N — N tal que g(n) = n” es primitiva recursiva pues podemos definir a g

de la siguiente manera:

g(n) = fo(P{ (n), PL(n))
Es decir obtuvimos g por sustitucion de la funcién primitiva recursiva fo y la funcién inicial
Pll, por lo tanto g es primitiva recursiva.

La funcién f : N2 — N tal que f(m,n) = m? + mn es primitiva recursiva, en efecto,
definamos a f de la siguiente manera:

f(m7n) = f2(P12(m>n)vf1(m’n))

Asi, f se obtiene por sustitucién de las funciones fa, PZ y f1, por lo que f es primitiva
recursiva.

La funcién f : N2 — N tal que f(n,p) = ¢ donde ¢ es el menor ntimero tal que

n + g = 0 modd p donde n,p € N, se tiene que f es recursiva. En efecto:

Notemos que para n,p,q € N, por el algoritmo de la divisién se cumple que existen tinicos
z,7 € N tales que n + ¢ = pz+r con 0 < r < p. Entonces podemos definir la funciéon
g :N?> — N tal que g(n,p,q) = r donde r es el residuo de dividir n + ¢ por p.

Asi podemos definir a f : N> — N tal que f(n,p) = uqo(g(n,p,qo0) = r), asi, f se obtuvo
a partir de g a través del u—operador restringido.
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Proposiciéon 4.9. Sea g : N¥ — N wuna funcion recursiva. Sean x1,...,x, € N variables
distintas, y para 1 < i < k, sea z; alguna de las variables x1,...,x,. Entonces la funcion
f:N*" — N tal que f(x1,...,2n) = g(21,...,2k) €s una funcion recursiva.

Demostracion. Como para 1 <1 < k, z; es alguna de las variables z1, ..., z,, podemos denotar,
para 1 < i < k, z; = x;,, entonces se tiene que z; = P]’l‘(a:l,,xn) Asi, se cumple que
9(z1, .y 2k) = g(Pﬁ (T1,e oy Tp)y .- ,P}Z(fl«"l, ..., Ty)). Pero teniamos que

flx1,...,xn) = g(z1,. .., 2k), entonces,

f(@1, . mn) = g(Ph (21, -y @), oo, Pl (21,000, 200))

Sabemos que g es recursiva y Pj, son funciones iniciales, asi que f se obtiene por sustitucion de
las funciones g y Pj,, por lo tanto, f es recursiva. [

Ejemplos 4. Podemos usar la proposicién anterior para definir nuevas funciones recursivas a
partir de funciones ya conocidas:

1. Anadir variables tontas: Si g : N> — N es recursiva y definimos f : N3 — N tal que
f(z1,29,23) = g(x1,22) entonces f es recursiva, en efecto, por la Proposicion 4.9 si z; = x4
y 22 = xg, se tiene que la funcion f(x1,x2,x3) = g(21, 22) es recursiva.

2. Permutar variables: Si g : N> — N es recursiva y definimos f : N> — N tal que
f(x1, 29, x3) = g(x3, 21, x2), entonces f es recursiva pues por la proposicion 4.9 considera-
mos 21 = 3,29 = X1 Yy 23 = X2.

3. Identificar variables: Si la funcién g : N> — N es una funcién recursiva, entonces, la
funcion f: N2 — N tal que f(z1,22) = g(x1, 22, 1) también es recursiva pues podemos
considerar z; = x1,22 = X2 ¥ 23 = x1 y aplicamos la Proposicién 4.9.

Proposicion 4.10. La siguientes funciones nimero-tedricas son recursivas:
a) fi(z,y) =z +y
b) fa(z,y) = zy

¢) La funcion constante para k € N:
Cr(x) =k

d) fg(l‘,y) =a¥

e) La funcion antecesor §:

xr—1 st x>0

5(x)_{ 0 si 2=0
f) La funcion resta:

sy st x>y

v y—{ 0 st x <y

g) La funcion distancia:
rT—Yy St T>Y

|x—y|:{ y—x st rz<y

h) La funcion signo:
(2) = 0 s2 =0
SIEI=U1 si w40

1 st =0

Y 8’9(:”):{ 0 si o#0
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j) fa(x) = !

k) La funcion minimo:

min(z,y) := el minimo de x ey

) min(zy,...,x,)

m) La funcion mdzimo:

max(x,y) := el mdzimo de x ey

n) max(xi,...,Tn)

0) La funcion residuo:

rm(z,y) := el residuo de la division de y por x

p) La funcion cociente:

qt(z,y) := el cociente de la division de y por x

Demostracion. Ya probamos en los Ejemplos 3 (incisos b) y ¢)) que las funciones fi, fo son

recursivas.

)

Podemos definir a C}, de manera recursiva como sigue:

Cy(0) = &
Cr(y+1) = Py, Cr(y)).

Como P% es funcién inicial, entonces Cy, es funciéon recursiva.

Podemos definir a f3 de manera recursiva como sigue:

fg(ﬂf,O) = Cl(ﬂj) =1
f3(.%',y+ 1) - f2($,f3($,y))-

Como C1(x) y fa son funciones recursivas, podemos concluir que f3 es una funcion recur-
siva.

Podemos definir a § de manera recursiva como sigue:

5(0)= Z(0)=0
S(y+1)= Py, 0(y)).

Como Z(x) y P? son funciones iniciales, podemos concluir que § es una funcién recursiva.
Definimos a x—y de manera recursiva:

r—0= Pl(x)
z—(y+1)= d(z—y).

Podemos definir a |z — y| de la siguiente manera:
[z —yl = filz—y,y—2).
Asi |z — y| se obtiene de sustitucion de las funciones recursivas fi y x—y.
Denotemos f(z,y) := x—y. Podemos definir a sg de la siguiente manera:
sg(x) = f(P{ (x),6(x)).
Es decir:
sg(r) = x=5(x).

Asi, sg se obtuvo por sustitucion de las funciones f, P11 y 9, que son funciones recursivas,
por lo tanto, sg es recursiva.
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i)

n)

Denotemos f(z,y) := x—y. Podemos definir a 5g de la siguiente manera:

5g(x) = f(Ci(x), sg(x)).

Es decir:

s9(x) = 1-5g(a).
Asi, 5g se obtuvo por sustituciéon de las funciones f,C y sg, que son funciones recursivas,
por lo tanto, 5g es recursiva.

Definamos f; de manera recursiva como sigue:

fa(0)= 1
faly+1) = fafa(y), S(y)).

Es decir:
fa(0)= 1
faly+1) = (fa(y)(y+1).

Como, fo es recursiva y S es funcién inicial, podemos concluir que f4 es recursiva.

Denotemos f(x,y) := x—y. Podemos definir a min como sigue:

min(:c,y) - f(Plz(l'ay): f(:U:y))?

es decir:
min(z,y) = - (2-y).

Asi, min se obtuvo por sustitucién de las funciones f y PZ, por lo que min es recursiva.

Hagamos la prueba por induccién sobre n.

Para n = 2, ya sabemos que min(z1,z2) es funcion recursiva.

Ahora, supongamos que min(zy,...,x,) es recursiva.

Demostremos que min(x1, ..., T,, Tni+1) €S recursiva.

Sea f(x1,...,%n, Tpy1) = min(zy,...,x,) Por la proposicion 4.9 tenemos que

f:N"*l 5 N es una funcién recursiva. Ahora, podemos definir a min(x1, ..., Tn, Tni1)
de la siguiente manera:

. _ : n+1
min(z1, ..., Tn, Tng1) = min(f(21, ..., Tn, Tng1), Pyl (21,0, Ty Tng1)).-
Es decir:
min(xy, ..., Tn, Tpy1) = min(min(zy, ..., Ty), Tntl).
Asi, min(x1, ..., Ty, Tpe1) se obtuvo por sustitucion de las funciones f y PT?j—_ll Por tanto
min(xy,...,Tn, Tny1) es recursiva. Asi que min(xy,...,x,) es recursiva.

Denotemos f(z,y) := x—y. Podemos definir a maz de la siguiente manera:

maz(z,y) = f1(Pi(z,y), f(z,y)).

Es decir:
maz(z,y) =y + (z—y).

mazx se obtuvo por sustituciéon de las funciones fi, P22 v f, que son recursivas, por tanto,
mazr es recursiva.

De manera analoga a 1), podemos probar que maz(x1,...,z,) es recursiva.
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o) Notemos que si 7(x,y) = r y qt(x,y) = ¢q entonces se cumple que, por el algoritmo de la
division en los nimeros naturales, y = gx+r donde 0 < r < x, entonces, y+1 = gz+(r+1).
Como r < z entonces r + 1 < z.

e Sir+ 1< x entonces tenemos que rm(z,y +1) =r+ 1y gt(z,y) = .

e Sir+1 = xentonces y+1 = g+ 2z = x(¢+ 1), asi que rm(z,y +1) =0y
gt(z,y+1)=q+1

Con esto en mente podemos definir a rm de manera recursiva:

rm(z,0) = 0
rm(z,y+1) = fa(S(rm(z,y)), sg(|z — S(rm(z,y))])),

donde f3, S, sg, |z — y| son funciones recursivas, por tanto rm es recursiva.

p) Con el desarrollo de o) podemos definir a ¢t de manera recursiva:

qt(z,0)= 0
qt(x7y+ 1) - fl(qt(x7y)7@<‘x - S(rm(m,y))\)),

donde f1,S,35g, |x — y|, 7m son funciones recursivas, por tanto gt es recursiva.
|

Definiciéon 4.11. Dadas expresiones para relaciones numero-tebricas, es posible aplicar los
conectivos del calculo proposicional para obtener nuevas relaciones. Si Rj, Ry son relaciones
numero-tedricas, entonces:

1. Ri N Rj es una relaciéon que se cumple siempre que Ry y Ro se cumplan.
2. = R; es una relaciéon que se cumple siempre que R no se cumpla.
3. Ry V R es una relacion que se cumple siempre que se cumpla alguna de las dos relaciones.

4. R = Ry es una relacién que se cumple si siempre que R; se cumpla, Ry también se

cumple.
5. Denotamos como (Vy)y<.R(z1,...,%n,y) a la relacion: Para toda y si y < z, entonces
R(z1,...,x,,y) se cumple. Lo llamamos cuantificador acotado.

6. Se define el p-operador acotado:

el menor y < z para el cual si existe tal y

Wyy<R(z1,...,2n,y) = R(z1,...,Zn,y) se cumple
z en cualquier otro caso

Observacion 4.4. También se pueden generar de manera anéloga a 5. de la definicién anterior
las relaciones

(Vy)y<zR(x1,. .., %n,Y), (FY)y<zR(x1, ..., 20, Y) ¥ (Fy)y<R(z1,. .., Tn,y).

Definiciéon 4.12. Una relacion namero-teorica r C N™ se llama relacién primitiva recursiva (o
recursiva) si y solo si su funcion caracteristica Cr es una funcion primitiva recursiva (o recursiva).
Como caso particular un conjunto A de nimeros naturales es primitivo recursivo (o recursivo)
si y solo si su funcion caracteristica C4 es primitiva recursiva (o recursiva).

Ejemplos 5. Las siguientes son ejemplos de relaciones recursivas:
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1. La relacion x1 = 29 en N2, La funcion caracteristica de la igualdad, que llamamos
C— : N2 — {0, 1} esta dada por:

0 si x1=a9

C=(21,2) :{ 1 si z1 # zo.

Podemos definir a C— de la siguiente manera:
C—(z1,x2) = sg(|x1 — z2]).

De esta manera, C— se obtuvo por sustitucion de las funciones sg y |r; — x2| que son
funciones recursivas, asi, C— es recursiva. Por tanto, la igualdad es una relacién recursiva.

2. La relacion z1 < zo en N? pues su funciéon caracteristica C- se puede definir como:

Co(z1,22) = @(962;961)-

Observacion 4.5. La definiciéon de relacion recursiva se puede utilizar para definir cuando un
conjunto es recursivo. Decimos que A C N es recursivo si la funcién caracteristica de A es funcion
recursiva. FEn este caso, la funcién caracteristica de un conjunto es la funcién caracteristica de
la relacién “ € A”.

Ejemplo 7. a. N es un conjunto recursivo pues su funcién caracteristica es la funcion cero.

b. ) es recursivo pues su funcion caracteristica es una funciéon constante.

La siguiente proposicién nos permite obtener nuevas relaciones recursivas a partir de rela-
ciones recursivas dadas. No se pondré la prueba en este texto, pero puede ser consultada en la
proposicion 3.18 de las paginas 180-181 de [1].

Proposicion 4.13. Las relaciones obtenidas de relaciones primitivas recursivas (o recursivas)
a través de los conectivos del calculo proposicional y los cuantificadores acotados también so
relaciones primitivas recursivas (o recursivas). Ademds, las aplicaciones de los p-operadores
acotados nos llevan de relaciones primitivas recursivas (o recursivas) a funciones primitivas
recursivas (o recursivas).

Lema 4.14 (La S—funciéon de Godel). Si :N?> — N es tal que
B(a,b,¢c) = rm(1+(c+1)-b,a), entonces B es una funcion primitiva recursiva y B es fuertemente
representable en S por la siguiente formula Bt(x1,x9,x3,Y):

(Fw)(z1 =0+ (23 +1) - 22) w+y A y<1l+(z3+1)-29).
Demostracion. Para x1,x2,x3 € VAR, notemos lo siguiente:

i) Por la proposicion 3.15, se cumple que
Fsyr #0 = (Jy)Bw)[zr = y1-w+y A (y < y1) A (Vwr)(Vy2) (1 = y1 - w1 +y2 A (Y2 <
y1)) = w = w; Ay = y2)]. Usando la notacion de la Definicion 1.5 tenemos que
Fsyr # 0= Giy)Gw)[zr =y w+y Ay <yi) AVw)((@1 =y w1 +y2A (Y2 < 1)) =
w = wi].
Asi, tenemos que Fg y1 # 0 — (F1y) Fw)xr =y1-w+y A (y < y1)-

ii) Por (S3’) sabemos que para t € TERM Fg t' # 0 y por la Proposicion 3.7 inciso (a)
tenemos que Fg ¢t + 1 = ¢/, entonces podemos deducir que g t + 1 # 0. Asi, para
t:= (x3+ 1) x9, se tiene que g (3 + 1) - w2 + 1 # 0, es decir, Fg 1+ (3 + 1) - 22 # 0.
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iii) Para r:= 1+ (w3 + 1) - x2, por ii) tenemos que kg r # 0, ademas r es libre para y; en la
formula Fg y1 # 0 — (F1y)(Fw)x1 = y1 - w+ y A (y < y1). Entonces por la regla (A4) se
cumple que Fg r # 0 — (F1y)(Fw)xy =r-w+ y A (y < r), y usando MP tenemos que
Fs (Fhy)(Bw)zr =r-w+y A (y <r), es decir

Fg (Elly)(Elw)[xl = (T-i- (1’3 +T) . .CCQ) W+ YA (y < (T-f— (xg +T) . 1’2)]

De iii) concluimos que
Fs (Giy)Bt(21, 22,23, y)

Como queremos probar que 3(a, b, ¢) es fuertemente representable por la formula Bt(z1, z2, z3,y),
entonces para ki, ko, k3, m € N probaremos:

1. Si B(k1, ko, k3) = m entonces g Bt(k1, ka2, k3, ).
2. ks (F1y)Bt(x1, x2, 23,Y)

Acabamos de demostrar 2. Resta probar 1.

Supongamos que 3(ki, k2, k3) = m. Demostremos que g Bt(k1, ko, k3, m).

Como [(ky, ke, k3) = m, entonces rm(1 + (ks + 1) - ko, k1) = m, asi, por el algoritmo de la
division se tiene que existe un unico k € N tal que k; = (1 4 (k3 + 1) - k2) - k + m, ademas
’I’I’L<1+(k‘3+1)'k‘2.

Como ki = (14 (ks + 1) - k2) - kK 4+ m, entonces por la Observacion 3.4 se cumple que

Fs k1 = (1+ (k3 + 1) - ko) - k +m. También, por la Proposiciéon 3.8 inciso a) ii. se cumple que
Fo (14 (ks +1) ko) -k+m= 1+ (ks +1)-ks) -k +m. Entonces tenemos que

Fs ki =T+ (ks+1) ko) k+m. (4.1)

En los Ejemplos 1. inciso 2. vimos que la relaciéon < es expresable en S por la formula
o(z1,22) == (21 < 22) := (F2)(# # 0 A z+4 21 = 2z2), asi que como m < 1+ (k3 + 1) - ko,
entonces, Fg m < 1+ (kg + 1) - ko. También, por la Proposicién 3.8 inciso a) ii. se cumple que
Fs 1+ (k3+1) ke =1+ (k3 + 1) - k2. Entonces tenemos que

Fsm <14 (k3+1) - ko. (4.2)
De (4.1) y (4.2) podemos concluir que
Foki=04 (ks +1) ko) -k4+m A m<1+ (k3+1) ko

Ahora, si p(w) ==k = (T4 (ks +1) - k2) - w+m A m <1+ (k3 + 1) ko, se tiene que m es
libre para w en @(w), entonces por la regla (E4) se cumple que

p(m) s (Fw)p(w).

Pero p(m) :=k1 = (1+ (ks +1) - ko) - k+m A m <1+ (ks + 1) - ke, asi que, ocupando MP
concluimos que

Fo Gw)(k1 = T+ (k3 +1) ko) -w+m A m< T+ (ks +1) - ka).

Es decir: L

|_S Bt(kla k27 k37 m)
Por lo tanto, la funcién recursiva 3 es fuertemente representable en S por la férmula Bt. [
Lema 4.15. Para cualquier sucesion de nidmeros naturales ko, ki1, ..., ky, existen nimeros natu-

rales b, ¢ tales que, para 0 <i <mn, B(b,c,i) = k;
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Demostracion. Sea j = max(n, ko, k1,...,ky) y proponemos ¢ = j!. Consideremos para

0 < i < n los nameros u; = 1 + (i + 1) - ¢. Los nameros u; son primos relativos dos a dos, es
decir, si I,m € N son tales que 0 < [ < m < n, entonces el maximo comun divisor de u; y
U es 1. En efecto, si p es un primo tal que plu; y p|un,, entonces p|(u, — u;). Notemos que
U —u=(14+(m+1)-¢)—(14+(+1)-¢) = (m—1)-c. Entonces se cumple que p|(m —1) - c.
Ahora, se cumple que p 1 ¢, pues si ocurriera que p | ¢, entonces existe ng € N tal que ¢ = ngp, y
eso implicaria que (I+1)c = (I+1)(nop) = (({+1)no)p, es decir, p|(1+1)c. Pero ya sabiamos que
pll+(I1+1)-c,asiquep | [(1+(+1)-¢)—((1+1)c)], es decir, p | 1, lo que es una contradiccion,
pues p es primo, por tanto p 1 c.

Como p | (m —1)-cy ptec, entonces se tiene que p | (m —1).

Como 0 <l <m<nyj=mazx(n, ko, ki,...,kn),

entonces tenemos que 0 < m —1 <n < j < jlasi, m—1¢€{0,...,7}, es decir, m — [ es uno
de los factores de j!, entonces ¢ = j! = (m — )r donde r es el producto de los factores de j! a
excepcion de m — [. Asi, se tiene que m — [ | j!, es decir, m — [ | c.

Como p | (m — 1) entonces existe z € N tal que m — [ = pz y como ¢ = (m — [)r, tenemos que
¢ = (pz)r, por tanto p | ¢ lo cual es una contradiccion, pues teniamos que p 1 c.

Por tanto p 1 (m—1), entonces se cumple que p 1 (m—1)c¢, que es una contradiccion pues sabiamos
que p | (m — l)e¢, que viene de suponer la existencia del primo p.

Por lo tanto, los niimeros u; son primos relativos dos a dos.

También, para 0 <i < n, k; <j<jl=c<1+ (i+ 1)c = u,;, entonces, k; < u;.

Ahora, un resultado importante para la teoria de niimeros es el Teorema Chino del Residuo que
afirma lo siguiente:

Teorema Chino del Residuo: Si xg, . .., zs son primos relativos dos a dos y o, ..., ys € N,
entonces existe z € N tal que para 0 < ¢ < s se cumple que:

z = 1; méd x;.
No es la intenciéon demostrar este teorema en este trabajo, pero se puede consultar la prueba en

la pagina 21 de [4].

Ahora bien, como wug, ..., u, son primos relativos y ko,...,k, € N, por el Teorema Chino
del residuo tenemos que existe b € N tal que, para 0 < ¢ < n se cumple que b = k; mdd u;, es
decir U; ’ (b — kil)

Como wu; | (b — k;), entonces existe g € N tal que b — k; = u;z, entonces

b= 1wz +k; con k; < u;

Es decir, k; es el residuo de dividir b por w;. Asi, rm(u;, b) = k;, es decir,
rm(1+ (1+1i)c,b) = k;, pero, rm(1 + (1 +i)e,b) = 5(b, ¢, 1), por lo que (b, ¢,i) = k;i, que es lo
que queriamos demostrar. [

Proposicion 4.16. Toda funcion recursiva es representable en S.

Demostracion. Sea f una funciéon recursiva, veamos que es representable en S:
I. Si f es una funcién inicial, en los Ejemplos 2 incisos a.-c. vimos que las funciones iniciales
son fuertemente representables en S, por tanto, son representables.

II. Si f se obtiene por sustitucion, en los ejemplos 2, inciso d., vimos que f es fuertemente
representable en S, por tanto es representable en S.

II1. Si f se obtiene por recursiéon, tenemos que f : N**1 — N tal que

flx1, .o 20,0) = g(a1, ..., 20)
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f(xla"'a$nvy+]-) :h('xla---axn?y,f(xla"'a'xnvy))a

donde g : N* — N, h : N**2 — N son funciones recursivas representables en S por las formu-

las B(x1,...,2pn+1) y € (21, ..., Tny3) respectivamente.

Ahora notemos que f(x1,...,%y,y) = 2 si y solo si existen by, ...,b, € N tales que

bo =g(x1,...,2n) yparal <w+1 <y, byt1 = h(1,...,20,w,by) ¥y by = 2 y esto es cierto,
pues podemos proponer que by, = f(x1,...,x,,w), entonces,

bwt1 = f(z1, ... xn,w+ 1) = h(zy, ..., 2n,w, f(x1,..., 25, w)), es decir,

bw+1 = h(xl, ey I, W, bw).

Veamos que f(z1,...,2,11) es representable en S por la siguiente formula Z(zx1, ..., Tni2) :

(Fu)(3v)[((Fw)(Bt(u,v,0,w) N B(xi,...,zn,w))) A Bt(u,v,Tni1, Tnia)
AVw)(w < xpy1 = (Fy)(32)(Bt(u,v,w,y) A Bt(u,v,w',2) N €(x1,...,T0,w,y,2)))].

Queremos demostrar que para ki,...,kp, p,m € N si f(k1,..., kn,p) = m, entonces

Fs D(ki,... kn,D,m) y que s (312040)D(k1,. .., kn, D, Tnio)-

i) Supongamos que f(ki,...,k,,p) = m. Demostremos que g Z(ky1, ..., kn, P, m).
Si p =0, entonces como f(ki,...,kn,0) = g(ki,..., ky), se cumple que
g(k1,...,kn) = m. Si consideramos la sucesion que solo consiste de m € N, entonces por el
Lema 4.15, existen b, c € N tales que (b, c,0) = m, por el Lema 4.14, ( es representable
en S por la formula Bt, entonces como (b, c,0) = m, se cumple que

g Bt(b,c,0,m). (4.3)

También, sabemos que g(kq,...,k,) = m, y como g es representable en S por %, entonces
ts B(ki,. .., kn,m). Asi, tenemos que

s Bt(b,e,0,m) A B(ki,..., ky,m).
Como m es un termino libre para w, por la regla (E4), tenemos que
s (3w)(Bt(b,e,0,w) A B(ki,..., kn,w)). (4.4)

Por la Proposicion 3.10 inciso (z) sabemos que
Fs w £ 0 y también sabemos que Fg ¢ — (—¢ — 1) para ¢,¢ € FORM, entonces
tenemos que

Fow £ 0 — (w<0— ((3y)(32)(Bt(b,e,w,y)) A (Bt(b,e,w', 2) NC(ki, ..., kn,w,y,2)))).

Y ocupando MP se tiene que
Fsw < 0= ((Fy)(32)(BL(b,c,w,y)) A (Bt(b,T,w',2) A €k, ... kn,w,y,2)))
Si aplicamos gen tenemos que

s (Vo) (w < 0 = ((3y)(32) (Bt(B,7w, ) A (Bt(b,Ew,2) A E(Ri,... s, 2)):

(4.5)
Los términos b, y ¢ son libres para las variables u, v en todas las formulas de las ecuaciones
(4.3), (4.4) y (4.5); asi, si ocupamos la regla de conjuncion y la regla (E4) en dichas
ecuaciones obtenemos que

l_S @(E,."’E’O,m)‘

Ahora, si p > 0, como f se obtiene por la regla de recursion, se tiene que f(ki,...,kn,p)
se calcula en un total de p + 1 pasos.
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Sea r; = f(ki,...,kn,i) para 0 < i < p, ahora, por el Lema 4.15, para la sucesion de
ntmeros naturales 7o, ...,rp, € N existen b, c € N tales que para 0 < i < p, 5(b,c,i) = r;.
También por el Lema 4.14 se cumple que como 3(b, ¢, i) = r;, entonces g Bt(b, ¢, 1, 7;) para
0 < i < p. Asi, se cumple que como B(b,¢,0) = rg, entonces g Bt(b,¢,0,7g). También

como 19 = f(k1,...,kn,0) = g(k1,...,ky) y como g es representable por %, entonces
Fs B(ki,. .., kn,T0); si usamos la regla de conjuncion, tenemos que
s Bt(b,¢,0,70) A Bk, .. kn,To)- (4.6)

Como 7y es un término libre para la variable w en la formula (4.6), entonces por la regla
(E4) se cumple que

s (Bu)(Bt(5,2,0,w) A BE1,. .., T w)). (4.7)

Sabemos que rp, = f(k1,...,kn,p) = my que B(b, c,p) = rp, entonces (b, c,p) = m, y por
el Lema 4.14 se tiene que
Fs Bt(ga ¢, D, m) (48)

Sabemos que para 0 < i < p—1, B(b,¢,i) = r; = f(k1,. .., kn, 1), entonces g Bt(b,¢,i,7;).
Ahora, por como definimos f, se tiene que

5(b,c,i+ 1) =Tie1 = f(kl,...,k‘n,i + 1) = h(kl,...,kn,i,f(kl,... ,kn,i))

= h(ki,...,kn,i,7;). Es decir

rit1 = h(k1,...,kn,i,7;) y como h es representable por €, se cumple que

Fs € (ki,. .., kn,i,75,7ir1). También, como (b, c,i+ 1) = 7,41 y 3 representable por Bt,
entonces g Bt(b,¢,i + 1,7;11), es decir, Fg Bt(b,¢,4,7;:71)

Si ocupamos la regla de conjuncién, obtenemos que

l_S Bt(gaé)aﬁ) N Bt(gv c, ilvriJrl) A (g(kib s 7]'{777”%7771'7 ri+1)'

Ahora, los términos 7; y 7;11 son libres para las variables y, z respectivamente en la férmula
anterior, entonces por la regla (E4) se cumple que

Fs (Jy)F2)(Bt(b,e,i,y) A Bt(b,e, i, 2) A C(ki, ... kn,i,y,2))

donde 0 < ¢ < p— 1. Si denotamos como

(i) == (Jy)(32)(Bt(b,¢,1,y) N Bt(b,¢,i,z) N €(ki,...,kn,i,y,2)), entonces tenemos
que Fg (i) para 0 < i < p — 1, ocupando la regla de conjunciéon tenemos que

Fs ©(0) A... A @(p—1). Por la Proposicion 3.11 inciso b’) se cumple que

Fs@(0) A A e(p—1) = (Vu)(w <P — @(w))
Ocupando MP tenemos que
Fs (Vw)(w <P — o(w)).
Es decir
Fs (Yw)(w <P — (Fy)(32)(Bt(b,e,w,y) A Bt(b,e,w',2) N C(ki,... kn,w,y,2))) (4.9)

Los términos b, y € son libres para las variables u, v en todas las formulas de las ecuacio-
nes (4.7), (4.8) y (4.9), asi si ocupamos la regla de conjuncion y la regla (E4) en dichas
ecuaciones obtenemos que

Fs D(k1,. .., kn, D, M)

Por lo tanto, hemos probado que si f(k1,...,kn,p) = m, entonces Fg Z(k1, ..., kn,p,m)
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ii) Nos resta probar que g (F12,12)2(k1, ..., kn,D, Tni2). Notemos que, por el desarrollo
que hicimos en i), solo resta probar la unicidad
Hagamos la prueba por induccién sobre p € N.

Para p = 0. Tenemos que f(z1,...,z,,0) = g(z1,...,zy,). Digamos que g(z1, ..., x,) = m.
En i) habiamos visto que g .@(kl, .o+, kn,0,m). Supongamos que =g Z(k1, ..., kn, 0, Tn12).
Demostremos que Fg xn40 =

Como Fg Z(k1,...,kn,0,m), entonces se cumple que

Fs (Fu)(30)[((Bw) (Bt(u,v,0,w) A B(ki,..., kn,w))) A Bt(u,v,0,m)
AVw)(w < 0 = (Jy)(32)(Bt(u,v,w,y) A Bt(u,v,w',z) A C(kiy.. ., kn,w,y,2)))].

Ocupando la regla C para las constantes b1, c; y di tenemos que
ks (Bt(b1,c1,0,d1) A B(ki,... kn,d1)) A Bt(by,c1,0,m). Asi, tenemos que
Fg Bt(bl, c1, 0, dl), Fgs %(El, . ,En, dl) y Fg Bt(bl, c1, O,W).

Sabemos que la funciéon 8 de Godel es fuertemente representable en .S por la formula Bt,
entonces se cumple que Fg (3124)Bt(x1, x2, x3,24), donde z1, 9, x3 € VAR. Si aplicamos
Gen 3 veces tenemos que

I_S (Vazl)(ng)(Vmg)(Eilm)Bt(a;l, o, X3, 1’4).

Ahora bien, by,c¢; y 0 son términos libres para x1,x2, x3 respectivamente en la féormula
(F1x4)Bt(x1, w2, x3, x4), entonces, si aplicamos la regla de particularizacion (A4) y MP 3
veces tenemos que

Fs (F124)Bt(b1, 1,0, 24). (1)

Como sabiamos que kg Bt(b1,c1,0,d1) v que g Bt(b1,c1,0,7m), entonces por (1) se cum-
ple que Fg dy =m

Como Fg Z(k1,...,kn,0,2,12), entonces se cumple que

Fo (Fu)(30)[((Bw)(Bt(u,v,0,w) A Blki,..., kn,w))) A Bt(u,v,0,T,42)
AVw)(w < 0= (Fy)(3z)(Bt(u,v,w,y) A Bt(u,v,w',z) A (kl, ek, w, 1y, 2)))].

Ocupando la regla C paralas constantes by, co y do tenemos que
g (Bt(ba,c2,0,d2) N Blki,...,kn,d2)) N Bt(bs,c2,0,z,12). Asi, tenemos que
kg Bt(by, c,0,do), b5 B(k1,... kn,d2) y g Bt(ba,c2,0,2,12).
De manera analoga a lo que hicimos con by, c; y 0 se cumple que
Fs (3124)Bt(ba, c2,0, x4). (2)
Como sabiamos que Fg Bt(ba, c2,0,d2) y que g Bt(ba, c2,0, x,42), entonces por (2) se

cumple que kg dy = Tp420.

Ahora, sabemos que g es representable en S por la formula %, entonces se cumple que
Fs (Fixny1)PB(k1y ... kn,Tnt1) y como bFg B(k1, ... kn,d1) y que Fg B(ki,..., kn,d2)
entonces se cumple que Fg di = do
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Por dltimo, como Fg dy =m, Fg do = 42 ¥y Fg di = da2, podemos concluir que
I_S m = Tn+2-

Por lo tanto _ _
l_S (Ellxn+2).@(k1, ey kn, 0, xn+2).

Ahora supongamos que para p € N Fg (F12012)P (k1. .. ki, D, Tnio),
Veamos que kg (F12n42)Z(k1,y ... kny,p + 1, 2p42).

Sea g(ki,....kn) =, f(k1,....kn,p) =By f(k1,... . kn,p+1) =~ =h(k1,..., kn,p, B).
Notemos que se cumple que:

1. FsE ks kn,D,B,7) [Pues h(ki,...,kn,p,8) =~y € representa a h|
2. Fg Bki,... kn, Q) [Pues g(k1,...,kn) = 'y & representa a ¢

3. ks D(ki,... . kn,D,p) [Igual al desarrollo en i) pues f(ki,...,kn,p) = ]
4. ts D(ki,...,kn,p+1,7%) [Igual a i) pues f(ki,...,kn,p+1) =1]

5. Fs (312p12)P(k1,. .., kn,D, Tnio) [Hipotesis inductival

Supongamos que

6. @(Ev"'vknap+17xn+2)

Demostremos que 7 = =42

Como Z(k1,...,kn,p+ 1,7,42), ocupando la regla C con las constantes b y ¢ se tiene que:

a. (3w)(Bt(b,c,0,w) N Blki,... kn))
b. Bt(ba Cap+ 1a$n+2)
c. (Vw)(w<p+1— 3y)(3z2)(Bt(b,c,w,y) A Bt(b,c,w',2) N C (k1. .. kn,w,y,2)))

Ahora, si denotamos p(w) := (Jy)(32)(Bt(b,c, w,y) A Bt(b,c,w',2) NEC (k1. .., kn,w,y,2)),
entonces, tenemos que kg (Vw)(w < p+1 — ¢(w)). Por la Proposicion 3.11 inciso b') y
MP obtenemos que g @(0)A...Ap(p — 1) Ap(p), entonces, s @(0)A...Ap(p — 1), y nue-
vamente por la Proposicion 3.11 inciso b’) y MP obtenemos que kg (Yw)(w < P — ¢(w)),

es decir,
d. (Vw)(w <p— (3y)(32)(Bt(b,c,w,y) N Bt(b,e,w',2) N C(k1,. .., kn,w,y,2)))

Ahora, P es un término libre para w en la féormula ¢ := (w < p + 1 — ¢(w)), entonces por
la regla (A4) se tiene que

Fsp<p+1— (3y)(32)(Bt(b,c,p,y) A Bt(b,e,p,z) N €(k1,... ,kn,w,y,2)). Sabemos
que g p < p + 1, entonces por MP

Fs (3y)(32)(Bt(b,c,p,y) N Bt(b,c,p’,2) A €(k1,...,kn,P,y, 2)). También, sabemos que
Fs P =p—+1, asi que, ocupando (A7) y MP se tiene que

Fs (Fy)(32)(Bt(b,e,p,y) A Bt(b,e,p+1,2) AN €(k1,...,kn,P,y,2)). Ocupando la regla
C con las constantes d y e tenemos que:

e. Bt(b,c,p,d) A Bt(b,e,p+1,e) A €(ki,...,kn,D,d,e).

Ahora, b y ¢ son términos libres para u y v respectivamente en las formulas (a.),(d.) y
Bt(b, ¢, p,d), entonces, by ¢ son libres para u y v en la formula
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1 := (a.) A Bt(b,c,p,d) A (d.), entonces por la regla (E4) y MP tenemos que

Fs (Fu)(30)[((Bw)(Bt(u,v,0,w) A Blki,... kn,w))) A Bt(u,v,p,d)

A (Vw)(w < p = (Fy)(32)(Bt(u,v,w,y) N Bt(u,v,w’,z) N C(ki,... kn,w,y,2)))], es
decir,

f‘ g(aa"',knapad)'

Ahora, por f., 5. y 3. se tiene que

g. d=§

h. €(ki,...,kn,D,B,€) [Puesde e.y h. utilizamos (A7") y MP]
i. 7= [Pues € representa a h'y Fg (h.) Fg (1.)]
j. Bt(bye,p+1,7) [Pues de i. y e. utilizamos (A7) y MP]

Por el Lema 4.14 la funcién 8 de Godel es fuertemente representable por la formula B,
asi que,tg (F12p42)By(z1, T2, T3, Tnt2). Si ocupamos Gen 3 veces para las variables 1, 22
y x3 y ocupamos la regla (A4) se tiene que g (F12p42)Bt(b, ¢, p + 1, 2442). Como por j.
tenemos que kg Bt(b,c,p+ 1,7%) y por b. tenemos que g Bt(b,c,p + 1, x,42), asi que

l_S Tny2 =7

Por lo tanto o o
|_S (Hlxn+2)‘@(k17 ey kn7p + 17 ~Tn+2)‘

IV. Si f se obtiene a través del u—operador:
Supongamos que para zi,...,x, € N existe y € N tal que g(z1,...,2n,y) = 0 y supongamos
que g es representable en S por la formula & (z1, ..., x,12) ¥y supongamos que

f(xla"wxn) = ,Uy(g(xl,,l'n,y) = O)
Veamos que f es representable en S por la formula .7 (21, ..., 2,41):
E(x1, ., Tnt1,0) A Vy)(y < 2pp1 — =8 (21, ..., Tn,Yy,0)).

Sean ki,...,k,,m e N.

i. Supongamos que f(ki,...,k,) = m, veamos que .7 (kq,. .., kn,m).
Como f(ky,...,kn) = py(g(k1,...,kn,y) = 0) , entonces se cumple que g(ki,...,k,,m) =0y
para k € N tal que k < n, g(ki,...,ky, k) #0.
Como g(ki,...,kn,m) =0y & representa a g, entonces g &(ky,. .., k,,m,0).

Notemos que si k < m, entonces g =& (k1, ..., kn, k,0), pues como k < m, entonces

g(k1,... kn, k) =z # 0. Siocurriera que g & (k1, . .., kn, k,0), se tiene que Fg &(k1, ..., kn, k, Z)
y como g (312,49)E (1, ..., kn, k, xpio), entonces se cumple que g Z = 0, y asf, se cumplirfa
que z = 0, lo cual es una contradiccion, por lo que, para k < n, g =& (ky, ..., ky, k,0), es decir,

Fo =& (k1,...,kn, 0,0)A...AN=E(k1,...,kn,m —1,0)

Asi que, por la Proposicion 3.11 inciso ') y MP se cumple que

Fs (W) (y < — ~E (k- .-, ki, y,0))

Asi, hemos probado que

Fo &K1,y ... kn,m,0) A (Yy)(y <@ — =& (k1,... kn,y,0))
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Es decir:
Fs y(lﬁ, ce kn,m)
ii. Demostremos que (312,41)F (K1, -+, kn, Tnt1).
En i. ya vimos que g .Z (ki1, ..., k,, M), asi que nos resta probar la unicidad.

Supongamos que para u € VAR kg F(ky,. .., kn,u), es decir,

Fs &(k1y. . kn,u,0) A (Vy)(y <u— —=&(ki,..., kn,y,0)).

Sabemos que Fgm<u Vu<m V m=u.

Si ocurriera que g m < u, como Fg (Vy)(y < u — =& (k1,...,kn,y,0)) y M es un término
libre para y en la formula ¢ :=y < u — =& (k1, ..., kn,y,0), entonces por MP y la regla (A4)
se tiene que g m < u — =& (k1, ..., kn,m,0). Como g M < u, entonces por MP se tiene que

Fs =& (K1, ..., kn,m,0), pero sabiamos que g & (k1, ..., kn,m,0), por lo que g M # u.

Si ocurriera que Fg u < m, como kg .Z(ky,...,k,,m), entonces

Fo (Vy)(y < m — =& (k1,. .., kn,m,0))). Ahora, u es un término libre para la variable y
en la formula ¢ := y < m — —&(ky,...,k,,m,0), entonces por (A4) y MP se cumple que
Fsu<m — =&(k1,...,k,,m,0), y de nuevo por MP, g =& (k1, ..., k,,m,0), lo cual es una
contradiccién, por lo que Fg u £ .

Asi, se tiene que Fg T £ u A u £ M, es decir, Fg (M < u V u < ™).

Recordando que para a,y € FORM se tiene que Fg vV o — (—a — 7y) y como

Fsm<u Vu<m V m=u, ocupando lo anterior y MP concluimos que g m = u.

Asi, hemos probado que

(311’714,1)9(]6‘71, s aEa mn+1)-

Asi, f es representable en S por .% cuando f se obtiene a través del yp—operador.

Por lo tanto, de L., II., III. y IV., concluimos que toda funcién recursiva es representable en
S. (]

Corolario 3. Toda relacion recursiva es expresable en S.

Demostracion. Sea R C N™ una relaciéon recursiva, entonces su funcion caracteristica C'g es una
funcion recursiva, entonces por la Proposicion 4.16 se cumple que Ci es representable en .S, asf
que, por la proposicion 4.7 se cumple que R es expresable en S. [




Capitulo 5

Teoremas de incompletitud de Godel

5.1. Numeros de Godel

Hasta ahora hemos visto que S es lo suficientemente fuerte para construir interpretaciones

en donde la aritmética de los nimeros naturales sea vélida; mas atin hemos visto que una amplia
cantidad de funciones niimero-teéricas tienen representaciéon en S. Nuestro objetivo en este
capitulo seré ver que no hay manera de probar la completitud de S siempre que asumamos su
consistencia.
El proceso que Godel utilizo para mostrar la incompletitud de S ha sido utilizado en distintos
procedimientos tanto de la loégica como de distintas areas matematicas. De manera resumida,
Godel buscaba poder trasladar informacion sobre el lenguaje .Z a una forma numeérica particular
con el objetivo de que fuera mas facil de asimilar. Es decir, que a cada simbolo, término, formula
y sucesiones de simbolos en .Z se les asignara un ntimero en especifico, a los que llamamos los
numeros de Godel. Con esta idea en mente, seremos capaces de probar la incompletitud de S.

Definicion 5.1. Para una teoria de primer orden K, relacionamos cada simbolo v de K con un
namero natural ¢g;(u) al que llamaremos ntimero de Godel de u, de la siguiente manera:

a) 01(0 =3, 010) =5, 01(,) =7, g1(=) =9, g1(=) = 11, gu(V) = 13.

b) Para cada x € VAR, ¢1(zx) = 13 + 8k, donde k > 1.

c) Para cada ay, € C, g1(ar) = 7+ 8k, donde k > 1.

d) Para cada simbolo funcional de aridad n fJ, g1(f7*) = 1+ 8(2"3%), donde n, k > 1.

e) Para cada simbolo predicativo de aridad n A%, g1(A?) = 3 + 8(2"3%), donde n, k > 1.

Observacion 5.1. Notemos que para xp € VAR, g1(zx) = 13+ 8k = 2(4k +6) + 1, para a;, € C,
g1(ax) = T+8k = 2(4k+3)+1, para el simbolo funcional f, g1 (f') = 1+8(2"3F) = 2(4)(2"3%)+1
y para el simbolo predicativo A}, g1(A}) = 3 + 8(2"3%) = 2((4)(2"3%) + 1) + 1. Asf que, cada
sfimbolo de K es un nimero impar.

También cuando dividimos por 8, g;(u) deja un residuo de 5 si u es una variable, un residuo de
7 si u es una constante, un residuo de 1 si u es un simbolo funcional y un residuo de 3 si u es
un simbolo predicativo, asi que, a simbolos distintos, se les asignan nimeros de Godel distintos.

Ejemplos 6.  a. g1(z2) = 13+ 8(2) = 29.

b. El namero 1944 no es el ntimero de Godel de algin simbolo, pues 2 | 1944, es decir, 1944
no es impar.

c. {49 es el numero de Godel de algin simbolo?.
Notemos que 49 = 8(6) + 1 = 8(2!3!) + 1. Por lo tanto 49 es el niimero de Gdodel del
simbolo f1.
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Definicién 5.2. Para una teoria de primer orden K, y una expresion ugui ...u, donde para
0 < j <r u; es un simbolo de K, definimos el niimero de Gédel g2(uguy . .. uy) con la ecuacion:

gg(Uoul ce ur) = 291(u0)391(u1) .. .pgl(u’"),

donde para 0 < j < r uj, p; es el j-ésimo ntimero primo y po = 2,y g1(u;) es el nimero de Gédel
de u; como simbolo.

Ejemplo 8. Si K es una teorfa de primer orden K con el simbolo predicativo A2, entonces el
ntimero de Gédel de la expresion A2 (z1,x2) es:

go(A2(z1,20)) = 291(A7)391(0 591 (1) 791(,) 1 191(22)13910)
— 29933521771129135

Observacion 5.2. Los ntmeros de Godel de una expresiéon son naturales expresados con factori-
zaciones de productos de nameros primos, asi que, dadas expresiones distintas de una teoria K,
su nimero de Godel como expresion sera distinto.

También, las expresiones en K tienen distintos ntimeros de Godel que los simbolos, pues el na-
mero de Gddel de un simbolo siempre es un niimero impar, mientras que el ntimero de Godel de
una expresion siempre es un numero par, ya que es un producto de una potencia 2™ con m # 0.

Observacion 5.3. Si consideramos a un solo simbolo ug como expresion, tendra distinto ntimero
de Godel como expresion y como simbolo.

Ejemplo 9. Si consideramos la variable x1, su nimero de G6del como simbolo es
g(x1) = 13+ 8(1) = 21 y como expresion, su nimero de Godel es g(z;) = 29(1) = 221,

Definicion 5.3. Dada una teoria de primer orden K, si eg,eq,...¢e, es una sucesion finita de
expresiones de K, definimos el namero de Godel gs(eo, ..., e,) de la sucesion con la siguiente
ecuacion:

g3(eo,...,ep) = 992(€0) 392(e1) ‘p$2(er)7

donde para 0 < j <, ga(ej) es el nimero de Godel de la expresion e;.

Observacion 5.4. Dos sucesiones de expresiones de K diferentes tienen nimero de Godel distinto,
pues su nimero de Godel es una descomposiciéon de un natural en un producto de ntmeros
primos.

Tambien como el nimero de Godel de una sucesiéon es un numero par y el nimero de Godel de
un simbolo es impar, entonces las sucesiones tienen diferente ntmero de Godel que los simbolos
en K.

Ademas, para una sucesion, el exponente ga(eq) del 2 en su factorizacion de productos de nameros
primos es un nimero par, por lo que las sucesiones tienen diferente nimero de Goédel que las
expresiones en K pues el exponente g;(ug) del 2 en la factorizacion de producto de ntimeros
primos es un nimero impar.

Definicion 5.4. Para una teoria de primer orden K, definimos la funcién niimero de Godel g,
del conjunto . de simbolos de K, expresiones de K y sucesiones finitas de expresiones de K a
N de la siguiente manera: g : ¥ — N tal que :

g1(A) si A es un simbolo de K
g(A) = ¢ g2(A) si A es una expresion de K
g3(A) si A es una sucesion finita de expresiones de K

Observacion 5.5. Por el desarrollo que hicimos en las observaciones 5.1, 5.2 y 5.4, tenemos que
g es una funcién inyectiva.
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A este proceso de construir la funcién g se le conoce como aritmetizacion, pues a cualquier
teoria de primer orden y a su conjunto ., la funcién g nos permite reemplazar cualquier tipo
de afirmacion dentro de la teoria por enunciados numéricos equivalentes. Este fue el método que
ide6 Godel en 1930 para poder demostrar la incompletitud de S.

Definicién 5.5. Decimos que una teoria K es una teoria con vocabulario primitivo recursivo
(o vocabulario recursivo) si las siguientes propiedades son primitivas recursivas (o recursivas):

a. IC(z): = es el nimero de Godel de una constante de K.
b. FL(x): x es el numero de Godel de una letra funcional de K.
c. PL(x): x es el ntmero de Godel de un simbolo predicativo de K.

Observacion 5.6. Si una teoria K tiene un niimero finito de constantes, de letras funcionales y de
sfmbolos predicativos, entonces K tiene un vocabulario primitivo recursivo. En efecto, digamos
que K tiene a las constantes aj,,...,a;,.Ahora, z € IC(z) si y solo si = es el nimero de Gédel
de alguna constante aj,, eso si y solosix = 7+8j; V...Vx = 7+ 8j,. Podemos definir la
funcién caracteristica Crc(,) de la siguiente manera:

Cro) (@) = sg(lz — (7 + 83i)])

Asi, Cro(y) es recursiva, y por tanto IC(x) es primitiva recursiva.

De manera analoga F'L(z) y PL(x) son primitivas recursivas, y por tanto, K tiene un vocabulario
primitivo recursivo.

Como consecuencia de esto como S tiene a la constante 0, las letras funcionales fi, f2y f3 y el
simbolo predicativo A2, entonces se cumple que S tiene un vocabulario recursivo primitivo.

A continuacion enunciaremos una lista de relaciones y funciones niamero-tedricas que son
recursivas en teorias con ciertas condiciones, ademas S cumple dichas condiciones, por lo que
estas funciones y relaciones son recursivas en S. No se pondra la prueba en este texto, pero
puede ser consultada en las paginas 194-199 de [1].

Proposicion 5.6. Sea K una teoria con un vocabulario primitivo recursivo (o recursivo). En-
tonces, las siguientes relaciones y funciones son primitivas recursivas (o recursivas):

1. i. EVbl(x): x es el nimero de Gddel de una expresion que consiste de una variable.
it. EIC(x): x es el numero de Godel de una expresion que consiste de una constante.
iti. EFL(z): x es el numero de Gddel de una expresion que consiste de una letra funcio-

nal.

iv. EPL(x) : x es el numero de Gddel de una expresion que consiste de un simbolo
predicativo.

2. 4. La funcion Argr, donde si x es el nimero de Gédel de la letra funcional [, entonces
Argr(z) =n.

1. La funcion Argp, donde si x es el nimero de Gddel del simbolo predicativo A;‘,
entonces Argp(z) = n.

3. Gd(z) : x es el numero de Gédel de una expresion de K.

4. MP(z,y,z): La expresion con nimero de Gidel z es una consecuencia directa de las ex-
presiones con numero de Godel x e y por Modus Ponens.

5. Gen(z,y) : La expresion con nimero de Godely es una consecuencia directa de la expresion
con numero de Gadel x por Gen.
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6. Trm(x) : x es el numero de Gddel de un término de K.

7. Atfml(x) : x es el numero de Gédel de una formula atomica de K.
8. Fml(y) : y es el nimero de Gddel de una formula de K.

9. Subst(z,y,u,v) : x es el numero de Gadel del resultado de sustituir en la expresion con
numero de Gadel y el término con nimero de Gddel u por todas las ocurrencias libres de
la variable con nimero de Gédel v.

10. Sub(y,u,v): El nimero de Gédel del resultado de sustituir el término con nimero de Godel
u por todas las ocurrencias libres de la expresion con nimero de Gédel y de la variable con
numero de Gadel v.

11. Fr(y,v) : y es el numero de Gddel de una formula o de un término de K que contiene
ocurrencias libres de la variable con nimero de Godel v.

12. Ff(u,v,w) : u es el numero de Gaodel de un término que es libre para la variable con
numero de Gddel v en la férmula con nimero de Godel w.

13.  a. Azy(z) : x es el nimero de Gidel de una instancia del esquema de azioma (Al).
b. Aza(z) : = es el numero de Gidel de una instancia del esquema de azioma (A2).
c. Azs(z): x es el nimero de Gédel de una instancia del esquema de azioma (A3).
d. Az4(x) : x es el numero de Gédel de una instancia del esquema de axioma (A4).
e. Azs(z) : z es el numero de Gidel de una instancia del esquema de azioma (A5).

f. LAX(y) : y es el numero de Gidel de un axioma ldgico de K.

14. La siguiente funcion negacion es primitiva recursiva. Neg(x) : el nimero de Gadel de
(mp) six es el numero de Godel de ¢

15. La siguiente funcion implicacion es primitiva recursiva. Cond(x,y) : el nimero de Gédel
de (¢ — ) six es el nimero de Gddel de ¢ ey es el nimero de Gadel de ).

16. Clos(u) : El nimero de Gadel de la clausura de ¢ si u es el nimero de Gadel de .

Proposicion 5.7. Si K es una teoria con un vocabulario primitivo recursivo (o recursivo) y
cuyo lenguaje contenga la constante 0 y la letra funcional fi de Za, entonces las siguientes
funciones y relacion son primitivas recursivas (o recursivas).

17. Num(y) : el numero de Gadel de la expresion 7.
18. Nu(z) : = es el numero de Gddel de un numeral.

19. D(u) : El numero de Gddel de p(u) si u es el nimero de Gédel de la formula p(z1). A D
se le llama la funcion diagonal.

Definicién 5.8. Decimos que una teoria K tiene un conjunto de axiomas primitivo recursivo
(o recursivo) si la siguiente propiedad PrAx es primitiva recursiva (o recursiva)

PrAx(y) : y es el numero de Godel de un axioma propio de K.

Observacion 5.7. S tiene un conjunto de axiomas primitivo recursivo. Se puede consultar la
prueba de por qué PrAx(y) es primitiva recursiva en [1|, paginas 199-200.

A continuacién enunciaremos las ultimas relaciones recursivas que necesitamos, se puede
consultar el por qué son recursivas en [1], pagina 200.
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Proposicion 5.9. Sea K una teoria con un vocabulario primitivo recursivo (o recursivo) y
un conjunto de axiomas primitivo recursivo (o recursivo) entonces las siguientes relaciones son
primitivas recursivas:

20. Az(y) : y es el numero de Gédel de un azioma de K.
21. Prf(y):y es el nimero de Gddel de una prueba en K.
22. Pf(y,x) : y es el numero de Gddel de una prueba de una formula con nimero de Godel x.

Proposicion 5.10. Sea K una teoria de primer orden con igualdad que contenga a la constante
0 y a la letra funcional f del lenguaje £a y tal que K tenga un vocabulario y conjunto de
aziomas primitivo recursivo (o recursivo). También supongase que:

Para cualesquiera r,s € N, si b 7 =73, entonces r = s.

Entonces cualquier funcidn nimero-tedrica f(ki,..., k) que es representable en K es recursiva.
Demostracion. Supongamos que f es representable en K por la formula ¢(x1, ..., Tn, Tni1).
Ahora, consideremos la relacion P, (u1, . . ., tn, Unt1,y) como aquella que ocurre si y es el niimero
de Godel de una prueba en K de la formula ¢(ty, . .., Uy, Upt1)-
Notemos que
Si Po(ut, ..., Un, Unt1,Yy), entonces f(uq,...,un) = Upi1. (a)

En efecto, si f(u1,...,u,) = r, como ¢ representa a f en K se cumple que Fx (1, ..., Uy, T)

Yy también Fi (Hly)@(ﬂb ceey Unp, y) Como P(P(ula -+ Un, Un+1, y)7 entonces g @(ﬂlv s aﬂnaﬂnJrl)a

asi, tenemos que Fx T = Up4+1. Ahora, por la hipdtesis se cumple que r = wu,41, es decir,
flug, ..o up) = Uptq-

Ahora, sea m el nimero de Godel de ¢(x1,..., 2y, Tny1). Entonces, Py(uq,. .., Uy, Uni1,Y) €s
equivalente a:

Pf(y, Sub(...Sub(Sub(m, Num(uy),21), Num(uz),29) ... Num(un+1),21 + 8n))

Son equivalentes pues para 1 < i < n+ 1, Num(u;) es el nimero de Godel del término w;, asi
que:

i. Sub(m, Num(uy),21): El nimero de Godel de sustituir el termino con nimero de Godel
Num(uy) (es decir, sustituiremos por el término u;) todas las ocurrencias libres en la
expresion con numero de Godel m (es decir se sustituiran en la formula p(z1, ..., Tn, Tnt1))
de la variable con ntimero de Godel 21 (es decir las ocurrencias libres de la variable x4
pues g(z1) = 13+ 8 = 21. Asi, Sub(m, Num(uy),21) es el naimero de Godel de la formula

Sp(ﬂh s 7xn-$n+1)~

ii. Sub(Sub(m, Num(uy),21), Num(uz),29): El naimero de Gédel de sustituir el termino con
niamero de Godel Num(uz) (es decir, sustituiremos por el término u2) todas las ocu-
rrencias libres en la expresion con ntimero de Godel Sub(m, Num(ui),21) (es decir se

sustituiran en la formula ¢(u,...,2Tn.2nt1)) de la variable con ntmero de Godel 29
(es decir las ocurrencias libres de la variable xo pues g(z2) = 13 + 8(2) = 29. Asi,
Sub(Sub(m, Num(uy),21), Num(uz),29) es el nimero de Godel de la formula
(,O(ﬂl,ﬂg ey Ty, CL’n+1).

iii. Sub(Sub(Sub(m, Num(uy),21), Num(uz),29), Num(us),37) es el naumero de Godel de la
formula (p(ﬁl,ﬂg,ﬂ;; ey I, .%'n_H)

iv. Seguimos construyendo y obtenemos que
Sub(. .. Sub(Sub(m, Num(uy),21), Num(uz),29) ..., Num(up+1),21 + 8n) es el nimero
de Godel de la formula p(@y, . . ., Un, Unt1)
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v. Entonces, P f(y, Sub(. .. Sub(Sub(m, Num(u1),21), Num(uz),29) ..., Num(unt+1),214+8n)):
y es el naimero de Godel de una prueba de una féormula con nimero de Godel
Sub(. .. Sub(Sub(m, Num(uy),21), Num(uz),29) ..., Num(up+1),21 + 8n) (es decir y es
el nimero de Gédel de una prueba de la formula (@, . .., Uy, Unt1))

Asi, Py(ut, ..., Unp, Unt1,Yy) €s equivalente a
Pf(y, Sub(...Sub(Sub(m, Num(uy),21), Num(uz),29) ... Num(u,t1),21 + 8n)).

Ahora, por las proposiciones 5.6, 5.7 y 5.9, Py(u1, ..., Un, Unt1,Y) €s una relacion primitiva
recursiva (o recursiva).

Notemos que lo siguiente se cumple: Si R(z1,...,Zy,2) es primitiva recursiva (o recursi-

va) y si para toda x1,...,x, € N existe z € N tal que R(z1,...,x,,2), entonces la funcion
g(x1,...,xn) = pz(R(x1,...,2n, 2)) es una funcion recursiva.
En efecto, como R es recursiva, entonces C'r es una funcion recursiva. Como existe z € N tal que
R(z1,...,%n, 2), entonces se cumple que Cr(z1,...,x,,2) = 0, asi, se tiene que existe z € N
tal que Cr(z1,...,xn,2) = 0, entonces existe el minimo zp € N tal que Cr(z1,...,zy,20) = 0.
Entonces podemos definir la funcién h : N — N tal que

h(z1,...,x5) = pz(Cr(z1, ..., 24, 2) = 0).

Como CpR es recursiva, tenemos que h es una funcion recursiva. Ahora bien, h(x1,...,z,) = 2o
donde zy es el menor natural tal que Cr(z1,...,2y,20) = 0, es decir, zp es el menor natural
tal que R(z1,...,Zn,20). Como existe z € N tal que R(z1,...,Z,, 2), entonces, existe el menor
natural z; tal que R(z1,...,z,, 21),entonces,zg = z1.

Asi que g(z1,...,2n) = pz(R(x1,...,2n, 2)) = 21 = 20 = h(z1,...,2,). Por lo tanto, h = g, asi
que, g es una funcién recursiva.

Ahora, si k1, ..., k, € N, entonces existe y € N tal que f(ki,...,k,) =y, entonces se cumple
que Fg o(k1,. .., kn,7), asi, si j es el nimero de Gddel de una prueba en K de p(k1, ..., kn,7),
tenemos que P,(ki,...,kn,y,7). Notemos que la existencia del j depende del y € N tal que
flkr...,ky) = y. Asi, denotemos por yop = y y a j como y; = j para tener presente la depen-
dencia de j. Asi tenemos que,para ki,...,k, € N, existe yo € N tal que P,(k1,...,kn,y0,91)-
Por lo anterior, tenemos que si definimos g : N* — N tal que

g(kla sy kn) = /JyO(PLp(kb RN knayanl))7

entonces g es recursiva. Veamos que f = g. Sean kq,...,k, € N, ahora, por definicion,
g(k1,...,kn) = yo donde yo es el minimo natural tal que P,(k1, ..., kn,Y0,¥1), y por (a) tenemos
que f(k1,...,kn) = yo. Por lo tanto f(ki,...,ky) = g(ki,...,ky). Asi, concluimos que f es
recursiva.

Por lo tanto, toda funcién representable en K es una funcién recursiva. [

Corolario 4. Supongase que S es consistente, entonces la clase de funciones recursivas es
idéntica a la clase de funciones representables en S.

Demostracion. Ya sabemos que S tiene un vocabulario y conjunto de axiomas primitivo recur-
sivo. También, sabemos que S incluye a la constante 0 y a la letra funcional f{. Veamos que en
S se cumple que para r,s € N si Fg 7 =5, entonces r = s.

Supongamos que 7 # s entonces por la Proposicion 3.8 inciso a) — 4. se cumple que Fg 7 # 3,
entonces tenemos que g (7 =35) A (T #5) lo cual es una contradiccion, pues S es consistente,
por lo tanto se cumple que r = s.

Asi que siempre que g 7 = 5, entonces r = s.

Entonces por la Proposicién 5.10, si f es representable entonces f es recursiva.
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Y por la proposiciéon 4.16, si f es recursiva, entonces S es representable. Por lo tanto la clase de
funciones representables es la clase de las funciones recursivas. [

Corolario 5. Si S es consistente, entonces una relacion nimero-teérica R(x1,...,Ty) es recur-
siva si y solo si es expresable en S.

Demostracion. R es recursiva si y solo si Cr es una funcién recursiva, por el corolario anterior
Cr es recursiva si y solo si C'g es representable en S. Por ultimo, por la Proposicién 4.7 Cg es
representable en S si y solo si R es expresable en S. Por lo tanto, R(z1,...,x,) es recursiva si
y solo si es expresable en S. [

5.2. Teoremas de incompletitud

Es momento de que analicemos el teorema de incompletitud que Godel demostrd en sus
trabajos, pese a que es un solo teorema, este necesita de resultados igual de importantes para la
l6gica matematica que demostraremos a continuacion.

Recordemos que si K es una teoria en el lenguaje .Z4, la funcién diagonal D tiene la pro-
piedad que, si u es el numero de Godel de una formula ¢(x1), entonces D(u) es el ntumero de
Godel de la formula ¢(u).

Notacion. Cuando % es una expresion de una teoria y el nimero de Godel de € es ¢, de-
notaremos al numeral § por "€". Podemos pensar que "% es un “nombre” para la expresion €
dentro del lenguaje Z4.

Comencemos con un resultado que implica el uso de la funciéon D.

Proposicion 5.11 (Lema de la diagonalizacion). Supongase que D es una funcion representable
en una teoria con igualdad K en el lenguaje £4. Entonces, para cualquier ¥(x1) € FORM en
donde x1 es la unica variable libre, existe p € FORM sentencia tal que

Fr o< ("9

Demostracion. Como D es representable en K, digamos que es representada en K por la formula
~v(x1,x2). Ahora construyamos la formula (V) siguiente:

(Vo) (v(21, w2) — P(22)) (V)

Sea m el numero de Godel de (V). Ahora, sustituyamos a x; por T en (V) y obtengamos la
féormula ¢:

(V) (v(m, 22) = ¥(22)) ()

Sea ¢ el namero de Godel de ¢, entonces g es "¢ . Se tiene que, como m es el numero de Godel
de la formula (V) entonces D(m) es el numero de Godel de la formula V(77), pero V(m) es la
formula ¢, asi que D(m) = ¢q. Como = representa a D en K y como D(m) = ¢, se cumple que

Fk (M. Q) (9)
Vamos a demostrar que Fx ¢ < ¥(q).
a. Veamos que kg ¢ — 1(q).
1. ¢ [Hipotesis]

2. (Vxo)(y(m,z2) = ¥(x2)) [l. es la abreviacion de 2.]
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g es un término libre para z9 en la formula (v(m, z2) — ¥ (x32)), entonces por la regla (A4)
se tiene que Fr (Vao)(y(m, z2) — ¥(z2)) — (v(Mm,q) — ¥(q)), entonces ocupando MP
con 2. tenemos:

3. y(m,q) = ()

4. ~(m,q) [Se cumple ()]

5. ¥(q) [MP 3y 4]

6. oFr¥(Q) [Prueba 1-5]

7. Frx o —Y(Q) [Teorema de la deduccion]

b. Probemos ahora que Fx ¥(q) — ¢.

1. Q) [Hipotesis|
2. y(m,x2) [Hipotesis]
3. (Fiza)y(m, x2) [Pues v representa a D]
4.  ~v(m,q) [Se cumple (9)]
5. x2=7q [Usando la unicidad descrita en 3 con 1y 2]
6. P(x2) [Usamos (A7) y MP dos veces usando 5 y 1]
7. YP(@),y(m, x2) Fr P(x2) [Prueba 1-6]
8. Y(Qq) Fr y(m,x2) = ¥(x2) [Teorema de la deduccion en 7.]
9. ¥(q) Fr (Vaz)(y(m,2z2) = ¢(22)) [Gen en 8]
10. Q) Fx ¢ [10. es la abreviacion de 9.]
[

11: Fr (@) — ¢

De a. y b. tenemos que Fg ¢ — ¥(q) vy Fr ¥(q) — ¢, asi que Fr (¢ = ¥(q)) AN (¥(Q) — ¢), es
decir:

Teorema de la deduccion en 10.]

Fr o e Y(Q)
Por lo tanto, hemos probado que existe ¢ € FORM tal que

Fr o< (o)

Proposicion 5.12 (Teorema del punto fijo). Supongamos que todas las funciones recursivas
son representables en una teoria con igualdad K en el lenguaje L4. Entonces, para cualquier
Y(x1) € FORM en donde z1 es la unica variable libre, existe una sentencia ¢ € FORM tal
que

ko BT )

Demostracion. Como K es una teoria con igualdad en el lenguaje -Z4, solo tiene a la constante
0, las letras funcionales fi, fZ y f2 y el simbolo predicativo A2, entonces por la Observacién 5.6
se tiene que K tiene un vocabulario primitivo recursivo.

Como K tiene un vocabulario primitivo recursivo, entonces, por la Proposiciéon 5.7 inciso 19, se
tiene que la funcién D es recursiva, asi por hipdtesis D es representable en K, por lo que, por la
Proposicion 5.11 se cumple que para cualquier ¥(z1) € FORM en donde z; es la tnica variable
libre, existe ¢ € FORM sentencia tal que

Fr @ e (TeT)
]

Observacion 5.8. Ya vimos que S es una teoria con igualdad en el lenguaje .Z4 y que todas las
funciones recursivas son representables en S, por lo tanto tanto el Lema de la diagonalizacion
como el Teorema del punto fijo, son aplicables en S. Estos resultados son de vital importancia
en la demostracion del teorema de incompletitud.
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Definicién 5.13. 1. Sea K una teoria cuyo lenguaje contenga la constante 0 y la letra fun-
cional f{. Decimos que K es w—consistente si, para toda ¢(z) € FORM donde x € VAR
es la tnica variable libre, si kg —p(7), entonces no ocurre que Fg (3x)p(x).

2. Sea K una teoria en el lenguaje .Z4. Decimos que K es una teoria verdadera si todos los
axiomas propios de K son verdaderos en el modelo estandar.

Observacion 5.9. 1. Si K es una teoria verdadera, entonces sus axiomas propios son verdaderos
en el modelo estandar; también se sabe que los axiomas 16gicos son validos en cualquier modelo y
MP y Gen conducen de féormulas verdaderas en un modelo a férmulas verdaderas en ese modelo,
asf todos los teoremas de la teoria seran verdaderos en el modelo estandar.

2. Toda teoria verdadera es w— consistente, si Fx —¢(7) para cada nimero natural, entonces
bajo la interpretaciéon del modelo estandar tendriamos que para todo ntiimero natural, es falso
que p(z); asi la formula (3z)@(x) no puede ser verdadera en el modelo estandar, pues si lo fuera,
tendriamos que existe un nimero natural xy tal que ¢(zg) es verdadera, por lo que no puede
ocurrir entonces que Fx (3z)p(z)

Proposicion 5.14. Si K es w—consistente, entonces K es consistente.

Demostracion. Sea 1(x) una formula donde x es la tnica variable libre. Consideremos ahora la
formula ¢(x) := —p(z) A ¢(x). Para n € N se cumple lo siguiente:

1. () = () [Pues Fg v ¢ =]
2. Y(x) vV —(x) [Pues kg vV -]
3. ¥(@) vV (z) = op(z) V() [Pues Fr (= B) = (aVy) = (BV7Y)), MP 1]
4. ~(x) V () [MP (2,3)]
5. —=w(x) V ) —= o(—p(x) A Y(x)) [Pues Fr —(aAB) < (maV —p)]
6. —(-¢(z) A ¢(2)) [MP (4,5)]
7. (Vo)=(=(z) A () [Gen 6]
8. [Pues 7 es libre para x y se aplica (A4)]
[

Pues 9 es la abreviacion de 8]

Nej
J
B}
3

Por lo tanto para todo n € N, Fx —¢(7). Como K es w—consistente, entonces no ocurre que
i (3)p().
Si K fuera inconsistente, entonces existe « € FORM tal que Fx a y Fx —a. También, sabemos
que para 3,7 € FORM kg =y — (7 — ), entonces para v := oy 8 := (Ix)p(x) se cumple
que Fg —a — (o — ((Fz)p(z))), si ocupamos MP dos veces tenemos que Fx (Fz)p(z) lo
cual es una contradiccién pues tenfamos que no ocurre que Fx (3z)p(z). Por lo tanto K es
consistente. [

Definicion 5.15. Para una teoria K decimos que una sentencia ¢ € FORM es una sentencia
indecidible si ¢ ni = son teoremas de K, es decir, no ocurre que Fx ¢ y no ocurre g —p.

5.2.1. El primer Teorema de incompletitud de Godel.
Construyendo las sentencias de Goédel.
Sea K una teoria con igualdad en el lenguaje -Z4 que satisfaga las siguientes 3 condiciones:
1. K tiene un conjunto de axiomas recursivo (es decir, PrAz(y) es recursiva).
2. Fg 0#1.

3. Toda funcién recursiva es representable en K.
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Como K es una teoria con igualdad en el lenguaje .Z4, por la Observaciéon 5.6, K tiene un
vocabulario primitivo recursivo, entonces las 16 relaciones y funciones de la Proposicién 5.6 son
recursivas. De igual manera, las funciones y relaciéon de la Proposicién 5.7 son recursivas. Y, por
la condicién 1., las 3 relaciones de la proposicion 5.9 son recursivas. Asi, tenemos una lista de
22 funciones y relaciones recursivas.

Ahora, si R es una relacién recursiva, entonces C'r es una funcién recursiva, y asi, por la condi-
cion 3., Cr es representable en K. Como tenemos que Fx 0 # 1y que Cg es representable en K,
por la Proposiciéon 4.7 se cumple que R es expresable en K. Por tanto, toda relaciéon recursiva
es expresable en K.

Como toda funcién recursiva es representable en K, el Teorema del punto fijo es aplicable en K.

Recordemos que Pf(y,x) significa que y es el nimero de Godel de una prueba en K de una
formula con ntimero de Godel z. Por la Proposicion 5.9, Pf(y,z) es una relacion recursiva, asi
que es expresable en K. Digamos que es expresable por % (x9,11) € FORM.

Sea @(x1) = (Vao)~PF(x2,21). ¢(x1) es una formula cuya tnica variable libre es xy,
entonces, por el teorema del punto fijo, existe ¥ € FORM sentencia tal que

Fr 4G & (P(I’g‘l),

es decir

b 9 < (Voo)~ P T (22,797 (o)

Recordemos que "4 es ¢ donde ¢ es el niumero de Goédel de ¢4. Si nos fijamos en lo que nos
dice la formula (Vag)—P.F (22,74 7) en términos de la interpretacion estandar, es que no existe
namero natural que sea el nimero de Godel de una prueba en K de la formula ¢, es decir,
estamos diciendo que no hay una prueba en K de la formula 4. Y por (¢), bajo la interpretacion
del modelo estandar, estamos diciendo que la férmula ¢ es equivalente a una afirmacién que
nos indica que ¢ no es demostrable en K, es como si ¢ nos dijera “no soy demostrable en
K7. Asi parece que esta afirmacion nos esté llevando a contradicciones, pero lo que veremos a
continuacién es que el primer teorema de incompletitud nos demuestra que no es que hayamos
construido una contradiccién en la teoria, sino que ¢ es una sentencia indecidible de K.

Nos referiremos a 4 como una sentencia de Gédel para K.

Proposicion 5.16 (Teorema de incompletitud de Godel). Sea K una teoria con igualdad en el
lenguaje ZL4. Suponga que K satisface las condiciones 1-8. Entonces:

a. Si K es consistente, entonces no ocurre que Fig 9.
b. Si K es w—consistente, entonces no ocurre que g —9.

Asi, si K es w—consistente, entonces 4 es una sentencia indecidible en K, es decir, K no es
una teoria completa.

Demostracion. Sea ¢ el nimero de Godel de la sentencia de Godel ¥.

a. Supongamos que K es consistente y supongamos que Fx 4.
Como Fg ¥4, sea r el nimero de Godel de una prueba para ¢ en K. Se cumple entonces
que Pf(r,q) y como Pf es expresable en K por la formula .7, b P.%(7,q), es decir,
b PF(F,"97).
Por (¢) tenemos que Fx 4 < (Vag) - P.F (22,79 7) y como Fg ¥, entonces se cumple que
Fr (Voo)~PF (22,9 7). Ademés, se tiene que T es un término libre para la variable xo
en la formula = 2.7 (z2,79"), entonces por la regla (A4) se tiene que Fx ~2F(7,797).
Por tanto, tenemos que Fx ~ 2% (7,9 7) y que Fx P.F(7,7947), asi que, K es inconsis-
tente, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto no ocurre que ki 9.
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b. Supongamos que K es w—consistente y que kg —9.
De (¢) tenemos que kg & < (Vao)-P.F (x2,"9 "), por lo que
Fr =9 < —((Vre) P F (22,79 7). Como Fi —¥, entonces kg —((Vre)~P.F (x2,797))
cuya abreviacion es

Fr (Fxo) P F (22,79 7). (*)

También, como K es w—consistente, por la Proposicién 5.14, se tiene que K es consistente
y como Fx =%, entonces no ocurre que Fx ¥, es decir, no existe una prueba en K de
4. Entonces Pf(n,q) es falso para todo numero natural n y como £.% expresa a Pf en
K, se cumple que Fg ~Z2F(n,q), es decir, para n € N kg 2% (n,"97). Como K es
w—consistente entonces no ocurre que g (Ixy) PF (x2,"9™) lo que contradice a (*). Por
lo tanto no ocurre que Fx —¥.

Por ultimo, si K es w—consistente, por b. no ocurre que Fx —%. También, por la Proposicion
5.14, K es consistente, y por a. no ocurre que Fx ¢4. Asi, ¢ es una sentencia indecidible, y por
lo tanto, K es incompleta. [

Observacion 5.10. El teorema de incompletitud de Godel se estableci6 para teorias que satisfacen
las 3 condiciones dadas; ahora, si asumimos que una teoria K también satisface que K es una
teoria verdadera, entonces también podemos probar la indecibilidad de ¥:

i. Supongamos que ocurre que Fx 4. Ya sabemos que Fx ¢ < (Vao)=P.F (x2,797),
asi que Fg (Vao) P F (22,79 7). Como K es una teoria verdadera, entonces la formula
(Vag)~P.F (22,97 es verdadera bajo la interpretacion del modelo estandar, pero bajo
esta interpretacion, la formula nos dice que 4 no es demostrable en K, lo cual es una
contradiccién. Asi que no ocurre que Fg 9.

ii. Supongamos que Fg —¥4. Como Fg ¢ < (Vro)mPF(x2,"97) y b =¥, entonces se
cumple que Fx —((Vae) P F (22,79 7)), es decir g (we) P.F (22,794 7). Como K es una
teoria verdadera, entonces la formula (Jze) P.F (29,79 ™7) es verdadera bajo la interpre-
tacion del modelo estdndar, pero bajo esta interpretacion, la férmula nos dice que ¢ es
demostrable en K, es decir Fx ¢, lo cual es una contradiccion, pues en i. ya habiamos
visto que no ocurre que Fx ¢. Por tanto, no ocurre que Fx ~%4

De i. y ii., concluimos que ¥ es una sentencia indecidible para K

Ahora, nos podemos preguntar, jqué ocurre con S?7. Ya sabemos que S cumple con las 3
condiciones del Teorema de incompletitud. No es la intencién de este trabajo entrar en debate
acerca de la w—consistencia de S, pues necesitariamos utilizar metateorias como ZFC para ana-
lizarlo. Asi, que si nosotros asumimos que S es w—consistente, hemos probado que la aritmética
de Peano S no puede ser una teoria completa, sin importar todo el desarrollo que hemos hecho
con esta. De ahi la importancia del primer Teorema de incompletitud, pues hemos encontrado
un sistema basado en los niimeros naturales, en los que no todas las afirmaciones pueden ser
demostrables.

Con todo esto, es natural que nos preguntemos: ;Es posible demostrar con todo lo desarrollado
en S la consistencia de S7 El segundo teorema de incompletitud nos resuelve esta duda.

5.2.2. El segundo teorema de incompletitud de Go6del

Sea K una extension de S (en este trabajo nos enfocaremos en S) en el lenguaje Z4 tal
que K tenga un conjunto de axiomas recursivo. Recordemos que Neg(x) significa que si x es el
nimero de Godel de 7, entonces Neg(x) es el nimero de Godel de —. Por la Proposicion 5.6,
Neg es una funcion recursiva, asi que es representable en K. Digamos que es representable por
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NEYG (x,y) € FORM.
Sea € 0N i la siguiente sentencia:

CON K = (le)(V.%'Q)(V.I’g)(szl)—'(e@y(ml,:6'3) A :@ﬁ(l‘z,l@) A JVgg($3,1‘4))

En la interpretacion estandar, € 0.4 k afirma que no hay pruebas en K de una férmula y de su
negacion, es decir, afirma que K es consistente.
Consideremos la siguiente sentencia:

CON, — G (G)

Donde ¢ es una sentencia de Godel. Recordemos que bajo la interpretacion estandar, & afir-
ma que no se puede probar 4 en K. Asi, (G) bajo la interpretacion estandar afirma que si
K es consistente, entonces no se puede probar ¢, que es el primer teorema de incompletitud.
Si se cumpliera que Fx 0N, — 4 v que K es consistente, entonces no puede ocurrir que
Fx € 0N, porque en caso contrario, se cumpliria que Fx ¥, que es imposible, pues al ser K
consistente no ocurre que Fi 4. Asi, si K es consistente, entonces €04 i es una sentencia
indecidible. Esto es lo que conocemos como el segundo teorema de incompletitud de Goédel. Po-
demos resumirlo de la siguiente manera: Si K es una teoria consistente, entonces la consistencia
de K no puede ser probada dentro de K.

Nos centraremos en trabajar en S, que es una teoria ya bien conocida por nosotros y en la que
es valido el primer teorema de incompletitud. Analizaremos la prueba del segundo teorema de
incompletitud de Godel que trabajaron Hilbert y Bernays en 1939. Esta prueba esta basada en
tres condiciones que conocemos como las condiciones de derivabilidad. Para entenderlas, veamos
la siguiente definicion:

Definiciéon 5.17. En S definimos la formula &% (x1) como sigue:
BEW (x1) = (3xe) P.F (v2,x1).

Bajo la interpretacion estandar A& # (x1) nos dice que existe una prueba para una formula que
tiene ntumero de Godel x1, es decir, la formula con nimero de Godel x; es demostrable en S.

Observacion 5.11. Notemos que para la formula ¢(z1) 1= (Vag) P F (x2,21), por el Teorema
del punto fijo, existe una sentencia de Godel ¥4 tal que bg & & (Vao)~PF (x2,21), ademas
Fs (Voo) P F (22, 21) < —((Fxo) P F (22,797)), asi que Fg G < ~BEW (T97).

A continuacién enunciaremos las condiciones de derivabilidad de Hilbert-Bernays. Las que
enunciaremos son unas simplificaciones del trabajo de Hilbert y Bernays dadas por Lob en 1955.
No haremos la prueba de las condiciones en este trabajo, pero pueden ser consultadas en el
Capitulo 2 de [5]

Proposicion 5.18 (La condiciones de derivabilidad de Hilbert-Bernays). Si ¢, € FORM
son sentencias en S, entonces:

HB1 Sitgs ¢, entonces bg BEW ("¢™)
HB2 g BEW ("o = 7)) = (BEW (") = BEW (TYT))
HB3 tg BEW (") — BEW ("TBEW ("))

Ya sabemos que una sentencia de Godel ¢4 en S afirma que no puede ser demostrada en S,
es decir g 4 < ~BEW (T9G7).
Ahora, BEW (x1), es una formula cuya tunica variable libre es x1, entonces por el Teorema del
punto fijo, existe una sentencia ¢ tal que

g = BEW (AT
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A la sentencia 7 la llamamos sentencia de Henkin. En la interpretacion estandar, la sentencia
de Henkin, afirma que existe una prueba en S de ella. A continuacién veremos cuéando J¢ es
demostrable, no demostrable, indecidible en S o verdadera para el modelo estandar.

Notacion 5.1. Si ¢ € FORM, denotaremos por Ly a la formula BE# ("¢™). Usando esta
notacioén, las condiciones de derivabilidad de Hilbert-Bernays quedan como:

HB1 Si kg ¢, entonces g Uep.

HB2 kg O(p — ¢) = (Op — Ov).

HB3 kg Op — O0ep.

También ¥ y 2 satisfacen las equivalencias Fg 4 < -9 y g 5 < O

Proposicion 5.19 (Teorema de Lob). Si ¢ es una sentencia de S, entonces si g Op — ¢,
entonces g .

Demostracion. Sea ¢ € FORM una sentencia y supongamos que g Ly — . La formula
BEW (r1) — ¢ es una formula cuya tnica variable libre es z1, entonces, por el Teorema del
punto fijo (Proposicion 5.12) se cumple que existe una sentencia v tal que

Fs < (BEW (TYT) — ), es decir,

Fs v < (O — ). (5.1)
Ahora, se tiene que:
1. Yv& Oy — o) [Por 5.1]
2. v — (Ov =) Fs (<> 8) = (o — B) y MP con 1]
3. O — (OY — ¢)) [HB1 con 2]
4. Oy — OO¢Y — ¢) [HB2 con 3 y MP con 3]
5. Oy — ¢) —» (O00O¢v — Op) [HB2]
6. Oy — (O0Oy¢ — Op) Fs(a—=B)—= ((8—=7)— (a—7v))y MP con 4y 5]
7. Oy — O00¢ [HB3]

Sabemos que g (a = (8 — 7)) = ((@« = B) = (v — 7)), asi que ocupando esto con 6 y 7
y aplicando MP dos veces tenemos que:

8 Oy —D0p
9. Op—ep [Hipotesis|
10. Oy — ¢ Fs(a—B)— ((B—7) = (a—7))y MP con 8 y 9]
11. (Y =)= ¢ [Fs(a+ B) = (8 — a)y MP con 1]
12. [MP(10,11)]
13. Oy [HB1 con 12]
14. ¢ [MP(10,12)]
Por lo tanto, hemos probado que si g Ly — ¢, entonces kg ¢. ]

Corolario 6. Si 7 es una sentencia de Henkin para S, entonces g € y H es verdadera para
el modelo estandar.

Demostracion. Sabemos que kg 7 < (0. Asi que bg O — S, entonces, por el Teorema
de Lob, se cumple que Fg 7.

Ahora, bajo la interpretacion estandar, s afirma que 7 es demostrable en S lo cual es cierto,
por lo tanto JZ es verdadera en el modelo estandar. [

Es momento de demostrar el segundo teorema de incompletitud.
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Proposicion 5.20 (Segundo Teorema de incompletitud de Godel). Si S es consistente, entonces
no ocurre que g €0 N g, es decir, si S es consistente, es imposible probar la consistencia usando
los axiomas de S.

Demostracion. Supongamos que S es consistente.

Ya sabemos que Fg 0 # 1. Como S es consistente, entonces no ocurre que Fg 0 = 1.

La formula 0 = 1 no tiene variables libres, asi que es una sentencia en S. Si ocurriera que
Fs 00O = 1) — (0 = 1), entonces por el Teorema de Léb (Proposicion 5.19), se cumpliria que
Fs 0 =1, lo cual es una contradiccién, por lo que no ocurre que Fg (0 =1) — (0 =1).
Sabemos que para «,3 € FORM, bg ~a — (a — ), entonces para a := =00 = 1) y
B :=0=1, se cumple que

Fs 00 =1) - (00 =1) —
tendrfamos que F¢ OJ(0 =1) —

0 = 1). Si ocurriera que g —=J(0 = 1), entonces ocupando MP
0 =1 lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto

No ocurre que g =0(0 = 1). (o)

Como g 0 # 1, por (HB1) kg O(0 # 1).
Ahora, vamos a demostrar que Fg 0.4 ¢ — —[(0 = 1). Supongamos que Fg €0.A g y que
Fs OO =1).
Sea ¢ el ntimero de Godel de la formula 0 = 1 y sea 7 el ntimero de Godel de la férmula
0 # 1, entonces se cumple que Neg(q) = r y como Neg es representable por A4 &%, entonces
Fs N/ EYG(q,T), es decir,

Fs A/ EG(TO=T1770+#17). (i)
Como kg O(0 # 1), entonces g (Fz2) PF (22,70 # 17), por regla C, para la constante a,

tenemos que

s PF(a,70 £ 17). (ii)

Como Fg O(0 = 1), entonces Fg (Jao) P.ZF (22,70 = 17), por regla C, para la constante b,
tenemos que

bs PF(b,70=1"). (iii)
Asi, de (i), (ii) y tenemos que
Fs 2F(b,70=1") AN PF(a,"04£1) A /EG(T0=1",T0#£1"). (iv)

Como Fg €0 N g se tiene que

Fs (V1) (Vo) (Vag) Voy) ~(PF (1, 23) N PF(x9,24) N N EYG(23,24)). Ahora,

T0=1"7y "0 # 17 son términos libres para las variables x3 y x4 respectivamente en la féormula
(P (x1,23) N PF(x2,24) N N EYG(x3,24)), entonces por la regla (A4) y MP tenemos que

Fs (V21)(Va2)~(PZ (21,70 = 1) A PF (22,7 0£TT) A NEG0=T7,701)).

De igual manera, b y a son términos libres para las variables x1 y x2 respectivamente en la
formula ~(2Z(21,"0=1") A PF(x2,"0£1") A N/ EG(T0=1",70# 17)), entonces por
la regla (A4) y MP se tiene que

Fs ~(PFB,0=1") A PF(a, 0£T) A NEG(T0=T7,70+£17)). (v)

Entonces por (iv) y (v) tenemos que

bs PFZ0,70=1") N PF(a,"0#£17) AN /EG(T0=17,T0#£1") y que

Fs 2 (Z2Fb,"0=1") AN PF(a,/0#17) A /EG(T0=1",70#1")) lo cual es una contra-
diccion. Dicha contradiccion viene de suponer que Fg €04 g y que g (0 = 1). Por lo tanto,
|—5 %ﬁJVS — —\D(O = T)
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Si ocurriera que kg € 0.4 g, entonces como g €O0N g — —[0(0 = 1), por MP tenemos que
Fs =0(0 = 1), pero por (o) tenemos que no ocurre que g =J(0 = 1). Por lo tanto, no puede
ocurrir que g €04 g.
Hemos probado que siempre que S sea consistente, no podemos probar la consistencia de S
dentro de la teoria. [




Conclusiones

A lo largo de la realizacion de este trabajo fuimos capaces de visualizar la importancia que
han tenido los Teoremas de Incompletitud para las matematicas, pues fueron un parteaguas en
cémo se concebian y estudiaban. Hasta 1930 muchos pensadores coexistian con la idea de que
la ciencia matemaética siempre seria exacta y que, a pesar de que no se conocia la veracidad de
ciertas afirmaciones, la matematica seria capaz de resolverlo con tiempo y paciencia. Los dos
teoremas de incompletitud, que demostramos en las Proposiciones 5.16 y 5.20 nos hacen ver que
no es asi, que hay teorias en las que encontraremos férmulas que no son decidibles.

A lo largo del Capitulo 3 estudiamos la aritmética de Peano, S y pudimos concluir que en .S
se puede axiomatizar todos los conceptos que conocemos de los niimeros naturales N en la meta-
teoria. Asi como definimos dentro de S conceptos como a < b o a | b relacionandolos con objetos
dentro del lenguaje Z4 de S, se pueden seguir definiendo y encontrando distintas propiedades
de los naturales, como la exponenciaciéon. Asi podemos ir construyendo teorias que tomen como
base a S. En el Corolario 2 vimos que .S es una teoria con igualdad.

La mayoria del desarrollo del Capitulo 4 estuvo enfocado en llegar a la Proposicion 4.16,
as{ todas las funciones recursivas son representables en S, es decir, que fue un resultado muy
importante para poder realizar las pruebas de incompletitud. También por el Corolario 3 vimos
que toda relacion recursiva es expresable en S.

El objetivo del Capitulo 5 era poder demostrar que una teorfa como S, en la que la arit-
mética de los nimeros naturales es vélida, no es una teoria completa, y asi lo probamos. Las
observaciones 5.6 y 5.7 nos permitieron observar que S tiene un lenguaje primitivo recursivo
y un conjunto de axiomas primitivo recursivo. Gracias a esto en S tenemos una larga lista de
funciones y relaciones recursivas dadas por las proposiciones 5.6, 5.7 y 5.9, que més atin, son
representables y expresables dentro de S. También son resultados muy importantes los Corola-
rios 4 y 5 pues gracias al primero observamos que en S, si asumimos su consistencia, la clase
de las funciones recursivas coincide con la clase de las funciones representables, es decir, en-
contramos una caracterizacion de las funciones recursivas. Resaltamos la importancia tanto del
lema de diagonalizacion (Proposicion 5.11) como del Teorema del punto fijo (Proposicion 5.12),
pues estos nos sirven como predmbulo para la construccion de las sentencias de Godel que son
fundamentales en la prueba del primer Teorema.

Por tltimo, sabiendo que hay pruebas de la w— consistencia de S, la Proposicién 5.14 nos
implicaria que S es consistente. Asi, gracias al Primer Teorema de incompletitud (Proposicion
5.16) ya sabemos que es imposible que S sea una teoria completa pese al esfuerzo que se hizo por
axiomatizarla de manera precisa. El Segundo Teorema de incompletitud (Proposicion 5.20) nos
asegura que por méas que se intente, no podemos probar la consistencia de S dentro de la teoria,
asi, las pruebas que haya de su consistencia u w—consistencia tienen que emplear herramientas
de la metateoria.




CAPITULO 5. CONCLUSIONES -

Pese a que se han demostrado los teoremas de incompletitud de Godel, no debemos de
alarmarnos y pensar que las matematicas siempre han estado equivocadas. Simplemente estos
teoremas nos han abierto los ojos para dejar de pensar en que es necesario que las mateméti-
cas son completas, y nos han abierto las puertas a seguir valiéndonos de otras herramientas y
conocimientos para resolver las problematicas que nos vengan en el futuro.
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