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Resumen

En el presente trabajo se deducen, mediante la variaciéon de una accién, las
ecuaciones de campo para una teoria tenso-escalar en D + 1 dimensiones que
describe gravedad acoplada fuertemente a un nimero arbitrario n de campos
escalares. Mediante el ansatz de Lifshitz para la métrica se escriben dichas
ecuaciones para el caso particular de un sistema en dos dimensiones y con dos
campos escalares. Se resuelven las ecuaciones de este sistema y se encuentran
soluciones exactas particulares. La familia de métricas encontrada correspon-
de a configuraciones de agujero negro asintéticamente Lifshitz. Se realiza el
estudio de las propiedades fisicas para dicha familia de soluciones mediante el
calculo de invariantes geométricos. Se analiza el comportamiento del arreglo
de campos escalares que soportan a la métrica.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Teorias tenso-escalares

Las teorias tenso-escalares de gravedad son modelos gravitatorios alternativos
a la teoria de Einstein original. Estas teorias son conocidas con este nombre ya
que contienen al tensor métrico g, y un campo escalar ¢. Una caracteristica
importante de estos modelos es el acoplamiento directo que existe entre el
campo escalar ¢ y el escalar de curvatura R.

Una forma general de las teorias tenso-escalares puede derivarse de una densi-

dad lagrangiana que tiene la siguiente expresion [1]-[2]:

L=v=g [f(®)R+9(6)(0"0)(0u0) = 2M(®) + Lo (g ¥i)] (1.1)

donde f, g y A son funciones arbitrarias del campo escalar que definen la
teorfa, L, es la densidad lagrangiana de materia, con el determinante /—g
factorizado, que depende de la métrica g,,, y de los campos de materia 1);.

Otra caracteristica de estas teorias es que son conformemente equivalentes a
Relatividad General; esto quiere decir que si realizamos una transformacién

conforme del siguiente estilo:

f]uu = f(¢)gum (1'2)

la nueva métrica, g,,,, obedece las ecuaciones usuales de Einstein con fuentes de
materia y campo escalar, donde el escalar de curvatura, R, no estd acoplado
a alguna funcién, f(¢). De esta manera se dice que la teoria se encuentra
expresada en el marco de Einstein, ya que las ecuaciones de Einstein con la
métrica conforme, g,,, toman su forma convencional. Cuando se considera la

métrica original g,, se dice que se utiliza el marco de Jordan.

1



Capitulo 1. Espaciotiempos de Lifshitz 2

Otra caracteristica notable de estos modelos es que resultan de manera natural
al considerar la reducciéon dimensional de teorias con dimensiones extra, tales

como Kaluza-Klein [3].

1.2. Espaciotiempos de Lifshitz

Una teoria en N dimensiones, con coordenadas espaciales ' y coordenada

temporal ¢, que es invariante bajo traslaciones y rotaciones espaciales:

Hit>t =t+a, (1.3)
Piat — a2 =a2" 4 d, (1.4)
L9 x' =2’ = L'ad (1.5)

y que es simétrica bajo el siguiente cambio de escala:
D, : t—t = Nt, x; — 2 =\, (1.6)

se dice que tiene una simetria tipo Lifshitz. El grupo de simetria que consiste
de las transformaciones H, P', L'/ y D, se denota como Lifx(z) [4]-[].

Una generalizacién inmediata de los modelos tipo Lifshitz son las teorias ho-
mogéneas y espacialmente anisotropas, es decir, aquellas con simetrias en la

traslacién (H, P ) pero con cambio de escala distinto en cada direccién:

D, :

7

t =t = N, x; — = N, (1.7)

donde z; son los exponentes dinamicos.
Al grupo que consiste de H, P’y D,. lo denotamos como Li fx(2;).
Las geometrias tipo Lifshitz estdn dadas por la siguiente expresion [0]:

d 2
ds? =12 <—ri22dt2 + Lz + rﬁdx?) , (1.8)
r

donde 0 < r < o0, [ es el radio de Lithitz, i = 1,2,...d y a z se le conoce como
el exponente dinamico. Observamos que cuando z = 1 se recupera la geometria
tipo anti-de Sitter (AdS).

La métrica admite las traslaciones y rotaciones espaciales (1.3)-(1.5) como

isometrias’ y también es invariante bajo el cambio de escala (1.6).

LA las simetrias que posee la métrica usualmente se les llama isometrias.
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La geometria de Lifshitz es una solucién a las ecuaciones de Einstein con tensor
de energia-momento no trivial. Una manera sencilla de obtener un espaciotiem-
po de este estilo consiste en considerar gravedad con constante cosmoldgica

negativa acoplada a un campo vectorial masivo A,, [5]-[7]:

S = /dD“xs/—g {R —2A — iFQ - %MQAQ : (1.9)

donde A es la constante cosmoldgica, F),, es la intensidad del campo vectorial,

A, es un campo de Proca.

1.3. Motivacion

Recientemente se ha mostrado un gran interés en la teoria denominada Sach-
dev—Ye—Kitaev (SYK), propuesta por primera vez por Kitaev como una gene-
ralizacion del modelo Sachdev-Ye [3—11].

En este modelo se considera la interaccion de N fermiones de Majorana ;
en una dimension. El Hamiltoniano de esta teoria esta dado por la siguiente
expresion:

H= Z iy, (1.10)

ikl
donde 7,7, k,l =1,2,..., N, \jj son las constantes de acoplamiento obtenidas
de una distribucién Gaussiana con promedio igual a cero.
El interés en este modelo se debe a las importantes propiedades que presenta,
entre ellas que en el limite cuando N — oo el modelo se resuelve exactamente.
Otra propiedad importante es que esta teoria esta estrechamente relacionada
con los modelos de gravedad-dilatonica en dos dimensiones, cuya importancia
radica en que pueden describir fendmenos fisicamente interesantes cerca del
horizonte de eventos de agujeros negros [11].
Una conjetura natural sobre el dual gravitatorio de estas teorias, en el marco de
la dualidad hologréfica, son los modelos tenso-escalares [12], hecho que motiva
su estudio y en particular la realizacion del presente trabajo.
En adicién, la busqueda de soluciones tipo agujero negro en el marco de estas
teorias esta motivada por el andlisis, bajo la conjetura de la dualidad, de las
propiedades termodindmicas de sistemas descritos por teorias de campo [13]-

[11]. Para una referencia introductoria sobre el tema véase el trabajo [15].
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La accién y su variaciéon

2.1. La accion

En el presente trabajo nos enfocamos en una teoria tenso-escalar de la gravedad
en D+ 1 dimensiones y con un numero arbitrario n de campos escalares. Como
se menciond en el capitulo anterior, una caracteristica notable en este tipo
de teorias es que los campos escalares se acoplan directamente al escalar de
curvatura R.

En esta seccion consideramos como punto de partida la siguiente accién de

gravedad con campos escalares :
S = /dDHx —g eXaeda (R + Zﬁbc(augbb)(augbc) - 2A> , (2.1)
b,c

donde D + 1 es la dimensién del espaciotiempo, g = det g,,, R es el escalar
de curvatura, A es la constante cosmoldgica de la teoria, ¢, denota los campos
escalares, 7, son constantes reales y arbitrarias, (O, es la entrada bc de una
matriz cuadrada de constantes reales arbitrarias y a, b, c = 1, 2,....n, donde n

es el nimero de campos escalares.

2.2. Método variacional

Podemos escribir la accién (2.1) como la suma de una parte gravitacional Syr
y una parte escalar Sy :

S = S¢R + S¢, (22)

donde
S¢R = /dD+1ZL'\/—_g Gza’ya(%R (23)

4
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S¢ = /dD—H:U —9g eza’ya(ba (Z Bbcgw/(a,ugbb)(auqbc) - 2A) . (24)
b,c

Las ecuaciones que gobiernan esta teoria incluyen las ecuaciones gravitaciona-
les (ecuaciones de Einstein) que se obtienen al variar la accién con respecto
de la métrica y las ecuaciones de campo escalar que se obtienen al variar la

accién con respecto de los campos escalares.

2.2.1. Derivacion de las ecuaciones gravitacionales

Analicemos el comportamiento de la accién (2.1) al realizar variaciones de
la métrica. Es importante notar que es conveniente realizar la variacién con
respecto de la métrica inversa g"”.

A partir de la variacién

5 (9" gr) =6 (51) = 0, (2.5)
obtenemos
guadgw/ = _g)\udgu)\7 (26)
de esta forma
5gau = _g,uag)\l/(ngA7 (27)

con lo cual llegamos a la conclusién de que los puntos estacionarios que encon-
tremos al variar g"” también son puntos estacionarios al variar g, .
Comencemos por estudiar la variacién de la accién 0Syr (2,3) la cual vamos a

descomponer en tres partes, usando el hecho de que R = g"' R,

dSsr = 051 + 052 +0Ss, (2.8)
donde
3S; = /dDHg; eXaada [ ghv OR,., (2.9)
0S5y = /dDHx eXaada | [y R, 69", (2.10)
y
0S5 = /dD+1x eXa Y% R 5\ /—g. (2.11)

Observemos que 653 ya se encuentra en la forma deseada: algo multiplicado

por la variacién de g"”.
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Consideremos ahora la variacién para S;. Sabemos que el tensor de Ricci es la

contraccion del tensor de Riemann, el cual esta dado por:

RZ/\V = o\, + 15,17, — ayff\u =75, (2.12)

Ao~ v

Al realizar una variacién arbitraria de los simbolos de Christoffel,

7, —T%, + 6T, (2.13)

pvo

y considerar solo los términos a primer orden en la variaciéon tenemos que

ORfy, = O\(OLY,) +o(I5,I7,) — 0,(oT%,,) — o(I'),I'5,.)- (2.14)

Ao~ v

Por otro lado, como la variacién arbitraria 0I'), es una diferencia de dos cone-
xiones, y por lo tanto es un tensor, podemos tomar su derivada covariante.

De esta manera, consideramos las siguientes derivadas covariantes

V(oY) = o\(dT'),) + 5,01y, — 5,010, — T 607

vo)

(2.15)
VV((SFI))\M) = aV((SF/))\H) + Fgaél—‘iu - ngérgu - FZM(SF{;J,

y su resta,
VaA(OI%,) =V, (oT%,)
= O\(01%,) — 8, (61%,) + 5,605, + I'g,605, — T'5,600, —I0,0T%,  (2.16)

= 0\(dT%,) — 0,(6T%, ) + 6(T5,T5,) — 8(I5,I%, ).

Aot v Apt vo

Al comparar (2.14) y (2.16) obtenemos:
(5RZAV = V,\((SF,ﬁu) — V,,(él“ﬁu), (2.17)
o en términos del tensor de Ricei:

SR}y, = 0R,, = VA(OT},) — V,(0T3,). (2.18)

HAV
De esta manera tenemos que
051 = /dx V=g eXaada ghv [V,\((SF,))H) - V,,(5Fj\\u)}
(2.19)
= [ dn =g R 0, [T - 76T

donde hemos renombrado algunos indices mudos y utilizado la derivada cova-

riante del tensor métrico.
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Consideramos la definicion de los simbolos de Christoffel,

1
I, = 59””(%% + OvGpu — OpGu) (2.20)

y su variacién con respecto de g,

1
0Ty, = =5 [9uVu(09) + 9V u(09™) = GuagusV7 (99°7)] 5 (221)

al sustituir (2.21) en (2.19) llegamos a la siguiente expresion:
05 = /dm V—g eXalada 7 (9,0 V769" — V) 5g”)‘} : (2.22)

Ahora, si utilizamos la integracion por partes dos veces tenemos que:

05 = y/—g e2a Yeda [ngaég“” — V. 5g”)‘} iooo —

/das\/—g V,e2a Yada [gWV"(Sg‘“’ — V. 590’\]

= vo_eZa YaPa [gﬂy(sgﬂl/ o 5ga'>\:| iooo_+_
[ 5 VG 0,97V i
/da: v—g9 V\V, eXa 7“‘1’“59")‘

— /dl’ \/__g (g,uu O eza YaPa _ VMVV 62‘1 ’Ya(f)a) 5gMV7

(2.23)

donde hemos considerado que las variaciones de la métrica en el infinito son nu-
las, ademés que O = V°V,, = ¢"'V,V, es el simbolo que denota el d’Alembertiano.

Para estudiar el caso de 655 (2.11) consideremos primero que
In(detM) = Tr(InM), (2.24)

donde M es una matriz cuadrada con determinante distinto de cero. Al variar

la igualdad tenemos que

_ —1
——0(detM) = Tr(M~'6M). (2.25)

Si consideramos M = g,,,, de tal manera que detM = det g,, = g, entonces:

69 = 9(9" 0 gu) (2.26)
= —9(g,,09"),

donde hemos considerado el resultado (2.7):

5g;w = _gupguaéglm- (2.27)
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De esta manera tenemos que
1
9 (2.28)

Por lo tanto

653 = / dr e "% R §\/—g

1 (2.29)
= / dr €¥e 1% R (—§¢—_g guuag“”) .
Reuniendo todas la variaciones tenemos:
0Ser = 051 4+ 652 + 053
1
— /dl’\/—_g eZa YaPa < _§gMVR + Rl»“’) + gWDeZa YaPa __
G
V,V,eXa Yea| 5gt - (2.30)

donde G, es el tensor de Einstein.

Calculo del tensor de energia momento

Consideremos ahora la variacién de la parte escalar de la accién (2.4), con

respecto de g":

5S¢> = /dD;C 5\/__9 €Ea YaPa <Z Bbcg“”(au(bb)(ay(ﬁc) _ 2A> +
b,c

/ 4Pz 5g" /=g eZarw 37 B (0un) (D)
b,c

1
=3 /de V=3 Gap 07 X0 (Z Bocg"” (0udn)(0v0c) — 2A> +
b,c
RN TN SERCAIC S
b,c
— /dDa: eza’YaQ&a \/__g 591“/ X

[ (Z 5bc g,ul/ ¢b aﬁgbc) 2A guu) + Z ﬁbc(a,ugbb)(augbc)] . (231)
b,c
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Por definicion tenemos que el tensor de energia momento estda dado por la

siguiente expresion: R
T o -2 05
" g0

donde (55’¢ es el integrando de 4.5, .

(2.32)

Entonces para nuestro caso:

Ty = 2ot {guu [Z Boe (9% (D) — 2
b,c

2 Z Bbc (aﬂ¢b)<au¢c>} . (233)

De este modo hemos logrado obtener la variacién de la accién (2.1) con respecto
de g".
Al reunir los resultados (2.30), (2.31), (2.32) y (2.33) esta variacién adopta la

siguiente forma:
0S5 = 0S4r + 05,

1
= /d”x\/—_g <eZa Tebe (R, — iT‘W + g0 e Yada

V.V, e %%> Sgh. (2.34)

Para obtener las ecuaciones de movimiento gravitacionales tenemos que consi-
derar que la variacion de la accién es cero para toda dg"”, es decir que se tiene

que cumplir que:
1
62‘1 ’Ya¢(lG#l/ - §Tﬂu + g,ul/D GZ“ Yada _ vuvueza Yaba — 0. (235)

Ahora analicemos més a detalle el peniltimo y 1ltimo términos del primer

miembro de esta dltima ecuacion:
gwjgeza YaPa — guyvava‘eza Yaba
= G (gﬁpvpvgeza vaqba)

prd 620, 'Yaan gl“/go—p X

(Z Ya Vb aa¢aap¢b + Z /Vavpacfﬁba)
a,b a

= X Yada Guw (Z YaVo O P00y, + Z '7avoaff¢a> )
ab a

(2.36)
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Vﬂvyeza Yaba Vu (8,,62“ ’Ya¢>a)

= v# (eza Yada Z Ya (8V¢a))

= Qe WGZ Ya (Dua) + €0 W%Z Y4V (9sba)

= eXa Yata [(Z Vo a,u¢b> (Z Va u(ba) +Z YoV u al/‘lﬁa]
b

— eZa Yaba [Z Ya Vb 8y¢aau¢b + Z 'Vavuauqba] . (237)
ab a

Finalmente, usando (2.35), las ecuaciones de Einstein adoptan la siguiente

forma:
Z ﬁaba‘u(ba l/¢b + g#y (R + Z ﬁab p¢b) — 2A)
Z 'Vav,uaugba =+ Z 7a7b8p¢aau¢b_ (238)
a a,b

Guv (Z ’Ya’Vb(ap¢a)(3p¢b) + Z%VQQba) =0.
a,b a

2.2.2. Deduccién de las ecuaciones de los campos esca-
lares

En este caso es ttil considerar a la densidad Lagrangiana como

L=+/—g¢L, (2.39)

ya que mientras que para derivar las ecuaciones gravitacionales utilizamos L,
lo que usamos para derivar las ecuaciones de campo es en realidad £. Al hacer

esto, se obtienen las Ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas para campos,

oL oL
_ = | = 2.4
3¢a vﬂ <avu¢a> Oa ( 0)

donde V,, expresa derivada covariante.

En nuestro trabajo:

L=eZa 7 R4 "By (07¢y) (Do) — 2A] (2.41)
b,c
por lo tanto:
oL =~ e2d Vata | B 4 Z@b (07¢p) (Ospe) — 2| . (2.42)
a¢a a — C gYc
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Ahora como

L=eZa 7 R4 By g7 (Voy) (Vo) — 20| (2.43)
b,c

donde solo hemos “bajado” el indice en la derivada covariante, entonces

A

(9£ . d ibd ¢b) (vo(bc)
o g Z@c gvu% . (2.44)

Analicemos la siguiente derivada:

(9 [(Vp¢b) (Va¢c)] o 8 (Vp¢b)
avugba - avu¢a (VU¢C) ( ﬂ¢b)

= 010y (Voe) + (V,pp) 0102

9(Vqoe)
OV (2.45)

Al utilizar el resultado anterior obtenemos:

A

oL
— o2q Yddd po §h5Q

Zﬂbc (V) 5“63}

= eZd Vad {Z 6{10 V ¢c + Zﬂba pH V ¢b)} . (246)
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Ahora calculemos la derivada covariante de esta ltima expresion:

oL
v, (—WM %)
- vu {eZd aba [Z Bac gua (v0¢c) + Z Bba gpu (Vpgbb)] }
c b

= vu (BZd ’Yd(bd) [Z Bac g,ua (va(bc) + Z Bba gp“ (vp¢b) =+
c b

ezd YaPd VM

> Bac 67 (Vo) + > Bua 9 (V)
c b

= €Zd add Z ’Yda,u(zsd [Z ﬁac VM(ZSC + Z Bba V”Qﬁb +
c b

d

(2.47)
e i [Z Bae VN oo+ Y Fra Vﬂvpasb]
c b

= eZaub [Z Bae V' gwmﬁ
; Boa V* b, de YaOuba + D Pac V2 + Ebj Bra V2
= 2% [Z Bae (v%c + Vi Y fydauqbd) +
- y
; Bba <v2¢b + Vo Edj wamd)] .

Finalmente, usando (2.42) y (2.47) nuestras ecuaciones de Euler-Lagrange para

campos (2.40) quedan de la siguiente manera:

Ya

R+ Z ﬂbc (ag¢b) (aa¢c) —2A
b,c

=Y Bac (v%c +Vr6e Y wmd) +Y " Bra <v2¢b + Vi Y vdamd)
c d b d

- Z (ﬁac + Bca) <v2¢c + v“gbc Z 7daﬂ¢d> : (248)

d

Cabe destacar que el resultado anterior es distinto del encontrado en [12], donde

las ecuaciones de movimiento del campo escalar estan dadas por la siguiente
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expresion:

Ya R+ Z 5170 (ag(bb) (aa¢c) +C
b,c

= Bue <V2¢c +Oude Y Vd(a%d)) (2.49)

y se observa una diferencia en el segundo miembro. En este trabajo la constante

cosmoldgica esta dada por C.



Capitulo 3

Ecuaciones de campo

3.1. Deduccién de cantidades importantes
3.1.1. El ansatz para la métrica

En este trabajo estamos interesados en obtener soluciones de agujero negro
tipo Lifshitz, por lo que un buen inicio es proponer una hipétesis puramente

geométrica para la métrica en dos dimensiones espaciotemporales:

ds = 12 (—ﬁz F(r) d? + TQd;ET)) , (3.1)

donde f(r) es una funcién arbitraria de la coordenada extra r y z es una
constante arbitraria denominada exponente critico o dinamico.

En el presente trabajo consideramos 1+ 1 dimensiones, por simplicidad, con el
objetivo de desarrollar esta investigacién para D + 1 dimensiones en el futuro

cercano.

3.1.2. Los simbolos de Christoffel

Utilicemos el ansatz de nuestro tensor métrico para calcular los simbolos de

Christoffel cuya definiciéon esta dada por la siguiente expresién:

1 o
F;);z/ = §g>\ (a,ugua + auga,u - &79#,/). (32)

Los simbolos de Christoffel no nulos son:
t _Z fl(r)
Ty gy
1 ’
I, = §T2Z+1f (r) [2zf(r) +rf'(r)],
1 )
o= o))

14
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3.1.3. El tensor de Ricci

Utilicemos la siguiente definicion del tensor de Riemann o tensor de curvatura

R., =08.%, — 9,0 + 9, —T9 1% (3.3)

pv oy Wy vo

para deducir el llamado tensor de Ricci, que es el resultado de hacer la con-

traccion siguiente:

R, = Rf,, =09,I0, — 9,10 +T9I% —T71" (3.4)

pv op pp vo*

Al calcular las componentes no nulas del tensor de curvatura obtenemos:

r2f(r) + Bz + 1) rf'(r) + 222 f(r)

Ror = - S , 35
Ry = %r% (r) [P (r) + Bz + 1) rf'(r) + 22 f(r)] . (3.6)
3.1.4. El escalar de Ricci o escalar de curvatura
El escalar de Ricci o escalar de curvatura es la traza del tensor de Ricci:
R=g¢"R,,, (3.7)
que en nuestro caso estd dado por la siguiente expresion:
R=g"Ry+ "R, = — | A"+ B2+ 1) rf(r) +222f(r) (3.8)

l2

3.2. Las ecuaciones de Einstein para el sistema

En esta seccion y la siguiente deduciremos las ecuaciones de campo usando
el ansatz métrico (3.1). Ademds consideraremos, como un caso particular, dos
campos escalares ¢ (1) y ¢2(r), dejando el caso general con n campos escalares
para un estudio posterior.

Recordemos que las ecuaciones de Einstein estan dadas de la siguiente forma:

,u,y Z 6abau¢a V¢b + g;w (R + Z Bab p¢b) — 2A>

> %aVibuba + Y Ya10ubadudr— (3.9)
a a,b

Guv <Z 'Va'Vb(@pﬁba)(apﬁbb) + Z'Vav2¢a> =0
a,b a
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Al utilizar las expresiones para las componentes del tensor de Ricci R, (3.5)
y Ry (3.6), el escalar de curvatura R (3.7) y la ecuacién anterior, tenemos que
las ecuaciones de Einstein de nuestro sistema estdan dadas por las siguientes

expresiones:

3.2.1. La componente rr

La componente rr de las ecuaciones de Einstein adopta la siguiente forma:

Burnd () + B (r)* + (Brz + Bar) & () 85 (r) + )
22 TN g ) 2N (3.10
ryl (7" + f(r)>¢l<r)+72 <T’ f(T))¢2( ) r f(?") —O

3.2.2. La componente tt

La componente tt de las ecuaciones de Einstein tiene la siguiente expresion:

60 + 2004 + (2 - 5”) e+ (o - 2 ) i+
{27172 - (612 +521)] " <; LS > ¢ (r)+ (3.11)

27 (r)
()
”2(r 2f())¢2() f<> =0

3.3. Las ecuaciones de los campos escalares
para el sistema

En esta seccién presentamos las ecuaciones de campo para ¢1(r) y ¢o(r) utili-
zando las expresiones para las componentes del tensor de Ricci R, (3.5) y Ry
(3.6) y el escalar de curvatura R (3.7).

Recordemos la expresion para los campos escalares:

Ya R + Z Bbc (ag¢b) (aa¢c) - 2A
b,c

-5 (Vo v S +
¢ d
> Bra (v% + Vi Y Vdaﬂqsd) . (3.12)
b d

Al considerar dos campos escalares tenemos que a = 1, 2.
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3.3.1. La ecuacion del campo escalar con a =1
281191 (1) + (Brz + Bar) ¢5 (1) + Bumi) (r)*+
((Brz + Ba1)72 — Bazm1) d5(1)? + 2811720 (r) dly (r)+
1 / / 1 / ) (3.13)
201 <Zj: + J}((:))) ¢1(r) + (Brz + Bar) (Z: + ffé:))) P (r)+
% [P £"(r) + (32 + V)rf'(r) + 222f (r) + 202A] =0,
donde las cantidades primadas denotan derivadas con respecto de r.
3.3.2. La ecuacion del campo escalar con a = 2
(Bi2 + Ba1) ¢ (r) + 282205 (r) + (12 + Bor) 1 — Bure) ¢4 (r)*+
Baa2 (1) 4 2Baami 8 () () +
1 / ) 1 ! . (3.14)
(Bi2 + B21) (Z—: + J;,_«(%)) ¢1(1) + 292 (Zj: + J}é:))) @5 (r)+

S 0+ (324 s () + 2220 + 28] =



Capitulo 4

Soluciones particulares a las
ecuaciones de campo

Hemos encontrado distintas soluciones exactas, particulares, para las ecuacio-
nes de Einstein (3.10)-(3.11) y de campo escalar (3.13)-(3.14), para el sistema

en consideracién: caso con dos dimensiones y dos campos escalares.

4.1. La funcién f(r)

Al observar las cuatro ecuaciones de movimiento de nuestro sistema (3.10),
(3.11), (3.13) y (3.14) nos damos cuenta que existe acoplamiento entre las
funciones f(r), ¢1(r) v ¢2(r), ya que se encuentran multiplicadas entre si. El
primer paso para abordar este problema fue considerar los términos que se
encuentran en el primer miembro de las ecuaciones de campo con a = 1 (3.13)
y a=2(3.14):

Ty [P110) + 32+ s () + 227 (0) + 28] (4.1)

y suponer que lo que se encuentra entre corchetes, es una constante, k, de esta

manera obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden para
f(r):
r2f(r) 4+ 3z + 1) rf'(r) +22%f(r) + 2I°A =k, (4.2)

la cual tiene la siguiente solucién:

k—28A & 6
_ o aL o (4.3)

222 rz 2’

f(r)

donde ¢; y ¢3 son constantes de integracion.

18
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Consideremos factorizar la constante % de f(r), y absorberla en dt* y dr?

de la métrica, con lo cual obtenemos

(&)

Fir) =1+ j—l + 5 (4.4)

Las soluciones que vamos a presentar en esta seccién para los campos escalares
¢1(r) y ¢2(r) se obtienen manteniendo las constantes v; y o completamente
arbitrarias, por lo cual podemos prescindir de ellas. De este modo hemos su-
puesto que el valor para v; y 72 es 1, lo que es equivalente a cambiar la escala
de los campos escalares; esto puede verse més claro en la accién (2.1) de la

cual partimos:

S = /dD—Hx ) eza’h(f’a (R + Zﬂbc(8“¢b)(au¢c) - QA) :

b,c

4.2. Solucion 1

En esta soluciéon para las ecuaciones de campo hemos considerado que los
valores para las constantes k, f1; y la constante cosmoldgica A se fijan de la

siguiente manera:

k=0, (4.5)
2
A:—%, (4.6)
2
fu = %, (4.7)

con lo anterior obtenemos que la funcién f(r) y los campos escalares ¢y (r) y

¢2(1), que satisfacen las ecuaciones del sistema, estan dados por las siguientes

expresiones:
fr)=1+ ;—1 + :72 (4.8)
_ 2032 ., a
o1(r) = c3 + s — (Bra £ Bm)log (7" - 5 ) , (4.9)
o Pi2 + B 2,0
Pa(r) = c5 s — (Bra + 621)1051 (7“ + 2) : (4.10)

donde ¢y, ¢o, c3, ¢5 son constantes arbitrarias reales.
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Encontramos que el horizonte de eventos para la solucién de agujero negro,

dado por f(r), estd definido por

c? ca )’
rH:<\/Zl—c2—§1> . (4.11)

Para que la signatura de la métrica no cambie, necesitamos que f(r) > 0, lo

cual se logra con cualquiera de las siguientes condiciones:

2 2 :
c <0, CQ<%, 7’><\/%—02—%> : (4.12)

c 1\’
C1 >O, co < 0, r> Z—CQ—— . (413)

Los campos escalares dados por (4.9) y (4.10) tienen un comportamiento re-
gular para r > rg. Asi mismo observamos que cuando r — oo los campos
escalares tienden a infinito o menos infinito, dependiendo del valor de las cons-
tantes f19, 821 v [Po2. Para ilustrar este comportamiento se grafican algunos
ejemplos del primer caso (4.12), para ¢1(r) en la figura 4.1 y para ¢»(r) en la
figura 4.2.

4.3. Solucion 11

En esta solucion, a diferencia de la anterior, hemos considerado anular la cons-

tante cosmoldgica, fijar k, 811 y [a2 de la siguiente manera:

A =0, (4.14)
k=222, (4.15)
ﬁnzﬁlﬁﬁil:i(Hﬁ), (4.16)
Yy — (512+621,f)i12(1+ﬁ)’ (4.17)

donde « es una constate de proporcionalidad entre los campos escalares ¢y (r)

y ¢a(r), ver (4.20).
Otra diferencia con la solucién I es que la constante de integracién ¢y que se
encuentra en f(r) esta fija de la siguiente manera:

q (4.18)
Co = —. .
T
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d1(r)
L | | | .
wo 15 20

-2+ " : —z=1
A .
o

-8 i — 24
]

120 0

o o
Figura 4.1: Solucion I. Grdfica del campo escalar ¢1(r) = —%log (rz — %), PaTa
algunos valores de z. Para este ejemplo se fijé c3 = c5 = 0,822 = 1,812 = 2,601 =
3,c1 = —1,c0 = —2. Las lineas verticales punteadas color naranja representan el

horizonlte de eventos ry para cada caso. Podemos observar que en estos ejemplos
rg = 2=, debido a (4.11). Nétese que ¢1(r) tiene un comportamiento reqular en rg
y que ¢1(r) — —oo cuando r — 00.

®2(r)

3B —2=7
30

25+ :

20+ i —z=4
15+ \

10" —z=2
5- ) —z=1
o 5 10 15 20
Figura 4.2: Solucion I. Grdfica del campo escalar ¢o(r) = %log (TZ — %), PaTa
algunos valores de z. Para este ejemplo se fijé c3 = c5 = 0,820 = 1,812 = 2,601 =
3,c1 = —1,c0 = —2. Las lineas verticales punteadas color naranja representan el

horizonlte de eventos ry para cada caso. Podemos observar que en estos ejemplos
rg = 2%, debido a (4.11). Nétese que ¢pa(r) tiene un comportamiento reqular en rg
y que ¢a(r) — oo cuando r — o0.
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Dadas estas condiciones se obtienen las siguientes expresiones para f(r) y los

campos escalares:

fr) = (1 + 26;2)2, (4.19)
1(r) =z = — i Tlog (rz + %) : (4.20)
Pa(r) =5 — — - Tlog (rz + %) : (4.21)

donde ¢y, c3, c5 son constantes arbitrarias reales.
Podemos observar que, debido a la condicién (4.18), la configuracién de agujero
negro es extremal.

En esta solucion de agujero negro el horizonte de eventos estd dado por

ri = (—%) (4.22)

Para que f(r) > 0 y las funciones de campo escalar estén evaluadas en r >

rg > 0 se necesita que
1
¢ <0, r > (——) o (4.23)

Un aspecto de las funciones de campo escalar aqui descritas es que se observa
un comportamiento divergente al ser evaluadas en el horizonte de eventos rpy

y en r — 0o como se muestra en los ejemplos de las figuras 4.3 y 4.4.

4.4. Solucion 111

En este caso tenemos que para

A=o0, (4.24)
2

cy = %, (4.25)

k=222 (4.26)

fu =2, (4.27)

Paz = Pr2 + P — 2, (4.28)

obtenemos la siguiente solucién particular de las ecuaciones de campo

flr) = (1 +a )2, (4.29)

2r?
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1(r)

—z=1
ni
-10+ "
ni
ni
ni
ni

15+ W

—z=2

—z=4

—z=7

Figura 4.3: Solucion II. Grdficas del campo escalar ¢1(r) = —%log (2r* — 4), pa-
ra algunos valores de z. Para estos ejemplos se fija c3 = ¢5 = 0,022 = 1,512 =
2,801 = 3,c1 = —4,co = 4. Las lineas verticales punteadas representan el horizonte
de eventos en cada ejemplo. No’tesq que para cada una de las grdficas, el horizonte
de eventos se encuentra en vy = 2=, debido a (4.22). Consideramos una constante
de proporcionalidad k = 3, por lo tanto ¢1(r) = 3 ¢2(r), véase ecuacion (4.20). Se
observa en cada caso que ¢1(r) — oo cuandor — rg y ¢1(r) — —oo cuando r — oo.

#2(r)

r

—z=1

—z=2

— Z=

4+

—z=7

Figura 4.4: Solucion II. Grdficas del campo escalar ¢o(r) = —lelog (2r* — 4), pa-
ra algunos valores de z. Para estos ejemplos se fija c3 = ¢5 = 0,020 = 1,512 =
2,801 = 3,¢1 = —4,co = 4. Las lineas verticales punteadas representan el horizonte
de eventos en cada ejemplo. N(itese1 que para cada una de las grificas, el horizonte
de eventos se encuentra en ry = 2=, debido a (4.22). Consideramos una constante
de proporcionalidad k = 3, por lo tanto ¢1(r) = 3 ¢o(r), véase ecuacion (4.20). Se
observa en cada caso que ¢2(r) — oo cuando r — rg y ¢a(r) — —oo cuando r — 0.
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-2
¢1(r) = c3 + %log (r* +cg) — log <rz + %) , (4.30)
2 z
¢2(7”) = C5 — mlOQ (7” + C6> y (431)

donde ¢4, c3, c5 y cg son constantes arbitrarias reales.
Un aspecto a notar es que la expresién para f(r) es la misma que en la solucién
IT (4.19) pero la expresion para los campos escalares es distinta.

En esta solucion de agujero negro el horizonte de eventos estd dado por

(&1

ri = (—E)i . (4.32)

Para que f(r) > 0 y las funciones de campo escalar estén evaluadas en r >

rg > 0 se necesita que
c e\ :
c <0, 6> —, r> <——1> . (4.33)

Otro aspecto a destacar en esta solucién es que si ¢g # %5 se observa un
comportamiento divergente solamente en la funcién de campo escalar ¢;(r)
evaluado en rg, como podemos observar en los ejemplos de las figuras 4.5
y 4.6, donde también se puede notar que los dos campos escalares divergen

cuando r — oo.

4.5. Solucion IV

En este caso para obtener la solucién fijamos

A=0, (4.34)
k=227 (4.35)
b1 = Bra + Ba1 — B (4.36)

De esta manera se logra obtener

I
f(ry=1+ - + o (4.37)
— 1 2z z
Dilr) = s+ 2Ba2 — (Brz + Ba) 9 (7‘ rary 02) , 438)
P2(r) = c5 — . log (r¥* + cir® + ¢) . (4.39)

285 — (P12 + Ba1)
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d1(r)
—z=7
40 -
30
—z=4
20~
—z=2
10+
—z=1
! : . . r
o 5 10 15 20

Figura 4.5: Solucion III. Grdficas del campo escalar ¢1(r) = 3 log (r* +3) —
log (r* — 2), para algunos valores de z. Para estos ejemplos se fija cg = c5 = 0, fag =
1,812 =2,021 =3,¢c1 = —4,¢c0 = 4,c = 3. Las lineas verticales punteadas represen-
tan el horizonte de eventos en cada ejemplo. No’tes;a que para cada una de las graficas,
el horizonte de eventos se encuentra en rg = 2=, debido a (4.32). Se observa en

cada caso que ¢1(r) — oo cuando r — rg y ¢1(r) = 0o cuando r — co.

®2(r)
o
w1 L L L L r
:: : : 5 10 15 20
—_—

I
i\ 1 —z=1
i\

o N
e _
o
o
o
o
o
o

-20+ nro
oo
o
T —z=4
oo
o
o

-3
o
o
wro
wro
o

o
o —2=7
o
o

Figura 4.6: Solucién III. Grdficas del campo escalar ¢po(r) = —2 log (r* + 3), para
algunos valores de z. Para estos ejemplos se fija c3 = c5 = 0,020 = 1,512 =2, 621 =
3,c1 = —4,c0 = 4,¢c6 = 3. Las lineas verticales punteadas representan el horizonte
de eventos en cada ejemplo. Ndotese que para cada una de las grdficas, el horizonte
de eventos se encuentra en vy = 2=, debido a (4.32). Se observa en cada caso que
¢o(r) tiene un comportamiento regular al ser evaluado en rg y que ¢a(r) — —oo
cuando r — 00.
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¢1(r)

—z=7
40 -

30

T Z=

20

—z=2
10

—z=1

=10

Figura 4.7: Solucion IV. Grdficas del campo escalar ¢1(r) = log (T2Z —4r* + 3),
para algunos valores de z. Para estos ejemplos se fija c3 = ¢5 = 0,820 = 3,512 =
2,801 = 3,¢1 = —4,co = 3. Las lineas verticales punteadas representan el horizonte
de eventos en cada ejemplo. Nétese1 que para cada una de las grdficas, el horizonte
de eventos se encuentra en rg = 3=, debido a (4.40). Se observa en cada caso que
¢1(r) = —oco cuando r — rg y ¢1(r) — 0o cuando r — co.

Observamos que la forma de la funcién f(r), que define la solucién de agujero
negro, es la misma que en la soluciéon I (4.8) pero que la configuracién de campo
escalar es distinta.

Encontramos que el horizonte de eventos para la solucion de agujero negro esta

02 & :
ry = <\/Z1—c2—51> . (4.40)

Para que f(r) > 0 y los campos escalares estén evaluados en r > rg > 0 se

dado por

necesita cualquiera de los siguientes dos casos:

c? [c? e\

c1 <0, Co < T r > ( Z1_02_51> , (4.41)
1
2 z

cp > O, Co < 0, r > < % — Cy — %) . (442)

Se observa que en rg y en r — oo las funciones de campo escalar divergen,
como se muestra en las figuras 4.7 y 4.8 de los ejemplos que ilustran el primer

caso (4.41).
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P2(r)
10+ "o |
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Figura 4.8: Solucién IV. Grdficas del campo escalar ¢2(r) = —log (7”22 —4r* + 3),
para algunos valores de z. Para estos ejemplos se fija cs = c5 = 0,829 = 3,512 =
2,091 = 3,c1 = —4,co = 3. Las lineas verticales punteadas representan el horizonte
de eventos en cada ejemplo. No’tese1 que para cada una de las grdficas, el horizonte
de eventos se encuentra en rg = 3=, debido a (4.40). Se observa en cada caso que
¢2(r) — 00 cuando r — rg y ¢2(r) = —o0 cuando r — oo.



Capitulo 5

Propiedades fisicas de las
soluciones

En el capitulo anterior hemos mostrado algunas soluciones particulares de las
ecuaciones de Einstein (3.10)-(3.11) y de campo escalar (3.13)-(3.14). En cada
caso obtenemos una expresién para f(r) que define la solucién de agujero negro
debido al ansatz geométrico (3.1).

La expresion para f(r) es:

C1 Ca
— +

) =1+ 24 2, (5.1)

donde para el caso de las soluciones II y III ¢, = %.

De esta manera obtenemos una familia de soluciones de agujero negro tipo
Lifshitz, que satisfacen las ecuaciones de campo, dada por la siguiente expresion
de la métrica:

d 2
d82 — l2 (_ (1 + ﬁ + 622 ) T2Z dt2 + (1 n - _,": . ) 2) . (52)
,r.Z r z C_Z 2 T

r2z

Podemos observar en el comportamiento asintético de estas soluciones, al con-
siderar r — 0o y z > 0, que se recupera la métrica usual para el espaciotiempo

de Lifshitz (en dos dimensiones):
d 2
ds? = 2 (_r% 2 + LQ) . (5.3)
r
El horizonte de eventos, rg, de esta familia de soluciones se encuentra al re-

solver la ecuacién f(r) = 0, es decir

C1 Cy
1+—+—=0 5.4
+ rz + 2z ’ ( )

28
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y considerar la raiz positiva de mayor valor:

= (@ - %) . (5.5)

Debido a la expresion para la familia de configuraciones de agujero negro (5.2)
los valores r = ry y r = 0, podrian parecer problematicos ya que en esos
puntos las componentes del tensor métrico se vuelven infinitas; en la siguiente
seccion se analiza esta aparente dificultad.

Por otro lado, recordemos que el espaciotiempo de Lifshitz tiene como una de

sus caracteristicas que bajo el siguiente cambio de escala anisétropo:

t ot = \Ft, (5.6)

r— 1 =M\, (5.7)

la métrica permanece invariante. En este caso, si consideramos que también

las constantes de integracién c¢; y ¢o cambian de la siguiente forma:

e, — ¢ = X\, (5.8)

cy — ¢y = \F¢y, (5.9)

la solucién de agujero negro (5.2) es invariante bajo el cambio de escala anisétro-

po.

5.1. El tensor de Riemann

Por definicién tenemos que el tensor de Riemann esta dado por:

R, =000, — 0,10, + FZAFﬁo — rgkrjw. (5.10)

Para el sistema tratado, las componentes no nulas son:

er = —&f:t + F:trit - FZTF;‘/

= W 2y 4 32 g ) 4 222000) (D)

= —22 (rQZ +cr® 4+ 02) ,

R, =—0I% +T0 I —T4I

) + B2+ Drf () + 222 (1)
_ e (5.12)

227’2z

r2 (r? 4+ 1% + ¢9)’
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Debido a que ninguna componente del tensor de Riemann es igual a cero

podemos decir que el espaciotiempo dado por la métrica (5.2) no es plano.

5.2. Los invariantes geométricos

En la seccién anterior se senal6 que las componentes de la métrica (5.2) toman
valor infinito en los puntos » = rg y r = 0. Esto puede ser debido a que
existen singularidades en el propio espaciotiempo, o puede deberse a valores
indefinidos en esos puntos por el uso de cierto sistema de coordenadas. Para
averiguar si se trata de singularidades en el espaciotiempo, podemos investigar
si la curvatura se vuelve infinita en esos puntos. Sabemos que el tensor de
Riemann mide la curvatura, pero las componentes de este tensor siguen siendo
dependientes del sistema de coordenadas usado, asi que lo que utilizamos para

este analisis son algunas cantidades escalares derivadas de este tensor.

5.2.1. El escalar de curvatura

Utilizamos la expresién para el escalar de Ricci (3.8):

r2f"(r) + (14 32)rf'(r) + 222 f(r)
l2

R=— (5.13)

y la expresién para la funcién f(r) encontrada (5.1) para obtener el siguiente

resultado

2 2
R= —li2. (5.14)

5.2.2. El invariante de Kretschmann

El invariante de Kretschmann esta dado por la siguiente expresion:

vpo 774 ! oo’
RHP Rul/pa = gNM g gpp g R,ul/paRu/V’p’J’- (515)
Para el caso considerado aqui tenemos que

R Rypa = (4) (97 <Rm> + (9" (97 (Rurre)” +
(9) (4 (Rowr)® + (9")" (97)° (R m,t> (5.16)
:2(9tt) (9" ) (Rtrtr ( )2 rtrt)2-
Al sustituir el ansatz geométrico (3.1) obtenemos:

(r2f"(r) + (L +32)rf'(r) + 222f(7“))2_

l4

vVpo
RHvP pra —

(5.17)
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Con la expresién para f(r) (5.1) llegamos a que:

44
A

Vpo
RMP R ypy =

(5.18)

5.2.3. La contraccion del tensor de Ricci consigo mismo

Por definicién tenemos que la contraccion del tensor de Ricci consigo mismo

esta dada por la siguiente relacién:

RMVRMV = gp’u,gw/R/u/Ru/V/. (5].9)

En nuestro caso la contraccién toma la siguiente forma:

Ru R = (") (Ru)* + (g7)° (Rer)". (5.20)
Al tomar en cuenta el ansatz geométrico (3.1) tenemos que

Ry, R™

1 2

_ (_W)Q Gﬁﬁ(r) (r*f"(r)+ Bz + )rf'(r) + 222f(7’)))
. <7~2 {2(7“))2 (_72 £1(r) + (32 ;2%{”)’(7“) + 2z2f(r>>2

(271 + B2 + Drf (1) + 22 (1)

(5.21)

1
24

Al sustituir f(r) dado por (5.1) llegamos a que

L, 22t
R/WRM :l_4 (522)

Como hemos observado todos los invariantes de curvatura son constantes y
directamente proporcionales a potencias positivas de z, por lo tanto ningin
invariante se vuelve infinito en r = ry y r = 0, de este modo podemos decir
que no existe singularidad en el espaciotiempo cuya métrica esta dada por la

relacién (5.2). En conclusién todos los puntos son regulares.
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Conclusiones

Se han deducido de la accién (2.1) las ecuaciones de Einstein (2.38) y de
campo escalar (2.48) para la teoria tenso-escalar considerada en este trabajo.
Se observa que la forma de las ecuaciones de campo escalar obtenidas es distinta
a la reportada en [12].

Se obtuvieron soluciones exactas particulares a las ecuaciones de Einstein y de
campo escalar para el sistema considerado, con dos dimensiones y dos campos
escalares.

En particular hemos obtenido la funcién f(r) dada de manera general por
(5.1), en donde para llegar a esa forma hemos absorbido cantidades constantes
en los términos dt? y dr? de la métrica. Hemos deducido la expresién para el
horizonte de eventos y analizado algunas propiedades fisicas de la familia de
configuraciones de agujero negro, de lo cual llegamos a la conclusién que no
existen puntos singulares en el espaciotiempo analizado. La métrica es inva-
riante bajo los cambios de escala anisétropos de Lifshitz. Observamos en el
comportamiento asintético de la métrica, r — o0, que el espaciotiempo de
Lifshitz es recuperado.

Por otro lado, en todos los casos observamos un comportamiento singular en
los campos escalares en r — oo. En las soluciones II y IV se observa un
comportamiento singular en el horizonte de eventos rg; en la solucion III se
observa este comportamiento en el campo escalar ¢;; en cuanto a la solucion
I, el comportamiento de los campos escalares es regular al ser evaluado en 7.
Aunque originalmente se considera que los valores para las constantes v; y ¥
son arbitrarios, estas constantes pueden ser absorbidas en los propios campos

escalares ¢ y ¢o y, por lo tanto, tener soluciones que no dependan explicita-
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mente de sus valores.

6.1. Trabajo a futuro

Como trabajo en proceso hemos establecido las ecuaciones de campo para el
caso mas general, el sistema en D+1 dimensiones, y con un ntimero n arbitrario
de campos escalares. Nuestro objetivo inmediato es encontrar soluciones de
agujero negro y la configuracion apropiada de campos escalares que satisfagan
las ecuaciones de Einstein y campo escalar ya establecidas. Eventualmente se

analizaran las propiedades fisicas y termodindmicas de la métrica obtenida.
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