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Introduccion

La contaminacién ambiental ha sido tema de estudio en
los tltimos anos, en especial sus efectos en la salud y cambios
climéticos [2, 51]. El ozono, las particulas menores a 10 y 2.5
micrémetros son de los principales contaminantes analizados
en diversos paises, y varios articulos se concentran en analizar
tales contaminantes [3, 32, 57|, y la ciudad de México es una

ciudad afectada por tales contaminantes.

Se han aplicado diversas técnicas matematicas al tema de
la contaminacion, por ejemplo, mediante modelos en ecuacio-
nes diferenciales parciales [4] o estimaciones de pardametros
de funciones que establecen la cantidad de masa de basura
en diversas zonas del mar [9]. Las técnicas estadisticas em-
pleadas para analizar los niveles elevados de contaminacién
son diversas, por ejemplo, usando la teoria de valores extre-
mos para analizar los niveles de diéxido de azufre y el didéxido

de nitrégeno en la ciudad de Istanbul [13] y las cépulas para
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analizar la relacién de particulas menores a 10 micrémetros
y otros contaminantes en la ciudad de Kland [32]. En este
trabajo se combina la técnica de valores extremos y la teoria
de cépulas para analizar la contaminacion en la Zona Metro-
politana del Valle de México (ZMVM) de 1990 a 2022, con el
fin de modelar la relacién que existe entre los niveles maxi-
mos mensuales de ozono y otros contaminantes, los cuales son
registrados por la Red Automética de Monitoreo Atmosférico

(RAMA) de la ZMVM.

Dentro de los objetivos del presente trabajo se encuentran:

= Desarrollar y entender la teoria necesaria para el caso

de aplicacién.

= Encontrar distribuciones marginales de los niveles de

maximos mensuales.

» Encontrar distribuciones multivariadas donde se conser-
ve la relacién entre los conjuntos de niveles de maximos

mensuales.

,Por qué usar copulas y valores extremos en la ZMVM?
Para responder esta pregunta, se habla un poco de la ciudad
de México. La zona de la ciudad est4 construida en un valle!,

por lo cual las corrientes de aire no son abundantes, y por

ILlanura entre montes y montafias.



consiguiente, no propician la renovaciéon del aire en la zona
de la ciudad, anadido de que al ser la capital del pais, ha
provocado que sea una de las ciudades mas pobladas del pais,
provocando movilidad de transporte motorizado, creacién de
fabricas en la periferia de la ciudad y otras actividades que

contribuyen a la emisién de contaminantes.

Como se puede ver, estudiar los niveles altos de contamina-
cioén en esta zona es muy importante, en especial los maximos
mensuales son los que se deben analizar, ya que se busca que
estos sean bajos, o bien, estén inferiores a un umbral. Exa-
minar y predecir el comportamiento aleatorio de estos datos
usando teoria de valores extremos es logico, ya que es una

teoria que se adapta a los propdsitos planteados.

En la ZMVM se cuenta con la Red Automatica de Mo-
nitoreo Atmosférico, la cual pone a disposicion del ptblico
en general datos de contaminacién [40]. En tal base se obser-
va que hay datos por dia desde 1986, sin embargo, en anos
recientes, se puede observar que hay horas, incluso dias sin
datos. Tener datos faltantes es un problema, por suerte, se ha
desarrollado la teoria de cépulas, la que permite acoplar va-
rias distribuciones de probabilidad y obtener una funcién de
densidad conjunta donde cada marginal seria una distribucién

univariada. De acuerdo a Fisher [14]:



“Las copulas son de interés para los estadisticos por dos
razones principales: en primer lugar, como una forma de
estudiar medidas de dependencia sin escala; y, en sequndo

lugar, como punto de partida para la construccion de
familias de distribuciones conjuntas, a veces con miras a la

stmulacion”.

Por este motivo, usar la teoria de copulas para analizar
el comportamiento conjunto es una idea razonable, ya que
incluso teniendo algunos valores faltantes, se puede ajustar
y modelar la relacién de los contaminantes a partir de las

parejas de valores registrados.

Para ajustar las cépulas y las densidades a los datos ob-
tenidos, se usa la estadistica bayesiana, en especial los algo-
ritmos para aproximar los parametros, los llamados métodos
Monte Carlo de la cadena de Markov. Estos métodos ya han
sido implementados en el paquete OpenBUGS [11, 31, 54],
con lo cual se puede aplicar la teoria matematica desarrolla-
da en este trabajo, asi como los conceptos en copulas, valores
extremos, estadistica bayesiana y métodos Monte Carlo de ca-
denas de Markov. Para complementar estos temas, se incluye
un capitulo de conceptos y resultados de probabilidad, gene-
racion de variables aleatorias y estadistica, al igual de algunas

referencias importantes para una consulta mas profunda.



Este trabajo presenta el Capitulo 1, donde se explica qué
es una cépula, iniciando con las bivariadas y después las de di-
mensién mayor a dos. En ambos casos, se formula el Teorema
de Sklar, que permite encontrar distribuciones multivariadas
dadas las distribuciones marginales. Se maneja el concepto de
medida de concordancia a partir de la copula, copulas max-
estables y una generalizacién de las copulas bivariadas y las

copulas asimétricas.

El Capitulo 2 presenta la teoria de valores extremos, es de-
cir, la distribucion de valor extremo generalizada y sus casos
particulares. Se resumen los resultados de Smith [50], donde
se aclaran las limitantes de las estimaciones de maxima vero-
similitud. Por los resultados de Smith, se considera otro ca-
mino para encontrar aproximaciones de los parametros usan-
do la estadistica bayesiana, que se desarrolla en el Capitulo
3, que a partir de suposiciones logicas sobre las distribuciones
y parametros e incluyendo muestras, se puede encontrar una

aproximacién mas exacta de los parametros.

Aunque el paquete OpenBUGS permite encontrar las esti-
maciones requeridas con la teoria bayesiana, y no es necesario
comprender los algoritmos internos, se incluye el Capitulo 4.
Se explica como funciona el llamado “muestrador de Gibbs”

que de acuerdo a Lunn et al. [31], es el algoritmo utilizado en



el paquete OpenBUGS. Tal algoritmo entra dentro de los lla-
mados “métodos Monte Carlo de la cadena de Markov”, por
lo que se hace una breve explicacién de lo que es una cadena
de Markov y cémo se usa para la inferencia bayesiana. Para
introducir el muestreo de Gibbs, se hace considerandolo como
una modificacién del “algoritmo EM” asi como un ejemplo

del funcionamiento de ambos algoritmos.

Por tltimo, en el Capitulo 5 se aplica la teoria presentada
en los capitulos anteriores a los datos de maximos mensuales
en las distintas regiones de la ZMVM. Ademas, dado que el
ozono es un contaminante que se ha observado durante mas
tiempo en la zona, se analiza la concordancia de este con-
taminante con otros estudiados por expertos ambientalistas.
Asimismo, se utilizan las cépulas asimétricas para examinar
la relacién en las regiones Centro, Noreste y Suroeste, que

forman el llamado “corredor del aire”.

Las distribuciones obtenidas en este trabajo, son tales que
se conserva la relacion entre contaminantes, ademés de que si
por alguna razén fuera del control de los analistas, no se tuvie-
ran algunos datos de los maximos mensuales, podran utilizar
los resultados presentados para simular tales datos faltantes a
partir de distribuciones condicionales si observados. También,

se podran obtener los llamados tiempos de retorno.



Al final, se encuentra que las densidades conjuntas y bi-
variadas se ajustan bien a los datos observados, por lo que se
puede utilizar como herramienta de prevenciéon de maximos

niveles de contaminacién en la ZMVM.
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Capitulo 1

Coépulas

Las cépulas son una de las herramientas mas tutiles en
estadistica para modelar y entender la dependencia entre va-
riables aleatorias. Una cépula es una funcién que une las fun-
ciones de distribucion marginal de varias variables aleatorias
para formar su funcién de distribucién conjunta.

La idea detras de las copulas es que permiten separar la
estructura de dependencia de las marginales, es decir, se pue-
den elegir las distribuciones marginales que mejor se ajusten a
los datos sin preocuparse por como estas interactiian entre si.
Luego, se puede elegir una copula que capture la dependencia
entre las variables.

Las copulas son especialmente ttiles cuando se trabaja
con datos de dimension alta o cuando las relaciones entre las
variables no son lineales.

1.1. Primeros conceptos

Para desarrollar la teoria de este capitulo y posteriores, se
introduce la notacién siguiente:



2 Copulas

» R denota a los niimeros reales.

= R denota a los reales extendidos [—o0, 00].

= R denota el plano R x R.

A continuaciéon se mencionan algunos conceptos y resul-
tados para la comprension del concepto de cépula son sus
propiedades.

Definicién 1.1 (Rectangulo y sus vértices). Un rectangu-
lo B enTR es el producto cartesiano de dos intervalos ce-
rrados, es decir, B = [x1,29] X [y1,ys]. Los vértices de un
rectdngulo son los puntos (x1,vy1), (z1,v2), (T2,91) ¥ (22, y2).

Por lo anterior, se considera un rectangulo especial, la uni-
dad cuadrada I? es el producto I x I, donde I = [0, 1].

Definicién 1.2 (2-funcién real). Una 2-funcion real es

. . =2
una funcion con dominio DomH C R", y con rango RanH C
R.

Definicién 1.3 (H-volumen). Sean Sy y Sa subconjuntos
no vacios de R, y sea H una 2-funcién real tal que DomH =
S1x.Sy. Sea B = [xq, 2] X [y1, y2| un rectangulo cuyos vértices
estan en DomH . Entonces el H-volumen de B viene dado por

Vu(B) = H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(z1,92) + H(z1,91). (1.1)

Definicién 1.4 (2-creciente). Una 2-funcion real es 2-
creciente si Vy(B) > 0 para todos los rectingulos B cuyos
vértices se encuentran en DomH .

Lema 1.1. Sean S y So subconjuntos no vacios de R,
y sea H una funcion 2-creciente con dominio S X Sy. Sea
T1,To € S1 con 11 < To, Yy Sea y1,Y2 € Sy con y; < yYs.
Entonces, la funciont — H(t,ys) — H(t,11) es no decreciente
en Sy, y la funcion t — H(xq,t) — H(x1,t) es no decreciente
en Ssy.
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Demostracion. Ver [36]. O

Si se supone que 5] tiene un elemento minimo a; y que Ss
tiene un elemento minimo ay. Se dice que una funcién H de
S1x 55 a R estd conectada a tierrasi (z,a2) = 0= H(ay,y)
para todo (x,y) en S; x Sy. Por lo tanto se tiene el siguiente
Lema.

Lema 1.2. Sean S; y Sy subconjuntos no vacios de R, y
sea H una funcion 2-creciente conectada a tierra con dominio
S1 x Sy. Entonces H es no decreciente en cada argumento.

Demostracion. Ver [36]. O

Ahora se supone que S; tiene un elemento maximo b; y
que S, tiene un elemento maximo b,. Entonces se dice que
una funcién H de S; x Sy a R tiene marginales, y que las
marginales de H son las funciones F' y G dadas por:

DomF =Sy, y F(z) = H(x,by) para todo x € Sy,
DomG = Sy, y G(y) = H(b1,y) para todo y € Ss.

Se cierra esta seccién con un Lema importante sobre las
funciones 2-crecientes con marginales.

Lema 1.3. Sean S; y Sy subconjuntos no vacios de R,
y sea H wuna funcion 2-creciente y conectada a tierra, con
marginales con DomH = S; x Sy. Sean (x1,y1) y (x2,y2)
puntos cualesquiera en S X Sy. Entonces

|H(22,y2) — H(z1,y1)| < |[F(22) — F(z1)] + |G (y2) — G(y1)]-

Demostracion. Ver [36]. O



4 Copulas

1.2. Coépulas

Para comenzar el tema, primero se define el concepto de
subcépulas como una cierta clase de funciones 2-crecientes,
conectadas a tierra y con marginales continuas; posteriormen-
te se define el concepto de copula usando las subcépulas con
dominio 2.

Definicién 1.5 (Subcépula). Una subcdpula bidimensio-
nal (o 2-subcdpula, o brevemente, una subcopula) es una fun-
cion C' con las propiedades siguientes:

1. DomC’" = 51 x Sy, donde Sy y Sy son subconjuntos de
I que contiene a 0 y 1.

2. C" estd conectada a tierra y es 2-creciente.
3. Para cada u en Sy y cada v en Sy,

C'(u,1) =1y C'(1,v) = v.

Notar que para cada (u,v) en DomC’, 0 < C'(u,v) < 1,
de modo que RanC’ también es un subconjunto de I.

Definicién 1.6 (Cépula). Una cdpula bidimensional (o
2-copula, o brevemente, cdpula) es una subcopula C' cuyo do-
minio es I2.

De manera equivalente, una cépula es una funcién C' de
I? a I con las propiedades siguientes:

1. Para cada u,v en I,

C(u,0) =0=C(0,v) (1.2a)

Cu,1) =uy C(1,v) =v. (1.2b)
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2. Para todo uy, us, vy, v9 en I tal que uy; < us v vy < v,

C(UQ,’UQ) — C(UQ,Ul) — C(ul,U2> +C(U1,U1) Z 0. (13)

El Teorema siguiente se obtiene directamente del Lema
1.3, estableciendo la continuidad de las subcopulas.

Teorema 1.1. Sea C' una subcdpula. Entonces, para cada
(u1,u2), (v1,v2) en Dom(C’,

|C" (ug, v2) — C"(ug,v1)| < |ug — ug| + |vg — v1].

Por tanto, C" es uniformemente continuo en su dominio.

1.3. Teorema de Sklar

El Teorema de Sklar es fundamental para la teoria de las
copulas y es la base de muchas, si no la mayoria, de las apli-
caciones de esa teoria a la estadistica. El Teorema de Sklar
aclara el papel que juegan las cépulas en la relacién entre las
funciones de distribuciéon multivariadas y sus marginales uni-
variados. Para la demostracion de tal Teorema, se necesita los
siguientes Lemas.

Lema 1.4. Sea H una funcion de distribucion conjunta
con marginales F y G. Entonces existe una subcopula unica
C" tal que

1. DomC" = RanF x RanG.
2. Para todo x,y en R, H(z,y) = C'(F(x),G(y)).

Demostracion. Ver [36]. O

Lema 1.5. Sea C" una subcdpula. Entonces existe una
copula C tal que C(u,v) = C'(u,v) para todo (u,v) en DomC’;
es decir, cualquier subcopula puede extenderse a una copula.
La extension generalmente no es unica.



6 Copulas

Demostracion. Prueba en [36]. Sea Dom(C’ = S; x Sy. Usando
el Teorema 1.1 y el hecho de que C’ no es decreciente en cada
lugar, se puede extender C’ por continuidad a una funcién C”
con dominio S; x S5, donde S; es la clausura de S; v Sy es
el cierre de Ss. Se observa que C” también es una subcopula.
A continuacién, se extiende C” a una funcién C' con dominio
I?. Con este fin, sea (a, b) cualquier punto en I, sean a; y as,
respectivamente, los elementos mayor y menor de S; tales que
a1 < a < ag; y sean by y by, respectivamente, los elementos
mayor v menor de S, tales que by < b < by. Tenga en cuenta
que si a estd en Sp, entonces a; = a = as; y si b estd en S,
entonces by = b = by. Ahora sea

1, sia; = ag;

N = {(a—al)/(ag —ay), sia <as,
L=

1y = (b—bl)/(bg—bl), si b1 <b2,
! 1, si by = by;

y se define

Cla,b) = (1= M)(1 = p1)C" (a1, br)
+ (1 — )\1)#10//(&1, bg) (14)
+ )\1(1 — /Ll)Cll(ag, bl) + AlulC(ag, bg)

Se observa que la interpolacion definida en (1.4) es lineal en
cada lugar porque A; y pq son lineales en a y b, respectiva-
mente.

Es claro que DomC = I?, que C(a,b) = C"(a,b) para
cualquier (a,b) en DomC"; y que C satisface (1.2a) y (1.2b).
Por tanto, solo se debe demostrar que C' satisface (1.3). Pa-
ra lograr esto, sea (c,d) otro punto en I? tal que ¢ > a y
d > b, y sean cy,dy, co,da, g, ps relacionados con ¢ y d co-
mo ay, by, as, ba, A1, pt1 estan relacionados con a y b. Al evaluar
Vo (B) para el rectdangulo B = |a, ¢| X [b,d], habrd varios ca-
sos a considerar, dependiendo de si hay o no un punto en S;
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estrictamente entre a y ¢, y si hay o no un punto en Sy es-
trictamente entre b y d. En el mas simple de estos casos, no
hay ningtin punto en S; estrictamente entre a y ¢, y ningtn
punto en S, estrictamente entre b y d, de modo que ¢; = ay,
Cy = ag, dy = by y dy = by. Sustituyendo (1.4) y los términos
correspondientes para C(a, d), C(c,b) y C(c,d) en la expresiéon
dada por (1.1) para Vi (B) y simplificando se tiene

Vo(B) = Vella, ] x [b,d])
= (A2 — A1) (p2 — ) Ve([ar, ag] x [b1, ba]),

de lo que se sigue que Vo (B) > 0 en este caso, ya que ¢ > a
y d > bimplican Ay > Ay y pg > i1

Por otro lado, el caso menos simple ocurre cuando hay al
menos un punto en S; estrictamente entre a y ¢, y al menos un
punto en S, estrictamente entre b y d, de modo que a < ay <
g <cyb<by <d; <d. En este caso, sustituyendo (1.4) y
los términos correspondientes para C(a,d), C(c,b) y C(c,d)
en la expresién dada por (1.1) para Vi (B) y reordenando los
términos produce

Ve(B) = (1= M)p2Ve(lar, az] x [di, d])
+ p2Ve([az, ¢1[dy, da])
+ AapaVe([er, e2] X [dy, da])
+ (1 = \)Ve([ar, as] X [be, di])
+ Ve([ag, a1] X [ba, d1]) + MoV ([er, ea] X [be, di])
+ (1= A) (1 — p1)Ve(lar, az] X [b1, bo])
+ (1 = ) Ve([as, e1] x [br, b2)
+ Ao (1 — p1) Ve ([en, ea] X [b1, ba]).

El lado derecho de la expresion anterior es una combinacion de
nueve cantidades no negativas (los C-voliumenes de los nueve
rectangulos determinados) con coeficientes no negativos y, por
lo tanto, no es negativa. Los casos restantes son similares, lo
que completa la prueba. O
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Teorema 1.2 (Teorema de Sklar). Sea H una funcion de
distribucion conjunta con marginales F' y G. Asi existe una
copula C' tal que para todo z,y en R,

H(z,y) = C(F(x),G(y))- (1.5)

Si F' y G son continuas, entonces C' es unico; de lo contra-
rio, C se determina unicamente en el RanF x RanG. Por
el contrario, si C' es una copula y F' y G son funciones de
distribucion, entonces la funcion H definida por (1.5) es una
funcion de distribucion conjunta con marginales F y G.

Demostracion. Prueba en [36]. La existencia de una cépula
C tal que la ecuacién (1.5) se cumple para todo x,y en R se
sigue de los Lemas 1.4 y 1.5. Si F'y G son continuas, entonces
RanF = RanG = I, de modo que la unica subcépula en el
Lema 1.4 es una cépula. Lo contrario es sencillo usando las
definiciones de funcién de distribucion. O

La ecuacién (1.5) da una expresién para las funciones de
distribucién conjunta en términos de una cépula y dos funcio-
nes de distribucién univariadas. Sin embargo (1.5) se puede
invertir para expresar copulas en términos de una funcién de
distribucién conjunta y las “inversas” de las dos marginales.
Sin embargo, si una marginal no aumenta estrictamente, en-
tonces no posee una inversa en el sentido habitual. Por lo tan-
to, primero necesitamos definir ” quasi-inversas”de funciones
de distribucion.

Definicién 1.7 (quasi-inversa). Sea F' una funcion de
distribucion, entonces una quasi-inversa de F es una funcion
F&Y con dominio I tal que

1. Sit estd en el RanF, entonces FEU(t) es algiin niimero
x en R tal que F(x) =t, es decir, para todo t en el RanF,

F(FEY(@) =t
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2. Sit no estd en el RanF', entonces

FUOY = inf{z|F(z) >t} = sup{z|F(z) < t}.

Si F es estrictamente creciente, entonces solo tiene una
quasi-inversa, que es por supuesto la inversa ordinaria, para
el cual se usa la notacién habitual F~1.

Usando las quasi-inversas de funciones de distribucién,
ahora se tiene el Corolario siguiente del Lema 1.4.

Corolario 1.1. Sean H, F, G y C' como en el Lema 1.4,
y sean FY y GV las quasi-inversas de F y G, respectiva-
mente, entonces, para cualquier (u,v) en DomC’,

C'(u,v) = HFY (u), GV (v)).

Cuando F' y G son continuas, el resultado anterior tam-
bién es valido para las copulas y proporciona un método para
construir cépulas a partir de funciones de distribucién con-
junta.

Con una extension apropiada de su dominio a @2, cada
cépula es una funcion de distribucion conjunta con marginales
que son uniformes en . Para ser precisos, sea C' una cépula
y se define la funcién He en R” mediante

(

0, r<0o0y<0,
Clz.y), (v,y) €l
H.(z,y) =< =z, y>1, €l
Y, r>1 tel,
(1, z>1, y>1.

Asi, Ho es una funcién de distribucion cuyas marginales son
Unif(0,1). De hecho, a menudo es muy ttil pensar en las
cépulas como restricciones a I? de las funciones de distribu-
cién conjunta cuyas marginales son Unif(0,1).
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1.3.1. Copulas y variables aleatorias bidi-
mensionales

Ahora se esta en condiciones de interpretar el Teorema de
Sklar en términos de variables aleatorias y sus funciones de
distribucién:

Teorema 1.3. Sea X e Y wariables aleatorias con fun-
ciones de distribucion F y G, respectivamente, y funcion de
distribucion conjunta H. Entonces existe una copula C' tal
que (1.5) es cierta. Si F' y G son continuas, C' es unica. De
lo contrario, C' es unicamente determinada en RanF x RanG.

La cépula C' del Teorema 1.3 se denominard copula de X
e Y, y se denominard C'yy cuando su identificacion con las
variables aleatorias X e Y sea ventajosa.

El Teorema siguiente muestra que la cépula del producto
II(u,v) = uv caracteriza las variables aleatorias independien-
tes cuando las funciones de distribucién son continuas.

Teorema 1.4. Sean X e Y wvariables aleatorias continuas.
Luego, X eY son independientes si y solo si Cxy = II.

Demostracion. Ver [36]. O

Gran parte de la utilidad de las copulas en el estudio de
la estadistica no paramétrica se deriva del hecho de que para
las transformaciones estrictamente monétonas de las variables
aleatorias, las cdpulas son invariantes o cambian de manera
predecible. Se recuerda que si la funcion de distribucién de una
variable aleatoria X es continua, y si « es una funcién estric-
tamente monotona cuyo dominio contiene Ran X, entonces la
funcién de distribucién de la variable aleatoria a(X) también
es continua. Se trata primero el caso de las transformaciones
estrictamente crecientes.
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Teorema 1.5. Sean X e Y wvariables aleatorias continuas
con copula Cxy. St a y [ aumentan estrictamente en RanX
y RanY, respectivamente, entonces Cyx)py)y = Cxy. Por
tanto, C'xy es invariante bajo transformaciones estrictamente
crecientes de X eY .

Demostracion. Prueba en [36]. Sean Fy, Gy, Fy y G5 las fun-
ciones de distribucién de X, Y, a(X) y B(Y), respectivamen-
te. Como « y (3 son estrictamente crecientes,

Fy(z) = Pla(X) < 2] = PIX < a7 '(2)] = Fi(a™'(2)),

y de la misma manera Gy(y) = G1(67"(y)). Por tanto, para
cualquier z,y en R,

Cox)p)(Fa(z), Go(Y)) = Pla(X) < 2, 8(Y) <y

Como X e Y son continuos, RanF, = RanGy = I, se sigue
que Cyx)8(v) = Cxy en I O

Cuando al menos uno de a y 3 es estrictamente decrecien-
te, se obtiene resultados en los que la copula de las variables
aleatorias a(X) y A(Y) es una transformacién simple de C'xy.
Especificamente, se tiene:

Teorema 1.6. Sean X e Y wvariables aleatorias continuas
con copula C'xy. Se deja que a y b sean estrictamente mondto-
nos en RanX y RanY , respectivamente.

1. Si « es estrictamente creciente y 3 es estrictamente decre-
ciente, entonces

Cax),800) (4, 0) = u = Cxy (u, 1 = v).
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2. Si « es estrictamente decreciente y 3 es estrictamente cre-
ciente, entonces

Cax),80v)(u,v) =v — Cxy (1 —u,v).

3. Si oy B son ambas estrictamente decrecientes, entonces

Cox).500) (1, 0) = u+v — 1+ Oxy (1 —u, 1 —v).

Demostracion. Sean Fi, Gy, Fy y Gy las funciones de distri-
bucién de X, Y, a(X) y B(Y), respectivamente.

Para el caso 1., « es estrictamente creciente, Fy(z) =
Fi(a™!(x)), y como 3 es estrictamente decreciente,

Ga(y) = P[B(Y) <yl =1-P[Y <87 ()] =1-Gi(B7'(y)).

Para todo z,y en R,

Pla(X) <z, 8(Y) <y

= PIX <o '(2)](1 - PlY <87 ()
= Fi(a ! (z))

— P[Fi(a ! (2)),G1(B7(y))]

= Fy(z) — Cxy (Fa(z),1 — Ga2(y)).

Cox)av)(Fa(z), Go(Y))

Como X e Y son continuos, RanF,; = RanGy = I, se sigue
que

Cax)p0r) (1, v) = u — Cxy (u,1 = v)

en I?. El segundo caso es analogo al primero.

Para el tercer caso, como « y [ son estrictamente decre-

cientes, Fy(z) = 1 — Fi(a () y Ga(y) = 1 — G1(87'(y)),
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luego para todo z,y en R,

Cax)p(v)(F2(2), G2(Y)) = Pla(X) < z,5(Y) <y
=(1-P[X <a l(2)))
(1-PlY <57 ()
=1-Fi(a ! (z) = Gi(B~ )+
+Cxy (Fi(a™(2)), G1(87'(9)))
= Fy(z) + Ga(y) — 1+
+ Cxy (1 — Fy(x),1 — Ga(2)).
Como X e Y son continuos, RanFy, = RanGy = I, se sigue
que

Cax) 500 (U, 0) =+ — 1+ Cxy (1 — u, 1 —v).
en I%. 0

1.3.2. La cépula de Gumbel-Hougaard en 2
variables

La cépula de Gumbel-Hougaard esta definida por

Cy(u,v) = exp (— ((—log uw)’ + (—log v)9)1/9> ., (1.6)

donde 0 € [1,00). Esta cépula representa la dependencia no
negativa, siendo que cuando 6 = 1 representa dependencia nu-
la, es decir, representa dos variables independientes, y cuando
0 — oo representando dependencia perfecta, es decir, de 1.
Por este hecho, parece adecuada para representar la depen-
dencia entre contaminantes, ya que se piensa que si hay con-
taminacién de un contaminante, supongamos ozono, los otros
contaminantes también tendrian valores altos, por ejemplo el
di6éxido de nitrogeno.

El paquete OpenBUGS trabaja con funciones de densidad,
por lo que es importante calcular la densidad de una distribu-
cién dada por la Ecuacién (1.5). Sea f, g y h las densidades
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asociada a la distribuciones F', G y H respectivamente, en-
tonces

oy — L) PCE@), G()

a.9) = Fr)gy) o)

Dado que la cépula de Gumbel-Hougaard es absolutamen-
te continua, se puede escribir la densidad bivariada de la copu-
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la como

9?Cy(u,v) _ 0 0Cy(u,v)
Ooudv ou ov

:83u [exp( (( log u)’ + (—log v)) )( 1) (;)
< ((—1og )+ (—og ) 0-10g 0" (1))
- 1ogv9la [exp< ( log )’ logv))é>
)

co(u,v) =

(( log u)° 1ogv“ ]
_ (~log )"~ {( log )’

X exp (— ((—1og u)? + (— log U)9>§>

< ((~1og ) + (~log v)")32

+exp (— ((~ 1og w)° + (~log v)9>‘1’) (é - 1>

x ((—1og w)? + (—log v)e)é_Qﬁ(—log w)f1 (—i)}

_ (—log v)f~! [(—log u)?=1

v u

(e
. ((_log u)’ + (~log v)9>2—2 , (Slog )t

X exp (— ((—log u)? + (—log v)(’) é) 0-1)

U

X ((—log u)? 4 (—log v)9>é_z]
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es decir,

(—log u)’'(=log v)"!
uv

X exp <— ((—log w)? + (—log v)e)%>
X (((—log u)? + (—log v)e)%f

x +(0 —1) ((—log uw)’ + (—log v)e)%ﬂ) . (1)

co(u,v) =

Por tanto, la densidad conjunta para dos variables aleatorias
X e Z, se puede escribir como

fyizo(y, 2) = fy () fz(2)co(Fy (y), Fz(2)), (1.8)

donde ¢y es representada por la ecuacién (1.7), F' denota fun-
ciones de distribucion, f funciones de densidad y los subindi-
ces a que variable pertenece.

1.4. Coépulas Arquimedianas

Definicién 1.8. Sea ¢ una funcion continua y estricta-
mente decreciente de I a [0,00] tal que ¢(1) = 0. La pseudo-
inversa de ¢ es la funcion o= con Dompl™ = [0,00] ¥
Ranyp=" = I dado por

o) = {wt), 0<t

< »(0),
0, p(0) <t <

Q.

Lema 1.6. Sea ¢ una funcion continua y estrictamente
decreciente de I a [0,00] tal que o(1) = 0, y sea o= la
pseudoinversa de . Sea C una funcion de I* a I definida por

Cu,v) = o (p(u) + ¢(v)), (1.9)

es una copula.
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Demostracion. Ver [36]. O

A la familia de cépulas que cumplen la Ecuacién (1.9)
se le conoce como coépulas Arquimedianas. Esta familia de
copulas son de mucha utilidad en la préactica, debido a que
se puede pueden generar copulas a partir de una funcién ¢
como en el Lema 1.6, ademas de que por la misma funcién
es relativamente sencillo generar variables aleatorias, como se
indica en [26].

La cépula de Gumbel-Hougaard forma parte de las lla-
madas cépulas Arquimedianas, y estd generada por p(t) =

(—log t)°.

1.5. Dependencia

Hay una variedad de formas de medir la dependencia y
algunas de estas propiedades y medidas son invariantes bajo
escala, es decir, permanecen sin cambios bajo transformacio-
nes estrictamente crecientes de las variables aleatorias. Las
propiedades de dependencia y las medias de asociacién estan
interrelacionadas, y las mas conocidas son las versiones po-
blacionales de la 7 de Kendall y la p de Spearman, las cuales
miden una forma de dependencia conocida como concordan-
cia. Dentro de las aplicaciones de tales medidas se encuentran
la biologia [5], la clasificacién de cépulas [39], psicologia [48]
e hidrologia [55].

En palabras simples, un par de variables aleatorias son
concordantes si los valores “grandes” de una tienden a estar
asociados con los valores “grandes” de la otra y los valores
“pequenos” de una con los valores “pequenos” de la otra. De
forma més precisa, sean (z;,y;) v (z;,y;) dos observaciones
de un vector (X,Y’) de variables aleatorias continuas. Se dice
que (z;,y;) v (z;,y;) son concordantes si z; < z; e y; < yj, 0
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st x; > x; e y; > y; . De manera similar, Se dice que (z;, ;)
y (z;,y;) son discordantes si x; < x; e y; > y; o si x; > z;
e y; < y; . Una formulacién alternativa es: (x;,v;) v (x;,9;)
son concordantes si (z; — x;)(y; — y;) > 0 y discordantes si

(zi — x5)(yi — ;) < 0.

1.5.1. 7 de Kendall

La versién muestral de la medida de asociacion 7 de Ken-
dall se define en términos de concordancia de la manera si-
guiente: Sea {(x1,v1), (z2,%2), ..., (Tn,yn)} una muestra alea-
toria de n observaciones de un vector (X, Y") de variables alea-
torias continuas. Hay (g) pares distintos (z;,y;) e (z;,y;) de
observaciones en la muestra, y cada par es concordante o dis-
cordante; sea c el nimero de pares concordantes y d el nimero
de pares discordantes. Entonces, la 7 de Kendall para la mues-
tra se define como

p_ €~ d c—d

ctd (3

De manera equivalente, t es la probabilidad de concor-
dancia menos la probabilidad de discordancia para un par de
observaciones (x;,y;) v (z;,y;) que se eligen aleatoriamente
de la muestra. La versiéon poblacional de la 7 de Kendall para
un vector (X,Y) de variables aleatorias continuas con fun-
cién de distribucion conjunta H se define de manera similar.
Sean (X1,Y7) v (Xa,Y2) vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos, cada uno con una funcién de dis-
tribucion conjunta H. Luego, la versiéon poblacional de la 7
de Kendall se define como la probabilidad de concordancia
menos la probabilidad de discordancia:

T=TXY
= P[(Xl — XQ)(Yl — Y2> > 0] — P[(Xl — XQ)(Yl — YQ) < 0]
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Primero se define una funcién de concordancia (), que es
la diferencia de las probabilidades de concordancia y discor-
dancia entre dos vectores (X1, Y1) y (X, Ys) de variables alea-
torias continuas con (posiblemente) diferentes distribuciones
conjuntas H; y Hs , pero con marginales comunes F'y G. Lue-
go se mostrara que esta funcion depende de las distribuciones
de (X1,Y7) v (Xa,Y2) sélo a través de sus copulas.

Teorema 1.7. Sean (X1,Y1) y (X2, Ys) vectores indepen-
dientes de variables aleatorias continuas con funciones de dis-
tribucion conjunta Hy y Hs, respectivamente, con marginales
comunes F (de X1 y X3) y G (de Yy e Y3). Sean Cy y Cy
las copulas de (X1,Y1) y (Xo,Ys), respectivamente, de modo
que H(x,y) = C\(F(2),G(y)) y Ha(z,y) = C2(F(2), G(y)).
Sea Q) la diferencia entre las probabilidades de concordancia y
discordancia de (X1,Y1) y (Xa,Y2), es decir, sea

Q = P[(X1 — X2)(Y1 = Y2) > 0] = P[(X1 — X3)(Y1 — Ya) < 0],

entonces,
Q=Q(Cy,Cy) = 4// Co(u, v)dCy (u,v) — 1. (1.10)
12

Demostracion. Ver [36]. O

Corolario 1.2. Para Cy, Cy y Q) dadas como en el Teo-
rema 1.7, se tiene que () es simétrica en sus argumentos, es

d@CiT, Q(Cl, CQ) == Q(CQ, Cl)

El Teorema anterior permite establecer el valor de 7 cuan-
do sélo se tiene un par de variables aleatorias continuas X e Y
relacionadas a partir de la con copula C, tal como se muestra
a continuacion.

Teorema 1.8. Sean X e Y wvariables aleatorias continuas
cuya copula es C'. Entonces la version poblacional de la T de



20 Copulas

Kendall para X eY (que se denota por Txy o 7¢ ) estd dada
por

Txy =7c = Q(C,C) = 4//12 C(u,v)dC(u,v) — 1. (1.11)

Ejemplo 1.1. Sea C un miembro de la familia Farlie-
Gumbel-Morgenstern (FGM) dada por

Co(u,v) = uv + Quv(l — u)(1 — v),

donde 0 € [—1,1]. Dado que Cy es absolutamente continua, se
tiene que
0?Cy(u,v)

dCo(u,v) = dudv

dudv = [1 4+ 0(1 — 2u)(1 — 2v)]dudv,

de modo que

1 6
//12 Co(u,v)dCy(u,v) = 1t 5

por tanto T € [—2/9,2/9].

El Teorema siguiente permite calcular la integral de @) en
la ecuacion (1.10), y en especial 7¢ en la ecuacién (1.11).

Teorema 1.9. Sean C; y Cy copulas, entonces
1 0 0
//12 Cy(u,v)dCs(u,v) = 5—/ g %Cl(u,v)%C’g(u, v)dudv.

Demostracion. Ver [36]. O

1.5.2. p de Spearman

La version poblacional de la medida de asociaciéon conocida
como p de Spearman! se basa en la concordancia y la discor-
dancia. Para obtener la version poblacional de esta medida,

!También se le conoce como coeficiente de rangos de Spearman o
coeficiente de rangos ordenados, que mide mejor la relaciéon entre los
datos ordenados.
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sean (X1,Y1), (Xo,Y2) v (X3,Y3) tres vectores aleatorios in-
dependientes con una funciéon comin de distribucién conjunta
H (cuyas marginales son F'y GG) y cépula C'. La versién pobla-
cional pxy de la p de Spearman se define como proporcional
a la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de
discordancia para los dos vectores (X1, Y2) v (Xa, Y3), es decir,
un par de vectores con las mismas marginales, pero un vector
tiene funcién de distribuciéon H, mientras que los componentes
del otro son independientes:

pxy = 3(P(X1—X5)(Y1=Y3) > 0] = P[(X1—X,)(Y1—Y3) < 0)).

Mientras la funcién de distribucién conjunta de (Xi,Y]) es
H(z,y), la funcién de distribucién conjunta de (Xs,Y3) es
F(z)G(y), ya que X5 e Y3 son independientes. Asi, la cépula
de X5 e Y; es I, y usando el Teorema 1.7 y el Corolario 1.2,
se tiene el Teorema siguiente.

Teorema 1.10. Sean X e Y wvariables aleatorias continuas
cuya copula es C'. Entonces la version poblacional de la p de
Spearman para X e Y (denotada por pxy o pc) estd dada
por

pxy = pc = 3Q(C,II),

=12 // wod(C(u,v)) — 3,
12

=12 // C(u,v)dudv — 3.
12

Ejemplo 1.2. Regresando a la copula FGM en el Ejemplo

1.1,
1 60
dudv = = + —
//IQCQ(U’U)UU 4+36’

por tanto, pg € [—1/3,1/3].
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1.5.3. Dependencia de las colas

A continuacién se muestra los conceptos basicos de de-
pendencia en las colas. En varias ocasiones no solo se necesita
dependencia en general, sino asegurar la dependencia para
valores grandes o pequenos.

Definicién 1.9 (Dependencia en la cola superior e infe-
rior). Sean X e Y wariables aleatorias continuas con funcio-
nes de distribucion F' y G, respectivamente. El pardmetro de
dependencia de la cola superior Ay es el limite (si existe) de
la probabilidad condicional de que Y sea mayor que el 100-
percentil de G dado que X es mayor que el 100-percentil de F
cuando t se aprorima a 1, es decir,

Ay = lim P[Y > GV (@)X > FEY()].

t—1—

De manera similar, el parametro de dependencia de la cola in-
ferior A\, es el limite (si existe) de la probabilidad condicional
de que Y sea menor o igual al 100-percentil de G dado que X
es menor o igual al 100-percentil de F' cuando t tiende a 0, es
decir,

A = lim P[Y < GEV(@)|X < FED(@).

t—0t+

Teorema 1.11. Sean X, Y, F, G, A\y y A\, como en la
Definicion 1.9, y sea C' la cépula de X eY, entonces

1 —
Ay =2 — lim M’
t—1— 1 —1
)
t,t
A = tim )
t—0+ t

Demostracion. Ver [36]. O
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1.6. Copulas max-estables

Una propiedad importante en las copulas es que sean de-
pendientes para valores extremos. Esta idea esta relacionada
con las propiedades de obtener una copula para valores extre-
mos.

Definicién 1.10 (Cépula méax-estable). Una copula C' es
mdz-estable si para cada r > 0 y todos u,v € I

Clu,v) = C"(u"",v'/").

Teorema 1.12. Si C' es una copula y n un entero positivo,
entonces la funcion

Ciny(u,v) = C”(ul/",vl/") (1.12)

para u,v € I es una copula. Ademds, si (X;,Y;), para i =
1,2,...,n son pares de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (iid) con copula C, entonces Ciy)
es la copula de X,y = max{X;} y Yy = max{Y;}.

Demostracion. Ver [36]. O

Ahora se considera el caso en donde n tiende a infinito
en la Ecuacion (1.12). Se observa un parecido a los concep-
tos de valores extremos presentados en el Capitulo 2. Como
consecuencia del Teorema 1.12 se tiene la definicién siguiente.

Definicién 1.11 (Cépula de valor extremo). Una cépula
C., es una copula de valor extremo si existe una copula C tal
que
C.(u,v) = lim C™(u™ v'/™),

n—oo

para u,v € 1.

Teorema 1.13. Una cdpula es max-estable si y solo si es
una copula de valor extremo.

Demostracion. Ver [36]. O
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1.7. Coépulas multivariadas

Las Definiciones y Teoremas presentados sobre las copulas
en 2 dimensiones, en su mayoria se pueden formular en mas
dimensiones, e incluso sus demostraciones son similares. Con
esto en mente, se presentan ahora los resultados y Definiciones
que son importantes el caso de estudio presentado en esta
tesis.

Para cualquier entero positivo n, se denota al espacio vec-
torial de dimensiéon n, R x R x --- X R como R". De ma-
nera analoga, se denota al espacio de dimension n extendido
= = S —=n
RXxRx---xRporR .

Se denota por letras negritas a los vectores a = (ay, as, . . .,
a,) en R? (0 R"). Se consideran dos vectores son a < b en R?
(o R") si y solo si ay < by, para todo k € {1,2,...,n}. Para
a < b se puede considerar el rectangulo de n-dimensional
[a, b] por [ay,b1] X [ag, bs] X -+ X [an, by, con lo que se puede
definir el cubo unitario por I™ como el producto cartesiano
de n intervalos unidad I = [0, 1]. Dado B = [a, b], los puntos
c=(c1,¢a,...,c,) donde ¢ es igual a a, 0 by, son los vértices
del rectangulo B. Por tltimo se considera una n-funcion real
H como es funcién con dominio DomH < R”, y con rango
RanH C R.

Definicién 1.12 (H-volumen). Sea Sy, Ss, ..., S, subcon-
juntos no vacios de R" y H una n-funcién real con DomH =
S1 X Sy x -+ x S,. Sea B = [a,b] C DomH, entonces el
H-volumen de B esta dado por

Vi(B) =) sgn(c)H(c),

donde la suma es tomada sobre todos los vértices ¢ de B, y

st ¢, = ay para un numero par de k’s
Sgn( ) _ ]'7 k} k‘ d k7 7
—1, sic = ag para un numero impar de k’s.
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Para ejemplificar, se supone que H es una 3-funcién real
con DomH = E?’, y un rectangulo B = [x1, 22| X [y1,y2] X
[21, 22]. El H-volumen de B es :

VH(B) = H(%,yz,Zz) - H($2,y272’1) - H($2,y1,2’2)
— H(x1,92, 22) + H(z2, 91, 21) + H(z1, 92, 21)
+ H(x1, 1, 22) — H(21, 91, 21)-

Ahora se supone una n-funcién H con DomH = S; X
Sy X --- xS, donde cada S, tiene un elemento minimo ay,
se dice que H estd conectada a tierra si H(t) = 0 para
toda t € DomH tal que t;, = a; para al menos algun k. Si
Sy # (0 para cada k y cada S tiene un elemento maximo by,
entonces se dice que H tiene marginales, y las marginales
unidimensionales de H son dadas por las funciones Hj con
DomH k= Sk y

Hy(x) = H(by, ..., bp—1, 2, bpq1, ..., bn), €S, (1.13)

Definicién 1.13 (n-creciente). Una n-funcion real H es
n-creciente si Vi (B) > 0 para todos los rectingulos B cuyos
vértices se encuentran en DomH .

Lema 1.7. Sean 51,5, ..., S, subconjuntos no vacios de

=2 - .

R", y sea H una funcion n-creciente con DomH = S; X S5 X
- X S,. Entonces H es no decreciente en cada argumento,

es decir, i

(t17 L ,tk_l,l‘,tk_‘_l, s 7tn)

(tl, . 7tk—17yatk+1a e ,tn

en el DomH yx <y, entonces

H(tl, e ,tk_l,ﬂf,tk_H, e ,tn) S H(tl,. . ,tk_l,y, tk+1, e ,tn).

Demostracion. Ver [47]. O
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El resultado siguiente es analogo al Lema 1.3, el cual es ne-
cesario para demostrar que las n-cépulas son uniformemente
continuas, y la prueba del Teorema de Sklar para dimensiones
mayores a 2.

Lema 1.8. Sean Si,95,...,S5, subconjuntos mo wvacios
de R, y sea H una funcion n-creciente y conectada a tie-
rra, con marginales con DomH = 51 X Sy X -+ x S,. Sean
x = (x1,T9,...,x,) €y = (Y1,Y2,.-.,Yn) puntos cualesquiera
en Sy X Sy X -+ x S,. Entonces

|H(x) — H(y)| < Z |Hi(7x) — Hi(yr)|-

Las Definiciones siguientes son analogas a las Definiciones
1.5 y 1.6 respectivamente.

Definicién 1.14 (Subcépula). Una subcépula n-
dimensional (o n-subcdpula, o brevemente, una subcopula) es
una funcion C' con las propiedades siquientes:

1. DomC’" = S; x Sy x --- xS, donde cada S, C I que
contiene a 0 y 1.

2. C' estd conectada a tierra y es n-creciente.

3. C" tiene marginales (unidimensionales) C;, k =1,2,...,
n, que satisfacen

C'(u) =u, u € Sk (1.14)

Definicién 1.15 (Cépula). Una cdpula n-dimensional (o
n-cépula, o simplemente, cdpula) es una subcopula C cuyo
dominio es I".

De manera equivalente, una copula es una funcién C' de
I™ a I con las propiedades siguientes:
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1. Para cada u en 1",
C(u)=0
si al menos una coordenada de u es 0, y
C(u) = ug,
si todas las coordenadas de u son 1 excepto uy.
2. Para todo a,b € I" tal que a < b,
Ve(la, b)) > 0.
Como consecuencia del Lema 1.8, se tiene que las fun-

ciones n-crecientes son uniformemente continuas, y por tanto
también las copulas son uniformemente continuas.

Teorema 1.14. Sea C' una subcépula. Entonces, para
cada u,v € Dom(",

n
C'(v) = C'(w)] <D Jvp — wl.
i=1
Por tanto, C' es uniformemente continua en su dominio.

Para tener el Teorema de Sklar para dimensiones mayores
a 2, antes se debe dar la Definicién siguiente:

Definicién 1.16. Una funcion de distribucion

(n-dimensional) es una funcion H con DomH =R tal que:

1. H es n-creciente,

2. H(t) = 0 para todo t € R" tal que t, = —oo para al
menos un k € N entre 1 yn, y H(co,00,...,00) = 1.

Por lo anterior y del Lema 1.7, se deduce que las margina-
les dadas en la Ecuacién (1.13) de una funcién de distribucién
(n-dimensional) son funciones de distribucién.
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Teorema 1.15 (Teorema de Sklar). Sea H una funcion
de distribucion n-dimensional con marginales Fi, F, ..., F,.
Ast, existe una copula C' tal que para todo x € R,

H(Il,l’g, N ,In) == C(F1($1),F2<I2), oo ,Fn(l'n)) (115)

Si By, Fs, ... F, son continuas, entonces C' es unica; de lo
contrario, C' se determina unicamente en RanF; X RanFy X
-« X RanF,,. Por el contrario, si C es una copula y Fi, Fs, ...,
F,, son funciones de distribucion, entonces la funcion H de-
finida por (1.15) es una funcién de distribucion conjunta con
marginales Fy, Fy, ... F,.

Demostracion. Ver [12, 33, 49] H

1.7.1. La cépula de Gumbel-Hougaard en 3
variables

La cépula de Gumbel-Houggard en tres dimensiones esta
representada por

Co(u1,uz,u3)
0 0 A
=exp | — ((—10g u1)” + (—log u2)” + (—log u3) ) :
(1.16)
donde 0 € [1, o0].

Al igual que se hizo en el caso de dos dimensiones, la fun-
cion de densidad en para tres componentes esta dada por

le,Xg,X3,9($1,I2,$3)
:le (Il)fx2(l’2)f)(3($3)
X 69<FX1('I1)7FX2(x2)7FX3(x3))7 (117)

donde las F’s representan las funciones de distribucién de
las variables aleatorias, las f’s las funciones de densidad de
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probabilidad y las X's las variables aleatorias, donde

3309(“1, Uz, Us)
8u1 8U2 au;),

c@(”la U2, ud) =

Asi, la derivada de la copula de Gumbel-Hougaard esta
dada por

1
UUu3
x (—logus)?texp(—x)k =30 (1.18)
x [1 4260 4 30(—1 + &%)
_ 3/61/9 + /{2/0],

0—-1

co(uy, ug,uz) = (—logul)g_l(—logm)

donde

k= (—log ul)e + (—log u2)9 + (—log Ug)e.

1.7.2. Coébpulas Asimétricas

Una generalizacién para las copulas Arquimedianas son
las denominadas “cépulas asimétricas”, que para el caso de
n = 3, estd dada por

C1(uz, Coug, uy)).
Si las cumple que C(uq, us) = C(uz, uy), entonces

01<CQ(U17U2),U3>. (119)

Sean 61, 5 los parametros de C; y Cs las cépulas en la
Ecuacién (1.19) entonces #; < 0y, donde las cépulas pertene-
cen a la misma familia. Para mayor detalle sobre la construc-
cién y condiciones, revisar [21]. Por consiguiente, la funcién
de distribucién con marginales F'(z), G(y) y H(z) es

C1(Cy(F(2),G(y)), H(2)). (1.20)
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Ahora, se calcula la funcién de densidad asociada a la fun-
cién de distribucién (1.20) Sean f, g y h las densidades aso-
ciadas a la distribuciones F', G y H respectivamente,

0*Ch[Cy(F (), G(y)), H(2)]
0x0yoz

_ (601[02( (), G(y)),H(Z)])

0x 0y

_ (301[02( (z), G(y)),H(Z)].802(F(33),G(y))

dxdy (v)) 0z

dy
0CH[Cy(F(x), G(y)), H(2)] 3H(2)>
OH(z) dy
o [ 2 (2o G )
dr |OH(z) OCy(F(z), G(y))
X{@CAF@LG@D OF(x)
OF (x) dy

s )
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y continuando con las operaciones,
OPC1[Cy(F (), G(y)), H(2)]
0x0y0z
=05, o (- oare o0
0Cy(F(x),G(y))
o)

\/

=
—~
N

:g(y)h(z)é% {8;(2) (
X802<F(x)’G(y)))}
9G(y)

(

(
:g(y>h(z)% [a}f<z>
 OC(F(2), G(y)

(
9G(

Y
+(301[C2( (

\H/\_/
2
=
S
Q
=
X
_

0 (801[02(F(x),0(y))’H(Z)]}
H G (y)
B 0 0 (9G[Co(F(x),G(y)), H(2)]
o) 5505 |3 o )
- ) 8 [9C1[Cy(F(x),G(y)), H(2)]
_9<y>h(”z>aG( ) [aH(z) ( ICy(F(x), G(y))
L 9C(F(2), Gy))
ox
LOGC(F(x), Gy), H(=)] aH(Z))
0H(2) oz

) 0 [ 0 (0C[CoF().Cy)). H(2)
~a0:) 5 | 7 (
{@@( (2),Gly) OF(x)
OF (z) Ox
0Cy(F(z),G(y)) 0G(y
T T 6w o })}
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por consiguiente,

PCL(Co(F(x),G(y)), H(2)]
0x0y0z

B 9 9 (0GI[Cy(F(x),G(y)), H(2)]
—g(y)h(z)ac(y) {8}](2) ( 9C(F(x),G(y))

Gy (F(x), G(y))
X OF(z) f(@)} )

B 0 [ 0 (9CICF@),GW)),H(:)]
=I @) 560, [amz) < 95 (F(x). C(y)
) 802(F(w),G(y)))]

OF (z)

=f(z)g(y)h(z) 0G(y) |0H (2)
0Cy(F(z),G(y))
OF (x)

L 9G[C(F(2), G(y)), H(2)] aH(Z))]

0 [ d <8CI[CQ(F(m)aG(y))7H(z)]

=f(x)g(y)h(2)
L0 [ ) (601[02(F(x)>G(y)),H(Z)])}
0G(y) |OH (z)

=f(z)g(y)h(2)

O°CL[Cy(F(x), G(y)), H(z)]
OF(x)0G(y)0H (z)

y tomando v = F(x), v = G(y) y w = H(Z), se tiene que

OPC1[Cy(F(x), G(y)), H(2)]
0x0y0z

=/ ty)h(x) " ]

Ahora se calcula la ultima derivada, que se denota por
oy 0,(u,v,w) y serd la densidad asociada a la distribucién
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(1.19), la cual esta dada por

3C1[Co(u,v), w]
Oudvow
0? (301 [Cy(u,v), w])

Coy 0, (U, v, W) =

- Oudv ow

9 (9CH[Cy(u,v), w)] - 0Cs(u, v)
— Qudv 0C5(u, v) ow
N 0C[Cy(u, v), w] 8w>

2 ow ow
0 (601[02(11,1)),10])'

B Oudv ow

Sea
0C[Cy(u, v), w]

O [Calu, 0), w) = =,

por lo que

82

Coy 0, (U, v, W) =

[C’fo DICy(u, v), w]}

Oudv
g [0

= o 8_ 1(01 [Co(u,v), w])}
0

ACVCy(u, v),w] OCs(u,v)

" ou 0C5(u,v) ' ov
LGV [Coluv),w] Ow
ow v
0 |9CV[Cy(u,v), w]  OCH(u,v)
- Ou 0C5(u,v) ov ’

Tomando

aC "V [Cy (u, v), w]
0C5(u, v) ’

CV[Cy(u, v), w) =
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simplificando a

C61,02 (U, v, ’LU)

_ 2 |t 9C3(u, v)
=5 {C’l [Cs(u,v), w] 5
_2 (1,1) 802<u, ’U)
o | et 0] 2
_ Y [Cofu,v), w]  OCH(u,v)
ou ov
02Cy(u, v)

(1,1) .
+ C; 7V [Cy(u, v), w] ~Dude
B (801(1’1)[02(u,v),w] 9Cs(u,v)

0Cs(u,v) ou

L 90Oyl v), ] Ow
ow ou

2
x —8628(3’” + VO (u, v), w] - 0°Cs(u,v) gig“: v)
90Oy (u,v), 0] DCh(u,v)  ACh(u, v)
B 0C5(u,v)  du Ov
. 02Cy(u, v)

(1,1)
+ C; [Cy(u, v), w] ~ude

_6’0%1’1)[02(11,@),10] 0C(u,v)  9Cs(u,v)
B 0C5(u,v)  du Ov
2
+ OOy, v),w] - To2Y)
_820£0’1)[C’2(u,v),w] 0Cs(u,v) 00y (u,v)
T ACy(u,v)? du Bv
0C "V [Cy(u, v),w]  9*Cy(u,v)
dCs(u, v) " Qudv
POy (u,v),w] 9C(u,v) OCH(u,v)
T o(Co(u,v))20w  du Ov
02C[Co(u,v),w]  9*Cy(u,v)
9Cs(u,v)0w  Oudv
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es decir,

Coy 0, (U, v, W)
_PC[Cy(u,v),w] 9Cs(u,v)  ICs(u,v)

0(Cs(u,v))?0w ou ov
8201 [OQ(U,U),U)] 82OQ(U,U)
: . (1.21)
0C5(u, v)ow Oudv

Asi, la densidad de las variables X, X5 y X3 expresada en
copulas asimétricas esta dada por

fX17X2,X3791,92(x17x2’x3)
:le(x)fX2(x2)fX3(x3>
X 091792(FX1($1)>FX2($2)7FX3('T3>>' (1'22)

1.7.3. La cépula asimétrica de Gumbel - Hou-
gaard en 3 variables

La cépula asimétrica de Gumbel-Houggard en tres dimen-
siones esta representada por

Cl<u37 CQ(UQ; U1))
01

—exp <— (((—log w)” + (= log uy)*) %

+(—log uz)gl)ﬁ> )

donde 6;,0y € [1,00] y 6; < 05. Ahora, la derivada dada por
(1.21) es necesaria para encontrar la funcién de densidad, que
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para este caso,

8301(163, 02(’&2, U1))

Ou10us0us
1

= (—log 1)
U1UU3

1.3 0 o 1
B TER  exp (—kfl)
01 1 2 01
« {k;2 [1 gkl +k:f1] pr (1@52 ~ (“log u3>91)
1 01
+ 6, (—1 + k:fl) (2]{:292 — (—log u;;)el)

+6105k, + 0ok, (—1 + k;{’l) } ,

92—1( 92—1( 01—1

—log us) —log u3)

donde

[4

Y1
ki = ((—log u1)92 + (—log u2)92)"2 + (—log u3)91,

ky = (—log u1)92 + (—log u2)92.



Capitulo 2

Distribucion de Valores
Extremos

Las distribuciones de valores extremos son modelos limites
para los maximos y minimos de un conjunto de datos. Estas
distribuciones modelan qué tan grandes (o pequenos) seran
probablemente los datos. Estas distribuciones son tutiles para
modelar la dependencia entre variables aleatorias y se utilizan
en diversos campos como las finanzas, la biologia, las ciencias
sociales y cualquier area en la cual se quiera analizar maxi-
mos o minimos de un conjunto de datos en una determinada
unidad de tiempo, como se indica en [10, 22, 29, 42].

2.1. Maximos por bloques

Se asume que los datos M,, son maximos, es decir,
M, = méx{Xy,..., X, }, (2.1)
donde las X; con ¢ = 1,...,n pueden ser no observables.

Si el experto puede observar las X; en (2.1), entonces ele-
gir los maximos de los bloques observados es otra posibilidad,

37
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ademas de extraer valores extremos superiores de un conjunto
de datos (o tomar excedencias). Este método se llama méxi-
mos por bloques o método de Gumbel.

Para variables aleatorias iid X7,..., X,,, M, tiene funcién
de distribucion:
P |:m<éXXi < x} =P[X,<z,..., X, <z|=F"(z).

Por tanto, las M,, en (2.1) estdn dependiendo de F" si las x;’s
tienen funcién de distribucion F'.

2.2. Teoremas de tipo extremo

El problema surge cuando F' es desconocida, por lo que se
buscan familias aproximadas de modelos para F™, que pueden
estimarse sobre la base de datos extremos. Esto es similar a
la practica habitual de aproximar la distribucion de las me-
dias muestrales mediante la distribuciéon normal, tal como lo
justifica el Teorema de Limite Central.

Se procede observando el comportamiento de F™ cuando
n — oo. Pero esto por si solo no es suficiente: para cualquier
r < x*, donde z* es el punto final superior! de F', F"(z) — oo
cuando n — oo, de modo que la distribucién de M,, degenera
en una masa puntual en z*.

Se supone que existen {a, > 0} y {b,} sucesiones reales,

tales que
M, — b,
M= ——

an

Lo* es el mas pequeno de los x tal que F(x) = 1, es decir,

¥ =inf{z: F(z) =1}.
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tiene una distribucién limite no degenerada? cuando n — oo,
es decir,
lim F"(apx + b,) = G(x).

n—o0

Teorema 2.1. Existen sucesiones de constantes {a, > 0}
y {b,} reales tales que

M, — b,

P (b— < x) — G(x) cuando n — oo,
an

para una funcion de distribucion G no degenerada, entonces

G es un miembro de la familia de distribuciones de valores

extremos generalizada (GEV por sus siglas en inglés),

NN e .
ngexp(—<1+f<xa'u)) ) 1+5< U“) >0,

(2.2)
donde & es real y donde para & = 0 el lado derecho se puede
interpretar como exp(—e™*) (caso limite).

Demostracion. Véase [22]. O

Definicién 2.1. FEl pardmetro £ es llamado el indice de
valor extremo.

El Teorema 2.1 demuestra que las funciones de distribu-
cién limite forman una sencilla familia de un solo parametro
explicito aparte de los pardmetros de escala y ubicacién. La
Figura B.1 ilustra esta familia para algunos valores de &, con
p=0yo=1

Siguiendo con los valores estandar de =0y o =1,
a) Para £ = 0, el punto final superior de la distribucién es

infinito. La distribucion, sin embargo, es bastante ligera:
1 — Go(z) ~ €® cuando z — o0.

2Una distribucién degenerada es una distribucién de probabilidad
en un espacio donde el soporte estd necesariamente en un espacio de
dimensiéon més baja.
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b) Para & > 0, G¢(x) < 1 para todo z, es decir, el punto
final superior de la distribucién es infinito. Ademas, cuando
x — 00, 1 — Ge(x) ~ EYx71/¢ es decir, la distribucién
tiene una cola derecha bastante pesada.

c) Para £ < 0, el punto final superior de la distribucién es
—1/¢, por lo que tiene una cola corta, verificando 1 —
Ge(—=€&71 = 1) ~ (=€2)7Y¢, cuando = — 0F.

La familia GEV se puede reparametrizar, esto con el fin
de tener otras distribuciones mas especificas, es decir,

a) El subconjunto de la familia GEV con £ = 0, se obtiene la
distribucién
Go(x) = exp(—e ™),

para todo z, y es llamada la distribuciéon Gumbel.

b) Para & > 0, se usa G¢ (mg;l) y se toma o = 1/& > 0,
G. = 0, xz <0,
exp(—x~%), x>0.

A esta familia de distribuciones se le conoce como la familia
de distribuciones Fréchet.

c) Para z; < 0 se usa G¢ (—%) y tomando ae = —1/¢ > 0,

a. - {exp(—(x—)a), x < 0.

1 xz > 0.

La cual es la familia de distribuciones Weibull.

Cabe senalar que las tres distribuciones anteriores se encuen-
tran en su forma estandar, es decir, donde el parametro de
ubicacion es i es 0 y el parametro de escala o es 1. Ademas,
al parametro « es el llamado parametro de forma.

Al Teorema 2.1 se puede reformular de acuerdo a Coles
[10] de la manera siguiente.



2.2 Teoremas de tipo extremo 41

Teorema 2.2. Si la variable aleatoria X tiene funcion
de distribucion F', entonces 1+ o X tiene funcion de distribu-
cion y escala F, ,(x) = F((x — p)/0), donde p y o > 0 son
los parametros de ubicacion y escala respectivamente. Asi, la
distribucion de GEV es una de los siguientes:

n Gumbel:
Go(z) = exp(—e~ 71/7),

para toda v € R.

= Fréchet, a > 0:

Giale) = exp <_ (= M)) |

para T > .

n Weibull, o > 0:

()

para x < L.

El Teorema 2.2 muestra las distintas familias de distribu-
ciones GEV que se obtienen, las cuales tienen propiedades y
caracteristicas particulares.

Nota 2.1. En el Teorema anterior, p+ocX es miembro de
alguna de las familias mencionadas, sin embargo, al desplaza-
meento o multiplicacion por una constante positiva serd igual-
mente miembro de tales familias. Por tanto, la distribucion
de X es miembro de la familia Gumbell, Frechét o Weibull.
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2.3. Inferencia sobre la funcion de
distribucion de GEV

Una dificultad con el uso de métodos de verosimilitud para
la distribucién GEV, es que las condiciones de regularidad que
se requieren para que las propiedades asintoticas asociadas
habitualmente con el estimador de maxima verosimilitud sean
validas. La distribucion GEV no cumplen estas condiciones
porque los puntos finales de la distribucién son funciones de
los valores de los pardmetros: u—o /€ es un punto final superior
de la distribuciéon cuando £ < 0, y un punto final inferior
cuando £ > 0. Smith en [50] estudié este problema en detalle
y obtuvo los resultados siguientes:

= Cuando £ > —0.5, los estimadores de maxima verosimi-
litud son regulares, en el sentido de tener las propiedades
asintoticas habituales.

s Cuando —1 < & < —0.5, los estimadores de maxima
verosimilitud generalmente se pueden obtener, pero no
tienen las propiedades asintéticas estandar.

= Cuando £ < —1, es poco probable que se puedan obtener
estimadores de méaxima verosimilitud.

El caso &€ < —0.5 corresponde a distribuciones con una cola
superior acotada muy corta. Esta situacion es rara en aplica-
ciones de modelos de valores extremos, por lo que las limita-
ciones tedricas del enfoque de méaxima verosimilitud no suelen
ser un obstaculo en la practica.

2.3.1. Estimadores de maxima verosimilitud

Bajo el supuesto de que X, ..., X, son variables indepen-
dientes que tienen la distribucion GEV, la log-verosimilitud
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de los parametros de la distribucién GEV cuando £ # 0 es
1\ <& A
l(p,0,§) = —nlogo — (1 + g) Zlog (1 +¢ <:1:Z M))
o
i=1
n N e
= (1+ (x “)) . (23)
i=1 g

siempre que

1+§<Ii_'u)>0, parai=1,...,m. (2.4)
o

Para el caso donde £ = 0, donde se tiene una distribucién
Gumbel da la log-verosimilitud

l(,u,a)z—nloga—Z( g'u)—Zexp< U”).
i=1

- (2.5)

Maximizar el par de ecuaciones (2.3) y (2.5) con respecto
al vector de pardmetros (i, o, &) conduce a la estimacién de
maxima verosimilitud. No existe solucién analitica, sin em-
bargo, para cualquier conjunto de datos, la maximizacion es
sencilla utilizando algoritmos de optimizacién numérica. Se
necesita tener cuidado para asegurar que los algoritmos no
pasen a combinaciones de pardmetros que incumplan (2.4), y
también eviten las dificultades numéricas que surgirian de la
evaluacion de (2.3) alrededor de £ = 0.

2.3.2. Inferencia para niveles de retorno

Sea X1, Xo, ... una serie de observaciones independientes.
Los datos se bloquean en secuencias de observaciones de lon-
gitud n, con n suficientemente grande, generando una serie de
méaximos de bloque, My, ..., M,,, a los que se puede ajustar
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la distribucién GEV. Las estimaciones de cuantiles extremos
de la distribucién maxima se obtienen invirtiendo la ecuacién

(2.2):

. {u — 2 (1= (= log(1=p)¢), parag A0,

(2.6)
p — o log(—log(1 — p)), para { = 0,

donde G(z,) = 1 —p. El 2, es el nivel de retorno asociado con
el borde del periodo de retorno, ya que con un grado razonable
de precision, se espera que el nivel z, se exceda en promedio
una vez cada 1/p unidades de tiempo, es decir, z, es excedido
por el méximo en el periodo de tiempo en cualquier ano en
particular con probabilidad p.

Por la sustitucion de las estimaciones de maxima vero-
similitud de los parametros GEV en (2.6), la estimacion de
maxima verosimilitud de z, para 0 < p < 1, el nivel 1/p de
retorno, se obtiene como

- {ﬂ —2 (1= (<10g(1=p)) ), paraé A0,
Zp = .
fi — & log(—log(1 — p)), para { = 0.

Para £ < 0, es posible hacer inferencias sobre z* de la dis-
tribucién, que es el periodo de retorno de observacién infinita,
correspondiente a z, con p = 0. La estimacién de maxima ve-
rosimilitud es

20 = H—

c/‘r\r>| Q>

Cuando ¢ > 0, la estimacion de maxima verosimilitud de z*
es infinito.

2.4. Las distribuciones

La distribucién Fréchet(a, s, i) estd dada por

F(z;a,s) =e @/ sy
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donde « es el pardmetro de forma y s > 0 es el parametro de
escala. Su respectiva funcién de densidad esta dada por

—a—1
S S

Para la densidad Weibull presentada en el Teorema 2.2
se tiene que es para valores menores que u, sin embargo, en
aplicaciones se considera la distribucién de su transformacién
negativa, es decir, si Y tiene distribucién Weibull donde o
es el parametro de forma y k es el parametro de escala, se
considera la transformacién X = ¢(Y) = =Y, la cual es una
transformacién decreciente, por lo que

Gx(x)

P(X < x)

Asi, a partir de ahora, cuando se haga mencion de la distri-
bucion Weibull, se hace referencia a la ecuaciéon anterior, por
lo que la distribucion Weibull(a, k, 1) esta dada por®

Flryak)=1—e @0/ g 5y

donde ar > 0 es el parametro de forma y k > 0 es el parametro
de escala. La funcién de densidad asociada es

a—1
o = (Z2)

3Como —p es una constante, se puede reescribir a j como —p
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Una forma alternativa en la densidad Weibull(a, k, i) es

tomar b = k™,
T m a—1
_ —((z—p)/ k)"
() -

(z—p) "
ka—l
-z —p)

. (:L’ . Iu)a—le—b(z—y)“’

B

L

y
I

f(z;

e—(a—n) ke

a1~ (z—p)* /k®

S
S i§|;;?P!Q el e

para x > u, la funcién de distribucion es
— — «
Fz;a,k) =1 — e bl
Esta reparametrizacion es la que se encuentra implemen-

tada en el paquete OpenBUGS, la cual se denotara por
Weibully(cr, b, ).



Capitulo 3

Estadistica Bayesiana

En la teoria de probabilidad, se toman a menudo a la De-
finicion A.1 como los axiomas de la probabilidad. De estas
propiedades, se establecen varias propiedades y Definiciones,
y una de ellas es el Teorema de Bayes, cuya idea es esencial
para la estadistica bayesiana. La idea clave de la estadistica
bayesiana es que se puede utilizar la probabilidad para actua-
lizar las “creencias”.

3.1. Teorema de Bayes

A menudo, se necesita calcular la probabilidad de un even-
to A sabiendo que antes ha ocurrido B. A esta probabilidad se
le denota por P(A|B), llamada la probabilidad condicional
de A dado B.

Definicién 3.1 (Probabilidad condicional). Sean A y B
eventos de un espacio muestral Q) y se supone que P(B) > 0.
Ast, la probabilidad condicional del evento A dado el evento
B se define como

P(AN B)

PUAIB) = =55

47
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La Definicién de probabilidad condicional da una forma
de calcular las probabilidades de intersecciones de conjuntos,
es decir,

P(AN B) = P(B)P(A|B).

Aunque en la Definicién de probabilidad condicional no da
un argumento de porque toma esa forma, esté puede consul-
tarse en [23], con un enfoque frecuencial de la probabilidad.

Si E es un evento en un espacio muestral {2, es posible
conocer P(FE) en términos de las probabilidades condicionales
de una particién de €.

Definicién 3.2 (Particién). Se dice que los eventos Ay,
As, ... A, de Q) es una particion de €, si

a) AiNA;=0sii#j (son ajenos dos a dos),

b) Q=U A=A UAU---UA,.

Una vez determinada la Definicién de particion, se puede
llegar al llamado Teorema de la probabilidad total.

Teorema 3.1 (Teorema de la Probabilidad Total). Si E es
un evento en 2 y Ay, Ag, ..., A, una particion de Q, entonces

P(E) =Y P(A)P(E|A).

Demostracion. Ver [23]. O

Como consecuencia del Teorema de la probabilidad total
y la Definicién de probabilidad condicional, se obtiene el Teo-
rema base de la estadistica bayesiana, el Teorema de Bayes.
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Teorema 3.2. Sea Ai, A, ..., A, una particion sobre el
espacio muestral Q) y sea E un suceso en 2, entonces:
P(A;,))P(E|A; .
P(A|E) = — (4:) P(E]A,) , parat=1,2,...,n. (3.1)
> P(A;)P(E|A;)
j=1
Demostracion. Ver [23]. O

A la ecuacién (3.1) es la llamada férmula de Bayes.

3.2. La idea de la estadistica Baye-
siana

Sean X e Y variables aleatorias con espacios muestrales
Qx v Qy respectivamente. Sea A1, As, ..., A, es una particion
de Qy, y E un evento de €2,. Pensando en la probabilidad de
P(Y € A;|X € E), al usar el Teorema de Bayes,

P(Y € A)P(X € E|Y € A))

Y P(Y € A)P(X € E|Y € A))
j=1

PY e A|X e FE)=

asf, ignorando el denominador de la parte derecha!, se llega a
la expresion siguiente,

PY e A|X € E) x P(Y € A;))P(X € E|Y € A;).2

Condicionar la variable aleatoria Y por el valor de X no
cambia los tamanos relativos de las probabilidades de esos

LA tal fraccién se le conoce por lo regular como “constante de pro-
porcionalidad”.
2El sfmbolo  se puede interpretar como “proporcional a...”
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pares (x,y) que ain pueden ocurrir. Es decir, la probabilidad
P(Y|X) es proporcional a P(X,Y) y la constante de propor-
cionalidad es justo lo que se necesita.

El enfoque que toma la estadistica bayesiana, es el de po-
der obtener funciones de densidades para los parametros des-
conocidos, esto con ayuda de informacién basada en observa-
ciones muestrales sobre las variables de interés y ayudandose
de informacién tedrica de la distribucién del parametro des-
conocido.

En la literatura de la metodologia bayesiana se usan letras
minusculas (o griegas). Asi, de forma general

~ P(x,y)  Ply)P(zly)
P(y|r) = Pa) — Pa)
por lo que,
P(ylx) o< P(y)P(zly). (3.2)

A (3.2) se le conoce como el Teorema de Bayes para variables
aleatorias. A las probabilidades P(y), P(zly), P(y|x) y P(x)
se les conoce como la apriori, la verosimilitud, la posteriori
y la predictiva, respectivamente. Las variables x e y pueden
ser continuas o discretas. En el caso continuo, la constante de
proporcionalidad es
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3.3. Ejemplo sobre la estadistica Ba-
yesiana

Sea y el tiempo antes de la primera apariciéon de una de-
sintegracién radiactiva que se mide con un instrumento, pero
que, debido a que hay un retraso incorporado en el mecanis-
mo, la desintegracion se registra como si hubiera tenido lugar
en un tiempo x > y. Se tiene el valor de x, pero se quiere decir
algo sobre el valor de y, por lo que

eV (0 <y < ),
P(zly) = ke ") (y <z < o0).

Asi,

P(ylz) o< P(y)P(z,y)
oc elh=Dy (0<y<ux).

A menudo basta con obtener un resultado hasta una constante
de proporcionalidad. Si se necesita la constante, es sencillo
obtenerla, ya que basta con integrar sobre el soporte de la
variable de interés. Por lo tanto, en este caso

(k — 1)etk—Dy

Plyle) = g =1

1 (0<y<uz).
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Capitulo 4

Modelos Bayesianos
Complejos: Método
Monte Carlo de la
Cadena de Markov

En la metodologia bayesiana que utiliza familia conjuga-
das' es posible realizar una inferencia posteriori exacta. En
modelos bayesianos que representan la realidad suelen ser mas
complejos encontrandose muchos problemas en su implemen-
tacién a pesar de que existe la teoria. El lograr modelar toda
la informacién es un reto que se aprende en cada situacién
particular. Se tiene que identificar qué variables usar, identifi-
car sus interacciones, las distribuciones més adecuadas a usar,
los posibles calculos analiticos que sean factibles para lograr
el objetivo, entre otros.

Debido a que se esta usando el enfoque Bayesiano, siem-

'En estadistica bayesiana, si las distribuciones posteriori p(f|x) y
apriori p(f) pertenecen a la misma familia de distribuciones de probabi-
lidad, entonces a las distribuciones apriori y posteriori se les denomina
distribuciones conjugadas [54].

23
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pre que se pueda escribir la verosimilitud y la(s) apriori(s) en
forma matematica, se obtiene una expresién proporcional a
la distribucién posteriori resultante. Sin embargo, para tra-
zar una densidad, se necesita la constante de normalizacién,
de modo que el area bajo nuestra grafica de densidad sea 1.
Cuando la apriori es no conjugada y la densidad posteriori
no es de una familia reconocible, la constante normalizadora
debe obtenerse por integracion: se debe averiguar a qué va-
lor numérico integra la densidad no normalizada, y luego la
constante normalizadora es su inversa.

4.1. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son variables aleatorias que se ge-
neran secuencialmente a lo largo del tiempo. Se dice que una
cadena de Markov comienza en el “tiempo 0” con algin valor
inicial. En el tiempo 1, la cadena se mueve a un valor alea-
torio generado a partir de una distribucién de probabilidad
cuyos parametros dependen del valor inicial desde el tiempo
0. En cada punto de tiempo sucesivo, la cadena vuelve a mo-
verse a un nuevo valor aleatorio generado a partir de la misma
forma de distribucién de probabilidad, pero con parametros
que dependen del valor del punto de tiempo inmediatamente
anterior.

La notacién comun para una cadena de Markov es { X;}9°,,
donde X; representa la variable aleatoria en el tiempo ¢, y
una vez alcanzado el tiempo t, z; denota el valor realizado.
El valor x; se denomina estado de la cadena en el tiempo ¢.
Los puntos de tiempo t en los que una cadena de Markov
genera nuevos valores a menudo se denominan iteraciones y
los valores generados x; como iterados. Los valores de una
cadena de Markov pueden ser escalares o vectores.

El soporte del que se extraen todas las variables aleatorias
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X; se denomina espacio de estados de la cadena de Markov.
La distribucion de probabilidad a partir de la cual se extrae el
estado en cada momento ¢, condicionada por el estado del mo-
mento anterior, se denomina ntcleo de transicion de la cadena
y se denota por P(X;| X, 1 = z;_1).

La caracteristica definitoria de las cadenas de Markov es
la propiedad de Markov, que es

P(Xi| Xt =21, Xe—o = 49, ..., Xo = 20)
:P(Xt’thl = $t71)-

Bajo condiciones de regularidad, las extracciones genera-
das por una cadena de Markov convergeran en distribucién
para extraer una distribucién de probabilidad objetivo. Asi,
si se permite que una cadena de Markov trabaje durante el
tiempo suficiente, entonces se produce la convergencia y to-
das las iteraciones posteriori se extraen de esta distribucion
objetivo.

Incluso después de que una cadena de Markov ha convergi-
do, las iteraciones posteriori siguen siendo dependientes. Esto
es porque el nicleo de transicién no cambia: cada nuevo va-
lor se genera a partir de una distribucion de probabilidad que
depende de los valores de la iteracion anterior.

4.2. Cadenas de Markov para infe-
rencia bayesiana

Las cadenas de Markov son importantes en la estadistica
bayesiana porque generalmente es posible construir una cade-
na de Markov (es decir, definir su nicleo de transicién) de tal
manera que la distribucion objetivo sea la distribucién pos-
teriori conjunta de todos los pardmetros desconocidos en el
modelo bayesiano de interés. Incluso para modelos de dimen-
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sion alta en los que no es factible extraer muestras directa-
mente de la posteriori conjunta, a menudo es sencillo definir
un nucleo de transicién. Por lo tanto, los métodos de Mon-
te Carlo de la cadena de Markov (MCMC por sus siglas en
inglés) proporcionan una forma de extraer muestras de la dis-
tribucién conjunta posteriori en modelos bayesianos realistas
de alta dimensién.

El algoritmo de muestreo de Gibbs es una forma particular
de construir un nicleo de transicién para producir una cadena
de Markov con la distribucion objetivo deseada. Es el método
descrito por Gelfand y Smith en [16], y en ¢l se basan los
algoritmos utilizados en WinBUGS y OpenBUGS.

4.3. El algoritmo EM

El algoritmo EM (Expectacién Méxima) es una técnica
numérica que encuentra el valor en el que P(n|x) es un maxi-
mo, o equivalentemente, donde log P(n|x) es un méximo, pero
donde no se tiene informacién completa sobre la distribucion
posteriori.

Un ejemplo del algoritmo EM es el enlace genético desarro-
llado por Rao [41]. Se tienen las observaciones x = (x1, o, x3,
x4) con probabilidades de celda

1 1 1 1 1
T Ty 2 (1=p). (1 =n). =
(547030 -n50-nq0)
y se quiere estimar 7). La verosimilitud es entonces
1 1\ /1 271 BTN
Z4z (1 — (1 — -
(2 + 4n> <4( 77)> (4( 77)) (477)
oc (24 )™ (1 —m)™on",

La estrategia consiste en aumentar los datos x agregando mas
datos de z para producir datos aumentados y. Cabe senalar
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que, en gran medida, la distincion entre los parametros de un

modelo y los aumentos de los datos es artificial. En el ejemplo

en cuestion, el aumento consiste simplemente en dividir la
1

primera celda en dos celdas con probabilidades 5 y in. La

ventaja de esto es que la expresion obtenida es mas sencilla.

(2) (o) (o) (o) (i)

o ny1+y4(1 _ n)szryg’

y si se asigna la referencia estandar apriori de Be(0,0), en-
tonces la posteriori tiene una distribuciéon beta

p(my) o ny1+y471(1 _ n)yﬂygfl.

El algoritmo EM para encontrar la distribucion posteriori, es
un método iterativo que inicia de alguna conjetura plausible
n©® para el valor de n. En la etapa t > 0, se supone que la
estimacién actual es n®. Cada etapa tiene dos E-pasos. En el
primero, el E-paso (paso de expectativa), se calcula

Q(n,n'") = E,umlog P(nly),  t>0,

es decir, la expectativa de la funcion de log-verosimilitud, cal-
culando la expectativa en n = 7, de modo que

Q™) = / log(P(nly))P(y|n®, x)dy.

En el segundo paso, el M-paso (el paso de maximizacion), se
encuentra ese valor n**1) de n que maximiza Q(n,n®). En
este ejemplo en particular, como y; = z; para i > 1

Q(n.n™)
—=E((y1 + ya — 1) logn + (y2 + ys — 1) log(1 — n)In”, %)
=(E(y1n™,x) + 4+ 1) logn + (2 + x5 — 1) log(1 — 7).

—~~



Modelos Bayesianos Complejos: Método Monte
58 Carlo de la Cadena de Markov

Para el M-paso, se nota que

0Q(n ") _ E(nln",x) +24—1 wp+a5—1
I U 1—n

I

e igualando a cero,

(t+1) _ E(yiln", x) + 24 — 1 .
E(y|n®,x) + x5 + 23 + 24 — 2

n

Dado que y; tiene una distribucién binomial B(z1,n) con

o g
%n(t) 77(’5) + 2’

=

D=
+

asi que
E(nln™,y) = zin™/(n™ +2)

la iteracion es dada por

o w0 +2) 4y -1
rn®/(n® +2) 4+ o + 23 + 14 — 2
_ N (zy + x4 — 1) +2(zy — 1)
N (xy + 2o+ a3+ 14 —2) + 2(00 + 23 + 14 —2)

n

Los valores realmente observados fueron x; = 125, x5 = 18,
xr3 = 20, r4 = 34. Entonces se estima 7 por iteracion comen-
zando, por ejemplo, n(® = 0.5 usando

1) _ 1587 + 66
1957®) 4 140°

De hecho, la iteracién convergera a la raiz positiva de 195n% —
18n — 66 = 0, que es 0.630.

Una demostracion de la convergencia del algoritmo EM se
encuentra en [30].
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4.4. El muestreador de Gibbs

4.4.1. Aumento de datos encadenados

Ahora se restringira la atencién donde los datos aumen-
tados y consisten en los datos originales x aumentados por
un solo escalar z. Entonces, el algoritmo se puede expresar de
la manera siguiente: comenzar con un valor 7(°) generado a
partir de la distribucién apriori para 1 y luego repita de la
manera siguiente:

(ay) Elegir n"*Y de n a partir de la densidad P(n|z®, x).

(ay) Elegir 20tV de z a partir de la densidad P(z|nt+), x).

Existe una simetria entre 1 y z, y la notacién se usa sim-
plemente porque surgié en relacién con el primer ejemplo que
se considero en el algoritmo de aumento de datos. Esta versiéon
del algoritmo se denomina como “aumento de datos encadena-
dos”, ya que es facil ver que la distribucion del par de valores
siguiente (7, z) dados los valores que hasta ahora solo depen-
den del par actual y, por lo tanto, estos pares se mueven como
una cadena de Markov. Es un caso particular de un método
numérico al que se refiere como muestreador de Gibbs. Como
resultado de las propiedades de las cadenas de Markov, des-
pués de un nimero razonablemente grande de iteraciones 7T,
los valores resultantes de n y z tienen una densidad conjunta
cercana a P(n, z|x), independientemente de cémo comenzé la
cadena.

Las observaciones sucesivas del par (7, z) no seran, en ge-
neral, independientes, por lo que para obtener un conjunto de
observaciones iid, se puede ejecutar el mencionado proceso a
través de las T iteraciones sucesivas, reteniendo solo el valor
final, sobre las diferentes repeticiones.

Se ilustrard el procedimiento con el ejemplo siguiente de
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Casella y George [7]. Se supone que 7 e y tienen la distribucién
conjunta siguiente:

P@ﬂ?z(n

)Wy+°‘_1(1 — )yt n > 0,
Y

paraz =0,1,...,ny 0 <y <1,y que se estd interesado en la
distribucién marginal de y. En lugar de integrar con respecto
a 7, que mostrara que y tiene una distribucién beta-binomial,
se procede a encontrar la distribucién requerida a partir de
las dos distribuciones condicionales:

y|lm ~ B(n, ),
Tly ~ Be(y +a,n—y+pB),  «a,8>0.

Este es un caso simple en el que no hay datos observados x.
Se necesita inicializar el proceso en algin lugar, por lo que
también se puede comenzar con un valor de ™ que se elige
de una distribucién U(0,1). Una implementacién en R con
T = 10 iteraciones replicadas m = 500 veces para el caso
n =16, «a = 2y [ = 4, como senalan Casella y George en
[45], dard una muy buena aproximacion a la densidad binomial
beta.

4.4.2. Un ejemplo con datos observados

En la Tabla B.1 se proporciona un conjunto pequeno de
datos que representan fallas de bombas en varios sistemas de
la planta nuclear Farley 1 [15] . La aparente variacién en las
tasas de falla tiene varias fuentes, como se observa en la Ta-
bla B.1. Deberia parecer plausible que el nimero de fallas en
cualquier intervalo de tiempo fijo tenga una distribucién de
Poisson y que la media de esta distribucién sea proporcional
a la longitud del intervalo, con una constante de proporciona-
lidad que varie de una bomba a otra. Parece sensato suponer
que estas constantes provienen de la familia conjugada, los
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multiplos de chi-cuadrado, de modo que
yil0i ~ P(8it;),  6; ~ S5 X

Se considera que v = 1.4. Buscando las distribuciones margi-
nales P(6;|y) se encuentra que no tienen una forma cerrada.
Se necesita escribir

0 = (01,0,...,6,),
O,i - (01, e ,01‘,1,91‘4&, cee 79k>

Ahora
P(8,y,Sy) = Hp(yi79i|SO)P(SO)
= H P(yi|0;) P(0|S0) P(So0),

de lo que se sigue
AN 1
P(01|9—17 Yy, So) XX 0§v+2y1)/2 ! exXp (-5&1(»5’0 + QtZ)) .

Entonces se desprende del Apéndice A.2 en [30] que
07,"071'7 SOa y ~ S;1X12)H

donde
S1 = Sy + 2t;, v = v+ 2y;.

Se encuentra que si se toma una apriori U 1)(,2) para Sy, en-
tonces

" 1
P(Sy|0,y) x SépJFk 12 exp (—5 <Uo + Z&) 5’0) :
Esta es una distribucion chi-cuadrado, de modo que

S0l0,y ~ Uy 'x5

con

Ur=Us+Y 0;, o =p+hkv.
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De acuerdo con el principio general del muestreador de Gibbs,
ahora se toma un valor de Sy y después se generan valores de
0;, luego se usan esos valores para generar un valor de Sy,
posteriormente se usa este valor nuevo para generar nuevos
valores de 6;, etcétera.

Los resultados de N = 10,000 iteraciones (de los cuales
se ignoran los primeros 1000), se muestran en la Tabla B.2.
Resulta que Sy tiene una media de 1.849713 y s = 0.7906609.

4.4.3. El muestreador de Gibbs como una
extension del aumento de datos en-
cadenado

Con el algoritmo de aumento de datos encadenados, se
tienen dos etapas en las que se estima alternativamente dos
pardmetros n y z. El muestreador de Gibbs puede conside-
rarse como una extension multivariante del algoritmo de au-
mento de datos encadenados en el se estiman r pardmetros

01,605, ...,0,. Para usarlo, se toma un punto de partida (6’§0),

0&0), e ,97(10)) y luego iterar de la manera siguiente:

(a1) Elegir 9§t+1) de 0, a partir de la densidad P(91|9§t), 9§t),
. ,Qfat),x).

(az) Elegir 6%V de 6, a partir de la densidad P(6,]6{" 65",
- 9,@, X).

(ar) Elegir 01 de 6, a partir de la densidad P(9T|Q§t+1),

ot oMY x).
Entonces los valores de 8 = (9?), . ,9,@) se mueven como

una cadena de Markov, de modo que una vez que llegan a
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una posicion particular, al pasar a la iteracién siguiente, el
procedimiento no depende del estado anterior. En muchos ca-
sos esto significard que los valores tomados después de un gran
nuamero de iteraciones deben tener una distribucién que no de-
pende de su distribucion inicial. Hay que tener en cuenta las
circunstancias en las que se produce la convergencia a una dis-
tribucién de equilibrio y, suponiendo que ocurra, la velocidad
a la que se alcanza el equilibrio, lo cual se puede consultar en
[30] o [45].

4.5. El diagndstico de Brooks Gel-
man y Rubin

El paquete OpenBUGS incluye una de las variantes del
estadistico Brooks y Gelman [6], es un popular diagnéstico de
convergencia propuesto por primera vez por Gelman y Ru-
bin [17]. Este algoritmo se puede usar para decidir cudntas

iteraciones de calentamiento usar?.

La idea intuitiva detras del diagnostico es que, si dos o mas
cadenas de MCMC se han ejecutado desde valores iniciales so-
bredispersos, se puede evaluar si las cadenas han escapado de
sus valores iniciales y han encontrado la distribucion objetivo
de la cadena de Markov comparando la variabilidad dentro
de cada cadena con la variabilidad de las muestras combi-
nadas de todas las cadenas. Una vez que todas las cadenas
han convergido (al menos aproximadamente) a la distribu-
cién objetivo, la variabilidad dentro de las cadenas debe ser
aproximadamente igual a la variabilidad entre cadenas. Antes
de la convergencia, mientras que cada cadena se extrae de una

2Las iteraciones de calentamiento (o quemado) se usan para dar tiem-
po que las itereciones presenten cierto comportamiento esperado, en este
caso, se usan para observar la convergencia, es decir, se descartan un
nuimero de iteraciones iniciales para solo utilizar las que han convergido
a la distribucién objetivo.
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parte diferente del espacio de parametros, es probable que la
variabilidad dentro de la cadena sea menor que la variabili-
dad de la muestra agrupada. Brooks y Gelman [6] sugirieron
varias medidas diferentes de variabilidad que podrian usarse.
Este algoritmo implementado en OpenBUGS son los anchos
de los conjuntos creibles del 80 % estimados a partir de las
muestras. El diagnéstico numérico, llamado R por relacion,
es el ancho del conjunto creible de muestra agrupada dividi-
do por el ancho medio de los conjuntos creibles dentro de la
cadena.

En OpenBUGS se traza el grafico “Diagnéstico BGR”
(BGR diagnostic), siendo la linea verde la evolucién de la
variabilidad de la muestra agrupada (estadistica B), la linea
azul la evolucién de la variabilidad promedio de las cadenas
(estadistico W) y la linea roja la evolucién del estadistico
R = B/W. Hay que tomar en cuenta que B y W estdn nor-
malizados para que el ancho de intervalo maximo estimado

sea UHOB.

Para observar la convergencia en el grafico, la linea verde
y azul se deben estabilizar, lo que hara que la linea roja tam-
bién se estabilice. De ejemplo se tiene la Figura B.2, donde
se observa la convergencia alrededor de las 20,000 iteraciones,
las mismas que servirdn de calentamiento.

El “truco de ceros” (zeros trick) descrito en [31] se utiliza
para codificar esta funcién de probabilidad en OpenBUGS.
Este truco consiste en asignar una distribucion de Poisson a
un vector de ceros, con pardmetro (media de Poisson) igual
al negativo del logaritmo de la funcién de verosimilitud.

3La relacién R = B/W de los anchos de intervalo agrupados y pro-
medio debe ser mayor que 1, si los valores iniciales estan adecuadamente
sobredispersados; también tendera a 1 a medida que se acerque a la con-
vergencia, por lo que en varias ocasiones se supone la convergencia para
propdsitos practicos si R < 1.05.



Capitulo 5

Analisis de la
Contaminacion en la

ZMVM

La contaminacién es un problema ambiental que enfrenta
la sociedad actualmente. Esta se produce cuando se introdu-
cen sustancias o gases daninos al ecosistema, causando un
desequilibrio. Este fenémeno tiene efectos perjudiciales en re-
cursos naturales, la salud, las actividades humanas y la calidad
del agua [28].

En particular, la contaminacion del aire se refiere a la pre-
sencia en el aire de compuestos que implican riesgo, dano o
molestia grave para las personas. Puede ser causada por diver-
sas fuentes, por ejemplo, los gases producidos por vehiculos,
las emisiones de las fabricas, el polvo, el polen y las esporas de
moho. Los efectos de la contaminacion del aire pueden variar
desde problemas de salud como enfermedades respiratorias y
cardiovasculares hasta el calentamiento global [2].

65
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5.1. Los contaminantes y datos

Los eventos de niveles altos de contaminacién atmosférica
pueden ocurrir de forma que afecten uno o mas contaminan-
tes. Por ejemplo, se puede tener altos niveles de ozono (O3) y
también de mondxido de carbono (CO), por lo que el O3 es
precursor de los altos niveles en otros contaminantes [27]. De
esta forma, es interesante estudiar conjuntamente varios con-
taminantes para saber si altos niveles de O3 tienen influencia
en los altos niveles de diéxido de nitrégeno (NO,), diéxido de
azufre (SO;), particulas menores a 10 micrémetros (P M),
particulas menores a 2.5 micrémetros (PMss) y CO. Esto
puede ser realizado por medio de las distribuciones conjuntas
de las mediciones de estos contaminantes. Sin embargo, en
muchos casos obtener una estas distribuciones puede no ser
una tarea directa. Una forma de resolver esto es a través de
copulas que permiten obtener estas distribuciones conjuntas,
al mismo tiempo que se preserva las propiedades de las dis-
tribuciones marginales particulares de cada contaminante, asi
la informacion relacionada de la asociacién que pueda existir
entre las mediciones de los contaminantes de interés.

El paquete OpenBUGS permite usar las técnicas descri-
tas en el Capitulo 4, por lo que simular un gran nimero de
valores para los parametros de ciertas distribuciones es una
tarea factible, con el fin de hacer estimaciones y prondsticos
de los comportamientos de las variables de interés. Para ello
se considera lo siguiente:

1. La ZMVM se divide de acuerdo a las zonas dadas por la
RAMA en las regiones siguientes: Noroeste (NO), No-
reste (NE), Centro (CE), Suroeste (SO) y Sureste (SE)
[40].

2. Se dividen las estaciones que analizan los componentes
en las regiones de la ZMVM. Los contaminantes anali-
zados son el Oz, NOs, SOy, PMyy, PMys y CO.



5.1 Los contaminantes y datos 67

3. Se obtienen los maximos mensuales de los contaminan-
tes de las estaciones divididas en sus regiones correspon-
dientes, y se analizan las posibles distribuciones y esti-
maciones de sus parametros con ayuda de OpenBUGS.

4. Se ajustan las posibles densidades que podrian tener
los maximos mensuales descritas en el Capitulo 2. Dado
que los maximos mensuales obtenidos son estrictamente
mayores que cero, se piensa que los valores deben tener
una densidad Fréchet, ademas de considerar la densi-
dad Weibull como se hace en otras aplicaciones. Por tal
motivo se considera el parametro de ubicacion igual a
cero.

5. Se hace un analisis conjunto del O3 con los demas conta-
minantes con ayuda de OpenBUGS. Esto se hace acuer-
do a la cépula de Gumbel-Hougaard que se observa en
el Capitulo 1.

5.1.1. Estadisticas de los maximos mensua-
les

Los datos se consideran a partir de enero de 1990 (afio en
el que se consideran las bases confiables) a diciembre de 2021,
considerando la fecha de inicio de registro de los contaminan-
tes, es decir, para el CO, NO,, O3 y SO a partir de enero de
1990; para las PM;, a partir de enero de 1995 y a las PMs 5
a partir de agosto de 2003.

Los datos estdn en partes por billén (ppb) para los casos
de O3, NO; y SO,; en microgramos/metro ciibico (ug/m?)
para PMjg y PMss; y en partes por millén (ppm) para CO.

En la Tabla B.3 se tienen las estadisticas de los maximos
mensuales de los contaminante divididos por las zonas de la
ZMVM.
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Se observa que las zona con las medias mas altas son la
NO seguida de la NE, lo que tiene sentido, ya que en estas
zonas son las que tienen una mayor concentracion de fabricas
industriales. Las zonas con menor contaminacion son las SE
y SO, siendo la zona SO la mas afectada por el contaminante

Os.

5.2. Analisis univariado de los con-
taminantes

Primero, se busca determinar cual modelo probabilista se
ajusta mejor a los maximos mensuales de cada contaminante.
En OpenBUGS,; se calculan los parametros de forma y ubica-
cion. Los modelos se expresan de la manera siguiente:

Y~ W@ibuuz(aya by)a

y ~ Fréchet(ay, s,), a, ~ U(0,10),
ay ~ U(0,10), (5.1) b, ~ U(0,10), (5.2)
Sy U(O,CL) ky — bfl/ay.

Se recuerda que se quiere hacer inferencia sobre la den-
sidad de los pardmetros de forma («) y los parametros de
escala (s y k para la Fréchet y Weibull respectivamente), por
lo que en el caso de suponer caso Weibull, se utiliza la forma
Weibully, debido a que estd implementada en OpenBUGS,
solo se calcula para cada generacion de b y a con su respecti-
vo k. Por otro lado, se usa el subindice z para indicar que se
trata del Os, y para los otros contaminantes considerados usa
el subindice y.

Como el parametro de escala para una Fréchet esta relacio-
nado con la varianza de la densidad, el parametro s aumenta si
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la varianza lo hace, por lo que para cada caso, el valor cambia
de acuerdo a los datos, tomando los valores que se muestran
en la Tabla B.4.

Las estimaciones de los parametros de interés se hace de
la manera siguiente:

1. Se crean 100,000 simulaciones por cadena. Se espera
tener 5 cadenas, pero en caso de que las simulaciones
tarden en converger, se tomaran 3 cadenas.

2. Se analizan los graficos BGR para observar la conver-
gencia para decidir el nimero de iteraciones de calenta-
miento. Como minimo se toman 20,000 iteraciones de
calentamiento.

3. La muestra final se toma cada 50 elementos, para tener
una muestra aleatoria y evitar correlaciéon entre los datos
generados!.

4. Para saber si la muestra es adecuada, se usa la regla
empirica de que el error Monte Carlo (error M. C.) debe
ser al menos 1/20 veces mas pequeno que la desviacién
estandar (d. e.) en cada pardmetro del cual se quiere
hacer inferencia. Si esto no se cumple se hacen otras
100, 000 iteraciones y se regresa al paso 2.

Para ejemplificar como se analizan los datos, se observa
primero como se hace esto para las Region C'E y el conta-
minante Os. Se supone una densidad Fréchet en el compor-
tamiento del contaminante, como se muestra en la ecuacién
(5.1). En la Figura B.2 se tienen los graficos BGR, donde se
observa que en general se obtuvo la convergencia de todos los
parametros a partir de las 20, 000 iteraciones, mismas que se

IEsto no es del todo necesario, ya que, por las propiedades de Ergo-
dicidad, la media de la muestra converge al valor real de los parametros.
Para méds detalles ver [20].
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usaran como iteraciones de calentamiento, por lo que se puede
hacer inferencia de los parametros.

Para tener una muestra aleatoria, los elementos de los da-
tos generados se eligen cada 50 elementos después de las ite-
raciones de calentamiento, y se procede a observar las densi-
dades estimadas de cada pardmetro. La Figura B.3 muestra
las densidades de los parametros elegidos, donde todos tienen
la forma de una densidad unimodal, lo cual indica una buena
muestra.

Esta seria la forma en la que se hace en todas las regiones,
contaminantes y modelos mencionados. A continuacién solo
se mostraran los resultados estadisticos. Si se requiere consul-
tar los graficos generados en OpenBUGS y cddigos se puede
consultar en [52].

Con ello se puede estimar los parametros de ubicacién y
escala en los modelos (5.1) y (5.2), y para todos los conta-
minantes y todas las zonas, se tienen las estimaciones de la

Tabla B.5.

5.2.1. Elecciéon del mejor modelo

Obteniendo una vez las estimaciones, es necesario elegir
que modelo se ajusta mejor, para ello se piensan en dos cri-
terios. Uno de los métodos que se usa es el DIC (Deviance
Information Criterion), prefiriendo el que tenga un DIC' més
pequeno [11]. Para los objetivos establecidos, para comparar
el DIC es necesario que los datos estén en la misma escala,
recordando que las estimaciones se hicieron en ppb para los
casos de O3, NOy y SOs; en pg/m? para PMyy y PMys y
en ppm para C'O. Con ayuda de OpenBUGS se calcula dicha
cantidad para los modelos a comparar.

Otra forma de elegir modelo es calcular los MLF (Marginal
Likelihood Function) de cada modelo y preferir el modelo con
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el MLF maés grande [3]. Para ello se utilizard la aproximacién

1 M
Vi=—Y L(D|o
! M¢Z1 (D[o"7),

donde D son los datos, y 0% es el i-ésimo elemento de la
muestra generada usando el modelo “I”. Aqui se prefiere el
MLF (v;) més grande.

Los DIC', y v; de cada modelo y cada regién se resumen en
la Tabla B.6. De la eleccién del modelo individual con ayuda
de los graficos mostrados en las Figuras B.4 a B.9, apoyan
la idea que el mejor criterio es el del MLF, ya se basa en la
funciéon de verosimilitud. El criterio del DIC no parece ser
adecuado, pues al revisar la literatura, todo indica que este
se ve afectado por el método que se utiliza para simular una
variable [31], y ya que en el caso Weibull se utiliza la fun-
cién ya implementada en el paquete OpenBUGS, en cambio
para el caso Fréchet se utiliza el “truco de los ceros”, lo cual
incrementa el DIC.

De acuerdo al criterio del MLF, en todos casos se prefiere
un modelo Fréchet en el contaminante O3, y en la mayoria de
los otros contaminantes un modelo Fréchet. En los casos en los
cuales se prefiere el modelo Weibull es para el contaminante
SOy en todas las regiones, y en el contaminante C'O en las
zonas CE y NO. Esta informacién se encuentra resumida en

la Tabla B.7.

5.3. Eleccién de la cépula

Para este trabajo se esta interesado en trabajar con coépu-
las max-estables, esto debido que los datos son méaximos men-
suales, por lo que se espera que se tenga relacion en la cola
derecha. Las copulas max-estables encontradas en la litera-
tura son las familias de Galambos, de Gumbel-Hougaard, de
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Hiisler—Reiss, de Tawn y t-EV. Jenkin y Clemitshaw hablan
de la importancia de estudiar las reacciones quimicas en el
estudio de la contaminacion y muestran las relaciones de los
otros contaminantes a través de reacciones quimicas [27]. Por
tal razon se necesita una copula que tenga concordancia posi-
tiva (usando la p de Spearman), hecho comprobado para los
maximos mensuales utilizados en el presente escrito, cuyos
resultados se muestran en la Tabla B.8.

La cépula de Twan se descarta ya que no mide concordan-
cias cercanas a 1 y la de cépula t-EV se descarta que para
cualquiera valores de v y p (pardmetros de la cépula) da re-
sultados parecidos a cépula de Gumbel-Hougaard y a la de
Galambos [24].

Ahora se mencionaran las propiedades que tienen las copu-
las max-estables, y se observan las propiedades de que tienen
para hacer una eleccion [46].

= Copula de Gumbel-Hougaard. Esta cépula esta definida
por

)= (g o+ g ")

para 6 € [1,00), tomando valores de p entre (0,1),
ademas de ser la unica copula max-estable y Arquime-
diana, donde A\, =0y A =2 — 21/,

s Cépula de Galambos. Esta copula esta definida por
—9 _o\—1/8
Co(u,v) = uvexp (— ((—log u)™" + (—log v)~?) ) :

para 6 € [0, 00), tomando valores de p entre (0,1), donde
)\LIOy)\IQ_l/Q.
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= Cépula de Hiisler-Reiss. Esta copula esta definida por

1 4 log u
Co(u,v) = exp ((log u)P (5 + §log (log v))

1 6 log v
1 d(-+=1
s 00 (5308 (53)) )

donde @ es la distribucién normal estandar univariada
y 0 €[0,00), y ademds A\, =0y A =2—2P[1/0)].

La cépula de Galambos se descarta por su parecido a la
cépula de Gumbel-Hougaard y ademés existen varias conexio-
nes profundas entre estas dos familias paramétricas de copulas
en cualquier dimensién, incluso su creacién fue hecha para ver
tales propiedades [19].

Por 1ultimo, un anélisis de comparacion hecho por Genest y
Favre [18], se llega a que no hay diferencia significativa entre
usar las cépulas de Gumbel-Hougaard, Galambos y Hiisler-
Reiss. Ademas, La copula de Hiisler-Reiss no es tan senci-
lla de extender a dimensiones mas altas como la de Gumbel-
Hougaard y Galambos.

Con todo esto en mente, se llega a la conclusién de que por
sus propiedades y sus usos, la mejor copula para los objetivos
establecidos en este trabajo es la cépula de Gumbel-Hougaard.

5.4. Analisis bivariado de los conta-
minantes

Una vez comprobado que la concordancia entre el Oz y
los otros contaminantes es positiva en las diversas regiones, es
posible utilizar la copula de Gumbel-Hougaard de la ecuacion
(1.6), que mide concordancia positiva.

Ahora, para estimar los parametros del comportamiento
conjunto tendra la forma siguiente:
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(v,

(Y,

Y~ FT’éCth(CYz7 Sy)7

z ~ Fréchet(oy, s.),
) ~ fyz@(yu )7

’ (5.3)

Y~ FT’éCth(Oéy, Sy)7
2~ W@ibullg(am bz)v
) fyz97
~ U(O 10),
U(0,ay), (5.4)
N U(O 10)
bz ~ U(O’ 10)’
kz — b;l/az,

)

(y,

(Y,
ay ~ U(0,10),

y ~ Weibully(cy,, by),
2 ~ Weibully(a, b.),
2) ~ fy.z0,
a, ~ U(0,10),
by ~ U(0,10),
ky = b, e,
a. ~ U(0,10),
b, ~ U(0,10),
ke =071,
0~ U(1,15).

(5.5)

Yy~ We?;bU”Q(ayy by)7
2z ~ F’l”éCth(aza SZ)’

Z) ~ fy,z,@a

b, ~ U(0,10),
ky = bzzl/ay’

(5.6)

a, ~ U(0,10),

S, ~ U(O,CLz)7
0~ U(1,15).

En los modelos, el subindice z indica que se trata del Os,
mientras que el subindice y indica cualquier otro contaminante
considerado. Los valores de a, y a, se toman de acuerdo a la
Tabla B.4. Por otro lado, en la expresion f, . ¢ hace referencia
a la densidad conjunta dada por (1.8), donde se considera la
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cépula de Gumbel-Hougaard?. Asi, para el modelo (5.3),

X y —oy—1 p —ay—1
ytiz
z y2) =\ ——— - -
Fuzol9:2) <5y5z) (Sy) (52)
1
—ayf —a,0] 0
Sy S,

para (5.4) y (5.6)*

byou

fyz0(y,2) = <8a0) (y™ 127 exp (—byy™)

(f log [1 — e*byyay})e_l
X =
[1 —e—bvy™]

P —a.077
< exp [<10g[lebyy~q) (2) ]

2En la ecuacién (1.8) se tienen subindices con letras mayisculas, sin
embargo, debido a que en la estadistica bayesiana se usan letras minuscu-
las para las variables aleatorias, se hace el cambio en ese capitulo.

3Se presenta la ecuacién para el modelo (5.6), para el modelo (5.4)
basta con cambiar las y’s por 2’s y viceversa.
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y para el modelo (5.5),

fy,20 (y,2) = (ayaszybz)(yayilzaz*l) eXp (*byyay —b.2%)

L Clogli= b)) (Cog L))
[1— e buy™][1 — eb=2"]

X exp (— {(— log 1 - e_b”ly%})e
+ (10 [1- ebm]ﬂ )
{ [(_ el e_byy%Dg + (1081 - e—bzz“})e] 3

+O-1) [(— log {1 - e—bw“yDe

+ (* log {1 _ ebzzazbe} éz} |

Se hace el mismo procedimiento del presente Capitulo pa-
ra estimar los parametros en el caso univariado, asi primero se
analiza los graficos BGR del nimero de iteraciones de calenta-
miento. Se encuentra las densidades de los parametros después
de las iteraciones de calentamiento y de tomar la muestra fi-
nal cada 50 elementos, que tienen la forma de una densidad
unimodal. Por 1ultimo, en la Tablas B.9 a B.13 se encuentran
las estimaciones de la media junto con su d. e. y Error M.C.
de todos los parametros en todas las regiones, cumpliendo la
regla de que el Error M.C. es al menos 1/20 més pequenio que
la d. e., teniendo buenas estimaciones. Los graficos correspon-
dientes se encuentran en [52].

-2

Para asegurar tener buenas estimaciones, se analizan nue-
vamente los valores DIC y MLF de cada modelo en cada re-
gion. Los resultados se resumen en la Tabla B.14. Nuevamente
se prefiere el criterio del MLF por las razones explicadas en
la Seccién anterior.

De acuerdo al criterio del MLF, en todos casos se prefiere
un modelo Fréchet en el contaminante O3, y en la mayoria de



5.5 Anadlisis trivariado de los contaminantes vé

los otros contaminantes un modelo Fréchet. En los casos en los
cuales se prefiere el modelo Weibull es para el contaminante
SO, en todas las regiones, y en el contaminante C'O en las
zonas CE y NO. Toda esta informacién se resume en la Tabla
B.15.

En la Tabla B.16 se muestran las p asociadas a las 0’s
estimadas en las Tablas B.9-B.13. En estas tablas, se observa
que la estimacion de la asociacion es aproximada a la muestral
que se encuentra en la Tabla B.8.

5.5. Analisis trivariado de los conta-
minantes

El comportamiento de los contaminantes en las regiones
CE, NE y SO es de gran importancia, ya que es la zona con
mayor contaminacion, mismas zonas que corresponden al lla-
mado corredor del aire. Tomando esto en cuenta, se analizara
los 3 principales contaminantes de estudio, O3, PMyyy PM; 5.
Para ello se utilizara las copulas tridimensionales y las copulas
asimétricas.

Como se observara mas adelante, solo se tomo el caso de
todos los contaminantes se comportan como una distribucién
Fréchet, esto por las distribuciones elegidas del caso univa-
riado y bivariado analizados en las secciones anteriores del
Capitulo.

Para el contaminante O3 se tiene que

p(CE,NE) = 0.7819816,
p(CE, SO) = 0.9415753,
p(NE, SO) = 0.7318198,
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para P My,
p(CE,NE) = 0.6758211,
p(CE,;SO) = 0.7484863,
p(NE,SO) = 0.6759925,
y para PMs 5,

p(CE,NE) = 0.6191048,
p(CE, SO) = 0.6328578,
p(NE, SO) = 0.6460842.

5.5.1. Usando cépulas trivariadas

El modelo usado en OpenBUGS para estimar los pardme-
tros de la funcién de densidad que gobierna el comportamiento
conjunto del O3, PMygy PMs 5 de las variables X, X5 y X3
correspondiente a las regiones NE, CE y SO respectivamente,
tienen la forma siguiente:

11 ~ Fréchet(oy,, Sz, ),
xo ~ Fréchet(ay,, Ss,),
x3 ~ Fréchet(o,, Sq;),
(x1, z9, £E3> ~ fx1,x2,m3,9(‘r17x2’ x3),
~ Unif(0,10),
~ Umf 0,a4), (5-8)

0, 2),

0),
NUmf 3),
5).

, 1
,a
GNUmf 1
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Los valores de las a;’s cambian de acuerdo al contaminante,
tales valores se encuentran en la Tabla B.17, ademés la den-
sidad conjunta fu, 4, 24.0(21, 2, 23) estd dada por la Ecuacién
(1.17) aplicadas a la ecuaciones (1.16) y (1.18). Asi, tomando

—0ug, 0 —0ugo 0 —0uga 0
x o x w2 x 3
() )
Szq Sza Szs
para el modelo (5.8) se tiene

fl‘l r2,r3, 9(‘/1717 X2, x3)

) (B ()
xexp(—k;f) (( ) (2) )
)

a0 (k)

x k7 (1+20° - KT + kg +30 (14 k
En la Tabla B.18 se tienen las estadisticas obtenidas. En
todos los casos se corrieron 5 cadenas y 100, 000 iteraciones, de
las cuales se necesitaron 200, 000 iteraciones de calentamiento
y se tomé la muestra final cada 50 elementos. Los graficos
correspondientes se encuentran en [52].

12
12

| 2

w%\H C’J

Se observa una buena concordancia, pues los valores de 6
son relativamente grandes. Si se considera los promedios de
las medidas p de Spearman presentadas al inicio de esta Sec-
cion, son parecidas a la concordancia asociada al parametro 6
presentado en la Tabla B.18, las cuales son 0.785496, 0.690288
y 0.572556 para los contaminantes O3, PMiy y PMs 5 respec-
tivamente.
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5.5.2. Usando cépulas asimétricas

El problema de usar cépulas tridimensionales es que no es
facil encontrar la medida de concordancia entre los contami-
nantes, esto debido que la forma de calcularlo solo es de mane-
ra directa para dos dimensiones. Con las copulas asimétricas
se permite ver concordancia entre X; y Xo, v (X1, Xo) vy Xs.
Teniendo mas variables X'’s, esta idea se puede generalizar.

De acuerdo la Seccién 1.7.2, siguiendo la misma notacién,
si la copula utilizada es de un parametro, 6, < 65, por lo que
se observa primero la medida p de Spearman de los conta-
minantes entre las tres regiones analizadas en esta Seccién y
cuyas medidas de p de Spearman se presentan al inicio de esta
Seccion.

Con lo observado, para el Oz, la pareja con mayor con-
cordancia es CE y SO, que se consideran como las variables
X1 v X, respectivamente, y la region NE como X3. Para las
PMj la pareja con mayor concordancia es CE y SO, que se
consideran como las variables X; y X5 respectivamente, y la
region NE como X3. Y por tdltimo, para las PMs 5 la pareja
con mayor concordancia es NE y SO, que se consideran como

las variables X; y X, respectivamente, y la region CE como
X3.

Con lo anterior, se puede considerar la copula asimétrica

01(02<u1,U2),U3), 1< 01 < 02,

donde C7 y C5 son cépulas de Gumbel-Hougaard de parame-
tros 61 y 6, respectivamente, asi el modelo aplicado en Open-
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BUGS es de la forma siguiente:

x1 ~ Fréchet(ay,, Sq ),
xo ~ Fréchet(ay,, Ss,),
xg ~ Fréchet(ou,, Su,),
(71, %2) ~ far,20.0,(T1,72),
(21,2, 3) ~ fay 2025010, (T1, T2, T3),
a,, ~ Unif(0,10),
gy ~ Unif(0,10), (59)
agy ~ Unif(0,10),
Se, ~ Unif( )
Sgy ™~ Umf( )
Ses ~ Unif(0,a3),
(1,b1)
( 5)

s W1/,

0,a
0, as),
0,a

0y ~Unif(1,b1),
Oy ~ Unif(bg, 15).

En el modelo (5.9) la densidad conjunta fy, 4,0, (21, 22)
esta dada por la Ecuacion (1.8) aplicada a la Ecuacién (1.7).
La densidad conjunta fu, 45 24.0,.0,(Z1, T2, z3) estd dada por la
Ecuacién (1.22) aplicada a las Ecuaciones (1.6) y (1.21). Los
valores de los a; se encuentran en la Tabla B.4. Asi, en el
modelo (5.9), fu, z,.0,(71,22) estd dada por la Ecuacién (5.7)
y tomando

01

, ( T )%192 . (331 )%292 oy . ( 2 )%391
4 = - - — )
Szq Szy Szs
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se tiene que

f$17$2713($1’$27$3)
1 041102 011292 azggl
4 L1XL2X3 Sx1 z2 Sxg
0"“’102 0432292 -2 01 ch391 -3
) ((m) . <w2> ) <1+k502 (ws) )
Szy Sxo Sx3
1 971 Olac291
X exp <—k491> {9% <_1 kS <w3> )
S
071 ax291 1
o, <1+k§2 () ) (1)
S
o1 gy 01 a1 2
+ kg (x?’> {1 —3kI + kjl]

01 az291
0y + 02k <x3>

Szo

AN %
+ (=14 26 <S> <—1+k41) .
2

8

»

Dado que 0; < 0, los valores de b; y by en el modelo (5.9)
varian de acuerdo al contaminante analizado. Para el caso de
O3 se toma by = 2.5y by = 2.6, para las PMyy, by = 2 y
by = 2.1 y para el caso de las PMs 5, by = 1.67 y by = 1.671.

En la Tabla B.19 se muestran las estadisticas obtenidas a
través de OpenBUGS. En todos los casos, se corrieron 5 cade-
nas con 100,000 iteraciones, de las cuales se tomaron 20,000
de calentamiento para el Oz y las PMs 5, y 30,000 para las
PM;y. También se observa que el Error M. C. es al menos 20
veces mas pequeno que la d. e., esto para todos los pardmetros.
Los graficos correspondientes se encuentran en [52].
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5.5.3. Las DIC’s para el caso tridimensional

Para seleccionar el mejor enfoque se utiliza el criterio del
DIC, seleccionando del modelo con menor DIC. Tales estadisti-
cas se encuentran en la Tabla B.20, en la que se observa que el
enfoque tradicional de copulas trivariadas es mejor para para
todos los contaminantes.
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Capitulo 6

Conclusiones

La contaminacion del aire es un problema ambiental que
ha empeorando con el paso del tiempo. Este tipo de contami-
nacién es la que altera los gases suspendidos en la atmosfera.
Las sustancias que inundan la capa de la atmdsfera van incre-
mentandose a partir de las fuentes contaminantes.

La contaminacion del aire tiene consecuencias para la sa-
lud humana y el medio ambiente. Entre las consecuencias se
encuentra el aumento del riesgo de infecciones respiratorias,
enfermedades cardiacas, accidentes cerebrovasculares y cancer
de pulmén. Ademas, afecta el equilibrio climéatico del planeta,
creando distintos eventos meteoroldgicos negativos que causan
danos terrestres permanentes [2].

La contaminacién del aire tiene multiples causas, entre las
que se incluyen en su mayoria los combustibles fésiles. En
especial, en la ZMVM, al ser el centro del pais de México, y
por tanto, el lugar donde se concentra un gran ntumero de la
poblacién a diferencia de otras zonas, tiene un grave problema
de contaminacion, en especial la relacionada con el aire. En la
Tabla B.3 se observa que el valor maximo mensual promedio
del O3 es mas grande al doble de la norma mexicana de ozono
(95 ppb [37]), norma vigente hasta el afnio de observacién de

85
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los datos (2022), por consiguiente es interesante saber como
se relacionan otros contaminantes con el ozono.

Se consideraron los maximos mensuales en todas las esta-
ciones correspondientes a la regién analizada, esto con la idea
de que los maximos sean independientes mes con mes. Como
dice la teoria de maximos extremos, las densidades Fréchet
y la modificacién de la Weibull se ajustaron a los datos de
maximo mensuales de los diversos contaminantes, es mas, en
la mayoria de los casos el modelo Fréchet fue el elegido en el
caso univariado, lo cual tiene sentido, ya que desde un prin-
cipio, la subfamilia Fréchet es la que tiene una distribucién
sobre los valores positivos. Sin embargo, es buena idea con-
siderar igualmente la distribucion Weibulls, ya que permitio
un mejor ajuste para el contaminante SO, y algunos casos del

CO.

Aunque el criterio de visualizacion de los histogramas y de
las densidades obtenidas por medio de OpenBUGS es bueno
para elegir un modelo que se ajuste a las densidades univaria-
das, para evitar dar opiniones personales del mejor ajuste, se
aplicaron dos criterios, las estadisticas del DIC y el MLF. El
criterio del DIC presenta problemas, ya que este esta relacio-
nado con la variabilidad de la muestra obtenida, la cual a su
vez se ve afectado por el método de la simulacion de las den-
sidades, como en el caso de las densidades Weibull que esta
implementada en el paquete OpenBugs y la densidad Fréchet
la cual se implemento “el truco de los ceros”, forma que se
siguiere en la literatura, sin embargo, Lunn y colaboradores
aclaran que esta técnica es la manera de lograr dicho objeti-
vo en OpenBUGS, pero se exhorta en evitarla lo mas posible
[31]. Por tal motivo se calcula el MLF por medio de su andlogo
muestral es la mejor opcion, ya que este se basa en la funcién
de maxima verosimilitud [3].

Escogiendo como criterio de decision el estadistico MLF,
se toma como mejor modelo el que tenga valor més grande,
representando las elecciones en la Tabla B.7. Se observa en
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las Figuras B.4 a B.9 que de las densidades con parametros
de la Tabla B.5 en efecto son buenos, otro punto a favor para
utilizar las densidades elegidas con el criterio del MLF.

Para evitar sobre ajuste, se compararon las densidades
marginales con los maximos mensuales del ano 2023, datos
que no se utilizaron en la estimacion de los parametros, ya
que solo se consideraron para ello los datos hasta el ano 2022

[53)].

Con las estimaciones del andlisis univariado, ya se podria
elegir el modelo marginal para hacer los andlisis multivaria-
dos, sin embargo, esto no se hizo, ya que no se queria omitir
informacion por la concordancia, por lo que solo se utiliza los
valores de la Tabla B.5 para elegir puntos de inicio para las
diversas cadenas. La concordancia se modelo por medio de la
copula de Gumbel-Hougard, ya que como muestra la Tabla
B.8, las concordancia de los maximos mensuales en las dis-
tintas regiones con el ozono es positiva, ademéas de que dicha
copula mide dependencias en las colas.

Nuevamente se utilizo el estadistico MLF para seleccionar
el mejor modelo bivariado de los contaminantes, tales MLF’s
se encuentran registrados en la Tabla B.14, observando que
para el modelo bivariado, es mejor utilizar el modelo Fréchet
en todas las regiones y con todas las combinaciones con los
otros contaminantes para el Os. Las elecciones de los modelos
bivariados resumidos en la Tabla B.15, casi siempre con la
eleccién del caso univariado resumidos en la Tabla B.7. No
sorprende el cambio de elegir un Weibull a una Fréchet para
el caso del contaminante PM;j, regiéon NO, ya que el MLF
univariado de tal contaminante solo difiere de un cero en sus
decimales (orden de e~ y 798 para caso Fréchet y Weibull
respectivamente). El cambio de un modelo Weibull a Fréchet
en la regién NE para el contaminante C'O no parece ser tan
raro, debido que en la Figura B.9 inciso b), ambos ajustes
parecen adecuados, esto se debe a que el rango de los maximos
mensuales no es tan grande, y en el histograma no se ve un
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pico tan alto como para ser una distribucion Fréchet.

Tiene sentido que en la mayoria de los casos bivariados la
mayoria sean ambas marginales Fréchet, esto debido a que si el
Os es Fréchet, el cual tiene un efecto de hacer menos variables
los datos a diferencia del caso Weibull, al tener la distribucion
conjunta, el otro contaminante se comporta de manera similar
si la concordancia es alta. En el caso del SOs, se observa que
la concordancia es de no més del 42 % con el O5 en todas las
regiones, por lo que se permite conservar su densidad Weibull.
Para el caso de la densidad conjunta del C'O con el Oj tiene las
concordancia méas altas, sin embargo, no en todos se elige que
ambas marginales deban ser Fréchet, esto se explica debido
a que no hay valores tan grandes, en especial en las regiones
CE y SO, y al ser la densidad Weibull de cola mas ligera que
la Fréchet, se ajusta mejor a las regiones mencionadas. En
la Tablas B.9-B.13 se informan los pardametros estimados en
todos los modelos.

Observando la Tablas B.9-B.13, se ve que de los pardame-
tros de asociacién 0’s presentes en los modelos, los valores
mas altos se dan por el par (CO,O3) en todas las regiones.
El mas alto se encuentra en la region NO, seguido de las re-
giones CE, SO, SE y NE. Recordando que la region NO es
una regién con un numero extremadamente alto de circula-
cion de automdaviles, autobuses y camiones, por lo tanto, los
niveles de CO estan destinados a ser altos y eso tiene efectos
en la concentracion de ozono. Los valores més pequenos de los
parametros de asociacion se encuentran principalmente cuan-
do se toma en cuenta el par (PMss,03), y el valor mas bajo
se produce cuando se consideran los datos de la regién CE,
seguido de cerca por el valor de la regién SO. Notar que la
region SO es la que tiene la media maxima mensual de PM 5
mas baja. Por lo tanto, parece que la concentracion presente
en esa region no es lo suficientemente alta como para producir
algin efecto en los maximos mensuales de ozono. El segundo
promedio maximo mensual més bajo de PM, 5 se produce en
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la region CE.

Los valores de p, para los modelos, obtenidos utilizando
el software MATHEMATICA de Wolfram, se dan en la Tabla
B.8 para todas las regiones. Se observa una buena estimacion
de la asociacién, en especial para los modelos seleccionados.
Por ejemplo, en el caso de (CO,O3), que tiene parametros
de asociacién mas altos, también tiene correlaciones de mues-
tra mas altas (superiores a 0.7 en todas las regiones) y p de
Spearman mas altas.

También gustaria llamar la atencién sobre el hecho de que
en el presente caso no siempre el modelo bidimensional mas
adecuado utilizando cépula corresponde al caso donde las dis-
tribuciones marginales son las seleccionadas en el analisis uni-
dimensional. Por ejemplo, en el caso de CO y O3 y la region
NE, se tiene que las distribuciones unidimensionales respecti-
vas son Weibull y Fréchet (Tabla B.7). Sin embargo, cuando se
considera el modelo bidimensional tenemos que el modelo que
supone la distribucion de Fréchet para ambos contaminantes
es el modelo seleccionado para esa region. Esto podria expli-
carse por el hecho de que la distribucion de Fréchet también
representa bien el comportamiento de los valores maximos
mensuales de C'O en la regién NE con valores mayores para
la funcién de densidad en comparacién con los dados por la
distribucién de Weibull.

Los modelos bidimensionales seleccionados proporciona-
ron, en la mayoria de los casos, buenas aproximaciones, a
través del p de Spearman, a las correlaciones muestrales de los
pares de contaminantes (véase la Tabla B.16). Incluso en los
pocos casos en los que las aproximaciones no son 6ptimas, sus
diferencias no son demasiado grandes. Por lo tanto, propor-
cionan informacion sobre algunos precursores del ozono que
tienen una mayor influencia en su concentracién. Por ejemplo,
en el caso del CO, en todas las regiones, tenemos grandes co-
rrelaciones con Os. Por lo tanto, la disminucion de su emisién
podria resultar en una disminucién de los niveles de ozono
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en todas las regiones. Por otro lado, la influencia del SO,
aunque relevante, parece no ser tan grave como la del CO en
todas las regiones.

Al final de toda la explicacién anterior, hay que senalar
que las estimaciones son significativamente apropiadas, en es-
pecial del caso bivariado. Estos resultados permiten entender
la relacién entre los maximos mensuales de Oz con los otros
contaminantes, tal vez excepto para el PMs 5, debido a que
los dados se empiezan a analizar por la RAMA en agosto de
2003, lo que hace que se tengan menos datos, lo cual afectaria
que las estimaciones no sean del todo confiables. Esto también
explica que para el analisis bivariado del O3 y PM, 5 si fue
posible hacer estimaciones suponiendo el PMs 5 Fréchet y O3
Weibull, pues la cantidad de datos no es lo suficientemente
grande para que se observe la convergencia de su densidad®.

Ademas de estimar correlaciones futuras entre pares de
contaminantes y, por lo tanto, cuanta correlacion podrian te-
ner en el comportamiento futuro de los datos si no ocurren
cambios, también se puede obtener la probabilidad de que sus
mediciones pertenezcan a un conjunto dado. Por ejemplo, to-
mando el par (CO, Os) y la regién SO. Se Supone que se esta
interesado en conocer la probabilidad de tener CO en el in-
tervalo [11.00, 13.00] que corresponde a tener mala calidad del
aire en la regién de acuerdo con el indice de calidad “Aire y
Salud” [38] y de tener O3 en el intervalo [154,204] que corres-
ponde al intervalo de la Fase II de la emergencia ambiental en
la Ciudad de México [34]. Por lo tanto, se necesita obtener,

P((CO,03) € [11,13] x [154,204]) = 1.99E — 2,

El enfoque de las cépulas no solo se puede usar para anali-

'En los otros andlisis no fue posible suponer la primera marginal
Fréchet y la segunda marginal correspondiente al O3 Weibull, al intentar
correr el modelo en OpenBUGS, este paraba en no mas de 50 iteracio-
nes por cadena, mostrando que los datos no se ajustaban bien a estas
suposiciones
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zar contaminantes con densidades bivariadas, se puede hacer
con mas dimensiones. Un problema en la ZMVM es el llamado
corredor del aire, comprendida por las zonas CE, NE y SO.
Por las caracteristicas de la cépula elegida, se necesita que
las concordancias de las variables aleatorias sean positivas en
triadas.

Para comprobar que la relacion del Os en las regiones NE,
CE y SO es positiva, se utiliza la p de Spearman, esto para
las permutaciones de dos elementos tomados de las tres regio-
nes. Se tiene que todas las concordancias son positivas, por
lo que se considera usar la copula de Gumbel-Hougard, con-
siderando X7, X5 y X3 como los niveles maximos mensuales
en las regiones NE, CE y SO. Este mismo enfoque se aplico
para los contaminantes PMjy PMs5, con el mismo orden de
variables y la misma copula al tener igualmente concordancias
positivas.

De acuerdo a los anélisis hechos, es factible y logico con-
siderar que las marginales sean Fréchet. Aunque se considero
que las marginales fueran Weibull, al ejecutarlas en Open-
BUGS, no se lograron hacer més de 1,000 iteraciones, caso
contrario al considerar todas las marginales Fréchet.

La teoria clasica de copulas multivariadas parece describir
la relacién entre las tres regiones, sin embargo, al tener solo
un parametro asociado a la concordancia podria no modelar
tal medida adecuadamente. Por consiguiente, se considera las
copulas asimétricas, que permiten modelar mejor la concor-
dancia, en especial con la cépula de Gumbel-Hougard, que al
considerar 3 variables, se tienen 2 pardmetros para modelar
la relacion entre las regiones del corredor del aire.

Para el caso de las cépulas asimétricas, hay que conside-
rar a X; y Xy como la pareja que tenga mayor concordancia
entre las permutaciones de dos elementos tomados de las tres
regiones, y como X3 a la region restante. Para el O3 y P My el
orden las variables es CE, SO y NE, ya que la p de Spearman
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muestrales para las parejas (CE, NE), (CE,SO) y (NE,SO) es
de 0.7819816, 0.9415753 y 0.7318198 para el O3 y 0.6758211,
0.7484863 y 0.6759925 para las PM;, respectivamente. En el
caso de las PMs 5 el orden es NE, SO y CE, ya que las con-
cordancias muestrales estimadas para las parejas (CE, NE),
(CE,SO) y (NE,SO) son de 0.6191048, 0.6328578 y 0.6460842

respectivamente.

Comparando los resultados de las cépulas en 3 dimensio-
nes y las cépulas asimétricas para 3 variables presentados en
las Tablas B.18 y B.19 respectivamente, se observa que las
copulas asimétricas son mejores para modelar la concordan-
cia entre las variables para los contaminantes O3z y P M.
Esto se concluye por el hecho de que 6, y 6, presentado en la
Tabla B.19 son significativamente distintos, como también se
observa en las p de Spearman muestrales. Para el caso de las
P M, 5 se considera mejor usar las copulas trivariadas, esto es
porque las concordancias entre los pares de regiones no es tan
distinta, y un solo parametro es adecuado, junto con que los
valores de 0, 0, y 6> son muy parecido, con lo que concuerda
con las p de Spearman muestrales observadas.

Utilizando el DIC para seleccionar el modelo que mejor se
ajusta a los datos, la copula habitual de Gumbel-Hougaard es
el modelo seleccionado para los tres contaminantes conside-
rados en este estudio (ver Tabla B.20). Al observar la Tablas
B.18 y B.19, que el mayor parametro de asociacion en el mo-
delo seleccionado esta relacionado con el contaminante Os,
seguido de PMyy y PMs5. Este es un resultado razonable,
yva que el O3 viaja largas distancias y sus precursores viajan
en la direccién donde se encuentra las regiones que confor-
man el corredor del aire. Por lo tanto, es mas probable que
el parametro de asociacion relacionado con este contaminante
sea el mayor. En el caso de PMjq se tiene la presencia de fuen-
tes de este contaminante en la regiéon noreste debido al gran
numero de fabricas y también en la regién sur y noroeste de-
bido a la gran presencia de camiones. En el caso de PM,;
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hay una gran presencia de fabricas en la region noreste, pero
también una gran cantidad de vehiculos en las regiones cen-
tro y suroeste. Por lo tanto, tal vez esta sea la razon para el
parametro de asociacion mas pequeno producido.

Ademas de la informacién que proporcionan los valores de
los parametros de asociacion, otra informacién que se puede
obtener esta relacionada con la probabilidad de tener un de-
terminado contaminante en intervalos de interés en cada una
de las regiones. Por ejemplo, si se considera la regla para de-
clarar la Fase I de una alerta de emergencia en la Ciudad de
México [8], entonces es necesario tener O3 por encima del um-
bral de 154 ppb en una de sus regiones. En el caso de P My,
es necesario que el umbral correspondiente de 214 pug/m? se
exceda en al menos dos de sus regiones. También se puede
interesar el caso de que no se declare la Fase II debido a exce-
dencias de O3 en estas tres regiones del corredor del aire. Por
lo tanto, las mediciones de O3 deberian estar en un intervalo

de interés dado en todas las regiones. De manera similar, en
los casos de PMyyy PM,s.

Se supone que se estd interesado en conocer la probabi-
lidad de que se supere el umbral necesario para declarar la
Fase I, pero no la Fase II, por el maximo mensual en las tres
regiones. Esto significa que en al menos un dia en un mes de-
terminado se declararia una alerta de emergencia de Fase I
debido a que se superan los umbrales de O3 o PM;jy de 154
ppb v 214 pug/m?, respectivamente. Sin embargo, los umbra-
les de 204 ppb y 354 pg/m? para la Fase II no se superan en
ninguna de las tres regiones. En este caso, se calcularian las
probabilidades siguientes. Si el contaminante de interés es el
O3, entonces

P((OYF,05F 05°) € [154,204) x [154,204) x [154,204))
—4.36F — 2,
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P((PMYE PMGE, PM{P) € 214, 354) x [214,354) x [214, 354))
=1.56F — 2,

si el contaminante de interés es PM,y. Estas probabilidades
fueron calculadas usando las cépulas tridimensionales.

Como se puede observar, se logro obtener buenos modelos
para analizar la contaminacién tanto de forma univariada, bi-
variada y trivariada. Con la informacién expuesta, se pueden
hacer varios analisis a futuro, como la imputacion de datos
faltantes o la prediccion a futuro, en especial, los niveles de
retorno para predecir que en algin momento los niveles de
contaminacion lleguen a niveles criticos, como exponen Vaz-
quez, Rodrigues y Reyes [53]. La presente tesis contribuye al
conocimiento de la matematica, la forma de analizar la conta-
minacién y sobre todo, como idea de aplicaciéon a otras areas
del conocimiento. Otra contribucién es que al buscar investi-
gaciones sobre contaminacion y copulas asimétricas, no hay
muchos trabajos con tales ideas, ya que se han aplicado prin-
cipalmente al campo de la hidrologia, y para la contaminacién
con mas de 2 variables, se encontré la aplicacion de las C-Vine
copulas, idea que podria ser implementada en trabajos futuros
y comparar cual enfoque es mejor.

Se propone continuar con el andlisis de los umbrales, cu-
yos primeros avances se encuentran en el Capitulo B. Se busca
seleccionar una mejor funcién de distribucion para las margi-
nales y analizar de manera mas exhaustiva las propiedades
conjuntas de los datos, con el fin de elegir otra copula que
represente mejor la asociacién entre las variables.



Apéndice A

Conceptos y Resultados
Basicos

A continuacién, se presentan algunos conceptos y resulta-
dos necesarios para la comprension de este trabajo. Para este
apéndice, es necesario tener conocimientos basicos de teoria
de conjuntos, los cuales pueden ser consultados en la seccién
3 del capitulo 1 en [43], ademéds de conocimientos de calculo
de limites, disponibles en [1].

A.1. Variables aleatorias

Definicién A.1 (Medida de probabilidad). Sea (2,.%) un
espacio medible. Una medida de probabilidad es una funcion
P: .7 —[0,1] que satisface

1. P(Q) =1.
2. P(A) >0, para cualquier A € F.
3. 8i A1, As, ... € F son ajenos dos a dos, esto es, A, N

95
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Ay, = 0 paran # m, entonces P (U An> = Z P(A,).
n=1

n=1

Si se desea saber propiedades de la medida de probabili-
dad, se puede consultar [44].

Definicién A.2 (Espacio de probabilidad). Un espacio
de probabilidad es una terna (Q,.F,P), en donde §) es un
conjunto arbitrario, F es una o-dlgebra de subconjuntos de
Q, y P es una medida de probabilidad definida sobre % .

Definicién A.3 (Variable aleatoria). Una variable alea-
toria es una transformacion X del espacio de resultados €2 al
conjunto de numeros reales, es decir,

X :Q =R,
tal que para cualquier nimero real x,
{lweQ: X(w) <z} eZF.

Proposicion A.1. Sean X y Y wariables aleatorias y c
una constante, entonces

a) cX,

b) X +Y,

c) XY,

d) X/Y dondeY # 0,
e) max{X,Y} y

f) min{X,Y}

son variables aleatorias.
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Definicién A.4 (Funcién de distribucién). La funcion
de distribucion de una variable aleatoria X es la funcion F :
R — [0, 1], definida por

F(z) = P(X < x), r e R.

Proposicién A.2. Sea F(x) la funcion de distribucion de
una variable aleatoria. Entonces

1. lim F(z) =1.

T—00

2. lim F(z)=0.

r—r—0o0
3. Sixy < x9, entonces F(x1) < F(xg).

4. F(z) es continua por la derecha, es decir, F(z+) =

Demostracion. Véase [44]. O

Definicién A.5 (Variable aleatoria discreta). La variable
aleatoria X se llama discreta si su correspondiente funcion de
distribucion F(x) es una funcion constante por pedazos. Sean
T1,Za, ... los puntos de discontinuidad de F(x). En cada uno
de estos puntos el tamarno de la discontinuidad es P(X =
x;) = F(x;) — F(x;—) > 0. A la funcion f(x) que indica estos
mcrementos se le llama funcion de probabilidad de X, y se
define como sigue

f) = {P(X:x) Si T = X1, Ta,. ..

0 otro caso.

La funcion de distribucion se reconstruye de la forma siguiente

F(z) =) f(u).

u<x



98 Conceptos y Resultados Basicos

Definicién A.6 (Variable aleatoria continua). La variable
aleatoria X se llama continua si su correspondiente funcion
de distribucion es una funcion continua.

Definicién A.7 (Variable aleatoria absolutamente conti-
nua). La variable aleatoria continua X con funcion de distri-
bucion F(x) se llama absolutamente continua, si ezxiste una
funcion no negativa e integrable f tal que para cualquier valor

de x se cumple
/ Flu

En tal caso a la funcion f(z) se le llama funcion de densidad
de X.

Para hablar de una variable aleatoria, es suficiente hacer
referencia a su funcion de distribucién o funcion de densidad,
ya que de una se puede obtener la otra.

Definicién A.8 (Independencia de variables aleatorias).
Se dice que las variables aleatorias X yY son independientes
si los eventos (X < z) y (Y < y) son independientes para
cualesquiera valores reales de x y y, es decir, si se cumple la
tgualdad

PX <o)n(Y <y =PX <x)P(Y <y).

Definiciéon A.9 (Esperanza). Sea X wuna variable alea-
toria discreta con funcidn de probabilidad f(x). La esperanza
de X se define como el numero

E[X] =) af(x).
x
suponiendo que esta suma es absolutamente convergente, es
decir, cuando la suma de los valores absolutos es convergente.
Por otro lado, si X es continua con funcion de densidad f(z),
entonces la esperanza es

BIX] = /Oo o f (2)dz

o0
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suponiendo que esta integral es absolutamente convergente, es
decir, cuando la integral de los valores absolutos es conver-
gente.

Definicién A.10 (Varianza). Sea X una variable aleato-
ria discreta con funcion de probabilidad f(x). La varianza de
X se define como el nimero

cuando esta suma es convergente y en donde i es la esperanza
de X. Para una variable aleatoria continua X con funcion de
densidad f(x) se define

vix) - [ (@ — P fla)de,

[e.9]

cuando esta integral es convergente.

Proposicion A.3. Sean X y Y dos variables aleatorias
con varianza finita y sea ¢ una constante. Entonces

VIX +d = V[X].
V[X] = E[X?] — B?[X].

En general, VIX + Y] # V[X]|+ V[Y].

NS v L

Si X y'Y son variables independientes, entonces
VIX +Y]=V[X]+ V[Y].

Demostracion. Véase [43]. O
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A.2. Simulacidon de variables aleato-
rias

Actualmente la simulacion de una variable aleatoria con
cierta distribucién esta programada en varios software como
R. Por otro lado, existen variables aleatorias no tan comunes
que no estan programadas o bien, un investigador propone
una nueva variable, por ello, se necesita métodos para simular
variables aleatorias.

Todos los software o paquete estadistico ya tiene progra-
mada la simulacién de una variable aleatoria uniforme, hecho
que se utiliza para simular otras variables, como se mostrara
a continuacion.

Definicién A.11. Para una funcion no decreciente I en
R, el inverso generalizado de F', F~, es la funcion definida
por
F~(u) = inf{x : F(z) > u}.

Lema A.1 (Transformacion Integral de Probabilidad). Si
U~ Unif]0,1] y F una funcién de distribucidon, entonces la
variable aleatoria F~(U) tienen la distribucion F.

Demostracion. Véase [45]. O

Por lo tanto, de acuerdo al Lema anterior, para generar
una variable aleatoria X que tenga funcion de distribucién F,
es suficiente generar U ~ Unif|0, 1] y luego hacer la transfor-
macién x = F'~(u).

Ejemplo A.1. Si X ~ Gumbel(u,o), entonces F(x) =
e=¢ 7 entonces resolviendo para x en u = eme e
tiene x = p— o log(—log(u)). Por lo tanto, si U ~ Unif|a,b,
Is variable aleatoria X = p — olog(—1log(U)) tiene distribu-

cion Gumbel.
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Teorema A.1 (Teorema fundamental de simulacién). Si-
mular X con funcion de densidad f(x) es equivalente a simu-
lar

(X,U) ~Unif{(z,u): 0 <u< f(x)}.!

Demostracion. Véase [45]. O

Ejemplo A.2. Sea Xuna variable aleatoria con funcion
de densidad f(x) ym > 0 tal que f(x) < m, para toda x € R.
Se supone que f(x) =0 para x & [a,b], donde a < b, entonces
se puede simular el par (Y,U) ~ Unif{(y,u) : 0 < u < m}
y UlY ~ Unif(0,m), y tomando el par solo si 0 < u < f(y)
es satisfecho. Esto da como resultado la distribucion correcta
del valor aceptado de Y, es decir X, porque

P(X <x)=PY <z|U < f(Y))

f fo Ydudy
f fo )dudy

- / F(y)dy.

A.3. Estadisticas

En esta seccién, se analizan los conceptos de estadistica
que permiten una comprension del trabajo realizado. Si se
desea ver ejemplos de las definiciones, véase [35].

Definicién A.12 (Muestra aleatoria). Una muestra alea-
toria de tamano n es una muestra elegida por un método en
el que cada coleccion de n elementos de la poblacion tiene la
misma probabilidad de formar la muestra.

Wector uniforme en Q = {(z,u) : 0 < u < f(x)}, para mas informa-
cién véase [45].
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Definicién A.13 (Media (muestral)). Sea X1, ..., X, una
muestra. La media muestral es

-1

Definicién A.14 (Varianza (muestral)). Sea X,..., X,
una muestra. La varianza muestral es la cantidad

V= nil Z;(Xi—)‘()?. (A1)

Lema A.2. Una férmula equivalente a (A.1), que puede
ser mas facil de calcular, es

1 u _
= X2 —nX|.
v n—l(ZZ; i )

Demostracion. Véase [25]. O

Definicién A.15 (Mediana (muestral)). Si n ndmeros
estan ordenados del mds pequeno al mds grande:

= Sin es impar, la mediana muestral es el nimero en la
n+1

POSICION

s Sin es par, la mediana muestral representa el promedio

. n
de los numeros en las posiciones 5 Y 5 + 1.
Definicién A.16 (Cuartiles). Los cuartiles dividen la
muestra tanto como sea posible en cuartos. Una muestra tiene
tres de aquéllos. El método mds simple cuando se calcula es el
siguiente: Sea n el tamano de la muestra. Ordene los valores
de la muestra del mds pequeno al mds grande. Para encontrar
el primer cuartil, calcule el valor 0.25(n + 1). Si éste es un
entero, entonces el valor de la muestra en esa posicion es el
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primer cuartil. Si no, tome entonces el promedio de los va-
lores de la muestra de cualquier lado de este valor. El tercer
cuartil se calcula de la misma manera, excepto que se usa el
valor 0.75(n + 1). El sequndo cuartil usa el valor 0.5(n + 1).

Definicién A.17. El p-ésimo percentil de una muestra,
para un numero p entre 0 y 100, se divide a la muestra tan-
to como sea posible, el p% de los valores de la muestra es
menor que el p-ésimo percentil y el (100 — p) % son mayores.
Se ordena los valores de la muestra del mds pequeno al mds
grande y después se calcula la cantidad (p/100)(n+1), donde
n es el tamano de la muestra. Si esta cantidad es un entero,
el valor de la muestra en esta posicion es el p-ésimo percentil.
Por otro lado, se promedia los dos valores de la muestra en
cualquier lado.

2El segundo cuartil coincide con la mediana.
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Apéndice B
Analisis por Umbrales

Un enfoque que se intento fue el de analizar los méaximos
diarios a través de los cuantiles, mas especificamente aque-
llos datos mayores al 97.5-percentil. Para ello se considero el
mismo conjunto de datos que son descritos en el Capitulo 5.

B.1. Estadisticas y distribuciones pa-
ra los umbrales de forma mar-
ginal

En la Tabla B.21 se presentan algunas estadisticas de los
méaximos diarios en toda la ZMVM, en especial el 97.5-percentil.
Ahora también es importante encontrar la relacion entre los
maximos diarios de O3 con los otros contaminantes, para ello

se ocupa la p de Spearman, cuya version muestral se encuentra
en la Tabla B.22.

Con estas estadisticas se procede a encontrar el ajuste a
las distribuciones candidatas.

105
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B.2. Analisis univariado

Como se estan trabajando con maximos diarios, se piensa
que los valores igual tendrian una densidad Fréchet o Weibull
como se explica en el Capitulo 2. A diferencia del anélisis prin-
cipal presentado en este trabajo, ahora se quiere solo analizar
los datos que son mayores al 97.5-percentil. Asi, los modelos
usados en OpenBUGS son de la forma:

x ~ Fréchet(ag, Sz, by), x ~ Weibull(og, ky, by),
a~Unif(0,10),  (B1) o Unif(0,10),  (B.2)
s~ Unif(0,a.). k ~ Unif(0,b,).

En los modelos (B.1) y (B.2) los valores de los limites su-
periores en los parametros de escala se encuentran en la Tabla
B.23, estos valores cambian de acuerdo a cada contaminante.
De igual manera, el valor de u, es la parte entera del 97.5-
percentil de cada contaminante, los cuales se encuentran en
la Tabla B.21.

En OpenBUGS se corrieron 5 cadenas en puntos inicia-
les distintos, con un total de 100, 000 iteraciones. Se tomaron
20,000 iteraciones de calentamiento en todos los casos, ade-
mas para tener una muestra aleatoria, se tomo la muestra ca-
da 50 elementos. Los resultados se resumen en la Tabla B.24,
donde se observa que se cumple la regla empirica de que el
error M. C. sea 1/20 veces més pequenio que la d. e. en cada
parametro del cual se quiere hacer inferencia.

En la Tabla B.25 se registran los DIC y MLF donde se
observa que la distribucion que mejor se ajusta es la Weibull,
esto acompanado de las densidades observadas en la Figura
B.10, esto debido a que no hay un pico muy pronunciado al
inicio del histograma.
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B.3. Analisis conjunto de los umbra-
les

Ahora se analiza el O3 con los otros contaminantes consi-
derados. Los vectores de datos considerados son los que en am-
bos entradas son mayores a su 97.5-percentil correspondiente.
Dado que hay dependencias tanto positivas como negativas,
se utiliza la cépula de Frank para modelar la dependencia
mostrada en la Tabla B.22.

La copula de Frank esta dada por

(e = 1)(e™ — 1)) 7

e —1

1
Co(u,v) = —glog (1 +
donde 6(—o00,00) \ {0}, siendo el caso limite de § — 0 la
dependencia nula. Para hacer la simulaciones en OpenBUGS,
se necesita la densidad asociada a la cépula, por lo que su
derivada cruzada es dada por

82 B 96—9(u+v)(1 . 6_9)
- (6—9(u+v) — e fu _ o—0v | e—9>2'

Para obtener la expresién dada por Zhang y Shigh [56], la
expresion anterior se multiplica al numerador y denominador
por (e?0+u+))2 por lo tanto

O(e? — 1)e~00+ute)
(69(u+v) — ef(14u) _ g0(1+4v) + 69)2 )

co(u,v) =

Por tanto, la densidad conjunta de un vector aleatorio
(x,y) por medio del Teorema de Sklar estd dada por

Ixyo(x,y) = fx(x)fy(y)co(z,y),

donde f una funciéon de densidad.
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Aunque en el caso univariado se determiné que se debe
usar una marginal Weibull, para el analisis bivariado se con-
sidera utilizar una marginal Fréchet, con el fin de no perder
informacion.

Los modelos para estimar los parametros del comporta-
miento conjunto tendran la forma siguiente!:

y ~ Weibull(oy, ky, 1),
2~ Wezbull(az, kzu /JJZ>7

(Y, 2) ~ fyz0,
a, ~ U(0,10), (B.3)
ky Adlf( by),
U(0,10),
k Avlf( b.),
U(—35,35).
y ~ Fréchet(ay, sy, i), y ~ Weibully(cy, ky, 1ty),
2 ~ Weibull(ow, ks, 1), z ~ Fréchet(a,, s., ji),
(y,2) ~ fy.20, (v, z) ~ fy.20
10), (B.4) s~ U(0,10), (B.5)
ay), k: ~ U(0,by),
10)

b.),
35, 35).

)7
)

)

““l](o (0,10
U(o, (0,
U(0,10), (0,10

k‘NU( U0,
- U(-35,35).

Los valores de las a’s y b's se encuentran en la Tabla B.26

IPara el caso de suponer las dos variables Fréchet no fue posible, ya
que, en OpenBUGS el parametro de escala para el Oz tendia a crecer

demasiado, superando el valor de 23! — 1, el valor mds grande posible en
OpenBUGS.
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y el valor de los parametros p’s se toman el 0.975-percentil
encontrados en la Tabla B.21. El subindice z se refiere al Os,
mientras que el subindice y se usa para los otros contaminan-
tes.

Para todos los casos se corrieron 5 cadenas en puntos ini-
ciales distintos, con un total de 100,000 iteraciones, de las
cuales se tomaron 20, 000 iteraciones de calentamiento. Des-
pués, para tener una muestra aleatoria se toma la muestra
final cada 50 elementos. Se tiene que hay que hacer tantas
simulaciones hasta que el d. e. sea 1/20 méas pequenio que el
Error Monte Carlo, como se muestra en la Tabla B.27.

En la Tabla B.28 se muestra que en general los mejores
modelos son cuando ambas densidades son Weibull, esto con
el criterio del MLF, excepto el caso de las PMs 5 v el O3 que
se elige marginal Weibull para las PMs,5; y marginal Fréchet
para el Oz, aunque solo por poco.
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(a) a,’ CE (b) s, CE

Figura B.2: Grifico BGR de los parametros de ubicacion (o)
y de escala(s) para los maximos mensuales de O3 en la region
CE, suponiendo un modelo Fréchet.
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(a) o, CE (b) s, CE

Figura B.3: Densidad de los pardametros de ubicacion(a) y
de escala(s) para los mdrimos mensuales de Oz en la region
CE, suponiendo un modelo Fréchet.
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(e) SO
Figura B.4: Comparacion de las densidades obtenidas pa-

ra los mdzrimos mensuales de Os. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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Figura B.5: Comparacion de las densidades obtenidas para
los mdximos mensuales de NOo. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(e) MSO

Figura B.6: Comparacion de las densidades obtenidas para
los maximos mensuales de SOy. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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Figura B.7: Comparacion de las densidades obtenidas para
los maximos mensuales de PMy. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(e) SO
Figura B.8: Comparacion de las densidades obtenidas para

los mdximos mensuales de PMsys. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(e) MSO

Figura B.9: Comparacion de las densidades obtenidas para
los mdzimos mensuales de CO. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(C) SOQ (d) ];Mlo.
(¢) PMys. (£) CO.

Figura B.10: Comparacion de las densidades obtenidas para
los modelos (B.1) y (B.2). La linea roja representa el ajuste
Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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Tabla B.1: Numero y; de fallas de la bomba en t; miles de
horas.

Sistema (i) v, t ri = yits
1 5 94.320 0.05301103
2 1 15.720 0.06361323
3 5 62.880 0.07951654
4 14 125.760 0.11132316
5 3 5.240 0.57251908
6 19  31.440 0.60432570
7 1 1.048 0.95419847
8 1 1.048 0.95419847
9 4 2.096 1.90839695

—
[es}

22 10.480 2.09923664
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Tabla B.2: Resultado de usar el muestrador de Gibbs en el
ejemplo de la planta nuclear Farley 1.

Sistema (7) Media S

1 0.05989735 0.02507362
0.10256774 0.07870071
0.08914099 0.03705638
0.11561089 0.03005465
0.60907691 0.31762446
0.60667401 0.13747133
0.89859718 0.72278527
0.89560013 0.71677873
1.58454532 0.75715678
1.99107727 0.42022407

© 00 O U= W N

—_
(e
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Tabla B.3: Estadisticas de los mdrimos mensuales. Las es-
tadisticas estan dadas en ppb para los casos de Oz, NOs y
SO,; en pg/m? para PMyy y PMsys y en ppm para CO.

CE NE NO SE SO

Media d.e. | Media d.e. | Media d.e. | Media d.e. | Media d.e.

04 184.92  59.96 | 153.06  38.29 | 187.45 64.06 | 176.16  48.99 | 205.34  69.29
NOy | 141.94  57.70 | 112.10  43.24 | 140.57  69.63 | 127.34  51.14 | 121.22  54.60
SO, | 11694  61.55 | 177.97 87.09 | 186.40 82.39 | 83.21 46.25 | 85.68 44.93
PMy, | 265.35 177.69 | 447.34 242.23 | 295.27 150.86 | 318.99 189.79 | 211.33 113.75
PM,5 | 105.79  60.84 | 159.10 120.74 | 106.42  61.34 | 108.73  52.91 | 98.90 51.34
cO 9.22 6.43 9.24 5.91 9.86 7.95 6.99 4.32 7.43 5.14
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Tabla B.4: Valores de a para las diversas zonas y contami-
nantes.

CE | NE | NO | SE | SO

Os 200 | 200 | 200 | 200 | 200
NOy | 150 | 150 | 150 | 150 | 150
SOy | 100 | 150 | 200 | 100 | 100
PM | 200 | 350 | 250 | 250 | 200
PM;s | 100 | 150 | 100 | 100 | 100
cO 10 | 10 | 10 | 10 | 10
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de los DIC y MLF en los modelos

Comparacion

Tabla B.6

mdividuales.
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Tabla B.7: Eleccion del modelo para el andlisis univariado.

CE | NE | NO | SE | SO

Os F | F F|F|F
NOy, | F | F F|F|F
SO, | W | W | W | W| W
PMy | F | W | F | F|F
PMss | F | F F | F | F
co |W | W|F | F | W
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Tabla B.8: Calculo de la p de Spearman muestral de los
mdzimos mensuales del Oz con los otros contaminantes.

CE NE NO SE SO
NO; y O3 | 0.64041070 | 0.5411453 | 0.5605169 | 0.6414327 | 0.57207730
SOy y O3 | 0.41057210 | 0.3512676 | 0.2412945 | 0.3948958 | 0.38476550
PMjyy Os | 0.45670790 | 0.5199240 | 0.3104575 | 0.5381821 | 0.41344370

PM,5y Os | 0.06109886 | 0.4185697 | 0.3175970 | 0.2173969 | 0.05371831
COy O3 |0.82883330 | 0.7206002 | 0.8598176 | 0.7677488 | 0.82494090
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Tabla B.9
modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento del

NOy(y) y Os(z) relacionadas a través de la copula de Gumbel-

Hougaard.
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Tabla B.10

modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento del

SOs(y) y Os(z) relacionadas a través de la copula de Gumbel-

Hougaard.
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€HUILOT  THOPT'S 0HS66'T CHLITT  THOELY  0HESS'T €HUTSTT  THUIle9 0HdLIET EULGLT THUGIRS OHTIST'T €H2Ee T H090°C  0AV66T | "0
P-H00V'9  &H6VT9  0HSTVT PHSTV'L CHO6V'9  0dVPYL P-H986'8  C-HU8IL'G  0HL6T'T PHL986  ¢HT6E9  0HOCH'T PHPEe's U999 0dS0ST | 6
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do

ibull(W) en el comportamiento

ametros suponien

’

Estimaciones de los par
échet(F) o We
del PMio(y) y Os(z) relacionadas a través de la cdpula de

.
.

Tabla B.11
un modelo Fr

Gumbel-Hougaard.

PaP0E6  THPP09  0H06C'T P-HIL8'6  CTHPICY  0HE6ET PHL6TL CHOLTG 0HLITT EHUILTT CHUSI6Y OHVET'T P-HT68'L  C-HT1T99  0HT6E'T
GH666'T 099V T THELS'T CHUSTOT  0H660°T TUSEY'T GHUTV6'T  OWULYPT  CHSTVL CUVEr' T T-H0T9°6  THUSST'T CHO6T'T  0USTET CHEEV'T x
08V’ 0HU6V0'S  THS6ET [-H6EET  0US8T8  CHLIOE [-HZST'T  OW8EL9 THRGE'E [-H96L°T  THLVO'T  THE90'G TGSV T 0HESSL THTIOE | ™ | d-M
€HLI0C T-H80ET 0dCEET €H0LT'C T-U809'T 0HIST'C €H699'T T-USVe'T 0dPv0y CHPIGT T-USLET 0HGLTS CULGTT T-UTSET  OWLSET | O
€Uy’ T ¢HI99'S  0H6E6' T €HU8LT'T ¢ HLIOSG 0dE9L'T €HE69'T ¢H9I8L'S 0HAIF0T €-HR9G'T CHIPE'S OHOI6'T £H986'T  GHFIFY  0dAFIOT | "o
P-H0L8°6  ¢HO0SL'S  0HETTT €HELTT THUTIL'9 0HOFET P-HOLT'S  ¢H986'F 0HEGT'T P-ULL8'R  CHTIR'9  0HIPE'T €HITET T HULIE9 0H69ET | 6
CUVELT  0H9EE’C  TH090T CHT0ST  0HT06'T THG08'T GHTVTY  0HL9€°C  THS6S'T CH692C  0H809'T THT09'T THVES Y 0APITC THELST |
CHOPL'S 09667  THLEET T-HTGP' T 0U8EE'8  TH0E9'E T-HI6TT  0HdTEL'9 THISE'E T-HPPP T THI90'T THPI0C THPPET 0O, CHASTOE | ™ | MM
€H0SEY  T-H6V0'T  0HT6S€ CHIPP'S T-HOTT'T 0HIS8'E €UP6L'E  TH066'6  0HSVEE €-H092°€  T-HSOT'T 0H0L0T C€HGLTS T-HGHO'T 0H099°€ | T
€HTEV'T  CHU80S'G  0HTS6'T CHVIET THLIT'G 0HGLL'T €U88G'T  THIPL'E 0HO0S0T EHUIGTT ¢-U9TL'S 0HO0E6T EAVR0'T  gEICHY  0d1g9'T | "0
V-dcee L ¢HRIT9  0HETV'T P-H9LE'6 ¢HIST'L 0dL9G°T P-ULV8' L ¢HCS0L'S 0H66T T 7966’8 0H809°T P-H9.9'8 ¢ UTIL'9 0HO6V'T | 6
CTUS8G'T  0H69V'T THILG'T CHOT9'T  OHCIT'T THOEV'T C-H68T'C  0USHP'T cHOIV'T CHIE0'T cH16C'T CHIRET  0HT0€'T CHTEV'T | 78
CUve0’e  0dve9c cHPIV'T CHLE6'S  0dCeI'V  TcHVO0T'T c-HT6e Ty 0dSe9't THOTI'T CH6TE L 0H980°9 THELG'T CHGSTT  0H0SG'E THRILT | s | Jd-d
CHTPP'T T-HOTET OHETET €H8€ST  T-HGEET 0H00T'S €H008'T T-HOTE'T O0HAF66°C €HTOLT T-H8CS'T 0HPIT'S €H99GT  T-H60E'T 0HI6ET | O
F-H00GL  T-HE9S9  OHTSTT P-H69E°6  G-H09L'S  0H6E0'T €HTI0T  T-HEFL9 OHS8ET PHEVT9  THITPS  0HL96'T PHOTLL  GHSST9  0HS01T | "0
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tros suponiendo

’

ame

P-a169C ¢ HII’T 0HCEOT 7-H06C°L ¢ ULVeY  0d090'T P-USTIL'8  ¢UPL09  0HS60'T CHPST'T GHR0L'L 0HRST'T
€-H9€E'8  0H0S0'T cHITH'T CHVEE'T T-HPI8L THOTE'T CH6SY'T  0UPIOT cHELT'T CHOET'T T-HP6E'8 THEOT'T
C-HTEE'S  0HLE’T THITT'T ¢-H090°9  0HdT86'C THOET'T C-U88T'C  0MU86T'E THLOT'T CHL80'6  0H680'9 THCOS'T
CHIP6'T T-H8EE'T 0HI8L €H69T  T-H080'€  0HLLG'S €-HTET'e T-U86E°C 0HS0E™9 €H6€9°€  T-HFFF'C  0d070L
€U88V'C  CHTLT9 O0HL6G'T 6-HS08'T G-HP06'9 0HETT'T F-HEIS'6  C-H006F O0HLES'T P-HE6E6  CHOT6T  0HSSY'T

ZHA80LT OATE0T | 0
T-H90€'6 THS6ET | 75
0dGre'e  CAG6T'T | ™ | d-M
T-H097'C  0H668'9 | 0
CHILEE 0H098°T | "0

P-H6C9°¢  ¢HULOTE  0HTO'L VULV L CTUE88'G 0HOST'T C-H690°€  OATVOT | 6
CTHS9T'T  0dEST'T THAVE9L CHITE'T  OdIST'T TH6SE'S 0ASTT'T  Te20g8 | s
C-HLeT'e 0d68C'T ¢HTS9'T — - — ¢-H6cc’c  0ULEET THEIST — — — 0AT6T'T  TH90G'T | *¥ | M-d
€-H696'6 1-H60C'C 0d6E9 — — — €HeIV'8  T-UEL6'T 0dL09°G — — — T-ASFI'C  0H88E'9 | "0

€-H68¢'T 1-H00Z'T 0HEIT'E €H6EY'T T-HLVET 0HIEI'E T-HE9E T 0H9L9°€ | "0

de los par

PH9S6'T  ¢H00EE  0H920'T P-H0E9EC  THEGT'E OHTVO'T PHILLY  TH6VET  0H9S0'T P-H6L GH9¢8'9  0HOTE'T GHL0TT  0HPT0'T

maciones

[ciago 0H00€'T  THESY9'T CUV6TT  0H90T'T  TH6SV'T GU6Vee  0UL9ET CHTICT CHIIVT  0HTSO'T  THEGE'T 0dP6T'T  CH90S°T

¢H09LC  0dL08°C THPIT'T U996 0UVEG'T TU6TTT U199 0HSeTe cHS6L'T TUS8L'T 0d2ee'e CU6TT'T MM
€-Hc09'6 T-H0TET 0H6E9 CHEIT'T T-HU86EC  0HOLL9 €-H99C'8  T-HEL0T 0URIVG 0H88S"9 €H69L'8  T-HUCITT

P-H6¥8'9 ¢-HRE6'S  0H000C €HU6ICT ¢-HOP8'9 0dSCl'e P-HI6T'9  ¢H6E8F 0HSHS'T 0dF0S'T P-U8ET'L  ¢-H66T ¢

P-HST9V  ¢HESTY  0d6S0°T P-HGL6'9  ©THG609  0HEST'T P-HECT'8  ¢THELS'9  0HSTT'T 0dE9E'T PHIT6Y  ©H99ILE [4
CUS8CT'T  0HU8SO'T THICH'T CHI6E'8  T-HIPYL CHITET GH6VCT  0dc00'T  CHPLTT THT0T' T CUPLTT  T-HV6V6 s
CHGEET  OUTLT'T THTPIL CHUSIST  0H66ET THTLE'S GHT0ST  0HeST'T  THS6ES THSED'T CHG6ST  0U8TT'T s | ded

€HIT0°E  T-HT6E'C 0HI8L'9 €H0G9C  T-HLVOE  0HPES'S €-Hec6'c 1-Ue8C’e 0HTIE9 0d€eT L CH80EY  T-HLIVT
€HLLGT T-UEICT 0H0STE CHILOT T-UTL0'T  0H6L6'T €HICOT T-U8CET 0HLIOE €H60V'T  ¢-HTT6'8 0UHTTET £0620'C  T-HPSE'T 030L9°€¢ | "0
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Tabla B.12
del PMss(y) y Os(z) relacionadas a través de la copula de

un modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento
Gumbel-Hougaard.
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tros suponiendo un

s

ame

de los par

1Maciones

Est

.
.

Tabla B.13
modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento del

CO(y) y Os3(z) relacionadas a través de la copula de Gumbel-

Hougaard.

€-U88G'T T-HEST'T OHVLYT GHLITT THPOV'6  0HI86'T CHLVOT  T-HCTCT EHEITT CHUEPT'6 0HTE6'T €H86L'T T-H99CT 0HT8YT
GHL6TC  0U69S°T  THOLI'T CHESV'T  0H00C'T  THP6V'T CHILTC  OUPIST CHL0GT CHU8STT  0UF00T  THUSCE'T CHE00C  0dCOV'T  cHLICT x
C€HLYEE  1-H000°C  0HLIT'S €HOV9C  T-HG0LT  0HST6'L €HTI0°¢  T-UC66'C  THEGO'T €HEC6'E  T-UITET THLEOT CHEIET  T-HE8Y'T  TE9Z0'T | ™ | d-M
CHITO'T CHIGE6 0dEEIE €leee’ T 1-dvee’ T 0d9I8eV €HCS0'T ¢HUI606 0HCLEE €HOSV'T T-HETE'T 0HL69T €HUI0CT TUVIRG 0V69'E | O
CHSVO'T ¢ HEVL'E 0HOT T €HLG0T ¢8Iy 0dcs9'T P-HGLG'8  CHL6T'E  0HSSTT €-Hv0e'T 0H98¢'T €980°'T  HERYE  0ASIVT | "o
€HIYET T-HITCT 0HI6ET ) 0H6L6'T €-HLECT T-UCIV'T 0d¥PF9C €-H88E'T 0dPL8'T €HUST19c 1T-HOVPE'T 0d0T9C | 6
CH999°¢ 0HETIC THT6CT THLV6'T GH68TE 0He8€’e THEOTT CH8IT'T THLSI'T CH6T9'S  0FAPIET THI90T |
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TABLAS

Comparacion de los DIC y MLF en los modelos

.
.

Tabla B.14
bivariados.

TCET-HT6C' T  8HIEG'T | 9LCT-HTO6C T 8HIECS'T | CLET-HELY'T 8HIES'T | T6CT-HCES'C 8HICS'T | 0€ET-HC9C' T 8HIEG'T | d-M £0
8VET-HOC9'C LHIRY'L | €6CT-U880'T LHT8Y'L | LLET-HBI0'S LHISY'L | LTET-U8VC'C LHUT89L | 0SET-HLVL'9 LHISY'L | M-M £
IVET-HLL6'C  8HVOE'C | €SCT-HCTV'E  8UVOE'C | LEET-HILI'C 8HVOE'C | 88CT-HTEI'T 8UVOE'C | PEET-HLC6'9 S8HVOETC | A-d (0)9)
LY6-HEVP'C  LHIPS'S | PC6-UPCT'S LUTP8'8 | LS6-HLV6'L LHIPR'S | 166-HECC'S LHIPS'8 | 8V6-HVCL9 LHIPE'S | d-M
L16-HCV9'c  LHIITS'S — — 9T6-HEI9C'T LHTV8'8 - — 906-U8EY'9  LHTIP8'8 | M- £0
6V6-He8C'9  LHICY'V | 8E6-HLAGY'® LHICYY | ¢96-HCE0' T LUTCY'Y | €66-HCcE' T LHISYY | T96-HTeL'T LHICH Y | MM £
CT6-HL8L'T 8HIZE'T | 006-ATLS'T 8A9ZE'T | 606-AIE0C 8H9ITE'T | SE6-HVET'S 8H9IZE'T | C06-H0£9'C SHITET | A-d | “UWd
L8GT-HCEY'9 8HI6C'T | 8OIT-HVED'C 8HI6C'T | 6¢9T-HCIC'E 8HIGE'T | GCIT-HLLL'T 8HI6C'T | LTIT-HCSEE'8 8HI6E'T | 1M £0
909T-HTC0'C LHISY'9 | 6EIT-HI8L'O LHC8Y'9 | 9PIT-HELO'L LHCSY'9 | ¢G9T-HI8C'T LUC8Y'9 | GEIT-HSIL'C LHESY'9 | MM £
69ST-HILET SHAPY6'T | 68GT-HSTI0C SHAPY6'T | CT9T-HTYIT  8AFE'T | 619T-H6VS'E  8ATVE'T | L8ST-HIVG'E SAVPE'T | A-d | "'Wd
€LLT-H9GC'C 8HIES'T | 0CLT-HIGL'E 8HUIEG'T | T88T-HECY'T 8HIES'T | 96LT-H6CS'T 8HIEG'T | 66L1-HCEO'T 8HIES'T | M £0
8661-HIIC'C LHCIS'L | TPLI-HOEL'T LHCIS 'L | €681-H608'C LHCIS'L | 8IST-HI9IG'L LHUCISL | 9ISI-H6ES'E LHCIS'L | MM £
9LLT-HG00'6  8HVOE'C | TELT-HITE'8 8UV0E'C | C681-H6VC'C S8HVOE'C | LOST-HGL8'9 8UV0E'C | 6081-HL66'8 8HVOE'C | A-d ‘oS
€6LT-H6LT'C 8HIES'T | LLT-HTIIV'G 8HUIEG'T | GC8I-HOGT'E 8HIES'T | 9L9T-HI0EV 8HUIEG'T | LLLT-HV68'6 8HIES'T | 1M £0
GIST-HCSY'T  LUC89'L | TGLT-HOLE'T LHERI'L | 6E8T-HGIL'G LHUT8IL | 6691-HG06'G LHE8I'L | 66LT-HLLG'E LHTR9L | MM £
VLLI-H9E0T  8HAF0E'C | 80LT-HS800°C S8HV0EC | 6SLI-HVEC T SHAVOE'T | FPIT-H6SL'T 8HV0E'C | €9LT-HESO'T SHVOEZ | A-d | “ON
ATIN oI1d TN old JTIN old ATIN oI1d ATIN ol
(O} as ON AN Ci9)
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Tabla B.15: Eleccion del modelo. Caso bivariado.

CE | NE | NO | SE | SO
NOyy O3 | F-F | F-F | F-F | F-F | F-F
SOQ y 03 W-F | W-F | W-F | W-F | W-F
PMyyOs | F-F | F-F | F-F | F-F | F-F

PMssy Os | F-F | F-F | F-F | F-F | F-F
COyOs |W-F| FF | FF | FF|WF
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Tabla B.16: Valores de p asociado a los 0 estimados en las
Tablas B.9-B.135.

CE NE NO SE SO
NO; | F-F | 0.646752 | 0.577332 | 0.570804 | 0.634908 | 0.588288
y W-W | 0.547968 | 0.420996 | 0.457356 | 0.507036 | 0.474300
Os W-F | 0.582444 | 0.479592 | 0.494424 | 0.554076 | 0.508644
SO, F-F | 0.481332 | 0.426396 | 0.334284 | 0.442188 | 0.423024
y W-W | 0.338424 | 0.206244 | 0.079200 | 0.222156 | 0.248652
Os W-F | 0.377952 | 0.299664 | 0.166104 | 0.286932 | 0.302352
PMy | F-F |0.470736 | 0.534900 | 0.335940 | 0.513960 | 0.421668
y W-W | 0.390612 | 0.373392 | 0.238620 | 0.368784 | 0.258492
Os W-F | 0.406428 | 0.435684 | 0.262380 | 0.407844 | 0.328404
PM,5s | F-F | 0.073848 | 0.386184 | 0.272916 | 0.200844 | 0.083184
y W-W | 0.035088 | 0.255564 | 0.079200 | 0.058896 | 0.037932
Os F-W | 0.058896 — 0.193176 — 0.060264
W-F | 0.045000 | 0.300564 | 0.129144 | 0.084504 | 0.046404
NO; | F-F | 0.815724 | 0.718956 | 0.835224 | 0.744708 | 0.795156
y W-W | 0.804048 | 0.643428 | 0.808692 | 0.676212 | 0.770664
Os W-F | 0.800112 | 0.668822 | 0.777012 | 0.678240 | 0.783744
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Tabla B.17: Valores para el modelo (5.8) para las diversas
zonas y diversos contaminantes.

aq a9 as
O3 200 | 200 | 200

PMy | 350 | 200 | 200

PM;5 | 150 | 100 | 100
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Tabla B.18: Estadisticas de la muestra final de los pardme-
tros suponiendo un modelo Fréchet en el comportamiento del
O3, PMyg y PMs5 en las regiones NE, CE y SO relacionadas
a través de la copula de Gumbel-Hougaard tridimensional.

Parametro | Media d. e. Error M. C.
ax, 4.720 0.11210 0.0013900
ax, 3.759 0.08819 0.0011400
ax, 3.649 0.08724 0.0011120
O3 5x, 131.300 0.89630 0.0113300
5, 152.600 1.24200 0.0157700
5x4 167.000 1.42100 0.0175000
0 2.485 0.08377 0.0010520
ax, 1.983 0.05066 0.0005869
ax, 2.051 0.05685 0.0006937
ax, 2.218 0.05964 0.0007035
PM 5x, 296.100 5.49300 0.0709800
5, 173.000 3.00700 0.0370900
5x4 147.900 2.38600 0.0293100
0 2.029 0.06930 0.0009002
ax, 2.243 0.08292 0.0010150
ax, 3.610 0.12480 0.0014720
ax, 3.343 0.10990 0.0013120
PMs s 5x, 103.400 1.97800 0.0237400
5, 83.400 1.02900 0.0116000
5x4 76.320 1.04900 0.0124100
0 1.689 0.06839 0.0008252
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Tabla B.19: FEstadisticas de la muestra final de los pardme-

tros suponiendo un modelo Fréchet en el comportamiento del
Os, PMyy y PMs 5 en las regiones NE, CE y SO relacionadas

a través de la copula de Gumbel-Hougaard asimétrica.

Pardmetro | Media d. e. Error M. C.

oy, 3.764 0.07232 0.0016930

ax, 3.644 0.06961 0.0015640

x, 4.739 0.11020 0.0027090

o sx, 151.300 1.04200 0.0206700
3 5%, 166.100 1.17800 0.0222400
5x, 132.800 0.90420 0.0174400

6, 2.210  0.09034 0.0025590

0y 4.694 0.16300 0.0037760

ax, 2.063 0.04509 0.0007886

orx, 2.238 0.04726 0.0007896

ox, 1.984 0.04878 0.0008530

I3y sx, 172.100 2.45500 0.0384400
10 5%, 147.400 1.96200 0.0317800
5x, 298.000 5.33900 0.0835000

0, 1.928 0.04958 0.0008492

0 2.215 0.06546 0.0011270

oy, 2.326  0.06458 0.0008634

oux, 3.340  0.08902 0.0012710

ax, 3.623 0.11940 0.0015310

U 5%, 103.700 1.69600 0.0244800
%5 5%, 76.290 0.86430 0.0109900
5, 83.470 1.02400 0.0136300

6, 1.636 0.02924 0.0004246

0 1.704 0.02840 0.0003381
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Tabla B.20: Los DIC’s Para el andlisis trivariado.

Contaminante ) .Copul.a Qol?ulg
tridimensional | asimétrica
O5 3.072E8 3.84E8
PMio 2.592E8 3.24E8
PMy s 1.768E8 2.21E8
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Tabla B.21: Estadisticas de los mdximos diarios en la
ZMVM.

Componente Media d. e. | 97.5-percentil
Os (ppb) 138.500 | 60.406 | 276.00
NOs (ppb) 95.080 | 48.193 | 217.00
SO; (ppb) 76.080 | 68.298 | 257.00
PMy (pg/m?) | 220.200 | 133.755 | 575.95
PMsys (pg/m3) | 74.120 | 42.728 | 160.00
CO (ppm) 7.009 5.604 | 22.30
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Tabla B.22: Calculo de la p de Spearman muestral de los

mdzimos mensuales del Oz con los otros contaminantes.

Contaminante | p muestral
NOy y Os -0.32593140
SOy y O3 -0.03623814
PMyyy O3 0.22003870

PMss5y Os 0.69456670
COy Os 0.02075625
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Tabla B.23: Limites superiores para los parametros de escala
en los modelos (B.1) y (B.2).

Contaminante | a, | by
O3 50 | 50
NO, 50 | 100
SOy 50 | 100
PM;, 100 | 300
PM; s 50 | 200

CcO 10 | 10
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Tabla B.2/: Estimaciones de los parametros de los diversos
componentes para los modelos (B.1) y (B.2).

Media d. e. Error M.C.
Pl 0.7841  0.03261 0.0003769
0. s | 10.4000 0.84730 0.0094750
3 w | @ 1.0280  0.04782 0.0005393
k| 33.6700 2.07700 0.0227000
SRR 0.7599  0.03090 0.0003455
NO, s | 14.2800 1.16500 0.0124500
Wl 1.002 0.04519 0.0005066
k| 47.140 2.88100 0.0309900
p| @ 0.7281  0.02944 0.0003238
SO, s | 21.3800  1.84900 0.0204900
w | @ 1.0930  0.05069 0.0005758
k| 69.0400 3.89800 0.0468400
R 0.7521  0.03216 0.0003601
PMy s | 589900  5.28300 0.0551100
W | @ 1.1250  0.05561 0.0006187
k | 179.6000 10.76000 0.1258000
r| @ 0.7358  0.04097 0.0004816
PM, s | 24.1100  2.75300 0.0318800
: W@ 0.8786  0.05137 0.0005440
k| 88.5400  8.20600 0.0863500
pl @ 0.7886  0.03170 0.0003549
co s 1.2610  0.10090 0.0011950
w | @ 1.1270  0.05265 0.0005808
k 3.8190  0.21090 0.0023520
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Tabla B.25: Estadisticos de comparacion para los diversos
contaminantes para los modelos (B.1) y (B.2).

Modelo Fréchet Modelo Weibull
DIC MLF DIC MLF
Os 5.62E7 1.638390E-572 | 5.62E7 8.757836E-550
NQO, | 5.84E7 1.468775E-639 | 5.84E7 1.550686E-615
SO, | 5.80E7 1.635221E-689 | 5.80E7 1.074329E-654
PM, | 4.94E7 1.417759E-688 | 4.94E7 9.819631E-659
PM, s | 3.28E7 8.458427E-402 | 3.28E7 9.428889E-393
CO | 5.82E7 8.635076E-320 | 5.82E7 3.818431E-289
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Tabla B.26: Valores del pardmetro de escala en los modelos

(B.3), (B.4) y (B.5).

NOyy Os | 100 | 50 | 100 | 50 | 100 | 50
SOy y Os | 100 | 100 | 50 | 100 | 200 | 50
PMyy Os | 300 | 50 | 100 | 50 | 300 | 50
PMs5y Os | 300 | 50 | 200 | 50 | 300 | 50
CO vy O3 10 | 100 | 10 | 100 | 10 | 50
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do

les Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento
de los umbrales relacionadas a través de la copula de Frank.

en

tros supon

s
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de los DIC y MLF en los modelos
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