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Introducción

La contaminación ambiental ha sido tema de estudio en

los últimos años, en especial sus efectos en la salud y cambios

climáticos [2, 51]. El ozono, las part́ıculas menores a 10 y 2.5

micrómetros son de los principales contaminantes analizados

en diversos páıses, y varios art́ıculos se concentran en analizar

tales contaminantes [3, 32, 57], y la ciudad de México es una

ciudad afectada por tales contaminantes.

Se han aplicado diversas técnicas matemáticas al tema de

la contaminación, por ejemplo, mediante modelos en ecuacio-

nes diferenciales parciales [4] o estimaciones de parámetros

de funciones que establecen la cantidad de masa de basura

en diversas zonas del mar [9]. Las técnicas estad́ısticas em-

pleadas para analizar los niveles elevados de contaminación

son diversas, por ejemplo, usando la teoŕıa de valores extre-

mos para analizar los niveles de dióxido de azufre y el dióxido

de nitrógeno en la ciudad de Istanbul [13] y las cópulas para
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analizar la relación de part́ıculas menores a 10 micrómetros

y otros contaminantes en la ciudad de Kland [32]. En este

trabajo se combina la técnica de valores extremos y la teoŕıa

de cópulas para analizar la contaminación en la Zona Metro-

politana del Valle de México (ZMVM) de 1990 a 2022, con el

fin de modelar la relación que existe entre los niveles máxi-

mos mensuales de ozono y otros contaminantes, los cuales son

registrados por la Red Automática de Monitoreo Atmosférico

(RAMA) de la ZMVM.

Dentro de los objetivos del presente trabajo se encuentran:

Desarrollar y entender la teoŕıa necesaria para el caso

de aplicación.

Encontrar distribuciones marginales de los niveles de

máximos mensuales.

Encontrar distribuciones multivariadas donde se conser-

ve la relación entre los conjuntos de niveles de máximos

mensuales.

¿Por qué usar cópulas y valores extremos en la ZMVM?

Para responder esta pregunta, se habla un poco de la ciudad

de México. La zona de la ciudad está construida en un valle1,

por lo cual las corrientes de aire no son abundantes, y por

1Llanura entre montes y montañas.



consiguiente, no propician la renovación del aire en la zona

de la ciudad, añadido de que al ser la capital del páıs, ha

provocado que sea una de las ciudades más pobladas del páıs,

provocando movilidad de transporte motorizado, creación de

fábricas en la periferia de la ciudad y otras actividades que

contribuyen a la emisión de contaminantes.

Como se puede ver, estudiar los niveles altos de contamina-

ción en esta zona es muy importante, en especial los máximos

mensuales son los que se deben analizar, ya que se busca que

estos sean bajos, o bien, estén inferiores a un umbral. Exa-

minar y predecir el comportamiento aleatorio de estos datos

usando teoŕıa de valores extremos es lógico, ya que es una

teoŕıa que se adapta a los propósitos planteados.

En la ZMVM se cuenta con la Red Automática de Mo-

nitoreo Atmosférico, la cual pone a disposición del público

en general datos de contaminación [40]. En tal base se obser-

va que hay datos por d́ıa desde 1986, sin embargo, en años

recientes, se puede observar que hay horas, incluso d́ıas sin

datos. Tener datos faltantes es un problema, por suerte, se ha

desarrollado la teoŕıa de cópulas, la que permite acoplar va-

rias distribuciones de probabilidad y obtener una función de

densidad conjunta donde cada marginal seŕıa una distribución

univariada. De acuerdo a Fisher [14]:



“Las cópulas son de interés para los estad́ısticos por dos

razones principales: en primer lugar, como una forma de

estudiar medidas de dependencia sin escala; y, en segundo

lugar, como punto de partida para la construcción de

familias de distribuciones conjuntas, a veces con miras a la

simulación”.

Por este motivo, usar la teoŕıa de cópulas para analizar

el comportamiento conjunto es una idea razonable, ya que

incluso teniendo algunos valores faltantes, se puede ajustar

y modelar la relación de los contaminantes a partir de las

parejas de valores registrados.

Para ajustar las cópulas y las densidades a los datos ob-

tenidos, se usa la estad́ıstica bayesiana, en especial los algo-

ritmos para aproximar los parámetros, los llamados métodos

Monte Carlo de la cadena de Markov. Estos métodos ya han

sido implementados en el paquete OpenBUGS [11, 31, 54],

con lo cual se puede aplicar la teoŕıa matemática desarrolla-

da en este trabajo, aśı como los conceptos en cópulas, valores

extremos, estad́ıstica bayesiana y métodos Monte Carlo de ca-

denas de Markov. Para complementar estos temas, se incluye

un caṕıtulo de conceptos y resultados de probabilidad, gene-

ración de variables aleatorias y estad́ıstica, al igual de algunas

referencias importantes para una consulta más profunda.



Este trabajo presenta el Caṕıtulo 1, donde se explica qué

es una cópula, iniciando con las bivariadas y después las de di-

mensión mayor a dos. En ambos casos, se formula el Teorema

de Sklar, que permite encontrar distribuciones multivariadas

dadas las distribuciones marginales. Se maneja el concepto de

medida de concordancia a partir de la cópula, cópulas máx-

estables y una generalización de las cópulas bivariadas y las

cópulas asimétricas.

El Caṕıtulo 2 presenta la teoŕıa de valores extremos, es de-

cir, la distribución de valor extremo generalizada y sus casos

particulares. Se resumen los resultados de Smith [50], donde

se aclaran las limitantes de las estimaciones de máxima vero-

similitud. Por los resultados de Smith, se considera otro ca-

mino para encontrar aproximaciones de los parámetros usan-

do la estad́ıstica bayesiana, que se desarrolla en el Caṕıtulo

3, que a partir de suposiciones lógicas sobre las distribuciones

y parámetros e incluyendo muestras, se puede encontrar una

aproximación más exacta de los parámetros.

Aunque el paquete OpenBUGS permite encontrar las esti-

maciones requeridas con la teoŕıa bayesiana, y no es necesario

comprender los algoritmos internos, se incluye el Caṕıtulo 4.

Se explica como funciona el llamado “muestrador de Gibbs”

que de acuerdo a Lunn et al. [31], es el algoritmo utilizado en



el paquete OpenBUGS. Tal algoritmo entra dentro de los lla-

mados “métodos Monte Carlo de la cadena de Markov”, por

lo que se hace una breve explicación de lo que es una cadena

de Markov y cómo se usa para la inferencia bayesiana. Para

introducir el muestreo de Gibbs, se hace considerándolo como

una modificación del “algoritmo EM”, aśı como un ejemplo

del funcionamiento de ambos algoritmos.

Por último, en el Caṕıtulo 5 se aplica la teoŕıa presentada

en los caṕıtulos anteriores a los datos de máximos mensuales

en las distintas regiones de la ZMVM. Además, dado que el

ozono es un contaminante que se ha observado durante más

tiempo en la zona, se analiza la concordancia de este con-

taminante con otros estudiados por expertos ambientalistas.

Asimismo, se utilizan las cópulas asimétricas para examinar

la relación en las regiones Centro, Noreste y Suroeste, que

forman el llamado “corredor del aire”.

Las distribuciones obtenidas en este trabajo, son tales que

se conserva la relación entre contaminantes, además de que si

por alguna razón fuera del control de los analistas, no se tuvie-

ran algunos datos de los máximos mensuales, podrán utilizar

los resultados presentados para simular tales datos faltantes a

partir de distribuciones condicionales si observados. También,

se podrán obtener los llamados tiempos de retorno.



Al final, se encuentra que las densidades conjuntas y bi-

variadas se ajustan bien a los datos observados, por lo que se

puede utilizar como herramienta de prevención de máximos

niveles de contaminación en la ZMVM.
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5.5.1. Usando cópulas trivariadas . . . . . . . 78
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Caṕıtulo 1

Cópulas

Las cópulas son una de las herramientas más útiles en
estad́ıstica para modelar y entender la dependencia entre va-
riables aleatorias. Una cópula es una función que une las fun-
ciones de distribución marginal de varias variables aleatorias
para formar su función de distribución conjunta.

La idea detrás de las cópulas es que permiten separar la
estructura de dependencia de las marginales, es decir, se pue-
den elegir las distribuciones marginales que mejor se ajusten a
los datos sin preocuparse por cómo estas interactúan entre śı.
Luego, se puede elegir una cópula que capture la dependencia
entre las variables.

Las cópulas son especialmente útiles cuando se trabaja
con datos de dimensión alta o cuando las relaciones entre las
variables no son lineales.

1.1. Primeros conceptos

Para desarrollar la teoŕıa de este caṕıtulo y posteriores, se
introduce la notación siguiente:
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2 Cópulas

R denota a los números reales.

R denota a los reales extendidos [−∞,∞].

R2
denota el plano R× R.

A continuación se mencionan algunos conceptos y resul-
tados para la comprensión del concepto de cópula son sus
propiedades.

Definición 1.1 (Rectángulo y sus vértices). Un rectángu-

lo B en R2
es el producto cartesiano de dos intervalos ce-

rrados, es decir, B = [x1, x2] × [y1, y2]. Los vértices de un
rectángulo son los puntos (x1, y1), (x1, y2), (x2, y1) y (x2, y2).

Por lo anterior, se considera un rectángulo especial, la uni-
dad cuadrada I2 es el producto I × I, donde I = [0, 1].

Definición 1.2 (2-función real). Una 2-función real es

una función con dominio DomH ⊂ R2
, y con rango RanH ⊂

R.

Definición 1.3 (H-volumen). Sean S1 y S2 subconjuntos
no vaćıos de R, y sea H una 2-función real tal que DomH =
S1×S2. Sea B = [x1, x2]× [y1, y2] un rectángulo cuyos vértices
están en DomH. Entonces el H-volumen de B viene dado por

VH(B) = H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2)+H(x1, y1). (1.1)

Definición 1.4 (2-creciente). Una 2-función real es 2-
creciente si VH(B) ≥ 0 para todos los rectángulos B cuyos
vértices se encuentran en DomH.

Lema 1.1. Sean S1 y S2 subconjuntos no vaćıos de R,
y sea H una función 2-creciente con dominio S1 × S2. Sea
x1, x2 ∈ S1 con x1 ≤ x2, y sea y1, y2 ∈ S2 con y1 ≤ y2.
Entonces, la función t → H(t, y2)−H(t, y1) es no decreciente
en S1, y la función t → H(x2, t)−H(x1, t) es no decreciente
en S2.
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Demostración. Ver [36].

Si se supone que S1 tiene un elemento mı́nimo a1 y que S2

tiene un elemento mı́nimo a2. Se dice que una función H de
S1×S2 a R está conectada a tierra si (x, a2) = 0 = H(a1, y)
para todo (x, y) en S1 × S2. Por lo tanto se tiene el siguiente
Lema.

Lema 1.2. Sean S1 y S2 subconjuntos no vaćıos de R, y
sea H una función 2-creciente conectada a tierra con dominio
S1 × S2. Entonces H es no decreciente en cada argumento.

Demostración. Ver [36].

Ahora se supone que S1 tiene un elemento máximo b1 y
que S2 tiene un elemento máximo b2. Entonces se dice que
una función H de S1 × S2 a R tiene marginales, y que las
marginales de H son las funciones F y G dadas por:

DomF = S1, y F (x) = H(x, b2) para todo x ∈ S1,

DomG = S2, y G(y) = H(b1, y) para todo y ∈ S2.

Se cierra esta sección con un Lema importante sobre las
funciones 2-crecientes con marginales.

Lema 1.3. Sean S1 y S2 subconjuntos no vaćıos de R,
y sea H una función 2-creciente y conectada a tierra, con
marginales con DomH = S1 × S2. Sean (x1, y1) y (x2, y2)
puntos cualesquiera en S1 × S2. Entonces

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |F (x2)− F (x1)|+ |G(y2)−G(y1)|.

Demostración. Ver [36].



4 Cópulas

1.2. Cópulas

Para comenzar el tema, primero se define el concepto de
subcópulas como una cierta clase de funciones 2-crecientes,
conectadas a tierra y con marginales continuas; posteriormen-
te se define el concepto de cópula usando las subcópulas con
dominio I2.

Definición 1.5 (Subcópula). Una subcópula bidimensio-
nal (o 2-subcópula, o brevemente, una subcópula) es una fun-
ción C ′ con las propiedades siguientes:

1. DomC ′ = S1 × S2, donde S1 y S2 son subconjuntos de
I que contiene a 0 y 1.

2. C ′ está conectada a tierra y es 2-creciente.

3. Para cada u en S1 y cada v en S2,

C ′(u, 1) = 1 y C ′(1, v) = v.

Notar que para cada (u, v) en DomC ′, 0 ≤ C ′(u, v) ≤ 1,
de modo que RanC ′ también es un subconjunto de I.

Definición 1.6 (Cópula). Una cópula bidimensional (o
2-cópula, o brevemente, cópula) es una subcópula C cuyo do-
minio es I2.

De manera equivalente, una cópula es una función C de
I2 a I con las propiedades siguientes:

1. Para cada u, v en I,

C(u, 0) = 0 = C(0, v) (1.2a)

y

C(u, 1) = u y C(1, v) = v. (1.2b)
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2. Para todo u1, u2, v1, v2 en I tal que u1 ≤ u2 y v1 ≤ v2,

C(u2, v2)−C(u2, v1)−C(u1, v2) +C(u1, v1) ≥ 0. (1.3)

El Teorema siguiente se obtiene directamente del Lema
1.3, estableciendo la continuidad de las subcópulas.

Teorema 1.1. Sea C ′ una subcópula. Entonces, para cada
(u1, u2), (v1, v2) en DomC ′,

|C ′(u2, v2)− C ′(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1|.

Por tanto, C ′ es uniformemente continuo en su dominio.

1.3. Teorema de Sklar

El Teorema de Sklar es fundamental para la teoŕıa de las
cópulas y es la base de muchas, si no la mayoŕıa, de las apli-
caciones de esa teoŕıa a la estad́ıstica. El Teorema de Sklar
aclara el papel que juegan las cópulas en la relación entre las
funciones de distribución multivariadas y sus marginales uni-
variados. Para la demostración de tal Teorema, se necesita los
siguientes Lemas.

Lema 1.4. Sea H una función de distribución conjunta
con marginales F y G. Entonces existe una subcópula única
C ′ tal que

1. DomC ′ = RanF ×RanG.

2. Para todo x, y en R, H(x, y) = C ′(F (x), G(y)).

Demostración. Ver [36].

Lema 1.5. Sea C ′ una subcópula. Entonces existe una
cópula C tal que C(u, v) = C ′(u, v) para todo (u, v) en DomC ′;
es decir, cualquier subcópula puede extenderse a una cópula.
La extensión generalmente no es única.



6 Cópulas

Demostración. Prueba en [36]. Sea DomC ′ = S1×S2. Usando
el Teorema 1.1 y el hecho de que C ′ no es decreciente en cada
lugar, se puede extender C ′ por continuidad a una función C ′′

con dominio S̄1 × S̄2, donde S̄1 es la clausura de S1 y S̄2 es
el cierre de S2. Se observa que C ′′ también es una subcópula.
A continuación, se extiende C ′′ a una función C con dominio
I2. Con este fin, sea (a, b) cualquier punto en I2, sean a1 y a2,
respectivamente, los elementos mayor y menor de S̄1 tales que
a1 ≤ a ≤ a2; y sean b1 y b2, respectivamente, los elementos
mayor y menor de S̄2 tales que b1 ≤ b ≤ b2. Tenga en cuenta
que si a está en S̄1, entonces a1 = a = a2; y si b está en S̄2,
entonces b1 = b = b2. Ahora sea

λ1 =

{
(a− a1)/(a2 − a1), si a1 < a2,

1, si a1 = a2;

µ1 =

{
(b− b1)/(b2 − b1), si b1 < b2,

1, si b1 = b2;

y se define

C(a, b) = (1− λ1)(1− µ1)C
′′(a1, b1)

+ (1− λ1)µ1C
′′(a1, b2) (1.4)

+ λ1(1− µ1)C
′′(a2, b1) + λ1µ1C(a2, b2).

Se observa que la interpolación definida en (1.4) es lineal en
cada lugar porque λ1 y µ1 son lineales en a y b, respectiva-
mente.

Es claro que DomC = I2, que C(a, b) = C ′′(a, b) para
cualquier (a, b) en DomC ′′; y que C satisface (1.2a) y (1.2b).
Por tanto, solo se debe demostrar que C satisface (1.3). Pa-
ra lograr esto, sea (c, d) otro punto en I2 tal que c ≥ a y
d ≥ b, y sean c1, d1, c2, d2, λ2, µ2 relacionados con c y d co-
mo a1, b1, a2, b2, λ1, µ1 están relacionados con a y b. Al evaluar
VC(B) para el rectángulo B = [a, c] × [b, d], habrá varios ca-
sos a considerar, dependiendo de si hay o no un punto en S̄1
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estrictamente entre a y c, y si hay o no un punto en S̄2 es-
trictamente entre b y d. En el más simple de estos casos, no
hay ningún punto en S̄1 estrictamente entre a y c, y ningún
punto en S̄2 estrictamente entre b y d, de modo que c1 = a1,
c2 = a2, d1 = b1 y d2 = b2. Sustituyendo (1.4) y los términos
correspondientes para C(a, d), C(c, b) y C(c, d) en la expresión
dada por (1.1) para VC(B) y simplificando se tiene

VC(B) = VC([a, c]× [b, d])

= (λ2 − λ1)(µ2 − µ1)VC([a1, a2]× [b1, b2]),

de lo que se sigue que VC(B) ≥ 0 en este caso, ya que c ≥ a
y d ≥ b implican λ2 ≥ λ1 y µ2 ≥ µ1.

Por otro lado, el caso menos simple ocurre cuando hay al
menos un punto en S̄1 estrictamente entre a y c, y al menos un
punto en S̄2 estrictamente entre b y d, de modo que a < a2 ≤
c1 < c y b < b2 ≤ d1 < d. En este caso, sustituyendo (1.4) y
los términos correspondientes para C(a, d), C(c, b) y C(c, d)
en la expresión dada por (1.1) para VC(B) y reordenando los
términos produce

VC(B) = (1− λ1)µ2VC([a1, a2]× [d1, d2])

+ µ2VC([a2, c1][d1, d2])

+ λ2µ2VC([c1, c2]× [d1, d2])

+ (1− λ1)VC([a1, a2]× [b2, d1])

+ VC([a2, c1]× [b2, d1]) + λ2VC([c1, c2]× [b2, d1])

+ (1− λ1)(1− µ1)VC([a1, a2]× [b1, b2])

+ (1− µ1)VC([a2, c1]× [b1, b2])

+ λ2(1− µ1)VC([c1, c2]× [b1, b2]).

El lado derecho de la expresión anterior es una combinación de
nueve cantidades no negativas (los C-volúmenes de los nueve
rectángulos determinados) con coeficientes no negativos y, por
lo tanto, no es negativa. Los casos restantes son similares, lo
que completa la prueba.
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Teorema 1.2 (Teorema de Sklar). Sea H una función de
distribución conjunta con marginales F y G. Aśı existe una
cópula C tal que para todo x, y en R,

H(x, y) = C(F (x), G(y)). (1.5)

Si F y G son continuas, entonces C es único; de lo contra-
rio, C se determina únicamente en el RanF × RanG. Por
el contrario, si C es una cópula y F y G son funciones de
distribución, entonces la función H definida por (1.5) es una
función de distribución conjunta con marginales F y G.

Demostración. Prueba en [36]. La existencia de una cópula
C tal que la ecuación (1.5) se cumple para todo x, y en R se
sigue de los Lemas 1.4 y 1.5. Si F y G son continuas, entonces
RanF = RanG = I, de modo que la única subcópula en el
Lema 1.4 es una cópula. Lo contrario es sencillo usando las
definiciones de función de distribución.

La ecuación (1.5) da una expresión para las funciones de
distribución conjunta en términos de una cópula y dos funcio-
nes de distribución univariadas. Sin embargo (1.5) se puede
invertir para expresar cópulas en términos de una función de
distribución conjunta y las “inversas” de las dos marginales.
Sin embargo, si una marginal no aumenta estrictamente, en-
tonces no posee una inversa en el sentido habitual. Por lo tan-
to, primero necesitamos definir ”quasi-inversas”de funciones
de distribución.

Definición 1.7 (quasi-inversa). Sea F una función de
distribución, entonces una quasi-inversa de F es una función
F (−1) con dominio I tal que

1. Si t está en el RanF , entonces F (−1)(t) es algún número
x en R tal que F (x) = t, es decir, para todo t en el RanF ,

F (F (−1)(t)) = t.
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2. Si t no está en el RanF , entonces

F (−t) = ı́nf{x|F (x) ≥ t} = sup{x|F (x) ≤ t}.

Si F es estrictamente creciente, entonces solo tiene una
quasi-inversa, que es por supuesto la inversa ordinaria, para
el cual se usa la notación habitual F−1.

Usando las quasi-inversas de funciones de distribución,
ahora se tiene el Corolario siguiente del Lema 1.4.

Corolario 1.1. Sean H, F , G y C ′ como en el Lema 1.4,
y sean F (−1) y G(−1) las quasi-inversas de F y G, respectiva-
mente, entonces, para cualquier (u, v) en DomC ′,

C ′(u, v) = H(F (−1)(u), G(−1)(v)).

Cuando F y G son continuas, el resultado anterior tam-
bién es válido para las cópulas y proporciona un método para
construir cópulas a partir de funciones de distribución con-
junta.

Con una extensión apropiada de su dominio a R2
, cada

cópula es una función de distribución conjunta con marginales
que son uniformes en I. Para ser precisos, sea C una cópula

y se define la función HC en R2
mediante

Hc(x, y) =



0, x < 0 o y < 0,

C(x, y), (x, y) ∈ I2,

x, y > 1, x ∈ I,

y, x > 1, t ∈ I,

1, x > 1, y > 1.

Aśı, HC es una función de distribución cuyas marginales son
Unif(0, 1). De hecho, a menudo es muy útil pensar en las
cópulas como restricciones a I2 de las funciones de distribu-
ción conjunta cuyas marginales son Unif(0, 1).
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1.3.1. Cópulas y variables aleatorias bidi-
mensionales

Ahora se esta en condiciones de interpretar el Teorema de
Sklar en términos de variables aleatorias y sus funciones de
distribución:

Teorema 1.3. Sea X e Y variables aleatorias con fun-
ciones de distribución F y G, respectivamente, y función de
distribución conjunta H. Entonces existe una cópula C tal
que (1.5) es cierta. Si F y G son continuas, C es única. De
lo contrario, C es únicamente determinada en RanF×RanG.

La cópula C del Teorema 1.3 se denominará cópula de X
e Y , y se denominará CXY cuando su identificación con las
variables aleatorias X e Y sea ventajosa.

El Teorema siguiente muestra que la cópula del producto
Π(u, v) = uv caracteriza las variables aleatorias independien-
tes cuando las funciones de distribución son continuas.

Teorema 1.4. Sean X e Y variables aleatorias continuas.
Luego, X e Y son independientes si y sólo si CXY = Π.

Demostración. Ver [36].

Gran parte de la utilidad de las cópulas en el estudio de
la estad́ıstica no paramétrica se deriva del hecho de que para
las transformaciones estrictamente monótonas de las variables
aleatorias, las cópulas son invariantes o cambian de manera
predecible. Se recuerda que si la función de distribución de una
variable aleatoria X es continua, y si α es una función estric-
tamente monótona cuyo dominio contiene RanX, entonces la
función de distribución de la variable aleatoria α(X) también
es continua. Se trata primero el caso de las transformaciones
estrictamente crecientes.
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Teorema 1.5. Sean X e Y variables aleatorias continuas
con cópula CXY . Si α y β aumentan estrictamente en RanX
y RanY , respectivamente, entonces Cα(X)β(Y ) = CXY . Por
tanto, CXY es invariante bajo transformaciones estrictamente
crecientes de X e Y .

Demostración. Prueba en [36]. Sean F1, G1, F2 y G2 las fun-
ciones de distribución de X, Y , α(X) y β(Y ), respectivamen-
te. Como α y β son estrictamente crecientes,

F2(x) = P [α(X) ≤ x] = P [X ≤ α−1(x)] = F1(α
−1(x)),

y de la misma manera G2(y) = G1(β
−1(y)). Por tanto, para

cualquier x, y en R,

Cα(X)β(Y )(F2(x), G2(Y )) = P [α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y]

= P [X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y)]

= CXY (F1(α
−1(x)), G1(β

−1(y)))

= CXY (F2(X), G2(Y )).

Como X e Y son continuos, RanF2 = RanG2 = I, se sigue
que Cα(X)β(Y ) = CXY en I2.

Cuando al menos uno de α y β es estrictamente decrecien-
te, se obtiene resultados en los que la cópula de las variables
aleatorias α(X) y β(Y ) es una transformación simple de CXY .
Espećıficamente, se tiene:

Teorema 1.6. Sean X e Y variables aleatorias continuas
con cópula CXY . Se deja que a y b sean estrictamente monóto-
nos en RanX y RanY , respectivamente.

1. Si α es estrictamente creciente y β es estrictamente decre-
ciente, entonces

Cα(X),β(Y )(u, v) = u− CXY (u, 1− v).
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2. Si α es estrictamente decreciente y β es estrictamente cre-
ciente, entonces

Cα(X),β(Y )(u, v) = v − CXY (1− u, v).

3. Si α y β son ambas estrictamente decrecientes, entonces

Cα(X),β(Y )(u, v) = u+ v − 1 + CXY (1− u, 1− v).

Demostración. Sean F1, G1, F2 y G2 las funciones de distri-
bución de X, Y , α(X) y β(Y ), respectivamente.

Para el caso 1., α es estrictamente creciente, F2(x) =
F1(α

−1(x)), y como β es estrictamente decreciente,

G2(y) = P [β(Y ) ≤ y] = 1−P [Y ≤ β−1(y)] = 1−G1(β
−1(y)).

Para todo x, y en R,

Cα(X)β(Y )(F2(x), G2(Y )) = P [α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y]

= P [X ≤ α−1(x)](1− P [Y ≤ β−1(y)])

= F1(α
−1(x))

− P [F1(α
−1(x)), G1(β

−1(y))]

= F2(x)− CXY (F2(x), 1−G2(y)).

Como X e Y son continuos, RanF2 = RanG2 = I, se sigue
que

Cα(X)β(Y )(u, v) = u− CXY (u, 1− v)

en I2. El segundo caso es análogo al primero.

Para el tercer caso, como α y β son estrictamente decre-
cientes, F2(x) = 1 − F1(α

−1(x)) y G2(y) = 1 − G1(β
−1(y)),
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luego para todo x, y en R,

Cα(X)β(Y )(F2(x), G2(Y )) = P [α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y]

= (1− P [X ≤ α−1(x)])

(1− P [Y ≤ β−1(y)])

= 1− F1(α
−1(x))−G1(β

−1(y))+

+ CXY (F1(α
−1(x)), G1(β

−1(y)))

= F2(x) +G2(y)− 1+

+ CXY (1− F2(x), 1−G2(x)).

Como X e Y son continuos, RanF2 = RanG2 = I, se sigue
que

Cα(X),β(Y )(u, v) = u+ v − 1 + CXY (1− u, 1− v).

en I2.

1.3.2. La cópula de Gumbel-Hougaard en 2
variables

La cópula de Gumbel-Hougaard está definida por

Cθ(u, v) = exp
(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

)1/θ)
, (1.6)

donde θ ∈ [1,∞). Esta cópula representa la dependencia no
negativa, siendo que cuando θ = 1 representa dependencia nu-
la, es decir, representa dos variables independientes, y cuando
θ → ∞ representando dependencia perfecta, es decir, de 1.
Por este hecho, parece adecuada para representar la depen-
dencia entre contaminantes, ya que se piensa que si hay con-
taminación de un contaminante, supongamos ozono, los otros
contaminantes también tendŕıan valores altos, por ejemplo el
dióxido de nitrógeno.

El paquete OpenBUGS trabaja con funciones de densidad,
por lo que es importante calcular la densidad de una distribu-
ción dada por la Ecuación (1.5). Sea f , g y h las densidades
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asociada a la distribuciones F , G y H respectivamente, en-
tonces

h(x, y) =
∂2H(x, y)

∂x∂y
=

∂2C(F (x), G(y))

∂x∂y

=
∂

∂x

(
∂C(F (x), G(y))

∂y

)
=

∂

∂x

(
∂C(F (x), G(y))

∂F (x)
· ∂F (x)

∂y

+
∂C(F (x), G(y))

∂G(y)
· ∂G(y)

∂y

)
=

∂

∂x

(
∂C(F (x), G(y))

∂G(y)
g(y)

)
=

∂

∂x

(
∂C(F (x), G(y))

∂G(y)

)
g(y)

+
∂C(F (x), G(y))

∂G(y)
· ∂

∂x
g(y)

= g(y)
∂

∂G(y)

(
∂C(F (x), G(y))

∂x

)
= g(y)

∂

∂G(y)

(
∂C(F (x), G(y))

∂F (x)
· ∂F (x)

∂x

+
∂C(F (x), G(y))

∂G(y)
· ∂G(y)

∂x

)
= f(x)g(y)

∂2C(F (x), G(y))

∂F (x)∂G(y)
,

y tomando u = F (x) y v = G(y)

h(x, y) = f(x)g(y)
∂2C(u, v)

∂u∂v
.

Dado que la cópula de Gumbel-Hougaard es absolutamen-
te continua, se puede escribir la densidad bivariada de la cópu-
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la como

cθ(u, v) =
∂2Cθ(u, v)

∂u∂v
=

∂

∂u

[
∂Cθ(u, v)

∂v

]
=

∂

∂u

[
exp

(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)
(−1)

(
1

θ

)
×
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ
−1

θ(− log v)θ−1

(
−1

v

)]
=

(− log v)θ−1

v

∂

∂u

[
exp

(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)
×
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ
−1
]

=
(− log v)θ−1

v

[
(− log u)θ−1

u

× exp

(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)
×
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 2
θ
−2

+exp

(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)(
1

θ
− 1

)
×
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ
−2

θ(− log u)θ−1

(
−1

u

)]
=

(− log v)θ−1

v

[
(− log u)θ−1

u

× exp

(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)
×
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 2
θ
−2

+
(− log u)θ−1

u

× exp

(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)
(θ − 1)

×
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ
−2
]
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es decir,

cθ(u, v) =
(− log u)θ−1(− log v)θ−1

uv

× exp
(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)
×
((

(− log u)θ + (− log v)θ
) 2

θ
−2

× +(θ − 1)
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ
−2
)
. (1.7)

Por tanto, la densidad conjunta para dos variables aleatorias
X e Z, se puede escribir como

fY,Z,θ(y, z) = fY (y)fZ(z)cθ(FY (y), FZ(z)), (1.8)

donde cθ es representada por la ecuación (1.7), F denota fun-
ciones de distribución, f funciones de densidad y los sub́ındi-
ces a que variable pertenece.

1.4. Cópulas Arqúımedianas

Definición 1.8. Sea φ una función continua y estricta-
mente decreciente de I a [0,∞] tal que φ(1) = 0. La pseudo-
inversa de φ es la función φ[−1] con Domφ[−1] = [0,∞] y
Ranφ[−1] = I dado por

φ[−1](t) =

{
φ−1(t), 0 ≤ t ≤ φ(0),

0, φ(0) ≤ t ≤ ∞.

Lema 1.6. Sea φ una función continua y estrictamente
decreciente de I a [0,∞] tal que φ(1) = 0, y sea φ[−1] la
pseudoinversa de φ. Sea C una función de I2 a I definida por

C(u, v) = φ[−1](φ(u) + φ(v)), (1.9)

es una cópula.
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Demostración. Ver [36].

A la familia de cópulas que cumplen la Ecuación (1.9)
se le conoce como cópulas Arqúımedianas. Esta familia de
cópulas son de mucha utilidad en la práctica, debido a que
se puede pueden generar cópulas a partir de una función φ
como en el Lema 1.6, además de que por la misma función
es relativamente sencillo generar variables aleatorias, como se
indica en [26].

La cópula de Gumbel-Hougaard forma parte de las lla-
madas cópulas Arqúımedianas, y está generada por φ(t) =
(− log t)θ.

1.5. Dependencia

Hay una variedad de formas de medir la dependencia y
algunas de estas propiedades y medidas son invariantes bajo
escala, es decir, permanecen sin cambios bajo transformacio-
nes estrictamente crecientes de las variables aleatorias. Las
propiedades de dependencia y las medias de asociación están
interrelacionadas, y las más conocidas son las versiones po-
blacionales de la τ de Kendall y la ρ de Spearman, las cuales
miden una forma de dependencia conocida como concordan-
cia. Dentro de las aplicaciones de tales medidas se encuentran
la bioloǵıa [5], la clasificación de cópulas [39], psicoloǵıa [48]
e hidroloǵıa [55].

En palabras simples, un par de variables aleatorias son
concordantes si los valores “grandes” de una tienden a estar
asociados con los valores “grandes” de la otra y los valores
“pequeños” de una con los valores “pequeños” de la otra. De
forma más precisa, sean (xi, yi) y (xj, yj) dos observaciones
de un vector (X, Y ) de variables aleatorias continuas. Se dice
que (xi, yi) y (xj, yj) son concordantes si xi < xj e yi < yj, o
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si xi > xj e yi > yj . De manera similar, Se dice que (xi, yi)
y (xj, yj) son discordantes si xi < xj e yi > yj o si xi > xj

e yi < yj . Una formulación alternativa es: (xi, yi) y (xj, yj)
son concordantes si (xi − xj)(yi − yj) > 0 y discordantes si
(xi − xj)(yi − yj) < 0.

1.5.1. τ de Kendall

La versión muestral de la medida de asociación τ de Ken-
dall se define en términos de concordancia de la manera si-
guiente: Sea {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)} una muestra alea-
toria de n observaciones de un vector (X, Y ) de variables alea-
torias continuas. Hay

(
n
2

)
pares distintos (xi, yi) e (xj, yj) de

observaciones en la muestra, y cada par es concordante o dis-
cordante; sea c el número de pares concordantes y d el número
de pares discordantes. Entonces, la τ de Kendall para la mues-
tra se define como

t =
c− d

c+ d
=

c− d(
n
2

) .

De manera equivalente, t es la probabilidad de concor-
dancia menos la probabilidad de discordancia para un par de
observaciones (xi, yi) y (xj, yj) que se eligen aleatoriamente
de la muestra. La versión poblacional de la τ de Kendall para
un vector (X, Y ) de variables aleatorias continuas con fun-
ción de distribución conjunta H se define de manera similar.
Sean (X1, Y1) y (X2, Y2) vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos, cada uno con una función de dis-
tribución conjunta H. Luego, la versión poblacional de la τ
de Kendall se define como la probabilidad de concordancia
menos la probabilidad de discordancia:

τ = τX,Y

= P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0].
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Primero se define una función de concordancia Q, que es
la diferencia de las probabilidades de concordancia y discor-
dancia entre dos vectores (X1, Y1) y (X2, Y2) de variables alea-
torias continuas con (posiblemente) diferentes distribuciones
conjuntas H1 y H2 , pero con marginales comunes F y G. Lue-
go se mostrará que esta función depende de las distribuciones
de (X1, Y1) y (X2, Y2) sólo a través de sus cópulas.

Teorema 1.7. Sean (X1, Y1) y (X2, Y2) vectores indepen-
dientes de variables aleatorias continuas con funciones de dis-
tribución conjunta H1 y H2, respectivamente, con marginales
comunes F (de X1 y X2) y G (de Y1 e Y2). Sean C1 y C2

las cópulas de (X1, Y1) y (X2, Y2), respectivamente, de modo
que H1(x, y) = C1(F (x), G(y)) y H2(x, y) = C2(F (x), G(y)).
Sea Q la diferencia entre las probabilidades de concordancia y
discordancia de (X1, Y1) y (X2, Y2), es decir, sea

Q = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]−P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0],

entonces,

Q = Q(C1, C2) = 4

∫∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v)− 1. (1.10)

Demostración. Ver [36].

Corolario 1.2. Para C1, C2 y Q dadas como en el Teo-
rema 1.7, se tiene que Q es simétrica en sus argumentos, es
decir, Q(C1, C2) = Q(C2, C1).

El Teorema anterior permite establecer el valor de τ cuan-
do sólo se tiene un par de variables aleatorias continuas X e Y
relacionadas a partir de la con cópula C, tal como se muestra
a continuación.

Teorema 1.8. Sean X e Y variables aleatorias continuas
cuya cópula es C. Entonces la versión poblacional de la τ de
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Kendall para X e Y (que se denota por τX,Y o τC ) está dada
por

τX,Y = τC = Q(C,C) = 4

∫∫
I2
C(u, v)dC(u, v)− 1. (1.11)

Ejemplo 1.1. Sea C un miembro de la familia Farlie-
Gumbel-Morgenstern (FGM) dada por

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v),

donde θ ∈ [−1, 1]. Dado que Cθ es absolutamente continua, se
tiene que

dCθ(u, v) =
∂2Cθ(u, v)

∂u∂v
dudv = [1 + θ(1− 2u)(1− 2v)]dudv,

de modo que ∫∫
I2
Cθ(u, v)dCθ(u, v) =

1

4
+

θ

18
,

por tanto τθ ∈ [−2/9, 2/9].

El Teorema siguiente permite calcular la integral de Q en
la ecuación (1.10), y en especial τC en la ecuación (1.11).

Teorema 1.9. Sean C1 y C2 cópulas, entonces∫∫
I2
C1(u, v)dC2(u, v) =

1

2
−
∫∫

I2

∂

∂u
C1(u, v)

∂

∂v
C2(u, v)dudv.

Demostración. Ver [36].

1.5.2. ρ de Spearman

La versión poblacional de la medida de asociación conocida
como ρ de Spearman1 se basa en la concordancia y la discor-
dancia. Para obtener la versión poblacional de esta medida,

1También se le conoce como coeficiente de rangos de Spearman o
coeficiente de rangos ordenados, que mide mejor la relación entre los
datos ordenados.
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sean (X1, Y1), (X2, Y2) y (X3, Y3) tres vectores aleatorios in-
dependientes con una función común de distribución conjunta
H (cuyas marginales son F y G) y cópula C. La versión pobla-
cional ρX,Y de la ρ de Spearman se define como proporcional
a la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de
discordancia para los dos vectores (X1, Y2) y (X2, Y3), es decir,
un par de vectores con las mismas marginales, pero un vector
tiene función de distribuciónH, mientras que los componentes
del otro son independientes:

ρX,Y = 3(P [(X1−X2)(Y1−Y3) > 0]−P [(X1−X2)(Y1−Y3) < 0]).

Mientras la función de distribución conjunta de (X1, Y1) es
H(x, y), la función de distribución conjunta de (X2, Y3) es
F (x)G(y), ya que X2 e Y3 son independientes. Aśı, la cópula
de X2 e Y3 es Π, y usando el Teorema 1.7 y el Corolario 1.2,
se tiene el Teorema siguiente.

Teorema 1.10. Sean X e Y variables aleatorias continuas
cuya cópula es C. Entonces la versión poblacional de la ρ de
Spearman para X e Y (denotada por ρX,Y o ρC) está dada
por

ρX,Y = ρC = 3Q(C,Π),

= 12

∫∫
I2
uvd(C(u, v))− 3,

= 12

∫∫
I2
C(u, v)dudv − 3.

Ejemplo 1.2. Regresando a la cópula FGM en el Ejemplo
1.1, ∫∫

I2
Cθ(u, v)dudv =

1

4
+

θ

36
,

por tanto, ρθ ∈ [−1/3, 1/3].
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1.5.3. Dependencia de las colas

A continuación se muestra los conceptos básicos de de-
pendencia en las colas. En varias ocasiones no solo se necesita
dependencia en general, sino asegurar la dependencia para
valores grandes o pequeños.

Definición 1.9 (Dependencia en la cola superior e infe-
rior). Sean X e Y variables aleatorias continuas con funcio-
nes de distribución F y G, respectivamente. El parámetro de
dependencia de la cola superior λU es el ĺımite (si existe) de
la probabilidad condicional de que Y sea mayor que el 100-
percentil de G dado que X es mayor que el 100-percentil de F
cuando t se aproxima a 1, es decir,

λU = ĺım
t→1−

P [Y > G(−1)(t)|X > F (−1)(t)].

De manera similar, el parámetro de dependencia de la cola in-
ferior λL es el ĺımite (si existe) de la probabilidad condicional
de que Y sea menor o igual al 100-percentil de G dado que X
es menor o igual al 100-percentil de F cuando t tiende a 0, es
decir,

λL = ĺım
t→0+

P [Y ≤ G(−1)(t)|X ≤ F (−1)(t)].

Teorema 1.11. Sean X, Y , F , G, λU y λL como en la
Definición 1.9, y sea C la cópula de X e Y , entonces

λU = 2− ĺım
t→1−

1− C(t, t)

1− t
,

y

λL = ĺım
t→0+

C(t, t)

t
.

Demostración. Ver [36].
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1.6. Cópulas máx-estables

Una propiedad importante en las cópulas es que sean de-
pendientes para valores extremos. Esta idea esta relacionada
con las propiedades de obtener una cópula para valores extre-
mos.

Definición 1.10 (Cópula máx-estable). Una cópula C es
máx-estable si para cada r > 0 y todos u, v ∈ I

C(u, v) = Cr(u1/r, v1/r).

Teorema 1.12. Si C es una cópula y n un entero positivo,
entonces la función

C(n)(u, v) = Cn(u1/n, v1/n) (1.12)

para u, v ∈ I es una cópula. Además, si (Xi, Yi), para i =
1, 2, . . . , n son pares de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (iid) con cópula C, entonces C(n)

es la cópula de X(n) = máx{Xi} y Y(n) = máx{Yi}.

Demostración. Ver [36].

Ahora se considera el caso en donde n tiende a infinito
en la Ecuación (1.12). Se observa un parecido a los concep-
tos de valores extremos presentados en el Caṕıtulo 2. Como
consecuencia del Teorema 1.12 se tiene la definición siguiente.

Definición 1.11 (Cópula de valor extremo). Una cópula
C∗ es una cópula de valor extremo si existe una cópula C tal
que

C∗(u, v) = ĺım
n→∞

Cn(u1/n, v1/n),

para u, v ∈ I.

Teorema 1.13. Una cópula es máx-estable si y solo si es
una cópula de valor extremo.

Demostración. Ver [36].
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1.7. Cópulas multivariadas

Las Definiciones y Teoremas presentados sobre las cópulas
en 2 dimensiones, en su mayoŕıa se pueden formular en más
dimensiones, e incluso sus demostraciones son similares. Con
esto en mente, se presentan ahora los resultados y Definiciones
que son importantes el caso de estudio presentado en esta
tesis.

Para cualquier entero positivo n, se denota al espacio vec-
torial de dimensión n, R × R × · · · × R como Rn. De ma-
nera análoga, se denota al espacio de dimensión n extendido
R× R× · · · × R por Rn

.

Se denota por letras negritas a los vectores a = (a1, a2, . . . ,
an) en R2 (o Rn

). Se consideran dos vectores son a ≤ b en R2

(o Rn
) si y solo si ak ≤ bk para todo k ∈ {1, 2, . . . , n}. Para

a ≤ b se puede considerar el rectángulo de n-dimensional
[a,b] por [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn], con lo que se puede
definir el cubo unitario por In como el producto cartesiano
de n intervalos unidad I = [0, 1]. Dado B = [a,b], los puntos
c = (c1, c2, . . . , cn) donde ck es igual a ak o bk son los vértices
del rectángulo B. Por último se considera una n-función real
H como es función con dominio DomH ⊂ Rn

, y con rango
RanH ⊂ R.

Definición 1.12 (H-volumen). Sea S1, S2, . . . , Sn subcon-
juntos no vaćıos de Rn

y H una n-función real con DomH =
S1 × S2 × · · · × Sn. Sea B = [a,b] ⊂ DomH, entonces el
H-volumen de B esta dado por

VH(B) =
∑

sgn(c)H(c),

donde la suma es tomada sobre todos los vértices c de B, y

sgn(c) =

{
1, si ck = ak para un número par de k’s,

−1, si ck = ak para un número impar de k’s.
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Para ejemplificar, se supone que H es una 3-función real

con DomH = R3
, y un rectángulo B = [x1, x2] × [y1, y2] ×

[z1, z2]. El H-volumen de B es :

VH(B) = H(x2, y2, z2)−H(x2, y2, z1)−H(x2, y1, z2)

−H(x1, y2, z2) +H(x2, y1, z1) +H(x1, y2, z1)

+H(x1, y1, z2)−H(x1, y1, z1).

Ahora se supone una n-función H con DomH = S1 ×
S2 × · · · × Sn, donde cada Sk tiene un elemento mı́nimo ak,
se dice que H está conectada a tierra si H(t) = 0 para
toda t ∈ DomH tal que tk = ak para al menos algún k. Si
Sk ̸= ∅ para cada k y cada Sk tiene un elemento máximo bk,
entonces se dice que H tiene marginales, y las marginales
unidimensionales de H son dadas por las funciones Hk con
DomHk = Sk y

Hk(x) = H(b1, . . . , bk−1, x, bk+1, . . . , bn), x ∈ Sk. (1.13)

Definición 1.13 (n-creciente). Una n-función real H es
n-creciente si VH(B) ≥ 0 para todos los rectángulos B cuyos
vértices se encuentran en DomH.

Lema 1.7. Sean S1, S2, . . . , Sn subconjuntos no vaćıos de

R2
, y sea H una función n-creciente con DomH = S1 × S2 ×

· · · × Sn. Entonces H es no decreciente en cada argumento,
es decir, si

(t1, . . . , tk−1, x, tk+1, . . . , tn)

y

(t1, . . . , tk−1, y, tk+1, . . . , tn

en el DomH y x < y, entonces

H(t1, . . . , tk−1, x, tk+1, . . . , tn) ≤ H(t1, . . . , tk−1, y, tk+1, . . . , tn).

Demostración. Ver [47].
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El resultado siguiente es análogo al Lema 1.3, el cual es ne-
cesario para demostrar que las n-cópulas son uniformemente
continuas, y la prueba del Teorema de Sklar para dimensiones
mayores a 2.

Lema 1.8. Sean S1, S2, . . . , Sn subconjuntos no vaćıos
de R, y sea H una función n-creciente y conectada a tie-
rra, con marginales con DomH = S1 × S2 × · · · × Sn. Sean
x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn) puntos cualesquiera
en S1 × S2 × · · · × Sn. Entonces

|H(x)−H(y)| ≤
n∑

i=1

|Hk(xk)−Hk(yk)|.

Las Definiciones siguientes son análogas a las Definiciones
1.5 y 1.6 respectivamente.

Definición 1.14 (Subcópula). Una subcópula n-
dimensional (o n-subcópula, o brevemente, una subcópula) es
una función C ′ con las propiedades siguientes:

1. DomC ′ = S1 × S2 × · · · × Sn, donde cada Sk ⊂ I que
contiene a 0 y 1.

2. C ′ está conectada a tierra y es n-creciente.

3. C ′ tiene marginales (unidimensionales) C ′
k, k = 1, 2, . . . ,

n, que satisfacen

C ′(u) = u, u ∈ Sk. (1.14)

Definición 1.15 (Cópula). Una cópula n-dimensional (o
n-cópula, o simplemente, cópula) es una subcópula C cuyo
dominio es In.

De manera equivalente, una cópula es una función C de
In a I con las propiedades siguientes:
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1. Para cada u en In,

C(u) = 0

si al menos una coordenada de u es 0, y

C(u) = uk,

si todas las coordenadas de u son 1 excepto uk.

2. Para todo a,b ∈ In tal que a ≤ b,

VC([a,b]) ≥ 0.

Como consecuencia del Lema 1.8, se tiene que las fun-
ciones n-crecientes son uniformemente continuas, y por tanto
también las cópulas son uniformemente continuas.

Teorema 1.14. Sea C ′ una subcópula. Entonces, para
cada u,v ∈ DomC ′,

|C ′(v)− C ′(u)| ≤
n∑

i=1

|vk − uk|.

Por tanto, C ′ es uniformemente continua en su dominio.

Para tener el Teorema de Sklar para dimensiones mayores
a 2, antes se debe dar la Definición siguiente:

Definición 1.16. Una función de distribución
(n-dimensional) es una función H con DomH = Rn

tal que:

1. H es n-creciente,

2. H(t) = 0 para todo t ∈ Rn
tal que tk = −∞ para al

menos un k ∈ N entre 1 y n, y H(∞,∞, . . . ,∞) = 1.

Por lo anterior y del Lema 1.7, se deduce que las margina-
les dadas en la Ecuación (1.13) de una función de distribución
(n-dimensional) son funciones de distribución.
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Teorema 1.15 (Teorema de Sklar). Sea H una función
de distribución n-dimensional con marginales F1, F2, . . . , Fn.
Aśı, existe una cópula C tal que para todo x ∈ R,

H(x1, x2, . . . , xn) = C(F1(x1), F2(x2), . . . , Fn(xn)). (1.15)

Si F1, F2, . . . , Fn son continuas, entonces C es única; de lo
contrario, C se determina únicamente en RanF1 × RanF2 ×
· · ·×RanFn. Por el contrario, si C es una cópula y F1, F2, . . . ,
Fn son funciones de distribución, entonces la función H de-
finida por (1.15) es una función de distribución conjunta con
marginales F1, F2, . . . , Fn.

Demostración. Ver [12, 33, 49]

1.7.1. La cópula de Gumbel-Hougaard en 3
variables

La cópula de Gumbel-Houggard en tres dimensiones está
representada por

Cθ(u1, u2, u3)

= exp

(
−
(
(− log u1)

θ + (− log u2)
θ + (− log u3)

θ
)1/θ)

,

(1.16)

donde θ ∈ [1,∞].

Al igual que se hizo en el caso de dos dimensiones, la fun-
ción de densidad en para tres componentes esta dada por

fX1,X2,X3,θ(x1, x2, x3)

=fX1(x1)fX2(x2)fX3(x3)

× cθ(FX1(x1), FX2(x2), FX3(x3)), (1.17)

donde las F ’s representan las funciones de distribución de
las variables aleatorias, las f ’s las funciones de densidad de
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probabilidad y las X’s las variables aleatorias, donde

cθ(u1, u2, u3) =
∂3Cθ(u1, u2, u3)

∂u1∂u2∂u3

.

Aśı, la derivada de la cópula de Gumbel-Hougaard está
dada por

cθ(u1, u2, u3) =
1

u1u2u3

(− log u1)
θ−1(− log u2)

θ−1

× (− log u3)
θ−1 exp(−κ1/θ)κ−3+1/θ (1.18)

× [1 + 2θ2 + 3θ(−1 + κ1/θ)

− 3κ1/θ + κ2/θ],

donde

κ = (− log u1)
θ + (− log u2)

θ + (− log u3)
θ.

1.7.2. Cópulas Asimétricas

Una generalización para las cópulas Arqúımedianas son
las denominadas “cópulas asimétricas”, que para el caso de
n = 3, está dada por

C1(u3, C2(u2, u1)).

Si las cumple que C(u1, u2) = C(u2, u1), entonces

C1(C2(u1, u2), u3). (1.19)

Sean θ1, θ2 los parámetros de C1 y C2 las cópulas en la
Ecuación (1.19) entonces θ1 < θ2, donde las cópulas pertene-
cen a la misma familia. Para mayor detalle sobre la construc-
ción y condiciones, revisar [21]. Por consiguiente, la función
de distribución con marginales F (x), G(y) y H(z) es

C1(C2(F (x), G(y)), H(z)). (1.20)
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Ahora, se calcula la función de densidad asociada a la fun-
ción de distribución (1.20) Sean f , g y h las densidades aso-
ciadas a la distribuciones F , G y H respectivamente,

∂3C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂x∂y∂z

=
∂2

∂x∂y

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂z

)
=

∂2

∂x∂y

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))
· ∂C2(F (x), G(y))

∂z

+
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)
· ∂H(z)

∂z

)
=

∂2

∂x∂y

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)
· h(z)

)
=h(z)

∂2

∂x∂y

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)

)
=h(z)

∂

∂x

[
∂

∂y

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)

)]
=h(z)

∂

∂x

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂y

)]
=h(z)

∂

∂x

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

× ∂C2(F (x), G(y))

∂y

+
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)
· ∂H(z)

∂y

)]
=h(z)

∂

∂x

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

×
{
∂C2(F (x), G(y))

∂F (x)
· ∂F (x)

∂y

+
∂C2(F (x), G(y))

∂G(y)
· ∂G(y)

∂y

})]
,
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y continuando con las operaciones,

∂3C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂x∂y∂z

=h(z)
∂

∂x

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

×∂C2(F (x), G(y))

∂G(y)
· g(y)

)]
=g(y)h(z)

∂

∂x

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

×∂C2(F (x), G(y))

∂G(y)

)]
=g(y)h(z)

∂

∂x

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

× ∂C2(F (x), G(y))

∂G(y)

+
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)
· ∂H(z)

∂G(y)

)]
=g(y)h(z)

∂

∂x

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂G(y)

)]
=g(y)h(z)

∂

∂G(y)

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂x

)]
=g(y)h(z)

∂

∂G(y)

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

× ∂C2(F (x), G(y))

∂x

+
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)
· ∂H(z)

∂x

)]
=g(y)h(z)

∂

∂G(y)

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

×
{
∂C2(F (x), G(y))

∂F (x)
· ∂F (x)

∂x

+
∂C2(F (x), G(y))

∂G(y)
· ∂G(y)

∂x

})]
,
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por consiguiente,

∂3C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂x∂y∂z

=g(y)h(z)
∂

∂G(y)

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

× ∂C2(F (x), G(y))

∂F (x)
· f(x)

)]
,

=f(x)g(y)h(z)
∂

∂G(y)

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

× ∂C2(F (x), G(y))

∂F (x)

)]
=f(x)g(y)h(z)

∂

∂G(y)

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂C2(F (x), G(y))

× ∂C2(F (x), G(y))

∂F (x)

+
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂H(z)
· ∂H(z)

∂F (x)

)]
=f(x)g(y)h(z)

× ∂

∂G(y)

[
∂

∂H(z)

(
∂C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂F (x)

)]
=f(x)g(y)h(z)

∂3C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂F (x)∂G(y)∂H(z)
.

y tomando u = F (x), v = G(y) y w = H(Z), se tiene que

∂3C1[C2(F (x), G(y)), H(z)]

∂x∂y∂z

=f(x)g(y)h(z)
∂3C1[C2(u, v), w]

∂u∂v∂w
.

Ahora se calcula la última derivada, que se denota por
cθ1,θ2(u, v, w) y será la densidad asociada a la distribución
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(1.19), la cual está dada por

cθ1,θ2(u, v, w) =
∂3C1[C2(u, v), w]

∂u∂v∂w

=
∂2

∂u∂v

(
∂C1[C2(u, v), w]

∂w

)
=

∂2

∂u∂v

(
∂C1[C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
· ∂C2(u, v)

∂w

+
∂C1[C2(u, v), w]

∂w
· ∂w
∂w

)
=

∂2

∂u∂v

(
∂C1[C2(u, v), w]

∂w

)
.

Sea

C
(0,1)
1 [C2(u, v), w] :=

∂C1[C2(u, v), w]

∂w
,

por lo que

cθ1,θ2(u, v, w) =
∂2

∂u∂v

[
C

(0,1)
1 [C2(u, v), w]

]
=

∂

∂u

[
∂

∂v

(
C

(0,1)
1 [C2(u, v), w]

)]
=

∂

∂u

[
∂C

(0,1)
1 [C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
· ∂C2(u, v)

∂v

+
∂C

(0,1)
1 [C2(u, v), w]

∂w
· ∂w
∂v

]

=
∂

∂u

[
∂C

(0,1)
1 [C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
· ∂C2(u, v)

∂v

]
.

Tomando

C
(1,1)
1 [C2(u, v), w] :=

∂C
(0,1)
1 [C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
,
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simplificando a

cθ1,θ2(u, v, w)

=
∂

∂u

[
C

(1,1)
1 [C2(u, v), w] ·

∂C2(u, v)

∂v

]
=

∂

∂u

[
C

(1,1)
1 [C2(u, v), w] ·

∂C2(u, v)

∂v

]
=
∂C

(1,1)
1 [C2(u, v), w]

∂u
· ∂C2(u, v)

∂v

+ C
(1,1)
1 [C2(u, v), w] ·

∂2C2(u, v)

∂u∂v

=

(
∂C

(1,1)
1 [C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
· ∂C2(u, v)

∂u

+
∂C

(1,1)
1 [C2(u, v), w]

∂w
· ∂w
∂u

)

× ∂C2(u, v)

∂v
+ C

(1,1)
1 [C2(u, v), w] ·

∂2C2(u, v)

∂u∂v

=
∂C

(1,1)
1 [C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
· ∂C2(u, v)

∂u
· ∂C2(u, v)

∂v

+ C
(1,1)
1 [C2(u, v), w] ·

∂2C2(u, v)

∂u∂v

=
∂C

(1,1)
1 [C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
· ∂C2(u, v)

∂u
· ∂C2(u, v)

∂v

+ C
(1,1)
1 [C2(u, v), w] ·

∂2C2(u, v)

∂u∂v

=
∂2C

(0,1)
1 [C2(u, v), w]

∂(C2(u, v))2
· ∂C2(u, v)

∂u
· ∂C2(u, v)

∂v

+
∂C

(0,1)
1 [C2(u, v), w]

∂C2(u, v)
· ∂

2C2(u, v)

∂u∂v

=
∂3C1[C2(u, v), w]

∂(C2(u, v))2∂w
· ∂C2(u, v)

∂u
· ∂C2(u, v)

∂v

+
∂2C1[C2(u, v), w]

∂C2(u, v)∂w
· ∂

2C2(u, v)

∂u∂v
,
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es decir,

cθ1,θ2(u, v, w)

=
∂3C1[C2(u, v), w]

∂(C2(u, v))2∂w
· ∂C2(u, v)

∂u
· ∂C2(u, v)

∂v

+
∂2C1[C2(u, v), w]

∂C2(u, v)∂w
· ∂

2C2(u, v)

∂u∂v
. (1.21)

Aśı, la densidad de las variables X1, X2 y X3 expresada en
cópulas asimétricas está dada por

fX1,X2,X3,θ1,θ2(x1, x2, x3)

=fX1(x)fX2(x2)fX3(x3)

× cθ1,θ2(FX1(x1), FX2(x2), FX3(x3)). (1.22)

1.7.3. La cópula asimétrica de Gumbel - Hou-
gaard en 3 variables

La cópula asimétrica de Gumbel-Houggard en tres dimen-
siones está representada por

C1(u3, C2(u2, u1))

= exp

(
−
((

(− log u1)
θ2 + (− log u2)

θ2
) θ1

θ2

+(− log u3)
θ1
) 1

θ1

)
,

donde θ1, θ2 ∈ [1,∞] y θ1 < θ2. Ahora, la derivada dada por
(1.21) es necesaria para encontrar la función de densidad, que
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para este caso,

∂3C1(u3, C2(u2, u1))

∂u1∂u2∂u3

=
1

u1u2u3

(− log u1)
θ2−1(− log u2)

θ2−1(− log u3)
θ1−1

× k
1
θ1

−3

1 k
θ1
θ2

−2

2 exp

(
−k

1
θ1
1

)
×
{
k

θ1
θ2
2

[
1− 3k

1
θ1
1 + k

2
θ1
1

]
+ θ21

(
k

θ1
θ2
2 − (− log u3)

θ1

)
+ θ1

(
−1 + k

1
θ1
1

)(
2k

θ1
θ2
2 − (− log u3)

θ1

)
+θ1θ2k1 + θ2k1

(
−1 + k

1
θ1
1

)}
,

donde

k1 =
(
(− log u1)

θ2 + (− log u2)
θ2
) θ1

θ2 + (− log u3)
θ1 ,

y
k2 = (− log u1)

θ2 + (− log u2)
θ2 .



Caṕıtulo 2

Distribución de Valores
Extremos

Las distribuciones de valores extremos son modelos ĺımites
para los máximos y mı́nimos de un conjunto de datos. Estas
distribuciones modelan qué tan grandes (o pequeños) serán
probablemente los datos. Estas distribuciones son útiles para
modelar la dependencia entre variables aleatorias y se utilizan
en diversos campos como las finanzas, la bioloǵıa, las ciencias
sociales y cualquier área en la cual se quiera analizar máxi-
mos o mı́nimos de un conjunto de datos en una determinada
unidad de tiempo, como se indica en [10, 22, 29, 42].

2.1. Máximos por bloques

Se asume que los datos Mn son máximos, es decir,

Mn = máx{X1, . . . , Xn}, (2.1)

donde las Xi con i = 1, . . . , n pueden ser no observables.

Si el experto puede observar las Xi en (2.1), entonces ele-
gir los máximos de los bloques observados es otra posibilidad,

37
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además de extraer valores extremos superiores de un conjunto
de datos (o tomar excedencias). Este método se llama máxi-
mos por bloques o método de Gumbel.

Para variables aleatorias iid X1, . . . , Xn, Mn tiene función
de distribución:

P

[
máx
i≤n

Xi ≤ x

]
= P [X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x] = F n(x).

Por tanto, las Mn en (2.1) están dependiendo de F n si las xi’s
tienen función de distribución F .

2.2. Teoremas de tipo extremo

El problema surge cuando F es desconocida, por lo que se
buscan familias aproximadas de modelos para F n, que pueden
estimarse sobre la base de datos extremos. Esto es similar a
la práctica habitual de aproximar la distribución de las me-
dias muestrales mediante la distribución normal, tal como lo
justifica el Teorema de Ĺımite Central.

Se procede observando el comportamiento de F n cuando
n → ∞. Pero esto por śı solo no es suficiente: para cualquier
x < x∗, donde x∗ es el punto final superior1 de F , F n(z) → ∞
cuando n → ∞, de modo que la distribución de Mn degenera
en una masa puntual en x∗.

Se supone que existen {an > 0} y {bn} sucesiones reales,
tales que

M∗
n =

Mn − bn
an

,

1x∗ es el más pequeño de los x tal que F (x) = 1, es decir,

x∗ = ı́nf{z : F (x) = 1}.
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tiene una distribución ĺımite no degenerada2 cuando n → ∞,
es decir,

ĺım
n→∞

F n(anx+ bn) = G(x).

Teorema 2.1. Existen sucesiones de constantes {an > 0}
y {bn} reales tales que

P

(
Mb − bn

an
≤ x

)
→ G(x) cuando n → ∞,

para una función de distribución G no degenerada, entonces
G es un miembro de la familia de distribuciones de valores
extremos generalizada (GEV por sus siglas en inglés),

Gξ = exp

(
−
(
1 + ξ

(
x− µ

σ

))−1/ξ
)
, 1 + ξ

(
x− µ

σ

)
> 0,

(2.2)
donde ξ es real y donde para ξ = 0 el lado derecho se puede
interpretar como exp(−e−x) (caso ĺımite).

Demostración. Véase [22].

Definición 2.1. El parámetro ξ es llamado el ı́ndice de
valor extremo.

El Teorema 2.1 demuestra que las funciones de distribu-
ción ĺımite forman una sencilla familia de un solo parámetro
expĺıcito aparte de los parámetros de escala y ubicación. La
Figura B.1 ilustra esta familia para algunos valores de ξ, con
µ = 0 y σ = 1.

Siguiendo con los valores estándar de µ = 0 y σ = 1,

a) Para ξ = 0, el punto final superior de la distribución es
infinito. La distribución, sin embargo, es bastante ligera:
1−G0(x) ∼ ex cuando x → ∞.

2Una distribución degenerada es una distribución de probabilidad
en un espacio donde el soporte está necesariamente en un espacio de
dimensión más baja.
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b) Para ξ > 0, Gξ(x) < 1 para todo x, es decir, el punto
final superior de la distribución es infinito. Además, cuando
x → ∞, 1 − Gξ(x) ∼ ξ−1/ξx−1/ξ, es decir, la distribución
tiene una cola derecha bastante pesada.

c) Para ξ < 0, el punto final superior de la distribución es
−1/ξ, por lo que tiene una cola corta, verificando 1 −
Gξ(−ξ−1 − 1) ∼ (−ξx)−1/ξ, cuando x → 0+.

La familia GEV se puede reparametrizar, esto con el fin
de tener otras distribuciones más espećıficas, es decir,

a) El subconjunto de la familia GEV con ξ = 0, se obtiene la
distribución

G0(x) = exp(−e−x),

para todo x, y es llamada la distribución Gumbel.

b) Para ξ > 0, se usa Gξ

(
x−1
ξ

)
y se toma α = 1/ξ > 0,

Gα =

{
0, x ≤ 0,

exp(−x−α), x > 0.

A esta familia de distribuciones se le conoce como la familia
de distribuciones Fréchet.

c) Para xi < 0 se usa Gξ

(
−1+x

ξ

)
y tomando α = −1/ξ > 0,

Gα =

{
exp(−(x−)−α), x < 0.

1 x ≥ 0.

La cual es la familia de distribuciones Weibull.

Cabe señalar que las tres distribuciones anteriores se encuen-
tran en su forma estándar, es decir, donde el parámetro de
ubicación es µ es 0 y el parámetro de escala σ es 1. Además,
al parámetro α es el llamado parámetro de forma.

Al Teorema 2.1 se puede reformular de acuerdo a Coles
[10] de la manera siguiente.
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Teorema 2.2. Si la variable aleatoria X tiene función
de distribución F , entonces µ+σX tiene función de distribu-
ción y escala Fµ,σ(x) = F ((x − µ)/σ), donde µ y σ > 0 son
los parámetros de ubicación y escala respectivamente. Aśı, la
distribución de GEV es una de los siguientes:

Gumbel:

G0(x) = exp(−e−(x−µ)/σ),

para toda x ∈ R.

Fréchet, α > 0:

G1,α(x) = exp

(
−
(
x− µ

σ

)−α
)
,

para x ≥ µ.

Weibull, α > 0:

G2,α(x) = exp

(
−
(
−
(
x− µ

σ

))α)
,

para x ≤ µ.

El Teorema 2.2 muestra las distintas familias de distribu-
ciones GEV que se obtienen, las cuales tienen propiedades y
caracteŕısticas particulares.

Nota 2.1. En el Teorema anterior, µ+σX es miembro de
alguna de las familias mencionadas, sin embargo, al desplaza-
miento o multiplicación por una constante positiva será igual-
mente miembro de tales familias. Por tanto, la distribución
de X es miembro de la familia Gumbell, Frechét o Weibull.
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2.3. Inferencia sobre la función de

distribución de GEV

Una dificultad con el uso de métodos de verosimilitud para
la distribución GEV, es que las condiciones de regularidad que
se requieren para que las propiedades asintóticas asociadas
habitualmente con el estimador de máxima verosimilitud sean
válidas. La distribución GEV no cumplen estas condiciones
porque los puntos finales de la distribución son funciones de
los valores de los parámetros: µ−σ/ξ es un punto final superior
de la distribución cuando ξ < 0, y un punto final inferior
cuando ξ > 0. Smith en [50] estudió este problema en detalle
y obtuvo los resultados siguientes:

Cuando ξ > −0.5, los estimadores de máxima verosimi-
litud son regulares, en el sentido de tener las propiedades
asintóticas habituales.

Cuando −1 < ξ < −0.5, los estimadores de máxima
verosimilitud generalmente se pueden obtener, pero no
tienen las propiedades asintóticas estándar.

Cuando ξ < −1, es poco probable que se puedan obtener
estimadores de máxima verosimilitud.

El caso ξ ≤ −0.5 corresponde a distribuciones con una cola
superior acotada muy corta. Esta situación es rara en aplica-
ciones de modelos de valores extremos, por lo que las limita-
ciones teóricas del enfoque de máxima verosimilitud no suelen
ser un obstáculo en la práctica.

2.3.1. Estimadores de máxima verosimilitud

Bajo el supuesto de que X1, . . . , Xn son variables indepen-
dientes que tienen la distribución GEV, la log-verosimilitud
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de los parámetros de la distribución GEV cuando ξ ̸= 0 es

l(µ, σ, ξ) = −n log σ −
(
1 +

1

ξ

) n∑
i=1

log

(
1 + ξ

(
xi − µ

σ

))

−
n∑

i=1

(
1 +

(
xi − µ

σ

))−1/ξ

, (2.3)

siempre que

1 + ξ

(
xi − µ

σ

)
> 0, para i = 1, . . . ,m. (2.4)

Para el caso donde ξ = 0, donde se tiene una distribución
Gumbel da la log-verosimilitud

l(µ, σ) = −n log σ −
n∑

i=1

(
xi − µ

σ

)
−

n∑
i=1

exp

(
xi − µ

σ

)
.

(2.5)

Maximizar el par de ecuaciones (2.3) y (2.5) con respecto
al vector de parámetros (µ, σ, ξ) conduce a la estimación de
máxima verosimilitud. No existe solución anaĺıtica, sin em-
bargo, para cualquier conjunto de datos, la maximización es
sencilla utilizando algoritmos de optimización numérica. Se
necesita tener cuidado para asegurar que los algoritmos no
pasen a combinaciones de parámetros que incumplan (2.4), y
también eviten las dificultades numéricas que surgiŕıan de la
evaluación de (2.3) alrededor de ξ = 0.

2.3.2. Inferencia para niveles de retorno

Sea X1, X2, . . . una serie de observaciones independientes.
Los datos se bloquean en secuencias de observaciones de lon-
gitud n, con n suficientemente grande, generando una serie de
máximos de bloque, M1, . . . ,Mm, a los que se puede ajustar
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la distribución GEV. Las estimaciones de cuantiles extremos
de la distribución máxima se obtienen invirtiendo la ecuación
(2.2):

zp =

{
µ− σ

ξ

(
1− (− log(1− p))−ξ

)
, para ξ ̸= 0,

µ− σ log(− log(1− p)), para ξ = 0,
(2.6)

donde G(zp) = 1− p. El zp es el nivel de retorno asociado con
el borde del peŕıodo de retorno, ya que con un grado razonable
de precisión, se espera que el nivel zp se exceda en promedio
una vez cada 1/p unidades de tiempo, es decir, zp es excedido
por el máximo en el periodo de tiempo en cualquier año en
particular con probabilidad p.

Por la sustitución de las estimaciones de máxima vero-
similitud de los parámetros GEV en (2.6), la estimación de
máxima verosimilitud de zp para 0 < p < 1, el nivel 1/p de
retorno, se obtiene como

zp =

{
µ̂− σ̂

ξ̂

(
1− (− log(1− p))−ξ̂

)
, para ξ̂ ̸= 0,

µ̂− σ̂ log(− log(1− p)), para ξ̂ = 0.

Para ξ̂ < 0, es posible hacer inferencias sobre z∗ de la dis-
tribución, que es el peŕıodo de retorno de observación infinita,
correspondiente a zp con p = 0. La estimación de máxima ve-
rosimilitud es

ẑ0 = µ̂− σ̂

ξ̂
.

Cuando ξ̂ ≥ 0, la estimación de máxima verosimilitud de z∗

es infinito.

2.4. Las distribuciones

La distribución Fréchet(α, s, µ) está dada por

F (x;α, s) = e−((x−µ)/s)−α

, x > µ.
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donde α es el parámetro de forma y s > 0 es el parámetro de
escala. Su respectiva función de densidad está dada por

f(x;α, s, µ) =
α

s

(
x− µ

s

)−α−1

e−((x−µ)/s)−α

, x > µ.

Para la densidad Weibull presentada en el Teorema 2.2
se tiene que es para valores menores que µ, sin embargo, en
aplicaciones se considera la distribución de su transformación
negativa, es decir, si Y tiene distribución Weibull donde α
es el parámetro de forma y k es el parámetro de escala, se
considera la transformación X = φ(Y ) = −Y , la cual es una
transformación decreciente, por lo que

GX(x) = P (X ≤ x)

= P (φ(Y ) ≤ x)

= P (Y ≥ φ−1(x))

= 1− P (Y ≤ φ−1(x))

= 1− exp

(
−
(
−
(
−x− µ

σ

))α)
= 1− exp

[
−
(
x− (−µ)

k

)α]
.

Aśı, a partir de ahora, cuando se haga mención de la distri-
bución Weibull, se hace referencia a la ecuación anterior, por
lo que la distribución Weibull(α, k, µ) está dada por3

F (x;α, k) = 1− e−((x−µ)/k)α , x > µ,

donde α > 0 es el parámetro de forma y k > 0 es el parámetro
de escala. La función de densidad asociada es

f(x;α, k) =
α

k

(
x− µ

k

)α−1

e−((x−µ)/k)α , x > µ,

3Como −µ es una constante, se puede reescribir a µ como −µ
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Una forma alternativa en la densidad Weibull(α, k, µ) es
tomar b = k−α,

f(x;α, k) =
α

k

(
x− µ

k

)α−1

e−((x−µ)/k)α

=
α

k
· (x− µ)α−1

kα−1
e−(x−µ)α/kα

=
α

kα
· (x− µ)α−1e−(x−µ)α/kα

= bα · (x− µ)α−1e−b(x−µ)α ,

para x > µ, la función de distribución es

F (x;α, k) = 1− e−b(x−µ)xα

.

Esta reparametrización es la que se encuentra implemen-
tada en el paquete OpenBUGS, la cual se denotará por
Weibull2(α, b, µ).



Caṕıtulo 3

Estad́ıstica Bayesiana

En la teoŕıa de probabilidad, se toman a menudo a la De-
finición A.1 como los axiomas de la probabilidad. De estas
propiedades, se establecen varias propiedades y Definiciones,
y una de ellas es el Teorema de Bayes, cuya idea es esencial
para la estad́ıstica bayesiana. La idea clave de la estad́ıstica
bayesiana es que se puede utilizar la probabilidad para actua-
lizar las “creencias”.

3.1. Teorema de Bayes

A menudo, se necesita calcular la probabilidad de un even-
to A sabiendo que antes ha ocurrido B. A esta probabilidad se
le denota por P (A|B), llamada la probabilidad condicional
de A dado B.

Definición 3.1 (Probabilidad condicional). Sean A y B
eventos de un espacio muestral Ω y se supone que P (B) > 0.
Aśı, la probabilidad condicional del evento A dado el evento
B se define como

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

47



48 Estad́ıstica Bayesiana

La Definición de probabilidad condicional da una forma
de calcular las probabilidades de intersecciones de conjuntos,
es decir,

P (A ∩B) = P (B)P (A|B).

Aunque en la Definición de probabilidad condicional no da
un argumento de porque toma esa forma, esté puede consul-
tarse en [23], con un enfoque frecuencial de la probabilidad.

Si E es un evento en un espacio muestral Ω, es posible
conocer P (E) en términos de las probabilidades condicionales
de una partición de Ω.

Definición 3.2 (Partición). Se dice que los eventos A1,
A2, . . . , An de Ω es una partición de Ω, si

a) Ai ∩ Aj = ∅ si i ̸= j (son ajenos dos a dos),

b) Ω = ∪n
i=1Ai = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An.

Una vez determinada la Definición de partición, se puede
llegar al llamado Teorema de la probabilidad total.

Teorema 3.1 (Teorema de la Probabilidad Total). Si E es
un evento en Ω y A1, A2, . . . , An una partición de Ω, entonces

P (E) =
n∑

i=1

P (Ai)P (E|Ai).

Demostración. Ver [23].

Como consecuencia del Teorema de la probabilidad total
y la Definición de probabilidad condicional, se obtiene el Teo-
rema base de la estad́ıstica bayesiana, el Teorema de Bayes.
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Teorema 3.2. Sea A1, A2, . . . , An una partición sobre el
espacio muestral Ω y sea E un suceso en Ω, entonces:

P (Ai|E) =
P (Ai)P (E|Ai)

n∑
j=1

P (Aj)P (E|Aj)

, para i = 1, 2, . . . , n. (3.1)

Demostración. Ver [23].

A la ecuación (3.1) es la llamada fórmula de Bayes.

3.2. La idea de la estad́ıstica Baye-

siana

Sean X e Y variables aleatorias con espacios muestrales
ΩX y ΩY respectivamente. Sea A1, A2, . . . , An es una partición
de ΩY , y E un evento de Ωx. Pensando en la probabilidad de
P (Y ∈ Ai|X ∈ E), al usar el Teorema de Bayes,

P (Y ∈ Ai|X ∈ E) =
P (Y ∈ Ai)P (X ∈ E|Y ∈ Ai)

n∑
j=1

P (Y ∈ Aj)P (X ∈ E|Y ∈ Aj)

,

aśı, ignorando el denominador de la parte derecha1, se llega a
la expresión siguiente,

P (Y ∈ Ai|X ∈ E) ∝ P (Y ∈ Ai)P (X ∈ E|Y ∈ Ai).
2

Condicionar la variable aleatoria Y por el valor de X no
cambia los tamaños relativos de las probabilidades de esos

1A tal fracción se le conoce por lo regular como “constante de pro-
porcionalidad”.

2El śımbolo ∝ se puede interpretar como “proporcional a...”
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pares (x, y) que aún pueden ocurrir. Es decir, la probabilidad
P (Y |X) es proporcional a P (X, Y ) y la constante de propor-
cionalidad es justo lo que se necesita.

El enfoque que toma la estad́ıstica bayesiana, es el de po-
der obtener funciones de densidades para los parámetros des-
conocidos, esto con ayuda de información basada en observa-
ciones muestrales sobre las variables de interés y ayudándose
de información teórica de la distribución del parámetro des-
conocido.

En la literatura de la metodoloǵıa bayesiana se usan letras
minúsculas (o griegas). Aśı, de forma general

P (y|x) = P (x, y)

P (x)
=

P (y)P (x|y)
P (x)

,

por lo que,

P (y|x) ∝ P (y)P (x|y). (3.2)

A (3.2) se le conoce como el Teorema de Bayes para variables
aleatorias. A las probabilidades P (y), P (x|y), P (y|x) y P (x)
se les conoce como la apriori, la verosimilitud, la posteriori
y la predictiva, respectivamente. Las variables x e y pueden
ser continuas o discretas. En el caso continuo, la constante de
proporcionalidad es

1

P (x)
=

1∫
P (y)P (x|y)dy

,

y en el caso discreto

1

P (x)
=

1∑
y

P (y)P (x|y)
.



3.3 Ejemplo sobre la estad́ıstica Bayesiana 51

3.3. Ejemplo sobre la estad́ıstica Ba-

yesiana

Sea y el tiempo antes de la primera aparición de una de-
sintegración radiactiva que se mide con un instrumento, pero
que, debido a que hay un retraso incorporado en el mecanis-
mo, la desintegración se registra como si hubiera tenido lugar
en un tiempo x > y. Se tiene el valor de x, pero se quiere decir
algo sobre el valor de y, por lo que

P (y) = e−y (0 < y < ∞),

P (x|y) = ke−k(x−y) (y < x < ∞).

Aśı,

P (y|x) ∝ P (y)P (x, y)

∝ e(k−1)y (0 < y < x).

A menudo basta con obtener un resultado hasta una constante
de proporcionalidad. Si se necesita la constante, es sencillo
obtenerla, ya que basta con integrar sobre el soporte de la
variable de interés. Por lo tanto, en este caso

P (y|x) = (k − 1)e(k−1)y

e(k−1)x − 1
(0 < y < x).
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Caṕıtulo 4

Modelos Bayesianos
Complejos: Método
Monte Carlo de la
Cadena de Markov

En la metodoloǵıa bayesiana que utiliza familia conjuga-
das1 es posible realizar una inferencia posteriori exacta. En
modelos bayesianos que representan la realidad suelen ser más
complejos encontrándose muchos problemas en su implemen-
tación a pesar de que existe la teoŕıa. El lograr modelar toda
la información es un reto que se aprende en cada situación
particular. Se tiene que identificar qué variables usar, identifi-
car sus interacciones, las distribuciones más adecuadas a usar,
los posibles cálculos anaĺıticos que sean factibles para lograr
el objetivo, entre otros.

Debido a que se está usando el enfoque Bayesiano, siem-

1En estad́ıstica bayesiana, si las distribuciones posteriori p(θ|x) y
apriori p(θ) pertenecen a la misma familia de distribuciones de probabi-
lidad, entonces a las distribuciones apriori y posteriori se les denomina
distribuciones conjugadas [54].

53
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pre que se pueda escribir la verosimilitud y la(s) apriori(s) en
forma matemática, se obtiene una expresión proporcional a
la distribución posteriori resultante. Sin embargo, para tra-
zar una densidad, se necesita la constante de normalización,
de modo que el área bajo nuestra gráfica de densidad sea 1.
Cuando la apriori es no conjugada y la densidad posteriori
no es de una familia reconocible, la constante normalizadora
debe obtenerse por integración: se debe averiguar a qué va-
lor numérico integra la densidad no normalizada, y luego la
constante normalizadora es su inversa.

4.1. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son variables aleatorias que se ge-
neran secuencialmente a lo largo del tiempo. Se dice que una
cadena de Markov comienza en el “tiempo 0” con algún valor
inicial. En el tiempo 1, la cadena se mueve a un valor alea-
torio generado a partir de una distribución de probabilidad
cuyos parámetros dependen del valor inicial desde el tiempo
0. En cada punto de tiempo sucesivo, la cadena vuelve a mo-
verse a un nuevo valor aleatorio generado a partir de la misma
forma de distribución de probabilidad, pero con parámetros
que dependen del valor del punto de tiempo inmediatamente
anterior.

La notación común para una cadena de Markov es {Xt}∞t=0,
donde Xt representa la variable aleatoria en el tiempo t, y
una vez alcanzado el tiempo t, xt denota el valor realizado.
El valor xt se denomina estado de la cadena en el tiempo t.
Los puntos de tiempo t en los que una cadena de Markov
genera nuevos valores a menudo se denominan iteraciones y
los valores generados xt como iterados. Los valores de una
cadena de Markov pueden ser escalares o vectores.

El soporte del que se extraen todas las variables aleatorias
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Xt se denomina espacio de estados de la cadena de Markov.
La distribución de probabilidad a partir de la cual se extrae el
estado en cada momento t, condicionada por el estado del mo-
mento anterior, se denomina núcleo de transición de la cadena
y se denota por P (Xt|Xt−1 = xt−1).

La caracteŕıstica definitoria de las cadenas de Markov es
la propiedad de Markov, que es

P (Xt|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . . , X0 = x0)

=P (Xt|Xt−1 = xt−1).

Bajo condiciones de regularidad, las extracciones genera-
das por una cadena de Markov convergerán en distribución
para extraer una distribución de probabilidad objetivo. Aśı,
si se permite que una cadena de Markov trabaje durante el
tiempo suficiente, entonces se produce la convergencia y to-
das las iteraciones posteriori se extraen de esta distribución
objetivo.

Incluso después de que una cadena de Markov ha convergi-
do, las iteraciones posteriori siguen siendo dependientes. Esto
es porque el núcleo de transición no cambia: cada nuevo va-
lor se genera a partir de una distribución de probabilidad que
depende de los valores de la iteración anterior.

4.2. Cadenas de Markov para infe-

rencia bayesiana

Las cadenas de Markov son importantes en la estad́ıstica
bayesiana porque generalmente es posible construir una cade-
na de Markov (es decir, definir su núcleo de transición) de tal
manera que la distribución objetivo sea la distribución pos-
teriori conjunta de todos los parámetros desconocidos en el
modelo bayesiano de interés. Incluso para modelos de dimen-
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sión alta en los que no es factible extraer muestras directa-
mente de la posteriori conjunta, a menudo es sencillo definir
un núcleo de transición. Por lo tanto, los métodos de Mon-
te Carlo de la cadena de Markov (MCMC por sus siglas en
inglés) proporcionan una forma de extraer muestras de la dis-
tribución conjunta posteriori en modelos bayesianos realistas
de alta dimensión.

El algoritmo de muestreo de Gibbs es una forma particular
de construir un núcleo de transición para producir una cadena
de Markov con la distribución objetivo deseada. Es el método
descrito por Gelfand y Smith en [16], y en él se basan los
algoritmos utilizados en WinBUGS y OpenBUGS.

4.3. El algoritmo EM

El algoritmo EM (Expectación Máxima) es una técnica
numérica que encuentra el valor en el que P (η|x) es un máxi-
mo, o equivalentemente, donde logP (η|x) es un máximo, pero
donde no se tiene información completa sobre la distribución
posteriori.

Un ejemplo del algoritmo EM es el enlace genético desarro-
llado por Rao [41]. Se tienen las observaciones x = (x1, x2, x3,
x4) con probabilidades de celda(

1

2
+

1

4
η,

1

4
(1− η),

1

4
(1− η),

1

4
η

)
,

y se quiere estimar η. La verosimilitud es entonces(
1

2
+

1

4
η

)x1
(
1

4
(1− η)

)x2
(
1

4
(1− η)

)x3
(
1

4
η

)x4

∝ (2 + η)x1(1− η)x2+x3ηx4 .

La estrategia consiste en aumentar los datos x agregando más
datos de z para producir datos aumentados y. Cabe señalar



4.3 El algoritmo EM 57

que, en gran medida, la distinción entre los parámetros de un
modelo y los aumentos de los datos es artificial. En el ejemplo
en cuestión, el aumento consiste simplemente en dividir la
primera celda en dos celdas con probabilidades 1

2
y 1

4
η. La

ventaja de esto es que la expresión obtenida es más sencilla.(
1

2

)y0 (1

4
η

)y1 (1

4
(1− η)

)y2 (1

4
(1− η)

)y3 (1

4
η

)y4

∝ ηy1+y4(1− η)y2+y3 ,

y si se asigna la referencia estándar apriori de Be(0, 0), en-
tonces la posteriori tiene una distribución beta

P (η|y) ∝ ηy1+y4−1(1− η)y2+y3−1.

El algoritmo EM para encontrar la distribución posteriori, es
un método iterativo que inicia de alguna conjetura plausible
η(0) para el valor de η. En la etapa t > 0, se supone que la
estimación actual es η(t). Cada etapa tiene dos E-pasos. En el
primero, el E-paso (paso de expectativa), se calcula

Q(η, η(t)) = Eη(t) logP (η|y), t > 0,

es decir, la expectativa de la función de log-verosimilitud, cal-
culando la expectativa en η = η(t), de modo que

Q(η, η(t)) =

∫
log(P (η|y))P (y|η(t),x)dy.

En el segundo paso, el M-paso (el paso de maximización), se
encuentra ese valor η(t+1) de η que maximiza Q(η, η(t)). En
este ejemplo en particular, como yi = xi para i > 1

Q(η, η(t))

=E((y1 + y4 − 1) log η + (y2 + y3 − 1) log(1− η)|η(t),x)
=(E(y1|η(t),x) + x4 + 1) log η + (x2 + x3 − 1) log(1− η).
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Para el M-paso, se nota que

∂Q(η, η(t))

∂η
=

E(y1|η(t),x) + x4 − 1

η
− x2 + x3 − 1

1− η
,

e igualando a cero,

η(t+1) =
E(y1|η(t),x) + x4 − 1

E(y1|η(t),x) + x2 + x3 + x4 − 2
.

Dado que y1 tiene una distribución binomial B(x1, n) con

π =
1
4
η(t)

1
2
+ 1

4
η(t)

=
η(t)

η(t) + 2
,

aśı que

E(y1|η(t),y) = x1η
(t)/(η(t) + 2)

la iteración es dada por

η(t+1) =
x1η

(t)/(η(t) + 2) + x4 − 1

x1η(t)/(η(t) + 2) + x2 + x3 + x4 − 2

=
η(t)(x1 + x4 − 1) + 2(x4 − 1)

η(t)(x1 + x2 + x3 + x4 − 2) + 2(x2 + x3 + x4 − 2)
.

Los valores realmente observados fueron x1 = 125, x2 = 18,
x3 = 20, x4 = 34. Entonces se estima η por iteración comen-
zando, por ejemplo, η(0) = 0.5 usando

η(t+1) =
158η(t) + 66

195η(t) + 140
.

De hecho, la iteración convergerá a la ráız positiva de 195η2−
18η − 66 = 0, que es 0.630.

Una demostración de la convergencia del algoritmo EM se
encuentra en [30].
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4.4. El muestreador de Gibbs

4.4.1. Aumento de datos encadenados

Ahora se restringirá la atención donde los datos aumen-
tados y consisten en los datos originales x aumentados por
un solo escalar z. Entonces, el algoritmo se puede expresar de
la manera siguiente: comenzar con un valor η(0) generado a
partir de la distribución apriori para η y luego repita de la
manera siguiente:

(a1) Elegir η(i+1) de η a partir de la densidad P (η|z(i),x).

(a2) Elegir z(i+1) de z a partir de la densidad P (z|η(i+1),x).

Existe una simetŕıa entre η y z, y la notación se usa sim-
plemente porque surgió en relación con el primer ejemplo que
se consideró en el algoritmo de aumento de datos. Esta versión
del algoritmo se denomina como “aumento de datos encadena-
dos”, ya que es fácil ver que la distribución del par de valores
siguiente (η, z) dados los valores que hasta ahora solo depen-
den del par actual y, por lo tanto, estos pares se mueven como
una cadena de Markov. Es un caso particular de un método
numérico al que se refiere como muestreador de Gibbs. Como
resultado de las propiedades de las cadenas de Markov, des-
pués de un número razonablemente grande de iteraciones T ,
los valores resultantes de η y z tienen una densidad conjunta
cercana a P (η, z|x), independientemente de cómo comenzó la
cadena.

Las observaciones sucesivas del par (η, z) no serán, en ge-
neral, independientes, por lo que para obtener un conjunto de
observaciones iid, se puede ejecutar el mencionado proceso a
través de las T iteraciones sucesivas, reteniendo solo el valor
final, sobre las diferentes repeticiones.

Se ilustrará el procedimiento con el ejemplo siguiente de
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Casella y George [7]. Se supone que π e y tienen la distribución
conjunta siguiente:

P (y, π) =

(
n

y

)
πy+α−1(1− π)n−y+β−1, n > 0,

para x = 0, 1, . . . , n y 0 ≤ y ≤ 1, y que se está interesado en la
distribución marginal de y. En lugar de integrar con respecto
a π, que mostrará que y tiene una distribución beta-binomial,
se procede a encontrar la distribución requerida a partir de
las dos distribuciones condicionales:

y|π ∼ B(n, π),

π|y ∼ Be(y + α, n− y + β), α, β > 0.

Este es un caso simple en el que no hay datos observados x.
Se necesita inicializar el proceso en algún lugar, por lo que
también se puede comenzar con un valor de π que se elige
de una distribución U(0, 1). Una implementación en R con
T = 10 iteraciones replicadas m = 500 veces para el caso
n = 16, α = 2 y β = 4, como señalan Casella y George en
[45], dará una muy buena aproximación a la densidad binomial
beta.

4.4.2. Un ejemplo con datos observados

En la Tabla B.1 se proporciona un conjunto pequeño de
datos que representan fallas de bombas en varios sistemas de
la planta nuclear Farley 1 [15] . La aparente variación en las
tasas de falla tiene varias fuentes, como se observa en la Ta-
bla B.1. Debeŕıa parecer plausible que el número de fallas en
cualquier intervalo de tiempo fijo tenga una distribución de
Poisson y que la media de esta distribución sea proporcional
a la longitud del intervalo, con una constante de proporciona-
lidad que vaŕıe de una bomba a otra. Parece sensato suponer
que estas constantes provienen de la familia conjugada, los
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múltiplos de chi-cuadrado, de modo que

yi|θi ∼ P (θiti), θi ∼ S−1
0 χ2

v.

Se considera que v = 1.4. Buscando las distribuciones margi-
nales P (θi|y) se encuentra que no tienen una forma cerrada.
Se necesita escribir

θ = (θ1, θ2, . . . , θk),

θ−i = (θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θk).

Ahora

P (θ,y, S0) =
∏

P (yi, θi|S0)P (S0)

=
∏

P (yi|θi)P (θi|S0)P (S0),

de lo que se sigue

P (θi|θ−i,y, S0) ∝ θ
(v+2yi)/2−1
i exp

(
−1

2
θi(S0 + 2ti)

)
.

Entonces se desprende del Apéndice A.2 en [30] que

θi|θ−i, S0,y ∼ S−1
1 χ2

v′ ,

donde
S1 = S0 + 2ti, v′ = v + 2yi.

Se encuentra que si se toma una apriori U−1
0 χ2

ρ para S0, en-
tonces

P (S0|θ,y) ∝ S
(ρ+kv)/2
0 exp

(
−1

2

(
U0 +

∑
θi

)
S0

)
.

Esta es una distribución chi-cuadrado, de modo que

S0|θ,y ∼ U−1
1 χ2

ρ′

con
U1 = U0 +

∑
θi, ρ′ = ρ+ kv.
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De acuerdo con el principio general del muestreador de Gibbs,
ahora se toma un valor de S0 y después se generan valores de
θi, luego se usan esos valores para generar un valor de S0,
posteriormente se usa este valor nuevo para generar nuevos
valores de θi, etcétera.

Los resultados de N = 10, 000 iteraciones (de los cuales
se ignoran los primeros 1000), se muestran en la Tabla B.2.
Resulta que S0 tiene una media de 1.849713 y s = 0.7906609.

4.4.3. El muestreador de Gibbs como una
extensión del aumento de datos en-
cadenado

Con el algoritmo de aumento de datos encadenados, se
tienen dos etapas en las que se estima alternativamente dos
parámetros η y z. El muestreador de Gibbs puede conside-
rarse como una extensión multivariante del algoritmo de au-
mento de datos encadenados en el se estiman r parámetros
θ1, θ2, . . . , θr. Para usarlo, se toma un punto de partida (θ

(0)
1 ,

θ
(0)
2 , . . . , θ

(0)
r ) y luego iterar de la manera siguiente:

(a1) Elegir θ
(t+1)
1 de θ1 a partir de la densidad P (θ1|θ(t)2 , θ

(t)
3 ,

. . . , θ
(t)
r ,x).

(a2) Elegir θ
(t+1)
2 de θ2 a partir de la densidad P (θ2|θ(t+1)

1 , θ
(t)
3 ,

. . . , θ
(t)
r ,x).

...

(ar) Elegir θ
(t+1)
r de θr a partir de la densidad P (θr|θ(t+1)

1 ,

θ
(t+1)
2 , . . . , θ

(t+1)
r−1 ,x).

Entonces los valores de θ = (θ
(t)
1 , . . . , θ

(t)
r ) se mueven como

una cadena de Markov, de modo que una vez que llegan a
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una posición particular, al pasar a la iteración siguiente, el
procedimiento no depende del estado anterior. En muchos ca-
sos esto significará que los valores tomados después de un gran
número de iteraciones deben tener una distribución que no de-
pende de su distribución inicial. Hay que tener en cuenta las
circunstancias en las que se produce la convergencia a una dis-
tribución de equilibrio y, suponiendo que ocurra, la velocidad
a la que se alcanza el equilibrio, lo cual se puede consultar en
[30] o [45].

4.5. El diagnóstico de Brooks Gel-

man y Rubin

El paquete OpenBUGS incluye una de las variantes del
estad́ıstico Brooks y Gelman [6], es un popular diagnóstico de
convergencia propuesto por primera vez por Gelman y Ru-
bin [17]. Este algoritmo se puede usar para decidir cuántas
iteraciones de calentamiento usar2.

La idea intuitiva detrás del diagnóstico es que, si dos o más
cadenas de MCMC se han ejecutado desde valores iniciales so-
bredispersos, se puede evaluar si las cadenas han escapado de
sus valores iniciales y han encontrado la distribución objetivo
de la cadena de Markov comparando la variabilidad dentro
de cada cadena con la variabilidad de las muestras combi-
nadas de todas las cadenas. Una vez que todas las cadenas
han convergido (al menos aproximadamente) a la distribu-
ción objetivo, la variabilidad dentro de las cadenas debe ser
aproximadamente igual a la variabilidad entre cadenas. Antes
de la convergencia, mientras que cada cadena se extrae de una

2Las iteraciones de calentamiento (o quemado) se usan para dar tiem-
po que las itereciones presenten cierto comportamiento esperado, en este
caso, se usan para observar la convergencia, es decir, se descartan un
número de iteraciones iniciales para solo utilizar las que han convergido
a la distribución objetivo.
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parte diferente del espacio de parámetros, es probable que la
variabilidad dentro de la cadena sea menor que la variabili-
dad de la muestra agrupada. Brooks y Gelman [6] sugirieron
varias medidas diferentes de variabilidad que podŕıan usarse.
Este algoritmo implementado en OpenBUGS son los anchos
de los conjuntos créıbles del 80% estimados a partir de las
muestras. El diagnóstico numérico, llamado R por relación,
es el ancho del conjunto créıble de muestra agrupada dividi-
do por el ancho medio de los conjuntos créıbles dentro de la
cadena.

En OpenBUGS se traza el gráfico “Diagnóstico BGR”
(BGR diagnostic), siendo la ĺınea verde la evolución de la
variabilidad de la muestra agrupada (estad́ıstica B), la ĺınea
azul la evolución de la variabilidad promedio de las cadenas
(estad́ıstico W ) y la ĺınea roja la evolución del estad́ıstico
R = B/W . Hay que tomar en cuenta que B y W están nor-
malizados para que el ancho de intervalo máximo estimado
sea uno3.

Para observar la convergencia en el gráfico, la ĺınea verde
y azul se deben estabilizar, lo que hará que la ĺınea roja tam-
bién se estabilice. De ejemplo se tiene la Figura B.2, donde
se observa la convergencia alrededor de las 20,000 iteraciones,
las mismas que servirán de calentamiento.

El “truco de ceros” (zeros trick) descrito en [31] se utiliza
para codificar esta función de probabilidad en OpenBUGS.
Este truco consiste en asignar una distribución de Poisson a
un vector de ceros, con parámetro (media de Poisson) igual
al negativo del logaritmo de la función de verosimilitud.

3La relación R = B/W de los anchos de intervalo agrupados y pro-
medio debe ser mayor que 1, si los valores iniciales están adecuadamente
sobredispersados; también tenderá a 1 a medida que se acerque a la con-
vergencia, por lo que en varias ocasiones se supone la convergencia para
propósitos prácticos si R < 1.05.



Caṕıtulo 5

Análisis de la
Contaminación en la
ZMVM

La contaminación es un problema ambiental que enfrenta
la sociedad actualmente. Esta se produce cuando se introdu-
cen sustancias o gases dañinos al ecosistema, causando un
desequilibrio. Este fenómeno tiene efectos perjudiciales en re-
cursos naturales, la salud, las actividades humanas y la calidad
del agua [28].

En particular, la contaminación del aire se refiere a la pre-
sencia en el aire de compuestos que implican riesgo, daño o
molestia grave para las personas. Puede ser causada por diver-
sas fuentes, por ejemplo, los gases producidos por veh́ıculos,
las emisiones de las fábricas, el polvo, el polen y las esporas de
moho. Los efectos de la contaminación del aire pueden variar
desde problemas de salud como enfermedades respiratorias y
cardiovasculares hasta el calentamiento global [2].

65
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5.1. Los contaminantes y datos

Los eventos de niveles altos de contaminación atmosférica
pueden ocurrir de forma que afecten uno o mas contaminan-
tes. Por ejemplo, se puede tener altos niveles de ozono (O3) y
también de monóxido de carbono (CO), por lo que el O3 es
precursor de los altos niveles en otros contaminantes [27]. De
esta forma, es interesante estudiar conjuntamente varios con-
taminantes para saber si altos niveles de O3 tienen influencia
en los altos niveles de dióxido de nitrógeno (NO2), dióxido de
azufre (SO2), part́ıculas menores a 10 micrómetros (PM10),
part́ıculas menores a 2.5 micrómetros (PM2.5) y CO. Esto
puede ser realizado por medio de las distribuciones conjuntas
de las mediciones de estos contaminantes. Sin embargo, en
muchos casos obtener una estas distribuciones puede no ser
una tarea directa. Una forma de resolver esto es a través de
cópulas que permiten obtener estas distribuciones conjuntas,
al mismo tiempo que se preserva las propiedades de las dis-
tribuciones marginales particulares de cada contaminante, aśı
la información relacionada de la asociación que pueda existir
entre las mediciones de los contaminantes de interés.

El paquete OpenBUGS permite usar las técnicas descri-
tas en el Caṕıtulo 4, por lo que simular un gran número de
valores para los parámetros de ciertas distribuciones es una
tarea factible, con el fin de hacer estimaciones y pronósticos
de los comportamientos de las variables de interés. Para ello
se considera lo siguiente:

1. La ZMVM se divide de acuerdo a las zonas dadas por la
RAMA en las regiones siguientes: Noroeste (NO), No-
reste (NE), Centro (CE), Suroeste (SO) y Sureste (SE)
[40].

2. Se dividen las estaciones que analizan los componentes
en las regiones de la ZMVM. Los contaminantes anali-
zados son el O3, NO2, SO2, PM10, PM2.5 y CO.
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3. Se obtienen los máximos mensuales de los contaminan-
tes de las estaciones divididas en sus regiones correspon-
dientes, y se analizan las posibles distribuciones y esti-
maciones de sus parámetros con ayuda de OpenBUGS.

4. Se ajustan las posibles densidades que podŕıan tener
los máximos mensuales descritas en el Caṕıtulo 2. Dado
que los máximos mensuales obtenidos son estrictamente
mayores que cero, se piensa que los valores deben tener
una densidad Fréchet, además de considerar la densi-
dad Weibull como se hace en otras aplicaciones. Por tal
motivo se considera el parámetro de ubicación igual a
cero.

5. Se hace un análisis conjunto del O3 con los demás conta-
minantes con ayuda de OpenBUGS. Esto se hace acuer-
do a la cópula de Gumbel-Hougaard que se observa en
el Caṕıtulo 1.

5.1.1. Estad́ısticas de los máximos mensua-
les

Los datos se consideran a partir de enero de 1990 (año en
el que se consideran las bases confiables) a diciembre de 2021,
considerando la fecha de inicio de registro de los contaminan-
tes, es decir, para el CO, NO2, O3 y SO2 a partir de enero de
1990; para las PM10 a partir de enero de 1995 y a las PM2.5

a partir de agosto de 2003.

Los datos están en partes por billón (ppb) para los casos
de O3, NO2 y SO2; en microgramos/metro cúbico (µg/m3)
para PM10 y PM2.5; y en partes por millón (ppm) para CO.

En la Tabla B.3 se tienen las estad́ısticas de los máximos
mensuales de los contaminante divididos por las zonas de la
ZMVM.
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Se observa que las zona con las medias más altas son la
NO seguida de la NE, lo que tiene sentido, ya que en estas
zonas son las que tienen una mayor concentración de fabricas
industriales. Las zonas con menor contaminación son las SE
y SO, siendo la zona SO la más afectada por el contaminante
O3.

5.2. Análisis univariado de los con-

taminantes

Primero, se busca determinar cuál modelo probabilista se
ajusta mejor a los máximos mensuales de cada contaminante.
En OpenBUGS, se calculan los parámetros de forma y ubica-
ción. Los modelos se expresan de la manera siguiente:

y ∼ Fréchet(αy, sy),

αy ∼ U(0, 10), (5.1)

sy ∼ U(0, a).

y ∼ Weibull2(αy, by),

αy ∼ U(0, 10),

by ∼ U(0, 10), (5.2)

ky = b−1/αy .

Se recuerda que se quiere hacer inferencia sobre la den-
sidad de los parámetros de forma (α) y los parámetros de
escala (s y k para la Fréchet y Weibull respectivamente), por
lo que en el caso de suponer caso Weibull, se utiliza la forma
Weibull2, debido a que está implementada en OpenBUGS,
solo se calcula para cada generación de b y α con su respecti-
vo k. Por otro lado, se usa el sub́ındice z para indicar que se
trata del O3, y para los otros contaminantes considerados usa
el sub́ındice y.

Como el parámetro de escala para una Fréchet está relacio-
nado con la varianza de la densidad, el parámetro s aumenta si
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la varianza lo hace, por lo que para cada caso, el valor cambia
de acuerdo a los datos, tomando los valores que se muestran
en la Tabla B.4.

Las estimaciones de los parámetros de interés se hace de
la manera siguiente:

1. Se crean 100, 000 simulaciones por cadena. Se espera
tener 5 cadenas, pero en caso de que las simulaciones
tarden en converger, se tomarán 3 cadenas.

2. Se analizan los gráficos BGR para observar la conver-
gencia para decidir el número de iteraciones de calenta-
miento. Como mı́nimo se toman 20, 000 iteraciones de
calentamiento.

3. La muestra final se toma cada 50 elementos, para tener
una muestra aleatoria y evitar correlación entre los datos
generados1.

4. Para saber si la muestra es adecuada, se usa la regla
emṕırica de que el error Monte Carlo (error M. C.) debe
ser al menos 1/20 veces más pequeño que la desviación
estándar (d. e.) en cada parámetro del cual se quiere
hacer inferencia. Si esto no se cumple se hacen otras
100, 000 iteraciones y se regresa al paso 2.

Para ejemplificar como se analizan los datos, se observa
primero como se hace esto para las Región CE y el conta-
minante O3. Se supone una densidad Fréchet en el compor-
tamiento del contaminante, como se muestra en la ecuación
(5.1). En la Figura B.2 se tienen los gráficos BGR, donde se
observa que en general se obtuvo la convergencia de todos los
parámetros a partir de las 20, 000 iteraciones, mismas que se

1Esto no es del todo necesario, ya que, por las propiedades de Ergo-
dicidad, la media de la muestra converge al valor real de los parámetros.
Para más detalles ver [20].
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usaran como iteraciones de calentamiento, por lo que se puede
hacer inferencia de los parámetros.

Para tener una muestra aleatoria, los elementos de los da-
tos generados se eligen cada 50 elementos después de las ite-
raciones de calentamiento, y se procede a observar las densi-
dades estimadas de cada parámetro. La Figura B.3 muestra
las densidades de los parámetros elegidos, donde todos tienen
la forma de una densidad unimodal, lo cual indica una buena
muestra.

Esta seŕıa la forma en la que se hace en todas las regiones,
contaminantes y modelos mencionados. A continuación solo
se mostraran los resultados estad́ısticos. Si se requiere consul-
tar los gráficos generados en OpenBUGS y códigos se puede
consultar en [52].

Con ello se puede estimar los parámetros de ubicación y
escala en los modelos (5.1) y (5.2), y para todos los conta-
minantes y todas las zonas, se tienen las estimaciones de la
Tabla B.5.

5.2.1. Elección del mejor modelo

Obteniendo una vez las estimaciones, es necesario elegir
que modelo se ajusta mejor, para ello se piensan en dos cri-
terios. Uno de los métodos que se usa es el DIC (Deviance
Information Criterion), prefiriendo el que tenga un DIC más
pequeño [11]. Para los objetivos establecidos, para comparar
el DIC es necesario que los datos estén en la misma escala,
recordando que las estimaciones se hicieron en ppb para los
casos de O3, NO2 y SO2; en µg/m3 para PM10 y PM2.5 y
en ppm para CO. Con ayuda de OpenBUGS se calcula dicha
cantidad para los modelos a comparar.

Otra forma de elegir modelo es calcular los MLF (Marginal
Likelihood Function) de cada modelo y preferir el modelo con
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el MLF más grande [3]. Para ello se utilizará la aproximación

Vl =
1

M

M∑
i=1

L(D|θ(i,l)),

donde D son los datos, y θ(i,l) es el i-ésimo elemento de la
muestra generada usando el modelo “l”. Aqúı se prefiere el
MLF (vl) más grande.

Los DIC, y vl de cada modelo y cada región se resumen en
la Tabla B.6. De la elección del modelo individual con ayuda
de los gráficos mostrados en las Figuras B.4 a B.9, apoyan
la idea que el mejor criterio es el del MLF, ya se basa en la
función de verosimilitud. El criterio del DIC no parece ser
adecuado, pues al revisar la literatura, todo indica que este
se ve afectado por el método que se utiliza para simular una
variable [31], y ya que en el caso Weibull se utiliza la fun-
ción ya implementada en el paquete OpenBUGS, en cambio
para el caso Fréchet se utiliza el “truco de los ceros”, lo cual
incrementa el DIC.

De acuerdo al criterio del MLF, en todos casos se prefiere
un modelo Fréchet en el contaminante O3, y en la mayoŕıa de
los otros contaminantes un modelo Fréchet. En los casos en los
cuales se prefiere el modelo Weibull es para el contaminante
SO2 en todas las regiones, y en el contaminante CO en las
zonas CE y NO. Esta información se encuentra resumida en
la Tabla B.7.

5.3. Elección de la cópula

Para este trabajo se esta interesado en trabajar con cópu-
las máx-estables, esto debido que los datos son máximos men-
suales, por lo que se espera que se tenga relación en la cola
derecha. Las cópulas máx-estables encontradas en la litera-
tura son las familias de Galambos, de Gumbel–Hougaard, de
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Hüsler–Reiss, de Tawn y t-EV. Jenkin y Clemitshaw hablan
de la importancia de estudiar las reacciones qúımicas en el
estudio de la contaminación y muestran las relaciones de los
otros contaminantes a través de reacciones qúımicas [27]. Por
tal razón se necesita una cópula que tenga concordancia posi-
tiva (usando la ρ de Spearman), hecho comprobado para los
máximos mensuales utilizados en el presente escrito, cuyos
resultados se muestran en la Tabla B.8.

La cópula de Twan se descarta ya que no mide concordan-
cias cercanas a 1 y la de cópula t-EV se descarta que para
cualquiera valores de v y p (parámetros de la cópula) da re-
sultados parecidos a cópula de Gumbel-Hougaard y a la de
Galambos [24].

Ahora se mencionaran las propiedades que tienen las cópu-
las máx-estables, y se observan las propiedades de que tienen
para hacer una elección [46].

Cópula de Gumbel-Hougaard. Esta cópula esta definida
por

Cθ(u, v) = exp
(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

)1/θ)
,

para θ ∈ [1,∞), tomando valores de ρ entre (0, 1),
además de ser la única cópula máx-estable y Arquime-
diana, donde λL = 0 y λ = 2− 21/θ.

Cópula de Galambos. Está cópula esta definida por

Cθ(u, v) = uv exp
(
−
(
(− log u)−θ + (− log v)−θ

)−1/θ
)
,

para θ ∈ [0,∞), tomando valores de ρ entre (0,1), donde
λL = 0 y λ = 2−1/θ.
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Cópula de Hüsler-Reiss. Esta cópula esta definida por

Cθ(u, v) = exp

(
(log u)Φ

(
1

θ
+

θ

2
log

(
log u

log v

))
+(log v)Φ

(
1

θ
+

θ

2
log

(
log v

log u

)))
,

donde Φ es la distribución normal estándar univariada
y θ ∈ [0,∞), y además λL = 0 y λ = 2− 2Φ[1/θ].

La cópula de Galambos se descarta por su parecido a la
cópula de Gumbel-Hougaard y además existen varias conexio-
nes profundas entre estas dos familias paramétricas de cópulas
en cualquier dimensión, incluso su creación fue hecha para ver
tales propiedades [19].

Por último, un análisis de comparación hecho por Genest y
Favre [18], se llega a que no hay diferencia significativa entre
usar las cópulas de Gumbel-Hougaard, Galambos y Hüsler-
Reiss. Además, La cópula de Hüsler-Reiss no es tan senci-
lla de extender a dimensiones más altas como la de Gumbel-
Hougaard y Galambos.

Con todo esto en mente, se llega a la conclusión de que por
sus propiedades y sus usos, la mejor cópula para los objetivos
establecidos en este trabajo es la cópula de Gumbel-Hougaard.

5.4. Análisis bivariado de los conta-

minantes

Una vez comprobado que la concordancia entre el O3 y
los otros contaminantes es positiva en las diversas regiones, es
posible utilizar la cópula de Gumbel-Hougaard de la ecuación
(1.6), que mide concordancia positiva.

Ahora, para estimar los parámetros del comportamiento
conjunto tendrá la forma siguiente:
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y ∼ Fréchet(αz, sy),

z ∼ Fréchet(αy, sz),

(y, z) ∼ fy,z,θ(y, z),

αy ∼ U(0, 10), (5.3)

sy ∼ U(0, ay),

αz ∼ U(0, 10),

sz ∼ U(0, az),

θ ∼ U(1, 15),

y ∼ Fréchet(αy, sy),

z ∼ Weibull2(αz, bz),

(y, z) ∼ fy,z,θ,

αy ∼ U(0, 10),

sy ∼ U(0, ay), (5.4)

αz ∼ U(0, 10),

bz ∼ U(0, 10),

kz = b−1/αz
z ,

θ ∼ U(1, 15).

y ∼ Weibull2(αy, by),

z ∼ Weibull2(αz, bz),

(y, z) ∼ fy,z,θ,

αy ∼ U(0, 10),

bY ∼ U(0, 10), (5.5)

ky = b−1/αy
y ,

αz ∼ U(0, 10),

bz ∼ U(0, 10),

kz = b−1/αz
z ,

θ ∼ U(1, 15).

y ∼ Weibull2(αy, by),

z ∼ Fréchet(αz, sz),

(y, z) ∼ fy,z,θ,

αY ∼ U(0, 10),

by ∼ U(0, 10), (5.6)

ky = b−1/αy
y ,

αz ∼ U(0, 10),

sz ∼ U(0, az),

θ ∼ U(1, 15).

En los modelos, el sub́ındice z indica que se trata del O3,
mientras que el sub́ındice y indica cualquier otro contaminante
considerado. Los valores de ay y az se toman de acuerdo a la
Tabla B.4. Por otro lado, en la expresión fy,z,θ hace referencia
a la densidad conjunta dada por (1.8), donde se considera la
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cópula de Gumbel-Hougaard2. Aśı, para el modelo (5.3),

fy,z,θ(y, z) =

(
αyαz

sysz

)(
y

sy

)−αy−1(
z

sz

)−αz−1

× exp

−

[(
y

sy

)−αyθ

+

(
z

sz

)−αzθ
] 1

θ


×


[(

y

sy

)−αyθ

+

(
z

sz

)−αzθ
] 2

θ
−2

(5.7)

+(θ − 1)

[(
y

sy

)−αyθ

+

(
z

sz

)−αzθ
] 1

θ
−2
 ,

para (5.4) y (5.6)3

fy,z,θ(y, z) =

(
byαyαz

s−αzθ
z

)
(yαy−1zαz−1) exp (−byy

αy )

×
(
− log

[
1− e−byy

αy ])θ−1

[1− e−byy
αy ]

× exp

−

[(
− log

[
1− e−byy

αy
])θ

+

(
z

sz

)−αzθ
] 1

θ



[(

− log
[
1− e−byy

αy
])θ

+

(
z

sz

)−αzθ
] 2

θ−2

+(θ − 1)

[(
− log

[
1− e−byy

αy
])θ

+

(
z

sz

)−αzθ
] 1

θ−2
 ,

2En la ecuación (1.8) se tienen sub́ındices con letras mayúsculas, sin
embargo, debido a que en la estad́ıstica bayesiana se usan letras minúscu-
las para las variables aleatorias, se hace el cambio en ese caṕıtulo.

3Se presenta la ecuación para el modelo (5.6), para el modelo (5.4)
basta con cambiar las y’s por z’s y viceversa.
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y para el modelo (5.5),

fy,z,θ(y, z) = (αyαz)(bybz)(y
αy−1zαz−1) exp (−byy

αy − bzz
αz )

×
(
− log

[
1− e−byy

αy ])θ−1 (− log
[
1− e−bzz

αz ])θ−1

[1− e−byy
αy ] [1− e−bzzαz ]

× exp

(
−
[(

− log
[
1− e−byy

αy
])θ

+
(
− log

[
1− e−bzz

αz
])θ] 1

θ

)
{[(

− log
[
1− e−byy

αy
])θ

+
(
− log

[
1− e−bzz

αz
])θ] 2

θ−2

+(θ − 1)

[(
− log

[
1− e−byy

αy
])θ

+
(
− log

[
1− e−bzz

αz
])θ] 1

θ−2
}
.

Se hace el mismo procedimiento del presente Caṕıtulo pa-
ra estimar los parámetros en el caso univariado, aśı primero se
analiza los gráficos BGR del número de iteraciones de calenta-
miento. Se encuentra las densidades de los parámetros después
de las iteraciones de calentamiento y de tomar la muestra fi-
nal cada 50 elementos, que tienen la forma de una densidad
unimodal. Por último, en la Tablas B.9 a B.13 se encuentran
las estimaciones de la media junto con su d. e. y Error M.C.
de todos los parámetros en todas las regiones, cumpliendo la
regla de que el Error M.C. es al menos 1/20 más pequeño que
la d. e., teniendo buenas estimaciones. Los gráficos correspon-
dientes se encuentran en [52].

Para asegurar tener buenas estimaciones, se analizan nue-
vamente los valores DIC y MLF de cada modelo en cada re-
gión. Los resultados se resumen en la Tabla B.14. Nuevamente
se prefiere el criterio del MLF por las razones explicadas en
la Sección anterior.

De acuerdo al criterio del MLF, en todos casos se prefiere
un modelo Fréchet en el contaminante O3, y en la mayoŕıa de
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los otros contaminantes un modelo Fréchet. En los casos en los
cuales se prefiere el modelo Weibull es para el contaminante
SO2 en todas las regiones, y en el contaminante CO en las
zonas CE y NO. Toda esta información se resume en la Tabla
B.15.

En la Tabla B.16 se muestran las ρ̂ asociadas a las θ’s
estimadas en las Tablas B.9-B.13. En estas tablas, se observa
que la estimación de la asociación es aproximada a la muestral
que se encuentra en la Tabla B.8.

5.5. Análisis trivariado de los conta-

minantes

El comportamiento de los contaminantes en las regiones
CE, NE y SO es de gran importancia, ya que es la zona con
mayor contaminación, mismas zonas que corresponden al lla-
mado corredor del aire. Tomando esto en cuenta, se analizará
los 3 principales contaminantes de estudio, O3, PM10 y PM2.5.
Para ello se utilizará las cópulas tridimensionales y las cópulas
asimétricas.

Como se observará mas adelante, solo se tomó el caso de
todos los contaminantes se comportan como una distribución
Fréchet, esto por las distribuciones elegidas del caso univa-
riado y bivariado analizados en las secciones anteriores del
Caṕıtulo.

Para el contaminante O3 se tiene que

ρ(CE,NE) = 0.7819816,

ρ(CE, SO) = 0.9415753,

ρ(NE,SO) = 0.7318198,
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para PM10,

ρ(CE,NE) = 0.6758211,

ρ(CE, SO) = 0.7484863,

ρ(NE,SO) = 0.6759925,

y para PM2.5,

ρ(CE,NE) = 0.6191048,

ρ(CE, SO) = 0.6328578,

ρ(NE,SO) = 0.6460842.

5.5.1. Usando cópulas trivariadas

El modelo usado en OpenBUGS para estimar los paráme-
tros de la función de densidad que gobierna el comportamiento
conjunto del O3, PM10 y PM2.5 de las variables X1, X2 y X3

correspondiente a las regiones NE, CE y SO respectivamente,
tienen la forma siguiente:

x1 ∼ Fréchet(αx1 , sx1),

x2 ∼ Fréchet(αx2 , sx2),

x3 ∼ Fréchet(αx3 , sx3),

(x1, x2, x3) ∼ fx1,x2,x3,θ(x1, x2, x3),

αx1 ∼ Unif(0, 10),

sx1 ∼ Unif(0, a1), (5.8)

αx2 ∼ Unif(0, 10),

sx2 ∼ Unif(0, a2),

αx3 ∼ Unif(0, 10),

sx3 ∼ Unif(0, a3),

θ ∼ Unif(1, 15).
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Los valores de las ai’s cambian de acuerdo al contaminante,
tales valores se encuentran en la Tabla B.17, además la den-
sidad conjunta fx1,x2,x3,θ(x1, x2, x3) está dada por la Ecuación
(1.17) aplicadas a la ecuaciones (1.16) y (1.18). Aśı, tomando

k3 =

(
x1

sx1

)−αx1θ

+

(
x2

sx2

)−αx2θ

+

(
x3

sx3

)−αx3θ

,

para el modelo (5.8) se tiene

fx1,x2,x3,θ(x1, x2, x3))

=

(
αx1αx2αx3

x1x2x3

)(
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(
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.

En la Tabla B.18 se tienen las estad́ısticas obtenidas. En
todos los casos se corrieron 5 cadenas y 100, 000 iteraciones, de
las cuales se necesitaron 200, 000 iteraciones de calentamiento
y se tomó la muestra final cada 50 elementos. Los gráficos
correspondientes se encuentran en [52].

Se observa una buena concordancia, pues los valores de θ
son relativamente grandes. Si se considera los promedios de
las medidas ρ de Spearman presentadas al inicio de esta Sec-
ción, son parecidas a la concordancia asociada al parámetro θ
presentado en la Tabla B.18, las cuales son 0.785496, 0.690288
y 0.572556 para los contaminantes O3, PM10 y PM2.5 respec-
tivamente.
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5.5.2. Usando cópulas asimétricas

El problema de usar cópulas tridimensionales es que no es
fácil encontrar la medida de concordancia entre los contami-
nantes, esto debido que la forma de calcularlo solo es de mane-
ra directa para dos dimensiones. Con las cópulas asimétricas
se permite ver concordancia entre X1 y X2, y (X1, X2) y X3.
Teniendo más variables X’s, esta idea se puede generalizar.

De acuerdo la Sección 1.7.2, siguiendo la misma notación,
si la cópula utilizada es de un parámetro, θ1 < θ2, por lo que
se observa primero la medida ρ de Spearman de los conta-
minantes entre las tres regiones analizadas en esta Sección y
cuyas medidas de ρ de Spearman se presentan al inicio de esta
Sección.

Con lo observado, para el O3, la pareja con mayor con-
cordancia es CE y SO, que se consideran como las variables
X1 y X2 respectivamente, y la región NE como X3. Para las
PM10 la pareja con mayor concordancia es CE y SO, que se
consideran como las variables X1 y X2 respectivamente, y la
región NE como X3. Y por último, para las PM2.5 la pareja
con mayor concordancia es NE y SO, que se consideran como
las variables X1 y X2 respectivamente, y la región CE como
X3.

Con lo anterior, se puede considerar la cópula asimétrica

C1(C2(u1, u2), u3), 1 < θ1 < θ2,

donde C1 y C2 son cópulas de Gumbel-Hougaard de paráme-
tros θ1 y θ2 respectivamente, aśı el modelo aplicado en Open-
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BUGS es de la forma siguiente:

x1 ∼ Fréchet(αx1 , sx1),

x2 ∼ Fréchet(αx2 , sx2),

x3 ∼ Fréchet(αx3 , sx3),

(x1, x2) ∼ fx1,x2,θ2(x1, x2),

(x1, x2, x3) ∼ fx1,x2,x3,θ1,θ2(x1, x2, x3),

αx1 ∼ Unif(0, 10),

αx2 ∼ Unif(0, 10), (5.9)

αx3 ∼ Unif(0, 10),

sx1 ∼ Unif(0, a1),

sx2 ∼ Unif(0, a2),

sx3 ∼ Unif(0, a3),

θ1 ∼ Unif(1, b1),

θ2 ∼ Unif(b2, 15).

En el modelo (5.9) la densidad conjunta fx1,x2,θ2(x1, x2)
esta dada por la Ecuación (1.8) aplicada a la Ecuación (1.7).
La densidad conjunta fx1,x2,x3,θ1,θ2(x1, x2, x3) está dada por la
Ecuación (1.22) aplicada a las Ecuaciones (1.6) y (1.21). Los
valores de los ai se encuentran en la Tabla B.4. Aśı, en el
modelo (5.9), fx1,x2,θ2(x1, x2) está dada por la Ecuación (5.7)
y tomando
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se tiene que
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Dado que θ1 < θ2 los valores de b1 y b2 en el modelo (5.9)
vaŕıan de acuerdo al contaminante analizado. Para el caso de
O3 se toma b1 = 2.5 y b2 = 2.6, para las PM10, b1 = 2 y
b2 = 2.1 y para el caso de las PM2.5, b1 = 1.67 y b2 = 1.671.

En la Tabla B.19 se muestran las estad́ısticas obtenidas a
través de OpenBUGS. En todos los casos, se corrieron 5 cade-
nas con 100, 000 iteraciones, de las cuales se tomaron 20, 000
de calentamiento para el O3 y las PM2.5, y 30, 000 para las
PM10. También se observa que el Error M. C. es al menos 20
veces mas pequeño que la d. e., esto para todos los parámetros.
Los gráficos correspondientes se encuentran en [52].
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5.5.3. Las DIC’s para el caso tridimensional

Para seleccionar el mejor enfoque se utiliza el criterio del
DIC, seleccionando del modelo con menor DIC. Tales estad́ısti-
cas se encuentran en la Tabla B.20, en la que se observa que el
enfoque tradicional de cópulas trivariadas es mejor para para
todos los contaminantes.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

La contaminación del aire es un problema ambiental que
ha empeorando con el paso del tiempo. Este tipo de contami-
nación es la que altera los gases suspendidos en la atmósfera.
Las sustancias que inundan la capa de la atmósfera van incre-
mentándose a partir de las fuentes contaminantes.

La contaminación del aire tiene consecuencias para la sa-
lud humana y el medio ambiente. Entre las consecuencias se
encuentra el aumento del riesgo de infecciones respiratorias,
enfermedades card́ıacas, accidentes cerebrovasculares y cáncer
de pulmón. Además, afecta el equilibrio climático del planeta,
creando distintos eventos meteorológicos negativos que causan
daños terrestres permanentes [2].

La contaminación del aire tiene múltiples causas, entre las
que se incluyen en su mayoŕıa los combustibles fósiles. En
especial, en la ZMVM, al ser el centro del páıs de México, y
por tanto, el lugar donde se concentra un gran número de la
población a diferencia de otras zonas, tiene un grave problema
de contaminación, en especial la relacionada con el aire. En la
Tabla B.3 se observa que el valor máximo mensual promedio
del O3 es más grande al doble de la norma mexicana de ozono
(95 ppb [37]), norma vigente hasta el año de observación de

85
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los datos (2022), por consiguiente es interesante saber como
se relacionan otros contaminantes con el ozono.

Se consideraron los máximos mensuales en todas las esta-
ciones correspondientes a la región analizada, esto con la idea
de que los máximos sean independientes mes con mes. Como
dice la teoŕıa de máximos extremos, las densidades Fréchet
y la modificación de la Weibull se ajustaron a los datos de
máximo mensuales de los diversos contaminantes, es más, en
la mayoŕıa de los casos el modelo Fréchet fue el elegido en el
caso univariado, lo cual tiene sentido, ya que desde un prin-
cipio, la subfamilia Fréchet es la que tiene una distribución
sobre los valores positivos. Sin embargo, es buena idea con-
siderar igualmente la distribución Weibull2, ya que permitió
un mejor ajuste para el contaminante SO2 y algunos casos del
CO.

Aunque el criterio de visualización de los histogramas y de
las densidades obtenidas por medio de OpenBUGS es bueno
para elegir un modelo que se ajuste a las densidades univaria-
das, para evitar dar opiniones personales del mejor ajuste, se
aplicaron dos criterios, las estad́ısticas del DIC y el MLF. El
criterio del DIC presenta problemas, ya que este esta relacio-
nado con la variabilidad de la muestra obtenida, la cual a su
vez se ve afectado por el método de la simulación de las den-
sidades, como en el caso de las densidades Weibull que esta
implementada en el paquete OpenBugs y la densidad Fréchet
la cual se implemento “el truco de los ceros”, forma que se
siguiere en la literatura, sin embargo, Lunn y colaboradores
aclaran que esta técnica es la manera de lograr dicho objeti-
vo en OpenBUGS, pero se exhorta en evitarla lo más posible
[31]. Por tal motivo se calcula el MLF por medio de su análogo
muestral es la mejor opción, ya que este se basa en la función
de máxima verosimilitud [3].

Escogiendo como criterio de decisión el estad́ıstico MLF,
se toma como mejor modelo el que tenga valor más grande,
representando las elecciones en la Tabla B.7. Se observa en
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las Figuras B.4 a B.9 que de las densidades con parámetros
de la Tabla B.5 en efecto son buenos, otro punto a favor para
utilizar las densidades elegidas con el criterio del MLF.

Para evitar sobre ajuste, se compararon las densidades
marginales con los máximos mensuales del año 2023, datos
que no se utilizaron en la estimación de los parámetros, ya
que solo se consideraron para ello los datos hasta el año 2022
[53].

Con las estimaciones del análisis univariado, ya se podŕıa
elegir el modelo marginal para hacer los análisis multivaria-
dos, sin embargo, esto no se hizo, ya que no se queŕıa omitir
información por la concordancia, por lo que solo se utiliza los
valores de la Tabla B.5 para elegir puntos de inicio para las
diversas cadenas. La concordancia se modelo por medio de la
cópula de Gumbel-Hougard, ya que como muestra la Tabla
B.8, las concordancia de los máximos mensuales en las dis-
tintas regiones con el ozono es positiva, además de que dicha
cópula mide dependencias en las colas.

Nuevamente se utilizo el estad́ıstico MLF para seleccionar
el mejor modelo bivariado de los contaminantes, tales MLF’s
se encuentran registrados en la Tabla B.14, observando que
para el modelo bivariado, es mejor utilizar el modelo Fréchet
en todas las regiones y con todas las combinaciones con los
otros contaminantes para el O3. Las elecciones de los modelos
bivariados resumidos en la Tabla B.15, casi siempre con la
elección del caso univariado resumidos en la Tabla B.7. No
sorprende el cambio de elegir un Weibull a una Fréchet para
el caso del contaminante PM10 región NO, ya que el MLF
univariado de tal contaminante solo difiere de un cero en sus
decimales (orden de e−959 y e−958 para caso Fréchet y Weibull
respectivamente). El cambio de un modelo Weibull a Fréchet
en la región NE para el contaminante CO no parece ser tan
raro, debido que en la Figura B.9 inciso b), ambos ajustes
parecen adecuados, esto se debe a que el rango de los máximos
mensuales no es tan grande, y en el histograma no se ve un
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pico tan alto como para ser una distribución Fréchet.

Tiene sentido que en la mayoŕıa de los casos bivariados la
mayoŕıa sean ambas marginales Fréchet, esto debido a que si el
O3 es Fréchet, el cual tiene un efecto de hacer menos variables
los datos a diferencia del caso Weibull, al tener la distribución
conjunta, el otro contaminante se comporta de manera similar
si la concordancia es alta. En el caso del SO2, se observa que
la concordancia es de no más del 42% con el O3 en todas las
regiones, por lo que se permite conservar su densidad Weibull.
Para el caso de la densidad conjunta del CO con el O3 tiene las
concordancia más altas, sin embargo, no en todos se elige que
ambas marginales deban ser Fréchet, esto se explica debido
a que no hay valores tan grandes, en especial en las regiones
CE y SO, y al ser la densidad Weibull de cola más ligera que
la Fréchet, se ajusta mejor a las regiones mencionadas. En
la Tablas B.9-B.13 se informan los parámetros estimados en
todos los modelos.

Observando la Tablas B.9-B.13, se ve que de los paráme-
tros de asociación θ’s presentes en los modelos, los valores
más altos se dan por el par (CO,O3) en todas las regiones.
El más alto se encuentra en la región NO, seguido de las re-
giones CE, SO, SE y NE. Recordando que la región NO es
una región con un número extremadamente alto de circula-
ción de automóviles, autobuses y camiones, por lo tanto, los
niveles de CO están destinados a ser altos y eso tiene efectos
en la concentración de ozono. Los valores más pequeños de los
parámetros de asociación se encuentran principalmente cuan-
do se toma en cuenta el par (PM2.5, O3), y el valor más bajo
se produce cuando se consideran los datos de la región CE,
seguido de cerca por el valor de la región SO. Notar que la
región SO es la que tiene la media máxima mensual de PM2.5

mas baja. Por lo tanto, parece que la concentración presente
en esa región no es lo suficientemente alta como para producir
algún efecto en los máximos mensuales de ozono. El segundo
promedio máximo mensual más bajo de PM2.5 se produce en
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la región CE.

Los valores de ρ, para los modelos, obtenidos utilizando
el software MATHEMATICA de Wolfram, se dan en la Tabla
B.8 para todas las regiones. Se observa una buena estimación
de la asociación, en especial para los modelos seleccionados.
Por ejemplo, en el caso de (CO,O3), que tiene parámetros
de asociación más altos, también tiene correlaciones de mues-
tra más altas (superiores a 0.7 en todas las regiones) y ρ de
Spearman más altas.

También gustaŕıa llamar la atención sobre el hecho de que
en el presente caso no siempre el modelo bidimensional más
adecuado utilizando cópula corresponde al caso donde las dis-
tribuciones marginales son las seleccionadas en el análisis uni-
dimensional. Por ejemplo, en el caso de CO y O3 y la región
NE, se tiene que las distribuciones unidimensionales respecti-
vas son Weibull y Fréchet (Tabla B.7). Sin embargo, cuando se
considera el modelo bidimensional tenemos que el modelo que
supone la distribución de Fréchet para ambos contaminantes
es el modelo seleccionado para esa región. Esto podŕıa expli-
carse por el hecho de que la distribución de Fréchet también
representa bien el comportamiento de los valores máximos
mensuales de CO en la región NE con valores mayores para
la función de densidad en comparación con los dados por la
distribución de Weibull.

Los modelos bidimensionales seleccionados proporciona-
ron, en la mayoŕıa de los casos, buenas aproximaciones, a
través del ρ de Spearman, a las correlaciones muestrales de los
pares de contaminantes (véase la Tabla B.16). Incluso en los
pocos casos en los que las aproximaciones no son óptimas, sus
diferencias no son demasiado grandes. Por lo tanto, propor-
cionan información sobre algunos precursores del ozono que
tienen una mayor influencia en su concentración. Por ejemplo,
en el caso del CO, en todas las regiones, tenemos grandes co-
rrelaciones con O3. Por lo tanto, la disminución de su emisión
podŕıa resultar en una disminución de los niveles de ozono
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en todas las regiones. Por otro lado, la influencia del SO2,
aunque relevante, parece no ser tan grave como la del CO en
todas las regiones.

Al final de toda la explicación anterior, hay que señalar
que las estimaciones son significativamente apropiadas, en es-
pecial del caso bivariado. Estos resultados permiten entender
la relación entre los máximos mensuales de O3 con los otros
contaminantes, tal vez excepto para el PM2.5, debido a que
los dados se empiezan a analizar por la RAMA en agosto de
2003, lo que hace que se tengan menos datos, lo cual afectaŕıa
que las estimaciones no sean del todo confiables. Esto también
explica que para el análisis bivariado del O3 y PM2.5 si fue
posible hacer estimaciones suponiendo el PM2.5 Fréchet y O3

Weibull, pues la cantidad de datos no es lo suficientemente
grande para que se observe la convergencia de su densidad1.

Además de estimar correlaciones futuras entre pares de
contaminantes y, por lo tanto, cuánta correlación podŕıan te-
ner en el comportamiento futuro de los datos si no ocurren
cambios, también se puede obtener la probabilidad de que sus
mediciones pertenezcan a un conjunto dado. Por ejemplo, to-
mando el par (CO,O3) y la región SO. Se Supone que se esta
interesado en conocer la probabilidad de tener CO en el in-
tervalo [11.00, 13.00] que corresponde a tener mala calidad del
aire en la región de acuerdo con el ı́ndice de calidad “Aire y
Salud” [38] y de tener O3 en el intervalo [154, 204] que corres-
ponde al intervalo de la Fase II de la emergencia ambiental en
la Ciudad de México [34]. Por lo tanto, se necesita obtener,

P ((CO,O3) ∈ [11, 13]× [154, 204]) = 1.99E − 2.

El enfoque de las cópulas no solo se puede usar para anali-

1En los otros análisis no fue posible suponer la primera marginal
Fréchet y la segunda marginal correspondiente al O3 Weibull, al intentar
correr el modelo en OpenBUGS, este paraba en no más de 50 iteracio-
nes por cadena, mostrando que los datos no se ajustaban bien a estas
suposiciones
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zar contaminantes con densidades bivariadas, se puede hacer
con más dimensiones. Un problema en la ZMVM es el llamado
corredor del aire, comprendida por las zonas CE, NE y SO.
Por las caracteŕısticas de la cópula elegida, se necesita que
las concordancias de las variables aleatorias sean positivas en
triadas.

Para comprobar que la relación del O3 en las regiones NE,
CE y SO es positiva, se utiliza la ρ de Spearman, esto para
las permutaciones de dos elementos tomados de las tres regio-
nes. Se tiene que todas las concordancias son positivas, por
lo que se considera usar la cópula de Gumbel-Hougard, con-
siderando X1, X2 y X3 como los niveles máximos mensuales
en las regiones NE, CE y SO. Este mismo enfoque se aplico
para los contaminantes PM10 PM2.5, con el mismo orden de
variables y la misma cópula al tener igualmente concordancias
positivas.

De acuerdo a los análisis hechos, es factible y lógico con-
siderar que las marginales sean Fréchet. Aunque se considero
que las marginales fueran Weibull, al ejecutarlas en Open-
BUGS, no se lograron hacer más de 1,000 iteraciones, caso
contrario al considerar todas las marginales Fréchet.

La teoŕıa clásica de cópulas multivariadas parece describir
la relación entre las tres regiones, sin embargo, al tener solo
un parámetro asociado a la concordancia podŕıa no modelar
tal medida adecuadamente. Por consiguiente, se considera las
cópulas asimétricas, que permiten modelar mejor la concor-
dancia, en especial con la cópula de Gumbel-Hougard, que al
considerar 3 variables, se tienen 2 parámetros para modelar
la relación entre las regiones del corredor del aire.

Para el caso de las cópulas asimétricas, hay que conside-
rar a X1 y X2 como la pareja que tenga mayor concordancia
entre las permutaciones de dos elementos tomados de las tres
regiones, y como X3 a la región restante. Para el O3 y PM10 el
orden las variables es CE, SO y NE, ya que la ρ de Spearman
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muestrales para las parejas (CE, NE), (CE,SO) y (NE,SO) es
de 0.7819816, 0.9415753 y 0.7318198 para el O3 y 0.6758211,
0.7484863 y 0.6759925 para las PM10 respectivamente. En el
caso de las PM2.5 el orden es NE, SO y CE, ya que las con-
cordancias muestrales estimadas para las parejas (CE, NE),
(CE,SO) y (NE,SO) son de 0.6191048, 0.6328578 y 0.6460842
respectivamente.

Comparando los resultados de las cópulas en 3 dimensio-
nes y las cópulas asimétricas para 3 variables presentados en
las Tablas B.18 y B.19 respectivamente, se observa que las
cópulas asimétricas son mejores para modelar la concordan-
cia entre las variables para los contaminantes O3 y PM10.
Esto se concluye por el hecho de que θ1 y θ2 presentado en la
Tabla B.19 son significativamente distintos, como también se
observa en las ρ de Spearman muestrales. Para el caso de las
PM2.5 se considera mejor usar las cópulas trivariadas, esto es
porque las concordancias entre los pares de regiones no es tan
distinta, y un solo parámetro es adecuado, junto con que los
valores de θ, θ1 y θ2 son muy parecido, con lo que concuerda
con las ρ de Spearman muestrales observadas.

Utilizando el DIC para seleccionar el modelo que mejor se
ajusta a los datos, la cópula habitual de Gumbel-Hougaard es
el modelo seleccionado para los tres contaminantes conside-
rados en este estudio (ver Tabla B.20). Al observar la Tablas
B.18 y B.19, que el mayor parámetro de asociación en el mo-
delo seleccionado está relacionado con el contaminante O3,
seguido de PM10 y PM2.5. Este es un resultado razonable,
ya que el O3 viaja largas distancias y sus precursores viajan
en la dirección donde se encuentra las regiones que confor-
man el corredor del aire. Por lo tanto, es más probable que
el parámetro de asociación relacionado con este contaminante
sea el mayor. En el caso de PM10 se tiene la presencia de fuen-
tes de este contaminante en la región noreste debido al gran
número de fábricas y también en la región sur y noroeste de-
bido a la gran presencia de camiones. En el caso de PM2.5
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hay una gran presencia de fábricas en la región noreste, pero
también una gran cantidad de veh́ıculos en las regiones cen-
tro y suroeste. Por lo tanto, tal vez esta sea la razón para el
parámetro de asociación más pequeño producido.

Además de la información que proporcionan los valores de
los parámetros de asociación, otra información que se puede
obtener está relacionada con la probabilidad de tener un de-
terminado contaminante en intervalos de interés en cada una
de las regiones. Por ejemplo, si se considera la regla para de-
clarar la Fase I de una alerta de emergencia en la Ciudad de
México [8], entonces es necesario tener O3 por encima del um-
bral de 154 ppb en una de sus regiones. En el caso de PM10,
es necesario que el umbral correspondiente de 214 µg/m3 se
exceda en al menos dos de sus regiones. También se puede
interesar el caso de que no se declare la Fase II debido a exce-
dencias de O3 en estas tres regiones del corredor del aire. Por
lo tanto, las mediciones de O3 debeŕıan estar en un intervalo
de interés dado en todas las regiones. De manera similar, en
los casos de PM10 y PM2.5.

Se supone que se está interesado en conocer la probabi-
lidad de que se supere el umbral necesario para declarar la
Fase I, pero no la Fase II, por el máximo mensual en las tres
regiones. Esto significa que en al menos un d́ıa en un mes de-
terminado se declaraŕıa una alerta de emergencia de Fase I
debido a que se superan los umbrales de O3 o PM10 de 154
ppb y 214 µg/m3, respectivamente. Sin embargo, los umbra-
les de 204 ppb y 354 µg/m3 para la Fase II no se superan en
ninguna de las tres regiones. En este caso, se calculaŕıan las
probabilidades siguientes. Si el contaminante de interés es el
O3, entonces

P ((ONE
3 , OCE

3 , OSO
3 ) ∈ [154, 204)× [154, 204)× [154, 204))

=4.36E − 2,
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y

P ((PMNE
10 , PMCE

10 , PMSO
10 ) ∈ [214, 354)× [214, 354)× [214, 354))

=1.56E − 2,

si el contaminante de interés es PM10. Estas probabilidades
fueron calculadas usando las cópulas tridimensionales.

Como se puede observar, se logro obtener buenos modelos
para analizar la contaminación tanto de forma univariada, bi-
variada y trivariada. Con la información expuesta, se pueden
hacer varios análisis a futuro, como la imputación de datos
faltantes o la predicción a futuro, en especial, los niveles de
retorno para predecir que en algún momento los niveles de
contaminación lleguen a niveles cŕıticos, como exponen Vaz-
quez, Rodrigues y Reyes [53]. La presente tesis contribuye al
conocimiento de la matemática, la forma de analizar la conta-
minación y sobre todo, como idea de aplicación a otras áreas
del conocimiento. Otra contribución es que al buscar investi-
gaciones sobre contaminación y cópulas asimétricas, no hay
muchos trabajos con tales ideas, ya que se han aplicado prin-
cipalmente al campo de la hidroloǵıa, y para la contaminación
con más de 2 variables, se encontró la aplicación de las C-Vine
cópulas, idea que podŕıa ser implementada en trabajos futuros
y comparar cual enfoque es mejor.

Se propone continuar con el análisis de los umbrales, cu-
yos primeros avances se encuentran en el Caṕıtulo B. Se busca
seleccionar una mejor función de distribución para las margi-
nales y analizar de manera más exhaustiva las propiedades
conjuntas de los datos, con el fin de elegir otra cópula que
represente mejor la asociación entre las variables.



Apéndice A

Conceptos y Resultados
Básicos

A continuación, se presentan algunos conceptos y resulta-
dos necesarios para la comprensión de este trabajo. Para este
apéndice, es necesario tener conocimientos básicos de teoŕıa
de conjuntos, los cuales pueden ser consultados en la sección
3 del caṕıtulo 1 en [43], además de conocimientos de cálculo
de ĺımites, disponibles en [1].

A.1. Variables aleatorias

Definición A.1 (Medida de probabilidad). Sea (Ω,F ) un
espacio medible. Una medida de probabilidad es una función
P : F → [0, 1] que satisface

1. P (Ω) = 1.

2. P (A) ≥ 0, para cualquier A ∈ F .

3. Si A1, A2, . . . ∈ F son ajenos dos a dos, esto es, An ∩

95
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Am = ∅ para n ̸= m, entonces P

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An).

Si se desea saber propiedades de la medida de probabili-
dad, se puede consultar [44].

Definición A.2 (Espacio de probabilidad). Un espacio
de probabilidad es una terna (Ω,F , P ), en donde Ω es un
conjunto arbitrario, F es una σ-álgebra de subconjuntos de
Ω, y P es una medida de probabilidad definida sobre F .

Definición A.3 (Variable aleatoria). Una variable alea-
toria es una transformación X del espacio de resultados Ω al
conjunto de números reales, es decir,

X : Ω → R,

tal que para cualquier número real x,

{ω ∈ Ω : X(w) ≤ x} ∈ F .

Proposición A.1. Sean X y Y variables aleatorias y c
una constante, entonces

a) cX,

b) X + Y ,

c) XY ,

d) X/Y donde Y ̸= 0,

e) máx{X, Y } y

f) mı́n{X, Y }

son variables aleatorias.
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Definición A.4 (Función de distribución). La función
de distribución de una variable aleatoria X es la función F :
R → [0, 1], definida por

F (x) = P (X ≤ x), x ∈ R.

Proposición A.2. Sea F (x) la función de distribución de
una variable aleatoria. Entonces

1. ĺım
x→∞

F (x) = 1.

2. ĺım
x→−∞

F (x) = 0.

3. Si x1 ≤ x2, entonces F (x1) ≤ F (x2).

4. F (x) es continua por la derecha, es decir, F (x+) =
F (x).

Demostración. Véase [44].

Definición A.5 (Variable aleatoria discreta). La variable
aleatoria X se llama discreta si su correspondiente función de
distribución F (x) es una función constante por pedazos. Sean
x1, x2, . . . los puntos de discontinuidad de F (x). En cada uno
de estos puntos el tamaño de la discontinuidad es P (X =
xi) = F (xi)−F (xi−) > 0. A la función f(x) que indica estos
incrementos se le llama función de probabilidad de X, y se
define como sigue

f(x) =

{
P (X = x) si x = x1, x2, . . .

0 otro caso.

La función de distribución se reconstruye de la forma siguiente

F (x) =
∑
u≤x

f(u).
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Definición A.6 (Variable aleatoria continua). La variable
aleatoria X se llama continua si su correspondiente función
de distribución es una función continua.

Definición A.7 (Variable aleatoria absolutamente conti-
nua). La variable aleatoria continua X con función de distri-
bución F (x) se llama absolutamente continua, si existe una
función no negativa e integrable f tal que para cualquier valor
de x se cumple

F (x) =

∫ x

−∞
f(u)du.

En tal caso a la función f(x) se le llama función de densidad
de X.

Para hablar de una variable aleatoria, es suficiente hacer
referencia a su función de distribución o función de densidad,
ya que de una se puede obtener la otra.

Definición A.8 (Independencia de variables aleatorias).
Se dice que las variables aleatorias X y Y son independientes
si los eventos (X ≤ x) y (Y ≤ y) son independientes para
cualesquiera valores reales de x y y, es decir, si se cumple la
igualdad

P [(X ≤ x) ∩ (Y ≤ y)] = P (X ≤ x)P (Y ≤ y).

Definición A.9 (Esperanza). Sea X una variable alea-
toria discreta con función de probabilidad f(x). La esperanza
de X se define como el número

E[X] =
∑
x

xf(x).

suponiendo que esta suma es absolutamente convergente, es
decir, cuando la suma de los valores absolutos es convergente.
Por otro lado, si X es continua con función de densidad f(x),
entonces la esperanza es

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx,
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suponiendo que esta integral es absolutamente convergente, es
decir, cuando la integral de los valores absolutos es conver-
gente.

Definición A.10 (Varianza). Sea X una variable aleato-
ria discreta con función de probabilidad f(x). La varianza de
X se define como el número

V [X] =
∑
x

(x− µ)2f(x).

cuando esta suma es convergente y en donde µ es la esperanza
de X. Para una variable aleatoria continua X con función de
densidad f(x) se define

V [X] =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x)dx,

cuando esta integral es convergente.

Proposición A.3. Sean X y Y dos variables aleatorias
con varianza finita y sea c una constante. Entonces

1. V [X] ≥ 0.

2. V [c] = 0.

3. V [cX] = c2V [X].

4. V [X + c] = V [X].

5. V [X] = E[X2]− E2[X].

6. En general, V [X + Y ] ̸= V [X] + V [Y ].

7. Si X y Y son variables independientes, entonces

V [X + Y ] = V [X] + V [Y ].

Demostración. Véase [43].
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A.2. Simulación de variables aleato-

rias

Actualmente la simulación de una variable aleatoria con
cierta distribución esta programada en varios software como
R. Por otro lado, existen variables aleatorias no tan comunes
que no están programadas o bien, un investigador propone
una nueva variable, por ello, se necesita métodos para simular
variables aleatorias.

Todos los software o paquete estad́ıstico ya tiene progra-
mada la simulación de una variable aleatoria uniforme, hecho
que se utiliza para simular otras variables, como se mostrará
a continuación.

Definición A.11. Para una función no decreciente F en
R, el inverso generalizado de F , F−, es la función definida
por

F−(u) = ı́nf{x : F (x) ≥ u}.

Lema A.1 (Transformación Integral de Probabilidad). Si
U ∼ Unif [0, 1] y F una función de distribución, entonces la
variable aleatoria F−(U) tienen la distribución F .

Demostración. Véase [45].

Por lo tanto, de acuerdo al Lema anterior, para generar
una variable aleatoria X que tenga función de distribución F ,
es suficiente generar U ∼ Unif [0, 1] y luego hacer la transfor-
mación x = F−(u).

Ejemplo A.1. Si X ∼ Gumbel(µ, σ), entonces F (x) =

e−e−(x−µ)/σ
, entonces resolviendo para x en u = e−e−(x−µ)/σ

se
tiene x = µ−σ log(− log(u)). Por lo tanto, si U ∼ Unif [a, b],
ls variable aleatoria X = µ − σ log(− log(U)) tiene distribu-
ción Gumbel.



A.3 Estad́ısticas 101

Teorema A.1 (Teorema fundamental de simulación). Si-
mular X con función de densidad f(x) es equivalente a simu-
lar

(X,U) ∼ Unif{(x, u) : 0 < u < f(x)}.1

Demostración. Véase [45].

Ejemplo A.2. Sea Xuna variable aleatoria con función
de densidad f(x) y m > 0 tal que f(x) ≤ m, para toda x ∈ R.
Se supone que f(x) = 0 para x ̸∈ [a, b], donde a < b, entonces
se puede simular el par (Y, U) ∼ Unif{(y, u) : 0 < u < m}
y U |Y ∼ Unif(0,m), y tomando el par solo si 0 < u < f(y)
es satisfecho. Esto da como resultado la distribución correcta
del valor aceptado de Y , es decir X, porque

P (X ≤ x) = P (Y ≤ x|U < f(Y ))

=

∫ x

a

∫ f

0
(y)dudy∫ b

a

∫ f

0
(y)dudy

=

∫ x

a

f(y)dy.

A.3. Estad́ısticas

En esta sección, se analizan los conceptos de estad́ıstica
que permiten una comprensión del trabajo realizado. Si se
desea ver ejemplos de las definiciones, véase [35].

Definición A.12 (Muestra aleatoria). Una muestra alea-
toria de tamaño n es una muestra elegida por un método en
el que cada colección de n elementos de la población tiene la
misma probabilidad de formar la muestra.

1Vector uniforme en Ω = {(x, u) : 0 < u < f(x)}, para mas informa-
ción véase [45].
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Definición A.13 (Media (muestral)). Sea X1, . . . , Xn una
muestra. La media muestral es

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Definición A.14 (Varianza (muestral)). Sea X1, . . . , Xn

una muestra. La varianza muestral es la cantidad

V =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2. (A.1)

Lema A.2. Una fórmula equivalente a (A.1), que puede
ser más fácil de calcular, es

V =
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄

)
.

Demostración. Véase [25].

Definición A.15 (Mediana (muestral)). Si n números
están ordenados del más pequeño al más grande:

Si n es impar, la mediana muestral es el número en la

posición
n+ 1

2
.

Si n es par, la mediana muestral representa el promedio

de los números en las posiciones
n

2
y
n

2
+ 1.

Definición A.16 (Cuartiles). Los cuartiles dividen la
muestra tanto como sea posible en cuartos. Una muestra tiene
tres de aquéllos. El método más simple cuando se calcula es el
siguiente: Sea n el tamaño de la muestra. Ordene los valores
de la muestra del más pequeño al más grande. Para encontrar
el primer cuartil, calcule el valor 0.25(n + 1). Si éste es un
entero, entonces el valor de la muestra en esa posición es el
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primer cuartil. Si no, tome entonces el promedio de los va-
lores de la muestra de cualquier lado de este valor. El tercer
cuartil se calcula de la misma manera, excepto que se usa el
valor 0.75(n+ 1). El segundo cuartil2 usa el valor 0.5(n+ 1).

Definición A.17. El p-ésimo percentil de una muestra,
para un número p entre 0 y 100, se divide a la muestra tan-
to como sea posible, el p% de los valores de la muestra es
menor que el p-ésimo percentil y el (100− p)% son mayores.
Se ordena los valores de la muestra del más pequeño al más
grande y después se calcula la cantidad (p/100)(n+1), donde
n es el tamaño de la muestra. Si esta cantidad es un entero,
el valor de la muestra en esta posición es el p-ésimo percentil.
Por otro lado, se promedia los dos valores de la muestra en
cualquier lado.

2El segundo cuartil coincide con la mediana.
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Apéndice B

Análisis por Umbrales

Un enfoque que se intento fue el de analizar los máximos
diarios a través de los cuantiles, más espećıficamente aque-
llos datos mayores al 97.5-percentil. Para ello se considero el
mismo conjunto de datos que son descritos en el Caṕıtulo 5.

B.1. Estad́ısticas y distribuciones pa-

ra los umbrales de forma mar-

ginal

En la Tabla B.21 se presentan algunas estad́ısticas de los
máximos diarios en toda la ZMVM, en especial el 97.5-percentil.
Ahora también es importante encontrar la relación entre los
máximos diarios de O3 con los otros contaminantes, para ello
se ocupa la ρ de Spearman, cuya version muestral se encuentra
en la Tabla B.22.

Con estas estad́ısticas se procede a encontrar el ajuste a
las distribuciones candidatas.
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B.2. Análisis univariado

Como se están trabajando con máximos diarios, se piensa
que los valores igual tendŕıan una densidad Fréchet o Weibull
como se explica en el Caṕıtulo 2. A diferencia del análisis prin-
cipal presentado en este trabajo, ahora se quiere solo analizar
los datos que son mayores al 97.5-percentil. Aśı, los modelos
usados en OpenBUGS son de la forma:

x ∼ Fréchet(αx, sx, bx),

α ∼ Unif(0, 10), (B.1)

s ∼ Unif(0, ax).

x ∼ Weibull(αx, kx, bx),

α ∼ Unif(0, 10), (B.2)

k ∼ Unif(0, bx).

En los modelos (B.1) y (B.2) los valores de los limites su-
periores en los parámetros de escala se encuentran en la Tabla
B.23, estos valores cambian de acuerdo a cada contaminante.
De igual manera, el valor de µx es la parte entera del 97.5-
percentil de cada contaminante, los cuales se encuentran en
la Tabla B.21.

En OpenBUGS se corrieron 5 cadenas en puntos inicia-
les distintos, con un total de 100, 000 iteraciones. Se tomaron
20, 000 iteraciones de calentamiento en todos los casos, ade-
mas para tener una muestra aleatoria, se tomo la muestra ca-
da 50 elementos. Los resultados se resumen en la Tabla B.24,
donde se observa que se cumple la regla empirica de que el
error M. C. sea 1/20 veces más pequeño que la d. e. en cada
parámetro del cual se quiere hacer inferencia.

En la Tabla B.25 se registran los DIC y MLF donde se
observa que la distribución que mejor se ajusta es la Weibull,
esto acompañado de las densidades observadas en la Figura
B.10, esto debido a que no hay un pico muy pronunciado al
inicio del histograma.
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B.3. Análisis conjunto de los umbra-

les

Ahora se analiza el O3 con los otros contaminantes consi-
derados. Los vectores de datos considerados son los que en am-
bos entradas son mayores a su 97.5-percentil correspondiente.
Dado que hay dependencias tanto positivas como negativas,
se utiliza la cópula de Frank para modelar la dependencia
mostrada en la Tabla B.22.

La cópula de Frank esta dada por

Cθ(u, v) = −1

θ
log

(
1 +

(e−θu − 1)(e−θv − 1)

e−θ − 1

)
,

donde θ(−∞,∞) \ {0}, siendo el caso ĺımite de θ → 0 la
dependencia nula. Para hacer la simulaciones en OpenBUGS,
se necesita la densidad asociada a la cópula, por lo que su
derivada cruzada es dada por

cθ(u, v) =
∂2

∂u∂v
Cθ(u, v) =

θe−θ(u+v)(1− e−θ)

(e−θ(u+v) − e−θu − e−θv + e−θ)2
.

Para obtener la expresión dada por Zhang y Shigh [56], la
expresión anterior se multiplica al numerador y denominador
por (eθ(1+u+v))2, por lo tanto

cθ(u, v) =
θ(e−θ − 1)e−θ(1+u+v)

(eθ(u+v) − eθ(1+u) − eθ(1+v) + eθ)2
.

Por tanto, la densidad conjunta de un vector aleatorio
(x, y) por medio del Teorema de Sklar está dada por

fX,Y,θ(x, y) = fX(x)fY (y)cθ(x, y),

donde f una función de densidad.
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Aunque en el caso univariado se determinó que se debe
usar una marginal Weibull, para el análisis bivariado se con-
sidera utilizar una marginal Fréchet, con el fin de no perder
información.

Los modelos para estimar los parámetros del comporta-
miento conjunto tendrán la forma siguiente1:

y ∼ Weibull(αy, ky, µy),

z ∼ Weibull(αz, kz, µz),

(y, z) ∼ fy,z,θ,

αy ∼ U(0, 10), (B.3)

ky ∼ U(0, by),

αz ∼ U(0, 10),

kz ∼ U(0, bz),

θ ∼ U(−35, 35).

y ∼ Fréchet(αy, sy, µy),

z ∼ Weibull(αz, kz, µz),

(y, z) ∼ fy,z,θ,

αy ∼ U(0, 10), (B.4)

sy ∼ U(0, ay),

αz ∼ U(0, 10),

kz ∼ U(0, bz),

θ ∼ U(−35, 35).

y ∼ Weibull2(αy, ky, µy),

z ∼ Fréchet(αz, sz, µz),

(y, z) ∼ fy,z,θ

αy ∼ U(0, 10), (B.5)

ky ∼ U(0, by),

αz ∼ U(0, 10),

sz ∼ U(0, az),

θ ∼ U(−35, 35).

Los valores de las a’s y b‘s se encuentran en la Tabla B.26

1Para el caso de suponer las dos variables Fréchet no fue posible, ya
que, en OpenBUGS el parámetro de escala para el O3 tendia a crecer
demasiado, superando el valor de 231− 1, el valor más grande posible en
OpenBUGS.
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y el valor de los parámetros µ’s se toman el 0.975-percentil
encontrados en la Tabla B.21. El subindice z se refiere al O3,
mientras que el subindice y se usa para los otros contaminan-
tes.

Para todos los casos se corrieron 5 cadenas en puntos ini-
ciales distintos, con un total de 100, 000 iteraciones, de las
cuales se tomaron 20, 000 iteraciones de calentamiento. Des-
pués, para tener una muestra aleatoria se toma la muestra
final cada 50 elementos. Se tiene que hay que hacer tantas
simulaciones hasta que el d. e. sea 1/20 más pequeño que el
Error Monte Carlo, como se muestra en la Tabla B.27.

En la Tabla B.28 se muestra que en general los mejores
modelos son cuando ambas densidades son Weibull, esto con
el criterio del MLF, excepto el caso de las PM2.5 y el O3 que
se elige marginal Weibull para las PM2.5 y marginal Fréchet
para el O3, aunque solo por poco.



110 Análisis por Umbrales
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los máximos mensuales de SO2. La linea roja
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los máximos mensuales de PM2.5. La linea roja
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FIGURAS 113

Figura B.1: Gráfica de la función de distribución GEV.



114 FIGURAS

(a) α, CE (b) s, CE

Figura B.2: Gráfico BGR de los parámetros de ubicación(α)
y de escala(s) para los máximos mensuales de O3 en la región
CE, suponiendo un modelo Fréchet.
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(a) α, CE (b) s, CE

Figura B.3: Densidad de los parámetros de ubicación(α) y
de escala(s) para los máximos mensuales de O3 en la región
CE, suponiendo un modelo Fréchet.
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(a) CE (b) NE

(c) NO (d) SE

(e) SO

Figura B.4: Comparación de las densidades obtenidas pa-
ra los máximos mensuales de O3. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(a) CE (b) NE

(c) NO (d) SE

(e) SO

Figura B.5: Comparación de las densidades obtenidas para
los máximos mensuales de NO2. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(a) CE (b) NE

(c) NO (d) SE

(e) SO

Figura B.6: Comparación de las densidades obtenidas para
los máximos mensuales de SO2. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(a) CE (b) NE

(c) NO (d) SE

(e) SO

Figura B.7: Comparación de las densidades obtenidas para
los máximos mensuales de PM10. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(a) CE (b) NE

(c) NO (d) SE

(e) SO

Figura B.8: Comparación de las densidades obtenidas para
los máximos mensuales de PM2.5. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(a) CE (b) NE

(c) NO (d) SE

(e) SO

Figura B.9: Comparación de las densidades obtenidas para
los máximos mensuales de CO. La linea roja representa el
ajuste Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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(a) O3. (b) NO2.

(c) SO2. (d) PM10.

(e) PM2.5. (f) CO.

Figura B.10: Comparación de las densidades obtenidas para
los modelos (B.1) y (B.2). La linea roja representa el ajuste
Fréchet y la verde el ajuste Weibull.
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través de la cópula de Gumbel-Hougaard. . . . 136

B.12.Estimaciones de los parámetros suponiendo un
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a través de la cópula de Gumbel-Hougaard. . . 138

B.14.Comparación de los DIC y MLF en los modelos
bivariados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

B.15.Elección del modelo. Caso bivariado. . . . . . 140

B.16.Valores de ρ̂ asociado a los θ estimados en las
Tablas B.9-B.13. . . . . . . . . . . . . . . . . 141

B.17.Valores para el modelo (5.8) para las diversas
zonas y diversos contaminantes. . . . . . . . . 142

B.18.Estad́ısticas de la muestra final de los paráme-
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B.21.Estad́ısticas de los máximos diarios en la ZMVM.146

B.22.Calculo de la ρ de Spearman muestral de los
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Tabla B.1: Número yi de fallas de la bomba en ti miles de
horas.

Sistema (i) yi ti ri = yiti
1 5 94.320 0.05301103
2 1 15.720 0.06361323
3 5 62.880 0.07951654
4 14 125.760 0.11132316
5 3 5.240 0.57251908
6 19 31.440 0.60432570
7 1 1.048 0.95419847
8 1 1.048 0.95419847
9 4 2.096 1.90839695
10 22 10.480 2.09923664
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Tabla B.2: Resultado de usar el muestrador de Gibbs en el
ejemplo de la planta nuclear Farley 1.

Sistema (i) Media s
1 0.05989735 0.02507362
2 0.10256774 0.07870071
3 0.08914099 0.03705638
4 0.11561089 0.03005465
5 0.60907691 0.31762446
6 0.60667401 0.13747133
7 0.89859718 0.72278527
8 0.89560013 0.71677873
9 1.58454532 0.75715678
10 1.99107727 0.42022407
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Tabla B.3: Estad́ısticas de los máximos mensuales. Las es-
tad́ısticas están dadas en ppb para los casos de O3, NO2 y
SO2; en µg/m3 para PM10 y PM2.5 y en ppm para CO.

CE NE NO SE SO
Media d. e. Media d. e. Media d. e. Media d. e. Media d. e.

O3 184.92 59.96 153.06 38.29 187.45 64.06 176.16 48.99 205.34 69.29
NO2 141.94 57.70 112.10 43.24 140.57 69.63 127.34 51.14 121.22 54.60
SO2 116.94 61.55 177.97 87.09 186.40 82.39 83.21 46.25 85.68 44.93
PM10 265.35 177.69 447.34 242.23 295.27 150.86 318.99 189.79 211.33 113.75
PM2.5 105.79 60.84 159.10 120.74 106.42 61.34 108.73 52.91 98.90 51.34
CO 9.22 6.43 9.24 5.91 9.86 7.95 6.99 4.32 7.43 5.14
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Tabla B.4: Valores de a para las diversas zonas y contami-
nantes.

CE NE NO SE SO
O3 200 200 200 200 200
NO2 150 150 150 150 150
SO2 100 150 200 100 100
PM10 200 350 250 250 200
PM2.5 100 150 100 100 100
CO 10 10 10 10 10
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Tabla B.5: Estimaciones de los parámetros de forma y escala
suponiendo distribuciones Fréchet(F) y Weibull(W).

C
E

N
E

N
O

S
E

S
O

M
ed
ia

d
.
e.

E
rr
or

M
.C
.

M
ed
ia

d
.
e.

E
rr
or

M
.C
.

M
ed
ia

d
.
e.

E
rr
or

M
.C
.

M
ed
ia

d
.
e.

E
rr
or

M
.C
.

M
ed
ia

d
.
e.

E
rr
or

M
.C
.

O
3

F
α

3.
74
6E

0
1.
51
1E

-1
1.
76
9E

-3
4.
74
9E

0
1.
86
4E

-1
2.
01
1E

-3
3.
45
1E

0
1.
37
0E

-1
1.
48
9E

-3
4.
45
4E

0
1.
81
3E

-1
2.
04
7E

-3
3.
65
5E

0
1.
46
2E

-1
1.
76
6E

-3
s

1.
51
3E

2
2.
17
4E

0
2.
30
4E

-2
1.
32
4E

2
1.
50
5E

0
1.
49
7E

-2
1.
50
4E

2
2.
36
1E

0
2.
73
5E

-2
1.
49
2E

2
1.
80
1E

0
2.
13
6E

-2
1.
66
7E

2
2.
49
6E

0
2.
74
5E

-2

W
α

3.
17
2E

0
1.
23
0E

-1
5.
99
2E

-3
3.
96
0E

0
1.
37
0E

-1
5.
97
8E

-3
3.
07
1E

0
1.
26
5E

-1
6.
11
7E

-3
3.
70
2E

0
1.
37
9E

-1
5.
91
7E

-3
3.
05
2E

0
1.
14
0E

-1
5.
20
4E

-3
k

2.
05
5E

2
3.
51
7E

0
6.
10
5E

-2
1.
67
5E

2
2.
28
7E

0
3.
43
5E

-2
2.
09
0E

2
3.
68
7E

0
6.
37
6E

-2
1.
94
1E

2
2.
83
2E

0
4.
10
4E

-2
2.
28
8E

2
3.
99
6E

0
6.
42
4E

-2

N
O

2

F
α

2.
66
0E

0
9.
99
7E

-2
1.
07
8E

-3
3.
09
3E

0
1.
17
0E

-1
1.
26
0E

-3
2.
62
5E

0
1.
02
1E

-1
1.
13
3E

-3
2.
73
6E

0
1.
01
6E

-1
1.
24
0E

-3
2.
51
8E

0
9.
34
2E

-2
1.
10
0E

-3
s

1.
08
0E

2
2.
20
2E

0
2.
40
7E

-2
8.
87
4E

1
1.
56
7E

0
1.
65
2E

-2
1.
03
1E

2
2.
11
7E

0
2.
41
6E

-2
9.
76
9E

1
1.
93
3E

0
2.
19
5E

-2
8.
98
0E

1
1.
96
0E

0
2.
06
9E

-2

W
α

2.
55
3E

0
9.
75
3E

-2
3.
87
2E

-3
2.
57
0E

0
8.
82
4E

-2
3.
16
6E

-3
2.
11
1E

0
7.
92
0E

-2
3.
82
2E

-3
2.
79
0E

0
1.
16
0E

-1
4.
88
5E

-3
2.
32
6E

0
8.
27
3E

-2
4.
08
7E

-3
k

1.
59
5E

2
3.
38
9E

0
5.
28
3E

-2
1.
25
4E

2
2.
64
8E

0
3.
44
9E

-2
1.
58
7E

2
4.
07
7E

0
7.
89
7E

-2
1.
52
6E

2
3.
21
7E

0
5.
15
7E

-2
1.
36
8E

2
3.
13
7E

0
6.
41
1E

-2

S
O

2

F
α

1.
77
1E

0
6.
35
2E

-2
6.
44
2E

-4
1.
89
3E

0
6.
80
9E

-2
7.
94
3E

-4
2.
08
7E

0
7.
42
3E

-2
8.
30
4E

-4
1.
66
0E

0
5.
71
8E

-2
7.
10
2E

-4
1.
88
8E

0
6.
76
0E

-2
6.
64
9E

-4
s

7.
78
4E

1
2.
37
6E

0
2.
64
3E

-2
1.
21
9E

2
3.
48
5E

0
4.
04
0E

-2
1.
33
8E

2
3.
46
0E

0
3.
68
4E

-2
5.
47
1E

1
1.
79
1E

0
1.
91
8E

-2
5.
82
9E

1
1.
66
3E

0
1.
83
4E

-2

W
α

2.
00
6E

0
7.
15
0E

-2
3.
02
3E

-3
2.
14
3E

0
8.
49
6E

-2
3.
17
4E

-3
2.
36
3E

0
8.
76
6E

-2
3.
46
1E

-3
1.
89
3E

0
6.
52
3E

-2
2.
27
6E

-3
2.
00
3E

0
7.
20
9E

-2
2.
93
9E

-3
k

1.
32
2E

2
3.
53
7E

0
6.
06
7E

-2
2.
00
8E

2
5.
08
2E

0
7.
43
1E

-2
2.
10
0E

2
4.
75
7E

0
6.
84
5E

-2
9.
37
8E

1
2.
65
0E

0
4.
19
0E

-2
9.
67
3E

1
2.
61
0E

0
4.
29
9E

-2

P
M

1
0

F
α

2.
11
7E

0
9.
07
8E

-2
1.
02
0E

-3
1.
95
6E

0
7.
94
3E

-2
8.
71
7E

-4
2.
39
0E

0
9.
78
2E

-2
1.
02
7E

-3
2.
01
8E

0
8.
34
0E

-2
9.
01
6E

-4
2.
25
3E

0
9.
52
6E

-2
1.
15
3E

-3
s

1.
71
7E

2
4.
79
2E

0
5.
28
4E

-2
3.
00
1E

2
9.
16
5E

0
1.
04
3E

-1
2.
12
0E

2
5.
19
3E

0
6.
24
1E

-2
2.
11
4E

2
6.
20
9E

0
7.
09
1E

-2
1.
46
6E

2
3.
84
1E

0
4.
32
1E

-2

W
α

1.
64
0E

0
6.
21
1E

-2
2.
40
2E

-3
1.
93
7E

0
7.
86
8E

-2
3.
91
8E

-3
2.
05
2E

0
7.
88
2E

-2
2.
79
5E

-3
1.
80
0E

0
7.
23
8E

-2
3.
31
3E

-3
1.
95
8E

0
7.
68
2E

-2
3.
32
4E

-3
k

2.
98
5E

2
1.
05
9E

1
1.
84
5E

-1
5.
04
3E

2
1.
52
7E

1
2.
93
7E

-1
3.
33
3E

2
9.
48
3E

0
1.
30
5E

-1
3.
59
9E

2
1.
17
8E

1
2.
30
4E

-1
2.
38
5E

2
7.
10
2E

0
1.
28
4E

-1

P
M

2
.5

F
α

3.
67
6E

0
1.
92
2E

-1
1.
93
0E

-3
2.
38
2E

0
1.
29
1E

-1
1.
35
0E

-3
3.
64
9E

0
1.
89
4E

-1
2.
13
5E

-3
2.
99
6E

0
1.
53
8E

-1
1.
75
3E

-3
3.
26
1E

0
1.
68
4E

-1
1.
81
4E

-3
s

8.
30
6E

1
1.
61
6E

0
1.
67
2E

-2
1.
03
4E

2
3.
07
2E

0
3.
70
8E

-2
8.
38
5E

1
1.
62
0E

0
1.
66
7E

-2
8.
26
7E

1
1.
98
5E

0
2.
30
1E

-2
7.
63
9E

1
1.
66
4E

0
1.
79
8E

-2

W
α

1.
85
2E

0
7.
41
3E

-2
2.
34
3E

-3
1.
51
3E

0
6.
94
0E

-2
2.
43
3E

-3
1.
84
1E

0
7.
21
1E

-2
2.
17
4E

-3
2.
11
9E

0
9.
34
0E

-2
3.
96
3E

-3
1.
98
7E

0
8.
30
0E

-2
2.
88
4E

-3
k

1.
18
8E

2
4.
61
8E

0
6.
63
7E

-2
1.
77
9E

2
8.
37
0E

0
1.
36
3E

-1
1.
19
2E

2
4.
64
8E

0
6.
60
5E

-2
1.
22
5E

2
4.
02
8E

0
7.
29
7E

-2
1.
11
2E

2
4.
05
5E

0
6.
85
8E

-2

C
O

F
α

1.
41
5E

0
5.
33
6E

-2
6.
08
3E

-4
1.
56
6E

0
5.
85
7E

-2
6.
73
2E

-4
1.
48
0E

0
5.
58
9E

-2
5.
33
9E

-4
1.
77
4E

0
6.
69
9E

-2
7.
82
4E

-4
1.
23
9E

0
4.
56
9E

-2
5.
53
5E

-4
s

4.
94
5E

0
1.
87
8E

-1
2.
13
8E

-3
5.
42
8E

0
1.
88
1E

-1
2.
13
3E

-3
5.
17
7E

0
1.
90
8E

-1
2.
10
8E

-3
4.
37
8E

0
1.
33
6E

-1
1.
43
4E

-3
3.
80
9E

0
1.
66
5E

-1
1.
93
7E

-3

W
α

1.
50
9E

0
5.
77
7E

-2
9.
06
5E

-4
1.
66
3E

0
6.
49
9E

-2
1.
30
9E

-3
1.
36
3E

0
5.
10
3E

-2
7.
37
0E

-4
1.
74
0E

0
6.
49
3E

-2
1.
06
1E

-3
1.
49
8E

0
5.
96
1E

-2
9.
08
8E

-4
k

1.
02
6E

1
3.
64
6E

-1
4.
42
0E

-3
1.
03
9E

1
3.
34
8E

-1
4.
29
1E

-3
1.
08
6E

1
4.
32
7E

-1
4.
80
2E

-3
7.
88
8E

0
2.
47
8E

-1
3.
11
3E

-3
8.
25
6E

0
2.
95
8E

-1
3.
56
1E

-3



TABLAS 131

Tabla B.6: Comparación de los DIC y MLF en los modelos
individuales.
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Tabla B.7: Elección del modelo para el análisis univariado.

CE NE NO SE SO
O3 F F F F F
NO2 F F F F F
SO2 W W W W W
PM10 F W F F F
PM2.5 F F F F F
CO W W F F W
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Tabla B.8: Calculo de la ρ de Spearman muestral de los
máximos mensuales del O3 con los otros contaminantes.

CE NE NO SE SO
NO2 y O3 0.64041070 0.5411453 0.5605169 0.6414327 0.57207730
SO2 y O3 0.41057210 0.3512676 0.2412945 0.3948958 0.38476550
PM10 y O3 0.45670790 0.5199240 0.3104575 0.5381821 0.41344370
PM2.5 y O3 0.06109886 0.4185697 0.3175970 0.2173969 0.05371831
CO y O3 0.82883330 0.7206002 0.8598176 0.7677488 0.82494090



134 TABLAS

Tabla B.9: Estimaciones de los parámetros suponiendo un
modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento del
NO2(y) y O3(z) relacionadas a través de la cópula de Gumbel-
Hougaard.
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Tabla B.10: Estimaciones de los parámetros suponiendo un
modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento del
SO2(y) y O3(z) relacionadas a través de la cópula de Gumbel-
Hougaard.
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Tabla B.11: Estimaciones de los parámetros suponiendo
un modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento
del PM10(y) y O3(z) relacionadas a través de la cópula de
Gumbel-Hougaard.
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Tabla B.12: Estimaciones de los parámetros suponiendo
un modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento
del PM2.5(y) y O3(z) relacionadas a través de la cópula de
Gumbel-Hougaard.
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Tabla B.13: Estimaciones de los parámetros suponiendo un
modelo Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento del
CO(y) y O3(z) relacionadas a través de la cópula de Gumbel-
Hougaard.
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Tabla B.14: Comparación de los DIC y MLF en los modelos
bivariados.
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Tabla B.15: Elección del modelo. Caso bivariado.

CE NE NO SE SO
NO2 y O3 F-F F-F F-F F-F F-F
SO2 y O3 W-F W-F W-F W-F W-F
PM10 y O3 F-F F-F F-F F-F F-F
PM2.5 y O3 F-F F-F F-F F-F F-F
CO y O3 W-F F-F F-F F-F W-F
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Tabla B.16: Valores de ρ̂ asociado a los θ estimados en las
Tablas B.9-B.13.

CE NE NO SE SO
NO2 F-F 0.646752 0.577332 0.570804 0.634908 0.588288
y W-W 0.547968 0.420996 0.457356 0.507036 0.474300
O3 W-F 0.582444 0.479592 0.494424 0.554076 0.508644
SO2 F-F 0.481332 0.426396 0.334284 0.442188 0.423024
y W-W 0.338424 0.206244 0.079200 0.222156 0.248652
O3 W-F 0.377952 0.299664 0.166104 0.286932 0.302352

PM10 F-F 0.470736 0.534900 0.335940 0.513960 0.421668
y W-W 0.390612 0.373392 0.238620 0.368784 0.258492
O3 W-F 0.406428 0.435684 0.262380 0.407844 0.328404

PM2.5 F-F 0.073848 0.386184 0.272916 0.200844 0.083184
y W-W 0.035088 0.255564 0.079200 0.058896 0.037932
O3 F-W 0.058896 — 0.193176 — 0.060264

W-F 0.045000 0.300564 0.129144 0.084504 0.046404
NO2 F-F 0.815724 0.718956 0.835224 0.744708 0.795156
y W-W 0.804048 0.643428 0.808692 0.676212 0.770664
O3 W-F 0.800112 0.668822 0.777012 0.678240 0.783744
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Tabla B.17: Valores para el modelo (5.8) para las diversas
zonas y diversos contaminantes.

a1 a2 a3
O3 200 200 200

PM10 350 200 200
PM2.5 150 100 100
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Tabla B.18: Estad́ısticas de la muestra final de los paráme-
tros suponiendo un modelo Fréchet en el comportamiento del
O3, PM10 y PM2.5 en las regiones NE, CE y SO relacionadas
a través de la cópula de Gumbel-Hougaard tridimensional.

Parámetro Media d. e. Error M. C.

O3

αX1 4.720 0.11210 0.0013900
αX2 3.759 0.08819 0.0011400
αX3 3.649 0.08724 0.0011120
sX1 131.300 0.89630 0.0113300
sX2 152.600 1.24200 0.0157700
sX3 167.000 1.42100 0.0175000
θ 2.485 0.08377 0.0010520

PM10

αX1 1.983 0.05066 0.0005869
αX2 2.051 0.05685 0.0006937
αX3 2.218 0.05964 0.0007035
sX1 296.100 5.49300 0.0709800
sX2 173.000 3.00700 0.0370900
sX3 147.900 2.38600 0.0293100
θ 2.029 0.06930 0.0009002

PM2.5

αX1 2.243 0.08292 0.0010150
αX2 3.610 0.12480 0.0014720
αX3 3.343 0.10990 0.0013120
sX1 103.400 1.97800 0.0237400
sX2 83.400 1.02900 0.0116000
sX3 76.320 1.04900 0.0124100
θ 1.689 0.06839 0.0008252
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Tabla B.19: Estad́ısticas de la muestra final de los paráme-
tros suponiendo un modelo Fréchet en el comportamiento del
O3, PM10 y PM2.5 en las regiones NE, CE y SO relacionadas
a través de la cópula de Gumbel-Hougaard asimétrica.

Parámetro Media d. e. Error M. C.

O3

αX1 3.764 0.07232 0.0016930
αX2 3.644 0.06961 0.0015640
αX3 4.739 0.11020 0.0027090
sX1 151.300 1.04200 0.0206700
sX2 166.100 1.17800 0.0222400
sX3 132.800 0.90420 0.0174400
θ1 2.210 0.09034 0.0025590
θ2 4.694 0.16300 0.0037760

PM10

αX1 2.063 0.04509 0.0007886
αX2 2.238 0.04726 0.0007896
αX3 1.984 0.04878 0.0008530
sX1 172.100 2.45500 0.0384400
sX2 147.400 1.96200 0.0317800
sX3 298.000 5.33900 0.0835000
θ1 1.928 0.04958 0.0008492
θ2 2.215 0.06546 0.0011270

PM2.5

αX1 2.326 0.06458 0.0008634
αX2 3.340 0.08902 0.0012710
αX3 3.623 0.11940 0.0015310
sX1 103.700 1.69600 0.0244800
sX2 76.290 0.86430 0.0109900
sX3 83.470 1.02400 0.0136300
θ1 1.636 0.02924 0.0004246
θ2 1.704 0.02840 0.0003381
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Tabla B.20: Los DIC’s Para el análisis trivariado.

Contaminante
Cópula Cópula

tridimensional asimétrica
O3 3.072E8 3.84E8

PM10 2.592E8 3.24E8
PM2.5 1.768E8 2.21E8
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Tabla B.21: Estad́ısticas de los máximos diarios en la
ZMVM.

Componente Media d. e. 97.5-percentil
O3 (ppb) 138.500 60.406 276.00
NO2 (ppb) 95.080 48.193 217.00
SO2 (ppb) 76.080 68.298 257.00

PM10 (µg/m3) 220.200 133.755 575.95
PM2.5 (µg/m3) 74.120 42.728 160.00

CO (ppm) 7.009 5.604 22.30
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Tabla B.22: Calculo de la ρ de Spearman muestral de los
máximos mensuales del O3 con los otros contaminantes.

Contaminante ρ muestral
NO2 y O3 -0.32593140
SO2 y O3 -0.03623814
PM10 y O3 0.22003870
PM2.5 y O3 0.69456670
CO y O3 0.02075625
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Tabla B.23: Ĺımites superiores para los parámetros de escala
en los modelos (B.1) y (B.2).

Contaminante ax bx
O3 50 50
NO2 50 100
SO2 50 100
PM10 100 300
PM2.5 50 200
CO 10 10
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Tabla B.24: Estimaciones de los parámetros de los diversos
componentes para los modelos (B.1) y (B.2).

Media d. e. Error M.C.

O3

F
α 0.7841 0.03261 0.0003769
s 10.4000 0.84730 0.0094750

W
α 1.0280 0.04782 0.0005393
k 33.6700 2.07700 0.0227000

NO2

F
α 0.7599 0.03090 0.0003455
s 14.2800 1.16500 0.0124500

W
α 1.002 0.04519 0.0005066
k 47.140 2.88100 0.0309900

SO2

F
α 0.7281 0.02944 0.0003238
s 21.3800 1.84900 0.0204900

W
α 1.0930 0.05069 0.0005758
k 69.0400 3.89800 0.0468400

PM10

F
α 0.7521 0.03216 0.0003601
s 58.9900 5.28300 0.0551100

W
α 1.1250 0.05561 0.0006187
k 179.6000 10.76000 0.1258000

PM2.5

F
α 0.7358 0.04097 0.0004816
s 24.1100 2.75300 0.0318800

W
α 0.8786 0.05137 0.0005440
k 88.5400 8.20600 0.0863500

CO
F

α 0.7886 0.03170 0.0003549
s 1.2610 0.10090 0.0011950

W
α 1.1270 0.05265 0.0005808
k 3.8190 0.21090 0.0023520



150 TABLAS

Tabla B.25: Estad́ısticos de comparación para los diversos
contaminantes para los modelos (B.1) y (B.2).

Modelo Fréchet Modelo Weibull
DIC MLF DIC MLF

O3 5.62E7 1.638390E-572 5.62E7 8.757836E-550
NO2 5.84E7 1.468775E-639 5.84E7 1.550686E-615
SO2 5.80E7 1.635221E-689 5.80E7 1.074329E-654
PM10 4.94E7 1.417759E-688 4.94E7 9.819631E-659
PM2.5 3.28E7 8.458427E-402 3.28E7 9.428889E-393
CO 5.82E7 8.635076E-320 5.82E7 3.818431E-289
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Tabla B.26: Valores del parámetro de escala en los modelos
(B.3), (B.4) y (B.5).

WW FW WF
by bz ay bz by az

NO2 y O3 100 50 100 50 100 50
SO2 y O3 100 100 50 100 200 50
PM10 y O3 300 50 100 50 300 50
PM2.5 y O3 300 50 200 50 300 50
CO y O3 10 100 10 100 10 50
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Tabla B.27: Estimaciones de los parámetros suponiendo
marginales Fréchet(F) o Weibull(W) en el comportamiento
de los umbrales relacionadas a través de la cópula de Frank.
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Tabla B.28: Comparación de los DIC y MLF en los modelos
bivariados del comportamiento de los umbrales relacionadas a
través de la cópula de Frank.
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2001.

[43] Rincón, L. Introducción a la Probabilidad. Universi-
dad Nacional Autónoma de México, Facultad de Cien-
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[51] Vallejo, M., Jáuregui-Renaud, K., Hermosillo,
A. G., Márquez, M. F., and Cárdenas, M. Efectos
de la contaminación atmosférica en la salud y su impor-
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