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Resumen

Empleando conceptos y herramientas del caos cudntico, teorfa de matrices aleatorias y teoria
de la informacién cuédntica, se estudian los efectos de una perturbacion local sobre las propiedades
de un sistema unidimensional cuantico de muchos cuerpos. En particular, se analiza cémo la
estadistica de niveles energéticos, estructura de estados propios de energia y el entrelazamiento
cuantico en el modelo de Ising en una cadena unidimensional con campo transversal dependen de

la magnitud de una perturbacién local aplicada en la mitad de la cadena.

Se encuentra que la perturbaciéon rompe la integrabilidad del sistema, asi al incrementar la
magnitud de la perturbacidén, este transita de una regién integrable a una cadtica y para un valor

lo suficientemente grande vuelve a la regién integrable.

Se observa que al incrementar la magnitud de la perturbacion la estructura de estados propios
se ve afectada, asi, en promedio para los estados con energias en torno al centro del espectro, el
sistema se encuentra mas localizado para una magnitud nula de la perturbacién y al incrementarla
estos tienden a encontrarse mas extendidos, hasta que, para una magnitud lo suficientemente

grande, vuelven a encontrarse localizados.

Finalmente se encuentra que, la perturbacién también afecta el entrelazamiento de los estados
propios del sistema, en particular, de manera analoga a la estructura de estados propios, se encuen-
tra que, en promedio, los estados en torno al centro del espectro energético se encuentran menos
entrelazados para una magnitud nula de la perturbacion y al incrementarla el entrelazamiento

crece, hasta que, para una magnitud considerable, el entrelazamiento vuelve a un valor menor.

Palabras clave: Sistemas de muchos cuerpos, caos cuantico, entrelazamiento bipartita
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Introduccion

En 1935, Einstein, Podolsky, y Rosen publicaron un articulo [I] en el cual trataron de mostrar
que la descripcién mecdnico cuantica de la realidad no era completa, para ello hicieron uso de
dos principios. El principio de realidad y el principio de localidad. El primero nos dice que si, sin
perturbar de ninguna manera un sistema, podemos predecir con certeza (es decir, con probabilidad
igual a la unidad) el valor de una cantidad fisica, entonces existe un elemento de realidad fisica
correspondiente a esta cantidad fisica. Mientras que el segundo nos dice que si dos sistemas no
pueden interactuar entre si, entonces una medicién de un sistema no puede cambiar el estado del
otro sistema [2], demostrando una contradiccién entre los dos principios y puesto que el principio
de realidad se cumple en la Mecdnica Cuantica debemos abandonar el principio de localidad. El
cardcter no local de la Mecdnica Cuéntica fue criticado por Albert Einstein y sus preocupaciones al
respecto han sido resumidas en la frase en inglés “spooky action at a distance” (accién fantasmal a
distancia). Se decia entonces que la Mecénica Cudntica era una teorfa incompleta, que necesitaba
la incorporaciéon de variables ocultas en los estados cuanticos para restaurar la localidad de la
realidad. Sin embargo, John S. Bell [3] en los anos 60’s del siglo XX, mostrd tedricamente que
incluso estados cudnticos considerados como un ensamble estadistico de estados de variables
ocultas también conducen a resultados contradictorios con la Mecdnica Cudntica. Los resultados
de Bell fueron posteriormente verificados con fotones emitidos en experimentos con atomos de
Calcio [4].

A los sistemas que muestran correlaciones cudnticas que violan el principio de localidad se les
conoce como entrelazados. El entrelazamiento es un tipo de correlacién cuantica que permite, por
ejemplo, a una particula atéomica o subatémica saber instantaneamente algo sobre otra particula.
Esta tltima se puede encontrar a una larga distancia de la primera y la “comunicaciéon” entre ellas
se da aparentemente sin necesidad de un medio fisico que las conecte.

Recientemente, en 2012 se entregd el Premio Nobel de Fisica en relacion al entrelazamiento
cudntico y la Teorfa de la Informacién Cudntica [5]. De manera que el entralazamiento cudntico
continua siendo ampliamente estudiado, tanto en el contexto de la dptica cudntica y de pocas
particulas [ver como ejemplos [6] [7]], asi como en el de sistemas cudnticos compuestos por muchas
particulas que interactian de manera compleja (ver solo a manera de ejemplo las Refs. [8 [9]).
Ademas, en Teoria de la Informaciéon Cudntica, el entrelazamiento se considera un recurso para
protocolos como la teletransportacién cuantica, la codificacion superdensa o la criptografia
cudntica basada en entrelazamiento (comunicacién cudntica) [10} 111 [12].

Por otro lado, la teorfa de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) originalmente
concebida en fisica nuclear como una aproximacién estadistica a sistemas con muchos grados de
libertad recibié un impulso significativo al mostrar una conexién con el caos clasico y cudntico.
A finales de los afios 70’s y principios de los afios 80’s, varios autores investigaron los espectros
cuanticos de sistemas conservativos que se comportan cadticamente en el limite cldsico. El interés
por esta cuestion surgié naturalmente de la gran atencion prestada en aquella época al movimiento
cadtico clasico [I3] [I4, [I5]. Uno de los conceptos clave en la RMT es el de universalidad, el
cual establece que ciertas propiedades estadisticas de los sistemas cudnticos complejos son
independientes de los detalles especificos del sistema y solo dependen de alguna propiedad de
simetria comin. Una conjetura propuesta inicialmente por Bohigas, Giannoni y Schmit, nos dice
que el espectro energético de los sistemas cudnticos con simetria de reversiéon temporal para los
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XIV Introduccion

cuales sus andlogos clédsicos son cadticos muestran las mismas propiedades de fluctuacion que las
predichas por ensambles Gaussianos ortogonales (GOE por sus siglas en inglés) [16]. Por otro lado
la conjetura de Berry-Tabor establece que la estadistica de niveles energéticos de los sistemas cuyos
andlogos cldsicos son integrables siguen una ley de Poisson [I7]. El caos en Mecédnica Cudntica
(Caos Cudntico) y la RMT han sido otras areas de investigacién en fisica muy prominentes y de
interés también para experimentos modernos. [I8] 19] 20} 2T].

Una forma tipica de estudiar los conceptos anteriores es en el contexto de los sistemas de
espin 1/2. El momento magnético intrinseco total de un dtomo o ion (al cual nos referiremos
simplemente como su espin) depende en general del espin de los electrones en capas incompletas
y de su momento angular orbital. Las interacciones entre espines pueden llevar a fendmenos
colectivos con efectos macroscépicos tales como el ferromagnetismo, donde los espines se alinean
de forma paralela unos con otros, y el antiferromagnetismo, donde los espines vecinos apuntan en
direcciones opuestas [22]. El modelo de Ising constituye uno de los primeros intentos de describir la
transicién entre una fase paramagnética y otra ferromagnética [23]. En este modelo se consideran
interacciones tinicamente entre primeros vecinos, donde para un par de espines paralelos el valor
de energia toma un signo diferente a aquel en el que el par es antiparalelo. Motivados por el interés
en sistemas de espin estudiaremos un modelo el cual es susceptible de ser estudiado experimental-
mente en el contexto de los asi llamados simuladores cudnticos, como las plataformas con dtomos
superfrios en redes épticas [24] y trampas de iones [25], as{ como gbits superconductores [26]
y experimentos usando resonancia magnética nuclear [27]. Estos sistemas son altamente contro-
lables, ademas estan débilmente acoplados al ambiente, lo que permite su estudio en tiempos largos.

Retomando la discusion sobre entrelazamiento, una caracteristica esencial de un estado conjunto
entrelazado de dos sistemas fisicos A y B (conocido como entrelazamiento bipartita) es que el estado
de cada subsistema siempre estd mezclado (descrito por varios vectores de estado) aunque el estado
conjunto del sistema bipartito pueda ser puro (descrito por un unico vector de estado). Por tanto,
la entropia de los subsistemas se puede utilizar para cuantificar el entrelazamiento de estados
cudnticos bipartitos puros [28], por lo que esta entropia también es conocida como entropia de
entrelazamiento. El maximo entrelazamiento, para un sistema bipartita compuesto por 2k espines
(dividido en 2 partes iguales), estd dado por

SMéXima =kln2.

Lo que implica que todos los k espines de la parte A estdn entrelazados con todos los k espines de
la parte B. En términos de estados cudnticos, indica que los 2% estados del subsistema A estdn
entrelazados con los otros 2* estados de la parte B.

El enfoque propuesto en esta Tesis considera un estudio basado en Caos Cudntico, RMT
y Teoria de la Informaciéon Cudntica sobre los efectos de una perturbacién en las propiedades,
en particular la estadistica de niveles energéticos, la estructura de estados propios y el entre-
lazamiento bipartita cuantificado por la entropia de entrelazamiento. El objetivo de esta tesis
es estudiar la sensibilidad a perturbaciones de las propiedades espectrales, de estados propios y
entrelazamiento de sistemas cudnticos unidimensionales de muchos cuerpos. Asi en los siguientes
capitulos definimos y describimos las cantidades que nos permitirdn hacer una caracterizacién
estatica de los regimenes por los cuales el sistema bajo andlisis transitard conforme la magnitud
de la perturbacién incrementa.

En el primer Capitulo se define el modelo a estudiar, el cual es un sistema de L particulas con
espin 1/2, acomodadas cada una en cada uno de los sitios de una cadena unidimensional (1D),
con interacciones tipo Ising (interacciones entre primeros vecinos), en un campo transversal en
la direcciéon x y sujetas a una perturbacion local en la direccién z, y se estudiaran sus simterias,
esto sera 1til en el siguiente Capitulo pues se hara uso de la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit .
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En el segundo Capitulo se estudia el cardcter cadtico o integrable del sistema mediante la
distribucién de las razones entre espaciamientos consecutivos de niveles energéticos adyacentes y
en términos de un solo nimero, el promedio de las razones entre espaciamientos. Alternativamente
a la estadistica espectral, la estructura de los estados propios de un sistema cuédntico nos permite
determinar el caracter cadtico o integrable del sistema. Una forma tipica de caracterizar tal
estructura es a través de la asi llamada razén de participacién (PR, por sus siglas en inglés),
donde la PR cuantifica el nimero de estados de la base que participan en la estructura del
estado cuantico de interés. En esta parte de la Tesis se obtienen los estados y valores propios del
Hamiltoniano mediante diagonalizacién numérica exacta y se comparan con los valores tedricos de
GOE. El anilisis se hara variando la magnitud de la perturbacién local.

En el tercer Capitulo se estudia el entrelazamiento de los estados propios del Hamiltoniano,
para ello se calculard la entropia de entrelazamiento para cada uno de ellos. Se compararan los
resultados obtenidos con la entropia maxima para distintos valores de la perturbacién. Asi, se
estudiara la sensibilidad del entrelazamiento de estos estados con respecto a la magnitud de la
perturbacién.






Capitulo 1

Modelo a estudiar

En este Capitulo se introduce el estudio de sistemas de espin 1/2, se define el modelo que se
estudia a lo largo de esta tesis y se muestran algunas de sus simetrias.

Para describir una tnica particula de espin 1/2 se usan los operadores hermitianos S*¥#, los

cuales para un sistema en unidades tales que i = 1 son descritos por S*¥:# = g%¥%* /2 con g®¥*

las matrices de Pauli en x, y y z respectivamente, donde

L TR PO (A NS

El estado cuédntico de una particula serd escrito en términos de los estados propios de S*, los

cuales son el espin apuntando en direccién z, |1) = < y el espin apuntando en direccién contraria

0

[4) = (?) De tal modo que los operadores S*¥* actiian como

S 1) = 3 1) S =~ 1. (1:2)
SVt = 2y SV = =5 I (13)
S7It) = 5 10 S* 1 = 3 1) (1.4

El Hamiltoniano sera escrito en la representacién de los estados propios de S?, esto es, estados
de muchas particulas que se pueden escribir como productos de estados de una sola particula. A
manera de ejemplo presentamos un estado conocido como estado de Néel [29],

M =elemel e -ame . (L5)

Los espines en este estado tienen direcciones alternadas en los sitios. En teoria de la informa-
cién cudntica esta es conocida como base computacional o como base de sitios. La dimensién
del espacio de Hilbert es N/ = 2 y por lo tanto la matriz hamiltoniana tendrd dimensién
N x N. Dado el espacio de Hilbert de un sistema Ha con una base ortonormal {uf!, ..., u2}
y de otro Hp con base ortonormal {uf, ..., uB}, el espacio del sistema compuesto por ambos
subsistemas Hap queda definido usando el producto tensorial como Ha4 ® Hp, con una base
{uf‘ ®ulB, ey u{‘ ®u7§1, u’24 ®u115’, ey u’24 ®uﬁ, cny uﬁ ®u)15, s uﬁ ®uﬁ}, asi una base para un sistema
de 2 espines tiene la forma {[1) @ [1), [1) @ 1), [1) @ 1), [4) @ [1)}



Modelo a estudiar
1.1 Modelo de Ising con campo tranversal

Los operadores S;"¥"* actian tnicamente sobre el espin colocado en el sitio k de manera que

para un sistema de 2 espines

(51 +55) 14 = (ST D) ® ) + 1) @ (S314)) (16)

donde S’ representa cualquiera de los operadores S} "¥**

1.1. Modelo de Ising con campo tranversal

Se estudia un sistema de L particulas con espin 1/2, acomodadas cada una en cada uno de
los sitios de una cadena unidimensional (1D), el primer término del Hamiltoniano corresponde a
interacciones tipo Ising entre dos pares de particulas ubicadas en sitios adyacentes,

L-1

H..=JY SiSi (1.7)
k=1

La constante J representa la magnitud del acoplamiento entre dos sitios adyacentes, establece
la escala de energia. El estado base es ferromagnético, con todos los espines alineados en la misma
direccién para J < 0, es antiferromagnético con espines vecinos antiparalelos para J > 0 [22]. En
este trabajo fijaremos J = 1.

Se anade una segunda suma que representa un campo transversal en la direccién x aplicado en
cada uno de los sitios y con magnitud h,, de tal manera que obtenemos un Hamiltoniano de la
forma

L
Hy=H..+Jh, Y S} (1.8)
k=1

El espectro energético del Hamiltoniano puede tener degeneraciones, un teorema demostrado
por Von Neumman y Wigner [30] muestra que es mucho mds probable tenerlas mientras més
simetrias existen. Con la finalidad de destruir algunas de estas se consideran condiciones de frontera
abiertas, las cuales se reflejan en el limite superior de la sumatoria en H,,, de esta manera evitamos
la simetria de translacién. Por otra parte para destruir paridad y reversién del espin se introducira
un defecto en el primer sitio de la cadena con la forma

V. = e85 (1.9)

El sistema dado por la ecuacién (1.8) es integrable y afadir el defecto en el primer sitio, al
encontrarse en uno de los bordes continua siendo integrable [31].

Con la finalidad de estudiar los efectos de una perturbacién en las propiedades del sistema tanto
del punto de vista del caos cuantico como el de teoria de la informacién cuédntica se introduce un
defecto a la mitad de la cadena.

V. = ,uSz/Q. (1.10)

Juntando todas las partes anteriormente descritas se obtiene el Hamiltoniano que se usara a lo
largo de esta tesis, el cual toma la forma

H = Hy + &S] + pS7 /- (1.11)

Para obtener las energias y los valores propios se hace uso de la ecuaciéon de Schrodinger
independiente del tiempo

H o) = Eq [Ya) - (1.12)

La cual se resolvera mediante la técnica llamada diagnalizacién exacta.

La representacion de H en la base anteriormente descrita queda determinada por




Modelo a estudiar
1.2 Simetrias

tedtt1 - H [dkTht1 - - ), de modo que para un sistema de 2 espines tenemos
(MLAT)  AHE) ONENYD) (MH D)
AP AHIN) WHEEN HD ) '
WiHEPD  dUAEIN GHELD WH )

1.2. Simetrias

En términos generales la simetria de inversion temporal se puede observar al definir el operador
de inversién del tiempo como T' = UK, donde U es algin operador unitario y K indica el operador
de conjugacién compleja. El Hamiltoniano posee la simetria si se toma U = 1 [32], por lo
que el operador de inversién temporal quedard definido como T' = K, de esta manera se cumple
para S™Y:*,

KS"K~' =87 KSYK™t =-S5V, KS*K~ ' =87 (1.14)

En este caso la operacién consiste en una reflexién a través del plano z — z en el espacio de
espines.

El hamiltoniano también satisface la simetria rotacional, se puede ver del hecho de que las
matrices ™% son ortogonales

()" = (? (1)>T = (? (1)) —0%, (o) = (é _Ol)T = (é _01> =07 (1.15)

En el Hamiltoniano dado por es un modelo de espin 1/2 de muchos cuerpos. El uso de
fronteras abiertas destruye la simetria de traslacién, mientras que el defecto en el primer sitio de
la cadena destruye las de paridad y reversion del espin. Se conservan las simetrias de inversién
temporal y rotacional lo que es importante para la comparacién con las predicciones de RMT.







Capitulo 2

Enfoque de Caos Cuantico y
Teoria de Matrices Aleatorias

En este Capitulo se estudian la estadistica de niveles energéticos y la estructura de estados
propios del Hamiltoniano ([1.11)) y se comparan con los valores tedricos predichos para GOE.

Un ensamble Gaussiano aleatorio consiste de matrices cuadradas con sus elementos matriciales
obtenidos de una distribuciéon Gaussiana.

p(z) = ;m exp (—;;) : (2.1)

En particular, el ensamble Gaussiano ortogonal es aquel para el cual el Hamiltoniano satisface
las simetrias de inversién del tiempo y simetria rotacional, por lo cual su matriz es simétrica con
entradas reales y por lo tanto satisface

Hypp = Hpy = HY, . (2.2)

donde H,,, representa el elemento de matriz en el lugar (m, n) y el * indica conjugacién compleja

Como se menciond anteriormente, dada la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit, un sistema
cuantico con las simetrias de inversién del tiempo y rotacional cuya contraparte clasica es
cadtica posee las mismas propiedades de fluctuacién que las predichas por ensambles Gaussianos
ortogonales [10].

Dada la conjetura de Berry-Tabor diremos que un sistema cuéntico se encuentra en un régimen
integrable si su estadistica de niveles energéticos sigue una ley de Poisson [17].

2.1. Estadistica de niveles.

Una medida estadistica que ha sido extremadamente 1til para analizar sistemas cudnticos aco-
tados con fenémenos clasicos subyacentes es la distribucién de espacios vecinos mas cercanos en
una secuencia dada de valores propios.

Dada la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo , considerando que la dimensién
del espacio de Hilbert es A/ se tienen entonces A niveles de energia que se pueden organizar de la
siguiente forma

En > Exn_1>..> E. (2.3)

Se define el espaciamiento entre niveles energéticos adyacentes como

Sy i= (B — Ea_1) /0. (2.4)
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donde ¢ denota el espaciamiento promedio entre niveles
Se sabe que para el GOE la distribucién de espaciamientos consecutivos entre niveles energéticos
adyacentes satisface la distribucién de Wigner-Dyson

Pwp(S) = (ms/2) exp (—ms*/4) . (2.5)

Los sistemas cuanticos cuya contra parte cldsica es integrable siguen una ley de Poisson, para
la cudl los eigenvalores de un sistema estan completamente no correlacionados, es decir existe una
repulsién entre niveles energéticos.

P(s) = exp(—s). (2.6)
Una manera equivalente de determinar la estadistica de niveles es mediante la razén de espa-
ciamientos consecutivos entre niveles energéticos adyacentes
Sa
Soz—l .

(2.7)

T 1=

Esta cantidad tiene la ventaja de ser independiente del espaciamiento medio entre niveles, lo
cual hace innecesario el proceso de desdoblamiento usualmente aplicado en el célculo de P(s).
Tal cantidad permite una comparacion mas transparente con los experimentos que la distribucién
tradicional del espaciamiento entre niveles [33 [34].

De manera equivalente a la Ec. (2.5) para el GOE usando la razén de espaciamientos consecu-
tivos entre niveles energéticos adyacentes

1 r+4r?

P, = =—F". 2.8
WD(T) Z(1+T+T2)5/2 ( )
con Z = 8/27.
Mientras que para el sistema con eigenvalores no correlacionados [Ec. (2.6])]
Pp(r) = —— (2:9)
r)= . :
P (1+7)?

En la préctica el calculo de la distribucién de las razones de espaciamientos consecutivos entre
niveles energéticos adyacentes P(r) consiste en un histograma normalizado de las razones .

Figura 2.1: P(r) contra r para el modelo dado por el Hamitloniano (1.11)) para L = 12 y valores
J=1.0,h, =05, =02y u=0.0. La linea morada denota la prediccién para GOE[Ec. (2.8)].
La linea roja corresponde a la prediccién para Poisson.[Ec. (2.9)]

En la figura se muestra una alta correspondencia entre P(r) y Pp(r) dado por la ecua-
cién (2.9), por lo que se concluye que para el Hamiltoniano (1.11) con un valor de p = 0.0 la
estadistica de niveles es la propia de un sistema integrable. Cambiar los valores J, h; y € no tiene
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ningun efecto sobre la estadistica de niveles, ademas se escoge p = 0.0 debido a que el Hamilto-
niano ([1.8) més el término V, es un sistema integrable [31]

1
0.8 |
— 0.6 - |
o
04 |
0.2 |
O I I I I =
0 1 2 3 4 5 6 7

r

Figura 2.2: P(r) contra r para el modelo dado por el Hamitloniano (1.11|) para L = 12 y valores
J=1.0, hy; =0.5,e =0.2 y 4 = 0.06. La linea morada denota la prediccién para GOE[Ec. (2.8)].
La linea roja corresponde a la prediccién para Poisson.[Ec. (2.9)]

En la figura por el contrario no se muestra una correspondencia entre P(r) y P,(r) dado
por la Ec. 7 pero tampoco muestra una correspondencia con Py p(r) dado por la Ec. ,
por lo que podemos concluir que el Hamiltoniano con u = 0.06 no es ni cadtico ni integrable
y se encuentra en alguna regién de transicion.

Figura 2.3: P(r) contra r para el modelo dado por el Hamitloniano (1.11)) para L = 12 y valores
J=1.0, hy =0.5,e =0.2 y p=0.12. La linea morada denota la prediccién para GOE[Ec. (2.8)].
La linea roja corresponde a la prediccién para Poisson.[Ec. (2.9)]

En la figura se muestra una alta correspondencia entre P(r) y Py p(r) dado por la ecua-
cién , por lo se concluye que para el hamiltoniano con un valor de . = 0.12 la estadistica
de niveles es la propia de un sistema cadtico.

Anadiendo una cuarta figura para un sistema con g = 0.2 podremos observar si es que el sistema
permanece en el régimen cadtico.
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Figura 2.4: P(r) contra r para el modelo dado por el Hamitloniano (1.11)) para L = 12 y valores
J =10, h, =05, =02y p=0.2. La linea morada denota la prediccién para GOE[Ec. (2.8)].
La linea roja corresponde a la prediccién para Poisson.[Ec. (2.9))]

De igual forma que para la figura [2.3| se observa que la figura muestra una alta corres-
pondencia entre P(r) y Pwp(r) dado por la ecuacién (2.8), por lo que podemos concluir que el
Hamiltoniano (1.11)) con valor ;1 = 0.2 posee una estadistica de niveles propia de un sistema cadtico

En las figuras se muestra como al aumentar la magnitud de la perturba-
cion se puede romper la integrabilidad del sistema, el sistema pasa a un régimen de transicién
hasta que, para un valor de i lo suficientemente alto, el sistema se encuentra en un régimen caotico.

Una manera equivalente de caracterizar la estadistica de niveles es haciendo uso de un tnico
numero [33], para ello se define

~ min (Sy, Sa—1) , 1
o= ey 0am1) L 2.1
7 mx (Sor S0 1) min {7‘ . } (2.10)

A partir del promedio de la funcién anterior podemos establecer el caracter cadtico o integrable

de un sistema,
N-2
1

(7) =55 D_ Ta- (2.11)

n=1
Las estimaciones tedricas para sistemas integrables y cadticos son respectivamente (7)p =
2In2—1~0.386 y (F)wp = 4 — 2V3 ~ 0.536.
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El Hamiltoniano dado por la ecuacion es de la forma H = Hy + puV donde Hy es un
modelo integrable, por lo que al variar p en (7()) podremos observar como el sistema varfa entre
los distintos regimenes. Realizando los cédlculos numéricos para diferentes tamanos del sistema
(L = 10,11,12, de dimensiones H = 1024, 2048, 4096 respectivamente) se obtienen los siguientes
resultados.

0.56 : : 0.56
0.54 1 0.54
0.52 1 0.52
0.5 . 0.5
~ 048 . ~ 048
= 046 . = 0.46
0.44 1 0.44
0.42 1 0.42
0.4 1 0.4 %
0.38 —r——r—r—— 0.38 : : :
0 0204 060810121416 0 005 01 015 0.2
I I

Figura 2.5: (7) contra u para el modelo dado por el Hamiltoniano para L = 10 linea amarilla,
L = 11 linea azul y L = 12 linea roja. Los valores de los pardmetros son J = 1.0, h, = 0.5
y € = 0.1. Las lineas negras denotan las estimaciones tedricas para sistemas integrables (linea
inferior) y caéticos (linea superior). (a) El intervalo de p es [0, 1.5], (b) Un acercamiento del panel
(a) para observar mejor la transicién, el intervalo de p es [0,0.2].

La figura a) muestra como al aumentar la magnitud de la perturbacion representada por
el sistema transita de una fase integrable a una cadtica, lo cual concuerda con los resultados previos
usando la P(r). Una vez alcanzado el valor estimado para sistemas cadticos (7) oscila al rededor de
este hasta decaer nuevamente al valor estimado para sistemas integrables. Esto ultimo se explica al
notar que el término que contiene la perturbacion en el Hamiltoniano se vuelve dominante
cuando g ~ 0.8. Se puede observar que para ningin tamano del sistema los valores concuerdan
exactamente con los de las predicciones, pero mientras mayor nimero de particulas mayor es la
concordancia y menores son las fluctuaciones por lo que se concluye que son defectos de tamano
finito.

Para la figura b) se muestra para el Hamiltoniano la transicién del régimen integrable
al cadtico cuando p = 0.2. Se puede observar como para tamanos mas grandes del sistema las
fluctuaciones son menores, ademds, en un g = 0 se observa claramente como a mayores tamanos
menor es el error respecto a las estimaciones tedricas.
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Repitiendo los calculos para un valor de ¢ distinto podemos observar si la magnitud de la
perturbacién en el primer sitio de la cadena juega un papel en la estadistica de niveles.

0.6
0.55
0.5
__ 045
~ 04 ]
0.35 | ]
03¢ ]

025 I I I I I I I
0 02 04 06 08 1 12 14 1.6

1

Figura 2.6: (7) contra p para el modelo dado por el Hamiltoniano para L = 10 linea amarilla,

= 11 lpinea azul y L = 12 linea roja. Los valores de los parametros son J = 1.0, h, = 0.5 y
e = 0.2, las lineas negras denotan las estimaciones tedricas para sistemas integrables (linea inferior)
y cadticos (linea superior). El intervalo de p es [0, 1.5].

En la figura al igual que en el caso mostrasdo en la figura [2.6| notamos que el sistema
dado por el Hamiltoniano transita de una fase integrable a una cadtica, esta oscila durante
algin dominio y cuando p ~ 0,8 regresa nuevamente a la estimacién para sistemas integrables,
podemos concluir que la magnitud de la perturbacién en el primer sitio de la cadena no influye
en las fases bajo las que se encuentra el sistema. Por ltimo podemos observar que nuevamente, a
mayor numero de particulas menor es el error respecto de las estimaciones y las fluctuaciones son
menores.
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2.2. Estructura de estados propios.

Alternativamente a la estadistica espectral, la estructura de los estados propios de un sistema
cuantico nos permite determinar el caricter cadtico o integrable del sistema. El vector de estado
para el a-ésimo estado propio del Hamiltoniano se puede escribir en términos de una base completa
{|n)} (En nuestro caso serd la base de estados (1.5))) como

N
|l/)a> - Z cy |n>a con Cp = <”|1/Ja> . (212)
n=1
Graficando las probabilidades de obtener un cierto estado mediante |C2|> = |(n|¢2)]* para

distintos valores de E, en términos de la base de estados, podemos observar el papel que juegan
distintos estados propios respecto del niimero de elementos que participan en esa base.

0.0025
T 00015 |-(a) !
S 0.0005 - | | | i
0 I I I I iy | I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
n
3x 1072 [ ]
2 25%107° [(b) ;
& 15x 10_2 B [ 1
o 5 x 10_0 - Mm Ll M \.‘hm‘m Lk ““.m‘. M W Hn'. dil ‘Lu\“m il Ll MLJ“ ‘J L i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
n
3.5 X 10’2 7( ) ‘ ]
- 25x107° [(c d
T 15x107° F 3
5 X 1078 Cude sl m‘ et mnlxﬂ.hum L LL L Hinlu L LJH b IM [ ]
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Figura 2.7: |C§|2 contra n para el modelo dado por el Hamiltoniano para L = 12 con valores
e =0.2 p = 0.12, (a) Aquellos que son correspondientes con el estado de menor energia Ey, (b)
con el estado con la energfa en la posicién a un cuarto de la dimension Eyx 4, (c) para el que estd
justo a la mitad Epr/z.

Se observa que el ntimero de elementos de esa base que participan en algin estado propio son
variables, ademas aquellos que poseen energias en torno al centro del espectro energético tienen
mas elementos distintos de cero.

Una forma tipica de caracterizar la estructura de estados propios es a través de la asi llamada
razén de participacién (PR, por sus siglas en inglés), definida por medio de

1
N o
> =1 ORI

El PR, cuantifica el nimero de estados de la base que participan en la estructura del
a-ésimo estado propio del hamiltoniano. Se dice que un estado estd localizado en la base {|n)}
si PR, o« O(1), esto significa que un nimero pequeiio de estados participa en la estructura del
estado propio de energfa. Mientras que para un estado extendido se tiene PR, o A/, muchos
estados de la base constituyen el estado de energia. Por ejemplo, en el caso de que un estado esté

PR, = (2.13)

11
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completamente extendido, esto es, sus componentes sean C¢ = 1/v N, entonces se tiene PR, = N.

En particular, para el caso de todos los estados de matrices aleatorias con simetria de reversi-
bilidad temporal, que son elementos del GOE se tiene que [35]
N +2

PReor =~ (2.14)

Al graficar el PR, dividido por el PRgog en funciéon de las energias para distintos valores de
1 se obtienen los siguientes resultados.

0.8
0.6 -

PRQ/PRGOE

0.2

0 I I I I I I
-4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4

Eq

Figura 2.8: PR, /PRgog contra E, para el modelo dado por el Hamiltoniano . Los valores
de los pardametros son L = 12, J = 1.0, h, = 0.5, ¢ = 0.2 y u = 0.0. La linea morada denota el
punto medio de los eigenvalores de energfa {E,} que se encuentra en Ey/, = 0, las lineas rojas
son un intervalo del 10 % de los eigenvalores a la izquierda y derecha de este centro.

En la figura 2.8 se observa que los resultados del ” PR”son consistentes con los de la gréfica[2.7]
pues el PR, /PRgoE es mayor para los estados que tienen energfas en torno al centro del espectro,
ademds vemos que son aquellos estados los que més se asemejan a los del GOE.

0.8
0.6

0.4

PRQ/PRGOE

0.2
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Figura 2.9: PR,/PRgor contra E, para el modelo dado por el Hamiltoniano . Los valores
de los pardametros son L =12, J = 1.0, h, = 0.5, e = 0.2 y p = 0.06. La linea morada denota el
punto medio de los eigenvalores de energia {E,} que se encuentra en Ey/o = 0, las lineas rojas
son un intervalo del 10 % de los eigenvalores a la izquierda y derecha de este centro.

En la figura observan resultados similares a los de la figura [2.8] sin embargo los resultados
se encuentran menos dispersos, ademaés se puede observar que los estados en el centro del espectro
son mas parecidos a los que posee el GOE pues el valor de la razén es mas cercano a uno.

12
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Figura 2.10: PR, /PRgoE contra E, para el modelo dado por el Hamiltoniano . Los valores
de los pardametros son L = 12, J = 1.0, h, = 0.5, ¢ = 0.2 y g = 0.12. La linea morada denota el
punto medio de los eigenvalores de energia {E,} que se encuentra en Ey/y = 0, las lineas rojas
son un intervalo del 10 % de los eigenvalores a la izquierda y derecha de este centro.

Nuevamente en la figura [2.10| se observa que los resultados son similares a los de las figuras[2.8
y en este caso la dispersion de los resultados es aiin menor y los estados en torno al centro del
espectro son aun méds parecidos a los del GOE.

De las figuras y podemos ver que los estados tienden a encontrase mas localizados
mientras mas cercanos se encuentren a los extremos del espectro energético, mientras que se
encuentran mas extendidos para energias més cercanas al centro del espectro. También podemos
notar que para un régimen integrable el valor del PR, se encuentra mas disperso que para un
régimen intermedio y este a su vez de igual forma tiene unos valores més dispersos que para un
régimen cadtico. Ademsds, el promedio alrededor del centro del espectro tiende a acercarse al valor
estimado para GOE.

Tomando el 10% de los valores a los extremos del centro de los {E,} (representado por las

barras de color rojo en las figuras 2.10)) y promediando, se define

3N/5
(PR):= > PR, (2.15)

a=2N/5

Al calcular (PR)/PR(GOE) en funcién de u se obtienen los siguientes resultados.

1 T 1 T T

M =) 09 L (b) 4
: :

< c 08+ e
& 2

Ei\ g:\ 0.7 + .
= : = 06 ¢ .

0.4 I I I I I 0.5 I I I I I I I I I
0 02 04 06 0. 1 1.2 0 0.04 0.08 0.12 0.16
Iz I

Figura 2.11: (PR)/PRgog contra u para el modelo dado por el hamiltoniano (1.11f) para L = 10
linea amarilla,. = 11 linea azul y L = 12 linea roja. Los valores de los parametros son J = 1.0,
hy =05ye=0.2.
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En la figura a) se observa que a pesar de que para = 0.0 el valor de PR/PR(GOE) para
los estados al rededor del centro del espectro mayor a 0, el valor promedio sigue siendo menor a
aquellos con g > 0.0, en general, el valor promedio tiende a incrementar hasta p ~ 0.2 que tiende
mantenerse aproximado a un valor maximo para un cierto dominio de p hasta en p ~ 0.8 volver a
decrecer similar a como ocurre con (7).

En la figura[2.11|(b) se observa como es el crecimiento de p hasta alcanzar un valor méximo, se
pude ver como a mayor tamano del sistema la razén de participacién promedio tiende a un valor
mas pequeno para u = 0.0.

Tanto la estadistica de niveles como la estructura de estados propios muestran que la pertur-
bacién a la mitad de la cadena rompe la integrabilidad del sistema. Seguir aumentando su valor
desde cero lo lleva a un régimen cadtico hasta que la perturbacion es lo suficientemente grande que
se vuelve predominante y el sistema regresa a un régimen integrable.

14



Capitulo 3

Enfoque en Teoria de la
Informacion Cuantica

En 1927 L. Landau motivado por la descripcion cudntica de fenémenos provenientes de sistemas
complejos, introdujo el concepto de matriz de densidad [36], la cudl en analogfa con la mecénica
estadistica clasica satisface una ecuacion de tipo Liouville que lleva por nombre ecuaciéon de Von
Neumman, esta ecuacién describe la misma dindmica que la ecuacién de Schrodinger [37].

Se dice que el sistema cuédntico se encuentra en un estado puro cuando su vector de estado
puede ser escrito como una superposicién lineal de vectores |n) elementos del espacio de Hilbert

) =3 Coln) (3.1)

Se define la matriz de densidad para un estado puro|¢) por

p =Xl (3.2)

Es posible que un sistema cuéntico no se encuentre en estado puro. En ese caso, el estado
puede verse como una mezcla de estados |1;), normalizados en el espacio de Hilbert, que no son
necesariamente ortogonales entre si. El operador de densidad de dicho estado mixto se define como

p= pili)eil. (33)

Cada |¢;) tiene una expansion diferente en la base de los vectores propios |n) y p; > 0 se interpreta
como la probabilidad de obtener un estado en particular.

Algunas de las propiedades que satisface la matriz de densidad son
1. La traza de toda matriz de densidad es igual a uno,Trp = 1.

2. La matriz de densidad es hermitiana, p = pT.

3. p debe ser definido positivo, {¢,|p|c,) > 0, para todo |cp).

Una de las ventajas del uso de una matriz de densidad es que representa un estado cuantico de
manera general. Esto es a diferencia de un vector de estado que es inicamente util para representar
solamente estados puros, la matriz de densidad es til para representar tanto estados puros como
mezclas estadisticas de estados [37]
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3.1. Entropia de Entrelazamiento

Dado un sistema cudntico, al que denominaremos como bipartita puesto que su espacio de
Hilbert se puede escribir como el producto tensorial de dos subespacios Ha y Hp, H=Has Q@ Hp
con dimensiones dim H 4 < dim H g, cualquier estado puro puede ser escrito como

dimH 4

1) = Z VD |95) @ [5) - (3.4)

donde |¢;) ¥ |¢;) son vectores ortonormales en el espacio de Hilbert de los subsistemas A y
B respectivamente y ,/p; es en general un nimero complejo. El nimero de sumandos en esta
llamada descomposicién de Schmidt es como maximo la dimensién del subsistema més pequeno.
Al restringir nuestra atencién a uno de los subsistemas ya no podemos describir su estado cudntico
mediante una funcién de onda. En cambio, los “estados reducidos”de A y B estdan dados por los
operadores de densidad.

La matriz de densidad asociada a un sistema bipartita se escribe como

ps = pa® pp. (3.5)

Entonces la informacién contenida en la parte A del sistema se puede obtener mediante el
proceso de traza parcial, que consiste en remover los grados de libertad correspondientes a alguno
de los subsistemas. Por ejemplo, la matriz de densidad reducida correspondiente al subsistema A
se obtiene mediante,

pa =Trpps. (3.6)

as{ usando las ecuaciones (3.4) y (3.6) obtenemos que

dimHp dimHa
pa= > pjlo;)o;l p = > il (3.7)
j=1 j=1

La entropia de von Neumann de la matriz de densidad reducida del sistema es dada por
SA == —Tr(palnpa) SB .= —Tr(pplnpg). (3.8)

Sean {\,} los valores propios de la matriz de densidad reducida p4 podemos escribir su entropia
de entrelazamiento como

SA = —Tr(palnps) = 72)\1- In A;. (3.9)

La observacién clave para cuantificar el entrelazamiento es que cuando dimH 4 = dimHp los
valores propios de ambos operadores de densidad son los mismos. Por lo tanto sus entropias de von
Neumman coinciden

A _ oB
Sin = 9S- (3.10)

La entropia, por tanto, puede considerarse como una propiedad del estado bipartito. La entropia
de entrelazamiento [28].
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3.1.1. Entropia de entrelazamiento de los estados de Bell

Como ejemplo se calcula la entropia de entrelazamiento de los asi llamados estados de Bell.
Para un sistema de 2 espines se definen los cuatro estados de Bell como

1

o) = 7 (111) + I4).

Bi0) = = (111 +110).

o) = —= (1T~ 11).

Bu) = —= (L) = I11).

La matriz de densidad para cada uno de los 4 estados tiene la siguiente forma

poo = 5 (P XL + [T+ ). (3.11)
p10= 5 (ORI LK + [P+ (). (3.12)
por = 5 (XU = IE0XRLL — [RUXU + 1) (3.13)
pis = 5 (WM = [T = [P+ ). (3.11)

La matriz de densidad reducida de los cuatro estados son respectivamente

Datllat3Matila.  (319)
Mttt 504 Wlas (316)
Phattla+3aWla: (317
DatllatsMatla. (319

pooa = Tra (poo) = (Hp (poo) ) g + (T3 (poo) 1) 5 =
po1a = Tra (po1) = (L (po1) ) g + (T3 (po1) [1) 5 =
proa = Trp (p10) = <\L|B (p10) |\|/>B + WB (p10) WB =

p11a = Trp (p11) = (g (p11) L) g + (Tlp (p11) 1) g =

N =N =N =N

Las cuatro matrices de densidad reducidas son iguales por lo que poseen la misma entropia de
. } . 1 1 .
entrelazamiento, estas poseen egienvalores \; = 5 y A2 = 5 por lo que usando (3.9) se obtiene

1 1 1 1
A

hl ) I Z . 1
Sin 2111(2) 21n<2> In2 (3.19)

El méximo entrelazamiento para un sistema bipartita compuesto por L = 2k espines (dividido
en 2 partes iguales), estd dado por [3§]

SMéxima =kln2. (320)

Los estados de Bell se encuentran maximamente entrelazados.
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3.2. Entropia de entrelazamiento para los estados propios
de un Hamiltoniano

Escribiendo el vector de estado de algtin estado propio de un Hamiltoniano en términos de una
base completa {|n)} tenemos:

dim H

[Ya) = D Ciln), O = (nlva) - (3.21)

La matriz de densidad del estado propio |¢,) y su entropia de entrelazamiento toman la forma:

dimH 4

pa= 3 CHLCY |n')n]. (3.22)

Six = = Tr({pataln{pa}a) = = Tr ({pa} s In{pa}B) = Sik-

3.2.1. Sistema de dos espines

Sea un estado genérico [¢) y la base completa {|11),[|T]), 1), [{4)} de igual forma que en la

ecuacion
[V) = ci [11) +ea[TL) +es [I1) +ca[L).

La matriz de densidad del estado anterior viene dada por

pag = [WXU] = (cr 1) + ca [T4) + cs [11) + ca J)) (cf (] + & (1L + e (1] + €5 ()
= e [P I + crey NI + excl YA + exch M0

Feach R+ leal? UL + cach RN + cach RN

esel AN + esch WAL + lesl” K] + esel LN

eact LU + each XM + each LAY + leal® LU -

Asi pues, podemos ver que el espacio de Hilbert se puede dividir en 2 partes iguales, la matriz
de densidad reducida de la parte A es

pa=Trpap = Tr|p)Xy| = (1] (ICll2 I+ cocs ITTXTH 4+ crcs T + enc [T

+eact [P+ [eal [T + cacs [T + cach [T
+eged XM+ eacs T + feal” O] + each [

Feach LT+ each (U + eac I+ leal® [ )5
+ p¢U (Jea X + excs FXEH + exc [0 + exc [0

Feact M feal” R 4 each [T + cach TN
ezt WM + escy WAL + les]? )] + esch [V

Feact BN + eac KR -+ eacs XU + leal® KU ) 1)
= Jer [P I + eneh [T + eaet [ + el [N+ leal” I + cach [N + cacl [INT + [eal [ -

La representacion matricial de p4 para nuestro sistema de 2 espines es

oo (R4
e3¢ + cuch \03\2 + \04\2 '
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Suponiendo que ¢y, ¢, €3 y ¢4 son reales

pa = c% + cg Cc1C3 + C2Cy
c3C1 + c40o cg + cﬁ ’

Los valores propios de la matriz de densidad reducida son

A = [cf—l—cg—i—cg—&—ci—l—\/(cf—l—c%—l—c%—&—ci)—4(0104—0203)2].

>\7:

N = N =

[c? +ei i+l - \/(C% +AB4+cE+c3)—4(cieq — 0263)2] .

La entropia de entrelazamiento queda de la forma

S{f‘N — _Z)\i Inh; ==AsInAy —A_InA_. (3.23)

3

Comparando los resultados obtenidos mediante la ecuacién (3.23) con los obtenidos numéri-
camente mediante un programa realizado en FORTRAN 90 para los estados propios del hamilto-
niano ([1.11)), usando los primeros 5 digitos tenemos que

E, SyN tedrica S,N numérica
—1.0415 | 7.3282 x 102 | 7.3282 x 102
—0.2452 0.6879 0.6879
0.2452 0.6879 0.6879

1.0415 | 7.3282 x 102 | 7.3282 x 102

Tabla 3.1: S% para el modelo dado por el Hamiltoniano (1.11]) para L = 12 y valores J, = 1.0,
hy =10, =0.2y p = 0.0, la primera columna indica los valores obtenidos haciendo uso de la
Ec. (3.23), la segunda columna indica los valores obtenidos numéricamente.

La tabla nos muestra que existe una correspondencia exacta entre los resultados obtenidos
numéricamente y los obtenidos mediante la ecuacién (3.23), esto es 1itil pues nos muestra que el
c6digo funciona correctamente.
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3.3. Entropia de entrelazamiento para los estados propios
del modelo de Ising con campo transversal y defecto
En la prictica una manera util de calcular la matriz de densidad reducida de un sistema es

mediante el producto tensorial del vector de estado y su dual con una matriz identidad de la
dimensioén del otro subsistema

dim(H )
pa= S (@ (mly)p(alm)y). (3.24)

m
Por lo que usando (3.22)) se obtiene que la matriz de densidad reducida tiene la forma:

dim(H p) dim(#H)

{pata= Y Z CriCR™ (Ia ® (mlg) In'Yn| (14 & Im)p) . (3.25)

Al graficar S dividido por Swmaxima,discutido en la introduccién y en la ecuacién (3.20), en
funcién de las energias para distintas magnitudes de la perturbacién p se obtienen los siguientes
resultados.

1
0.8 - .
g 0.6
~
8? 0.4 - .
0.2 - .
O I I I I I I

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Eq

Figura 3.1: S contra E,, para el modelo dado por el Hamiltoniano para L = 12 y valores
J. =10, h, =0.5, ¢ =0.2 y u=0.0. La linea morada denota el punto medio de los eigenvalores
de energia {E,} que se encuentra en Ey/, = 0. Las lineas rojas son un intervalo del 10 % de los
eigenvalores a la izquierda y derecha de este centro.

En la figura se observa que los valores mas préximos de la entropia de entrelazamiento a
Smaxima, €Sto es, para energias cercanas a cero el entrelazamiento de los espines es maés fuerte,
por otro lado aquellos que se encuentran en los extremos tienden a un valor minimo, esto es, el
entrelazamiento es més débil.
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1
0.8 - |
g 0.6
~
8? 0.4 - .
0.2 | 1
0 I I I I I I

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Eq

Figura 3.2: S¢y contra E, para el modelo dado por el Hamiltoniano para L = 12 y valores
J,=1.0, h, =0.5,e =02y u=0.06. La linea morada denota el punto medio de los eigenvalores
de energia {E,} que se encuentra en Ey/y = 0. Las lineas rojas son un intervalo del 10 % de los
eigenvalores a la izquierda y derecha de este centro.

De manera similar a la figura en la figura[3.2  observa que la entropfa de entrelazamiento en
el centro del espectro es més parecida a Sy sxima, PEro en este observa una menor desviacién y un
valor promedio aiin mayor.

1
0.8 L
"
£ 06 |
8]
~
8? 04 |
0.2 L
0

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Eq

Figura 3.3: S¢y contra E, para el modelo dado por el Hamiltoniano para L = 12 y valores
J,=1.0, h, =05, =0.2 y u=0.12. La linea morada denota el punto medio de los eigenvalores
de energia {E,} que se encuentra en Ey/p = 0. Las lineas rojas son un intervalo del 10 % de los
eigenvalores a la izquierda y derecha de este centro.

Nuevamente en la figura [3.3] se observa que los resultados son similares a los de las figuras
y en este caso la dispersién de los resultados menor y los estados en torno al centro del espectro
son aun mas parecidos a los de Sisxima-
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Podemos tomar el 10 % de los valores a los extremos del centro de los {E,} denotado por las
barras de color rojo en las figuras y promediarlos, definiendo (S,n) como

3N/5
n=2N/5
1 T 1 T T

09 - (B ]

2 g
o o 08 F ]

= =
z Z 0.7} .

3 S
0.6 ;//- N

04 I I I I I 05 I I I I I I I I I
0 02 04 06 08 1 1.2 0 0.04 0.08 0.12 0.16
Iz I

Figura 3.4: (Syn)/Smax contra p para el modelo dado por el hamiltoniano (1.11) para L = 8 linea
violeta, L = 10 linea amarilla y L = 12 linea roja. Los valores de los pardmetros son J = 1.0,
he =05y e =0.2.

En la figura a) se observa que a pesar de que para g = 0.0 el valor de Syn/Smax para los
estados alrededor del centro del espectro es cercana a 1, el valor promedio sigue siendo menor
a aquellos con p > 0.0, en general, el valor promedio tiende a incrementar hasta alrededor de
1~ 0,2 mantenerse en torno a un valor maximo y en u = 0.9 volver a decrecer de manera anéloga
a (f) y (PR)/PR(GOE). Se observa que valor promedio de Syn/Smax €s dependiente del tamarfio
del sistema, para tamaios mds pequenos del sistema Syn/Smax tiene un valor promedio menor
pero este andlisis requiere de tamanos mayores.

En la figura b) se observa que (SyN)/Smax crece hasta alcanzar su valor méximo, el valor
para . = 0 en L = 8 es mayor que los del resto pero esto puede deberse a un efecto de tamano finito.
Igual que en la figura a) se observa que el valor promedio tiende a ser menor para tamanos més
pequenos del sistema.

Al introducir una perturbacién a la mitad de la cadena el entrelazamiento bipartita del sistema
incrementa su valor, seguir aumentando el valor de la perturbacién va aproximando més el promedio

a Snéxima .
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Conclusion

El objetivo de esta tesis fue estudiar la sensibilidad a perturbaciones de las propiedades
espectrales, de estados propios y entrelazamiento de sistemas unidimensionales de muchos cuerpos,
particularmente en el de un sistema de espin 1/2 susceptible de ser estudiado experimentalmente.
En el segundo y tercer capitulo se estudiaron la estadistica de niveles, la estructura de estados
propios y entropia de entrelazamiento para distintas magnitudes de una perturbacién con tamanos
de hasta 12 particulas.

La estadistica de niveles nos permitié discriminar las regiones por las que el sistema transita,
mediante la distribucién de las razones entre niveles energéticos consecutivos, P(r). Se observé que
cuando la magnitud de la perturbacién se incrementa el sistema transita de un régimen integrable
a uno cadtico. Lo anterior se verificé posteriormente mediante la relacién del espaciamiento entre
niveles consecutivos (7). Ademds, se noté que para valores lo suficientemente grandes de la
perturbacion el sistema se volvié nuevamente a un régimen integrable.

Se estudié como la magnitud perturbacién modifica la estructura de estados propios. Usando
la razén de participacién se cuantificé el nimero de elementos de la base que participan en
dicha estructura correspondiente a distintos valores de energia. Se realizaron promedios en torno
al centro del espectro energético y se compararon con los resultados de la teoria de matrices
aleatorias. Se encontré que al incrementar la magnitud de la perturbacién dicha estructura se
ve modificada, si bien, en general los estados se encuentran mas localizados para energias en los
extremos y extendidos para energias en torno al centro del espectro energético. Para valores de
la perturbacion mas préximos a aquellos en los que la estadistica de niveles muestra una regién
integrable los valores de la razén de participacién se encuentran més dispersos que para aquellos
valores en los que se encontrd que se el sistema estd en una regién caética. Ademaés el promedio
de la razén de participaciéon en torno al centro del espectro comprobé que al incrementar la
perturbacién el sistema transita de una regién integrable a una cadtica y para magnitudes lo
suficientemente grandes vuelve a la regién integrable.

Finalmente, cuantificado por la entropia de entrelazamiento, se analiz6 el rol de la perturbacién
en el entrelazamiento de los estados propios del sistema, se realizaron promedios en torno al centro
del espectro energético y se compararon con el méximo entrelazamiento para un sistema de L
espines. Se encontré que para todos los casos el entrelazamiento es méximo para los estados en
torno al centro energético y minimo para los extremos. Sin embargo al incrementar la magnitud de
la perturbacién, de igual manera que la razén de participacién, para valores de la perturbacién més
préximos a aquellos en los que la estadistica de niveles muestra una regién integrable los valores de
la entropia de entrelazamiento se encuentran mas dispersos que para aquellos que se encuentran en
una regién cadtica. El promedio de la entropia de entrelazamiento en torno al centro del espectro
mostré que al incrementar la perturbacion el entrelazamiento tiende a crecer y aproximarse al méxi-
mo entrelazamiento, mientras que para magnitudes lo suficientemente grandes decrece nuevamente.
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Se concluye que los enfoques de teoria de matrices aleatorias y teoria de la informacién cudntica
son equivalentes en cuanto a los regimenes bajo los cuales se puede encontrar el sistema, encon-
trando una equivalencia entre las cantidades (7), (PR)/PRcor ¥ (SyN)/Smaxima Para los estados
propios del hamiltoniano, observando que para sistemas integrables el promedio de los estados
tiende a encontrarse localizados y a tener un entrelazamiento menor mientras que para sistemas

cadticos el promedio de los estados se encuentra extendido y el entrelazamiento es mayor
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Apéndice A

Demostracion de la ecuacion (3.9

Sea p4 una matriz de densidad formada por una mezcla estadistica de estados {|¢;)} elementos
del espacio de Hilbert H 4, de tal manera que se tiene que

pa = Zpi i Xl - (A1)

Dada la matriz de densidad p4 es posible introducir un sistema R y definir un estado puro |))
para el estado conjunto A® R, con pag la matriz de densidad del estado puro, tal que ps = trg pag.
La demostracién se obtiene al escribir 1) en términos de las bases {¢;} v {a;} elementos H4 y R
respectivamente, para este caso los términos {a; }se escogerdn elementos de la base canénica de R™

[y =D Vi) @ lai). (A:2)

al proceso anterior se le conoce como purificacién[38].

Por el teorema de descomposicién de Schmidt, existen {|U;)} v {A;} dos conjuntos ortonormales
miembros del espacio de Hilbert %4 y {\;} un conjunto de niimeros reales no negativos, tales

que (A.2)) puede escribirse como

[0) =3 VA1) @ |43 (A3)

Como (A.2) y (A.3) son purificaciones de la misma matriz de densidad tenemos que pa se
escribe

SO VBiDs 1) @ lai) {a| @ (@] = pa =D VA W) @ |A) (A;] @ (5] (A4)
i i
Trazando (A.4) sobre alguna base del espacio de Hilbert H 4, se escribe a pa en forma no
diagonal
DD /iy (W) lakas) = 3 M | Ak) Akl (A.5)
i g k
De modo que proyectando p4 en |A;) de (A.5) se obtiene la ecuacién de eigenvalores

Z Z VDPiDj (Ujli) lai)as| | |Ak) = pa lAk) = A [Ak)X Akl (A.6)

De tal manera que \; es un valor propio de p4 con vector propio |4;).

Trazando (A.4]) ahora sobre alguna base de R™ obtenemos la forma diagonal de la matriz de
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Demostracién de la ecuacién (3.9)

densidad
Zpi [Vi)(hi| = pa = Z i [N (A7)

Aplicando una funcién analitica f(z) a pa, tomando su representacién en serie de Taylor y
después tomando la traza para el lado derecho de la ecuacién se obtiene

Tr f(pa) = Y F(A). (A-8)
k
Tomando a f(z) = —xlnz y {\;} un conjunto de valores propios de p4 se llega a la ecuacién
del texto principal.
Sy =—Tr(palnp,) :—Z)\iln/\i- (A.9)

Los valores propios Ay representan la probabilidad de que el estado |¢)) sea descrito por el
estado propio |Uy) ® |Ax) en (A.3)), de modo que |¢)) se encuentra maximamente entrelazado si
cada estado tiene la misma probabilidad de colapso, A = 1/n [37]. Por lo tanto el entrelazamiento

maximo queda cuantificado por
n

1.1
Sméxima = - g ﬁ In E (A].O)
=1

Para un sistema compuesto por L = 2k espines
2k
1

1
Sméxima - - ; ﬁ In ﬁ =kln2. (A]_]_)
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