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Introduccion

En la vida cotidiana ocurren eventos aleatorios de los cuales posiblemente no se pueden
definir las caracteristicas relacionadas a lo sucedido de manera sencilla, més aiin, no se puede
definir a simple vista una funciéon que permita conocer el riesgo de que ocurra dicho evento,
para estos casos existe el andlisis de supervivencia, una area bastante conocida que permite
modelar y analizar conjuntos de datos relacionados con una variable de salida.

El anélisis de supervivencia es una rama de la estadistica inferencial cuya teoria va de la
mano con la teoria de la confiabilidad, donde el objetivo principal es determinar la proba-
bilidad de que un evento ocurra durante o al finalizar un determinado periodo de tiempo,
para lograr este objetivo el andlisis de supervivencia hace uso de las herramientas de la es-
tadistica inferencial, las cuales nos permiten describir, medir y relacionar a un conjunto de
caracteristicas o atributos con una variable de salida cuya naturaleza es aleatoria, es decir,
si definimos a 1" como la variable de interés siendo ésta de tipo continuo o discreto, para de-
cribir su comportamiento el anélisis de supervivencia hara uso de las funciones basicas como
lo son la funcién de riesgo, funciéon de densidad de probabilidad y funciéon de supervivencia.

Como en todas las areas de investigacion existen casos donde los conjuntos de datos ajus-
tan excelente con los modelos basicos, sin embargo, también existen aquellas excepciones
donde la naturaleza de los datos no lo permite, dificultando el proceso de ajuste, por ello
dentro del area de analisis de supervivencia existen diversos modelos que van desde los mas
sencillos, como lo son los modelos paramétricos hasta los no paramétricos. Dentro de estos
ultimos se encuentra el modelo de Cox, también denominado modelo de Riesgos Propor-
cionales propuesto por David Cox en 1985 cuyo enfoque nos permite analizar tiempos de
falla incluyendo el efecto de un conjunto de covariables que pueden ser constantes durante el
periodo de estudio u observacién o bien cambiar de estado en algin punto dentro del periodo
de tiempo.

De manera que, el objetivo de este trabajo de tesis es estudiar el famoso modelo de Cox con
un punto de cambio para aplicarlo a un conjunto de datos financieros, en el cual el anélisis de
supervivencia permita definir una funcion de riesgo donde el evento de interés esta en funciéon
de una variable de salida y de un conjunto predefinido de variables explicativas denominadas
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covariables. El conjunto de datos contiene una muestra de trabajadores afiliados a AFORE,
la cual a su vez contiene 8 variables que describen a un trabajador que es o fue afiliado
a la empresa, lo que da paso a que el objetivo del estudio sea determinar una funciéon de
riesgo que contemple el efecto que surge de considerar las caracteristicas que describen a
cada trabajador, esto con el fin de conocer si estas influyen en que el trabajador se cambie
de AFORE o no, ademaés se buscara determinar si existe un punto de cambio en el que la
funcién de riesgo varie de acuerdo al estado de una caracteristica.

Para lograr el cometido la estructura de esta tesis con respecto a los temas contenidos
sigue el siguiente orden:

En el Primer Capitulo se hace una introduccion al adrea de analisis de supervivencia,
en €l se describen los conceptos bésicos, asi como el planteamiento y demostracién de los
resultados méas importantes que se pueden hallar dentro del area de supervivencia. Adicional
a lo anterior se enlistan las distribuciones mas conocidas que permiten modelar una funcién
de riesgo con sus respectivos parametros.

En el Segundo Capitulo se describe el modelo de Cox, la version clasica que supone
riesgos proporcionales en las covariables asociadas al evento de interés, ademas, se enlistan
sus caracteristicas principales, ventajas y desventajas, unido a esto también se plantea el
método de maxima verosimilitud parcial con el fin de entender como es que se estiman los
parametros que acompanan a las covariables cuando se intenta medir el riesgo de falla de los
elementos de estudio.

En el Tercer Capitulo se plantea en primer lugar el modelo exponencial con un punto
de cambio, enseguida se plantea la extension del modelo de Cox con un punto de cambio,
este capitulo es de suma importancia ya que el entendimiento de éste ayudara a la correcta
aplicacion del modelo en el conjunto de datos.

En el Cuarto Capitulo se hace la aplicacién del modelo de Cox con un punto de cambio,
sin embargo, antes de generar el modelo el capitulo comienza con la aplicacién del modelo
de Cox clasico que considera riesgos proporcionales para analizar el comportamiento de los
datos, hasta entonces se generard la extension del modelo, donde la determinacion del punto
de cambio se hard bajo el método de ensayo y error.

Al concluir los capitulos anteriores y para finalizar este escrito se agregan las conclusiones
obtenidas de la aplicacién.



Capitulo 1

Conceptos preliminares del analisis de
supervivencia

En este capitulo se presentan los conceptos basicos del andlisis de supervivencia, la cual
es una linea de investigacién de la estadistica inferencial que permite entender métodos y
procedimientos para inferir acerca del comportamiento de una poblaciéon. En este analisis,
la poblacion de interés concentra a un grupo o grupos de individuos donde cada uno tiene
un tiempo de falla, el cual se puede considerar como variable aleatoria, digamos T, la cual
representa el tiempo que transcurre desde que se inicia un estudio hasta que ocurre un evento
que se denomina falla, es decir, el elemento llega a un evento final donde deja de presentar
caracteristicas generales de la poblacion.

Entonces, si consideramos una muestra de n elementos, el objetivo principal sera incor-
porar toda la informacion disponible para describir a la muestra, en otras palabras, se busca
conocer a la muestra mediante las funciones de medida fundamentales que brinda la teoria de
supervivencia como son: la funciéon de densidad de probabilidad, la funciéon de distribuciéon
acumulada, la funcién de supervivencia, asi como, la tasa de riesgo que a continuacién seran
definidas junto con las relaciones y propiedades que las caracterizan. Unido a esto también
se mencionan las principales distribuciones que ajustan mejor a un conjunto de tiempos de
falla de una muestra de individuos, pues existen muchas distribuciones pero no todas des-
criben de manera correcta al conjunto de datos que se tiene, ya sea porque el modelo no es
el adecuado o porque como en todo conjunto de datos, la informacion se puede encontrar
incompleta, es decir, los datos han sido censurados. La censura se presenta cuando algunos
datos son desconocidos, este concepto también sera discutido en este capitulo junto con sus
principales tipos de censura.
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1.1. Tiempo de falla

El concepto de tiempo de falla es y ha sido utilizado en el campo de la fiabilidad para
distintas situaciones, por ello es conveniente definir primero qué se entiende por falla, para
no tener ambigiiedades con la definicién de tiempo de falla.

Definicién 1.1.1 Se entiende por falla al punto donde el elemento de estudio presenta el
cambio de estado.

De manera que, una falla puede interpretarse entonces como el punto de desequilibrio del
elemento de interés , por ejemplo, puede ser la respuesta de aplicacion de un tratamiento, la
recaida de un paciente por el desarrollo de una enfermedad o bien el punto donde se otorga
la libertad a una persona, etc.

Asi, si consideramos la definicion anterior, el tiempo de falla puede definirse de la siguiente
manera.

Definiciéon 1.1.2 FEl tiempo de falla es el tiempo que transcurre a partir de un evento inicial
hasta que ocurre el evento puntual que involucra un final para cada elemento de la muestra.
El valor del tiempo de falla por relacionarse con el tiempo es estrictamente mayor o igual
que cero.

Un tiempo de falla puede considerar diferentes situaciones, dependiendo del campo de
estudio donde se encuentre el investigador, algunos ejemplos son los siguientes,

» Tiempo de vida util del algun dispositivo o sistema electrénico (Campo de la confiabi-
lidad)

» Tiempo que puede durar un matrimonio (Sociologia)

= Tiempo que dura un persona en desarrollar una cierta enfermedad, hasta que llega a
morir o hasta que reacciona a algun tratamiento (Medicina)

El tiempo de falla se considera un factor importante en la toma de decisiones, por ello
se requiere que su estudio tenga una determinaciéon y comprension precisa. Por ejemplo,
digamos que una cierta empresa dedicada al ensamblaje de piezas tiene maquinaria un poco
desgastada, por lo cual esta decidida a cambiar de maquinaria siempre y cuando sus tiempos
de ensamblaje excedan un cierto niimero de horas, por ello determinar los tiempos de manera

4
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adecuada le permitira a la empresa tomar la mejor decision acerca de su maquinaria, de lo
contrario solo podria perder tiempo y dinero.

En consecuencia a lo anterior, se definen tres requisitos para poder determinar el tiempo
de falla de manera correcta.

1.1.1. Requisitos para determinar el tiempo de falla

= Origen: es el punto donde se inicia el estudio u observacién de la muestra. Por ejemplo,
si se considera un grupo de ninos, de los cuales se desea estudiar el desarrollo de bichos
a partir de la aplicaciéon de un nuevo medicamento. Es claro que el punto de origen
puede variar en cada nino, pues la aplicacion del medicamento puede ser en diferentes
edades.

» Escala para medir el tiempo: se refiere a la unidad de medida con la que se tomara la
longitud del tiempo que transcurre hasta que llega la falla, por ejemplo, si se considera
el caso de la empresa que desea renovar su maquinaria, la escala adecuada serian
las horas, de esta manera se podria decir que la escala depende directamente de la
poblacion de estudio.

= Concepcion del evento de falla: considera el hecho que lleva a cada elemento de la
muestra a un estado que se puede considerar inactivo, para este requisito se requiere
que se tenga claro el significado del evento ya que una mala interpretacion podria
definir un tiempo de falla de manera incorrecta. Por ejemplo, si se sigue considerando
a la compafia que debe decidir entre cambiar su maquinaria o no hacerlo, la falla
ocurrird cuando su ensamblaje exceda un cierto niimero de horas fijado por la misma
compania o de manera mas general exceda un tiempo t.

Observacion 1.1.3 Cuando el centro de estudio del andlisis de supervivencia se encuentra
en una muestra de individuos, el tiempo de falla es denominado también como "Tiempo de
vida'".

Ya que se tiene claro que es un tiempo de falla, no es dificil notar que el tiempo que
comprende la definicién se encuentra sujeto a variaciones aleatorias, dicho de otro modo se
considera una variable aleatoria, digamos T;, para representar el tiempo de falla de cada
elemento ¢ de la muestra.

Asi, si consideramos una muestra de una poblacion homogénea de n individuos, donde a
cada uno le corresponde un tiempo de falla, tendriamos n variables aleatorias que podrian
seguir un cierto patron, es decir, seria conocer el comportamiento de la poblacion a través
de las funciones basicas con las que se describen las variables aleatorias.
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Observacion 1.1.4 Debido a que la poblacion es de individuos, se considera que las varia-
bles aleatorias son continuas ya que las unidades de medida se encuentran relacionadas con
las unidades de medida naturales como los dias, meses y anos.

A continuacién se presentan las funciones basicas con las que habitualmente se representa
el comportamiento de una variable aleatoria. Para lo anterior formalmente consideremos una
poblacién homogénea de individuos, y sea T una variable aleatoria continua que representa
el tiempo de falla de cualquier individuo de la poblacion.

1.2. Funcion de densidad de probabilidad

Cuando hablamos de la funcién de densidad de probabilidad en el analisis de superviven-
cia, no solo nos referimos a una funcién que proporciona una probabilidad en un intervalo,
sino también a aquella que nos permite obtener de manera tinica la funcién de distribucién
acumulada de una variable aleatoria con la cual conoceremos méas a detalle del comporta-
miento de dicha variable.

Definiciéon 1.2.1 Sea T una variable aleatoria continua. Entonces para T existe una fun-
cion denotada por f(t), denominada funcion de densidad de probabilidad, que satisface las
siguientes propiedades [6],

» Para toda t en el recorrido de la variable (—oo, +00) se tiene que

f(t) = 0. (1.1)

/+°° £l dt = 1. (1.2)

» Para cualquier t1, to € (—o0,+00) tal que t; < to, se tiene que,
t
P[tlngtg]:/Qf(x)dx. (1.3)

t1

1.3. Funcion de distribucion acumulada

Definicién 1.3.1 Denotada por F(t), se define a la funcion de distribucion acumulada de
la variable aleatoria T como la probabilidad de que el elemento falle antes o hasta el tiempo

6
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t, es decir,

F(t) = P| Un elemento falle antes o hasta el tiempo t |

=P[T<t]. (L4)

A continuacién, se presentan las propiedades que cumple la funcién de distribucién acu-
mulada, ademas de, la demostracién de las dos primeras propiedades.

Propiedades 1.3.2 Sea F'(t) la funcion de distribucion acumulada de la variable aleatoria
T, entonces, F(t) satisface lo siguiente [6],

1. La funcién F(t) es no decreciente, es decir, sit; <ty entonces F(t1) < F(t3).

2. lim Ft)=0 y lim F(t)=1.

t—-+o0

3. La funcion F(t) es continua a la derecha.

Demostracién de a):

Sea A =T <t; y B =T <t eventos cualquiera. Supongamos ademas que t; < t,.
Entonces de la teoria de conjuntos se sigue que A esta contenido en B, o que A es un
subconjunto de B. Por lo que, F(t,) < F(ty). B

Demostracion de b):

Para la primera expresion se puede abordar de la siguiente manera,

lim F(t) = lim / f(z

t——o00 t%oo

Mientras que para la segunda expresion se tiene que,

lim F(t) = lim / f(x

t——+o00 t%Jroo

Con lo cual queda demostrado. Il

Otro resultado de importancia significativa para la funcién de distribucién de acumulacion,
es la relaciéon que existe entre ésta y la funcién de densidad de probabilidad.

7
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Proposicién 1.3.3 Sea f(t) la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria
T, entonces,

ft)=——+. (1.5)

Demostracién:

De la Definicién 1.2.1 se interpreta a f(¢) como una medida instantdnea , la cual se define
como el limite de probabilidad de que un individuo falle en el intervalo (¢,t + At), es decir,

lim P[ Un individuo falle en (t,t+ At) ]
At—0

(1) = —
_ Plt<T<t+At]
= lim
At—0 At
. P[T<t+At]-P[T<t]
= lim
At—0 At
~ lim F(t+ At) — F(t)
At—0 At
dF(t)
o dt

Con lo cual queda demostrado lo requerido. B

Ademas, agregamos que la funciéon de densidad de probabilidad se considera también como
una funcién de densidad incondicional de falla [2].

1.4. Funcién de supervivencia

Definicién 1.4.1 Denotada por S(t), se define a la funcién de supervivencia de la variable
aleatoria T como la probabilidad de que un elemento falle después del tiempo t, ast,

S(t) = P| Un elemento sobreviva después del tiempo t ]

—P[T>t}—/toof(x)dm. (1.6)

8
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Otra forma de escribir esta probabilidad es utilizando la funcién de distribucion, esto es

S(t) = P Un elemento sobreviva después del tiempo t |
=1— P[Un elemento falle antes o hasta el tiempo t |
=1-P[T<t]
=1-F(t).

(1.7)

De esta forma se tiene que S(t) =1 — F(¢).

Para la funcién de supervivencia también existen resultados analogos a los que se men-
cionaron en la parte correspondiente a la funcién de distribucion.

Propiedades 1.4.2 Sea S(t) la funcion de supervivencia de la variable aleatoria T, entonces
se satisface lo siguiente [6],

1. La funcion S(t) es decreciente, se tiene que si ty < ty entonces S(t1) = S(t2).

2. lim S(t)=1 y lim S(t)=0.

t——00 t—+00

Demostracién de a):

Como la demostracion de a) es andloga a la demostracién de las propiedades de la funcién
de distribucién, se prosigue a demostrar la propiedad b).

Demostracion de b):

Eligiendo a la primera expresion, la demostracién queda de la siguiente manera,
Jim S(t) =5(—o0) =1— F(—00)
t
=1— lim f(z)dx =1.

t——00 J_~o

Mientras que para la segunda expresion se tiene,

tligloS(t) = S(c0) =1— F(c0)

t

=1— lim f(z)dz =0.

t—00 J_oo

Con lo cual queda demostrado. l

Asi, como la funcién de distribucién acumulada se relaciona con la funcién de densidad
de probabilidad, para la funciéon de supervivencia se obtiene un resultado similar.

9
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Proposicién 1.4.3 Sea f(t) la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria
T, entonces,

~dS(T)

r) = -4, (1.8)

Demostracion:

Para que esta proposicién sea mas facil de probar serd conveniente recurrir al resultado
que se obtuvo en la Proposicion 1.3.3, de manera que,

_ HmpoP [ Un elemento falle en (t,t 4 At) |

f(@) A
CdF(t)  d(1-5(t))
Cdt dt
(1) ds()
o4t dt
o dS(@)
=——.

Que es lo que se queria demostrar. B

1.5. Funcién de riesgo

Dentro del anélisis de supervivencia la funcién de riesgo juega papel importante ya que
con ella se determina la distribucién de probabilidad que puede tener un conjunto de datos
de tiempos de falla, los cuales sirven para determinar o pronosticar la probabilidad de que
ocurra algin evento que afecte a la poblacién, esta funciéon es conocida también como,

Funcién instantdnea de falla.

Fuerza de mortalidad.

Tasa de falla condicional.

Tasa de mortalidad condicional.

Definicién 1.5.1 La funcion de riesgo es denotada por h(t) y se define como la probabilidad

de falla durante un intervalo de tiempo infinitesimal (t,t + At), es decir, el elemento fallard

en el intervalo de tiempo (t,t+ At) dado que ya ha sobrevivido hasta el tiempo t [3], es decir,
1

h(t) Iy

imaioP [ Un individuo falle en (t,t + At) | que ya ha sobrevivido hasta t |.
(1.9)

10
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Seguido de la igualdad anterior, entonces se puede interpretar a la funcién de riesgo como
una densidad condicional [2],

Densidad incondicional

Densidad dictonal = .
cnsigaq condrerona Probabilidad de que sobreviva hasta t

Una vez que se tiene la definicion de la funcién de riesgo, se definen las siguientes relaciones
entre estd y la funciéon de supervivencia.

Lema 1.5.2 Para toda t € [0,00), tenemos que [7],

h(t) = éig

(1.10)
Demostracion:

Usando la Definicién 1.5.1, se tiene que,

Pt<T<t+At|T>t]

h(t) = Hmaso

At
_x Plt<T<t+At]
T AT R T S T A

_ i F(t+ At) — F(t)

- a0 S(t)At

1 " F(t+ At) — F(t)
= % 1M at—0 At

_ @

= 0 y |

Teorema 1.5.3 Sea h(t) la funcion de riesgo y S(t) la funcion de supervivencia de la va-
riable aleatoria T, entonces las siguientes relaciones son vdlidas [7],

a)
h(t) = === (1.11)
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b) t
S(t) = exp — {/0 h(z) dx} . (1.12)

Demostracién de a):

Usando el Lema 1.5.2, se tiene que,

f6) 1 dF(E) —1

i) = St S dt
148 dn(S(t)
TS dt  dt

Demostracion de b):

Para la demostracién de este inciso partiremos del inciso a), y despejando obtenemos que,

~n(s(1) = | "h(z) da

S() = exp— {/Ot h(z) d:c} -

1.6. Funcién de riesgo acumulada

En consecuencia a la importancia de la funciéon de riesgo que se mencioné en la seccion
anterior, la funciéon de riesgo acumulada también tiene un rol importante dentro del analisis
de supervivencia. Esta medida se interpreta como la probabilidad de que un elemento falle
en el instante t dado que ha sobrevivido a un At més de tiempo.

Definicién 1.6.1 Denotada por H(t), se define a la funcion de riesgo acumulada como,

= [ "h(z) dx. (1.13)

Proposicién 1.6.2 Sea S(t) la funcion de supervivencia de la variable aleatoria T, entonces,

H(t) = —In(S(t)). (1.14)

12
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Demostracion:

Para ésta demostracién recurrimos al inciso b) del Teorema 1.5.3. Entonces tenemos que,

S(t) =exp — {/Oth(x) dx}

1.7. Algunas distribuciones especiales

Uno de los problemas importantes que se tiene en el analisis de supervivencia es determinar
si un conjunto de datos de tiempo de falla se ajusta con un modelo paramétrico, semi
paramétrico o no paramétrico. Si optamos por un modelo paramétrico es necesario conocer
cuales son las distribuciones mas usuales para modelar un conjunto de datos de tiempos
de falla, ya que no es suficiente sélo con ajustar el modelo sino también es importante
conocer cuales son las caracteristicas que permiten tener una mejor compresion acerca del
comportamiento del conjunto de datos. Por ello, a continuacién se describen las diversas
distribuciones que mejor ayudan para ajustar datos que contienen tiempos de falla, junto
con algunas de sus caracteristicas.

1.7.1. Distribucién Exponencial

Dentro del analisis de supervivencia el modelo exponencial desempena un papel impor-
tante no soélo por su facilidad de modelacién sino también por ser una distribucién continua
que sélo toma valores positivos. Su aplicacién se usa para describir fendémenos de diferentes
campos, sin embargo, el area principal de enfoque es la teoria de la confiabilidad.

Definicién 1.7.1 Sea T una variable aleatoria continia, se dice que T sigue una distri-
bucion exponencial con pardmetro X > 0, si T mno toma valores negativos y su funcion de
densidad estd dada de la siguiente manera,

f&) =X exp{=At}, con)>0. (1.15)

Propiedades 1.7.2 Propiedades de la distribucion exponencial

13
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s Su funcion de distribucion acumulada estd dada por

t
F(t) = / f(z)de

0

t
:/ Aexp{— At } dz (1.16)

0

=1—exp{ =Xt }.

s Mientras que su funcion de supervivencia puede ser determinada de manera inmediata,

una vez que se tiene la expresion anterior

S(t)y=1—F(t)=1—[1 —exp{—At}]

= exp {—At}. (1.17)

= Su tasa de riesgo es constante, es decir, la probabilidad de que falle hoy y la probabilidad
de que falle dentro de un tiempo t es la misma,

h(t) = A, para todo t. (1.18)

Proposicién 1.7.3 Si T es una variable aleatoria continua que se distribuye de manera
exponencial, y ademas se consideran ty, t > 0, entonces se satisface la siquiente igualdad,

P{T>t+tg|T>t)]=P[T>t]. (1.19)

En otras palabras, la probabilidad condicional es igual a la probabilidad incondicional.
Demostracion:

Para cualquier t > ¢, se tiene que,

P[T>t+t]
P[T>t]
exp { —A(l +1t0) }
exp{ —Ato }
=exp{ -M}=P[T>t] .1

P[T>t+t|T>t]=

El resultado anterior, es muy importante debido a que con ¢l queda demostrada la pro-
piedad que caracteriza a la distribucion exponencial, a esta se le denomina “pérdida de
memoria” y significa que la tasa de riesgo para un individuo no depende de la edad que
tenga, la tasa de riesgo se mantendra constante. En otras palabras, mientras el objeto siga
funcionando éste se considera como nuevo.

14
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1.7.2. Distribucién Weibull

La distribuciéon Weibull es ampliamente utilizada después de la distribucién exponencial y
ademaés, es una de las que mejor se ajusta a datos de tiempo de vida [3]. Tiene una aplicacion
mas general con respecto a la distribucién exponencial, ya que a diferencia ésta no considera
una tasa de riesgo constante y cuenta con dos parametros denominados “pardametro de forma”
y “parametro de escala”.

Definiciéon 1.7.4 Sea T una variable aleatoria continua, se dice que T sigue una distribu-
cion Weibull, si su funcion de densidad es de la forma [3],

ft)=ap*t“texp{—(Bt)a}, cona, 3>0. (1.20)
Donde « es considerado el parametro de forma y ( el parametro de escala.

Propiedades 1.7.5 Propiedades de la distribucion Weibull

» Funcion de distribucion

F(t)=1—exp{—(pt)a}. (1.21)
s Funcion de supervivencia
S(t) =exp{—(Bt)a}. (1.22)
= Funcion de riesgo
h(t) = aB(Ba)* . (1.23)

Observacion 1.7.6 Si el parametro de forma, en este caso « es igualado a 1, se tiene que
la variable aleatoria T sigue un modelo exponencial con parametros (5, = 1).

De esta manera, si T ~ Weibull(f,a = 1), entonces su funciéon de densidad es de la
forma,

ft)y=ap >t exp{ —(Bt)a }
= exp{ =Pt }.

Donde claramente la funcién de densidad es igual a la de un modelo exponencial con
parametro (3, es decir, el modelo exponencial es un caso particular del modelo Weibull.

15
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Proposicién 1.7.7 Sea T una variable aleatoria que sigue un modelo exp (5 = 1). Entonces,
si se hace una transformacion de la forma

1
X = (aT)a,

con a una constante mayor que cero, se obtiene que X se distribuye de manera Weibull con

1
pardmetros (, 04) .
a

Demostracion:

Como

1
X = (aT)a.
Despejando obtenemos que
XOL
T=—
a

Asi,

F(T) :F<Xa> = 1—exp{)ia}.

a

Con lo cual queda demostrado, porque la tltima expresion representa la funciéon de distri-
bucién que sigue un modelo Weibull. B

1.7.3. Distribucién Gamma

Antes de enunciar a ésta distribucion es importante definir cudl es la funcion Gamma pues
ésta funcién desempeiia un rol importante tanto en la probabilidad como en muchas otras
areas de las matematicas.

16
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Definicién 1.7.8 La funcion Gamma denotada por I', se define como,
INa) = / 2 Vexp {—x} dr. (1.24)
0

Donde la integral impropia estd definida si o > 0 [6].

Observacion 1.7.9 Al desarrollar el resultado anterior se llega a que la integral impropia
existe y que converge siempre que o > 0. Es decir, si se integra a la expresion anterior por

partes, definiendo las siguientes variables auxiliares como siguen, exp{—z}dr = dv vy
a—1

P =u sellega a [6],
[(a) = —exp{—a}z* | — /OOO {exp {—2} (o — 1)z* 2 dx }

:O+(Oz—1)/ooO { —exp{—x}xa’Qd:U]
=(a— DI (a—1).

Luego entonces, se dice que la funcién Gamma sigue una relaciéon recursiva, es decir,
podemos escribirla de manera mas simplificada y facil de obtener,
INa)=(a—1'(a—-1)
=(a—1)(a—2)T'(a—2)
= (a=1)(a=2)..I'(1)
=(a—1)L

Ahora, se define la distribucion Gamma como a continuacién se presenta.

Definicion 1.7.10 Sea T una variable aleatoria continua, cuyo recorrido son los nimeros
reales positivos. Se dice que T sigue un modelo de probabilidad Gamma st su funcion de
densidad de probabilidad es de la forma,

ft) = F(loz) Bt exp{-pty, con a, 3>0. (1.25)

Donde « es el pardmetro de forma, B el pardmetro de escala y I'(«) la funcion Gamma.

Observaciéon 1.7.11 i) Si consideramos una variable aleatoria T que sigue un modelo
Gamma con pardmetros («, 8), cuando oo = 1, entonces la variable T se transforma a
una variable que sigue un modelo exponencial. En otras palabras tenemos que,

1 ago—1
F(0) = gyt e (1) 26,

= [ exp{—pt}.

17
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Donde esta ultima expresion es claramente la funcion de densidad de una variable
aleatoria que sigue un modelo exponencial con parametro 3. Asi diremos entonces que
la distribucion exponencial es un caso especial de la distribucion Gama.

i1) Esta distribucion es reproductiva bajo la suma, en otras palabras, si Ty, T, Ts, ..., T,
son variables aleatorias independientes que se distribuyen G(«, 3), tenemos entonces
que,

Ti+To+T5+ ..+ T, ~G(a,B1+ Po+ s+ ... +5n). (1.27)

1.8. ;Coémo comparar las distribuciones para elegir la
mejor?

En la secciéon anterior se describieron algunas distribuciones que son muy tutiles dentro del
analisis de supervivencia, sin embargo, no son las tinicas, debido a que en la teoria existe una
gran variedad, cada una con caracteristicas diferentes pero con un mismo enfoque, describir
el comportamiento de un conjunto de datos. Resultado de la variedad que se tiene, para
ajustar un modelo a un conjunto de datos es conveniente revisar que es lo que esperamos
al relacionar el modelo con los datos y cuales son las ventajas que nos ofrece el modelo.
Por mencionar algunos puntos basicos que se deben comparar entre distribuciones estéan los
siguientes [1].

= Su conveniencia técnica para la inferencia estadistica.

» La disponibilidad de formas explicitas y razonablemente simples para la funciéon de
supervivencia, funcion de densidad de probabilidad y funcién de riesgo.

= La capacidad de representar tanto la dispersion excesiva como la insuficiente.
= El comportamiento de la funcién de supervivencia en intervalos de tiempo pequenos.

» Cualquier conexién con un modelo estocastico especial de falla.

1.9. Datos censurados

Como se ha mencionado en la introduccion de este capitulo, el objetivo principal del
analisis de supervivencia es incorporar todos los datos que se tienen para deducir o describir
como se comporta una poblacion o grupos de individuos, sin embargo, no siempre se tienen

18
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a disposicion todos los datos que como investigador desearia tener, de modo que uno busca
hallar soluciéon al problema que surge cuando los datos se encuentran incompletos.

Una solucion rapida es trabajar solamente con los datos que se tienen, sin embargo, los
resultados tendrian un sesgo grande, por ello, en muchos de los casos se trabaja o se estudia
los tiempos de vida o de falla censurando la informacion.

Denominamos datos censurados a aquellas observaciones que son incompletas, por ejem-
plo, si consideramos como poblacién a un conjunto de datos de tiempo de falla, la censura
existe cuando haya tiempos no definidos.

Cuando este tipo de problemas surgen en la investigacion, su presuncion puede ser variada,
sin embargo, las causas mas comunes son las siguientes:

= El objeto de estudio no presenta el evento puntual de interés dentro del periodo de
estudio establecido.

= Se pierde el seguimiento del objeto durante el periodo de estudio.

1.9.1. Tipos de censura

Derivado a que este problema surge en la realidad, se han clasificado los distintos tipos
de censura [1], los més comunes son,

Censura del tipo 1. El investigador recurre a este tipo de censura cuando tiene un
tiempo mazximo de observacion, entonces aquellos elementos que no presentan la falla dentro
de este periodo presentardn censura.

Por ejemplo, consideremos a un grupo de personas con ataque de ansiedad, donde a cada
uno se le aplicé un medicamento para calmarse, el tiempo de falla sera aquel que comprenda
el tiempo desde que se le aplic6 el medicamento hasta que se calma. Ademads, se cuenta
con un tiempo maximo de observacion, digamos C', entonces si el paciente no se calma en
un tiempo menor a C', este serd censurado y su tiempo de falla serd el tamano maximo de
observacién, en este caso C. De esta manera se puede definir el tiempo de falla para cada
elemento de la siguiente manera [1],

T =min(T,C). (1.28)

Censura del tipo I1. Este tipo de censura se presenta cuando la observacion se extiende
hasta que ocurran un cierto numero, digamos K, entonces si se considera una poblacion de
n elementos, la diferencia de n y K seran datos censurados.

19



20 Capitulo 1. Conceptos preliminares del andlisis de supervivencia

Por ejemplo, si consideramos la misma poblacion del ejemplo anterior, pero en este caso
se dice que la observacion de los pacientes durard hasta que al menos K hayan calmado su
ataque de ansiedad, entonces al final del estudio se tendran K tiempos de falla exactos y
n — K tiempos seran tiempos censurados. Asi, entonces la censura esta controlada por el
investigador.

Censura del tipo III. Se define a la censura del tipo III como aquellos datos que son
desconocidos por alguna situacion aleatoria, por lo que se podria decir que este tipo de censura
es aleatoria pues a diferencia de las dos anteriores ésta mo se encuentra controlada por el
investigador.

De esta manera, retomando el mismo ejemplo de los tipos de censura anteriores, los datos

censurados podrian ser aquellos datos que dentro del periodo de observacion fueron dejados
de observar porque tal vez el individuo se fue, o en el peor de los casos murio.

20



Capitulo 2

Modelo de Cox

En el capitulo anterior se abordaron algunas de las distribuciones méas usuales en el analisis
de supervivencia, sin embargo, por ser modelos completamente paramétricos funcionan solo
para un analisis que involucran inferencias basicas, es decir, incluyen una sola distribucion,
pero ;qué pasa cuando se desea hacer un analisis mas real? Para estos casos, en la teoria del
analisis de supervivencia se tienen diferentes modelos semi paramétricos que permiten llevar
a cabo este tipo de analisis.

Entonces, tomando en cuenta que el objetivo de esta tesis es hacer un analisis completo de
un conjunto de datos de tiempo de falla, el enfoque de este capitulo se centra en la definicién
y formulacién de un modelo que por su esencia permita considerar el efecto de distintas
variables explicativas. El modelo en cuestiéon, serd el modelo de Cox, también conocido
como el modelo de Riesgos Proporcionales, el cual es utilizado ampliamente en el area de
supervivencia y famoso porque a diferencia de un andlisis basico, este se caracteriza por
considerar diferentes riesgos a los cuales se expone cualquier elemento de la poblacién, ya
que, busca representar el efecto que genera considerar un conjunto de variables explicativas
en el tiempo de falla.

Entonces, con el propésito de poder comprender el modelo de Cox, se iniciard por intro-
ducir el concepto de variable explicativa, junto con su clasificacion mas sencilla. Seguido de
esto, se planteara al modelo de Cox en su forma mas basica, en el cual se consideran varia-
bles independientes del tiempo junto con parametros que son desconocidos (estos pardmetros
representan el efecto de cada covariable en la tasa de riesgo).

Asi, en consecuencia, a que los parametros de las variables explicativas son desconocidos
y este tipo de analisis pertenece al area de la estadistica inferencial, se aborda también la
descripcion breve del método de maxima verosimilitud, el cual es simple y facil de aplicar
7
gracias a la funcién sencilla con la que trabaja.
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22 Capitulo 2. Modelo de Cox

2.1. Factores de riesgo

Como se mencioné en el capitulo uno, la determinacion del tiempo de falla es de suma
importancia, pues gracias a eso se pueden considerar diferentes escenarios a la hora de tomar
decisiones. Si se considera un analisis basico el efecto de cada covariable es cero, sin embargo,
el considerarlos genera un tiempo de falla més preciso, pues el calculo de la falla se apega
mas a la realidad.

Al considerar variables explicativas dentro del analisis de supervivencia, se supone que
para cada individuo se encuentra definido un vector, digamos Z, el cual est4 compuesto de
k variables explicativas, es decir, Z = (z1, 22, ..., 2k).

Definicién 2.1.1 Sea z; una caracteristica de riesgo o de vida de un individuo durante el
periodo de estudio, entonces se entiende como variables explicativas a todos aquellos factores
de riesgos o de vida que en algin momento afectan al tiempo de falla del elemento.

Por ejemplo, si consideremos una poblaciéon de nifios entonces las variables explicativas
que se pueden considerar son la edad, el sexo, su estado de salud, su situacién econdémica,
etc.

Observacion 2.1.2 Cuando se tiene un analisis sin covariables, es decir, Z = 0 se dice que
el andlisis corresponde a un conjunto de condiciones estandar [1].

Nota: El conjunto de variables explicativas que estin relacionadas con el tiempo de falla
de ahora en adelante seran denominadas “covariables’.

2.1.1. Clasificacion de covariables

Las covariables se pueden clasificar en tres clases [1],

i) Tratamientos: en esta clase se concentran aquellas variables que son de naturaleza
periodica, por ejemplo, que el elemento se encuentre tomando algun tratamiento o bien que
tenga un control de salud.

ii) Propiedades intrinsecas: aqui se encuentran las variables que son del tipo médico,

demogrdficas e historicas. Por lo reqular son aquellas caracteristicas que el individuo presenta
antes de ingresar al estudio como su edad, su sexo, su estado de salud, etc.
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iii) Variables exogenas: estas variables estin definidas por las caracteristicas ambientales
en las que los individuos se desarrollan o viven. Este tipo de covariables son excelentes para
explicar el comportamiento de individuos que pertenecen a ciertos grupos que utilizan algun
aparato, etc.

Definicion 2.1.3 Sea ¥(Z) la funcion que relaciona al vector de covariables con la super-
vivencia de un elemento. Definimos a [ como el vector de k pardmetros caracterizados de

v(Z), [1].

Cuando en el andlisis de supervivencia se tiene ¥ (Z) # 1, se tienen las siguientes obser-
vaciones [1]:

1) Un incremento en 1(Z) aumenta el riesgo al que estd expuesto el elemento, por lo que
su tiempo de falla es menor, es decir, su supervivencia disminuye.

2) Una disminucion en (Z) disminuye el riesgo de falla del elemento, asi que su tiempo
de supervivencia aumenta.

2.2. Modelo de Cox

En el area de supervivencia existen varios modelos que permiten conocer la relacion que
existe entre la tasa de falla de un individuo con respecto a un conjunto de variables que
son medidas dentro del periodo de observaciéon por ejemplo el modelo de Vida Acelerada,
el modelo de Cox o bien el modelo de Origen Transferido, sin embargo, por ahora nos
enfocaremos a plantear el modelo de Cox, también conocido como el modelo de Riesgos
Proporcionales, este modelo fue planteado en el ano 1985 por el Doctor David Cox, el cual
permite hacer un andlisis de supervivencia evaluando el efecto que genera la intervencion de
varias circunstancias o caracteristicas que definen al objeto de estudio.

El modelo de Cox, en su formulacion mas simple y basica considera un vector de cova-
riables constante, es decir, cada una de sus entradas permanece igual durante un intervalo
de tiempo, pues la dependencia al tiempo es nula. De esta manera podemos enunciar la
siguiente definicion.

Definicién 2.2.1 Sea Z un vector de covariables constante, el modelo de riesgos proporcio-
nales supone que la funcion de riesgo estd definida por,

h(t; Z) = $(Z)ho(t), (2.1)
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24 Capitulo 2. Modelo de Cox

donde hy(t) es la tasa de riesgo basal de cualquier elemento y1(Z) es la funcidn que relaciona
a la funcion de riesgo con el vector de covariables que anteriormente ya fue definido [1].

Partiendo de la Definicion 2.1.3, es claro notar que los parametros que integran al vector
[ son necesarios para alcanzar el objetivo de este modelo por lo que més adelante se buscara
estimarlos, entonces un candidato natural es [1],

V(Z; ) = exp {32} (2:2)

Ademas, si se retoma el hecho de que el conjunto de covariables definidas para cada
individuo es independiente del tiempo, entonces la funciéon planteada por el modelo se puede
expresar de la siguiente manera,

h(t; Z) = exp {z; @Zi} ho(t). (2.3)

Observacién 2.2.2 La funcion (Z) > 0 siempre que el vector Z sea distinto de cero y en
el caso particular donde Z = 0, es decir, no existan variables explicativas, la funcion serd

W(Z) = ¢(0) = 1.

2.2.1. Ventajas del modelo de Cox

i) Este modelo tiene una interpretacion sencilla, ya que el efecto que tienen las covaria-
bles sobre los datos de tiempos de falla es multiplicar la tasa de riesgo basal por un factor
constante.

ii) Existe soporte empirico para la suposicion de riesgos proporcionales en diferentes gru-
pos de estudio.

iii) La formulacion del modelo se puede adecuar a datos de tiempos de falla que han sido
censurados o que son unicos [1].

Ahora que ya se ha definido el modelo de Cox, es importante mencionar que existe una
condicién para que este modelo sea aplicado a un conjunto de datos de tiempo de falla, sin
embargo, antes es importante definir el siguiente concepto para entender dicha condicion.

Definicién 2.2.3 Los riesgos definidos en el vector de covariables Z y la tasa de incidencia
del grupo o individuo no expuesto a Z [1]. De esta manera, HR se puede expresar como,

h(t; Z)

HE=00

(2.4)
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La cual, puede ser entendida como una medida de efecto entre un grupo ajustado a los riesgos
Z contra un grupo con riesgos nulos.

Asi, de la Definicién 2.2.3 se sigue que el conjunto de datos de tiempos de falla tiene que
cumplir que la tasa de riesgos para cada elemento de la muestra es proporcional, es decir, la
tasa de riesgos es constante en cualquier punto del tiempo.

Proposicién 2.2.4 Si se tiene una muestra de datos de tiempos de falla que se modelan
con el modelo de Cox, entonces la tasa de riesqos es proporcional.

Demostracién:

Sea T4, T, ..., T, una muestra de datos de tiempos de falla modelados mediante el modelo
de Cox. Entonces existe un vector Z, de covariables para cada elemento de la muestra. Luego
utilizando la Definiciéon 2.1.3, se tiene que,

h(t; Z) = (2| B)ho(2).

Es decir, h(t|Z,) es la funcién de riesgo para el elemento si se consideran las Z,, covariables.
Entonces, si Z,, = 0 tenemos que,

h(t1Z,) = hoft).

Luego entonces,
_ WZ)
HE= h(t|Z, =0)
_ w(Zp)hO(t)
ho(t)
= (2| 0).

Con lo cual queda demostrado, debido a que 1(Z,|3) no depende del tiempo. B

Finalmente, ya planteado el modelo de Cox, lo siguiente es conocer el método de estimacion
que se utilizard para estimar los parametros del vector f3.

Dentro del area de la estadistica inferencial se pueden hallar varios métodos de estimacion,

pero en esta ocasion se utilizara el método de maxima verosimilitud parcial, el cual nos lleva
primero a definir al método de maxima verosimilitud clasico.
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2.3. Método de maxima verosimilitud

El método de maxima verosimilitud es un método de estimacion que utiliza la funcion
de densidad de probabilidad conjunta, ademéas supone que se tiene una muestra donde cada
elemento es independiente e idénticamente distribuido.

Definiciéon 2.3.1 Sea 11,15, ...,T, los tiempos de falla de una muestra de n variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas. La funcion de mdxima verosimilitud se
define como la funcion de densidad conjunta [5], esto es,

[t to, o tns ) = f(t1; ) ft; 0)... ftn; ). (2.5)

Nota: A la funcién anterior se le denota por L(1;tq,ts, ..., t,), donde v = (01,0, ...,0y)
representa a los k pardmetros que se desean estimar.

De manera que la funcién de maxima verosimilitud se interpreta como la probabilidad de
que los tiempos de falla 171,75, ..., T, tomen los valores tq,1s,...,t, dado los pardmetros v
esto es, que cada tiempo de falla contribuye con la probabilidad f;(¢;1) a la densidad del
tiempo de falla en .

El método de méxima verosimilitud consiste en tomar a L(v;ty,ts,...,t,) y determinar
los pardmetros que maximizan dicha funcién, es decir, se busca hallar los pardmetros 1) que
al ser sustituidos en L(1);t1, 1o, ..., t,) nos den la maxima probabilidad de que los tiempos de
falla 171,15, ..., T, tomen los valores t1,ts, ..., 1t,.

Algoritmo 2.3.2 Para describir el procedimiento a sequir, supongase que se tiene una
muestra de n tiempos de falla, digamos 11,15, ..., T, todos independientes e idénticamen-
te distribuidos, ademds supongase que no existe censura de datos. Entonces empleando la
expresion que define a la funcion de maxima verosimilitud, se tiene que

Lty ta, o tn) = f(t150) f(ta;0) f(tn; )

- 2.6
=11 f(ts0). (26)
i=1
Luego por la simplicidad de trabajar con logaritmos, tenemos que,
1) = 1(04,0s, ..., 00) = In [L(; b1, to, ..., tn)]
(2.7)

- 21 F(ts ).

Ast, los estimadores de mazima verosimilitud, serdn las soluciones a las k ecuaciones si-
guientes [5],
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00,0, 00) _
00, v
00,0, 0) _

00y,

Por otro lado, si dejamos de considerar que todos los tiempos de falla son unicos, entonces
la funcion de mazima verosimilitud al considerar censura queda determinada de la siguiente

manera [1],

Luego tenemos que,
:ZIH[f(x“ —|—Zln (i

Puesto que f(t) = h(t)S(t), lo anterior es igual a,

In [h(zi;0)S(z4590)] + In [S(z;; ¢

Z Z

:Zln xi, —I—Zln :Ez, +21n mza
=Y In[h(z; )] + Zln (zi; ¢

(2.8)

Una vez obtenida la igualdad anterior, los estimadores se obtienen de la misma manera como

en el caso donde no se considera censura.
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28 Capitulo 2. Modelo de Cox

El método de maxima verosimilitud descrito anteriormente se contempla para aquellos
modelos paramétricos, en el caso del modelo de Cox el cual es un modelo semiparamétri-
co no es adecuado, pues como se definié al modelo anteriormente este solo tiene una parte
paramétrica en consecuencia, se describe el método de méaxima verosimilitud con una pe-
quena adecuacién, al cual se le denomina método de maxima verosimilitud parcial, y cuyo
planteamiento se describe a continuacion.

2.4. Meétodo de maxima verosimilitud parcial

Antes de enunciar, al método de méaxima verosimilitud parcial para el modelo de Cox
es relevante remarcar que el objetivo de este analisis se centra en hacer inferencia sobre el
vector de parametros 3. Entonces, para iniciar se considera el caso en el cual se supone que
no existe censura en el conjunto de datos de tiempo de falla.

Entonces para obtener la funcién de verosimilitud considérese una muestra de n elementos,
en este caso n tiempos de falla, cada uno tinico. Entonces, sean t; < t5 < ... < t,, los tiempos
de falla de los n individuos donde ¢; = ¢; si y sélo si ¢ = j, lo anterior para asegurar que
dentro de los datos no existen empates. También definamos a v; la persona que falla en el
tiempo t;. Antes de continuar se define lo siguiente.

Definicién 2.4.1 Sea R(t;) el conjunto de todos los elementos de la muestra que no han
fallado hasta el tiempo t;, es decir, su tiempo de falla es mayor que t;. Asi, R(t;) se puede
expresar como [1],

R(t;) = {ylt; > ti}. (2.9)

Recordemos que por el momento queremos obtener la funciéon de verosimilitud, para ello
necesitamos la distribucién de probabilidad conjunta, en este caso buscamos a P[ T3, 15, ..., T, |,
la cual se puede obtener realizando todas las permutaciones posibles en (1,...,n) dado que
los tiempos de falla que se tiene estan ordenados, pero si consideramos que cada tiempo de
falla en la muestra es idénticamente distribuido e independiente, lo que en realidad buscamos
es P[ |7, 72, .-, vJ — 1) |, es decir, buscamos la probabilidad de que ; falle en ¢; dado que
un individuo del conjunto de riesgos R(t;) fallé en t;,en otras palabras lo que buscamos es,

Pl v v 1 = z% (2.10)

kER(L))
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Pero entonces la funciéon de distribucién conjunta por definicién queda expresada como,

P[Tl,TQ, 7Tn = HP ’7]‘717727- .7’}/j,1 ]

=1
n
“Usm

U(t ) (2.11)
Z w
ER(t
Una vez obtenida la funcién de verosimilitud, lo que sigue es obtener la funciéon de verosimi-
litud considerando censura en los tiempos de falla, la cual es obtenida de manera similar si

se supone que los datos censurados se encuentran a la derecha de todos los tiempos de falla
exactos.

Asi, si en la muestra de elementos consideramos que existen algunos tiempos que han
sido censurados, digamos k tiempos son exactos y el resto n — k£ son datos censurados,
entonces tenemos tq, to, ..., t4 tiempos de falla ordenados y sin empates. Ademas, nuevamente
definamos a 7; cémo el sujeto que falla en el tiempo t; donde j € (1,...,d) y sea R(t;) el
correspondiente conjunto de riesgos, donde este conjunto solo incluye los tiempos de falla
que ocurren en el intervalo de tiempo (0,%;). Por lo que la funcién de verosimilitud es,

L))
LT, Ty, ... Ty 8) = || "+ (2.12)
=1 k
ke%(:tj)?ﬂ( )

De modo que en la funcién de verosimilitud los datos que son censurados han sido omitidos,
pues en el conjunto de riesgos considerado anteriormente omite la participacion de los mismos
en cada conjunto. Pero entonces el mecanismo de censura no depende de 3, lo que nos lleva
a decir que para la inferencia de 8 también pueden ser omitidos.

Obtenida la funciéon de verosimilitud parcial, lo que contintia es derivar la misma para
obtener la inferencia de los parametros de las covariables. Aqui es indispensable que dentro
de los datos existan tasas proporcionales y ademds, que para todo t; € ¢(t;) tenga definida
su primera y segunda derivada, lo que es equivalente a decir que,

() _
a/Br - wr(ﬂ)
*Y(Ti)
m - wT’S(ﬂ)

Luego, como al aplicar logaritmos en el método de maxima verosimilitud permite obtener
una expresion mas simple, en este modelo también se obtienen los logaritmos, por lo que la
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30 Capitulo 2. Modelo de Cox

funcién queda de la siguiente manera,
[=In [ L(T17T27 sy Td7 5) ]

| T t)
1 31;11 > Y(k) (2.13)

—Z{ln[d}(tj)]—ln{ > w<k>]}.

J=1 keR(t;)

Pero entonces la primera y segunda derivada quedan definidas de la siguiente manera,

ol o [&
2 s (w5 v]))

(k) (210
d wr(Tl) ’CGRZ(Ti)

7| @) > (k)

keR(T;)

)

Asi los estimadores del vector de parametros [ se obtienen resolviendo las ecuaciones
simultaneas de

o
B’

como se hace en el método de maxima verosimilitud clasico.

En la definicién del modelo de Cox, se mencioné que para la funcion ¢ (Z|3) existen
diferentes expresiones con las cuales ésta puede ser remplazada, pero si tomamos al mas
natural de los candidatos, el remplazo seria una funcién lineal como la siguiente,

H(Z18) = exp {Z ﬁ'Z}-

La cual, si es remplazada en las expresiones que se obtuvieron al derivar a la funcién de
maxima verosimilitud parcial, estas se simplifican a una manera mas simple.
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Capitulo 3

Modelo de Cox con un punto de
cambio

En el analisis de supervivencia es usual encontrarse con complicaciones al ajustar un
conjunto de datos de tiempo de falla, por ejemplo, que algunas observaciones sean vulnerables
a sufrir algin cambio dentro del periodo de estudio, de manera que el modelo elegido no
podria ser la mejor opcion para ajustar el conjunto de datos, es decir, el investigador podria
pensar que el modelo seleccionado no es el adecuado.

Este tipo de complicaciones estan presentes principalmente en el area de las ciencias de
la salud, como lo es la medicina, biologia, quimica, etc. Ya que en estos campos uno de
los objetivos convencionales es estudiar un mismo experimento bajo condiciones diferentes
o bajo las mismas condiciones. Por ello surge la necesidad de considerar la existencia de un
punto de cambio en la funcién de riesgo, debido a que el rol de esta funcién en el analisis de
supervivencia es uno de los mas importantes.

En este capitulo se propone el modelo de Cox con un punto de cambio, el cual considera
un incremento o decremento en la i-ésima covariable, ademas se obtendra la funcion de
supervivencia y la funciéon de densidad de probabilidades correspondientes a este modelo.

Cuando se estudia a un conjunto de datos de tiempos de falla que satisfagan la existencia
de punto de cambio en la distribucién no es necesario tener un modelo de supervivencia
basica, debido a que el investigador ajusta cualquier modelo bajo esta condicion, asi que,
como el objetivo de esta tesis es ajustar a un conjunto de datos al modelo de Cox con punto
de cambio, el cual se definird mas adelante, se iniciara planteando un modelo paramétrico
que considere un punto de cambio con la finalidad de entender con una mejor precision esta
consideracion.
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32 Capitulo 3. Modelo de Cox con un punto de cambio

Cuando se considera la existencia de un punto de cambio en consecuencia se tiene que
la funcién de riesgo deja de ser tnica para todos los elementos, es decir, si se estudia una
muestra de tamano n, de tiempos de falla digamos T}, Ts, . .., T, cierta parte de esta muestra
estaran asociados a una tasa de riesgo, digamos k, mientras que el resto estaran sujetos a
otra. Asi damos paso al modelo exponencial con punto de cambio.

3.1. Modelo exponencial con un punto de cambio

Dentro de los estudios de supervivencia, cuando se opta por ajustar al conjunto de datos
bajo un modelo paramétrico el investigador se expone a que la naturaleza de la muestra
no cumpla con las condiciones necesarias del modelo que se ha seleccionado, sin embargo,
por conveniencia el investigador pudiera considerar un modelo paramétrico que considere un
punto de cambio.

El modelo paramétrico con punto de cambio generalmente usado en el analisis de con-
juntos de datos con un punto de cambio es el modelo Exponencial, ya que es bien sabido
que este modelo, como tal es uno de los modelos méas importantes en el area del andlisis
de supervivencia, por que su tasa de riesgo constante e independiente del tiempo facilita
cualquier calculo.

Para definir la funcién de riesgo asociada a este modelo, considérese a T" como una variable
aleatoria que sigue una distribuciéon exponencial con punto de cambio, entonces se tiene la
siguiente definicion.

Definicién 3.1.1 Sea T una variable aleatoria continua que representa un tiempo de falla
y que ademds sigue una distribucion exponencial con punto de cambio. La funcion de riesgo
asociada a T, digamos A(t) estd dada por [4] ,

A, sit <,
A#) = { Ay, sit>T. (3.1)

Donde Ay y Ao representan las tasas de riesgo en [ 0,7 | y (T,00) respectivamente, y ademds
T representa el punto de cambio en la funcion de riesgo, el cual es desconocido.

De la definiciéon de la funcion de riesgo asociada a T es facil obtener la funcion de super-
vivencia y la funciéon de densidad de probabilidad, haciendo uso de algunos resultados del
Capitulo 1, como se muestra en los siguientes teoremas.
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Capitulo 3. Modelo de Cox con un punto de cambio 33

Teorema 3.1.2 Sea T una variable aleatoria continua con distribucion exponencial con un
punto de cambio, entonces la funcion de supervivencia asociada a T es,

| exp{—A\it}, para t < T,
5(t) = { exp{—Mt— Xt —7)}, parat>T. (3:2)

Demostracién:

Del Teorema 1.5.3 se tiene que,

S(t) = exp — {/Ot)\(x) da:}.

Entonces si t < 7, se tiene que
t
S(t) = exp {—/ A1 dx}
0
=exp{—A\it}.
Luego si t > 7, la funciéon de supervivencia es,
T t
S(t) = exp {—/ A dx — / A2 dx}
0 T
=exp{—M7T— Xo(7 —1)}.
Por lo tanto, se llega a que,

S(t) = exp {—\t}, para t < T,
exp{—Mt—Xo(t—7)}, parat>rT.

Con lo cual queda demostrado. Il

Teorema 3.1.3 Sea T una variable aleatoria que sigue una distribucion exponencial con un
punto de cambio, entonces su funcion de densidad de probabilidad es,

Arexp {—\it}, para t < T,

1) = { Apexp {—Ait — Xo(t —7)}, parat >T. (3:3)

Demostracion:
Del Lema 1.5.2 tenemos que,
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34 Capitulo 3. Modelo de Cox con un punto de cambio

Asi que si t < 7, se tiene que la funcién de densidad de probabilidad es,

f(t) = )\1 exp {—Alt} .

Mientras que si t > 7, se tiene que

F(t) = Aexp {—Mt — Aot — 7))}

Por lo tanto,
£(t) = Arexp{—\it}, para t < T,
| Aeexp{—=Mt—(t—7)}, parat>T.

3.2. Modelo de Cox con un punto de cambio

Cuando el estudio de un conjunto de datos de tiempos de falla se encuentra vulnerable a
cambios en su distribucién y ademés no se sabe con exactitud la naturaleza del conjunto, es
dificil ajustar dicho conjunto de datos a un modelo de supervivencia paramétrico. Por ello
la propuesta es plantear el modelo de Cox considerando un punto de cambio, pues como
se defini6 en el Capitulo 2 este modelo, es un modelo semiparamétrico que permite llevar
a cabo la estimacion del efecto de las covariables sin tener especificada la funcién de riesgo
basal que esta asociada a la funciéon de riesgo de cada elemento de la muestra.

Para considerar un punto de cambio en la funcién de riesgo de este modelo, suponemos
que del vector de covariables Zy = (21, 29, . .., 2;) asociado a cada tiempo de falla T', se tiene
un incremento o decremento en una tunica covariable, digamos z;, mientras que el resto se

mantiene igual durante todo el periodo de tiempo.

Recuérdese que de la Definicién 2.2.1 se tiene que la funcién de riesgo para el modelo de
Cox tradicional es,

h(t|Z) = ho(t) exp { Bk Z }-

Entonces para plantear a este modelo con un punto de cambio, se tiene la siguiente definicion.
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Definiciéon 3.2.1 Sea T una variable aleatoria que representa un tiempo de falla y ade-
mas sigue el modelo de Cox con un punto de cambio, es decir, también existe un vector de
covariables Zy. Se define a la funcidn de riesgo asociada a T, digamos h(t|Z) como,

ht|Z) = { ho(t) exp %622}6}’ para t < T,

ho(t) exp { (Bx + ek)le} , parat>T. (3.4)

Donde 6, representa el cambio en la i-ésima covariable, es decir, la tinica entrada distinta
de cero sera la i-ésima, 7 representa el punto de cambio en la funcién de riesgo, y como se
ha mencionado anteriormente hg(t) representa la funcién de riesgo basal.

Después de definir a la funcién de riesgo para el modelo propuesto, lo que nos interesa
ahora es conocer la funcién de supervivencia asi como la funciéon de densidad de probabi-
lidad que mas adelante seran necesarias para hacer las estimaciones correspondientes a los
parametros desconocidos.

Nota: Con el fin de facilitar los cdlculos, se define a Ay como la funcion de riesgo basal
para el modelo de Cox, cuyo valor ya es conocido.

Teorema 3.2.2 Sea T una variable aleatoria que representa un tiempo de vida o falla, y
que ademds tiene una funcion de riesgo como se ha dado en la Definicion 3.2.1. Entonces
la funcion de supervivencia asociada a T es,

] exp{—tioexp (ﬁ,;Zk)} , para t < 7,
S(tZ) = { exp §_ [aoexp (8i2e)] — (¢ = T)hoexp (B +60) Zi)|}, parat > 7.
(3.5)
Demostracion:

Para estda demostracion se utilizan argumentos analogos a los utilizados en el Teorema
3.1.2, por lo que del Resultado 1.5.3 tenemos que,

t
S(t) = exp — {/ A(x) dx}.
0
Entonces si t < 7, se tiene que
t i
S(t|Z) = exp {—/O ho(t) exp (Bka) dx}

= exp {— /Ot A(t) exp (B,;Zk) dx}
= exp {—t)\o exp (ﬁ,;Z;J} .
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36 Capitulo 3. Modelo de Cox con un punto de cambio

Luego si t > 7, la funciéon de supervivencia es,
T / t !
S(t|Z) = exp {—/0 ho(t) exp <5ka) dx —/ ho(t) exp {(ﬁk + 0k) Zk} dx}
T ! t ’
= exp {—/0 Ao €Xp <5ka> dx — / Ao €Xp {(5/& + 6y) Zk} dx}

= exp { = [Thoexp (B2 )| = [(t =)Ao exp (B +05) Zs) |}

Por lo tanto, se llega a que,

S(t)2) = {
exp

exp { —tAgexp (6,;2;0} , parat <,
— [T)\O exp (B;Zk)} — {(t — T) Ao exp ((ﬁk + Hk)'Zk)” , parat > T.

lo cual era lo requerido. B

Ahora para determinar la funcién de densidad de probabilidad asociada a T, se requiere
del siguiente teorema.

Teorema 3.2.3 Sea T una variable aleatoria que representa un tiempo de falla y que ademds
tiene una funcion de riesgo como la que se ha dado en la Definicion 3.2.1. Entonces la funcion
de densidad de probabilidad asociada a T es,

Ao €Xp 5,;Zk} exp {—t)\o exp B,;Zk)} , sit <,
ft|Z) =< doexp? (B + Qk)/Zk} exp {— T\ €Xp (ﬁ,;Zk)} } * (3.6)
exp {— [(t — T)Ao €xp ((ﬁk + Gk)'Zk)H , sit>r.

Demostracion:

Del Lema 1.5.2 tenemos que,

Asi que si t < 7, se tiene que la funcion de densidad de probabilidad es,

f(t|Z) = Npexp {B,;Zk} exp {—t)\o exp (5,;Zk) }

Mientras que si t > 7, se tiene que

F(t12) = Moexp { (Bx + 0x) Zi} exp {— [Thoexp (B Ze)| — [(t — 7)o exp ((Bi + 0) Z1)] }.
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Por lo tanto,

Noexp {82k} exp {—thoexp (B.2) |
f(t|Z) =< doexp? (B + Hk)'Zk} exp {— T Ao €Xp (ﬁ,;Zk)} } *

exp {— [(t — 7)Ao exp ((ﬂk + ek)/Zkﬂ} ;

37

sit <,

sit>rT.
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Capitulo 4

Punto de cambio a través de ensayo y
error del modelo de Cox

En los capitulos anteriores se abordé el modelo de Cox, un modelo semiparamétrico que
nos permite estudiar tiempos de falla hasta que ocurre un evento de interés considerando
el efecto que genera un conjunto de variables asociadas al elemento de estudio, denomi-
nado anteriormente covariables. Actualmente existen diversas areas donde la aplicacion de
Cox funciona como uno de los mejores modelos para describir situaciones de interés, prin-
cipalmente en el area médica, sin embargo, en este capitulo se aplicard dicho modelo a una
muestra de datos del ambito financiero.

El objetivo es aplicar uno de los modelos méas importantes del area de supervivencia a
un conjunto de datos financieros que permita conocer como se comportan los datos a partir
de la teoria basica, es decir, teniendo un conjunto de tiempos de falla se pueda calcular
el riesgo que corre un elemento de sufrir el evento de interés sumando los efectos que las
caracteristicas asociadas a él puedan generar.

La muestra de datos con la que se trabajara proviene de una AFORE del mercado, donde
uno de los principales problemas es la tasa de desercién dentro de los trabajadores afiliados,
la aplicacion consistira en conocer cémo influyen las caracteristicas de cada trabajador en
el tiempo que permanecen dentro de la empresa, cuando nos referimos al tiempo, el estudio
considera tiempo de falla al tiempo comprendido desde que el trabajador se suma a la
empresa hasta que este es pensionado o traspasa su cuenta de ahorro individual a otra
AFORE, para continuar con nuestro objetivo a continuacién se describe de manera més
detallada la muestra.
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4.1. Descripcion de la muestra de datos

Para aplicar el modelo de Cox usaremos una muestra que pertenece a una base de datos
que contiene los registros de trabajadores que se encuentran afiliados a una AFORE del
mercado, dentro de estos registros se pueden hallar a su vez diversas caracteristicas para
cada trabajador afiliado que cuyos valores fueron capturados al momento de su registro en
la empresa.

La muestra de datos con la que se trabaja pertenece a la AFORE Coppel, la cual contiene
2888 observaciones, cada una corresponde a un trabajador afiliado al sistema de AFORE
y para cada uno se tienen 8 variables asociadas contando el tiempo de falla, las cuales
describimos a continuacion.

= Tiempo
Es una variable de tipo numérico y es la mas importante en el modelo, representa los
tiempos de falla, en este caso los tiempos de estancia dentro de la empresa antes de
que el trabajador solicite su traspaso a una AFORE competencia.

Puntualmente en esta variable se guarda el tiempo que transcurrié desde que el traba-
jador se registré en la empresa hasta el dia en el que solicité su traspaso, es decir, hasta
que la empresa traspasa su cuenta de ahorro individual a otra AFORE competencia.

= Censura
La variable censura es un flag que nos indica si el trabajador ha sido traspasado o no,
en el caso negativo se dird que ese trabajador mantiene su cuenta de ahorro individual
en la empresa, la variable toma los valores 1 y 0 respectivamente.

= Género
Variable de tipo flag que tnicamente toma dos valores: 0 6 1, el 0 nos dice que el
trabajador es “Hombre” mientras que el 1 representa que el género del trabajador es
“Mujer”.

= Edad
Esta variable nos dice la edad que tiene la persona al momento de afiliarse a la empresa,
los valores que toma la variable dentro de la muestra se mueven en el rango (18,50)
anos, ademas, por la naturaleza esta variable es de tipo numérico - continua y no
negativa.

s Alta
Representada por un flag que tomas valores de 0 6 1, nos permite identificar si el
trabajador es un registro o un traspaso, cuando hablamos de registro nos referimos a
que el trabajador se registré por primera vez en el sistema AFORE, mientras que si es
un traspaso se entiende que el trabajador ya estaba registrado en alguna otra AFORE
pero decidié cambiarse a la nuestra.
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= Flag-Saldo
La variable Flag Saldo se refiere al saldo para el retiro con el que cuenta el trabajador
para pensionarse, en este caso tomara el valor de 0 cuando el saldo del trabajador sea
cero y en caso contrario 1.

= Flag-AporP
Esta variable hace referencia a las aportaciones patronales que ha tenido el trabajador
durante los ultimos 12 meses, para nuestro caso esta variable sélo sera un flag que
toma el valor de 0 cuando se haya mantenido inactivo dentro de un trabajo formal y 1
cuando se hayan realizado aportaciones patronales durante los tltimos 12 meses.

» Flag-Retiros
De tipo flag, nos permite identificar que trabajadores hicieron retiros durante los 1l-
timos 12 meses, es decir, cuando la variable toma el valor 0 decimos que no se hizo
retiro alguno durante los tltimos 12 meses y 1 en caso contrario.

A continuacién se presentan algunos de los registros que podemos encontrar dentro de la
muestra.

“ TIEMPO CENSURA GEMEROD EDAD ALTA FLAGSALDO FLAGAPORP FLAGRETIROS
1 11 0 2 a2 0 1 1 ]
2 3 0 2 a7 1 1 1 [
3 7 ¥ 1 25 ¥ 1 1 o
4 ] v 2 23 v 1 1 o
3 5 1 1 23 v 1 1 0
[ 4 0 1 2g ¥] 1 1 [
7 7 ¥ 1 a2 ¥ 1 1 o
2 2 v 1 21 v 1 1 0
o 4 0 2 25 1 1 1 [
10 g ¥} 2 a3 ¥ 1 1 1
11 & ¥ 2 45 1 1 1 o
12 2 0 2 24 0 1 1 0
1z 3 0 1 45 1 1 1 [
14 5 ¥} 1 20 ¥} 1 1 ]
15 ] 0 1 25 0 1 1 o
16 3 0 1 51 1 1 1 [
17 4 ¥] 1 51 1 1 1 o
1& 10 ¥} 2 4z 1 1 1 1
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Figura 4.1: Muestra de la base de datos de AFORE.
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4.2. Aplicaciéon del modelo de Cox

Antes de generar el modelo de Cox con un punto de cambio, generamos el modelo clasico
de Cox, para analizar cémo se comportan los datos, ademds, servira para seleccionar que
variables de las que se tienen disponibles describen mejor el evento de interés. Como se
menciond en el primer capitulo antes de generar el modelo es importante definir el evento
de interés, por ello para lo que concierne nuestra aplicacién definimos lo siguiente:

= Origen: el punto en el que inicia nuestro estudio es cuando el trabajador se integra a
la empresa, dentro del sistema de AFORE.

= Escala para medir el tiempo: la unidad de medida que usaremos es el tiempo de estancia
en la empresa en anos.

= Concepcion del evento de falla: el evento de interés es cuando el trabajador se traspasa
a otra AFORE competencia, por lo que después de este punto se considera inactivo. En
el caso donde el evento de interés no haya ocurrido, es decir, la cuenta del trabajador
siga bajo el control de la empresa, el tiempo sera censurado.

Para generar el modelo se usara el lenguaje de programacion R.

4.2.1. Estimacion del modelo de Cox: Riesgos proporcionales

Para generar el modelo, en primer lugar agregaremos todas variables disponibles dentro
la muestra y una vez generado se analizard como se comportan los datos para poder elegir
que variables tienen un nivel de significancia mayor para describir nuestro evento de interés.
Después se volvera a generar el modelo con las variables que mejor describen los tiempos de
falla, se revisara el ajuste del modelo y se verificara si se cumple con el supuesto de riesgos
proporcionales.

Asi entonces, buscamos estimar lo siguiente:

h(t; Zs) = exp {26; @.Zi} ho(t).

Donde
Zs = (41, Zo, Z3, Zy, Zs, Zg) = (Género, Edad, Alta, Flag—Saldo, Flag— Apor P, Flag— Retiros).

Utilizando la paqueteria de R, obtenemos los valores estimados para las (3; correspondientes:
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Covariable Coeficiente Exp(Coeficiente [§) se(Coeficiente j3) Pri=|z|)
Género -0.0977 0.9069 0.0949 0.3030
Edad -0.0335 0.9671 0.0050 1.62E-10
Alta 0.6107 1.8417 0.1078 1.45E-07
Saldo -3.2850 0.0374 0.1533 2.00E-15
Aporp12 -0.0779 0.9250 0.1950 0.5950
Retiros -15.8100 0.0000 110.6000 0.9890

Figura 4.2: Coeficientes para el modelo de Cox considerando todas las covariables.

De la tabla que se muestra en la Figura 4.2 podemos verificar que no todas las variables
son significativas, basdndonos en la probabilidad de que cada covariable sea cero las tinicas
que describen mejor el tiempo de falla que nos interesa son la Edad, Alta y Flag — Saldo.
De manera que se volverd a generar el modelo de Cox inicamente con estas tres covariables.
Los resultados son los siguientes:

Covariable Coeficiente B Exp( Coeficiente B) se( Coeficiente ) Pr(=|z])
Edad -0.0633 0.9386 0.0041 2.00E-16
Alta 1.0900 29742 0.0751 2.00E-16

Flag- Saldo -2.3202 0.0982 0.1331 2.00E-16

Figura 4.3: Coeficientes para el modelo de Cox con las covariables més significativas.

Covariable  Limite Inferior al .95% Limite superior al .955
Edad 0.9312 0.9461
Alta 2.5672 3.4458

Flag- Saldo 0.0757 0.1275

Figura 4.4: Intervalos de confianza al 95 % de probabilidad.

En la tabla de la Figura 4.3 se puede visualizar el valor de las (; correspondientes a las
covariables Edad, Alta y Flag — Saldo, ademas, el valor del p — value nos hace rechazar la
hipotesis nula de que las covariables son cero. Asi entonces, la funcién de riesgo de Cox se
define de la siguiente manera:

h(t; Zs) = exp {Z @Zz} ho(t)

= exp {1 (Edad) + B2(Alta) + B5(Flag — Saldo)} hy(t)
= exp {—0.063(Edad) + 1.090(Alta) — 2.320(Flag — Saldo)} ho(t).

43



44 Capitulo 4. Punto de cambio a través de ensayo y error del modelo de Cox

Lo resultados anteriores nos llevan a decir que el riesgo relativo de los trabajadores con res-
pecto a su edad aumenta en 0.938 manteniendo las otras dos covariables constantes, mientras
que si el trabajador es un traspaso previo el riesgo de irse es 2.974 méas con respecto a los
trabajadores que inician con su cuenta individual, por otro lado, si los trabajadores cuentan
con un saldo distinto de cero el riesgo de ser traspasados a otra AFORE aumenta en un 0.098.

Descritos los resultados previos, revisaremos el ajuste del modelo haciendo uso del test de
maxima verosimilitud, el test de Wald y la prueba Score, de donde obtenemos los siguientes
resultados:

Coeficiente de Determiancion 0.8
Razon de verosimilitud 2.00E-16
Test de Walt 2.00E-16
Prueba de Score 2.00E-16

Figura 4.5: Ajuste del modelo.

En la Figura 4.5 se muestra que el coeficiente de determinacién, el cual es bastante bueno,
ya que al tener el 0.80 de ajuste permite asegurar que las covariables introducidas describen
bastante bien el riesgo de que los trabajadores dejen la empresa, es este caso sean traspasados

a otra AFORE.

El valor del p—wvalue para la prueba de maxima verosimilitud nos indica que aceptamos la
hipétesis nula que indica que el modelo es el mas adecuado considerando las tres covariables
(Edad, Alta y Flag — Saldo). Con lo que respecta al test de Wald, el p — value prueba
que la hipdtesis nula que indica que los coeficientes de las tres covariables sean cero debe
ser rechazada. Finalmente, la prueba Score al tener un p — value menor al 0.05 nos prueba
que la tasa de riesgo para los trabajadores no es la misma, lo que nos lleva verificar que el
supuesto de riesgos proporcionales se cumpla.

Verificacion del supuesto de riesgos proporcionales

Para comprobar la hipotesis, utilizamos el software de R y los resultados obtenidos se
muestran en la tabla de la Figura 4.6
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Covariable p-value
Edad 0.42
Alta 0.73
Saldo 6.20E-05

Global 6.20E-04

Figura 4.6: Verificacién de riesgos proporcionales.

De manera que si consideramos las siguientes hipotesis:

Hy: Se satisface el supuesto de riesgos proporcionales

vs

H,: No se satisface el supuesto de riesgos proporcionales

para el caso de las covariables Fdad y Alta no existe evidencia significativa del 5% para
suponer que no se cumple el supuesto de riesgos proporcionales del modelo de Cox, por lo
tanto, la hipétesis nula es aceptada, sin embargo, para la variable Flag — Saldo la hipotesis
aceptada es la alternativa lo que nos dice que esta variable viola el supuesto y al mismo
tiempo nos lleva a pensar que dentro de los tiempos existe un punto donde la tasa de riesgo
cambia para los trabajadores.

Lo mencionado anteriormente también se puede justificar con las graficacion de los resi-
duos de Schoenfeld, en la Figura 4.7 se observa que para algunos puntos el del Flag-Saldo el
error se aleja de cero, es decir, se corrobora el rechazo de la hipdtesis nula y se da por hecho
que se viola el supuesto de riesgos proporcionales.
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Global Schoenfeld Test p: 2.737e-09

Schoenfeld Individual Test p: 0

251

-251

Beta(t) for datos$FLAGSALDO

05 13 19 25 32 4 59 10
Time

Figura 4.7: Residuos de Schoenfeld para la Covariable Saldo.

4.3. Aplicacién del modelo de Cox con punto de cam-
bio

Como en la seccién anterior se comprobd que al generar el modelo de Cox se viol el
supuesto de riesgos proporcionales el objetivo de esta seccion es estimar el punto de cambio
que divide a la funcién de riesgo en dos partes, de manera que si encontramos el punto de
cambio y analizamos el supuesto de riesgos proporcionales en cada parte de la funcién, dicho
supuesto se satisfacera.

Para hallar el punto de cambio, usaremos al igual que en la secciéon anterior R y el
proceso consta en encontrar el punto de cambio a través del método de ensayo y error, es
decir, supondremos que el primer tiempo es el punto de cambio, en caso afirmativo podra
corroborarse el supuesto y detendremos el proceso en caso negativo tomaremos el punto de
cambio como el segundo tiempo de falla y asi sucesivamente hasta encontrarlo.

De manera que si consideramos tunicamente la variable que viol6 el supuesto, lo que
buscamos estimar es la siguiente funcion:

h(t|Z) = { ) g %Zl}’ para t <7,

ho(t) exp (B1 + 91)1Z1} , parat > T.
ht|2) = ho(t) exp{B Flag — Saldo} , para t < T,
| holt) exp {(B8+6) Flag — Saldo} , parat > T.
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Asi entonces con ayuda de R, obtenemos los siguientes resultados:

ValordeT Estimacion de B Estimacion de 8 p-value antes de T p-value despuésde T
1 -1.86949 -1.1901 0.0220 0.0000
2 -2 6378 -0.9251 0.0120 0.0000
3 -2.6838 -1.6338 03600 0.0290
4 -2 6803 22273 02100 0.7000

Figura 4.8: Puntos de cambio.

De la Figura 4.8 se puede observar que al ir moviendo el valor de 7 encontramos la particion
donde el supuesto de riesgos proporcionales se satisface, por ejemplo, si consideramos 7 = 1 es
claro que podemos estimar los valores de 5 y @, sin embargo, al comprobar la proporcionalidad
en los riesgos verificamos que el punto de cambio declarado en 7 = 1 el supuesto no se
cumple, es decir, rechazamos la hip6tesis nula que comprueba los riesgos proporcionales, un
caso similar pasa cuando tomamos 7 = 2 6 7 = 3, sin embargo, cuando declaramos a 7 = 4
no existe evidencia suficiente para rechazar la hipdtesis nula de riesgos proporcionales, lo
que nos lleva a terminar el proceso y poder considerar 4 como el punto de cambio que al
particionar los tiempos de falla en dos conjuntos satisface el supuesto principal del modelo
de Cox.

De manera que la funciéon de riesgo de modelo de Cox con punto de cambio queda deter-
minada por:

ht|2) = ho(t) exp {3 Flag — Saldo} , para t < T,
| ho(t) exp {(B+6) Flag — Saldo} , parat > T.

htlZ) = eXp
B exp {(—2.6803 + 2.2273) Flag — Saldo} para t > 4.
t) exp{—2.6803Flag — Saldo}, parat <4,

} 2.6803 Flag — Saldo} para t < 4,
(i) = | 1ot
ho(t) exp {—0.4530Flag — Saldo}, parat > 4.

Finalmente, podemos declarar que los trabajadores que tienen un tiempo menor o igual a
4 anos tienen un riesgo menor de solicitar su traspaso comparado con aquellos trabajadores
que ya tienen mas de 4 anos dentro de la empresa, lo cual es bastante cierto ya que al tener
una antigiiedad mucho mayor teniendo un saldo creciente y distinto de cero vuelve a los
trabajadores méas atractivos para una AFORE competencia.
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Conclusiones

En esta investigacion el objetivo fue aplicar el modelo de Cox con un punto de cambio
a una base de datos reales con el fin de analizar la funcién de riesgo que tienen elementos
de una poblacién, esta base datos concentra los registros de algunos trabajadores afiliados
a una empresa de AFORE, por lo que el objeto de estudio fue analizar el riesgo que tienen
los trabajadores para cambiar de administradora o en el caso de la empresa traspasar la
cuenta de ahorro individual del trabajador a una AFORE competencia incluyendo el efecto
de algunas caracteristicas asociadas a ellos.

En primer lugar se aplicé el modelo de Cox tradicional cuya naturaleza relaciona la funcion
de riesgo de los elementos de estudio a una variable de salida y a un conjunto de variables
explicativas, donde estas tltimas representan un efecto adicional al riesgo al que se exponen
los elementos de estudio. Este modelo considera que existen riesgos proporcionales, es decir
si se calcula la razéon de riesgo entre dos elementos este sera una constante independiente
del tiempo. Para calcular el efecto de las covariables se estimé el valor de las §; que las
acompanan a través de las observaciones que se tienen disponibles. Una vez generado el
modelo de Cox se analizd si el modelo junto con su suposicién ajustaban bien a los datos,
sin embargo, no lo fue, y a raiz de eso se procedi6 a aplicar/generar el modelo de Cox con
un punto de cambio.

El modelo de Cox un punto de cambio es una extensién del modelo tradicional, cuya
funcién principal es modelar a un conjunto de datos donde alguna o algunas covariables son
dependientes del tiempo, es decir, si se obtiene la razén de riesgos proporcionales entre dos
elementos provenientes de niveles diferentes, esta razén sera funcion del tiempo. En este caso
la variable donde se viol6 el supuesto de proporcionalidad fue el Flag — Saldo, lo que nos
dice que entre mayor sea el tiempo el efecto del saldo en el riesgo de que el trabajador sea
traspasado a otra AFORE serd mayor, lo que es convincente ya que al pasar el tiempo, si
el trabajador genera aportaciones directamente su saldo sera distinto de cero lo cual lo hace
atractivo para ser llevado o atraido por una AFORE competencia.

Para finalizar es importante mencionar que asi como en esta investigacion el conocimiento
de supervivencia fue de gran utilidad también lo puede ser en cualquier otra rama de estudio,
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lo que nos permite tomar decisiones mas acertadas para mejorar el negocio o situacion.

Para un trabajo futuro es encontrar otra base de datos que permita aplicar el modelo de

Cox.
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Apéndice A

Cdédigo

(=T I LS R O WU N

[fs]

Tibrarv(survival)

Tibrary(KMsurv)

Tibrary(survMisc)

Tibrary(survminer)

Tibrarv{flexsurv)

Tibrarv{actuar)

Tibrarv{dpTlwvr)

Tibrarv(tidyr)

Tibrarv({readr)

Tibrary{ggplot2)

datos <=- read_csv("FORMATO /Mueva carpeta/FINAL.csv")

datosl<- filter(datos, SALDO=0)

datosliFLAGAPORP=- 1

datos2<- Tilter{datos, SALDO==0)

datos2iFLAGAPORP=- O

datos <-rbind{datosl,datos2)

datosl<- filter({datos, APORP=0)

datosliFLAGSALDO<- 1

datos2<- filter(datos, APORP==0)

datos2iFLAGSALDO<- O

datos <-rbind{datosl,datos2)

datos<- select{datos, 'TIEMPO', 'CENSURA", "GENERO", "EDADSEFUE", "ALTA", "FLAGSALDOD"

, "FLAGAPORP ', "RETIROS")

datos<-datos [order (datosSTIEMPO), ]

#H#MODELDO CONSIDERANDD TODAS LAS VARIBALES DISPONIELES

modelotodasvaribales<- coxph{Surv(TIEMPO,CENSURA) ~ datos3IGEMERO
+ datos3EDADSEFUE+datos3ALTA
+datosiFLAGSALDO+datos SFLAGAPORP, data=datos)

summary{modelotodasvaribales)

rprop = cox.zphi{modelotodasvaribales)

print{rprop)

##MODELO CON LAS VARIBALES MAS SIGNIFICATIVAS

modelosignificativas<- coxph{Surv(TIEMPO,CENSURA) -~ datos3iEDADSEFUE+datosSALTA
+datosiFLAGSALDD, data=datos)

summary{modelosigniticativas)

rprop = cox.zphi{modelosignificativas)

print{rprop)

ggcoxzph(rprop)
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##MODELO S0L0 CON EL FLAG SALDO MODELO DE COX
modeloSALDO<- coxph(Surv(TIEMPQO,CENSURA) ~ datosiFLAGSALDO, data=datos)

summary{modeloSALDD)

rprop = coxX.zph(modeloSALDO)
print(rprop)

ggcoxzph (rprop)

datosl<- filter(datos, TIEMPO==1)
ED11l<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURA)
summary(ED11)

rpropl = cox.zph(ED11)
print{rpropl)

ggcoxzph(rpropl)

datos2<- filter({datos, TIEMPO=1)
ED12<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURA)
summary(ED12)

rprop2 = cox.zph(ED12)
print{rprop2)

ggcoxzph (rprop2)

datosl<- filter(datos, TIEMPQ==2)
ED11<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURA)
summary(ED11)

rpropl = cox.zph(ED11)

print (rpropl)

ggcoxzph(rpropl)

datos2<- filter(datos, TIEMPO=2)
ED12<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURA)
summary(ED12)

rprop2 = cox.zph(ED12)
print{rprop2)

ggcoxzph(rprop2)

datosl<- filter(datos, TIEMPO==3)
ED11l<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURAD)
summary(ED11)

rpropl = cox.zph(ED11)
print{rpropl)

ggcoxzph(rpropl)

datos2<- Tilter(datos, TIEMPO=3)
ED12<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURA)
summary(ED12)

rprop2 = cox.zph(ED12)
print(rprop2)

ggcoxzph(rprop2)

datosl<- filter(datos, TIEMPO<=4)

~ datos13FLAGSALDOD,

~ datos235FLAGSALDOD,

~ datos13FLAGSALDO,

~ datos23FLAGSALDO,

~ datos13FLAGSALDO,

~ datos25FLAGSALDOD,

ED11<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURA)} ~ datosliFLAGSALDO,

summary (ED11)

rpropl = cox.zph(ED11)
print{rpropl)
ggcoxzph(rpropl)

datos2<- filter(datos, TIEMPO=4)

ED12<- coxph(Surv(TIEMPO,CENSURA) ~ datos2iFLAGSALDO,

summary (ED12)

rprop?2 = cox.zph(ED12)
print{rprop2)
ggcoxzph(rprop2)
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