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Resumen

En el presente trabajo de tesis proponemos un modelo para la propagacion
de epidemia en una poblacién estructurada en forma de red multiplexada,
en la que cada nodo representa un agente y los enlaces representan sus
interacciones. En cada capa de la red multiplexada ocurren tres procesos.
En la primera capa se simula la propagacion de una enfermedad contagio-
sa de acuerdo con el modelo Susceptible-Expuesto-Infectado-Recuperado-
Vacunado (SEIRS-V). En la segunda capa ocurre un proceso de formacién
de opinién entre los agentes con respecto a vacunarse o no; para ello im-
plementamos una combinacién de dos modelos: el modelo M propuesta
en [I] y un modelo de formacién de opinién, basado en teoria de juegos y
propuesta en [2], en la cual se da una recompensa por una opinién prefe-
rida. En la ultima capa de la red multiplexada, se propone una medida
para cuantificar la cantidad de riesgo que tiene un agente en la epidemia
y se realiza un juego de oportunidad para simular el proceso de decision
individual de cada agente con respecto a vacunarse. Por medio de este
modelo es posible estudiar los efectos sobre la dindmica de la epidemia,
tanto de las decisiones individuales de los agentes como de parametros
tales como la efectividad de la vacuna, el riesgo, la recompensa por tener
una opinién preferida y el costo de vacunarse.
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Capitulo 1

Introduccion

Las epidemias han formado parte de la historia de la humanidad y, en ocasiones,
han marcado por completo la forma en la que vive una sociedad. El registro més
antiguo que se tiene sobre una epidemia data del ano 430 a.C. en Grecia, donde
ocurrié un brote de tifoidea que impacté a la poblacién de Atenas, sin embargo en
algunos escritos de Egipto se mencionan fiebres pestilentes [4]. Una de las epidemias
mas conocidas y documentadas de tiempos antiguos es la peste negra, que devasté las
ciudades europeas entre los anos 1348 y 1350, alcanzando un nimero de fatalidades
estimado de 50 a 100 millones de personas, mientras que el imperio azteca sufrié
por la apariciéon de la viruela en siglo XVI traida por los espanoles en épocas de la
conquista [4]. Por otra parte, en tiempos recientes también se han presentado epide-
mias, como el SARS en 2003, la influenza HIN1 y el virus SARS-COV2 (covid-19),
este ultimo ha tenido un efecto abismal en el estilo de vida y en la economia de
la poblacién en general [5]. Por esta razén, es de gran importancia comprender los
factores de la propagacion de una enfermedad y generar estrategias de control para
prevenir o minimizar una epidemia en una poblacién.

Entre los siglos IIT y XV, en occidente se tenia la creencia de que las enfermedades
eran provocadas por castigos divinos [0]. Las ideas magico-religiosas que prevalecian
en estas épocas provocaron que no existieran medidas de control 6ptimas para frenar
la propagacién de enfermedades. Fue hasta el siglo XVI cuando se comenzaron a
escribir obras médicas sobre la naturaleza de varias enfermedades. Por ejemplo, el
libro de Girolamo Fracastoro titulado De contagione et contagiosis morbis et eorum
curatione fue el primero en contener la descripcion de enfermedades contagiosas co-
mo la peste, lepra, tisis, sarna, rabia, viruela y antrax, asi como algunas formas de
contagio que existen y establecid el concepto de enfermedad contagiosa [6]. A medida
que la medicina fue avanzando, se generalizaron medidas y practicas sanitarias como



el aislamiento y cuarentenas.

Posteriormente, en el siglo XVII se comenzaron a realizar aplicaciones matematicas
relacionadas con enfermedades, como algunas agencias de seguros en Inglaterra y Ga-
les que implementaron el uso de tablas de ”leyes de enfermedad”, las cuales contenian
informacion como la probabilidad de enfermar a determinada edad, probabilidad de
permanecer enfermo durante un nimero especifico de dias y a la probabilidad de
fallecer por determinadas causas de enfermedad [6]. En el siglo XVIII y XIX se es-
cribieron trabajos matemaéticos que abrieron el paso a la modelacion matematica
en epidemias. Algunos de estos trabajos fueron realizados por autores como Daniel
Bernoulli que habla sobre la inmunizacién de la viruela, Edward Jenner que intro-
dujo el método de vacunacién ante una epidemia, Oliver Wendell Holmes e Ignaz
Semmelweis sobre la transmision de la fiebre puerperal, los de P.L. Panum sobre el
sarampion y los de William Budd sobre la transmisién de la fiebre tifoidea [6]. Mas
adelante, a inicios del siglo XX el modelo SIR de Kermack y McKendrick marco
un hito en el desarrollo de modelos matematicos por compartimentos aplicados a la
epidemiologia [4]. Fue hasta mediados del siglo XX cuando despegé el desarrollo de
redes complejas gracias a las aportaciones de A. Barabasi, M Newmann y Pastor-
Sastorras, razén por la que se comenzaron a modelar varias enfermedades infecciosas
por medio de la representacién a través de redes complejas [5].

Los modelos matematicos son descripciones de sistemas a través de herramientas
y lenguaje matematico, pueden ser aplicados a sistemas en diversos contextos y su
proposito es explicar un sistema, estudiar los efectos de sus componentes y predecir
su comportamiento [4]. En particular, en este trabajo, se revisaran aquellos modelos
matematicos de origen epidemioldgico. Algunos modelos, como el SIR de Kermack y
McKendrick, basados en una estructura de compartimentos analizan una poblacién
de forma homogénea y bien mezclada, lo cual es de gran utilidad para enfermedades
altamente transmisibles, sin embargo, al asumir que la poblacién esta bien mezclada,
se pierde informacion sobre la forma en la que se transmite una enfermedad, sobre-
todo con enfermedades infecciosas que se contagian por medio de contacto directo
[5, [4]. Con el estudio reciente de las redes complejas y sus aplicaciones, ha sido po-
sible analizar el comportamiento de una epidemia con un enfoque heterogéneo en la
poblacién, lo cual permite explorar los efectos de los comportamientos individuales
sobre la propagacién de los contagios. Una forma de realizar este estudio es a través
de los modelos epidemiolégicos basados en agentes, en donde los agentes (individuos)
son representados por los nodos y las personas con las que interactiian por los enlaces
de una red compleja [7].

Otro tema de interés en el estudio de las epidemias es la exploracion de medidas
de prevenciéon de difusién de una enfermedad, como por ejemplo la inmunidad de
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rebano, inmunizacion de conocidos, inmunizacion dirigida, periodos de cuarentena
o implementacién de vacunas en la poblacién [5]. Por medio de estas medidas de
control, una poblacién puede reducir en gran magnitud la cantidad de contagios que
se generan, lo cual es esencial para no saturar los servicios de salud y evitar pérdidas
econdémicas de gran escala.

Por otra parte, uno de los factores relevantes que determinan la dindmica de pro-
pagacion de una enfermedad en una red de individuos es su comportamiento y las
decisiones que estos toman frente a la epidemia, tales como usar o no mascarillas,
permanecer en casa, decidir vacunarse, entre otras. Estas decisiones pueden llevar a
acciones especificas de los individuos que les permita cambiar, a nivel local, la estruc-
tura de la red. Es decir, cada individuo tiene un conjunto de estrategias y una funcién
de costo, las cuales dependen también de las acciones de los individuos vecinos. En
este contexto, en este trabajo planteamos como hipotesis principal que dichas deci-
siones y estrategias de los individuos en una red social pueden ser modelados usando
sistemas multi-agentes y la teoria de juegos. En particular, modelamos esta dinamica
en sistema de redes multiplex, es decir, una red de redes que comparten una estructu-
ra similar. Utilizamos tres redes que conforman la red multiplex, en la primera ocurre
el proceso de contagios de la epidemia, en la segunda pasa la dindmica de formacién
de opinién respecto a la vacunacién basado en un juego de estrategia, mientras que
en la tercera se da el cédlculo del riesgo y un juego de oportunidad que determina la
decision de vacunarse de un agente.

La motivacion de este trabajo de tesis se deriva del contexto de la pandemia del
virus SARS-COV-2 y los efectos que esta ha tenido sobre la poblacion en general. Se
resalta la relevancia de estudiar factores como las opiniones sobre las vacunas y las
decisiones que toman los individuos sobre la aplicacion de la vacuna, ya que las va-
cunas son un rasgo importante de epidemias recientes y, en ocasiones, han mostrado
ser una opcién esencial para mitigar el nimero de contagios.

1.1. Objetivos
1.1.1. Objetivo general

Usando la teoria de juegos y de sistemas multi-agentes en una red social multiple-
xada, proponer un modelo matematico del comportamiento que describa la dinamica
de opiniones respecto a las vacunas y la toma de decisiones de individuos sobre la
vacunacién, y como estos afectan la propagacién de una enfermedad infecciosa.

1.1.2. Objetivos particulares
Objetivo 1. Desarrollar una metodologia para modelar y simular la propagacién
de una enfermedad en una red social multi-agentes, que conforma la primera capa
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1.2. Contribucion

de una red multiplexada.

Objetivo 2. Proponer una medida que logre cuantificar la cantidad de riesgo que
tiene un agente en una poblaciéon en una epidemia, la cual se basa en conceptos de
peligro, exposicion y vulnerabilidad de un agente. De igual forma, realizar simula-
ciones numéricas para analizar el comportamiento del riesgo durante una epidemia.
Objetivo 3. Considerar un modelo de opinién binaria, basado en la escala M y un
juego de estrategias con preferencias, que simule la dindmica de formacién de cambio
de opinioén con respecto a la vacunacion en una segunda capa de la red multiplexada.
Objetivo 4. En la ultima capa de la red multiplexada, implementar un modelo de
juego de oportunidad para la toma de decisiones sobre la vacunacién, el cual depen-
de de factores como la efectividad de la vacuna, el riesgo de cada agente y el costo
de vacunarse. Posteriormente, combinar el modelo de opinién binaria y la toma de
decisiones para realizar un conjunto de simulaciones en las que se modele el efecto
de las decisiones individuales sobre la dinamica de la epidemia.

Objetivo 5. Realizar un andlisis teérico y numérico del modelo propuesto para de-
terminar los efectos de parametros de la epidemia tales como la estructura de la red,
el costo de vacunacion, la efectividad de la vacuna y la recompensa por tener una
opinién a favor de las vacunas.

1.2. Contribucion

En este trabajo, la contribucion que se presenta es el modelo epidemiolégico en
una red multiplexada, que considera la teoria de juegos para modelar la opinién
que existe en la poblacién sobre las vacunas y la toma de decisién sobre vacunar-
se. De igual forma, se incluyen los cédigos en lenguaje python los cuales se pueden
encontrar en el siguiente enlace https://github.com/arturojv1001/Propuesta-de-un-
modelo-epidemiol-gico-en-redes-multiplex-usando-teoria-de-juegos-y-sistemas-multiage.

1.3. Organizacién de la tesis

En esta tesis se considera, en cada capitulo, un contexto en el cual ocurre una
epidemia en poblacién modelada en una red compleja, donde los nodos y enlaces re-
presentan los agentes y las interacciones entre agentes, respectivamente. Este trabajo
se divide en seis capitulos y su organizacién se presenta a continuacion.

El capitulo 1 contiene la introduccién al trabajo y su organizacién. En el capitulo
2 se da una breve introduccién a algunos modelos epidemiolégicos, se simula una
epidemia sobre la primera capa de una red multiplexada y se realizan simulaciones
numéricas para grafos aleatorios Erdos-Renyi y Barabasi-Albert. En el capitulo 3, se
propone una medida para cuantificar la cantidad de riesgo que tiene un agente en
una poblacién en una epidemia, la cual se define basada en conceptos de peligro y
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Capitulo 1. Introduccién

exposicion. De igual manera, se llevan a cabo simulaciones numéricas del calculo de
peligro, exposicion y riesgo para los grafos Erdos-Renyi y Barabasi-Albert. El capitu-
lo 4 presenta una introduccién a la teoria de juegos, conceptos de esta misma &area
que se usan en la creacion del modelo de cambio de opinién y una breve descripciéon
de los juegos de oportunidad. La dindmica de formaciéon de cambio de opinién y toma
de decision sobre la aplicacion de la vacuna ocurre en la segunda y tercera capa de
la red multiplexada, respectivamente y se explica en el capitulo 5. Posteriormente,
se describe el modelo propuesto que integra las tres capas de la red multiplexada
y se realiza un ensamble de simulaciones numéricas para mostrar los resultados del
modelo al variar distintos pardametros. Por tltimo, en el capitulo 6 se discuten los
resultados del modelo, se presentan las conclusiones de la tesis y se proporciona una
perspectiva para trabajo a futuro.
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Capitulo 2

Modelos epidemiolégicos
compartimentales y basados en
agentes.

Una epidemia es resultado de la rapida propagacién de una enfermedad infecciosa,
que puede ser ocasionada por algin virus o bacteria y puede tener varios mecanis-
mos de transmisién, en una poblacién dada. A consecuencia de una epidemia, una
poblacién puede llegar a tener importantes efectos en temas econdémicos, sociales y
de salud. En caso de que no se logre contener la enfermedad, puede empezar a pro-
pagarse en otras regiones, hasta convertirse en una pandemia como la ocurrida en
2020 con el virus SARS-COV-2 [§].

Hay diversos métodos para modelar matematicamente la dindmica de una epidemia,
cada una disenada para capturar distintos aspectos de la epidemia, tales como efecto
de vacunarse o no, usar mascarilla, el efecto de la demografia, etc. En el modelo
matematico y andlisis tedrico y numérico, es posible proponer estrategias de control
para mitigar los efectos de la epidemia.

En este capitulo se abordaran brevemente algunos modelos epidemiologicos determi-
nistas como los de compartimentos, asi como una breve introduccién a los modelos
compartimentales y modelos basados en agentes y redes complejas.

2.1. ;Qué es la Epidemiologia?

La epidemiologia es la rama de la medicina que describe y explica los patrones de
propagacién de enfermedades infecciosas en una poblacién, y usa este conocimiento
para prevenir y controlar las enfermedades [§]. La epistemologia proviene del grie-
go ept que significa sobre, demos que significa pueblo y logos que significa estudio.
Al filosofo griego Hipécrates se le considera el padre de la epidemiologia por haber
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establecido una conexién entre el concepto de enfermedad y ambiente, sin embargo,
el primero en usar el término “epidemiologia” fue el médico espanol De Villalba en
1802 en su trabajo Epidemiologia Espanola [9], en donde utiliza el concepto para
describir el estudio de las epidemias [4]

A lo largo de la historia de la humanidad, han surgido diversas enfermedades in-
fecciosas que han puesto en riesgo la supervivencia de muchas poblaciones. Una de
las més devastadoras en los tltimos siglos fue la epidemia de la peste bubdnica, que
ocurri6 en el siglo 14 (1346-1353) en Europa [5], [10]. Esta enfermedad era particular-
mente fatal por la falta de conocimiento que se tenia sobre ella, alrededor del ochenta
porciento de los enfermos fallecian y 50 millones en todo Europa sucumbieron a la
peste. La bacteria (yersinia pestis) responsable de la peste estaba en la sangre de las
ratas y eran las pulgas (Xenopsylla Cheopis) las que la transmitian a los humanos,
sin embargo, también se podia transmitir por medio de contacto directo con otra
persona que tuviera la enfermedad. Esta forma de transmision, junto con la falta de
medidas de higiene de la época, causaron que la peste se esparciera desde Asia al Este
de Europa hasta llegar a paises como Francia, Espana y Portugal. Las ratas también
llegaron a los puertos por medio de los barcos, por lo que los contagios llegaron a
lugares como Inglaterra.

Mas alla del aspecto de salud, una poblacién sufre muchas otras consecuencias
sociales, culturales y econémicas durante una epidemia y es por eso que el cono-
cimiento de la prevencién y propagacion de enfermedades es tan importante en la
sociedad [§].

Algunos de los objetivos de la epidemiologia son: [§]

» Conocer las causas de una enfermedad.

= Entender la dinamica de propagacion de una enfermedad infecciosa y disenar
estrategias para la prevencion de nuevos contagios en la poblacion.

= Disenar planeamientos, estrategias y tratamientos de salud para la poblacién.

Existen varios tipos de transmisién de una enfermedad infecciosa, algunos son:
las enfermedades aerotransportadas que se contagian al inhalar aire contaminado; las
de transmision a base de agua y comida que ocurren al ingerir alimentos o bebidas
contaminadas; las de contagio a través de vectores como los mosquitos, los cuales
transmiten enfermedades como el Dengue: las de contacto de persona a persona y las
de transmisiéon vertical que se contagian de madre a hijo por medio de la placenta

.
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Particularmente en esta tesis se trabajara con enfermedades transmitidas de per-
sona a persona que, segun las clasificaciones en [4] de transmision de enfermedades,
son aquellas que requieren de contacto directo o indirecto para poder contagiarse. El
contacto directo ocurre al tocar a otra persona o tener contacto sexual. Por ejemplo,
la peste es una enfermedad transmitida de persona a persona a través de contacto
directo, ya que una persona se puede contagiar al tocar a un infectado. Por otra
parte, cuando las enfermedades se transmiten por el intercambio de un objeto con-
taminado, sangre infectada o algin otro fluido, se consideran de contacto indirecto.
El VIH (Virus de Inmunodeficiencia Humana) es un virus que destruye un tipo de
glébulos blancos y debilita el sistema inmune, dando paso a posibles infecciones que
pongan en riesgo a quien las padece [I1]. Se puede transmitir a través de contacto se-
xual, por lo que es una enfermedad de transmisién de contacto directo. Sin embargo,
también se puede transmitir via materno-infantil durante el embarazo (transmision
vertical), parto o lactancia o por via sanguinea (contacto indirecto) al compartir el
uso de jeringas, agujas, navajas de afeitar que hayan tenido sangre, instrumentos
para tatuajes usados, etc [11].

Otras enfermedades de contacto directo son gonorrea y sifilis, que son infecciones
de transmisiéon sexual. La gonorrea es causada por la bacteria Neisseria gonorrhoeae
y provoca descarga uretral [12]. La sifiliis es causada por la bacteria espiroqueta
Treponema pallidum y se ocasiona tulceras o chancros en el sitio de la infeccion. Al
igual que el VIH, la sifilis es una enfermedad de contacto directo que también puede
ser transmitida de forma vertical en la placenta o por contacto indirecto via sanguinea
[12].

Como ultimo ejemplo, la influenza es un virus que se presenta como una gripe

con sintomas como tos, fiebre, dolor de cabeza y malestar corporal. Se transmite de
forma indirecta por medio de la expulsion de saliva, pero también de puede transmi-
tir de forma directa si es que se llega a tener contacto con la saliva de una persona
infectada [13].
A continuacion se presentaran los modelos por compartimentos, inicialmente pro-
puestos por Kermack y McKendrick con el modelo SIR en 1927 [4], que consideran
una poblacion en la que todos estan uniformemente mezclados y tienen contactos
entre ellos de forma homogéneos [7] y también los modelos de agentes, que nos per-
miten describir el comportamiento de un agente (individuo) dentro de una poblacién.
Esta ultima metodologia utiliza reglas simples basadas en el comportamiento de los
individuos para que se pueda observar el efecto de las interacciones entre los agentes,
estos modelos se suelen representar en forma de redes gracias a dos fisicos pioneros
en modelos matematicos con agentes, Pastor-Satorras y Vespignani [14].
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2.2. Modelos epidemiolégicos compartimentales.

Un modelo matemético es algo que imita las caracteristicas relevantes de un

fenémeno o situacién por medio del uso de lenguaje matemético [I5]. Las matemati-
cas aplicadas a la epidemiologia en forma de un modelo matemético buscan descri-
bir, analizar y aproximar el comportamiento de una enfermedad. Todos los modelos
matematicos tienen limitantes y es imposible poder explicar algin fenémeno en su
totalidad, sin embargo, es util tener aproximaciones que ayuden a planificar acciones
efectivas en caso de una epidemia [7].
Las principales hipétesis para un modelo por compartimentos son que la poblacion
estd mezclada de forma homogénea, como un gas ideal, lo que significa que existe
la posibilidad de que cualquier individuo infectado contagie a cualquier susceptible.
Cada compartimento representa un estado epidémico y se tienen suposiciones ini-
ciales sobre la tasa de transferencia de un compartimento a otro que se dan como
pardmetros del modelo [I6]. Para poder explicar y construir estos modelos por com-
partimentos, existen varios conceptos relacionados a las enfermedades contagiosas
para lo cual presentamos algunas definiciones a continuacion [4]:

= Individuos en estado expuesto: Cuando un individuo vulnerable o suscepti-
ble a la enfermedad tiene algiin contacto que podria resultar en un contagio, ese
individuo se vuelve expuesto. Un individuo expuesto puede o no desarrollar la
enfermedad y usualmente no son infecciosos cuando estéan en ese estado. En la
mayoria de los modelos matematicos se asume que todos los individuos expues-
tos desarrollaran la enfermedad. Puede ocurrir, por ejemplo, que un individuo
susceptible esté expuesto a una persona infectada del virus SARS-COV-2 pero
que no exista suficiente carga viral en la interaccién como para que ocurra un
contagio [17].

» Individuos en estado susceptible: Aquellas personas que se encuentran
en un estado en el que no poseen la suficiente resistencia para prevenir el
contraer un patégeno en particular al estar expuestos [I§]. Como ejemplo, todos
aquellos que no estén vacunados contra la enfermedad del sarampién, que es una
enfermedad infecciosa transmitida por gotas de saliva que ocasiona sintomas
como otitis y laringitis, son susceptibles a contraerla en caso de estar expuestos
a alguien que esté infectado [19].

» Individuos en estado infectado e infeccioso: Si un individuo expuesto
contrae la enfermedad, este se vuelve un individuo infectado. Un individuo in-
fectado que puede transmitir la enfermedad es llamado infeccioso. Sin embargo,
un infectado puede no ser infeccioso durante todo el periodo en el que tenga

10



Capitulo 2. Modelos epidemiolégicos compartimentales y basados en agentes.

la enfermedad. Un ejemplo en el que un individuo puede estar infectado pero
no ser infeccioso se presenta en individuos infectados con SARS-COV-2 diez
dias después de presentar sintomas aproximadamente. El periodo infeccioso, en
el que pueden transmitir la enfermedad, usualmente ocurre dentro de los pri-
meros diez dias después de presentar sintomas, pero el individuo puede estar
infectado por hasta tres o mas semanas [20].

= Individuos en estado latente: Son individuos que estan infectados pero aun
no son infecciosos. El periodo latente se define como el tiempo que un individuo
tarda en ser capaz de transmitir la enfermedad después de ser infectado.

s Periodo de incubacion: Es el periodo entre la exposicion a una patologia
infecciosa y la primera aparicién de sintomas de una enfermedad. En enfer-
medades infecciosas, el periodo de incubacién es el tiempo requerido para que
la patologia infecciosa se multiplique lo suficiente para poder ser detectada
por medio de sintomas o en un laboratorio. El periodo de incubacién no ne-
cesariamente coincide con el periodo latente. Poniendo nuevamente el virus
SARS-COV-2 como ejemplo, es posible transmitir la enfermedad de uno a tres
dias antes de presentar sintomas, por lo que es un caso en el que el periodo de
incubacién no siempre coincide con el periodo latente [20].

Una vez que se han dado algunas definiciones tutiles para los modelos por compar-
timentos, mostraremos algunos de los modelos matematicos mas conocidos basados
en ecuaciones diferenciales ordinarias como el modelo SIR, SIS, SEIR y SEIRS. Este
ultimo también sera explicado con un enfoque de redes complejas, ya que es la base
del modelo propuesto en este trabajo.

2.2.1. Modelo SIR o Modelo Kermack McKendrick.

El modelo SIR, también conocido como modelo Kermack-McKendrick, fue pro-
puesto en 1927 por W.O. Kermack y A.G. McKendrick, quienes dieron las bases
tedricas para lo que mas adelante se llamaria modelos epidemioldgicos por compar-
timentos. Con la realizacién de este modelo, buscaban tener una nueva visién sobre
varios factores que controlan el esparcimiento de una enfermedad [21]. Desde enton-
ces, muchas variantes del modelo SIR han surgido, asi como la creacién de otros
modelos por compartimentos [4]. El modelo SIR ha sido utilizado para estudiar di-
versas enfermedades infecciosas como el virus de la influenza A(HIN1) en 2009 [22],
el VIH [23], la epidemia de peste en Bombay en 1905 y en el pueblo de Eyam en
1665 [211, 24], el virus del SARS en Asia y la pandemia del virus SARS-COV-2 que
comenzé en 2020 [23].

Para el modelo, consideramos una poblacién bien mezclada de N individuos, los cua-
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les podemos dividir en tres posibles estados: S(t) € R son la cantidad de susceptibles
al tiempo t, I(t) la cantidad de infectados y R(t) de recuperados. [4]. Al inicio, todos
son susceptibles, el periodo de incubacién es despreciable y no hay re-infecciones. En
el modelo se asume que la poblacion total se mantiene contante para todo tiempo,
1.e.

N = S(t) + I(t) + R(t) = cte.
Es decir, en el modelo no se consideran nacimientos ni muertes y la poblacion es
cerrada, es decir, no recibe migraciones.
El modelo epidemiolégico consiste en ecuaciones ordinarias de primer orden, las cua-
les describen la tasa de cambio de cada una de las variables anteriores. Cuando un
susceptible entra en contacto con un individuo infectado, ese individuo susceptible
se vuelve un infectado con cierta probabilidad y cambia de la clasificacién de los
susceptibles a la de los infectados. La poblacion de susceptibles decrece, mientras
que la clase de infectados aumenta en la misma proporcion.
El principio de accién de masa se basa en la idea mecanicista de que las poblacio-
nes actian como gases perfectos, completamente mezclados y cada individuo puede
encontrarse con cualquier otro individuo de la poblacion. Por medio de este prin-
cipio, se puede expresar el nimero de posibles encuentros entre I(¢) infectados y
S(t) susceptibles de forma proporcional como un producto S  I. En esta dindmica,
los compartimentos que interaccionan se pueden considerar como reactivos de una
reaccion quimica, donde la tasa de interaccién entre los compartimentos determina
el flujo de la reaccién y el producto es el compartimento al que se transfieren los
individuos al ocurrir la interaccion.
Ahora, sea ¢ la tasa de contacto que tiene un individuo con la poblacién y sea p la

Susceptible B Infectado Recuperado

Figura 2.1: Diagrama de bloques para el modelo SIR.

probabilidad que ocurra un contagio al haber contacto entre un individuo infectado
y uno susceptible, entonces pcS' es la cantidad de susceptibles que son contagiados
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por un individuo infectado en un periodo de tiempo. De esta forma, tenemos que la
cantidad de individuos infectados en un periodo de tiempo es igual a SI1/N donde
B = pc y se divide entre N para escalar respecto al tamafno de la poblacién. Final-
mente, obtenemos que la dindmica de cambio para la poblacién de susceptibles esta
descrita por la siguiente ecuacion:

ds SI
= =8 (2.1)

Por otra parte, para el compartimento de los infectados sabemos que ingresan a ella
los individuos susceptbiles que son infectados en un periodo de tiempo y también
debemos considerar aquellos individuos que se recuperan de la enfermedad, con una
tasa de recuperacion «, y un periodo de infeccién promedio de duracion 1/a. Entonces
la ecuacién que describe el cambio en la poblacion de infectados es:

— =B _—al. (2.2)

Por 1ltimo, los individuos que se recuperan de la enfermedad entran al comparti-
mento de los recuperados, por lo que el cambio en la poblacién de recuperados esta
descrito por la siguiente ecuacion:

% =al. (2.3)
Asi, el modelo descrito por las tres ODE’s , y es:
(&~
% :5%—04[, (2.4)
| (2—13 =al.

Con condiciones iniciales S(0) = N, I(0) = Iy y R(0) =0, donde [; es el nimero de
infectados al comienzo de la epidemia, el cual se considera normalmente con el valor
de uno.

En la figura se muestra el diagrama de bloques para el modelo SIR, en el que
las flechas indican a qué compartimentos se pueden cambiar los individuos con su
respectiva tasa de cambio entre clases.

De igual forma, el modelo SIR puede también explicarse desde el contexto de una
reaccién quimica como sigue [25]:
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= Al ocurrir la interaccion entre individuos susceptibles e infectados, algunos de
los susceptibles entran al compartimento de infectados. Esto es una analogia
de una reaccién quimica irreversible auto-catalitica entre el reactivo S y el
catalizador I.
S+15 21

= Cuando los infectados entran al compartimento de los recuperados se puede
representar por una reaccion en la cual el catalizador I se degrada irreversible-
mente a una forma desactivada R.

[0}

I =R

Para observar el comportamiento de las soluciones del modelo SIR descrito en las Egs.
(??), realizamos una simulacién numérica con el lenguaje de programacién python y
las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden del sistema se resuelven por
medio de odeint [26]. La epidemia ocurre durante ochenta periodos de tiempo en una
poblaciéon de 10,000 individuos, las condiciones iniciales son S(0) = 9,999, I(0) = 1,

10000

8000
0
o
o}
S
2 6000 —— Susceptibles
£ Infectados
S A Recuperados
£ 4000
=]
=

2000

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (dias)

Figura 2.2: Solucién numérica del modelo SIR (Egs. (2.1))) con condicioens iniciales:
S(0) =9,999, I(0) =1, R(0) = 0 y parametros f =0.6 y a = 0.1.
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R(0) = 0 y los parametros 8 = 0.6 y a = 0.1. El resultado de la simulacién puede
observarse en la figura . Como es posible ver en la figura , la cantidad de
infectados aumenta casi a seis mil individuos en los primeros veinticinco periodos de
tiempo. Posteriormente, los infectados disminuyen gradualmente hasta que desapare-
ce la epidemia alrededor del tiempo setenta. Los susceptibles descienden rapidamente
y llegan al cero aproximadamente en treinta y cinco dias; a partir de ese periodo la
cantidad se mantiene estable ya que no hay re-infeccién en el modelo. Por otra parte,
los recuperados aumentan progresivamente hasta el dia setenta, aproximadamente,
en el cual la totalidad de la poblacién se encuentra en este compartimento. Esto sig-
nifica que todos los individuos se han infectado y recuperado, por lo que adquieren
una inmunidad permanente a la enfermedad y concluye la epidemia.

A continuacién, en la tabla (2.1)) mostramos algunos de los valores para los pardme-
tros 8y v usados en un contexto real para distintas enfermedades infecciosas [27].

Parametros del modelo SIR en epidemias
Enfermedad 16 « Ro
Influenza (1918) 0.6 0.25. 2.4
Polio (1952) 0.416 0.083 5
Sarampién (1960) 0.15 0.125 1.2
Gripe de Hong Kong (1968) || 0.24 0.2 1.2.
SARS (2003) 0.083 0.166 0.5
Coronovirus (2019) 0.366 0.166 2.2

Tabla 2.1: Parametros usados en el modelo SIR para distintas enfermedades, y valores
correspondientes para el nimero reproductivo béasico calculado como Ry = /av.

2.2.2. Numero reproductivo basico R,.

El ntimero reproductivo basico, conocido como Ry, es un indicador del ntimero
promedio de infecciones secundarias que un infectado genera, durante el tiempo que
estd enfermo, en una poblacién totalmente susceptible [28]. Este valor es de gran
importancia porque determina el curso de una enfermedad en una poblacién, puesto
que se sabe que [29]:

= Si Ry < 1, no hay epidemia, es decir, el modelo epidemioldgico es estable;
= Si Ry > 1, hay un brote, es decir, el modelo epidemioldgico es inestable.

Una metodologia para obtener una expresién matematica para calcular Ry a partir
de un modelo por compartimentos es por medio de la matriz de la siguiente genera-
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cion [29], la cual describimos a continuacién.

Dado el conjunto de ecuaciones diferenciales que describe el modelo epidemiolégi-
co, como por ejemplo el modelo SIR en , el primer paso consiste en dividir los
compartimentos en dos clases: clase de infectados z(t) (como infectados, expuestos,
etc.) y las clases libres de infeccién y (como susceptibles, recuperados, etc). Por ejem-
plo, para el modelo SEIRS (Eq. (2.6]), la clase de infectados es x = (E,I) € R?
mientras que las clases libres de la enfermedad es y = (S, R) € R%

El segundo paso consiste en identificar en las ecuaciones para las clases de in-
fectados dos partes: la primera que llamaremos H;(z,y), dénde i es una indice que
usaremos para el etiquetar al compartimento (por ejemplo i = E,I), la cual incorpo-
ra a los términos demograficos como nacimientos y muertes de los compartimentos
infecciosos. Y la segunda parte, que llamaremos T;(z,y) denota la tasa de aparicién
de nuevos infectados por contacto.

A manera de ejemplo, para un modelo SEIRS descrito en la Eq. (2.6]), obtenemos

dE ST

52 E

dt N ~—
T1 (xvy) h (x’y)

dl

— =vE —al .

dt N——

H2(:an)

Es importante mencionar que la seleccién de los términos H;(x,y) y T;(x,y) debe de
realizarse siguiendo los siguientes criterios:

» Hi(0,y) =T%(0,y) = 0, para todo y > 0,

» H(0,y) <0, cuando zy = 0,

s Ti(z,y) > 0, para todo = e y no negativos,

. Zzzl Hy(z,y) > 0 para todo x e y no negativos.

Coémo tercer paso se deben de estimar las siguientes matrices:

D

Oz,
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_ 9T
TlD_|iaxk‘|D7

donde D es el punto libre de enfermedad. Por ejemplo, para el modelo SEIRS (Eq.
(2.6))), el punto libre de la enfermedad es D = (N,0,0,0) y

0H, 0H,;

et it 4 —y 0
OFE oI
Hip = = ;
07\ om on,
oE 0l ToTe

(ony om
Tlo= (25 90) — 0 »)

Finalmente, la matriz de la siguiente generacién se obtiene al realizar el siguiente
producto matricial K = TH L. Para el ejemplo del modelo SEIRS obtenemos:

R

Una vez obtenida la matriz de la siguiente generacién, la expresion matematica para
el nimero reproductivo bésico se obtiene calculando el radio espectral p(K) de la
matriz K. Para el ejemplo del modelo SEIRS obtenemos entonces que Ry = 3/ a.

2.2.3. Modelo SIS.

El modelo SIS (Susceptibles-Infectados-Susceptibles), a diferencia del ya descrito
modelo SIR, elimina el ultimo compartimento de recuperados, de tal forma que los
individuos infectados regresan al estado susceptible una vez que ha pasado el tiempo
de la enfermedad. Una enfermedad que comuinmente presenta este comportamiento
en la poblacion es la influenza [4].

Sean « y [ las tasas de recuperaciéon y de transmision de la enfermedad respecti-
vamente. Con el compartimento de los susceptibles sabemos que en cada periodo
de tiempo la incidencia en la poblacién es SSI, mientras que al es la cantidad de
individuos que se recuperan de la enfermedad y salen del compartimento (I) para
entrar al (S). El diagrama de bloques para el modelo SIS se muestra en la figura

1

Sl o
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A

Figura 2.3: Diagrama de bloques para el modelo SIR.

y las ecuaciones que describen al modelo se muestran en las Egs. [2.5

as __ Sl

j; SIN (2:5)
o g2l T

priel

Para ilustrar el comportamiento dindmico de las soluciones del modelo SIS, en la
figura (2.4)) mostramos el resultado de una simulacién numérica con el lenguaje de
programacion python, con una poblacion de 10,000 individuos durante 80 periodos
de tiempo usando las condiciones iniciales S(0) = 9,999, I(0) = 1. Utilizamos los
valores de = 0.275 y a = 0.064 para simular el comportamiento de la enfermedad
de la sifilis [30]. Se puede observar, en la figura , que la curva de infectados crece
de manera paulatina desde el periodo de tiempo veinte hasta alcanzar un umbral
maximo, de entre siete y ocho mil infectados, alrededor del tiempo setenta. Por otra
parte, la curva de los susceptibles se comporta de forma opuesta, ya que comienza a
descender a partir del periodo veinte y se estabiliza aproximadamente en el periodo
setenta.

Finalmente, calculamos el nimero de reproduccion basica del modelo SIS por
medio de la matriz de nueva generacién y obtenemos Ry = /. Al igual que en el
modelo SIR, el Ry estd dado por el producto de la tasa de infeccion § y el promedio
de duracién de la infeccién 1/a.
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Figura 2.4: Solucién numérica del modelo SIS (Eqgs. (2.5))) con condiciones iniciales:
S(0) =9,999, 1(0) = 1 y pardmetros § = 0.275 y o = 0.064.

2.2.4. Modelo SEIRS.

Otro modelo epidemioldgico de interés es el SEIRS, el cual estd compuesto por
los compartimentos Susceptible, Expuesto, Infectado, Recuperado. La S al final de
las siglas indica que los recuperados pasan a ser nuevamente susceptibles. En este
modelo se incorpora un nuevo compartimento, el de los individuos expuestos, en los
cuales se considera aquellos individuos que no son infecciosos pero que estan infec-
tados [4]. Generalmente, en los modelos SEIRS se considera una dindmica en la que
los susceptibles pasan del compartimento (S) al (E) y en el cual permanecen por un
periodo latente antes de pasar al compartimento (I). Después de terminar el periodo
infeccioso pasan al estado (R) y finalmente pasan al estado (S). Durante este periodo
latente, los individuos no presentan sintomatologia de la enfermedad y no la pueden
contagiar. Esto se debe a que la enfermedad requiere de cierto tiempo para que un
individuo sea capaz de transmitirla; a este intervalo de tiempo se le conoce como
periodo de incubacién [4]. Algunas enfermedades que presentan este periodo de incu-
bacién o latencia son la malaria, los rotovirus (gripe comun), el virus del ébola y el
SARS-COV2 [31), [32].Entonces, 5ST es la cantidad individuos susceptibles que se in-
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Figura 2.5: Diagrama de bloques para los modelos SEIR y SEIRS.

fectan, salen del compartimento (S) y entran al compartimento (E), mientras que vE
es la cantidad de individuos expuestos que han pasado por el periodo de incubacion y
entran al compartimento (I). En donde f es la tasa de transmisién y v es la tasa con
la que los expuestos se vuelven infecciosos. Los recuperados pierden la inmunidad a
la enfermedad a una tasa w, por lo que wR representa a los individuos que entran al
compartimento (S). Para la ecuacién del compartimento (I), consideremos a o como
la tasa de recuperacion y, finalmente, al compartimento de los recuperados ingresan
al individuos y wR individuos dejan de ser inmunes y pasan al compartimento S.
Asf, las ecuaciones que describen al modelo SEIRS estédn dadas en las Egs. (2.6).
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Figura 2.6: Solucién numérica del modelo SEIRS (Egs. (2.6])) con condiciones inicia-
les: S(0) =9,999, E(0) =1, I(0) =0, R(0) = 0 y los pardmetros 5 = 0.6, « = 0.1,
w=04yv=0.2

(dS ST

a Py e

dE ST

w 0N

(2.6)

dal

— =~gF—-al

dt 7 « Y

% =al —wR.

Es importante mencionar que en los modelos epidemiolégicos descritos previamente,
no hemos considerado procesos demograficos tales como nacimientos o muertes, asi
como procesos de movilidad de tal forma que hagan que el tamano de la poblacién
no permanezca constante.

En la figura mostramos los diagramas por bloques para los modelos SEIR y
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SEIRS. Al obtener el Ry del modelo SEIRS por medio de la matriz de nueva genera-
ci6én, también obtenemos como resultado /«. Estas similitudes se deben principal-
mente a que los modelos no consideran nacimientos y muertes en la poblacién [311 [32].
Por otra parte, en la figura[2.6) mostramos las soluciones numéricas del modelo SEIRS
(Egs. (2.6])) con condiciones iniciales S(0) = 9,999, E(0) =1, I(0) =0, R(0) =0y
los parametros = 0.6, «a = 0.1 , w = 0.4 y v = 0.2 durante 80 periodos de tiempo.
Se puede observar que la curva de infectados tiene cierta similitud a la de la figura
2.4 ya que crece y llega a un umbral, de alrededor de cinco mil infectados, entre el
tiempo sesenta y setenta. Los susceptibles, por su parte, comienzan a decrecer hasta
estabilizarse en el tiempo sesenta con aproximadamente mil ochocientos individuos,
mientras que los recuperados comienzan a aumentar después del tiempo treinta vy,
en el tiempo setenta, alcanzan su punto maximo en los mil quinientos individuos. La
curva de los expuestos comienza a crecer casi a la par que la de los infectados, sin
embargo, llega a su punto maximo al alcanzar los tres mil individuos y comienza a
descender hasta permanecer en dos mil quinientos en el tiempo setenta.

(g ——B%—l—wR—eS,
% :B%—yEnLaﬁSWV,
% =vFE —al, (2.7)
% =al —wR,

2.2.5. Modelo SEIRSV.

El modelo epidemiolégico SEIRSV es una variacion del modelo SEIRS, en el cual
se considera un compartimento adicional de individuos vacunados [33]. La implemen-
tacién de vacunas en modelos mateméaticos ayuda a tener un mejor entendimiento
de su importancia en la transmision y el control de enfermedades. Para este modelo,
consideramos un tipo de vacuna que reduce la posibilidad de infecciéon pero no la
elimina por completo, es decir, un individuo vacunado puede ser contagiado si llega
a tener contacto con un infectado. La probabilidad de que ocurra el contagio depende
directamente de la tasa de infeccién g y la efectividad de la vacuna (1 —o) (en donde
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o representa la inefectividad de la vacuna) [33]. La vacunacién esta disponible tinica-
mente para los suceptibles y se vacunan con una tasa €. De esta forma, anadiendo el
compartimento (V) al modelo SEIRS descrito en la Eq. , obtenemos el modelo
epidemioldgico con vacunacién dado en las Egs. (2.7) y cuyo diagrama de bloques
esta descrito en la figura . Vale la pena destacar las similitudes del diagrama de

w
S - BE I —«~ R
Susceptible ﬂ Expuesto ’Y Infectado 8} Recuperado

N e
V

Vacunado

Figura 2.7: Diagrama de bloques para los modelos SEIRSV.

bloques para el modelo SEIRSV (figura (2.7)) con el modelo SEIR (figura (2.5)), v
senialar la principal diferencia que podemos notar en el nuevo bloque (V), en el cual
una tasa € de los susceptibles cambia su estado a este nuevo bloque. Asi mismo, con
una tasa o, una proporcién de vacunados cambia su estado a E.

Por otro lado, siguiendo la metodologia de la matriz de la siguiente generacion,
obtenemos el numero reproductivo basico para el modelo SEIRV esta dado por
Ro = w, donde S° = N y VY representan los valores de S 'y V en el punto de
equilibrio libre de infeccion.

Notemos que esta expresion para Rg se puede reescribir como:

_ON | a%

«

BaVo

Ro = RS -+
donde R} es el nimero reproductivo bdsico para el modelo SEIR. En la figura (2.8)),
mostramos las soluciones numéricas del modelo (2.7 realizada con el lenguaje de
programacion python y las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden del
sistema se resuelven por medio de odeint [26]. Las condiciones iniciales usadas para
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estas simulaciones son S(0) = 9,999, F(0) = 1, I(0) = 0, R(0) = 0, V(0) = 0
y parametros § = 0.6, a = 0.1, w = 04, v = 0.2, ¢ = 0.15, 0 = 0.25 en una
poblacién de 10,000 individuos. Para esta simulacion, se necesitaron mas periodos
de tiempo para lograr visualizar el punto en el que se estabilizan las curvas de los
estados, por lo que realizo la simulacién con 400 periodos de tiempo. Se puede notar
que la curva de los susceptibles desciende considerablemente en los primeros setenta
y cinco periodos de tiempo, llega a su punto mas bajo con aproximadamente 1800
individuos y se mantiene en esa cantidad. En contraste, los infectados comienzan a
crecer rapidamente alcanzando 2500 contagios alrededor del tiempo cuarenta, pero
a partir de este punto siguen creciendo a un menor ritmo y llegan a su punto méas
alto con 4000 infectados en el periodo 400. Por otro lado, los recuperados aumentan
de forma pausada y solo llegan a estabilizarse con 1000 individuos en el periodo 300.
La curva de los expuestos crece muy parecida a la de los infectados en los primeros
60 periodos de tiempo, sin embargo, su crecimiento se alenta y alcanza su punto
mas alto en los 2000 individuos. Por 1ltimo, los vacunados crecen en los primeros 50
periodos de tiempo hasta alcanzar 4000 individuos, luego desciende y se mantiene
en los 2000 individuos a partir del periodo 300. El decremento de los individuos
vacunados representa aquellas personas que reciben la vacuna y, posteriormente, son
contagiados por una persona en estado infectado.

2.2.6. Modelos Epidemiolégicos Basados en Agentes

Otro enfoque en los modelos mateméaticos que buscan describir la dinamica de
propagacion de epidemias en poblaciones son los modelos basados en agentes [7]. Una
forma de estudiar estos modelos es a través de redes complejas, la cual tiene como
fundamento tedrico la teoria de grafos. Es decir, una red compleja es esencialmente
un grafo, compuesto de un conjunto de nodos (o vértices) y un conjunto de pares de
pares de nodos llamados enlaces (o aristas). En una red compleja, cada nodo o enlace
puede tener un proceso que evoluciona con el tiempo, como es el caso de las redes
dindmicas o evolutivas, o bien, pueden suceder una serie de eventos que cambie tanto
la estructura de la red como el estado de los nodos, como es el caso de la propagaciéon
de enfermedades.

En este contexto, las redes complejas se han convertido en una alternativa in-
teresante para modelar la propagacion de enfermedades en una poblaciéon. En los
modelos epidemiolégicos compartimentales, como los descritos en secciones previas,
la poblacion suele considerarse como “bien mezclada” y se analiza el esparcimiento
de la enfermedad de forma global y sin tomar en cuenta la heterogeneidad de las
interacciones [7]. Esto quiere decir que la estructura de la red es tal que algunos
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Figura 2.8: Solucién numérica del modelo SEIRV (Egs. (2.7)) con condiciones iniciales
S(0) =9,999, E(0) =1,1(0) =0, R(0) =0, V(0) = 0y parametros 5 = 0.6, « = 0.1,
w=04, v=02 ¢=0.01, 0 =0.05.

nodos de la red tendran un ntmero alto de conexiones en comparaciéon con otros
individuos en la red. Esta caracteristica estructural de la red esta complemente au-
sente en las hipdtesis hechas para los modelos compartimentales y tiene un papel
muy importante en los procesos epidemiologicos. Tomemos como el ejemplo la re-
ciente pandemia generado por el el virus SARS-COV2, en el que de acuerdo con la
encuesta de la Generalitat sobre el desarrollo de pandemia, realizada en la ciudad de
Valencia, Espana, muestra que la mayoria de los jévenes no respeta las restricciones
sobre el distanciamiento social, produciendo entonces més contagios entre estos al
tener un mayor nimero de contactos que los individuos adultos [34].

Una metodologia para modelar los procesos epidemiolégicos en el que la heteroge-
neidad de la red sea considerada, es usar un sistema multi-agente en redes. Es decir,
una red compleja en donde los nodos representan una entidad capaz de tomar una
decision o realizar una accién en términos de la informacion de su vecindad y de un
conjunto de reglas preestablecidas. En el contexto de los modelos epidemioldgicos,
cada agente en estado susceptible, puede ser infectado con probabilidad k3, donde k
es el grado de nodo (o nimero de conexiones) de dicho agente. Més atin, dicho agente
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puede tomar otro tipo de deciones como por ejemplo cortar conexiones con los agen-
tes infectados o bien, cambiar la intensidad de sus interacciones (cambio en el peso
del enlace). Todos estos factores pueden ser considerados en el modelo multiagentes
dependiendo del contexto del problema estudiar.

2.2.7. ;Qué es un agente?

A diferencia de los sistemas de muchas particulas, como por ejemplo los modelos
por compartimentos, los sistemas de agentes tienen diversidad, son heterogéneos
y presentan dindmicas en sus atributos y comportamientos [35]. Algunos modelos
consideran que un agente es cualquier componente independiente de un sistema; el
comportamiento independiente se puede considerar desde una decision binaria hasta
una muy compleja como en la inteligencia artificial. [35]. Algunos autores, como J.
L. Casti, consideran que un agente debe contener reglas de nivel bdsico y reglas para
cambiar las reglas”, en donde las reglas de nivel béasico son aquellas que el agente da
como respuesta al entorno en el que vive, mientras que las reglas para cambiar las
reglas proporcionan adaptacién [36].

De forma general, se puede considerar que un agente tiene ciertas propiedades. Un
agente es autonomo y auto-dirigido, es decir, puede funcionar de forma independiente
en su entorno y en sus interacciones con otros agentes, es decir, su comportamiento
es un proceso que enlaza la percepcién de su entorno con sus acciones y decisiones
[35]. Otra propiedad que poseen es la de ser modulares o auto-contenidos. Esto quiere
decir que un agente es identificable dentro de la poblacién, se puede percibir el estado
o estados a los que pertenece o no pertenece, y tiene un conjunto de caracteristicas
o atributos [35]. Por ultimo, los agentes tienen la propiedad de ser entes sociales que
interactian con otros agentes; los agentes tienen comportamientos o reglas sociales
que determina un modelo, las mas comunes son contenciéon por espacio y evitaciéon
de colisiones, reconocimiento de agentes, comunicacion e intercambio de informacién
y opiniones [35].

Las reglas conductuales de los agentes varian segun el modelo y, para el proposito
de este trabajo, se consideraran agentes con las propiedades generales mencionadas
anteriormente. A estas suposiciones sobre los agentes, también se le anadiran algunos
atributos en la descripcion del modelo de la siguiente seccién.

2.3. Modelo epidemiolégico basado en agentes.

Consideremos una red compleja en la que los nodos son agentes de una poblacién y
los enlaces representan las interacciones que ocurren entre los individuos. Cada agente
puede tener uno de los siguientes estados epidémicos: Susceptibles (S), Infectado (I),
Expuesto (E) y Recuperado (R). Los recuperados adquieren inmunidad temporal y
al perderla vuelven a ser susceptibles a la enfermedad, por esta razén consideramos
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un modelo SEIRS.

En un modelo multiagentes cada nodo nodo actualiza su estado en pasos discretos
de tiempo, y es posible considerar alguno de los siguientes métodos para actualizar
el estado: de forma sincrona y asincrono. En el primero, en cada iteracion o paso del
tiempo, todos los agentes actualizan su estado de acuerdo a la regla pre-establecida;
mientras que en el segundo método se selecciona un grupo pequeno de agentes y se
actualiza su estado. En este trabajo seleccionamos la form sincrona para actualizar
el estado de los agentes usando los siguientes parametros:

= Probabilidad de infeccién S: probabilidad de que un agente en el estado
(S) sea infectado por un agente vecino en estado (I).

» Periodo infeccioso 1/a Periodo minimo de tiempo, medido en pasos de ite-
racion, en la que los agentes del estado (I) permanecen en dicho estado hasta
cambiar al estado (R).

= Periodo inmune: periodo de tiempo, medido en pasos de iteracion, que trans-
curre antes de que un agente en estado (R) pueda cambiar su estado a (S).

= Periodo de incubacion Periodo de tiempo, medido en pasos de iteracion,
que transcurre antes de que un agente en estado (E) cambie su estado a (I),
i.e. se convierta en un agente infectado.

» Agentes infectados N;,;: Numero inicial de agentes infectados.

= Intensidad de las interacciones W,,;, y W,,.:. Peso minimo y maximo que
puede tener el enlace entre los agentes 7 y j.

en donde el peso de un enlace representa la fuerza de la interaccion entre dos nodos,
es decir, entre mayor sea la interaccion entre dos agentes mayor sera el peso del en-
lace que los une. En las simulaciones se usara el valor minimo de 1 y valor maximo
de 10, para tener una escala representativa de las interacciones.

Tomando en cuenta lo anterior, el algoritmo del modelo se describe en los siguientes
pasos:

s Paso 0: Generamos un grafo con alguno de los modelos de construccién de
grafos aleatorios y asignamos un peso a los enlaces con una distribucion uni-
forme entre los valores (Winin, Winaz ). Se selecciona un ntimero incial de nodos
en estado infectado N;,y > 1 de forma aleatoria y asignamos al resto el estado

S.
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» Paso 1: Un nodo infectado, con etiqueta i € {1,..., N}, selecciona a un nodo
vecino en estado susceptible con probabilidad dada por:

Wi
Py=
ZNZ.S Wij

donde los nodos i y j son vecinos infectado y susceptible respectivamente, N;°
es el conjunto de vecinos susceptibles del nodo ¢ y w;; es el peso del enlace

(¢,7)-

= Paso 2: Con probabilidad £, el nodo infectado contagia la enfermedad al nodo
seleccionado 7, cambiando su estado a expuesto.

= Paso 3: Los agentes cuyo estado es expuesto, infeccioso y recuperado que estan
dentro de los rangos de tiempo de periodo de incubacién, periodo infeccioso
y periodo inmune, cambian su estado a infectado, recuperado y susceptible
respectivamente.

= Paso 4: Después de actualizar el estado de todos los agentes de forma sincrona,
repetimos el paso 1 un ntmero arbitrario de iteraciones.

2.4. Resultados de la Simulacion

Se usaran dos distintos tipos de grafos aleatorios, los cuales son: Erdds-Renyi y
Barabdsi-Albert []. Para el grafo Erdos-Renyi, se tomé un valor de probabilidad de
conexién de 0.6, mientras que para Barabasi-Albert se uso el valor de m = 10 para
el nimero de vecinos de cada nuevo nodo. Para cada estructura de red generada, se
utiliz6 un valor de § = 0.4. Se realizaron 20 simulaciones por cada modelo de cons-
truccion de grafo, poblaciones de 50 agentes con 100 pasos de tiempo. Consideramos
también los siguientes pardmetros, mostrados en la tabla 2.2 cuyos valores estdn
basados en la enfermedad del covid-19:

En las siguientes secciones mostraremos los resultados obtenidos en el proceso de la

epidemia en los grafos. En particular, de las 20 simulaciones hechas por cada grafo,
se ilustrara la curva de infectados de cada una mas la respectiva curva promedio
(en color rojo) sobre el ensamble de simulaciones. Las lineas en color gris, son cada
una de las simulaciones graficadas en la misma figura. Adicionalmente, se elegiran
aleatoriamente 3 simulaciones individuales de las 20 realizadas y se mostrara su com-
portamiento.

Simulaciones para un grafo Erdos-Renyi
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‘ Pardmetro ‘ Simbolo ‘ Significado ‘ Valor ‘ Referencia ‘
Probabilidad de infeccién B Probabilidad con la que un agente infectado contagia a un vecino susceptible | 0.4 27
Tamano de la poblacién N Numero de individuos en la poblacién 50 -
Periodo de incubacién 1/~ Tiempo que pasa un agente en estado Expuesto 5 37
Periodo infeccioso 1/a tiempo que pasa un agente en estado Infectado [§ 27)
Periodo inmune 1/w Tiempo que pasa un agente en estado Recuperado 30 [38]
Peso minimo de enlace Winin Peso minimo de la interaccién entre dos agentes 1 -
Peso méximo de enlace Winaz Peso méaximo de la interaccién entre dos agentes 10 -
Numero de iteraciones t total de pasos de tiempo de la simulacién 100 -
infectados iniciales Ninf Numero de agentes que comienzan con estado infectado 1 -

Tabla 2.2: Tabla de parametros de las simulaciones

Grafo Erdos-Renyi B=0.4
25 1 1

—— Numero promedio diario

= = N
o vl o

NUmero de casos diarios

w

0 20 40 60 80 100
Tiempo (dias)

Figura 2.9: Curva de contagios promedio de 20 simulaciones para un grafo Erdos-
Renyi

En la figura es posible observar que la curva promedio crece en los primeros
40 periodos de tiempo hasta llegar a 17 infectados, posteriormente en los préximos
10 periodos de tiempo comienza a descender rapidamente a 3 individuos infectados.
Después, entre el periodo 50 y 60, se mantiene el nimero de infectados en 3 y empieza
a incrementar a partir del tiempo 65 formando una nueva curva de contagios con su
punto mas alto en el periodo 85 con 10 infectados. En los ultimos 15 periodos de
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Figura 2.10: Curva de contagios de 3 simulaciones elegidas aleatoriamente del en-
samble de 20 simulaciones para un grafo Erdos-Renyi

tiempo, la segunda curva de contagios promedio decrece en el nimero de infectados
con menos de 5 al final de la simulacién. Observando la figura se puede deducir
que, en general, las simulaciones presentan 2 picos de contagio en los primeros 100
periodos de tiempo. Para ilustrar esto, se incluyen en las figuras [2.10a), [2.10b)| y
, en las que se muestran 3 simulaciones elegidas aleatoriamente de las 20 totales.
En la ﬁgura ocurre un solo pico de contagios, el cual se da en los primeros
40 periodos de tiempo de la simulacién y alcanza un punto maximo de 24 infectados.
A partir del tiempo 75, comienza a aparecer una nueva curva de contagios que llega
a 15 infectados pero no alcanza su punto méximo antes de llegar al tiempo 100.
Por otra parte, en los primeros 50 periodos de tiempo, en la ﬁgura se observa
un comportamiento parecido al de la figura con la diferencia de que la
solo alcanza 21 infectados en su pico mas alto. Sin embargo, después del tiempo 50,
la curva de contagios aumenta progresivamente de 1 infectado a 7 en el tiempo 70,
luego crece rapidamente hasta alcanzar su punto mas alto con 20 infectados en el
periodo 78. Luego la curva de infectados decae velozmente y, al llegar al periodo 90,
se tienen 0 infectados que se mantienen hasta concluir la simulacién.
Por dltimo, la simulacién correspondiente a la figura ?? muestra también 2 olas de
contagio. La primera ola ocurre en los primeros 50 periodos de tiempo con un pico
maximo de 23 infectados que se da en el tiempo 36, mientras que la segunda ola
ocurre en el resto de la simulacion alcanzando un punto méaximo de 20 infectados en
el tiempo 90 y llegando a 0 infectados al final de la simulacién.

Simulaciones para un grafo Barabasi-Albert
Los resultados para el grafo Barabasi-Albert en la figura [2.11] muestran una curva
promedio con 2 picos de contagio. El primer pico de contagio ocurre alrededor del
tiempo 37 con 13 infectados, mientras que el segundo pico se da en el tiempo 90
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Capitulo 2. Modelos epidemiolégicos compartimentales y basados en agentes.

alcanzando 9 infectados. Los puntos méaximos de las olas de contagio en las figuras
y ocurren en periodos de tiempo muy similares, pero la curva promedio
correspondiente al grafo Barabasi-Albert tiene picos de contagios menos altos y con
caidas menos prominentes en el niimero de infecciones entre ambos picos de contagio.
Siguiendo la misma metodologia que para el grafo Erdos-Renyi, vamos a elegir 3

Grafo Barabasi-Albert =0.4
25 !

—— NuUmero promedio diario

201

151

10

Ndmero de casos diarios

0 20 40 60 80 100
Tiempo (dfas)

Figura 2.11: Curva de contagios promedio de 20 simulaciones para un grafo Barabdsi-
Albert

simulaciones individuales del conjunto de las 20 realizadas de forma aleatoria para
analizar su comportamiento.

En la figura[2.12a)|se puede notar que hay una sola ola de contagio que alcanza su
punto maximo con 23 infectados al tiempo 40. Posteriormente, la curva promedio cae
rapidamente y, alrededor del tiempo 42, la epidemia se desvanece por el resto de la
simulaciéon. En cambio, en la figura se tienen 2 picos de contagio, el primero
es parecido al de la figura , ya que llegan al mismo punto méaximo aproxi-
madamente y ocurre en un periodo de tiempo similar. El segundo pico de contagio
comienza a crecer alrededor del tiempo 65 y alcanza su punto més alto en el tiempo
90 con 18 infectados. Finalmente, en la figura se puede observar que ocurren
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Figura 2.12: Curva de contagios de 3 simulaciones elegidas aleatoriamente del en-
samble de 20 simulaciones para un grafo Barabasi-Albert

2 olas de contagio, sin embargo, la segunda ola no alcanza su pico maximo antes de
terminar la simulacién. La primera ola de infecciones se presenta en los primeros 50
periodos de tiempo, llega a su punto maximo alrededor del tiempo 40 y desciende a
1 infectado al tiempo 50. La segunda curva comienza a crecer a partir del periodo 60
de manera escalonada y llega a 14 infectados al término de la simulacién.

En general, en la dindmica de los contagios de las simulaciones para ambos grafos
se puede notar que hay 2 olas de contagio. Los resultados muestran que cuando la
poblacion tiene una estructura de grafo Barabasi-Albert los contagios crecen menos
que con un grafo Erdos-Renyi y, en promedio, los picos méaximos de contagio de las
simulaciones ocurren casi en los mismos periodos de tiempo.

Una vez revisados los resultados de las simulaciones, en el siguiente capitulo se ha-
blaré del concepto de riesgo y de como es que se realizé la implementacion del mismo
al modelo epidemiolégico explicado anteriormente en esta seccién.
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Capitulo 3

Riesgo

3.1. ;Qué es el Riesgo?

El concepto de riesgo ha sido concebido de diversas formas por varios autores
como D. Varnes, P. Blaikie y S.D. Aneas[39] [40, 41]. Se ha incorporado a distintas
disciplinas tanto cientificas como sociales tales como la politica, economia, geologia
y medicina. Hay que tomar en cuenta que la idea del riesgo depende del contexto en
el que se piensa e incluso, dentro del mismo marco de estudio, puede ser cualitativo
o cuantitativo [40].En términos generales, David J. Varnes (1984) define el riesgo
como:

Riesgo = Vulnerabilidad x Exposicion x Peligro.

Los conceptos de David J. Varnes que conforman la ecuacion anterior tienen un en-
foque en la geologia y deslizamiento de terreno, pero también son aplicables a otros
campos como las finanzas o la ecologia [41], 42 [40].

La palabra vulnerabilidad proviene del latin “vulnerae” que significa ‘que puede ser
herido o lesionado’. P. Blaikie, por otro lado, la define como [39]: “caracteristicas
de una persona o grupo, desde el punto de vista de su capacidad para anticipar,
sobrevivir, resistir y recuperarse del impacto de una amenaza natural. Implica una
combinacion de factores que determinan el grado hasta el cual la vida y la subsisten-
cia de alguien queda en riesgo por un evento distinto e identificable de la naturaleza
o de la sociedad”.

Una persona es vulnerable cuando puede presentar pérdidas o danos por algin
fenémeno natural. En caso de una epidemia, por ejemplo, pensariamos en una enfer-
medad como el fendmeno natural y la persona vulnerable seria aquella que es capaz
de ser contagiada [41]. La vulnerabilidad se relaciona con el efecto o consecuencias
que ocurren, pero no con el proceso natural en si mismo como menciona J. Lewis



3.2. Estimacién de Riesgo.

en [43]. Regresando al contexto de una epidemia, si un individuo tiene mayores po-
sibilidades de presentar complicaciones (o incluso la muerte) debido a la infeccién
de un patogeno, dicho individuo es mas vulnerable que alguna otra persona que no
presenta reacciones graves a la misma enfermedad.

Peligro, por otro lado, es el evento que causa las pérdidas de gravedad donde se
produce. Segin S.D. Aneas en [44] -“Peligro implica la existencia del hombre que
valora que es un dano y qué no”. Esto supone que es un concepto mas abstracto y
hace alusién a la descripcion de la percepcion de un fenémeno potencialmente danino
[39]. Por ejemplo, en una poblacién con una epidemia presente, el peligro puede ser
percibido por distintos individuos en diferentes magnitudes. Esto se pudo observar
durante la pandemia de covid-19, en donde particularmente adultos jovenes no se-
guian las recomendaciones de distanciamiento social ya que no consideraban que la
enfermedad representara un peligro para su salud [45].

La exposicion, en contraste, se define como qué tan propenso se estda a un fenémeno
que sea potencialmente danino de forma fisica, econémica, social o ambiental [46].
Podemos pensar, como ejemplo, en una persona que camina en una montana mientras
ocurre una tormenta eléctrica. Si camina en zonas elevadas con pocos arboles, tendra
una exposiciéon mayor a la caida de un rayo, que en este caso representa un fenémeno
potencialmente danino. En cambio, estard menos expuesto si elige esperar debajo
de una cueva a que la tormenta desaparezca para seguir caminando. En términos
epidemioldgicos, la exposicion se refiere al evento en el que una persona susceptible a
una enfermedad ha estado en contacto con una persona en estado infeccioso [47]. La
frecuencia y la intensidad con la que un individuo se expone a la transmision de una
enfermedad determina qué tan sujeto estd de ser contagiado [48]. Conocer a fondo
el concepto de riesgo y poder cuantificarlo adecuadamente al contexto en el que se
utiliza es de gran ayuda para diversas aplicaciones de la epidemiologia como la pre-
diccion de contagios en una poblacion y la implementacion de medidas de prevenciéon
para reducir la transmisién de una enfermedad [47]. En la siguientes secciones de este
capitulo, se explicara la forma en la que se estima el riesgo, después se presentara
la manera en la que se anade el concepto y la estimacion de riesgo al modelo epide-
mioldgico y, por ultimo, se mostraran los resultados de simulaciones numéricas de la
estimacion de riesgo en una epidemia.

3.2. Estimacion de Riesgo.

A continuacion explicaremos la propuesta de cémo estimaremos numéricamente
el riesgo de cada agente para el modelo epidemiolégico, asi como la idea de la per-
cepcién de riesgo y su importancia en trabajos como "Risk perception in epidemic
modeling” v "Human disease-behavior interactions on complexnetworks models: in-
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Capitulo 3. Riesgo

corporating evolutionary game into epidemiology” [49] 5.
La percepcién del riesgo se refiere al juicio subjetivo de las personas sobre la pro-
babilidad de eventos negativos o daninos como lesiones, enfermedades y la muerte
[50]. Este concepto es de importancia ya que determina las situaciones o eventos en
los cuales un individuo toma precauciones para evitar algin dano. La percepcion del
riesgo, en un contexto epidemioldgico, es la forma en la que un individuo reconoce la
posibilidad que tiene de contraer la enfermedad y los efectos de esta. Sin embargo, la
percepcion puede no estar relacionada con el riesgo real que se tiene. Para efectuar la
estimacion numérica de riesgo del modelo de este trabajo, nos basamos en el modelo
de percepcién del riesgo de F. Bagnoli en [49], en donde se propone lo siguiente:
Sea s el nimero de vecinos infectados de un nodo susceptible al que llamaremos nodo
1; y sea k el nimero de vecinos totales del nodo i. F. Bagnoli introduce el pardmetro J
y lo define como el nivel de precaucién tomado por los individuos ante la enfermedad;
y el parametro o < 1, el cual representa la percepcién de qué tan expuesto se esta;
asi como el parametro H, el cual representa la influencia global sobre la poblacién,
por ejemplo, noticias mediaticas, alarmas del gobierno, etc. Entonces, la percepcién
del riesgo del nodo i se calcula con la siguiente férmula propuesta por F. Bagnoli en
[49]:
S (0%

I(s, k) = exp{—[H + J (E> 1} (3.1)
Después, la probabilidad de que un individuo susceptible sea contagiado por un
vecino en estado infectado, llamada 7, es reemplazada por 71(s, k) en la ecuacién
[3.2] la cual describe la dindmica de contagios de la fraccién ¢ de individuos en estado
infectado, dada por:

= zk: (k> (1—e)" 1 —(1-1)], (3.2)

S
s=1

donde ¢ = ¢(t) y ¢ = c¢(t+1). Al realizar simulaciones numéricas para estudiar el
efecto que tiene la percepcion del riesgo sobre el curso de la epidemia, los resultados
de F. Bagnoli muestran que, al incrementar I(s, k) de forma lineal por medio del
parametro J, se puede controlar la epidemia para estructuras de red con conectividad
homogénea por medio del incremento de la precaucion en la poblacion, siempre que
se puede aumentar la percepcion del riesgo hasta el punto en el que se extingan los
contagios [49)].

En contraste, para redes no homogéneas como las redes de escala libre, incremen-
tar el valor de J no es suficiente, por lo que es necesario incrementar la percepcién
del riesgo de forma no lineal, por medio del parametro a [49]. Esto quiere decir que
cuando se tienen redes no homogéneas, el aumento de la precaucién en la poblacion
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por si solo no alcanza a mitigar el esparcimiento de la enfermedad, por lo que es
necesario aumentar la percepcion de la exposicion a los contagios para poder frenar
la epidemia.

Una vez que se ha revisado el concepto y el célculo de la percepcion del riesgo pro-
pueta por F. Bagnoli, vamos a dar algunas definiciones y a explicar el desarrollo del
modelo de estimacion de riesgo de este trabajo.

Definicién 3.1: Sea G(V, E) un grafo (ver apéndice A). La vecindad de in-
fectados o de susceptibles del nodo i € V' se define como el conjunto de nodos
j € V conectados con i, es decir (i,7) € E, y cuyo estado epidemioldgico es
infectado (I) o susceptible (S), y se denota como N} y N§, respectivamente.

A manera de ejemplo, si consideramos el grafo mostrado en la figura (3.1), la
vecindad de infectados del nodo con etiqueta 1 es N} = {2,3} y la de susceptible es
N} = {4,5}.

Definicién 3.2: Sea j € N un nodo vecino al nodo i en estado susceptible.
Diremos que el conjunto de vecinos de j en estado I, es decir [V }, forman el
segundo conjunto de vecinos infectados mas cercanos al nodo ¢ mediante j. Y
la sequnda vecindad infectada del nodo i se define como N}Q = UjeNé Nj.

Por ejemplo, para el grafo mostrado en la figura (3.1)), la segunda vecindad de
infectados del nodo 1 es el conjunto de nodos Nj, = {11, 12}.

Definicién 3.3: Definimos la percepcion del riesgo del nodo i como:

con k; el grado de nodo de j y | - | la cardinalidad del conjunto.

Definicién 3.4: El peligro del nodo i se define como :

Peligro(i) = 1 — exp{—H,} . (3.3)
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Definicién 3.5: La exposicion del nodo i se define como :

N
Exposicion(i) =1 — exp{—J; <| l{;1|) +, (3.4)

con J; > 0 el nivel de precaucién tomado por el nodo 7 ante la enfermedad y
k; el grado de nodo de i.

En este trabajo de tesis, la vulnerabilidad del nodo ¢, la consideramos como un
pardmetro en el intervalo [0, 1], el cual representa el grado de fragilidad del agente en
cuestiéon ante la enfermedad generada por la epidemia. Por ejemplo, este parametro
puede considerar a personas de la tercera edad, con obesidad o con alguna comor-
bilidad como diabetes o hipertension arterial, lo cual hace que el individuo se ma-
yormente afectado por la epidemia. Para los propositos de estudio de esta seccion,
consideramos la vulnerabilidad como una constante de valor igual a 1, esto implica
que toda la poblacién es igual de vulnerable a la enfermedad [51]. De esta forma, la
estimacion del riesgo depende principalmente de los valores de peligro v exposicion,
sin embargo, también se podria analizar el efecto que tiene la vulnerabilidad sobre
el proceso de la epidemia.

Definicién 3.6: Definimos el riesgo del nodo i como:

Riesgo(i) = B* (1 — (1 — Peligro(i))(1 — Exposicion(i)) * Vulnerabilidad(i) ,

donde S es la probabilidad de infeccién.

Sustituyendo Vulnerabilidad(i) = 1 en la ecuacién anterior, podemos reescribir
la ecuacién para estimar el riesto de forma explicita como:

Riesgo(i) = (3 * <1 — exp{— Z |JZ—5| +J (%)a }>

ESE

= 5+ (1 eap{~ H +J (’%)a} 1. (3.5)

La féormula de riesgo se basa principalmente en los conceptos de riesgo de D.
Varnes y en el modelo de percepcién de riesgo de F. Bagnoli. Observando la ecuacion
, podemos destacar que la similitud de esta con la ecuacién se encuentra
en el término exponencial, en el cual inicamente se reemplaza a H por H;.

En contraste con el modelo de percepcion de riesgo de F. Bagnoli en el que se
estudia el efecto de diferentes valores de J y «, en este trabajo fijamos J =1, a =1
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y se varia el valor de H; dependiendo del tamano de la sequnda vecindad infectada
del nodo © durante la epidemia.

La motivacién de la formulacién de la ecuacién (3.5) es tener una expresién que
presente el valor del riesgo en funcién del peligro y la exposicién, particularmente
buscando que al aumentar el peligro o la exposicién incremente el riesgo de un agen-
te. Examinando la ecuacion se puede deducir que la expresion con la que se
calcula el peligro se comporta como una funcién monodtona creciente con variable
independiente H;, esto quiere decir que entre mayor sea el valor de H; mayor sera
el valor del peligro para un nodo. En cambio, asumiendo que J =1y a =1 en la
ecuacion , la expresion de la exposicion se comporta como una funcién monéto-
na creciente con variable independiente |N?|/k;. Ahora veamos la ecuacién , en
donde cualquiera de los dos términos H; y |N¢|/k; causan que el riesgo se eleve al
aumentar de valor. De esta forma obtenemos una expresién para calcular el riesgo
con las condiciones deseadas mencionadas anteriormente, en donde el propdsito del
producto de [ es escalar el valor de riesgo acorde a la probabilidad de infeccién del
modelo epidemiolégico.

3.3. Modelo SEIRS con Riesgo.

En esta seccion consideremos un modelo SEIRS en una poblacion de agentes

conectados en una red compleja y en donde la dinamica de contagias es la misma
que usamos los capitulos dos y tres del presente trabajo de tesis. La principal variante
en esta seccion es que en cada iteracion, se calcula el valor del peligro y exposicién
por medio de las ecuaciones y (3-4), respectivamente, y se calcula el riesgo
para cada agente de acuerdo con la ecuacién , tomando, por simplicidad, a la
vulnerabilidad de todos los agentes como uno y a los parametros J =1y a = 1.
En la figura|3.1} se muestra un ejemplo de un grafo en la iteracién ¢ de una simulacion,
en la cual los nodos de color blanco y rojo representan a los agentes en estado
susceptible e infectado, respectivamente. En la tabla [3.1] se observan los valores de
peligro, exposicién y riesgo para cada uno de los agentes del grafo en la figura
cuando § = 0.4.

En este caso, la tabla muestra que los nodos 2 y 3 son los que tienen mayor
riesgo en el tiempo t. Es interesante notar que existe un mayor efecto numérico
del valor del peligro sobre el célculo del riesgo. Particularmente, el nodo 3 tiene un
valor de peligro alto (porque todos sus vecinos son susceptibles y cada uno tiene un
alto porcentaje de vecinos infectados) pero no tiene ningiin vecino directo en estado
infectado, por lo que tiene una exposicion nula. Esto ocurre ya que, en la ecuacién

i «
, cuando se toman valores de J =1y a = 1, el término J <UZ—I|> esta acotado
por el intervalo [0, 1], mientras que el término H; suele ser mayor y no esta acotado
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Figura 3.1: Ejemplo del estado de los agentes en una red en una iteraciéon dada ¢.

’ Nodo ‘ Peligro ‘ Exposicién ‘ Riesgo ‘
1 0.486 0.393 0.275

2 0.776 0.283 0.336
3 0.917 0 0.367
4 0.393 0.283 0.226
) 0.393 0.283 0.226
6 0 0.632 0.252
7 0 0.632 0.252
8 0 0.632 0.252
9 0 0.632 0.252
10 0.283 0 0.1138
11 0.283 0 0.1138
12 0.283 0 0.1138
13 0.283 0 0.1138

Tabla 3.1: Valores de peligro, exposicién y riesgo para cada uno de los agentes en la
figura (3.1)) cuando g = 0.4.

superiormente por 1. Sin embargo, se puede notar en la figura que estos nodos
se encuentran en estado infectado, razon por la cual resulta redundante analizar los
valores de peligro, exposicion y riesgo en un contexto real. De esta forma, solo se
realiza el calculo de estos valores para agentes infectados como referencia numérica.
Al interpretar estos datos en un experimento numeérico aplicado a un contexto real, es
de mayor importancia revisar los valores para aquellos nodos en estado susceptible,
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3.3. Modelo SEIRS con Riesgo.

aunque la informacion obtenida de los infectados también puede ayudar a tener una
perspectiva general sobre el riesgo a nivel poblacional.

Para mostrar los resultados numéricos obtenidos al calcular el peligro, exposicién y
riesgo de la poblacion de agentes, se presentaran varias series de tiempo que muestran
c¢émo evolucionan estos valores durante la epidemia. Se usaran las mismas estructuras
de grafos que para los resultados mostrados en el capitulo 2 (seccién 4), es decir,
grafos aleatorios Erdos-Rényi y Barabasi-Albert con probabilidad de conexién de
p = 0.6 y un valor de m = 10 para el nimero de conexiones por cada nodo anadido
(ver apéndice A), respectivamente. Los pardmetros iniciales son los mismos que se
muestran en la tabla2.2] En la figura[3.2]se pueden observar tres series de tiempo que
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Figura 3.2: Exposicién, peligro y riesgo para una poblacion con estructura Erdos-
Renyi

describen el comportamiento de la exposicion, el peligro y el riesgo de una simulacién
para el caso en que los agentes se conectan mediante un grafo del tipo Erdos-Rényi.
En especifico, en la figura [3.2la se muestra cémo la exposicién de los nodos crece
hasta llegar a su punto maximo en un valor de alrededor de 0.4 antes de la iteracién
40, luego desciende rapidamente y algunas iteraciones después, la exposicién de los
nodos es minima, sin embargo, nuevamente comienza a incrementar el valor de la
exposicion para alcanzar otro maximo en 0.4 en el periodo de tiempo 80. Por 1ltimo,
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vuelve a caer el valor de la exposicion después de su punto mas alto y, en el tiempo
85, los valores de exposicién de los nodos se minimizan. Por otro lado, la figura |3.3
muestra la curva de contagios de la simulacion correspondiente a las series de tiempo
de la figura 3.2l Se puede notar que la dindmica de los valores de exposicién se
asemeja a la de los contagios, sobretodo en los periodos de tiempo de los puntos méas
altos y mas bajos de ambas curvas. Esto se puede explicar por la forma en la que se
construye el cdlculo de la exposicién con la ecuacién [3.4] en donde al incrementar los
contagios es mas probable que crezca el nimero de vecinos infectados de un nodo, tal
y como se observa en la figura[3.4la, lo que ocasiona un aumento en la exposicién. En
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Figura 3.3: Curva de contagios de la simulacién correspondiente a los valores de la

figura

la figura [3.2|b se puede apreciar que el peligro comienza a crecer desde el inicio de la
simulacion, alcanza aproximadamente un valor de 0.8 en la iteracién 10, disminuye
a 0.5 antes del tiempo 15 y luego vuelve a crecer paulatinamente hasta llegar a un
maximo de 0.95 alrededor del tiempo 25. Después se presenta una caida en los valores
y llega a 0 en la iteracion 30, se mantiene de esa forma hasta el tiempo 40, donde
comienza a crecer minimamente el peligro para algunos nodos. Al llegar el tiempo 60,

41



3.3. Modelo SEIRS con Riesgo.

el peligro vuelve a crecer considerablemente tomando valores de aproximadamente
0.2 y continta incrementando hasta un méximo de 0.9 en el tiempo 70. Nuevamente
el peligro decae y llega a 0 para los nodos entre el tiempo 75 y 80. El resto de la
simulacion, la mayoria de los nodos permanece con peligro nulo y, solo para algunos
agentes, llega a haber pequenos incrementos no significativos. Los puntos mas altos
en los valores de peligro ocurren alrededor de 10 periodos de tiempo antes que los
de la exposicion, esto también implica que las curvas del peligro comienzan a crecer
antes que las de la exposicién. Lo anterior se debe a que, como se puede observar
en la figura [3.4]b, el valor de H; crece hasta su méximo en los primeros 30 periodos
de tiempo y afecta directamente el calculo del peligro como se puede apreciar en
la ecuacién [3.3] Observando la imagen podemos ver dos conjuntos de lineas de

0.6
0.5
SZ 0.4 4
0.3
kz 0.2 1
0.1
0.0 1

Tiempo (dias)

Figura 3.4: H; y # para una poblacién de N = 50 agentes conectados con una
estructura Erdos-Renyi

diferentes colores, aquellas en azul corresponden a los valores de la percepcion del
riesgo calculados por medio de la ecuacién |3.1) de F. Bagnoli, mientras que las lineas
en tonalidades rojizas son el riesgo calculado con la ecuacién [3.5] Los valores de la
percepcion del riesgo se disparan a un punto maximo de 0.4 al inicio de la simulacién
y van decreciendo progresivamente hasta llegar a un punto minimo de 0.25 en el
tiempo 35, luego comienza a crecer hasta regresar a su punto maximo en el tiempo
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45 y poco a poco vuelve a caer el valor a 0.25 en el tiempo 80. Sucesivamente crece
una ultima vez a su punto méaximo de 0.4 en el tiempo 90 y se mantiene de esa
forma por el resto de la simulacién. En contraste, el riesgo calculado con la ecuacién
presenta una dinamica similar a la del peligro durante los primeros 30 periodos
de tiempo y también entre el tiempo 50 y 75. Sin embargo, del tiempo 30 al 40 el
valor del riesgo no cae por completo a 0 y comienza una pequena curva que llega
a un maximo de 0.15 en el tiempo 35 y comienza a descender por los préximos 10
periodos de tiempo. Esto mismo se repite del tiempo 75 al 90, en donde nuevamente
y a diferencia del peligro, el valor del riesgo comienza a descender pero no llega a 0
y crece brevemente hasta el tiempo 80. Finalmente comienza a decrecer el riesgo y
se vuelve casi nulo al final de la simulacion.

Analizando los resultados para el grafo Barabasi-Albert, en la figura se presentan
valores de exposicion, peligro y riesgo mas heterogéneos que cuando se tiene un grafo
Erdos-Renyi. Es decir, en comparacién con la figura [3.2] se puede notar que el rango
de valores para un grafo Barabasi-Albert tienden a estar en un intervalo mas amplio.
En la figura [3.5a el valor de la exposicién de los nodos comienza a subir en los
primeros 30 periodos de tiempo hasta llegar a un punto maximo en un rango de
valores que va desde 0.1 hasta 0.4 alrededor del tiempo 40. Después, el valor de la
exposicién baja a un rango de valores de 0 a 0.15 y contintia de esta forma hasta
el tiempo 70, luego comienza a crecer hasta un intervalo maximo de 0.1 a 0.5 en
el tiempo 95. Al igual que para un grafo Erdos-Renyi, los puntos més altos en los
valores de la exposicién ocurren a la par de los picos de contagio de la epidemia como
se puede observar en las figuras[3.5la y[3.6] Asi, los puntos maximos de la figura[3.7 a
se presentan en los mismos periodos de tiempo que los valores de exposicion, lo cual
se puede explicar por la forma de la ecuacién [3.4]

Por otra parte, en la figura[3.5]b la forma de la curva del peligro es parecida a la[3.2/b
del grafo Erdés-Renyi, pero nuevamente se presentan valores dentro de un intervalo
en el que algunos nodos tienen mayor peligro a lo largo de toda la simulacién. En
los primeros 40 periodos de tiempo, el peligro tiene 3 curvas diferentes, la primera
ocurre del tiempo 0 al 7 con punto méaximo de 0.5 al tiempo 5, la segunda va del
tiempo 7 al 20 con un maximo de 0.9 en el tiempo 10 y la tercera se da del tiempo 20
al 40 con un maximo de 0.95 en el tiempo 30. Posteriormente, el peligro disminuye
y, del tiempo 40 al 60, es casi nulo para la mayoria de los nodos. Del tiempo 60 al 70
comienza a incrementar el peligro para algunos nodos y continia creciendo de forma
mas pronunciada hasta alcanzar su punto maximo de 0.9 en el periodo 85. Al final
de la simulacién el peligro vuelve a disminuir para la mayoria de los nodos. Similar a
los resultados del grafo Erdos-Renyi, los puntos maximos de la figura [3.5/b ocurren
a la par que los de la figura[3.7}b y, en general, tienen formas parecidas gracias a la
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Figura 3.5: Exposicion, peligro y riesgo para una poblaciéon de N = 50 agentes
conectados con una estructura de Barabési-Albert.

manera en la que se construye la ecuacién [3.3| con la cual se calcula el peligro.

Los resultados del riesgo de la figura [3.5l¢ se presentan en el mismo formato que
en la[3.2]c, es decir, se muestran las graficas de los valores del riesgo de la ecuacién
y, en color azul, aquellos de la percepcién del riesgo de la ecuacién [3.1] Loa
valores de la percepcién del riesgo se comportan similares a los de la figura[3.2lc. En
los primeros 20 periodos de tiempo se mantiene estable en un valor de 0.4 para la
mayoria de los nodos, luego comienza a descender hasta un punto minimo de 0.25
en el tiempo 40. Después comienza a subir la percepcion del riesgo y regresa a un
valor de 0.4 en el tiempo 50 y continua de esta forma hasta por aproximadamente
10 periodos de tiempo. Del tiempo 60 al 95, el valor disminuye paulatinamente a
0.25 en el tiempo 95 y, por tultimo, crece a un valor de 0.35 al concluir la simulacion.
En contraste, el riesgo de la ecuacion 3.5 empieza la simulacién con valores entre 0
y 0.2 en los primeros 10 periodos de tiempo, luego crece a un rango de 0.15 a 0.35
y, al tiempo 20, baja a valores de 0.05 a 0.25. Después continiia creciendo hasta
alcanzar un maximo de 0.4 en el tiempo 30 y disminuye su valor alrededor de 0.1
en el tiempo 40. Comparando las formas de las curvas de [3.5/b y [3.5] ¢, se puede ver
que el riesgo se comporta de forma parecida al peligro en los primeros 35 periodos de
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Figura 3.6: Curva de contagios de la simulacién correspondiente a los valores de la

figura [3.5]

tiempo. Del tiempo 35 al 60, el riesgo decrece de forma mas pausada que el peligro
y no llega a valores tan cercanos a 0. Esto se debe a la forma en la que el riesgo,
calculado mediante la ecuacién [3.5] se expresa en funcién del peligro y exposicion.
Por ejemplo, del periodo 40 al 50 los valores del peligro son casi nulos, sin embargo,
los de la exposicién son significativos y afectan directamente el calculo del riesgo.
Ambas gréaficas también presentan una similitud entre el tiempo 60 y 90, en donde
crece una curva hasta un punto maximo en el periodo 85. En los tultimos 10 periodos
de tiempo el riesgo no se ve tan afectado por el peligro, pero si muestra un breve
aumento provocado por el crecimiento de la exposicion en este tiempo.

En general, los resultados muestran que los puntos mas altos de los valores de la
exposicion ocurren al mismo tiempo que se alcanzan los picos de contagio de la
epidemia. Por otra parte, el peligro llega a sus puntos méximos alrededor de 10 a 15
periodos de tiempo antes de que la exposicién alcance su punto mas alto debido a
la forma en la que se comporta el valor de H; y la ecuacién [3.3] El riesgo se ve més
afectado por el peligro, sin embargo, al caer el valor del peligro se puede observar
que la exposicién tiene un efecto sobre el riesgo después de que este alcanza su punto
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Tiempo (dias)

Figura 3.7: H; y £+ para una poblacion de N = 50 agentes conectados con estructura
Barabasi-Albert.

maximo.
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Introduccion a la Teoria de Juegos.

La teoria de juegos es una rama de las matematicas la cual se enfocada al estudio
de las elecciones y las estrategias éptimas de un individuo cuyos beneficios dependen
tanto de las propias decisiones como de las que elijan aquellos con quienes interactiia.
En general, la teoria de juegos investiga la interaccion entre agentes y sus decisiones
[52]. Las aplicaciones de esta teorfa pueden variar desde su uso en biologia, ciencias
sociales, relaciones internacionales, politica y, principalmente, en economia [53].

La teoria de juegos es usada para conocer los comportamientos y estrategias que tie-
ne un grupo de individuos al competir por algin recurso [52]. Esto se puede aplicar
también a sistemas biol6gicos y/o sociales, tal es el caso del reino animal, ya que
en algunas especies se han estudiado los beneficios de la cooperacion mutua en una
poblacién [52]. Por otra parte, en el contexto de la economia, la teoria de juegos es
usada para mejorar las estrategias de las companias en el mercado [52].

La teoria de juegos tiene sus origenes en el ano 1928, cuando John von Neumann ob-
servo que algunos juegos eran también ttiles en la resolucion de problemas econémi-
cos [52]. En su libro Theory Games and Economic Behavior, publicado en 1944, ya
aplicaba nociones de teoria de juegos en la economia. Vale la pena destacar que esta
publicacién es considerada como el inicio de la teoria de juegos moderna [52} 54]. Sin
embargo, von Neumann estaba mas interesado en la aplicacion de la teoria de juegos
en escenarios politicos y de conflictos bélicos, incluso llegd a proponer un modelo
del periodo histoérico llamado la guerra fria por medio de un juego en el que los
participantes eran Estados Unidos de América y la Unién de Republicas Socialistas
Soviéticas (URSS, hoy llamada Federacién de Rusia) [52].

Para poder describir los elementos basicos que conforman un juego, primero debemos
dar algunas definiciones bésicas.
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4.1. ;Qué es un juego?

Los elementos bésicos que componen un juego son [52]:
1. Un numero (finito) de jugadores M = {ay,ag, ..., a,}.

2. Un conjunto de estrategias S; = {51, ...,95,} asignado a cada jugador i € M.
La combinacién de todos los conjuntos de estrategias S = [],.,, S es llamado
el espacio de estrategias.

3. Una funcién de utilidad u; : S — R, la cual representa el pago que el jugador ¢
recibird si selecciona una estrategia dada en S. Las utilidades dependen también
de las elecciones de los demas jugadores, por lo que se suele representar las
recompensas de todos los jugadores como una matriz de utilidades.

En resumen, un juego se compone de un nimero finito de jugadores; cada jugador
tiene opciones sobre cémo reaccionar y nos referiremos a estas opciones como las
estrategias del jugador y, para cada estrategia elegida, cada jugador obtiene una
recompensa llamada wutilidad, que también depende de las elecciones de los demas
jugadores.

Por ahora nos concentraremos en juegos en donde solo participan dos jugadores y en
donde cada uno de ellos tiene dos posibles estrategias a elegir. Vale la pena destacar
que el caso de un mayor numero de jugadores es posible, sin embargo, es un area de
investigacion actual cuya descripcion estd fuera del alcance de este trabajo de tesis.
A manera de ejemplo, consideremos un juego hipotético donde el jugador uno puede
seleccionar una estrategia del conjunto S; = {A, B}, mientras el jugador dos puede
elegir una estrategia del conjunto Sy = {C, D}. Dependiendo del juego, puede ocurrir
que A =C 6 B = D. Las entradas de la matriz de utilidades son las ganancias que
reciben los jugadores al seleccionar alguna estrategia en particular. Supongamos que
el jugador uno elige la estrategia A y el jugador dos la estrategia C', entonces la
entrada (2, 1) indica que el jugador uno recibe una utilidad de cuatro por ejemplo, y
el jugador dos recibe una utilidad de tres. De esta forma se pueden asignar el resto
de las entradas de la matriz de la utilidades tal y como podemos ver en la figura 4.1

En la siguiente seccion expondremos sobre como los jugadores pueden modificar sus
estrategias basados en sus utilidades.

48



Capitulo 4. Introduccién a la Teoria de Juegos.

Jugador 2

C D
Jugador 1 (4,3) | (0.1)
(2,2) | (1,0

Tabla 4.1: Ejemplo de una matriz de utilidad para un juego entre dos jugadores cuyas
estrategias son lso conjuntos S; = {A, B} y Sy = {C, D}.

4.2. Razonamiento en un juego

La teoria de juegos aborda el estudio de como los agentes toman decisiones ra-
ctonales en un juego o situacién, donde por racional nos referimos a que la eleccién
de una estrategia en particular se basa en la estimacién del valor y del coste. Es este
sentido, algunas de las principales hipdtesis hechas en la teoria de juegos son [53]:

» Los jugadores se preocupan tinicamente por su recompensa y/o utilidad.

» Cada jugador conoce la estructura del juego. Es decir, los jugadores conocen sus
posibles estrategias y las utilidades que estas generan. Igualmente, cada jugador
conoce las posibles estrategias y utilidades del (o de los) otro(s) jugador.

» Cada jugador elige la estrategia que maximiza su utilidad, dada sus estimacio-
nes sobre la estrategia que seleccionara su oponente.

Este modelo de comportamiento individual es llamado de “racionalidad”. La teoria
de juegos como teoria de racionalidad busca ofrecer las mejores decisiones dadas las
preferencias de los jugadores [53].

Usualmente, en un juego cada jugador busca maximizar su utilidad y, por medio de la
racionalidad, elige la estrategia correcta para maximizar su utilidad. Cabe recalcar
que estas hipotesis no son unicas al hablar sobre teoria de juegos. Existen, en la
literatura sobre el tema, algunas otras hipétesis a considerar como por ejemplo juegos
en los que un jugador no conoce la estructura completa del juego, las estrategias o las
utilidades de sus oponentes; o bien, juegos en los que los jugadores van adquiriendo
experiencia al jugar y por tanto van mejorando sus elecciones de estrategias a través
del tiempo e incluso juegos en los que los jugadores no tiran simultdneamente, entre
otros [52), 53].

4.3. Algunos juegos importantes.

A continuacion se hablard sobre algunos de los juegos més estudiados en la teoria
de juegos y, posteriormente, en la siguiente seccion se explicara el concepto de equi-
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librio de Nash y su aplicacion en uno de estos juegos.

4.3.1. Dilema del Prisionero.

Uno de los juegos mas importantes que es usado ejemplificar la teoria de juegos
es el dilema del prisionero, el cual es el siguiente [52]:
Dos individuos fueron capturados por la policia y estan siendo interrogados en cuar-
tos separados. La policia sospecha que ambos fueron responsables por un robo, pero
no hay suficiente evidencia para condenarlos por dicho robo. Sin embargo, ambos
se resistieron al arresto, por lo cual los pueden condenar a un ano ya que es un
crimen menos severo. A cada individuo le proponen lo siguiente -“Si confiesas y tu
companero no lo hace, entonces te liberamos y tu companero sera condenado por el
crimen. Tu confesion sera suficiente para que lo condenen por el robo y vaya a prisién
durante 10 anos. Sin embargo, si ambos confiesan el crimen del robo, la sentencia
serd menor por admitir la culpa y ambos irdn solo 4 anos a prisién. Si ninguno con-
fiesa, no se puede condenar a ninguno por el crimen del robo por lo que solo se les
dara la sentencia por resistir el arresto y ambos pasaran 1 ano en prision. Le estamos
ofreciendo el mismo trato a tu companero. ;Quieres confesar el crimen del robo?”
Para entrar en el contexto de un juego podemos considerar que los sospechosos son
los jugadores y cada uno debe elegir entre dos estrategias que son Confesar (C) y No
Confesar (NC). La matriz de utilidades se ve de la siguiente manera:

Sospechoso 2

NC C
Sospechoso 1 NC | (3,3) | (0,5)
(5,0) ] (1, 1)

Tabla 4.2: Matriz de utilidades para el juego del dilema del prisionero.

En donde R = 3 es la recompensa por cooperacién (cooperar en este caso significa
no confesar, i.e. NC), T' = 5 es la “tentacién”de un sospechoso de confesar cuando
el otro sospechoso no confiesa y recibe el peor resultado con S = 0, mientras que el
“castigo” por no cooperar es P =1 [52]. Estos valores pueden cambiar, sin embargo,
para tener una estructura de dilema del prisionero se debe cumplir que:

T>R>P>S5 vy,
R>(S+T)/2. (4.1)
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Ahora podemos analizar el razonamiento que tendria, por ejemplo, el sospechoso 1.
Si el sospechoso 2 confesara, entonces el sospechoso 1 recibiria una utilidad de 1 al
confesar y una utilidad de 0 al no confesar. En este caso, el sospechoso 1 deberia
confesar para maximizar su utilidad. Por otro lado, si el sospechoso 2 no confesara,
entonces el sospechoso 1 recibirfa una utilidad de 5 al confesar y una utilidad de
3 al no confesar. En este caso, el sospechoso 1 deberia confesar para maximizar su
utilidad.

De esta forma podemos observar que confesar es una estrategia estrictamente
dominante, ya que es la mejor forma de jugar sin importar lo que elija el otro ju-
gador. Por esta razon, se esperaria que la utilidad de cada jugador sea de 1.

Ocurre un fenémeno en el cual existe una mejor opcién para ambos jugadores en
la que ambos deciden no confesar, sin embargo, no es posible llegar a este caso por
medio del comportamiento de la racionalidad [52]. Incluso al haber una mejor opcién
para ambos jugadores, terminan eligiendo una opcién con una utilidad menor.

Es importante mencionar que si hubiera otro factor dentro del juego, como por ejem-
plo amenazas entre los sospechosos, estos podrian ser considerados al cambiar las
ganancias dentro de la matriz de utilidades, lo cual alteraria la estructura del juego
y por tanto las decisiones de los jugadores [53].

4.3.2. Juego de la gallina.

Alterando las ganancias en las condiciones de las ecuaciones , se pueden
obtener juegos parecidos con diferentes contextos. Uno de estos es el juego de la
gallina, en el que dos carros aceleran frente a frente y el primero que se desvie para
evitar chocar es la gallina. Este juego satisface las siguientes condiciones [52]:

T>R>S>P,

ya que en este caso el peor resultado ocurre cuando ninguno de los dos jugadores
coopera y terminan en una colisién. La matriz de utilidades para el juego de la gallina
tiene la siguiente forma:

Jugador 2
Desviarse No Desviarse
Jugador 1 Desviarse (2,2) (3,1)
No Desviarse (1,3) (0,0)

Tabla 4.3: Matriz de utilidades para el juego de la gallina.
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4.3.3. Cazar un ciervo.

Otra de las variantes del dilema del prisionero es el juego de cazar un ciervo.
En este juego, dos cazadores tienen que decidir entre cazar un ciervo o un conejo. El
ciervo es dificil de cazar y requiere de la cooperacion de ambos cazadores, mientras
que el conejo puede ser cazado de forma individual [52]. Sin embargo, si el cazador 1
decide cazar un conejo y el cazador 2 decide cazar el ciervo, el cazador 2 terminara
con las manos vacias. Se presenta un dilema en el que la cooperacién da una mayor
recompensa pero requiere de la disposicién de ambos. En este caso, las condiciones
que se deben de cumplir para las ganancias son:

R>T>P>S5; (4.2)

y la matriz de utilidades se expresa como [52]:

Jugador 2
Ciervo Conejo

Ciervo | (3,3) | (2,0)
Conejo | (0,2) | (1,1)

Jugador 1

Tabla 4.4: Matriz de utilidades del juego de cazar un ciervo.

4.3.4. Juego del Ultimatum.

El juego del ultimatum también ha sido estudiado ampliamente en la teoria de
juegos y ocurre de la siguiente forma [52]: dos amigos son interceptados por una
persona que les ofrece jugar un juego. Le da $100 al primer amigo y, entre los dos
amigos, deben repartir el dinero. El primer amigo debe dar una propuesta de como
se debe repartir la cantidad, si el segundo amigo acepta el dinero se divide, pero si el
segundo amigo no acepta, entonces ninguno recibe parte del dinero. Lo mas razonable
serfa que el segundo amigo acepte sin importar la cantidad, ya que es mejor que la
opcién de no recibir dinero. Esto mismo implicaria que el primer amigo deberia tratar
de quedarse con la mayor cantidad posible de dinero, sin embargo, se han realizado
estudios con grandes cantidades de personas y la mayoria propone quedarse con 40
0 50 % del dinero, mientras que la mitad de los jugadores rechaza ofertas menores al
30 % del dinero [52]. Una matriz de utilidades para este juego se ve como en la tabla

[3):
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Jugador 2
aceptar rechazar
Jugador 1 x ] (100 — z, x) \ (0,0) \

Tabla 4.5: Matriz de utilidades del juego del ultimatum.

donde x € [0,100] es la cantidad que ofrece el jugador 1 al jugador 2.
4.3.5. Piedra papel o tijeras

El ultimo juego mencionado en esta seccion es uno que es muy popular en casi
cualquier contexto. El juego de piedra papel o tijeras consiste en que dos jugadores,
quienes simultaneamente cambian la forma de su mano para representar alguna de
las figuras de una roca, un pedazo de papel o unas tijeras. El objetivo es elegir aquella
figura que derrote a la figura del oponente por medio de las siguientes reglas: el papel
envuelve a la roca, la roca rompe las tijeras y las tijeras cortan el papel; si ambos
jugadores eligen las misma figura, se tiene un empate.

Este juego es una representacion de un sistema no-transitivo que involucra una comu-
nidad de tres especies que compiten y satisfacen una relacién entre ellas [52]. Se ha
propuesto este juego como un modelo de interaccién de algunos sistemas biolégicos
tales como las comunidades de lagartijas que compiten por la supervivencia [55].
La matriz de este juego se muestra en la tabla [1.3.5]

Jugador 2
Piedra Papel Tijera
Piedra | (0,0) | (0,1) | (1,0)
Jugador 1 Papel | (1,0) | (0,0) | (0,1)
Tijera | (0,1) | (1,0) | (0,0)

Tabla 4.6: Matriz de utilidades del juego piedra, papel o tijera.

4.4. Equilibrio de Nash.

En la teoria de juegos, usualmente se asume que cada jugador elige la mejor
estrategia disponible. En un juego, la mejor estrategia de un jugador depende, en
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general, de las acciones de otros jugadores, por lo que un jugador debe tener en mente
las posibles estrategias de los demés jugadores [56]. Un jugador tiene ciertas creencias
sobre el comportamiento de los otros jugadores y, para los juegos mostrados en este
trabajo, asumimos que estas creencias son siempre correctas, es decir, un jugador
sabe exactamente las utilidades que recibiran los demés jugadores al seleccionar una
estrategia en particular.

Definicién 4.1 ([56]): Un equilibrio de Nash es un conjunto de estrategias o
perfil de acciones a* con la propiedad de que ningin jugador i puede tener una
mejor recompensa al elegir una accién diferente a a;, dado que cada jugador j
se queda con la accion aj.

Si en un juego todos los jugadores eligen la estrategia que compone el equilibrio
de Nash, no existe ninguna presién o motivacién para que algin jugador llegue a
cambiar su estrategia. Sin embargo, esta definicién se puede ampliar de la siguiente
manera. Sea a un perfil de acciones, en el cual la estrategia de cada jugador i es a;.
Sea a; cualquier estrategia del jugador i (puede ser igual o diferente a a;). Entonces
(a;,a_;) denota el perfil de acciones en el cual cada jugador j elige la estrategia aj;, a
excepcién del jugador i que elige la estrategia a; [56]. Es decir, (a;, a_;) es el perfil de
acciones en el cual todos los jugadores se adhieren al perfil de acciéon a excepto por
el jugador i quien se “desvia.?]l escoger la accién a;. Claro que si a; = a;, entonces
(a;,a_;) = (as,a_;) = a. Por ejemplo, si hay 3 jugadores, entonces ay es el perfil de
acciones en el cual los jugadores 1 y 2 eligen las estrategias a; y as, respectivamente,
mientras que el jugador 3 se desvia al escoger la accion al3. Explicando la notacion
anterior, la definiciéon del equilibrio de Nash se escribe como:

Definicién 4.2 ([56]): El perfil de acciones a* en un juego de estrategia de
preferencias ordinales es un equilibrio de Nash si, para cada jugador i y cada
accion a; del jugador i, a* es por lo menos igual de buena que el perfil de
acciones (a;,a*;) acorde a las preferencias del jugador i. De forma equivalente,
para cada jugador i:

ui(a”) = ui(a;, a’;); (4.3)

para cada accién a; del jugador i, donde u; es la funcion de utilidad que repre-
senta las preferencias del jugador i.

Esta definicién no implica que en un juego de estrategias hay necesariamente un
equilibrio de Nash o que existe uno solo. Algunos juegos tienen un tnico equilibrio
de Nash, algunos no tienen ninguno y otros tienen varios equilibrios de Nash.

La importancia del equilibrio de Nash radica en que, generalmente, brinda informa-
cién sobre cudles acciones tomaran los jugadores en un juego de estrategia. Se utiliza
para el estudio del comportamiento de muchos juegos, algunos conocidos como el
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Dilema del Prisionero, el juego de cazar un ciervo, el juego de la paloma y el halcon,
entre otros. Sin embargo, para poder experimentar en la realidad con la teoria de
los equilibrios de Nash es necesario asegurar que las preferencias de las personas que
participan en un juego son las mismas que las de los jugadores que representan [50].
Usualmente, en un contexto real, las utilidades de un juego son representadas por
medio de dinero. Pero si la poblacién en la que se realiza el experimento del juego
no tiene como preferencia el dinero, entonces no se estaria evaluando tinicamente la
teoria del equilibrio de Nash, sino que también se evaluaria si la poblacién responde
a los estimulos de dinero, lo cual no es un hipotesis propia de la teoria de juegos. Por
esta razon, para poder evaluar la teoria del equilibrio de Nash de forma experimental
es necesario asegurar que se inducen las preferencias que se desean estudiar en los
jugadores [56].

4.4.1. Mejor Respuesta.

Una forma alternativa de encontrar un equilibrio de Nash en un juego con pocas
estrategias es por medio de la mejor respuesta. Se examina cada perfil de accién
para ver si satisfacen las condiciones del equilibrio. En cambio, para juegos mas
complicados o con mas estrategias, es méas conveniente utilizar funciones de mejor
respuesta para encontrar un punto de equilibrio [56]. Para cualesquiera estrategias
dadas de los jugadores diferentes del jugador 7, las estrategias del jugador ¢ producen
distintas utilidades. En particular, nos interesa encontrar aquella estrategia que le
otorga mayor utilidad al jugador .

Se denota por B;(a_;) al conjunto de mejores estrategias del jugador ¢ cuando las
estrategias de los demds jugadores es a_; [56]. Se define la funcién B; como [56]:

Bi(a_;) ={a; € A; 1 ui(a;,a_;) > ui(a;, a_i)Va; € A} (4.4)

cualquier estrategia en B;(a_;) es por lo menos igual de buena para el jugador i que
cualquier otra estrategia del jugador ¢ cuando las estrategias de los otros jugadores
estdn dadas por a_; [56].Llamamos a B; la funcién de la mejor respuesta del jugador
i. Cada elemento del conjunto B;(a_;) es una mejor respuesta del jugador i a a_;,
si cada uno de los demaés jugadores se queda con su estrategia respectiva de a_;.
Entonces el jugador i tendrd que elegir una estrategia de B;(a_;) para maximizar su
utilidad [56).

Un equilibrio de Nash, como se revisé anteriormente, es un perfil de acciones con la
propiedad de que ningun jugador puede mejorar su utilidad al cambiar su estrategia,
dadas las estrategias de los demads jugadores. De esta forma, podemos describir un
equilibrio de Nash como un perfil de acciones para el cual la estrategia de cada
jugador es una mejor respuesta a las estrategias de los demds jugadores [56]. En
general tenemos que el perfil de acciones ax es un equilibrio de Nash en un juego de
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estrategia con preferencias ordinales, si y solo si, la estrategia de cada jugador es una
mejor respuesta a las estrategias de los demds jugadores, es decir [56]:

a; estd en B;(a” ;) para cada jugador i. (4.5)

Si cada jugador ¢ tiene una unica mejor respuesta a cada lista a_; de las estrategias
de los demas jugadores, entonces podemos escribir las condiciones de la ecuacion
como varias ecuaciones [56]. Para cada jugador i y cada lista a_; de las estrategias de
los demds jugadores, se denota el unico elemento de B;(a*;) como b;(a*;), es decir,
Bi(a*,;) = {b;(a*;)}, de tal forma que la ecuacién [4.5] es equivalente a [50]:

a; = b;(a” ;) para cada jugador i, (4.6)

)

lo cual es una coleccion de n ecuaciones, donde n es el nimero de jugadores del juego.
Por ejemplo, para un juego de dos jugadores las ecuaciones son:

ay = bi(a3),

a5 = ba(ay).

En un juego de dos jugadores en el cual cada jugador tiene una tinica mejor respuesta
a cada estrategia del otro jugador, (aj,a3) es un equilibrio de Nash si y solo si la
estrategia aj del jugador 1 es su mejor respuesta ante la estrategia a3 del jugador 2,
y la estrategia a3 del jugador 2 es la mejor respuesta a la estrategia aj del jugador 1
[56].

Se puede seguir un método para encontrar un equilibrio de Nash por medio de las
funciones de mejor respuesta. Primero se debe encontrar la funcién de mejor res-
puesta de cada jugador y después es necesario encontrar los perfiles de acciones que
satisfagan la ecuacion . Pongamos un ejemplo para ilustrar este método. Tome-
mos el juego con las utilidades que se muestran en la tabla y encontremos
las mejores respuestas del jugador 1 a las estrategias del jugador 2. Cada que en-
contremos una mejor respuesta, marcaremos un * al lado de la utilidad que recibe el
jugador 1.

Si el jugador 2 elige la estrategia A, la mejor respuesta del jugador 1 es la estrategia
D, ya que es con la que obtiene mayor utilidad. En cambio, si el jugador 2 escoge
la estrategia B, hay 2 mejores respuestas para el jugador 1 que son la D y F. Por
ultimo, si la estrategia C es elegida por el jugador 2, entonces D es la mejor respuesta
para el jugador 1. De esta manera, marcamos con un % las utilidades del jugador 1

56



Capitulo 4. Introduccién a la Teoria de Juegos.

Jugador 2
A B C
D | (2,0) | (1,1) | (2,1)
Jugador 1 E | (1,0) | (0,0) | (1,2)
F | (0,1) | (1,0) | (1,1)

Tabla 4.7: Matriz de juego de ejemplo para encontrar equilibrio de Nash por medio
de la mejor respuesta.

Jugador 2
A B C
D | (2%,0) | (1%1) | (2%,1)
Jugador 1 E | (1,0) | (0,0) | (1,2)
F| (0,1) | (1%0) | (1,1)

Tabla 4.8: Matriz de juego de ejemplo con mejores respuestas del jugador 1 marcadas.

en las casillas (D,A), (D,B), (F,B) y (D,C), que nos indican las mejores respuestas
del jugador 1 a las estrategias del jugador 2. La matriz de juego se muestra en la

tabla (4.4.1]).

Repitiendo este mismo proceso para encontrar las mejores respuestas del jugador 2 a
las estrategias del jugador 1, encontramos que las mejores respuestas son B y C si el
jugador 1 elige D, C si el jugador 1 elige E y A y C si el jugador 1 elige F. Nuevamente
marcamos con un * las mejores respuestas del jugador 2 a las estrategias del jugador
1 y obtenemos la matriz de la tabla (4.4.1)).

Aquellas entradas de la matriz en las que las utilidades de ambos jugadores estén
marcadas son los equilibrios de Nash del juego, ya que el * en la utilidad del jugador
1 significa que la estrategia del jugador 1 es la mejor respuesta a la estrategia del
jugador 2 y, por otra parte, el x en la utilidad del jugador 2 indica que la estrategia
del jugador 2 es la mejor respuesta a la estrategia del jugador 1. Por tanto, para el
juego de la tabla tenemos dos equilibrios de Nash que son (1,1) y (2,1).

A manera de ejemplo consideremos nuevamente el juego del dilema del prisionero
cuya matriz de utilidades esta dada en ([(£.3.1). Primero consideramos las opciones

57



4.5. Teoria de Juegos Evolutiva.

Jugador 2
A B C
Jugador 1 E | (1,0) (0,0) (1,2%)
F | (0,1%) | (1%,0) | (1,1%)

Tabla 4.9: Matriz de juego de ejemplo con mejores respuestas de ambos jugadores
marcadas.

para el jugador 1 dada las estrategias del jugador 2, es decir, buscamos la mejor
respuesta a una estrategia del jugador 2 [52]. Tal como se mencioné en la seccién
del dilema del prisionero, si el sospechoso 2 no confesara, entonces el sospechoso 1
recibirfa una utilidad de 5 al confesar y una utilidad de 3 al no confesar, enton-
ces marcamos su mejor respuesta que seria confesar. Por otra parte, si el jugador 2
decide confesar, la mejor respuesta del jugador 1 es confesar; hacemos este mismo
procedimiento para encontrar las mejores respuestas del jugador 2 y podemos con-
cluir también que la mejor estrategia para este jugador es confesar. Por lo tanto, el
equilibrio de Nash ocurre cuando ambos jugadores deciden confesar. Por esta razon
es que ambos jugadores nunca van a elegir racionalmente la opcién de no confesar,
incluso aunque esta combinacion les resulte en una mayor utilidad.

4.5. Teoria de Juegos Evolutiva.

La teoria de juegos ha sido una disciplina muy 1til desde sus inicios, sin embargo,
hay algunas situaciones que no han podido ser explicadas en su totalidad a través
de esta [52]. En este contexto, la teorfa de juegos tradicional funge como una teoria
de forma “estatica” en el sentido en que las decisiones sobre que estrategias usar
se realizan en una sola ocasion, por lo que sus alcances en aplicaciones “reales” es
muy complicado. Es por ello que la teoria de juegos evolutiva se presenta como una
alternativa que busca proveer una dinamica al cambio de estrategias tomadas por
una cierta poblacién. Esta rama de la teoria de juegos fue primeramente mencionada
por John Maynard Smith en su libro Fvolution and the Theory of Games [57)] escrito
en 1982. A partir de esa publicacidon, la teoria de juegos evolutiva ha sido estudia-
da ampliamente, sobre todo con enfoques bioldgicos orientados a la evolucién de la
cooperacién de una poblacién [53].

En la teoria de juegos evolutiva se analizan situaciones en las que los jugadores
pueden presentar diversos comportamientos y hay un interés por aquellos compor-
tamientos que prevalecen en una poblacién a largo plazo y comportamientos que
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tienden a desaparecer con el paso del tiempo [58]. Un concepto muy importante en
la teoria de juegos evolutiva, en el cual se basa la biologia evolutiva, es aquel llamado
fitness, que tiene como idea que los genes de un organismo determinan sus carac-
teristicas observables. Un organismo con mayor fitness tiende a procrear mas, lo que
ocasiona que sus genes de mayor fitness tengan mas presencia en la poblacién. De
esta forma, los genes con mayor fitness tendran mayores tasas de reproduccién y mas
posibilidades de prevalecer en una poblacién [58].

Diversos comportamientos involucran la interacciéon entre organismos de una pobla-
cién y, un punto clave de la teoria de juegos evolutiva es que, el éxito de cualquiera
de estos organismos depende en cémo se relaciona su comportamiento con el de otros
organismos de la poblacion. Por tal motivo, el fitness de un organismo no puede ser
medido en aislamiento y necesita de la interaccién de la poblacién para poder ser eva-
luado. Esto abre paso a una analogia esencial para esta rama de la teoria de juegos:
las caracteristicas de un organismo determinadas genéticamente y comportamientos
son como su estrategia en un juego, su fitness es como su recompensa y esta recom-
pensa se determina por medio de sus estrategias (caracteristicas) y los organismos
con los que interactia [58].

Pongamos un ejemplo para explicar el proceso de la interaccién entre organismos y,
como resultado, el fitness de ellos. Supongamos que existe una poblacion de escara-
bajos y que su fitness se determina principalmente por su habilidad para encontrar
comida y su capacidad para extraer los nutrientes de la comida de forma efectiva.
Ahora, supongamos que una mutacién particular es introducida a la poblacién, lo que
causa que los escarabajos con la mutacion aumenten considerablemente el tamano de
su cuerpo. De esta forma, se tienen dos tipos de escarabajos, los de tamano pequeno
y grande. Los de tamano grande tienen el efecto negativo de no poder extraer los
nutrientes de forma tan eficaz como los escarabajos de tamano pequeno [58]. Sin
embargo, al competir por comida, los escarabajos grandes tienen la ventaja por su
tamano y son mas efectivos para obtener una mayor cantidad de comida. Asumimos
que la interaccién entre escarabajos se da por medio de la competicion por comida.
Cuando esto ocurre se pueden presentar dos escenarios: (i) Si dos escarabajos del
mismo tamano compiten, ambos obtienen la misma cantidad de comida y, (i) Si un
escarabajo grande compite contra uno pequeno, el grande se queda con la mayoria
de la comida.

En cualquiera de los casos, los escarabajos grandes obtienen menos beneficio de fitness
de la comida, ya que una parte importante de los nutrientes se destina a mantener
en funcionamiento su metabolismo [58]. A partir de la descripcién de la interaccién
entre dos escarabajos, podemos analizarlo en forma de un juego de dos jugadores
con dos estrategias, en el cual las estrategias son tener un cuerpo grande o pequeno
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(claramente los escarabajos no pueden elegir de forma consciente su estrategia, sino
que viene predeterminada por sus genes). La matriz de utilidades de dicho juego es
la que se muestra en la tabla (4.5).

Escarabajo 2
pequeno grande
pequeno | (5,5) (1,8)
grande (8,1) (3,3)

Escarabajo 1

Tabla 4.10: Matriz de juego de competencia por comida entre escarabajos grandes y
pequenos.

Las utilidades de la matriz de juego de la tabla representa numéricamente
la interaccion entre dos escarabajos; cuando dos escarabajos pequenos se juntan se
dividen la comida en partes iguales, los escarabajos grandes, al interactuar con es-
carabajos pequenos sacan mas ventaja de sus caracteristicas fisicas y obtienen mas
comida, pero cuando dos escarabajos se dividen la comida equitativamente, no pue-
den aprovechar al méximo los nutrientes y el fitness obtenido se ve reducido [58].
Un punto importante en este tipo de juegos evolutivos es que no hay un razonamien-
to detras de las estrategias, sino que es una caracteristica heredada. Sin embargo,
recordando que el equilibrio de Nash se fundamenta principalmente en la idea de
decidir cambiar (o mantener) una estrategia para obtener la mayor utilidad posible,
es necesario introducir un nuevo concepto que se adecue al contexto evolutivo con
una escala de tiempo a largo plazo. La nociéon analoga al equilibrio de Nash en la
teoria de juegos evolutiva son las estrategias estables evolutivas, que son estrategias
predeterminadas genéticamente que tienden a persistir una vez que prevalecen en
una poblacién. Se dice que una estrategia es evolutivamente estable si, cuando toda
la poblacién usa esta estrategia, cualquier grupo de invasores (mutaciones dentro
de la poblacién o migracién que se une a la poblacién) con una estrategia diferente
morird después de varias generaciones [58].

Para describir este concepto de forma numéricamente, supongamos que toda la po-
blacion estd usando la estrategia S y un grupo de invasores, que usan la estrategia
T (diferente de S), llega a la poblacién, entonces los invasores deben tener un fitness
estrictamente menor que aquellos que usan la estrategia S. Esto significa que, como
el fitness esta directamente ligado a la reproduccion de los organismos, los invasores

60



Capitulo 4. Introduccién a la Teoria de Juegos.

se reduciran en cantidad a lo largo del tiempo y desapareceran sus genes de la po-
blacién [58]. Formalmente tenemos las siguientes definiciones:

Definicién 4.3 ([58]): Se define el fitness de un organismo en una poblacién
como la recompensa esperada que recibe de una interacciéon con un miembro
aleatorio de la poblacion.

Definicién 4.4 ([58]): Decimos que una estrategia T' invade a una estrategia
S a un nivel z, para un nimero positivo pequeno z, si una fraccion z de la
poblacion usa 7'y una fraccién 1 — x usa S v.

Definicién 4.5 ([58]): Una estrategia es evolutivamente estable si hay un
nimero pequeno y tal que cuando cualquier otra estrategia T invade S a
cualquier nivel x < y, el fitness de un organismo usando la estrategia S es
estrictamente mayor que el fitness de un organismo que usa 7.

La relacién conceptual que existe entre las estrategias estables evolutivas y los
equilibrios de Nash también se puede analizar numéricamente [58]. Primero, consi-
deremos un juego simétrico de dos jugadores con dos estrategias, del cual podemos
observar su matriz de utilidades en la tabla .

Jugador 2

S T
Jugador 1 (a,0) | (bc)
(c,b) | (d,d)

Tabla 4.11: Matriz de utilidades de un juego con dos jugadores y dos estrategias.

Ahora escribamos las condiciones de estabilidad evolutiva para la estrategia S en
términos de las utilidades a, b, c y d. Supongamos que, para un nimero pequeno ,
una fraccién x de la poblacién usa la estrategia T', mientras que una fraccion 1 — x
usa S. Con probabilidad 1 —x, un organismo que usa S interactiia con un organismo
que también usa S y obtiene una utilidad de a en cada interaccién, por otra parte
con probabilidad x interactiia con un organismo que usa 71"y obtiene utilidades de b.
De esta forma la recompensa esperada es

a(l —x) + bx. (4.7)
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Repitiendo este mismo razonamiento, un organismo que usa 7" obtendra una utilidad

esperada de:
c(l1—2x)+dx. (4.8)

Por tanto, la estrategia S es evolutivamente estable si, para valores suficientemente
pequenos de x > 0, se cumple que [58]:

a(l —x) +bx > (1 —z) + dx. (4.9)

Cuando z tiende a 0, el lado izquierdo de la ecuacién se convierte en a y el
lado derecho en ¢, de esta forma, si a > ¢ se cumple la ecuacion para un x lo
suficientemente pequeno. En caso de que a = ¢, debe ocurrir que b > d para que se
cumpla la ecuacion 4.9] Por tanto, se tiene la siguiente condicién para que S sea una
estrategia evolutivamente estable: En un juego de dos jugadores con dos estrategias
(con la matriz de utilidades de la tabla (4.5])), S es una estrategia evolutivamente
estable sia >cosia=cyb>d[5].

Por 1ultimo, analicemos la similitud entre el equilibrio de Nash y una estrategia evo-
lutivamente estable para un juego con la estructura de la tabla (4.5)). Para que (.5, .5)
sea un equilibrio de Nash, las mejores respuestas deben ser S para ambos jugadores,
por lo que debe ocurrir que a > ¢. Comparando esta desigualdad con la condicion
para que la estrategia S sea evolutivamente estable, se puede llegar a la siguiente

conclusién: Si S es una estrategia evolutivamente estable, entonces (.5, S) es un equi-
librio de Nash [58].

A continuacion, se expondra sobre otra rama de la teoria de juegos la cual invo-
lucra juegos en los que participa un solo jugador.

4.6. Juegos de Oportunidad.

Dentro de la teoria de juegos existen tres tipos de clasificaciones principales: los
juegos de habilidad, los juegos de oportunidad y los de estrategia [59]. Estos tltimos
abarcan los juegos que se han mencionado previamente en este capitulo, es decir,
aquellos juegos con dos o méas jugadores que controlan, en cierta medida, a través de
estrategias la utilidad que reciben [59]. Por otro lado, los juegos de habilidad son jue-
gos de un solo jugador en los que el participante tiene control total sobre la utilidad
que reciben, por ejemplo, sentarse a resolver un examen. Tienen como caracteristica
la falta de interdependencia presente en el juego [59].

En los juegos de oportunidad, también llamados juegos de un solo jugador, el jugador
no controla el desenlace del juego por completo y las selecciones estratégicas no im-
plican resultados especificos. Conceptualmente, se dice que un juego de oportunidad
se da entre un jugador contra la naturaleza misma, es decir, el resultado del juego
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depende en parte del jugador y en parte de la naturaleza, que se considera como
un segundo jugador [59]. Ademads, los juegos de oportunidad se dividen en otras dos
clasificaciones: aquellos que involucran riesgo y los que involucran incertidumbre. En
los juegos de oportunidad con riesgo, el jugador conoce la probabilidad de cada una
de las respuestas de la naturaleza y, por tanto, conoce la probabilidad de éxito de
cada una de sus estrategias [59]. Mientras que en los juegos de oportunidad con in-
certidumbre no se conoce la probabilidad de los posibles resultados de la naturaleza
y tampoco se conoce la probabilidad de éxito de las estrategias del jugador [59].
Los juegos de oportunidad que involucran riesgo se pueden analizar por medio del
concepto de utilidad esperada. En esta clase de juegos, se asume que las decisiones
son tomadas basandose en los resultados que son valiosos para un jugador mas alla de
su valor objetivo, sin embargo, en algunos juegos los jugadores se preocupan tnica-
mente por las recompensas que reciben del juego. El valor de la utilidad esperada de
una estrategia ¢, llamado U(c), para una funcién de distribucién continua se define
como [59]:

Ule) = ipiuia (4.10)

donde u; es llamada la funcion de utilidad von Neumann—Morgenstern y representa
las preferencias del jugador entre sus valores esperados E(x;). En términos de proba-
bilidad, cada decisién que involucra riesgo es una loteria en la cual la recompensa es
la suma de los valores de utilidades esperadas. A continuacién se presenta un ejemplo
en el cual se ilustra lo mencionado anteriormente.

La organizacién de entrenamiento del instituto de Londres ofrece una variedad de
clases de educacion en otono y primavera para adultos que deseen regresar a traba-
jar. En promedio, solo se abre uno de cada seis cursos; los otros no se llevan a cabo
por falta de estudiantes. El instituto esta considerando ofrecer un nuevo diplomado
en tecnologias de la informacién (nivel 6), que le otorga a la organizacion, en caso
de realizarse, $300 per cédpita en subsidios de capitacién del gobierno. Actualmente,
la organizacién ofrece tanto Licenciatura (nivel 4) como Posgrado (nivel 5) en sus
cursos certificados, los cuales aportan $108 y $180 per capita, respectivamente, al
instituto. ;Qué curso deberia ofrecer el instituto? El nuevo diplomado o el par de
cursos de certificacién que ya tienen. Adicionalmente, nos podemos preguntar que
ocurre si la organizacion es: (i) neutral al riesgo; (i7) adverso al riesgo o bien (i)
toma riesgos.

La relacion entre el valor de la utilidad esperada y el valor esperado de la recompensa
puede medirse mejor por la manera en la que se tolera el riesgo. Para esto, hay 3
posibilidades segtn el ejemplo.
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1.- La institucion es neutral al riesgo: En cuyo caso la relacién es:
El valor de la utilidad esperada del diplomado (D), denotado por U(D), es igual a:
U(D) = %(300) — 50;

mientras que para ambos cursos (C), tenemos:
1 1
UuC) = 6(108) + 6(180) =48;
por lo tanto, la opcién de ofrecer el diploma es la preferida.
2.- La institucion es adversa al riesgo: en este caso la relacién es:
u(z;) o< / E(x;) .
El valor de la utilidad esperada del diplomado (D) es:
1
U(D) = 6(\/300) = 2.887;

por otro lado, para ambos cursos (C), tenemos:

UC) = %(\/ﬁ) + %(\/ﬁ) — 3.968;

de donde se puede notar que la opcion de ofrecer ambos cursos es la preferida.
3.- La institucién toma riesgos: la relacion es:

u(z;) oc B(x;)? .
El valor de la utilidad esperada del diplomado (D) es igual a:
U(D) = é(goo)2 = 15,000;
mientras que para ambos cursos (C), tenemos:

1 1
UC) = 6(108)2 + 6(180)2 = 7,344;
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U(x) x E(x)

[u"(x) = 0]

Figura 4.1: Relacion lineal entre la funcién de utilidad von Neumann-Morgenstern
y el valor esperado de la utilidad.

asi, la opcién de ofrecer el diplomado es la mejor para este caso.

En este ejemplo se ilustra el punto de que la relacion entre el valor esperado
simple de la recompensa y el valor de la utilidad esperada no son necesariamente
lineales, lo cual se asemeja a la realidad [59]. Por ejemplo, duplicar una cantidad de
dinero puede no duplicar su valor de utilidad.

Los resultados del ejemplo anterior también se pueden interpretar de forma grafica. Si
la funcién de utilidad von Neumann—Morgenstern (que representa las preferencias de
los jugadores entre valores esperados) y el valor esperado tienen una relacién lineal,
se dice que el jugador es neutral al riesgo [59]. En tal caso, el jugador esencialmente
clasifica los valores del juego en el mismo orden que los valores esperados, lo cual por
definicién significa ser neutral al riesgo [59]. Los valores del ejemplo anterior eran
$300 para el diplomado y, al promediar $180 y $108, $144 de ambos cursos. Notemos
que para una funcién lineal, como la que se muestra en la figura 4.1 w”(z) = 0 [59].
Si la funcién de utilidad von Neumann-Morgenstern es proporcional a la raiz de un
valor esperado, se dice que el jugador es adverso al riesgo [59]. Generalmente, las
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funciones de riesgo adverso son de la forma:

En este caso, se puede observar en la figura que, se tiene una funcién céncava
en la cual la derivada es negativa, por lo que v”(z) < 0 [59]. Cuando la funcién de

U(x) x v/ E(x)

[u"(x) < 0]

Figura 4.2: Funcién de utilidad von Neumann—Morgenstern proporcional a una raiz
del valor esperado de la utilidad.

utilidad von Neumann—Morgenstern es proporcional a cualquier potencia del valor
esperado, se dice que el jugador toma riesgos [59]. Generalmente, las funciones de
toma de riesgo son de la forma:

u(z;) o< E(x;)";

que, tal como se muestra en la figura [4.3] es una funcién convexa creciente, por lo
que u”(x) > 0 [59]. La relacién entre el valor y la utilidad solo tiene sentido cuan-
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Figura 4.3: Funcion de utilidad von Neumann—Morgenstern proporcional a una po-
tencia del valor esperado de la utilidad.

do la recompensa es numérica, lo cual usualmente significa que es una recompensa
monetaria. Aunque tedricamente se puede asignar un valor de utilidad a cualquier
juego, no se puede asumir que necesariamente existe una relacién de algin tipo, ya
sea lineal, exponencial, logaritmica o cualquier otra.

Por otra parte, si se llegara a tener un juego de oportunidad con riesgo que no tenga
resultados o recompensas numéricas, se necesita una escala de intervalos, en la cual
las unidades de medida estén arbitrariamente asignadas pero proporcionalmente es-
paciadas para poder analizarlo [59]. Los valores de utilidad reflejan las preferencias
relativas de un jugador y la teoria de von Neumann—Morgenstern sugiere que los
jugadores siempre trataran de maximizar el valor de su utilidad, méas que el valor
esperado de este mismo, aunque en ocasiones ambos coinciden en el mismo valor [59].
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Capitulo 5

Modelo epidemiolégico en una red
multiplexada.

El propdsito de este capitulo es presentar un modelo epidemioldgico basado en
agentes que incluya la formacion de opinion y la toma de decision con respecto a la
vacunacion, lo cual se basa en la teoria de juegos y la estimacion del riesgo. También
se analizara el efecto que tienen los cambios de opinién en la toma de decision y en
la dindmica de la epidemia. Por 1ltimo, se realizara un estudio para dos tipos de
estructura de red. En especifico, se analizara el caso de un red homogénea con el
modelo de Erdos-Rényi, y una red hetereogenea con el modelo de Barabasi-Albert.

5.1. Introduccion a los modelos de formacion de

opinién con teoria de juegos.

El estudio de la dinamica de opiniones busca comprender la formacién y evolucién
de las opiniones a través de las interacciones entre los individuos de una sociedad
[2]. La formulacién, en general, de los modelos de opinién consiste en definir primero
un valor z; de la opinién de un agente ¢; dar una distribucién inicial de opiniones y
definir un conjunto de reglas de interaccion entre los agentes. Con estos elementos
se espera poder encontrar las condiciones para que los agentes logren un consenso
o polarizacién, o bien, que los agentes formen comunidades alrededor de una opi-
nion. Una de las hipdtesis principales en los modelos de opinion es que los individuos
tienden a cooperar al interactuar y compartir sus opiniones, lo cual puede reforzar
una opinion de un individuo cuando este tiene vecinos que piensan igual que él o
bien, cambiar de opiniéon cuando exista una presion social de individuos con opinion
contraria.

Los modelos de formacién de opinién pueden clasificarse en dos tipos: modelos con-
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tinuos en donde el valor de la opinién z; es un nimero real; y modelos discretos en
donde dicho valor es un ntimero entero, donde i = 1,..., N es un indice que etiqueta
a cada agente. Los modelos discretos que son comunmente estudiados son los de opi-
niones binarias, en los cuales las opiniones implican estar o no estar de acuerdo con
alguna idea. En particular, en este trabajo de tesis nos centraremos en un modelo
binario en donde la opinién de los agentes esta en el contexto de estar a favor de las
vacunas (pro-vacunas) o en contra de las vacunas (anti-vacunas). Asumimos, al igual
que en los trabajos de [2 [60], que los agentes reorganizan sus opiniones a través de
discusiones mutuas, las cuales son modeladas usando juegos evolutivos. Es decir, la
regla de cambio para las opiniones se define a través de las matrices de ganancia.

A continuacién se mostrara a detalle la construcciéon del juego que determina las
utilidades que recibe un agente con base en su opinion y la de sus vecinos, a su vez,
este juego determinard la dinamica de opiniones de la poblacién.

5.2. Modelo epidemiolégico en una red multiple-
xada.

Asumimos que en la red de agentes ocurren tres procesos consecutivos: la pro-
pagacién de la enfermedad infecciosa, la formacién de una opinién con respecto a la
vacunacién y la toma de decisién final sobre vacunarse o no. Para describir estos tres
procesos usaremos el formalismo de red de redes (NoN por sus siglas en inglés), la
cual se define como un sistema compuesto de distintas redes que interactian entre
si de forma externa [61), 62]. Los sistemas NoN han sido implementados en anos re-
cientes ya que permiten modelar situaciones compuestas de varios subsistemas y por
su aplicabilidad en sistemas complejos en diversas disciplinas tales como la robustez
de una red de redes ecoldgicas, la transportacién entre dos redes interconectadas,
asi como modelos de esparcimiento de informacion, juegos evolutivos, sincronizacion
y epidemias [61], [63]. Particularmente, en este trabajo nos enfocaremos en un tipo
de NoN, llamado redes multiplex, en el que los nodos de las redes representan a los
mismos individuos [I]. Es decir, sean G; = (V, Ey) y G2 = (V, Ey) dos redes que
conforman al sistema multiplex, donde V' = {1,..., N} es el conjunto de nodos,
E, ={en,...e1p} y By = {ear,... ez} son, respectivamente, el conjunto de enlaces
del grafo uno y dos. En otras palabras, el agente que representa al nodo ¢ en la red G,
es el mismo que el nodo i en la red G, pero la vecindad de dicho nodo o el proceso
que ocurre dentro de la red puede ser distinto en cada capa como se puede apreciar
en la figura (5.1)).

El sistema multiplex de este trabajo esté conformado por tres redes G = (V, Ey),
Gy = (V, Ey) y G3 = (V, E3), que comparten los mismos enlaces. Esto significa que,
como es un sistema multipler se cumple que Fy = Fy = FE3. En la primera red,
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Figura 5.1: Ejemplo de redes multiplex (obtenido de [3]).

(1, ocurre el proceso de la epidemia SEIRS tal como describimos en el capitulo 2;
mientras que en la red G se lleva a cabo la dindmica de la formacion de opinién con
respecto a la vacunacion y en la red G5 ocurre el calculo del riesgo del capitulo 3 y el
proceso individual de la toma de decisién sobre vacunarse o no [64], el cual modelamos
mediante un juego de oportunidad. Una vez que se ha definido el sistema multiplex
con el que se trabajara, en esta seccién se describird el proceso de la formacion de
opinién que ocurre en la red Gs.

5.2.1. Modelo M para la formaciéon de opinion basado en

teoria de juegos.

Para poder cuantificar las opiniones dentro de la poblaciéon usaremos una varia-
cién del modelo M propuesto por C.E. La Rocca et.al., en el cual hay 2M diferentes
estados (discretos) que describen el espectro de posibles orientaciones de opiniones
sobre algtin tema [65]. Este espectro de opiniones va desde “totalmente en contra”
en el estado x; = —M hasta “totalmente a favor” en el estado x; = M para el nodo
(agente) i, con algunas opiniones moderadas entre los extremos [I].

El modelo M busca explicar el fenémeno de la polarizacién en una poblacion de
individuos que interactian con dos mecanismos sociales de formacion de opiniones:
el compromiso y la persuasion [1]. El primero se presenta cuando dos individuos que
estan interactuando ejercen presion sobre las opiniones que tienen para cambiar sus
actitudes, mientras que la persuasion se da cuando dos personas declaran su opinién
y discuten sobre la argumentacion de esta; en este sentido, si ambos tienen la misma
opinién pueden reforzarla al persuadirse con nuevos argumentos o fundamentaciones
y tomar una perspectiva més extrema de su idea [I].

En este trabajo consideramos que la escala de opiniones que pueden tener los
agentes es la misma que en [64], en donde los estados x = +1 y x = +2 represen-
tan opiniones moderadas y extremistas, respectivamente, en las cuales los valores
negativos denotan una opinién anti-vacunas y los positivos una opinién pro-vacunas.
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Sin embargo, la principal diferencia entre el modelo propuesto en este trabajo y el
modelo M planteado en [1], [65] esta en el proceso dindmico para cambiar la opinién.
En el modelo M se propone un proceso aleatorio para que los agentes cambien de
opinién, mientras que en este trabajo asumimos que los agentes usan la teoria de
juegos, tal y como lo propone F. Ding et.al. en [2].

En este sentido asumimos que los jugadores son los agentes en la red Gy y el
proceso de interaccionar y compartir opiniones en cada periodo de tiempo se modela
como un juego, en donde la estrategia de los jugadores consiste en la opiniéon que
declaran, es decir, la evolucién de estrategias es equivalente a la evolucién de opi-
niones [I]. Como previamente se menciond, en el marco de la dindmica de opiniones,
las personas tienden a cooperar entre ellas, por lo que en el juego la cooperacién
implica mayor ganancia (también existen modelos con individuos llamados contra-
ri0s, quienes obtienen una mayor recompensa al tomar una opinion opuesta a la del
otro jugador, pero no se tomaran en cuenta en este modelo). Esto quiere decir que
dos nodos que interactian reciben una mejor recompensa si comparten la misma
opinion; en cambio, si se intercambian ideas con alguien que tenga diferente opinion,
no se recibe ninguna recompensa. De esta manera, se tiene un juego que recompensa
a aquellos agentes que cooperan al compartir la misma opiniéon con otros jugadores.
Si C es la recompensa (utilidad) por cooperar (tener la misma opinién), entonces, la
matriz de utilidades del juego tiene la forma dada en la tabla IE

Jugador j
pro-vacuna anti-vacuna
Jugador i pro-vacuna C 0
anti-vacuna 0 C

Tabla 5.1: Matriz de utilidad del juego cooperativo.

Sin embargo, en las dindmicas sociales es comun que se presenten preferencias
por alguna de las opiniones [1]. En este caso, a la matriz de juego que recompensa a
la cooperacion se le anade una cantidad x de tal forma que los agentes obtengan una
mayor utilidad en caso de elegir una opinién preferida. Supongamos que la opcién
socialmente preferida en la poblacion es tener una opinién a favor de las vacunas vy,
sea C' 4+ x la recompensa por elegir una opinién preferida, entonces obtenemos un
juego en el que se tiene una mayor recompensa o utilidad si se opina a favor de las
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vacunas y, mas aun si se interactiia con individuos que comparten la misma opinion.
Si z = 0, obtenemos el juego anteriormente explicado.
La matriz de utilidades queda como se muestra en la tabla

Jugador j
pro-vacuna anti-vacuna
. pro-vacuna C+zx x
Jugador p .
anti-vacuna 0 C

Tabla 5.2: Matriz de utilidad del juego cooperativo con preferencia en la estragia
pro-vacuna.

Otros aspectos a tomar en cuenta sobre el juego para cambio de opinién se ex-
plican a continuacién. La informacién sobre el estado de la opinién de la poblacién
es publica, es decir, todos los individuos de la poblacién conocen la opinion de sus
vecinos y sus utilidades [I]. En cada iteracién, los agentes juegan con cada uno de sus
vecinos, de tal forma que por cada interacciéon con sus vecinos los agentes obtienen
cierta utilidad, las cuales se suman para obtener la utilidad total. Al inicio todos
comienzan con una utilidad igual a 0. Una vez que se tienen las utilidades de cada
agente para el periodo de tiempo actual, se utilizan dos reglas evolutivas para cam-
biar de opinién. Estas reglas son la regla de la mayoria y una variaciéon (propuesta
por nosotros para este trabajo) de la regla de replicacion, las cuales se comentaran a
continuacién [IJ.

Cambio de opinién por regla del replicador
La regla del replicador consiste en que un agente i escoge uno de sus vecinos de forma
aleatoria y copia su estrategia con una probabilidad proporcional a la diferencia de
utilidades que tengan ambos, siempre y cuando el vecino elegido tenga una utilidad
mayor que la del agente ¢ [1].

La variacion de la regla del replicador propuesta en este trabajo radica en una
eleccion de un vecino de forma determinista, es decir, un agente ¢ escoge al vecino
con mayor utilidad, solo si la utilidad de este es mayor que la propia. Una vez que el
vecino es elegido, el agente replica la opinién de su vecino tomando el mismo valor
sobre la escala M en el que esté ubicado. Esta variacién de la regla evolutiva del
replicador nos ahorra un parametro y un proceso probabilistico y nos permite darle
mayor importancia a los efectos que tienen otros parametros sobre el modelo.

Cambio de opiniéon por regla de la mayoria En la regla de la mayoria un
agente toma en consideracion las opiniones de todos sus vecinos en el instante de
tiempo actual y elige la opinién que le dejaria mayor recompensa en el siguiente
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periodo de tiempo [I], es decir, compara su utilidad actual con la utilidad que ob-
tendria en caso de cambiar su opinién y elige aquella que sea mayor. Aquellos agentes
cooperadores que reciben mayor ganancia al compartir la misma opinién, tienden a
elegir la opinién que predomina en la poblacién y es por eso que es llamada regla de
la mayoria.

En ambos tipos de reglas evolutivas analizadas, los agentes tienden a elegir de forma
razional la opiniéon dominante y este efecto se incrementa atin mas cuando los agentes
reciben una recompensa por la cooperacion y existe una opinién preferida [1].
Analizando los equilibrios de Nash de los juegos, tenemos que para el juego sin pre-
ferencia por alguna opinién (z = 0), hay dos equilibrios de Nash que se dan cuando
ambos jugadores son pro-vacunas o ambos son anti-vacunas [2]. Si ambas opiniones
tienen el mismo numero de seguidores al iniciar una simulacién, lo que ocurre es
que alguna de las dos opiniones predomina por completo en la poblaciéon con una
probabilidad de 0.5 [2]. Si alguna de las opiniones tiene mayor nimero de seguidores
inciales, esa opinién prevalecera siempre sobre toda la poblacién [2]. En cambio, para
el juego en el que se tiene una preferencia por una opinién (x # 0), cuando los agentes
poseén la misma preferencia de opinién, la opinién pro-vacunas es el tinico equilibrio
de Nash, es decir, un consenso sobre la opinién pro-vacunas es el mejor estado de
equilibrio [2]. Si al inicio ambas opiniones tienen el mismo nimero de seguidores,
la opinién pro-vacunas tendra mayor probabilidad de prevalecer totalmente sobre la
poblacién, sin embargo esta probabilidad puede decrecer si la opinién no preferida
tiene mayor numero de seguidores inciales y también puede verse afectada por la
estructura de la red o las reglas evolutivas con las que se lleva a cabo el cambio de
opinién [2].

Una vez que se ha descrito el juego con el que se lleva a cabo la dinamica de opinion,
en la siguiente seccion se hablara sobre el proceso con el que se realiza la toma la
decision final sobre la aplicacion de la vacuna.

5.3. Juego de decisién sobre la vacunacion.

En la tercera red (G3 del sistema multiplex se realiza la toma de decision de
los agentes para vacunarse o no. Este proceso se ejecuta de forma individual pero
llevando un tipo de juego llamado de oportunidad, el cual involucra al riesgo. Es
decir, es un juego en el que participa un solo jugador y los resultados dependen tanto
de la decisién individual del jugador, como de los efectos de la naturaleza, la cual
tiene aqui el papel del segundo jugador. [59]. Los juegos de oportunidad contienen
una medida del riesgo y el jugador conoce las probabilidades de los posibles escenarios
que pueden ocurrir por medio de la naturaleza y, por tanto, conoce la efectividad de
sus decisiones [59]. Para el caso particular del modelo propuesto en este trabajo de
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tesis, el jugador conoce las probabilidades, consecuencias y riesgos de vacunarse o
no.

Asumimos que los agentes de la red que podran participar en el juego son aquellos
que estén ubicados en el estado M = +2 de la escala del modelo M, ya que son
aquellos que estan mas a favor de la opinién de las vacunas. La decision se lleva a
cabo tomando en cuenta tres aspectos: 1) el costo de vacunarse; 2) el riesgo percibido
y por ultimo 3) la efectividad de la vacuna. En este sentido, la matriz del juego se
expresa como en la tabla [5.3| [5], 66]:

no-vacunarse vacunarse

| R, |—4-R(-0)]

Jugador 7

Tabla 5.3: Matriz de utilidad del juego de azar para la toma de decisién para vacu-
narse.

Donde el parametro o representa la efectividad de la vacuna, ¢ el costo de vacunarse
y R, es el riesgo percibido del jugador. El costo de vacunarse ¢, en un contexto real,
esta determinado por situaciones como qué tan accesible es la vacuna, la necesidad de
usar un medio de transporte para llegar al centro de vacunacién, el tiempo de espera
para la aplicacion de la vacuna, efectos secundarios, asi como consecuencias sociales
que ocurren por no vacunarse como la segregacion en espacios publicos, dificultades
para viajar, no poder participar en eventos masivos o escuelas, entre otros. En una
poblacién heterogénea, este costo puede variar mucho por la diferencias sociales,
culturales y econémicas que existen. El estudio de la estimacién de este costo de
vacunaciéon para los agentes podria ser en si mismo otro trabajo. Es por eso que,
simplificando el modelo, el costo de vacunacién es el mismo para toda la poblacion y
se fija incialmente como un parametro del modelo. El riesgo percibido es aquel que
se calcula como se muestra en el capitulo de Riesgo en la ecuacién [3.5] mientras que
la efectividad de la vacuna también se fija como un parametro del modelo.
Los agentes tomaran la decisién de vacunarse o no eligiendo la opcion que les sea
menos costosa en cada periodo de tiempo [5]. Es decir, un agente se vacunara en el
tiempo ¢ si:

—g— Ry()(1—0) < =R, (1) (5.1)

que es quivalente a la siguiente desigualdad

q < oR,(t) (5.2)
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donde R, es el riesgo calculado con la ecuacién 3.5 Esto quiere decir que para que un
agente tome la decisién de vacunarse, el costo de hacerlo debe ser menor que el pro-
ducto del riesgo y la efectividad de la vacuna. Si el riesgo no es suficientemente alto,
el agente puede considerar que no es necesario vacunarse en ese periodo de tiempo.
Otro caso que se puede suscitar es que la efectividad de la vacuna no proporcione
la seguridad o proteccién deseada contra la enfermedad y que el agente decida no
vacunarse. Cuando un agente decide vacunarse con una vacuna que no tiene una
efectividad del 100 %, solo se estd protegiendo parcialmente de contagiarse, es decir,
reduce la probabilidad de ser infectado pero no desaparece por completo. En caso
de que un agente vacunado contraiga la enfermedad, su opinién sobre la escala M
cambiard de (42) a (—2), esto se realiza para promover la dindmica de opiniones
aunque en un contexto real no serfa algo esperado [I].

De esta forma, queda definida la dindmica de cambio de opinién y cémo, posterior-
mente, se toma la decision de la aplicaciéon de la vacuna. Para estudiar los efectos
que tiene este proceso en la epidemia, se han realizado varias simulaciones numéricas
y los correspondientes resultados se muestran en la seccion que sigue.

5.4. Resultados de las simulaciones numéricas.

Para realizar las simulaciones numéricas escribimos e implementamos algoritmos
computacionales con el lenguaje de programacion python y las paqueterias networksz,
numpy [67,68]. Por cada experimento numérico realizamos un ensamble de simulacio-
nes de veinte distintas ejecuciones con cincuenta periodos de tiempo (o iteraciones)
por cada simulaciéon y con una poblacion de N = 50. La secuencia que ocurre en
cada simulacién es como sigue: primero ocurren, en el grafo G, los procesos de la
epidemia como contagios y recuperaciones; sucesivamente, en el grafo GG, los agentes
participan en el juego de formacion de opinién y, por dltimo; se calcula el riesgo por
medio de la ecuacion para cada uno de los agentes de la red y después los agentes
(aquellos que son elegibles para la vacunacion) realizan el juego para determinar su
decisién sobre la aplicacién de la vacuna en el grafo Gs.

Experimentos numéricos 1: Variando recompensa por opinion preferi-

da.

Los primeros resultados de interés del modelo surgen al explorar la variacion del
parametro de recompensa por opinién preferida, que previamente habiamos llamado
x en la tabla . Los demas parametros seran dados con una cantidad fija para po-
der visualizar los efectos al variar tinicamente el valor de x. Las condiciones iniciales
del modelo asi como los parametros del mismo son mostrados en la tabla (5.4}

Comenzando con un valor de x = 0, es decir, sin recompensa por alguna opinién
como se muestra en la matriz de juego dada en la tabla obtenemos los resul-
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Pardmetro ‘ Simbolo ‘ Significado ‘ Valor ‘ Referencia ‘
Probabilidad de infeccién B8 Probabilidad de que un agente se contagie. 0.4 [27)
Tamaifio de la poblacién N Nimero de individuos en la poblacién 50 -
Periodo de incubacion 1/v Tiempo que pasa un agente en estado Ezpuesto 5 [37]
Periodo infeccioso 1/a tiempo que pasa un agente en estado Infectado 6 [27)
Periodo inmune 1/w Tiempo que pasa un agente en estado Recuperado 30 [38]
Peso minimo de enlace Winin Peso minimo de la interaccién entre dos agentes 1 -
Peso maximo de enlace Wnaz Peso maximo de la interaccién entre dos agentes 10 -
Nimero de iteraciones t total de pasos de tiempo de la simulacién 100 -
Infectados iniciales Ning Numero de agentes que comienzan con estado infectado 1 -
Recompensa por cooperar C utilidad recibida en el juego por compartir opinién 1 -
Costo por vacunarse q utilidad restada a un agente al vacunarse 0.2 -
Efectividad de la vacuna o la probabilidad de contagio al vacunarse es 8 * (1 — o) 0.85 [69]
Poblacion inicial antivacunas - porcentaje de agentes que comienzan siendo anti-vacunas 50 % -
Regla de cambio de opinién - regla evolutiva para el cambio de opinién mayoria o
Grafo Erdos-Rényi - tipo de grafo de la poblacién p=0.6 -
Grafo Barabési-Albert - tipo de grafo de la poblacién m =10 -

Tabla 5.4: Parametros, condiciones iniciales y sus correspondientes valores para las
simulaciones del experimento numérico 1.

tados que mostramos en la figura .

La curva de infectados en la figura —(a) nos muestra que en promedio la cur-
va llega a 4 individuos infectados en su pico maximo alrededor del tiempo 40, lo
cual muestra una disminucién a comparacion de la curva de epidemias sin vacunas.
Por otra parte, en la grafica de la dindmica de opiniones de los agentes (5.2)-(b), se
observa como no predomina ninguna de las opiniones extremistas. Al no haber una
opinion preferida y comenzar con la mitad de la poblacién anti-vacunas, la probabili-
dad de que cualquiera de las dos opiniones predomine es de 0.5, tal como se comenta
y muestra F. Ding et. al. en la referencia [2].

En cambio, para una poblacién de agentes con una estructura de red del tipo Ba-
rabasi-Albert, se obtienen los resultados mostrados en la figura . Para este caso,
el pico maximo de contagios de la epidemia —(a) ocurre en el tiempo 37 y se
alcanza un ntmero de 7 infectados. A diferencia de la figura , la curva de infec-
tados comienza a crecer nuevamente alrededor del tiempo 60 creando una segunda
ola de contagios que llega a un pico de 6 infectados en el tiempo 80. Para ambos gra-
fos, la curva de contagios promedio al implementar vacunas (en azul) en la poblacién
es considerablemente menor, llegando a menos de la mitad del nimero de contagios
en el punto més alto que la epidemia sin vacunas (en rojo) como se muestra en la
figura [5.4]

Agregando ahora una pequena preferencia de x = 0.01 sobre la opinién pro-vacuna
a la matriz de juego de dindmica de opinién (tabla , la dindmica de opiniones
incrementa la dominancia de la opinién pro-vacuna como se muestra en la figura
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Figura 5.2: Simulaciones numéricas con un grafo Erdos-Rényi (con probabilidad de
conexién p = 0.6) y z = 0.

(b) para el caso de una red con estructura Erdés-Rényi. La dominancia aumenta
a un 80 % (ver figura [5.5}(b)) y se puede notar que la curva de infectados disminuye
llegando a un pico méximo de 3 infectados en el periodo 10 (ver figura[5.5}(a)). Esto
se debe a que la preferencia por la opinién pro-vacuna causa que mas individuos
alcanzen el rango de opinion M = +2 y, a su vez, més agentes toman la decision de
vacunarse.

Por otro lado, en la figura [5.6] se muestran los resultados de la simulacién para el

78



Capitulo 5. Modelo epidemiolégico en una red multiplexada.

Grafo Barabasi-Albert = 0.4

17.5 —— Nimero promedil) diario
15.0
wn
i)
E 12.5
©
$10.0
n
©
9]
g 75
<
g 5.0
=1
=z
25
0.0
0 20 40 60 80 100
Tiempo (dias)
a) Curva promedio de infectados
Dinamica de opiniones de los agentes
—o—_extremistas antw‘acunas
moderados anti-vacunas
30 —— moderados pro-vacunas
—— extremistas pro-vacunas
n 25
it
c
&20
©
()
°
I 15
9]
g
2 10
5
Dominancia de opinién pro-vacunas: 50.0%
0

0 20 40 60 80 100
Tiempo (dias)

b) Dindmica de Opiniones

Figura 5.3: Simulaciones numéricas con un grafo Barabdsi-Albert (con m = 10 nuevos
vecinos por nodo anadido) y = 0.

caso en el que la estructura de la red para la poblacion de agentes es de la forma de
Barabdsi-Albert. Podemos observar aqui que la curva de infectados (figura [5.6}(a))
también disminuye, llegando solo a 6 infectados en el punto mas alto, y la dindmica
de opinién (figura[5.6}(b)) aumenta la preferencia de los pro-vacunas a un 70 %. Otro
efecto observado es que la curva de infectados parece alargarse y alcanza su méaximo
pico hasta el periodo de tiempo 40.

Realizando diversas simulaciones al variar el valor del parametro z, se determiné

79



5.4. Resultados de las simulaciones numéricas.

Ndmero de casos diarios

Figura 5.4: Comparacion de curvas de contagios promedio de simulaciones numéricas

[
N

=
o

Ndmero de casos diarios

17.5

125

10.0

7.5

5.0

2.5

0.0

Curva promedio de contagios con y sin vacunacién

—o— promedio infectados

—— promedio infectados implementando vacunas

0 20 40 60

Tiempo (dias)

80 100

a) Barabasi-Albert

Curva promedio de contagios con y sin vacunacién

—o— promedio infectados

—— promedio infectados implementando vacunas

0 20 40 60

Tiempo (dias)

80 100

b) Erdos-Renyi

con y sin vacunas para grafos Barabasi-Albert y Erdos-Renyi.

que la transicién de fase del porcentaje de dominancia de la opiniéon pro-vacunas
ocurre en x = 0.07. Esto significa que cuando a z se le asigna un valor mayor o igual
a 0.07, la opinion pro-vacunas predomina por completo en las simulaciones. En la
figura [5.7, se puede observar que, al tener una poblacién totalmente pro-vacunas,
mas individuos son capaces de tomar la decision de vacunarse y esto resulta en més
agentes vacunados. El efecto que esto genera en la curva de infecciones es visiblemen-
te efectivo en la reduccién de la epidemia, ya que el pico maximo ni siquiera alcanza
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Figura 5.5: Simulaciones numéricas con un grafo Erdos-Rényi (con probabilidad de
conexién p = 0.6) y = 0.01.

los 3 individuos contagiados y después del tiempo 60 los contagios son casi nulos.

En cambio, para una poblacién de agentes conectados en una red con estructura
de Barabdsi-Albert, la curva de infectados (ver figura (figura [5.8}(a)) no disminuye
tan drésticamente, incluso si la dominancia de la opinién pro-vacuna es total (figura
(b)), el nimero de individuos infectados se mantienen entre 1y 4 desde el tiempo
10 hasta terminar la simulacién.
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vecinos por nodo anadido) y = = 0.01.

Experimentos numéricos 2: Variando la efectividad de la vacuna El
propésito principal de una campana de vacunacién consiste en minimizar los conta-
gios de una enfermedad. La efectividad de una vacuna es esencial para el control de
epidemias ya que permite la prevencion de nuevas infecciones y reduce la carga sobre
el sistema sanitario [70]. Es por eso que se requiere de muchos recursos y tiempo para
la creacion de una vacuna eficaz. En este contexto, nos podemos hacer la siguiente
pregunta: ; Qué pasaria si los tomadores de decision en el sector salud disponen apli-
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Figura 5.7: Simulaciones numéricas con un grafo Erdos-Rényi (con probabilidad de
conexién p = 0.6) y « = 0.07.

car a la poblacion una vacuna cuya efectividad no es lo “suficientemente buena”?
Para intentar indagar sobre lo que pasaria en este caso, realizaremos simulaciones
del modelo en las cuales consideramos una efectividad de la vacuna del o = 25 %.
Los parametros utilizados para estos experimentos numéricos se muestran en la tabla
0.0l

La efectividad en el modelo propuesto en este trabajo juega un rol importante en
la toma de decisién de vacunarse y también influye en la probabilidad que tiene un
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Figura 5.8: Simulaciones numéricas con un grafo Barabdasi-Albert (con m = 10 nuevos
vecinos por nodo anadido) y = = 0.07.

agente de infectarse después de ser vacunado, como se puede ver en la tabla . Al
asignar un valor pequeno a la efectividad, encontramos dos casos principales como
resultado de las simulaciones.

El primer caso que se da es aquel en el que la efectividad baja (de o = 25%) im-
pacta en la cantidad de agentes que deciden vacunarse. En la figura se pueden
observar las curvas de contagios promedio (sobre el ensamble de simulaciones) sin
vacunacion (rojo) y con la implementacion de vacunas con efectividad baja (azul).
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Rényi y b) Barbdsi-Albert.
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5.4. Resultados de las simulaciones numéricas.

‘ Pardametro ‘ Simbolo ‘ Significado Valor ‘ Referencia ‘
Probabilidad de infeccion B Probabilidad de que un agente se contagie. 0.4 [27]
Tamano de la poblacién N Numero de individuos en la poblacién 50 -
Periodo de incubacién 1/5 Tiempo que pasa un agente en estado Fzpuesto 5 [37)
Periodo infeccioso 1/a tiempo que pasa un agente en estado Infectado 6 [27]
Periodo inmune 1/w Tiempo que pasa un agente en estado Recuperado 30 [38]
Peso minimo de enlace Winin Peso minimo de la interaccién entre dos agentes 1 -
Peso maximo de enlace Wnaz Peso maximo de la interaccién entre dos agentes 10 -
Numero de iteraciones t total de pasos de tiempo de la simulacién 100 -
Infectados iniciales N;nf | Namero de agentes que comienzan con estado infectado 1 -
Recompensa por cooperar C utilidad recibida en el juego por compartir opiniéon 1 -
Costo por vacunarse q utilidad restada a un agente al vacunarse 0.2 -
Recompensa opinién pro-vacuna T utilidad recibida por tener una opinién pro-vacuna 0.07 -
Poblacién inicial antivacunas - porcentaje de agentes que comienzan siendo anti-vacunas 50 % -
Regla de cambio de opinién - regla evolutiva para el cambio de opinién mayoria 18]
Grafo Erdés-Rényi - tipo de grafo de la poblacién p=20.6 -
Grafo Barabési-Albert - tipo de grafo de la poblacién m =10 -

Tabla 5.5: Parametros, condiciones iniciales y sus correspondientes valores para las
simulaciones del experimento numeérico 2.

Para ambos tipos de estructura de red consideradas en este trabajo (Erdds-Rényi y
Barabdsi-Albert), la curva azul es muy similar a la curva roja. Esto ocurre porque
la efectividad de la vacuna no es lo suficientemente grande para que se cumpla la
desigualdad de la ecuacion . Es decir, los agentes deciden no vacunarse porque
el costo excede la proteccion que les proporciona la vacuna contra la enfermedad. De
esta forma, podemos deducir que “no es un resultado favorable” para el control de
la epidemia.

Por otro lado, el segundo caso se presenta cuando algunos agentes toman la decision
de vacunarse incluso con una efectividad baja de la vacuna. Sin embargo, acorde a
la ecuacion , esto solo ocurre cuando el costo de vacunarse es muy bajo. Para
las simulaciones numéricas presentadas en la figura , consideramos el caso en
el que el costo de vacunarse es de ¢ = 0.05 y la efectividad de o = 25%. De esta
forma aumentamos la probabilidad de que los agentes decidan vacunarse.

Podemos observar en la figura , que la curva promedio (sobre el ensamble de
simulaciones) de contagios con vacunacién (azul) alcanza casi el mismo pico maxi-
mo que la epidemia sin vacunas (rojo) para el grafo Erdés-Rényi, mientras que para
Barabasi-Albert incluso se llega a un pico de contagio més alto que la epidemia sin
vacunas. Por esta razén, incluso si existe un mayor porcentaje de agentes que deciden
vacunarse, si no hay una efectividad lo suficiente buena, las vacunas no representan
una estrategia eficaz para reducir contagios.

Vale la pena destacar que actualmente existen varios tipos de vacunas que han salido
al mercado y que se estan aplicando para el caso de la reciente pandemia COVID-
19. La efectividad de estas vacunas es muy variada tal y como podemos apreciar
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Rényi y b) Barbdsi-Albert.
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5.4. Resultados de las simulaciones numéricas.

Vacuna
Intervalo Pfizer intervalo largo Pfizer intervalo corto | Astrazeneca
de Proteccion
Proteccién a corto plazo 85 % 89% 58 %
Proteccién a largo plazo 51% 53 % 2%

Tabla 5.6: Tabla de efectividades de algunas vacunas desarrolladas para la pandemia

del COVID-19.

en la tabla . Aparte del tipo de vacuna, la efectividad también se ve afectada
por factores como la cantidad de dosis que se aplican, el tiempo que ha transcurri-
do desde la aplicacion de la ultima dosis, el tiempo transcurrido entre cada dosis,
la cepa del virus contra el que se estd vacunando, entre otros [69]. También se ve
afectada la efectividad por factores de los agentes, algunos de los principales son la
edad, comorbilidades, sexo, microbiota y nutricién [71]. Para simplificar el modelo de
este trabajo, todos estos elementos no fueron consideramos y solo asumimos que la
aplicacion de la vacuna se realiza en una tnica dosis, su efecto es inmediato y la efec-
tividad es la misma para todos los agentes. El valor que asignamos a la efectividad
de la vacuna para realizar las siguientes simulaciones esta basado en la efectividad
de la vacuna BNT162b2 (Pfizer-BioNTech). Especificamente, se toma la efectividad
de esta vacuna después de la aplicacion de dos dosis, las cuales se emplean con 6 o
méas semanas de diferencia (intervalo largo) y entre 2 y 10 semanas después de la
segunda dosis (proteccién a corto plazo) [69]. Es decir, tenemos una efectividad del
85 % como se muestra en la tabla [5.6] [69].

Experimentos numéricos 3: Variando el costo de vacunarse.

Otro pardametro que se analiza es el efecto que ocasiona la variacion del costo de
vacunarse ¢. Consideramos dos costos, el medio-bajo y el medio-alto. Si tomamos
un costo demasiado bajo, es equivalente a que no existiera un costo por vacunarse y
todos aquellos agentes decidirian aplicarse la vacuna, lo cual seria ideal pero no ocurre
en un contexto real. En contraste, si tomamos un costo alto, muy pocos agentes (o
incluso ninguno) tomarfan la decisién vacunarse.

Para realizar las simulaciones en las que se varia el costo de vacunarse, primero
fijamos los demdas parametros tal como se muestra en la tabla . Numéricamente
tomamos un valor de ¢ = 0.2 y ¢ = 0.3 para los costos medio-bajo y medio-alto,
respectivamente. Como se muestra en la figura [5.11] al tener una preferencia defi-
nitiva por la opinién pro-vacuna (z = 0.07) y un costo medio-bajo por vacunarse,
en promedio, alrededor del 70% de la poblacién toma la decision de aplicarse la
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Capitulo 5. Modelo epidemiolégico en una red multiplexada.

Pardametro ‘ Simbolo ‘ Significado ‘ Valor ‘ Referencia ‘
Probabilidad de infeccion B Probabilidad de que un agente se contagie 0.4 [27]
Tamano de la poblacién N Numero de individuos en la poblacién 50 -
Periodo de incubacién 1/5 Tiempo que pasa un agente en estado Fzpuesto 5 [37)
Periodo infeccioso 1/a tiempo que pasa un agente en estado Infectado 6 27
Periodo inmune 1/w Tiempo que pasa un agente en estado Recuperado 30 [38]
Peso minimo de enlace Winin Peso minimo de la interaccién entre dos agentes 1 -
Peso maximo de enlace Wnaz Peso maximo de la interaccién entre dos agentes 10 -
Numero de iteraciones t total de pasos de tiempo de la simulacién 100 -
Infectados iniciales Ninf | Namero de agentes que comienzan con estado infectado 1 -
Recompensa por cooperar C utilidad recibida en el juego por compartir opinién 1 -
Efectividad de la vacuna o la probabilidad de contagio al vacunarse es 8% (1 — o) 0.85 [69]
Recompensa opinién pro-vacuna T utilidad recibida por tener una opinién pro-vacuna 0.07 -
Poblacién inicial antivacunas - porcentaje de agentes que comienzan siendo anti-vacunas 50 % -
Regla de cambio de opinién - regla evolutiva para el cambio de opinién mayoria 18]
Grafo Erdés-Rényi - tipo de grafo de la poblacién p=20.6 -
Grafo Barabési-Albert - tipo de grafo de la poblacién m =10 -

Tabla 5.7: Parametros, condiciones iniciales y sus correspondientes valores para las
simulaciones del experimento numeérico 3.

vacuna. Esto provoca que la curva de la epidemia no crezca lo suficiente dentro de
la poblacion como para poder llegar a un pico de contagios significativo, ya que en
promedio solo se llega a infectar el 5% de la poblacién en el punto mas alto de la
curva de contagios.

Observemos por otro lado que, como se muestra en la figura[5.12] para una poblacion
de agentes conectados en red con estructura de Barabasi-Albert, al tener un costo
medio-bajo, la curva de infectados M(a) no es tan baja como para la estructura
Erdos-Rényi, ya que su méximo pico de contagios alcanza los 5 individuos infectados.
Sin embargo, en el punto mas alto de los contagios solo el 10 % de la poblacién esta
infectada. Este resultado es favorable en el sentido en el que la curva no crece abrup-
tamente, lo que ayuda a no tener una propagacion del virus de forma tan impetuosa.
Este crecimiento lento de la curva de infectados se ve afectado por el 40 % (ver la
figura5.12(b)) de la poblacién que decide vacunarse en estas simulaciones.

En cambio, cuando asignamos un valor medio-alto al costo de vacunarse (¢ = 0.3),
el efecto de la vacunacién sobre la curva de infectados de la epidemia no es tan efec-
tivo. Primero veamos el caso para la estructura de red Erdos-Rényi. Como se puede
observar en la figura ([5.13))-(a), la curva de infectados es més alta que si se tuviera
un costo de vacunarse medio-bajo ya que se llega a un pico de aproximadamente 7
infectados en el periodo de tiempo 40. De la figura —(b) observamos que solo
el 40 % de la poblacién decide vacunarse. Aun asi, se sigue presentando un pico de
contagios casi dos veces menor que en la epidemia sin vacunacion.

Para el caso en el que la poblaciéon de agentes esta conectada a través de una red
con estructura de Barabasi-Albert, la curva de infectados es significativamente mas
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Figura 5.11: Simulaciones numéricas del modelo con los parametros mostrados en la
tabla[5.7], considerando un costo de vacunacién medio-bajo (¢ = 0.2) y una estructura
de red Erdés-Renyi. a) nimero de infectados en el ensamble de simulaciones y la curva
promedio (rojo), b) nimero de vacunados en el ensamble de simulaciones y la curva
promedio (rojo).

alta que cuando se tiene un costo medio-bajo de vacunacién, tal y como se puede
apreciar en la figura M—(a). Lo anterior lo deducimos ya que el pico mas alto al-
canza los 11 infectados alrededor de la iteracién 42 de la simulacién. Analizando la
imagen figura (b), podemos ver que el nimero de vacunados es mucho menor
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Figura 5.12: Simulaciones numéricas del modelo con los parametros mostrados en la
tabla[5.7], considerando un costo de vacunacién medio-bajo (¢ = 0.2) y una estructura
de red Barabasi-Albert. a) nimero de infectados en el ensamble de simulaciones y la
curva promedio (rojo), b) nimero de vacunados en el ensamble de simulaciones y la

curva promedio (rojo).

que en otras simulaciones y solo se llegan a vacunar, en promedio, aproximadamente

6 individuos.

Analizando las simulaciones realizadas previamente, podemos deducir algunas con-
clusiones sobre los parametros que fueron explorados. La efectividad de la vacuna
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Figura 5.13: Simulaciones numéricas del modelo con los parametros mostrados en la
tabla[5.7], considerando un costo de vacunacién medio-bajo (¢ = 0.2) y una estructura
de red Erdés-Renyi. a) nimero de infectados en el ensamble de simulaciones y la curva
promedio (rojo), b) nimero de vacunados en el ensamble de simulaciones y la curva
promedio (rojo).

debe ser, necesariamente, lo suficientemente alta para que la poblacion decida va-
cunarse y que la vacuna los proteja de la infeccién para reducir contagios de forma
eficiente. En caso de no tener una buena efectividad, la reduccién de contagios no es
significativa, no se compensa la cantidad de recursos utilizados en su elaboracion e
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Figura 5.14: Simulaciones numéricas del modelo con los parametros mostrados en la
tabla[5.7, considerando un costo de vacunacién medio-alto (¢ = 0.35) y una estruc-
tura de red Barabdsi-Albert. a) nimero de infectados en el ensamble de simulaciones
y la curva promedio (rojo), b) nimero de vacunados en el ensamble de simulaciones
y la curva promedio (rojo).

incluso puede generar rebrotes de infecciones.

Por otra parte, al variar la recompensa por la preferencia de la opinién pro-vacuna
(x), podemos observar un control sobre la cantidad de agentes que deciden vacu-
narse como es de esperarse. En las simulaciones se encontré que, para un valor de
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x = 0 ambas opiniones tienen la misma probabilidad de prevalecer, mientras que
para x > 0.07 la dindmica se ve totalmente dominada por la opinién pro-vacunas. Al
haber mas agentes inclinados hacia la vacunacién, claramente aumenta la cantidad
de individuos vacunados y la rapidez con la que lo hacen, lo cual decrementa drasti-
camente la propagacion de la enfermedad en la poblacion.

Por 1ltimo, el costo de vacunarse juega un papel clave en la toma de decision de la va-
cunacion. Atun si se tiene una efectividad de la vacuna alta y una opinién pro-vacuna
totalmente dominante, si el costo de vacunarse es muy alto, los agentes dificilmente
tomaran la decision de aplicarse la vacuna. Es de suma importancia, sobretodo para
las autoridades de una poblacion, que se tenga un control adecuado sobre el costo de
vacunarse. Factores como la accesibilidad, tiempo de espera, efectos secundarios, pre-
sion social, restricciones de asistencia, entre otros, pueden marcar la diferencia entre
un individuo que decide o no vacunarse y, a nivel poblacional, pueden determinar el
éxito o el fracaso de una campana de vacunacion.
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Capitulo 6

Conclusion

En este trabajo de tesis proponemos un modelo para la propagacion de una epi-
demia, la formacién de opinién y la toma de decisién de un sistema multi-agentes
conectados mediante una red multiplexada. Dichos agentes cambian de opinién res-
pecto a la vacunacion por medio de un juego de estrategia, el cual cuenta con una
recompensa por una opinién preferencial. Proponemos una medida de riesgo basa-
do en la percepcion de riesgo de F. Bagnoli [49], la cual se cuantifica en funcién
de los conceptos de peligro, exposicion y vulnerabilidad, los cuales dependen de la
cantidad de vecinos infectados y vecinos infectados de vecinos susceptibles de un
agente.Después, los agentes toman una decisiéon individual que se puede modelar por
medio de un juego de oportunidad en el cual las utilidades se basan en la magnitud
del riesgo, el costo de vacunarse y la efectividad de la vacuna [50].

Observando el andlisis numérico llegamos a las siguientes conclusiones. En una
epidemia sin vacunas, la propagaciéon de la enfermedad suele ser mayor para grafos
con estructura Erdds-Rényi que para Barabasi-Albert. Al revisar los resultados de
los valores del riesgo, se puede notar que funciona como una medida predictora de
los picos de contagio de la epidemia, es decir, el riesgo alcanza sus mayores valores
poco tiempo antes de que el nimero de contagios llegue a su punto maximo. Por su
parte, la efectividad de la vacuna debe ser, necesariamente, lo suficientemente alta
para que la poblacién decida vacunarse y que la vacuna los proteja de la infeccion
para reducir contagios de forma eficiente. En caso de no tener una buena efectividad,
la reduccion de contagios no es significativa, no se compensa la cantidad de recursos
utilizados en su elaboracién e incluso puede generar rebrotes de infecciones.



Por otro lado, al variar la recompensa por la preferencia de la opinién pro-vacuna,
podemos observar un control sobre la cantidad de agentes que deciden vacunarse.
En las simulaciones se encontré que, si no hay una preferencia por alguna de las
opiniones, ambas tienen la misma probabilidad de prevalecer, mientras que para
si se da un valor positivo a la preferencia la dinamica se ve totalmente dominada
por la opinién pro-vacunas. Al haber mas agentes inclinados hacia la vacunacion,
claramente aumenta la cantidad de individuos vacunados y la rapidez con la que
lo hacen, lo cual decrementa drasticamente la propagacién de la enfermedad en la
poblacién.

El costo de vacunarse juega un papel clave en la toma de decisiéon de la vacu-
nacién. Aun si se tiene una efectividad de la vacuna alta y una opinién pro-vacuna
totalmente dominante, si el costo de vacunarse es muy alto, los agentes dificilmente
tomaran la decisién de aplicarse la vacuna. Es de suma importancia, sobre todo para
las autoridades de una poblacién, que se tenga un control adecuado sobre el costo
de vacunarse. Factores como la accesibilidad, tiempo de espera, efectos secundarios,
presion social, restricciones de asistencia, entre otros, pueden marcar la diferencia en-
tre un individuo que decide o no vacunarse y, a nivel poblacional, pueden determinar
el éxito o el fracaso de una campana de vacunacion. La recompensa por tener una
opinién pro-vacunas, en un contexto real, se puede manejar por medio de campanas
medidticas que reafirmen la importancia de aplicarse la vacuna en una epidemia e
incentiven esta decisién. En contraste, la efectividad de la vacuna no siempre puede
controlarse directamente, por lo que una seria una mejor estrategia basar una cam-
pana de vacunacion en disminuir el costo de la vacuna y aumentar la recompensa
por opinar a favor de las vacunas.

Este trabajo de tesis logra recopilar los resultados anteriormente discutidos gra-
cias a la estructura de las redes multiplexadas, que permite realizar diversos procesos
en distintas capas de redes. Por otra parte, el sistema multi-agentes logra enfocar
el estudio de la epidemia sobre la poblacién de una forma més heterogénea y da la
posibilidad de analizar los efectos de decisiones individuales sobre la propagacion de
una enfermedad.

Para seguir explorando el problema de las epidemias en redes multi-agentes, al-
gunos trabajos a futuro que se pueden ramificar de esta tesis son: el efecto de la
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implementacion de una cuarentena a ciertos agentes de la poblacién, inmunizacién
dirigida, disminuir los pesos de enlaces o eliminar los enlaces al tener un vecino in-
fectado y estudiar la co-evolucion de la red, es decir, la retroalimentacién entre la
evolucion de la estructura de la red y la dindmica de la epidemia y de las opiniones
de los agentes. Asi mismo, consideramos también interesante analizar el efecto de la
vulnerabilidad de los agentes, la cual puede simular el hecho de que en una poblacion,
hay personas que pueden ser mayormente afectadas por la epidemia, como aquellas
que padecen alguna comorbilidad, personas de la tercera edad, con obesidad etc. De
igual forma, se podria también buscar validar los modelos de formacion de opinién
con datos capturados de alguna red social como por ejemplo twitter.
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Apéndice A. Algunas definiciones de teoria de grafos.

Apéndice A

Algunas definiciones de teoria de
grafos.

En esta seccién enlistamos algunas definiciones de teoria de grafos que usamos
en distintos capitulos del presente trabajo de tesis.

Definicién 1. Un grafo no dirigido G = (V, E) consiste de dos conjuntos: un con-
gunto de nodos V.= {v1,va,...,on}, donde la cardinalidad del conjunto V es N,
también llamada el tamano del grafo; y un conjunto compuesto por pares ordenados
E = {(vi,v;) € VxV :v,v; € V} llamado el conjunto de enlaces, donde para cada
par ordenado (v;,v;) € E existe (vj,v;) € E. Se dice que el grafo es dirigido cuando

(vi, v5) # (vj, ).

Definicién 2. Definimos el grado del nodo i (el cual denotamos con k;) como el
numero de enlaces que conectan a este nodo.

Definicién 3. Un grafo regular es aquel en el que todos sus nodos tienen el mismo
grado de nodo, mientras que un grafo es llamado aleatorio si su construccion es
realizada por medio de un proceso estocdstico.

Definicién 4. Dado un entero positivo N y una probabilidad 0 < p < 1, definimos
el grafo Erdés-Rényi G(N,p) como el grafo no direccionado con N vértices y cuyos
enlaces se construyen como sigue [79):

99



Bibliografia

Paso cero: Se definen los N vértices y un valor p para la probabilidad de conezion.
Paso uno: Por cada par de vértices 1 y j se realiza un proceso estocdstico con pro-
babilidad p para decidir si dicho par se conecta o no.

Paso dos: Si se conectan, entonces se incluye el enlace (i,j) en el conjunto E, en
caso contrario se continua con el paso uno.

Vale la pena destacar que el proceso de construccion de un grafo Erdos-Rényi termina
cuando se han revisado todos los posibles pares de elementos del conjunto de N
vértices, y al finalizar el proceso obtendremos un grafo con pN(N — 1)/2 enlaces.

Definicién 5. Dado el entero positivo N y un numero natural m > 1, definimos el
grafo Barabdsi-Albert G(N, m), también llamado modelo BA o de escala-libre, como
el grafo no direccionado con N wvértices y cuyos enlaces se construyen como Sigue
[75]:
Paso cero: Se definen un numero inicial de vértices Ngy < N y un valor m para el
numero de conexiones de cada nuevo nodo.
Paso uno: Por cada iteracion, un nuevo nodo j es anadido a la red.
Paso dos: El nuevo nodo se conecta con m nodos presentes en la red y la probabilidad
de conexion entre el nuevo nodo j y un nodo i estd dada por:
J
i = e
Zj kj

Después de conectarse con los m nodos presentes en la red, se continua con el paso
uno hasta llegar al nimero N — Ny de nuevos nodos [73].

b)

Figura A.1: Ejemplos de grafos aleatorios a) Erds-Rényi y b) Barabdsi-Albert.
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