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En cada trayectoria hay ruido, pero detras de cada ruido hay estructura. ..
y eso es lo que la matematica nos ensefia a descubrir.

—~Anénimo—
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Introduccion

La modelacién estocastica se ha consolidado como el pilar fundamental
de las finanzas cuantitativas modernas, debido a su capacidad para for-
malizar la incertidumbre y describir fenémenos aleatorios intrinsecos a los
mercados. En el ambito de la renta fija, el supuesto de que las tasas de
interés permanecen constantes o siguen una trayectoria determinista puede
resultar aceptable tinicamente para instrumentos de muy corto plazo en en-
tornos de alta estabilidad. No obstante, al analizar horizontes de mediano y
largo plazo, la tasa de interés exhibe un comportamiento aleatorio que exige
el uso del célculo estocastico y, especificamente, del movimiento browniano
como herramientas base para su analisis.

Una de las propiedades empiricas mas relevantes en las variables macro-
financieras es la tendencia a estabilizarse en torno a un valor de equilibrio
de largo plazo, a este fenémeno se le llama reversion a la media. En las
ultimas tres décadas, el desarrollo de teorias sobre la estructura temporal
de las tasas de interés ha permitido clasificar los modelos en dos grandes
vertientes: modelos de equilibrio y modelos de no equilibrio. Los modelos de
equilibrio que més destacan son el de Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross (CIR).
Ambos incorporan la reversién a la media; sin embargo, el modelo de Va-
sicek se distingue por su excepcional manipulacién analitica (Allen, 2007).
Aunque este modelo presenta la limitacién tedrica de permitir tasas de in-
terés negativas una propiedad generalmente no deseada en la modelacion
de tasas, su estructura matematica permite obtener soluciones cerradas de
gran utilidad para la valuacion de bonos y productos derivados.

El objetivo principal de este trabajo es exponer las caracteristicas esen-
ciales del modelo de Vasicek y una vez alcanzado esto, mostrar su aplicacion
para el calculo del precio de un bono de cupén cero que incorpora una tasa
de interés estocéstica, asi como el rendimiento al vencimiento del bono.

En este sentido, la presente investigacion contribuye no solo con la re-
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vision tedrica, sino con la implementacion practica y validacién del modelo
dentro del contexto financiero nacional. Las aportaciones principales de es-
te trabajo radican en la construccion de un marco algoritmico en Python
capaz de procesar datos historicos de la TIIE a 28 dias de Banxico, y la
posterior estimacion de los parametros de reversion a la media mediante el
método de Méxima Verosimilitud (MLE). Esta validacién empirica permite
constatar la eficacia del modelo para describir la estructura temporal de las
tasas en México, ofreciendo una herramienta reproducible para la valuacion
de activos.

La presente tesis esté organizada en cinco capitulos a los cuales antecede
una introducciéon que describe las caracteristicas mas relevantes del trabajo
y el objetivo que se persigue.

En el primer capitulo se revisan los conceptos de variacion cuadratica, las
distintas definiciones de integral y las condiciones de regularidad (Lipschitz
y Hoélder) que garantizan la existencia de soluciones en modelos posteriores.

En el capitulo dos se desarrolla la teoria del movimiento Browniano, asi
como los conceptos de integral, isometria, propiedades y regla diferencial
de Itd, asi como las ecuaciones diferenciales estocasticas y la existencia y
unicidad de su solucién.

En el capitulo tres se analizan las soluciones y propiedades estadisticas
de tres modelos representativos que son el movimiento browniano geomé-
trico y el modelo de Langevin, pero con especial énfasis en el modelo de
Vasicek pues es uno de los principales objetos de este trabajo.

El capitulo cuatro constituye la aplicacién de este trabajo, integrando las
herramientas de calculo estocastico aplicando estas herramientas a bonos
y la curva de rendimiento: se establece el principio de no arbitraje y la
relacién entre el precio del bono y la tasa spot; se expresa el precio como
una esperanza bajo una medida de martingala equivalente; y, bajo Vasicek,
se derivan la media y la varianza de la integral de la tasa spot para obtener
una formula cerrada del precio del bono y su rendimiento al vencimiento.
Se incluyen simulaciones numéricas que ilustran el efecto de la reversion a
la media en la evolucion del precio y en la forma de la curva de rendimiento
ante distintas tasas spot.

Finalmente en el quinto capitulo establecemos nuestras conclusiones.
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CAPITULO

Preliminares

En el presente capitulo se citan los principales resultados del analisis
matematico que sustentan el desarrollo del calculo estocastico para la teo-
ria posterior. Se revisan las nociones de continuidad, funciones cadlag y
los diferentes tipos de variacion, cuya comprension es vital para distinguir
entre trayectorias suaves y procesos con saltos. Asimismo, se establecen las
definiciones de las integrales de Riemann, Stieltjes y Lebesgue, y se exponen
las condiciones de Lipschitz, Holder y crecimiento lineal, las cuales garanti-
zan la existencia y unicidad de las soluciones a las ecuaciones diferenciales
que se abordardn en los capitulos siguientes. La principal referencia teodrica
utilizada en este capitulo es tomada de (Klebaner, 2012).

En célculo estocastico, se trabaja con funciones dependientes del tiempo
t,0<t<T.

1.1. Definiciones basicas
Una funcién continua obedece la intuicion de que no presenta “saltos”.
Definicién 1.1.1. Sea f una funcion, es llamada continua en t =ty si
Af(t) = f(to+ At) — f(to) — 0 cuando At =t —ty — 0.

Si f es continua en todo punto del dominio, por definicién, ésta es lla-
mada continua. Por otra parte, una funcién también puede ser continua
por la izquierda o por la derecha, a continuacion, se define este tipo de
continuidad:
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Definicion 1.1.2. Una funcion es continua por la derecha (o por la iz-
quierda) en el punto ty si los valores de la funcién g(t) se aproriman a
g(to) cuando t se aproxima a to por la derecha (izquierda); es decir,

lim g(t) = g(to), (limg(t) = g(to)).

La notacion de este tipo de continuidad es la siguiente:

» La versién continua por la izquierda de g se denota por g(t—), se
define tomando el limite izquierdo en cada punto,

g(t—) =limg(s).

» La funcién continua por la derecha g(t+) se define de manera similar,
g(t+) = ligl g(s).

Definicién 1.1.3. Una funcion f es diferenciable en ty si en ese punto

f(to+ At) — f(to)
At

Af ~ CAt, es decir, lim = f'(ty) = C.

At—0
Teorema 1.1.4 (Teorema del Valor Medio). Si f es continua en [a,b] y
diferenciable en (a,b), existe ¢, (a < ¢ < b), tal que

f(b) = fa) = f'(c)(b - a).

Definicién 1.1.5. Un punto t se denomina discontinuidad de primer tipo
o punto de salto si ambos limites g(t+) y g(t—) existen y no son iguales.
El salto en t se define como Ag(t) = g(t+) — g(t—). Cualquier otra discon-
tinuidad se denomina de sequndo tipo.

Las trayectorias de procesos de salto (como el de Poisson) no son conti-
nuas, pero si cadlag.

Definicién 1.1.6. Una funcién es cadlag si es continua por la derecha y
tiene limite por la izquierda en cada punto.

Ejemplo 1.1.7. La funcién escalén de Heaviside, definida como H(t) =
150y, s un ejemplo de una funciéon cadlag.
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Figura 1.1: Funcién de Heaviside.

Teorema 1.1.8. Una funcion definida en un intervalo [a,b] no puede tener
mds que un niumero contable de saltos.

Teorema 1.1.9. Si f es diferenciable con una derivada finita f'(t) en un
intervalo, entonces en todos los puntos f'(t) es continua o tiene una dis-
continuidad de sequndo tipo.

Las funciones en céalculo estocastico son funciones sin discontinuidades
de segundo tipo, es decir, funciones que tienen limites tanto derechos como
izquierdos en cualquier punto del dominio y unilaterales en la frontera. A
este tipo de funciones se les llama funciones regulares.

1.2. Variacion y variacién cuadratica

Definicién 1.2.1. Si g es una funcion de variable real, su variacion en
la,b] se define como

V,(la,b]) = sup 3 g(#2) — (2 1)1,

i=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones:
a=1t; <ty <..<tr=b.

Observe que, a medida que se anaden nuevos puntos a la particién, la
suma aumenta. Por lo que la variacion de g es

n

Vo(la, b)) = lim > |g(t) — g(£1))

" i=1

donde (Sn = méXlgiSn@i — ti,1>.
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Definicién 1.2.2. g es de variacion finita si Vy(t) < oo para todo t. g es
de variacion acotada si sup;Vy(t) < 0o, es decir, si para todo t, Vy(t) < C,
donde C' es una constante independiente de t.

Teorema 1.2.3 (Descomposiciéon de Jordan). Si g tiene variacion finita,
se puede expresar como diferencia de dos funciones crecientes

9(t) = alt) — b(2).

Demostracion. Definimos a(t) = V,(]0,t]), b(t) = a(t) — g(t). Ambas son
crecientes, y g(t) = a(t) — b(t). O

La representacién de una funcién de variacién finita como la diferencia de
dos funciones no es tnica. Otra forma es la siguiente:

1 1
9(t) = 5 (Vy(t) +9(t)) = 5 (Vy(t) — g(1)).
La suma, diferencia y el producto de dos funciones de variacién finita tam-
bién son de variacién finita. Ademaés, el cociente de dos funciones de varia-
ciéon finita es de variacion finita siempre que el denominador cumpla que
exista una constante ¢ > 0 tal que |g(t)| > ¢ para todo t.

Teorema 1.2.4. Una funcion de variacion finita no puede tener mds de
un numero contable de discontinuidades. Ademds, las discontinuidades son
saltos.

Una condicién suficiente para que una funcién continua sea de variacién
finita estd dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.2.5. Si g es continua, ¢ existe y [ |¢'(t)|dt < oo entonces g es
de variacion finita.

Teorema 1.2.6 (Banach). Sea g(t) una funcién continua en [0,1], y de-
notemos por s(a) el nimero de valores de t tales que g(t) = a. Entonces, la
variacion de g estd dada por
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Variacion cuadratica

Definicién 1.2.7. Si f es una funcion de variable real, se define su varia-
cion cuadrdtica sobre todo el intervalo [0,t] como el limite (cuando existe)

- hm Z t? 1))27

n—>0

donde el limite se toma sobre todas las particiones: 0 =t <t} < ... <1} =
t, con 6, := max <;<, (tF — 1" ).

Teorema 1.2.8. Si f es continua y de variacion finita, entonces su varia-
cion cuadrdtica es cero.

Ejemplo 1.2.9. Sea f(t) = t? definida en el intervalo [0, 1].

Consideremos una particién uniforme del intervalo [0, 1] en n subinter-
valos, con puntos:
ti=—, parai=0,1,...,n.
n
Los incrementos de f en cada subintervalo son:

ft) = ftioa) = <;L>2 — <Z — 1)2 _ - 1.

n n?

Sumando los cuadrados de los incrementos:

1)~ fl =3 (T ) = {j % — 1)?

i=1 i=1
Usando la identidad 37, (2i — 1)? = "(4"32 =1 obtenemos:

n2

n 4n? — 1
ti) — f(ti))? = ———.
D 1)~ ft))P = T
Entonces
1 4n? — 1 ( 4 1 ) 0
w00 3n3 W00 3n  3n3

Por lo tanto, la variacién cuadratica de f(t) = t? en [0, 1] es 0.

Definicién 1.2.10. La variacion cuadrdtica (o covariacion) de dos funcio-
nes [ y g en [0,t] se define por:

n—1

[f.9l(t) = Jim > (f(t70) — f(E))(9(t) — 9(8),

0n—0 =0
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si éste existe, donde el limite se toma sobre las particiones {t;} de [0,t] con

Teorema 1.2.11. Si f es continua y g tiene variacion finita, entonces su
covariacion es cero, [f, g](t) = 0.

Teorema 1.2.12 (Identidad de polarizacién). Sean f y g funciones tales
que su covariacion estd definida, entonces

£,18) = 3(1f + 9. F + gl6) — £, 716) L))

Del teorema anterior, note que la covariaciéon es simétrica.

1.3. Integral de Riemann

La integral de Riemann de f sobre todo el intervalo [a, b] es definida por
el limite de las sumas de Riemann

[ Fttyde = 1im S P — 1)
a i=1

Donde las ¢I'’s representan particiones del intervalo, a = tff < ¢} < .-+ <
th =0, 0 = mdxi<icn(t — 1) y 17 <& <

El calculo de integrales a menudo se realiza utilizando la antiderivada y
se basa en el siguiente resultado.

Teorema 1.3.1 (Teorema Fundamental del Célculo). Si f es diferenciable
en [a,b] y ' es Riemann integrable en |a,b] entonces

£6) ~ fla) = [ F()ds.

La integral de Riemann estd bien definida para funciones continuas vy,
al dividir el intervalo, puede extenderse a funciones que son discontinuas en
un numero finito de puntos.

1.4. Integral de Stieltjes

La integral de Stieltjes es de la forma f; f(t)dg(t), donde g es una funcién
de variacién finita. Dado que una funcién de variacion finita es la diferencia
de dos funciones crecientes, basta con definir la integral con respecto a
funciones mondtonas.
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Integral de Stieltjes con respecto a funciones
mondtonas

La integral de Stieltjes de f con respecto a g una funcién monoétona en
todo el intervalo [a, b] se define como:

n

b b
| fdg= [ £@dg(t) = 1im > F(€)(9(t2) - 9(t1))
a e i=1
Esta integral es una generalizacion de la integral de Riemann, que se re-
cupera al sustituir g(¢) = ¢. Esta integral es conocida como la integral de
Riemann-Stieltjes.

Casos particulares

Si ¢/'(t) existe, y g(t) = g(0) + [y ¢'(s)ds, entonces

[ s0aso) = [ o war.

a

Sea g una funcién de variacién finita y g(t) = a(t) — b(t) con a(t) = V, (1),
b(t) = V,(t) — g(t), que son funciones no decrecientes. Si

[ 1r)dats) = [[1r)avyts) = [ 156)ldgs) < .

entonces f es Stieltjes integrable con respecto a g y su integral estd definida
por
F(s)dg(s) = [ fls)da(s) ~ [ fls)db(s).
(0,¢] (0,t] (0,¢]
Si f es Stieltjes integrable con respecto a la funciéon g de variacién finita,
entonces la variacién de la integral es

V()= [ 1) dg(s)] = [ 1) 1avi(s).

En calculo estocastico, necesitamos considerar integrales con respecto a
funciones de variacion infinita; dichas funciones surgen, por ejemplo, co-
mo modelos de precios de acciones. Las integrales respecto a una funcion
de variacion infinita no pueden definirse como un limite habitual de sumas
aproximadas, por lo que se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Sea §,, = max(t] —tI" ), el intervalo mas grande en la
particion de [a,b]. Si

Jim S Fa2)lo(e) - o070
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existe para cualquier funcion continua f, entonces g debe ser de variacion
finita en [a,b).

Esto demuestra que si g es de variacién infinita, entonces el limite de las
sumas aproximadas no existe para algunas funciones f.

Integracion por partes

Sean [y g funciones de variacién finita. Denotando por Ag(s) = g(s) —
g(s—), entonces (con integrales en (a, b])

FB9) ~ F@g(a) = [ Fs-)dg(s) + [ gls)df(s) + 3 Af(s)Ag(s)

a<s<b
= [ 6o+ ot

Notese que, aunque la sumatoria anterior se extiende sobre un conjunto no
numerable de valores a < s < b, solo posee una cantidad numerable de tér-
minos no nulos. Esto ocurre porque, como se mencioné en el Teorema 1.2.4,
una funcién de variacion finita tiene, a lo sumo, un conjunto numerable de
saltos.

Si f es continua de modo que f(s—) = f(s) para todo s, entonces la
ecuacion se simplifica. En este caso, se obtiene la féormula de integracién
por partes

FB90) ~ Fagla) = [ Fs)dg(s) + [ gls)af (s

Cambio de variable

Sea f una funcién con derivada continua (f € C*') y g de variacién finita
y continua, entonces

760 = £1900) = [ Flo(eDds(s) = [ )

Si g es de variacion finita, tiene saltos y es continua por la derecha, entonces

fg()=f(9(0)) = /Ot f/(g(s—))dg(s)+oz< (f(g(s))=F(g(s=))=f"(9(s—))Ag(s))
donde Ag(s) — g(s—) denota los saltos de g en s.

Una de las deficiencias de las integrales de Riemann y Stieltjes es que
no conservan la propiedad de convergencia monodtona, es decir, para una
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sucesion de funciones f, T f no necesariamente se sigue que sus integrales
converjan. Por lo que da paso a otra integral, la cual es la integral de
Lebesgue.

1.5. Integral de Lebesgue

Mientras que en la integral de Riemann, las sumas se construyen parti-
cionando el dominio de integracion (sobre el eje ); es decir, subdividiendo
el intervalo [a,b] en subintervalos méas pequenios. El enfoque de Lebesgue
invierte la perspectiva: las sumas se construyen particionando el rango de
la funcién (sobre el eje y).

Sea f : [a,b] — R una funcién medible y supdéngase que su imagen
estd contenida en un intervalo [c, d]. Considérese una particién del intervalo
e, d],

C:y0<y1<<yk<<yn:d
A partir de esta particién, se forman los conjuntos medibles de nivel
Ak:{te[CL’b}yk§f<t><yk+1}7 k:O717"'7n_17

y se define la suma de Lebesgue asociada como

n—1

>y w(Ag),

k=0

donde p(Ag) denota la medida (en el caso usual, la longitud de Ay).

La integral de Lebesgue puede entenderse como el limite (o, més preci-
samente, el supremo de todas las aproximaciones inferiores) de estas sumas
cuando la particion del rango se refina, es decir, cuando aumenta el niime-
ro de puntos de particion y los intervalos [yx, yr+1) se hacen cada vez més
pequenos. Este método resulta mas general que el de Riemann y preserva
la convergencia; es especialmente 1til en contextos de probabilidad, donde
permite integrar funciones definidas en espacios abstractos provistos de una
medida.

Observacion 1.5.1. El enfoque de Lebesgue es fundamental en probabilidad,
pues la esperanza matematica es una integral de Lebesgue.

1.6. Diferenciales e integrales

Sea f una funcién diferenciable en el tiempo ¢, su diferencial se define
como la parte lineal en At del incremento en ¢, f(t + At) — f(t), si el
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diferencial de la variable es denotado por dt = At, entonces f(t+dt)—f(t) =
df (t) + términos menores y se sigue de la existencia de la derivada en ¢, que

df(t) = f'(t)dt.

Si g(t) también es diferenciable

df (g(t)) = f'(g()g'(t)dt = f'(g(t))dg(t).

El resultado es conocido como la regla de la cadena. Ademads, si una funcién
f satisface una ecuacion diferencial de la forma

df (t) = p(t)dw(t),

entonces su forma integral es

£ = £0) + [ o)),

Esto establece la relacion entre diferenciabilidad e integrabilidad, mostrando
como los cambios infinitesimales se acumulan a lo largo del tiempo mediante
integrales.

1.7. Condiciones de Lipschitz y Holder

Las condiciones de Lipschitz y Holder describen subclases de funciones
continuas. Aparecen como condiciones sobre los coeficientes en los resulta-
dos sobre la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias y estocasticas. En nuestro estudio, estas condiciones se utilizan
explicitamente para garantizar que las ecuaciones diferenciales consideradas
tengan solucion.

Definicién 1.7.1. f satisface una condicion de Hélder (Holder continua)
de orden a,, 0 < v < 1, en [a,b] C R si existe una constante K > 0 tal que,
para todo x,y € |a,b] C R

[f(x) = f(y)| < Kz —y|*

La condicion de Lipschitz es una condicion de Hélder con oo = 1:

|f(@) = fy)] < Klz —y].
Observe que una funcién Holder continua de orden « en [a, b] también
es Holder continua de cualquier orden menor.
Basta con que una funcién sea continua y suave a trozos para que satis-
faga la condicién de Lipschitz; a continuacion, se enuncian las definiciones
correspondientes.
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Definicién 1.7.2. f es suave en [a,b] si posee una derivada continua [’
en (a,b) tal que los limites f'(a+) y f'(b—) existen.

Definicién 1.7.3. [ es continua a trozos en [a,b] si es continua en [a,b]
excepto, posiblemente, en un numero finito de puntos en los cuales existen
los limites por la derecha y por la izquierda.

Definicién 1.7.4. f es suave a trozos en [a,b] si es continua a trozos en
la,b] y f' existe y también es continua a trozos en |a,b.

1.8. Condiciones de crecimiento

La condiciéon de crecimiento lineal también aparece en los resultados
sobre la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. f(x)
satisface la condicién de crecimiento lineal si existe K tal que

[f(@)] < K(1+ |z]).

Esta condicién describe el crecimiento de una funcién para valores grandes
de z y establece que f estd acotada para valores pequetios de .

Teorema 1.8.1 (Desigualdad de Gronwall). Sean ¢(t) y h(t) funciones
requlares no negativas en [0, T]. Entonces, para cualquier funcion reqular
f(t) > 0 que satisfaga la desigualdad para todo 0 <t < T

1) < o)+ [ 1)) ds,

se tiene que,

f(t) <g(t) + /Ot h(s)g(s) exp (/th(U) dU) ds.

S

Esta forma se toma de Dieudonné (1960). En particular, si g es no
decreciente, la integral anterior se simplifica a,

F(t) < g(t)edo M s,

Un caso particular es cuando g = A y h = B son constantes,
f(t) < AeP.



CAPITULO

Calculo estocastico

En este capitulo se presentan las bases matematicas del calculo esto-
castico mediante el estudio del movimiento browniano y su formalizacion
como proceso de Wiener. Se establecen sus propiedades definitorias, junto
con sus momentos estadisticos fundamentales y las singularidades patolo-
gicas de sus trayectorias, caracterizadas por variacién cuadratica finita e
infinita variacion total. Finalmente, se desarrollan la integral de It6 para
procesos adaptados y la formula de It6 en sus formas univariada y multi-
variada, herramientas esenciales para el analisis de ecuaciones diferenciales
estocasticas.

2.1. Movimiento Browniano (MB)

El movimiento browniano es un proceso estocastico de naturaleza gaus-
siana que fue introducido originalmente con el propésito de describir ma-
tematicamente ciertos fenémenos fisicos asociados al comportamiento alea-
torio de particulas microscépicas suspendidas en un fluido. Este fenémeno
fue observado por primera vez por el biélogo Robert Brown en 1827, cuan-
do, mediante el uso del microscopio, analizé el movimiento de particulas
de polen en el agua (Brown, 1828). Brown advirtié6 que dichas particulas
presentaban un desplazamiento irregular y erratico, atribuible a las inter-
acciones moleculares del medio (Nelson, 1967).

Posteriormente, en un contexto distinto, Louis Bachelier emple6 en 1900
el movimiento browniano como modelo para describir la evoluciéon tempo-
ral de los precios de los activos financieros en su teoria matematica de la
especulacién (Bachelier, 1900). No obstante, su trabajo no fue plenamente

12
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comprendido ni valorado en su tiempo, permaneciendo relegado durante va-
rios afios hasta que se logro establecer una base matematica rigurosa. Esta
formalizacion del concepto de movimiento browniano fue desarrollada mas
tarde por Norbert Wiener, en cuyo honor el proceso es conocido también
como proceso de Wiener (Wiener, 1923).

Definicién 2.1.1. El Movimiento Browniano o proceso de Wiener B =
{B(t) : t > 0} es un proceso estocistico que cumple con las siguientes
propiedades:

1. Comienza en el origen con probabilidad 1:

2. B tiene incrementos estacionarios:
B(t+At)—B(t) £ B(s+At)—B(s), Vs,t: 0<s<te[0,+0),

donde el simbolo < denota iqualdad en distribucion.

3. Los incrementos del proceso dados por B(t)— B(s) son independientes;
en particular,

B(ty) — B(t1), B(ts) — B(ta), ..., B(tnt1) — B(ty)
son variables aleatorias independientes, con

0<t; <ty<--<t, <ty < +o0.

4. Los incrementos tienen distribucion gaussiana (o normal) con media
cero y varianza t — s para todo 0 < s < 't; es decir,

B(t) — B(s) ~ N(0, t — s).

En el caso particular en que s = 0, y considerando la propiedad ante-
rior, se obtiene que

B(t) ~ N(0, t),

esto es, B(t) es una variable aleatoria normal de media cero y desvia-
cion tipica \/'t.

5. Las trayectorias del proceso B(t) son continuas con probabilidad uno,
pero no son diferenciables en ningin punto.
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2.2. Propiedades del MB

Proposicion 2.2.1. El MB B; tiene las siguientes propiedades para nime-
ros reales positivos s,t,ty, A

1. {B:} es un proceso de Markov.
E{B;} =0.

Var{B,} = E{B?} = t.

Cov{By, Bs} = E{B;B;} = min{s, t}.
E{(B, — B} = |t — 5|

E{B!} = 3t2.

S & L

Demostracion. (1) Para demostrar que {B;} cumple la propiedad de Mar-
kov, usando la caracteristica de independencia de los incrementos del
movimiento browniano, tenemos:

P{Biys < a| By=wy, By =w, ..., By =ws}
=P{B;1s — Bs <a—ws | By=wy, By =ws, ..., Bs =ws}
P{Byys — Bs < a —ws, By = wo, By =wy, ..., By =ws}
- P{By = wo, By = wy, ..., By = w,}

=P{B; s — Bs <a—ws}
=P{B;1s < a| Bs = ws}.
Por lo tanto, {B;} es un proceso de Markov.
(2) Directamente del punto 2) de la definicién de movimiento browniano.
(3) Directamente del punto 3) de la definicién de movimiento browniano.
(4) Como
Cov{By, B.} = E(B, — E[B/])(B, — E[B.])| = E[B.B.],

para demostrar que E[B;Bs] = min{t, s}, supongamos que s < t;
entonces

E[B,B.] = E[B.(B,—B.)|+E[B? = E[B,(B,— B.)|+E[B?] = E[B?] = s.

S

Analogamente para t < s.
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(5) Para demostrar que E[(B; — B,)?] = |t — s|, se tiene:

E[(B;— B;)?] = E[B}]|—2E[B,B| +E[BZ] = t—2min{t, s} +s = |t —s|.

(6) Usando la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria
normal B,

tu?

o(u) = exp </Lu + 2) , con pu=E[B)]=0yt=Var(B,),

se obtiene que

tu?
oW (u) = (3t* + 6u*t> + u4t4)e( : ), u e R.
Evaluando en u = 0, se verifica que

E[B}] = 3t

2.3. Propiedades de las Trayectorias del
Movimiento Browniano

Una ocurrencia de movimiento browniano, observada desde el tiempo 0
hasta el tiempo 7', es una funcién aleatoria de ¢ en el intervalo [0, 7. Se le
denomina realizacién, camino o trayectoria.

Definicién 2.3.1. La variacion cuadrdtica del MB B, B|(t) estd definida
en [0,t] como

n

(B, B](t) = [B, B]([0,1]) = lim > |B(t}) — B(t;)[,

6pn—0 =1
donde el limite se toma sobre todas las particiones finas de [0,t], con d, =
max; (., —t') = 0 cuando n — oo.

Note que, aunque las sumas en la definicién anterior son aleatorias, su
limite no es aleatorio (es determinista), como se muestra en el siguiente
resultado.

Teorema 2.3.2. La variacion cuadrdtica de un MB sobre [0,t] es t.
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Teorema 2.3.3. Para cualquier t, casi todas las trayectorias del MB no
son diferenciables en t.

Demostracion. Considere

Bt+A)—-B(t) VAZ Z
A A YA
para alguna variable aleatoria normal estandar Z. Por lo tanto, el cociente
. . . s A .
converge a oo en distribucién, ya que P ( ‘ﬁ‘ > K ) — 1 para cualquier K,
cuando A — 0, lo que impide la existencia de la derivada en t. O

Propiedades de las Trayectorias Brownianas

Las funciones B(t) como funciones de t poseen las siguientes propieda-
des. Casi toda trayectoria muestral B(t), para 0 <t < T, es:

1. Una funcién continua de t: A pesar de su comportamiento erratico,
no presenta saltos (continuidad casi segura).

2. No monoétona en ningun intervalo: No importa cuan pequeno sea el
intervalo, la trayectoria oscila infinitamente.

3. No diferenciable en ningiin punto: La trayectoria tiene picos en todas
partes.

4. De variaciéon infinita en cualquier intervalo: Debido a sus oscilaciones
extremas, la longitud total del camino recorrido en cualquier intervalo
(por pequeno que sea) es infinita.

5. De variaciéon cuadratica en [0,¢] igual a t: Para cualquier ¢, la suma
de los cuadrados de sus incrementos converge de forma determinista
al valor del tiempo transcurrido.

2.4. Integral de Ito

En el estudio del calculo estocastico, la integral de [t6 constituye una
herramienta fundamental para el analisis de procesos aleatorios, especial-
mente aquellos relacionados con el movimiento Browniano. A diferencia de
la integracién clésica, la integral de It6 se construye para manejar funciones
que dependen de trayectorias aleatorias.
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Definicién 2.4.1. Un proceso X es llamado adaptado a la filtracion F =
{Fi}, si para todo t, X(t) es Fy — medible.

Sea (2, F, {F:}t>0, P) un espacio de probabilidad filtrado y sea B(t) un
movimiento Browniano adaptado a la filtracién {F;}. El objetivo es definir
la integral estocastica:

/OTX(t) dB(t) = /X dB.

Esta integral debe tener la propiedad de que, si X (¢) = 1, entonces

T
/ dB(t) = B(T) — B(0).
0
De manera similar, si X (¢) es una constante ¢, entonces la integral debe ser
co(B(T) — B(0)).

De esta forma, podemos integrar procesos constantes con respecto a B. La
integral sobre [0, T'] debe ser la suma de integrales sobre los dos subintervalos
(0,a] y (a,T]. Asi, si X(t) toma dos valores, ¢; en (0,a] y ¢ en (a,T],
entonces la integral de X con respecto a B se define facilmente. De esta
manera, la integral se define para procesos simples, es decir, procesos que
son constantes en un numero finito de intervalos.

Definicién 2.4.2. Un proceso X = {X(t),0 <t < T} se llama un pro-
ceso adaptado simple si existen tiempos 0 =ty <ty < --- <t, =Ty
variables aleatorias &y, &1, ..., & n_1, tales que:

m & es una constante,

w & es Fy,-medible (esta depende de los valores de B(t) parat < t;, pero
no de los valores de B(t) para t >t;),

» E(}) <00, i=0,...,n—1,

tal que

n—1
X(t) = fO[O(t) + Z &I(tz‘7ti+1)(t)'
i=0
Para procesos adaptados simples, la integral de Ito, se define como:

[ xwas) - z; &(Blti) - B1)).
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Cuando las & son aleatorias, la integral mo necesariamente tiene una
distribucion normal.

Propiedades de la Integral de It6 para Procesos
Simples
Se establecen las propiedades principales de la integral de It6 para proce-

sos simples; estas propiedades se extienden a la integral de It0 para procesos
generales.

Linealidad. Si X (¢) y Y (¢) son procesos simples y « y 5 son constantes,
entonces

/OT(aX(t) 4 BY(£))dB(t) = a /OTX(t)dB(t) + 8 /OT Y (1)dB(t).

Para la funcién indicadora de un intervalo (I(4p(t) = 1 donde t €
(a,b], y cero en otro caso)

[ sy aB = BO) - Bla)

/0 Ty (O X (t) dB(t) = / "X () dB(®).
E (/OTX(t)dB(t)> —0.

E (/OTX(t)dB(t)>2 - /T E(X2(t))dt.

0

Media cero.

Isometria.

Integral de It6 para Procesos Adaptados

Teorema 2.4.3. Sea X (t) un proceso adaptado simple tal que, con proba-
bilidad uno [} X?(t)dt < co. Entonces, la integral de It [ X (t)dB(t) estd
definida y tiene las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Si las integrales de Ito de X (t) y Y (t) estan definidas y
a, B son constantes, entonces

/OT(QX@) + BY (1)) dB(t) = a/OTX(t) dB(t) + 5/OTY(t) dB(1).
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/OTX< ) (0 (t)dB(t) = /abX(t)dB(t).

Las siguientes dos propiedades se cumplen cuando el proceso satisface
una condicion adicional

/OT E(X2(1))dt < oo,

3. Propiedad de media cero. St se cumple la condicion anterior, entonces,

E (/OTX(t) dB(t)) —0.

4. Propiedad de isometria. St se cumple la condicion anterior, entonces,

2

E(/OTX(t) dB(t)) :/OTIE(XQ(t))dt.

Demostracion. Propiedad 1: Por definicion de la integral de It6 para pro-
cesos simples

[ 20450 = 5 2,(B0.) - B0),

donde Z; es el valor del proceso en el intervalo (t;,t;41]. Si Z(t) = aX(t) +
BY(t), donde X (t) y Y(t) son procesos simples, entonces

T _
[ (@X(0)+ 8Y(1) dB) = 30X, + AV (Bt) - Blt),
=0
Aplicando distributividad
n—1
:aZXz(B(tH-l) +,BZY H—l B(tz)))
i=0

por definicion se tiene que:

T T
:a/ X(t)dB(t)Jrﬁ/ Y (1) dB(t).
0 0
Propiedad 2: Por definicién

/ Ty (t) dB(t Zl(ab] B(tis1) — B(1)).
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Como Iap(t;) = 1sit; € (a,b], y 0 en otro caso, la suma solo toma los
incrementos entre a y b

[ TanaB(e) = B@) - Bla).

Propiedad 3: Supongamos que X () es un proceso estocastico adaptado
que satisface la condicién de integrabilidad L?:

/OT]E[XQ(t)]dt < 0.

La Integral de Itd J = [§ X (t)dB(t) se define como el limite en L? de las
integrales de los procesos simples J,,.
Tomando la esperanza de J,

E[J,] = E rzl X(tZ)ABk] - TSE (X (") AB,]

k=0

Dado que X (t}) es Fin-medible y ABy, es independiente de Fin con E[ABy| =
0
E[X(#)AB] = E[X(t7)] - E[ABi] = E[X(¢f)] - 0 = 0.

La media de la integral simple es cero
n—1
E[J,] =Y 0=0.
k=0

Como J, — J en L?, la esperanza converge

n—o0 n—00

E (/OTX(t)dB(t)> — E[J] = lim E[J,] = lim 0= 0.

Propiedad 4: Calculamos la esperanza del cuadrado de J,

E[J]] =E <§X(t;)ABk> zng[X(t?)X(t?)ABiABj]

Términos Cruzados (i # j) para i < j:

E[X(#)X (£))ABAB;| = E [(X(5)X(£])AB;) - ABy] .
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El término entre paréntesis es ]-"t;z—medible. Como AB; es independiente de

-7:t;? y E[AB;] =0,
E[..]=E|[X(t)X(t))AB;] - E[AB] =0.
Los términos cruzados se anulan.

Términos Diagonales (i = j) solo quedan los términos donde i = j = k:

B2 = Y E[X2()(ABY.

k=0

Usando la independencia de X%(t7) y (AB)?, v E[(ABy)?] = Aty,

E[J?] = ni E [ X*(5)] - E[(ABy)] = ni E[X?(t)] Aty

k=0 k=0

Como J,, — J en L?, E[J?] — E[J?]. El limite de la suma de Riemann
es la integral

E ((/OTX(t)dB(t)>2) — E[J?] = lim E[J?] = /TIE[XZ(t)]dt.

n—oo 0

O]
Teorema 2.4.4. Sean X(t) y Y (t) procesos adaptados regulares, tales que
T T
E/ X(#)?dt<oo y IE/ Y (t)? dt < oo.
0 0

Entonces

]E(/OTX(t) dB(t) /OTY(t) dB(t)) :/OTE[X(t)Y(t)] dt.

Demostracion. Denotemos las integrales de It6 como

T T
I = / X(t)dB(t), Ir= / Y () dB(1).
0 0
Escribimos su producto usando la identidad

I ETA N )
2 2 2
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Primero, calculamos las esperanzas:

Por la isometria de Itd

E[/?] = EVOTX@)2 dt] . E[Z] = EVOTY(t)2 dt] .

Ademis,
L+1,— /OT(X(t) LY () dB(®),
por Io que
(L, + 1)) = E V()T(X(t) Y () dt] |
Fxpandimos,
(XO+YD)) =Xt +Y () +2X)Y (1).
A,

E[( + )] =E [/OT X+ Y ()2 +2X)Y(2) dt} :

Combinando los términos

E[L,L,] = E[foT X2 +Y()?+2X ()Y (1) dt} _ EfoT X(t)? dt] _ ]EUOT Y(t)th} |

2
Simplificando

. ]
E[I, 1] = EV XY (t)dt] .

0
Finalmente, por el teorema de Fubini A.0.11 (Ver Apéndice)

Bl D) = | "EIX ()Y ()] dt.

2.5. Formula de Ito

La féormula de It6 es una de las herramientas principales del céalculo
estocastico. Es una extensién estocastica de la regla de la cadena, dise-
nada especificamente para funciones que dependen tanto del tiempo como
del movimiento browniano. Esta formula permite calcular diferenciales de
procesos estocasticos.
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Teorema 2.5.1. Si B(t) es un movimiento browniano en [0,T] y f(x) es
una funcion continua y dos veces diferenciable en R para algun t < T

t 1 gt
FB) = F0)+ [ F(BGNaBE) + 5 [ (B (21)
Demostracion. Sea una particiéon 0 =ty < t; < --- < t,, = t del intervalo
[0,t], con At; = t;1 — t;. Definimos

Queremos ver el comportamiento de

|
—

n

F(B() = F(BO) = X [[(Bltir)) = F(B(t:))]-

i
o

Por otra parte, note que la expansiéon de Taylor de segundo orden de
f(B(tit1)) es:

f(B(tin)) = f(B(t:) + f(B(t:))AB; + 5 f"(B(t:))(AB:)* + R;,
donde el R; satisface que converge a 0. Sustituyendo esto, obtenemos

n—1

S (F(B(tin) = F(B(t)) = zf DAB; + 1 Zf” D)(AB).

=0

Por lo tanto,

B0~ 10 = 5 FBODAB+ 5T /B0 (A5
Note que:
Zf ))AB; —>/ f/(B(s)) dB(s).

Para el segundo término, como (AB;)* ~ At;, esto se justifica por la si-
guiente tabla, conocida como tabla de McKean, (Kuo, 2006).

dt dB(¢)
dt (dt)* =% (dt)(dB(t)) =0

dB(t) (dt)(dB(t) =0 (dB(t))? =dt

Figura 2.1: Tabla de McKean
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entonces
n—1

> f(BE)ABY — [ " (B(s)) ds.

i=0
Por lo tanto,

FB) = S0+ [ (B aBE) +5 [ 17(B(s))ds.
O

Ejemplo 2.5.2. Sea B(t) un Movimiento Browniano estandar en [0, 7.
Utilice el teorema anterior para determinar la descomposiciéon integral de

f(By) = B}:

Descomposicion integral:
BY = [(Bo)+ [ FBOMBG)+ 5 [ 1/(B)ds
—0+ /Ot 3B(s)?dB(s) + ; /Ot 6B(s)ds

t t
- / 3B(s)2dB(s) + / 3B(s)ds.
0 0
Procesos de 1to

Definicién 2.5.3. Un proceso de Ito tiene la forma
t ¢
Y (t) :Y(0)+/ () ds+/ o(s)dB(s), 0<t<T,
0 0

donde Y (0) es Fo-medible y los procesos u(t) y o(t) estin adaptados a F,
tales que

T T
/ lp(t)| dt < oo Y / o?(t) dt < oo.
0 0
Se dice que el proceso Y (t) tiene el diferencial estocdstico en [0,T]
dY (t) = p(t)dt + o(t)dB(t), 0<t<T.

Teorema 2.5.4 (Formula de Itd para f(X(t))). Sea X(t) un proceso de
Ito con diferencial estocdstico

dX(t) = p(t)dt + o(t)dB(t), 0<t<T.
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Si f(z) es una funcion C* (dos veces diferenciable y continua), entonces el
diferencial estocdstico del proceso f(X(t)) existe y estd dado por

df (X (1)) = /(X (1)) dX (t) + 3/ (X () (dX(1))*.

Como
(dX(1))* = (u(t)dt + o(t) dB(t))* =~ o*(t) dt,

entonces
df (X (1)) = f(X(0)(u(t) dt + o(t) dB(t)) + 3./"(X(t))o*(¢) dt.
Agrupando términos
df(X(1) = [['(X(0)nt) + 317(X(0)o*()|dt + f/(X(1))o(t) dB().

En su forma integral es

FX(0) = FXO) + [ FXNAX(s) + 5 [ F(X(5))o(s)ds.

Ejemplo 2.5.5. Sea X (¢) un proceso que tiene el siguiente diferencial es-

tocastico
dX(t) = pt) X (t)dt + o(t) X (t)dB(t).

Utilice el teorema anterior para determinar el diferencial del proceso esto-
castico f(X;) = In X;:

d(In(X;)) = f/(Xy)dX; + ;f”(Xt)(U(t)Xt)zdt

_ ; (u(t)Xdt + o (t) XdBy) + ; (—) o2 (1) X2dt

= ()t + o()B,) — Lo (D)t
= <u(t) - ;02(75)> dt + o(t)dB,

y la solucién X (t) = e(#=29")+94Bt o5 conocida como Black-Scholes.

Férmula de It6 para funciones de dos variables

Si dos procesos X e Y poseen ambos un diferencial estocéstico con res-
pecto a B(t), y f(z,y) tiene derivadas parciales continuas hasta de orden
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dos, entonces f(X(t),Y (t)) también posee un diferencial estocéstico. Para
encontrar su forma, consideremos la expansion de Taylor de orden dos

_Of(z,y) of (z,y)

df (z,y) = 5 0ot Tydy
1 (0%f(x,y) O*f(x,y) P f(x,y)
o (Tt + g 27ty

Ahora,
(dX(t)? =dX(t)dX(t) = d[X, X](t) = o5 (t)dt,

(dY(t))? = d[Y,Y](t) = oy (t)dt,
dX (DY (t) = d[X,Y], = ox(t)oy (t)dt,

donde ox(t) y oy(t) son los coeficientes de difusién de X e Y respectiva-
mente.

Teorema 2.5.6. Sea f(z,y) con derivadas parciales continuas hasta el or-
den dos (una funcién C?), y sean X, Y procesos de Ité, entonces

_of of

X0, Y (1) =5, (X(0), Y (D)X () + 7 (X (@), Y(£)dY (¢)
;gx‘é(X(t), Y (t)o% (t)dt + ;gyJ;(X (1), Y'(1))oy (t)dt
+ aigy (X (),Y(t)ox(t)oy(t)dt. (2.2)

Ejemplo 2.5.7. Si f(z,y) = zy, entonces obtenemos un diferencial de un
producto (o la regla del producto) que da como resultado la férmula de
integracion por partes.

AX ()Y () = X ()Y (t) + Y (£)dX (1) + ox (t)oy (t)dt.

Un caso importante de la formula de Itd es para funciones de la forma

F(X(t),1).

Teorema 2.5.8. Sea f(x,t) dos veces continuamente diferenciable en x, y
continuamente diferenciable en t (una funcién C?), y sea X un proceso de
Ito, entonces

of

df (X (t),t) ===(X(t),t)dX (t) +

of
ox ot
PN

+ 5% ()55 (X (1), )dt. (2.3)

(X (1), t)dt
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2.6. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Las ecuaciones diferenciales se utilizan para describir la evolucién de
un sistema. Las ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE) surgen cuando
se introduce un ruido aleatorio en las ecuaciones diferenciales ordinarias

(EDO).

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)

Si x(t) es una funcién diferenciable definida para t > 0, u(x,t) es una
funcién de z y t, y se satisface la siguiente relacion para todo t, 0 <t < T
dx(t)

=) = plalt), 1),y 2(0) = o (2.4)

entonces x(t) es una solucién de la EDO con la condicién inicial zq. Usual-

mente, se anade el requisito de que 2'(t) sea continua. La ecuacion anterior
puede escribirse en su forma diferencial como:

dx(t) = p(x(t),t) dt

o en su forma integral:

x(t) = z(0) + /Otu(x(s), s)ds.

Antes de definir las EDE, analizaremos como surgen como EDO perturbadas
aleatoriamente.

Ruido Blanco

El proceso de ruido blanco £(t) se define como la derivada del movimien-

to Browniano B ()
!/

(]
Sin embargo, la igualdad no puede ser interpretada en el sentido del célculo
ordinario, ya que el movimiento browniano no es diferenciable en ningin
punto. Si o(z,t) es la intensidad del ruido en el punto x en el tiempo t, se
deduce que

/OT o(X (1), DE(E) dt = /OT o(X (), t)B'(t) dt = /T o(X(t),t) dB(t),

0
donde la integral es la integral de Ito.

Las EDE surgen, por ejemplo, cuando los coeficientes de las ecuaciones
diferenciales ordinarias son perturbados por ruido blanco.
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Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Sea B(t),t > 0, un proceso de movimiento browniano. Una ecuacién de
la forma

dX(t) = p(X (1), t) dt + o(X (1), 1) dB(2), (2.5)

donde las funciones p(z,t) y o(z,t) son dadas y X(¢) es el proceso des-
conocido, se llama ecuacidn diferencial estocdstica (EDE) impulsada por
movimiento browniano. Las funciones p(z,t) y o(z,t) se llaman respectiva-
mente el coeficiente de media y el de volatilidad.

Definicién 2.6.1. Un proceso X (t) se llama una solucion fuerte de la EDE
(2.5) si para todo t > 0 las integrales

/Ot/i(X(s), s)ds vy /Ota(X(s), s)dB(s),

existen, siendo la sequnda una integral de Ito, y

X(t)=X(0)+ /Otu(X(s), s)ds + /Ota(X(s), s)dB(s). (2.6)

Generalmente, las EDE tienen la forma
dX(t) = pu(t)dt + o(t)dB(t), (2.7)

donde u(t) y o(t) pueden depender de t y de todo el pasado de los procesos
X(t) y B(t), es decir

p(t) = p(X(s),s <t), o(t) = a(X(s),s <1).

La tnica restriccién sobre u(t) y o(t) es que deben ser procesos adaptados,
con las respectivas integrales bien definidas.

Existencia y unicidad de soluciones
Sea X (t) solucién de
dX (t) = (X (8),1) dt + o (X (t),1) dB(t). (2.8)

Teorema 2.6.2 (Existencia y unicidad). Si se cumplen las tres condiciones
siquientes:

1. Los coeficientes son localmente Lipschitz en x de manera uniforme en
t. Es decir, para todo T y N existe una constante K, que depende solo
de T y N, tal que para todo |z|,|y| < N y todo 0 <t <T,

|, t) = p(y, )] + |o(z,t) — oy, )] < Kz —yl.
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2. Los coeficientes satisfacen la condicion de crecimiento lineal
(@, 1)+ [o(z, )] < K(1+ [z]).

3. X(0) es independiente de {B(t),0 <t < T} y E[X?(0)] < co.

Entonces existe una inica solucion fuerte X (t) de la EDE (2.8). Ademds,
X(t) tiene trayectorias continuas y satisface

E ( sup X2(s)> <C (1 +EX2(O)> ;

donde la constante C' depende unicamente de K y T'.

El siguiente resultado es especifico para EDEs unidimensionales. Se pre-
senta para el caso de coeficientes independientes del tiempo (Klebaner,
2012).

Teorema 2.6.3 (Yamada-Watanabe). Supongamos que pu(x) satisface la
condicion de Lipschitz y que o(x) satisface una condicion de Hoélder de
orden o con o > %; es decir, existe una constante K > 0 tal que, para todo
z? y)

lo(2) = o(y)l < Kz —y[*.

Entonces, si existe una solucion fuerte, esta es unica.
Ejemplo 2.6.4. Considérese la siguiente EDE (modelo de Vasicek)
dX(t) =b(a— X(t))dt+ ocdB(t), b>0,aeR, c>0.

Sea u(x) :=bla — z) y o(z) := o. Verifique que se satisfacen las hipétesis
del teorema de Yamada-Watanabe.
Solucién:

» Condicion Lipschitz. Al ser lineal en x,
() — p(y)| = [bla — x) —bla —y)| = blz —yl,
de modo que p es Lipschitz global, con constante K = b.
» Condicion de Holder. Como o(x) = o es constante,
lo(2) —o(y)| =0 < K|z —y[*

para cualquier a € (0,1] (puede tomarse K = 0). En particular, se
cumple la condiciéon de Holder con o > % requerida en el Teorema
Yamada—Watanabe.
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Por el Teorema de Yamada—Watanabe, si existe solucion fuerte, ésta es
dnica. Ademés, usando que |u(z)|+|o(z)| < alz|+ (ab+0) < K(1+]z|), se
satisface crecimiento lineal, por lo que el Teorema de existencia y unicidad
garantiza también la ezistencia de una tinica solucion fuerte con trayectorias
continuas.



CAPITULO

Modelos estocasticos

El modelado de la evolucién dindmica de variables financieras clave,
como los precios de activos y las tasas de interés, requiere el empleo de he-
rramientas estocasticas que capturen la incertidumbre inherente al mercado.
A continuacién, examinaremos tres modelos estocasticos.

3.1. Movimiento Browniano Geométrico

El movimiento browniano geométrico (MBG) es uno de los procesos es-
tocasticos mas utilizados para modelar sistemas dinamicos cuya evolucion
depende proporcionalmente de su estado actual y esta sujeta a incertidum-
bre de tipo multiplicativo.

Sean € R, 0 > 0y Xy > 0, se define el movimiento browniano
geométrico como el proceso estocastico a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} que
satisface la ecuacion diferencial estocastica

Una caracteristica fundamental del MBG es que sus trayectorias perma-
necen siempre positivas, lo cual lo convierte en un modelo natural para
cantidades que no pueden asumir valores negativos, como precios de acti-
vos, poblaciones biol6gicas o concentraciones quimicas.

La solucién de la ecuacién diferencial (3.1) se obtiene de la siguiente
manera:

31
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Tomando f(z) := Inx, entonces

Aplicando la férmula de Itd (Teorema 2.5.4)
AF(X) = FX)dX + 5 7(X) (X2
Usando que
dX(t) = pX(t)dt + o X(t)dB(t), (dB(t))* = dt.

Entonces,

d(ln X (t)) :LdX(t) +1 <— L ) (dX (1))

X() 2 \ "X
_Xl(t)(uX(t) dt + o X (t) dB(t)) — ;azX(t)ZX(lt)th
=pdt + o dB(t) — ;Jth

_ (u - ;&) dt + o dB(t).

Su solucién integral es

/Ot d(In X (s)) = /Ot <M - ;UZ) ds + /OtadB(s)

Como In X (0) = In(1) = 0, entonces
In X (t) = (n— 1o”)t + o B(t)
Para eliminar el logaritmo:
X(t) _ e(u—%JQ)H-UB(t)'

Por lo que la solucion del MBG es

X () = Xo-exp ((n— 30°)t+ 0B(t)). (3.2)
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Esperanza del MBG

A continuacién se desarrolla el calculo de la esperanza del MBG, ponien-
do énfasis en los pasos esenciales del procedimiento y en cémo la solucién
explicita obtenida mediante la formula de It6 permite obtener una expre-
sién cerrada para E[X].

Aplico la Definicién A.0.5 del operador esperanza a la ecuaciéon (3.2)

E[X)] =E[Xoexp (1 — 50°)t + o B(t))]

=Xy exp ((u — %(72)15) : E{e"B(t)]

Como B(t) ~ N(0,t), entonces o B(t) ~ N(0,c%t). Usando la esperanza de
la exponencial de una normal

E[eaB(t)] — 6%0'27&.

Por lo tanto

1
E[X,] = XoeW 27 . 37" = Xye,

Varianza del MBG

A continuacion, desarrollo el calculo de la varianza del MBG ya que
comprender su varianza es esencial para analizar la dispersion y el riesgo
asociado a la dinamica del activo.

Var(X;) =Var [XO exp ((u — 1ot + O'B(t))]
=X7- Var[exp ((u — 1%t + oB(t))}
—X2. (E[emu—%a%tww(w] _ (E[ew%a2>t+03<t>])2)
i e

2
:Xg . (62,ut+a t eZ,ut).

La varianza del MBG es la siguiente:

o2 = X2 (e — 1).

3.2. Modelo de Langevin

El modelo de Langevin, originalmente formulado en fisica para describir
el movimiento browniano, también se ha convertido en una herramienta
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importante en finanzas para modelar variables que muestran reversion a
la media bajo la influencia de ruido aleatorio. En este contexto, se utiliza
para representar tasas de interés, volatilidades o dindmicas de precios que
tienden a estabilizarse en torno a un nivel promedio, pero que permanecen
afectadas por fluctuaciones estocasticas.

El modelo de Langevin satisface la ecuacion diferencial estocéastica
dX(t) = —aX(t)dt + odB(t). (3.3)

donde o y ¢ son constantes no negativas. Mientras que su solucién define
como un proceso estocédstico gaussiano {X; : t > 0} con reversion a la
media.

A continuacion calculamos la solucién de la ecuacion (3.3).
Note que la ecuacién es de la forma:

dX (1) = a(t)X (t) dt + b(t) dB(t),

a(t) = —a, b(t) =o0.

Utilizando el factor integrante
e dX (t) + ae™ X (t) dt = oe™dB(t).

El lado izquierdo es
d(eatX(t)) = oe™dB(t).

Integrando:

/Ot d(eO‘SX(s)> :/t oe**dB(s),

X (1) =X (0) + /O " e dB(s).

Despejando X (t) obtenemos la solucién

X(t)=e*X(0) + oe ™ /Ot e dB(s). (3.4)

A la ecuacién anterior se le conoce como el proceso Ornstein-Uhlenbeck.
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Esperanza del proceso Ornstein-Uhlenbeck

En esta seccion se desarrolla paso a paso el calculo de la esperanza,
mostrando cémo la estructura del proceso conduce naturalmente a una ex-
presién cerrada para E[X;] y refleja la propiedad de reversién exponencial
hacia cero. Aplico el operador esperanza a la ecuacién (3.4)

t
E[X;] =E [e‘”‘th + ae_at/ e dB(s)}
0

t
=e "Xy + o ™E l/ e dB(s)] .
0

Como la esperanza de la integral estocastica es cero, entonces la esperanza
del proceso X; es

E[X,] = e X,.

Varianza del proceso Ornstein-Uhlenbeck

Para complementar el estudio de la esperanza del proceso de Orns-
tein—Uhlenbeck, resulta necesario analizar su varianza, pues esta describe
la magnitud de las fluctuaciones alrededor del valor medio. Por lo que a
continuacion se presenta el desarrollo explicito de la varianza del proceso
expresado por la ecuacién (3.4):

t
Var(X;) =Var [e‘ath + ae‘at/ e™* dB(s)}
0

¢
=gle 2 Var[/ e dB(s)] .
0

Por la isometria de Itd

t ¢
Varl/ e** dB(s)] = / e ds.
0 0

Entonces

t
Var(X}) :026_2°‘t/ e ds
0
2at 1
200

Finalmente, simplificando los términos exponenciales, llegamos a la expre-
sion de la varianza

_ e
20'26 2at |

2

Var(X;) = 20—@ (1 — e_2o‘t) :




CAPITULO 3. MODELOS ESTOCASTICOS 36

3.3. Modelo de Vasicek

A continuacién se presenta el modelo de Vasicek, el cual es muy tutil
para modelar variables que presentan estabilidad en algin valor a largo
plazo, como es el caso de algunas variables financieras, por ejemplo, tasas
de interés, inflacién, rendimiento sobre el capital (ROE), etc.

El modelo de Vasicek esta dado por la siguiente EDE
dXt = b(a - Xt) dt + o dBt, (35)

donde B es un movimiento browniano, y a, b, ¢ son constantes.

Es importante mencionar que los parametros a, b, y ¢ son la media a largo
plazo, la velocidad de ajuste de X; hacia el pardmetro de largo plazo (pa-
rametro de reversién a la media) y la volatilidad de X; respectivamente.
Podemos asegurar que el modelo de Vasicek tiene soluciéon y es tnica, pues,
como se vio en el Ejemplo 2.6.4 cumple con el Teorema 2.6.3.

Por lo que la solucién de la ecuacion diferencial del modelo de Vasicek
(ecuacién 3.5) se obtiene de la siguiente manera

dXt =abdt — bXtdt + O'dBt
== dX; + bX,dt =abdt + odB,;.
Utilizando el factor integrante de la forma ju(t) = e
"dX, + e"bX,dt = " abdt + " odB,.

Para utilizar la regla del producto de It0, primero se calculan las derivadas.

d bt
C_pe = de = b,
dt

dx

di)(z - ]. — dXt - dXt

Ahora se aplica la regla del producto,
d(e”X,)) = e"dX, + be" X,dt.
Sustituyendo del lado izquierdo, obtenemos la siguiente igualdad
d(e" X,) = e abdt + " 0dB,.

Integrando ambos lados, se obtiene lo siguiente

¢ ¢ ¢
/ d(e” X,) :/ e’ abds +/ e adB,
0 0 0
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t t
X, — Xy = ab/ e ds + a/ " d B,
0 0
bst

t
X, — Xy =ab [61 + 0/ e”d B,
b |, 0

"X (t) — X(0) = a(e” — 1) + U/Ot e’ dB(s).

Finalmente, al despejar X;, llegamos a la solucién explicita del modelo
de Vasicek

X(t) = e MX(0) + a1l - ) +oe ™ [ "eh dB(s). (3.6)

Propiedades estadisticas del proceso de Vasicek

Con anterioridad, se introdujeron las propiedades de la integral de 1to
(Teorema 2.4.3), las cuales aqui se utilizardan para el anélisis de las prin-
cipales funciones estadisticas de la solucion del modelo de Vasicek, que
recordemos es la ecuacién (3.6):

X(t) = e X(0) +all — e )+ o [ " dB(s).

Concretamente, a continuacion se determinaran las funciones media, va-
rianza y covarianza del proceso X (t).

Esperanza del proceso de Vasicek

Tomando el operador esperanza de la expresion (3.6), se obtiene que
t

E[X;] =E [Xoe’bt +a(l — e’bt) + ae’bt/ ebs dB(s)]
0

¢
=E[Xoe "] +a(l — e ") + Ue_th[/ ebs dB(s)]

0
=Xpe " +a(l—e )+ oe .0 (Prop. de la media cero).

La expresion para la esperanza del proceso de Vasicek es

E[X,] = Xoe ™ +a(1 — ™). (3.7)
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Varianza del proceso de Vasicek

Para calcular la varianza del proceso X; expresado por la ecuacion (3.6)
utilizo la Definicién A.0.7

t
Var[X;] = Var [Xoe_bt +a(l —e) + ae_bt/ e dB(s)}

0

= Var [ae’bt /lt e dB(s)}
0

t
= g2 Var[/ e dB(s)]

g (E{ (/Ot ebSdB(s))Q] - Ez[/ot ebSdB(s)D .

Por isometria y la propiedad de media cero de Ito6

t 2
Var[X;] ZUQe_thEK/ e’ dB(s)> ]
0
t
— 2 —2bt]E|: 2bsd :|
oe /0 e ds

¢

20,26—2bt/ 25 I
0

2bt 1

2b

_op €
220t

Finalmente, simplificando los términos exponenciales, llegamos a la varianza
del proceso de Vasicek

0.2

Var[Xt] = ?b(l — G_th).

Funcién covarianza del proceso de Vasicek

Para calcular la funcion covarianza del proceso solucién X (t) de la ex-
presién (3.6), recordando la Definicién A.0.10 (Ver Apéndice), se tiene que;

Cov[X (1), X(s)] = E[X ()X (s)] - EX(EIX(s).  (38)

Como E[X (t)] y E[X (s)] estdan dadas por la expresién (3.7), es suficiente con
determinar el término de correlacion E[X (¢) X (s)]. Para ello, se reescribe el
proceso solucién dado en (3.6) como

¢
X(t)=a+ (Xg—a)e ™™+ ae_bt/ e dB(u).
0
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Calculamos primero X ()X (s)

X(t)X(s) = (a + (Xo — a)e ™ 4 ge /Ot eb“dB(u)>

X (a + (Xo —a)e ™™ + ae*bs/ eb”dB(u))
0
— a2 + (XO . a)26—b(t+s) + CL(XO _ a)(e—bt + 6—bs)
+oa(e ™ +e7b) / e dB(u)
0

+ 0(Xy — a)e b+ (/OS edB(u) + /Ot eb“dB(u))

+ g2t (/Ot eb“dB(u)) (/OS eb“dB(u)> :

Ahora tomamos esperanza usando las propiedades enunciadas en la Propo-
sicién A.0.6 y las propiedades de 1t6 (Teorema 2.4.3)

tAs
E[X (1) X (s)] = a®>+(Xo—a)?e "9 4a(Xo—a)(e " +e ) +o?e ) / e du.
0

Realizando el calculo de la integral, se tiene que

Entonces

E[X (1) X (s)] = a*+(Xo—a)?e ) pa(Xg—a) (e P 4e )4+ — (€2b(tAS) _ 1) '

Sustituyendo en (3.8)
O.Qe—b(t-‘rs)

Cov[X (1), X (s)] =a® + (Xo — a)?e ") 4 a(Xy — a)(e ™ 4 e7) + %

— (Xoe ™" 4 a(l — ™)) x (Xpe™™ +a(l —e™™)).

(€2b(t/\s) . 1)

Finalmente la funcién covarianza del proceso de Vasicek es

2 ,—b(t+s)
Cov]X (), X (s)] = ”T (e20t) — 1)

Observe que si s = ¢, se obtiene la varianza

2

Var[X (t)] = ;79 (1—e ).



CAPITULO

Bonos y la Curva de
Rendimiento

En esta seccion abordaremos el precio de un bono, la tasa spot y la curva
yield dentro del modelo de Vasicek. Esta es la principal secciéon porque aqui
se presenta el aporte central: partir de la dinamica estocéastica de la tasa
spot para obtener el precio del bono como una esperanza bajo la medida
de martingala equivalente y, a partir de ello, construir el rendimiento al
vencimiento. Mas que centrarnos en un analisis exhaustivo de la estructura
temporal completa, el enfoque estd en mostrar cémo la reversion a la media
influye en los precios y en la forma general de la curva yield, y en ilustrarlo
mediante simulaciones que permiten visualizar el comportamiento del bono
bajo distintos escenarios iniciales.

4.1. Precio del bono

Un bono de $1 con vencimiento 7" es un contrato que garantiza al tenedor
conseguir $1 en un tiempo 7'. Algunos bonos pagan cierta cantidad, llamada
cup6n, durante la vida del bono, pero para la teoria basta considerar solo
bonos sin cupones (bonos de cupén cero). Denotemos por P(t,T') el precio
en el tiempo t del bono que paga $1 en T, con P(T,T) = 1. De acuerdo con
Capinski y Zastawniak (2003), para calcular el precio del bono se utiliza el
valor nominal a tiempo presente (V' P), esto es:

P(t’T) = VP(l) =1 eiR(th)(Tft)_

40
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Calculando el logaritmo de P(t,T') se obtiene que:
=R T)T —1),

por lo que el rendimiento al vencimiento del bono o yield to maturity se
define como
In P(t,T)

T—t

Dicho rendimiento puede ser definido como el tipo de interés anual capitali-

zable que se espera obtener como rendimiento medio por mantener el bono

hasta su vencimiento. Por otra parte, como funciéon de T, se llama curva de

rendimiento o curva yield en el tiempo t.

R(t,T) = (4.1)

4.2. No Arbitraje y la Tasa Spot

Supongamos que existe una cuenta de ahorro que paga, en el tiempo t,
una tasa instantdnea r(t), llamada tasa spot (o tasa corta). El valor acumu-
lado de invertir $1 hasta el tiempo ¢ esta dado por el factor de capitalizacion

ﬁ(t) _ ef;r(s)ds'

Esta funcion 3(t) representa el factor de crecimiento de la inversién debido
a la acumulacién de intereses en cada instante s.

Para evitar el arbitraje entre bonos y cuentas de ahorro, debe cumplirse
cierta relacion entre los bonos y la tasa spot. Si no hubiera incertidumbre,
para evitar el arbitraje tendria que cumplirse la siguiente relacion

T
P, T)=e Jo 7).

Invertir esta cantidad en el tiempo ¢ resulta en $1 en el tiempo T'. Cuando
la tasa es aleatoria, entonces [ r(s) ds también es aleatoria y en el futuro
t, mientras que el precio P(¢,T") se conoce en t, y la relacion anterior se
cumple solo en promedio (ecuacién 4.2).

Asumimos un modelo probabilistico con una filtracion F; = {F;},0 <
t < T,y procesos adaptados P(t,T),(t < T < T*),y 5(t). El modelo de
mercado con vencimientos infinitos hace que el modelo de mercado tenga
infinitamente muchos activos, lo que produce mas complicaciones. Por lo
tanto, se considera un numero finito de vencimientos y perfiles de pago,
donde en cada momento solo se manejan procesos adaptados, medibles y
de variacién finita. La condiciéon de no arbitraje se formula con la ayuda de
las siguientes hipotesis.
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Suposicion la Medida de Martingala Equivalente
(MME)

Existe una probabilidad @ (llamada la medida de martingala equiva-
lente), equivalente a P (la probabilidad real original), tal que simultdnea-
mente para todo T' < T*, el proceso en t, P(t,T)/5(t), es una martingala
0<t<T.

La propiedad de martingala implica que:

1 B P(T, T) B P(t,T)
Fa <5<T> E>_EQ< B(T) E)‘ B0

donde F; denota la informacion disponible a partir de los precios de los
bonos hasta el tiempo ¢t. Como P(T,T) = 1 y dado que /(t) se conoce en el
tiempo ¢, puede entrar en la esperanza, por lo que obtenemos la expresion
para el precio del bono

B(t)

Pt,T)=E (

“\B(T)

Esto muestra que el bono puede verse como un derivado sobre la tasa corta.

Por lo que el precio del bono hoy debe ser el inverso de este crecimiento
esperado para el periodo restante.

) <y e

]-}) . (4.2)

4.3. Analisis del modelo de Vasicek

El modelo para la tasa spot que se analizara sera el de Vasicek el cual
satisface la siguiente EDE:

dr(t) = bla — r(t))dt + odB(t), (4.3)

donde 7(t) es un proceso estocéstico, cuya solucién como se vio en la seccién
anterior es:

r(t) =a—e(a—1r(0)) + U/Ot e =) dB(s).

Ahora escribiremos la EDE (4.3) en su forma integral y tomando esperanza,

E M)t dr(s)} =E [/Otb(a - r(s))ds] +E [/Ot adB(s)} :
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Intercambiar la integral y la esperanza esta justificado por el Teorema de
Fubini, tenemos que

E[r(t)] — E[r(0)] = /Ot bla — E[r(s))] ds. (4.4)

Realizando un cambio de variable, sea h(t) = E[r(¢)] y diferenciando la
ecuacion anterior, obtenemos

R'(t) = b(a — h(t)).
Esta ecuacion se resuelve separando variables.

dh(t)

= bdt
a — h(t)

Integrando de 0 a t y realizando el cambio de variable u = h(s), obtenemos

/h(t) L g —/tbd S h(t) = a—e(a— h(0))
hO) @ —u u = 0 S =a e a .

Deshaciendo el cambio de variable
E[r(t)] = a — e "(a — r(0)).
Ahora sea,
X(t) =r(t) = E[r@)] =r(t) — r(t).

Por lo tanto, X (¢) satisface lo siguiente
dX(t) =dr(t) —dh(t) = —bX(t)dt + o dB(t),

con la condicién inicial X (0) = 0. Sin embargo, esta es la ecuacién para el
proceso de Ornstein—Uhlenbeck.

t
X(t) =0 / == 4B(s),
0

Hagamos dos observaciones. Primero, la media a largo plazo es a

tligloE[r(t)} = a.
Esto significa que, sin importar cudl sea el valor de la tasa de interés hoy
(r(0)), si esperamos el tiempo suficiente, el valor promedio esperado de la
tasa serd el parametro a. Segundo, el proceso X (t) = r(t) —E[r(t)] revierte a
cero, pues en ese caso la tasa es exactamente igual al valor esperado. Por otro
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lado, r(t) revierte a su media: si () esta por encima de su media, entonces
la deriva es negativa, haciendo que 7(t) disminuya; y si r(¢) esta por debajo
de su media, entonces la deriva es positiva, haciendo que r(t) aumente. La
reversion a la media es una propiedad deseable en la modelizacion de tasas
de interés (John C. Hull, 2012).

Para proceder al cdlculo de los precios de los bonos
T
P(t,T) =Eq(e o "% | 1),

se necesitan mas supuestos sobre el precio de riesgo del mercado ¢(t). Su-
pongamos que ¢(t) = ¢ es constante.

También se necesita hacer un cambio de medida para ello, siguiendo la
notacién del Corolario A.0.17 se reserva B; para la medida real P y W, para
la medida de riegos nuetro Q. Pasamos de la medida real P a la MME Q
usando el Corolario A.0.17 (ver Apéndice), consecuencia del Teorema de
Girsanov, el cual establece que

dW (t) = dB(t) — q dt.

Por lo tanto, la EDE para r(t) bajo Q se da por la ecuacién (3.5) reempla-

zado a por
aq

a*=a+ 5 (4.5)
Es decir,
dr(t) = b(a —r(t))dt + o(dW (t) + qdt),
dr(t) = bla + %q —r(t))dt + odW (1),
dr(t) = b(a™ —r(t))dt + odW (t). (4.6)

Para calcular la distribucién condicional bajo @ de [ r(s) ds dado Fy, nece-
saria para el precio del bono, observamos que, por la propiedad de Markov,
la solucién para s > t comienza en r(t) y corre para s — t, dando:

s—t
r(s) = a* — e D (a* — r(t)) 4 ge D / e dW (u). (4.7)
0
Esta es equivalente a la siguiente ecuacion

r(s) = a* — e (a* — r(£)) + ge D / T G (). (4.8)

t

Bajo la medida @, B(u) representa un movimiento browniano independien-
te de la filtraciéon F;. Dado que r(s) es un proceso gaussiano (porque la



CAPITULO 4. BONOS Y LA CURVA DE RENDIMIENTO 45

funcién en la integral de It es determinista), la distribucién condicional de
[Fr(s)ds dado F; es equivalente a la distribucién dado el valor actual r(t)
y es una distribucién normal.

Asi, el calculo del precio del bono implica la esperanza de una lognormal

T
Eq [e_ft r(s)ds r(t)]. Por lo tanto

P(t,T) = e #1+91/2, (4.9)

donde p1 y 02 son la media y la varianza condicionales de [ r(s)ds dado
r(t). Usando (4.7), tenemos que

= EQ</tT7‘($) ds
- [ "B [a* — e @ — p(t)) + e | g dW(uﬂ ds
-/ " Egla — e 0@ — (1) (1)) ds
-/ " (0" — e — () ds

= a*(T —t) — (a* —r(t))e” /T e ¥ds.

t

(0) = [ Balrts) () as

t

Por lo que py es
% 1 * —b(T'—t)
U =a (T—t)—g(a —r(t))(l—e ) (4.10)

Para calcular 0%, usamos la representacién de r(s) condicional en r(t), ecua-
cién (4.7). Por definicién, la varianza de cualquier variable aleatoria Y es
la covarianza de la variable consigo misma: Var(Y) = Cov(Y,Y). En este
caso, la variable de interés es la integral de la tasa corta

Y = /tT r(s)ds.

Por lo tanto, la varianza condicional se expresa como

o2 = Cou </tTr(s)ds, /fr(u)du) |
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Utilizando la bilinealidad de la covarianza y el Teorema de Fubini, se tiene

que:
=& |( [ o)~ mpreas) [ o) - Eb D)

—&[ [ [ (r6) ~ EF O () ~ Elr)]isd

= [ [ EL0() ~ Blrs)) (r(w) ~ Elr ()] dd

De esta manera, la varianza puede escribirse como

o] = /tT /tT Cov(r(s),r(u))ds du.
Calculamos ahora la Cov(r(s),r(u)), recordando que
Cov[X, Y] =E[(r(s) — E[r(s)])(r(u) — E[r(uw)])],

E[r(s)] =a" + e_b(s_t)(r(t) —a"),

al restar la esperanza de la solucién del proceso, los términos deterministas
(a* y r(t)) se anulan, y solo nos quedan las integrales estocasticas

Cov(r(s),r(u)) = E KJ /ts e_b(s_”)dW(U)> (0‘ /tu e_b("_”)dW(v)ﬂ :

Utilizando la Isometria de [t6 y asumiendo, sin pérdida de generalidad, que
s > u, el intervalo de integracién comun es [t,u]. Por lo tanto,

Cou(r(s),r(u)) = 02/ o~ b(s=v) o =b(u=v) 7.,
t
— g2eblstu) /“ 620 g
t

2bu 2bt
e — e
= gebstw) l] .

Finalmente, simplificando los términos exponenciales, obtenemos que

2

g —0(s—u —b(ut+s—
Cov(r(s),r(u)) = % (e b(s—u) _ ,—blu+ gt)) _

Debido a que la covarianza es simétrica, Cov(r(s),r(u)) = Cov(r(u),r(s)),
es posible simplificar la integral sobre el cuadrado [t,T] x [¢,T] integrando
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el doble del valor sobre la regién triangular definida por s > wu. Por lo que

0.1 _2/ / 2b —bs u) _ —b(st+u— Qt)duds

/ (/ (e bseb — eb(th)ebu)du> ds
I

e—bspbu —b(s—2t)(_ ,—bu)]¥=5
L)
u=t
r 0 _ _—b(s—t) —b(2s—2t) _ _—b(s—2t+t)
((e e )+ (e e )) ds
t

b b

1—2e b0 4 ein(S’t)) ds

a2 e—b(s—t) T e—2b(s—t) T
o ((T_t)_Ql —b ]t " [ —2b L

o? a2 12 b 1
_ 7 . Yo Z (Tt T ,20(T-t)
T+ {b(e - o (e 1)]
2 2
= (T =) = 25 [4(1 = eT0) — (1 e7T0)]
2 2
- %(T —t) - ;b?’ [4—4e70T0 — 1 4 ¢ 2T-0)

Finalmente, obtenemos

2 2

g o _ _
O'% = be(T — t) — Tb?’ (3 46 b(T t) + e Qb(T t)) (411)

Al sustituir los resultados de u; y o en la ecuacién (4.9) del precio del
bono, obtenemos que

P(t,T) = ¢ (¢ T=0=4 @ —r@) (1T 0) )22 (T) 55 (3107 0T =0 o200

Tras agrupar los términos y denotar el rendimiento a largo plazo como

R(o0) = a* — £, obtenemos

P(t,T) _ 6%(1764’(71_’5))(R(oo)77“(t))7(Tft)R(oo)f”—5(3 4e= 0T =1) 4 g=2b(T— t))' (412)

4.4. Implementacion

La implementacion del modelo de Vasicek en una base de datos obtenida
de BANXICO sobre las TIIE a 28 dias, en un periodo de un ano diaria-
mente, donde se utilizaron 261 datos (ver Cuadro .1), recordando que el
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modelo de Vasicek esta dado por la EDE dr; = b(a — r)dt + 0dB(t). Los
pardametros (a, b, o) fueron estimados mediante el método de méaxima vero-
similitud (MLE), teniendo en cuenta que r;41|r; es normal. De acuerdo con
Hogg et al., 2019 el MLE tiene la siguiente ecuaciéon

n

InL(0) = —;ln(27r02 ) — (71 = prest)” :

gt est QUgst
debido a la no linealidad de las ecuaciones, utilizamos el algoritmo de opti-
mizaciéon numérica (a través de la libreria scipy.optimize.minimize) para
minimizar el negativo de la funcién de log-verosimilitud (—In L(#)), lo cual
equivale a maximizar la verosimilitud de los pardmetros 6 = [b, a, o] dado
el conjunto de datos.

Los valores obtenidos son los siguientes:

» Velocidad de Reversion (b = 1.4021): El coeficiente indica una fuerza
de retorno hacia la media considerable. Matematicamente, esto impli-
ca que las desviaciones de la tasa spot respecto a su nivel de equilibrio
son transitorias.

» Media a Largo Plazo (a = 0.0654): Se identifica un nivel de atraccién
de la tasa corta en el 6.81 %. Durante el periodo observado, se aprecia
como el proceso r; tiende a converger hacia este valor desde niveles
iniciales superiores al 10 %.

» Volatilidad (o = 0.0129): La desviacién estandar instantanea del pro-
ceso muestra fluctuaciones moderadas, permitiendo que la tenden-
cia de reversion predomine sobre el ruido estocastico del movimiento
browniano.

Tras la estimacion de los parametros [a, b, o] del modelo de Vasicek, se
lleva a cabo una validacion de los parametros, para garantizar la consis-
tencia del modelo frente a la dindmica empirica de la TIIE a 28 dias. Esta
validacién se divide en un analisis cualitativo visual y un andlisis cuantita-
tivo mediante métricas de error estadistico.

En la Figura 4.1, se presenta el contraste entre la serie histérica de la
TIIE a 28 dias y la trayectoria tedrica generada por el modelo de Vasicek tras
la validacion. Se aprecia que el modelo replica satisfactoriamente la estruc-
tura de la tasa de interés, capturando los cambios de nivel y manteniendo la
propiedad de reversion a la media. El hecho de que la trayectoria estimada



CAPITULO 4. BONOS Y LA CURVA DE RENDIMIENTO 49

Validacién del Modelo Vasicek

0.105 —— TIIE Real (Banxico)
Prediccion Vasicek
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Figura 4.1: TITE Real vs Prediccién

siga de cerca a la serie observada valida la capacidad de los pardmetros para
describir el comportamiento del mercado en el periodo analizado.

Para verificar que el componente estocastico ha sido modelado correc-
tamente, se analizo la serie de los residuales ¢;, definidos como la diferencia
entre el valor observado y la prediccién: ¢, = r, — 7,.Como se ilustra en la
Figura 4.2, los errores se distribuyen de manera aleatoria alrededor del eje
y = 0. Esta dispersién, que carece de patrones, es un indicador de que el
modelo es insesgado y que el ruido blanco del proceso ha sido correctamente
aislado mediante el parametro de volatilidad o.

Residuales (Errores de Prediccion)

0.002

0.001
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-0.001

£t
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Figura 4.2: Residuales
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Para dar sustento matematico al andlisis visual, se calcularon tres mé-
tricas de error y estadisticos descriptivos que permiten medir la precision
del ajuste. Los resultados se resumen en las siguientes tablas.

Cuadro 4.1: Métricas de desempeno del modelo de Vasicek.

Métrica Valor
RMSE (Raiz del Error Cuadratico Medio)  0.00080835
MAE (Error Absoluto Medio) 0.00035406

MAPE (Error Absoluto Medio Porcentual) — 0.4170 %

El valor del MAPE (0.4170 %) confirma que el error de prondstico es sig-
nificativamente bajo (menor al 1 %), lo que otorga robustez a los resultados.
Por otro lado, los estadisticos de los residuales confirman la convergencia
6ptima del método de estimacion.

Cuadro 4.2: Estadisticos descriptivos de los residuales ¢;.

Estadistico Valor

Media de los errores (6)  —0.000000001887
Desviacién Estandar (s.) 0.00080835
Error Maximo 0.00257144
Error Minimo —0.00529017

La media de los errores es practicamente nula, lo cual demuestra que
la optimizacion numérica converge a una soluciéon donde los errores son
insesgados. La desviacion estandar de los residuales coincide con el RMSE,
lo que indica una dispersién controlada y consistente con el parametro de
volatilidad o estimado.

Ya que se validaron los parametros se procede a presentar las grafi-
cas de la media y varianza expresadas en las ecuaciones (4.10) y (4.11),
respectivamente, del modelo de Vasicek con los pardmetros estimados an-
teriormente, teniendo en cuenta que ahora el modelo tiene la ecuacién (4.6)
donde a* = 0.0649.
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Media (1) 16-5 Varianza (07)
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Figura 4.3: Media y varianza de r(t)

A continuacion, se presenta la grafica de la tasa spot y el precio del
activo financiero. Cabe destacar que un paso importante en la transiciéon de
la estadistica descriptiva a la valuacion de activos es el paso de la medida
real P a la MME Q. En el modelo de Vasicek, esto se logra mediante la
introduccién del precio de mercado del riesgo (g), el cual se fijo en —0.05.

Relacién Tasa vs Precio (Vasicek) | Plazo: 1 afios

2
’ &
[+7]
3
]
]
&
o

2025-01 2025-03 2025-05 2025-07 2025-09 2025-11 2026-01
Fecha

Figura 4.4: Evolucién de r(t) y P(t)

Como se puede observar en la grafica, los resultados de la valuacion
demuestran que existe una relacion inversa fundamental entre la tasa de
interés y el precio del activo financiero. En enero de 2025, con una tasa de
r = 0.1020, el precio del bono se situd en 0.9185. Sin embargo, conforme la
tasa comenzd6 su descenso hacia el final del periodo, se observo cémo el precio
del bono se recupera hasta alcanzar los 0.9333. Esta dinamica confirma que,
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bajo el modelo de Vasicek, la apreciacién del capital esta intrinsecamente
ligada a la brecha entre la tasa corta actual y el nivel ajustado por riesgo
(a* = 0.0649). La incorporacién de una prima de riesgo de mercado (¢ =
—0.05) permite que el modelo capture de forma més precisa las expectativas
del mercado y la prima por plazo exigida por los inversionistas.

Curva de Rendimiento (Yield Curve) - Modelo Vasicek

0.072 = Estructura Temporal de Tasas

Nivel medio (a *): 0.0649
0.071

----- Convergencia (R(=)): 0.0649

0.070

0.069

0.068

0.067

Rendimiento Anualizado R(t, T)

0.066

Plazo en afos (tau)

Figura 4.5: Curva yield

La gréafica anterior muestra la curva de rendimiento generada por el mo-
delo de Vasicek; ésta presenta una pendiente negativa: el rendimiento es
mayor para plazos cortos y disminuye gradualmente conforme aumenta el
horizonte temporal. Esto ocurre porque la tasa corta inicial se encuentra
por encima del nivel medio de largo plazo a* = 0.0649, representado por
la linea rosa. El comportamiento decreciente refleja el mecanismo de rever-
sion a la media propio del modelo. Conforme el plazo crece, el rendimiento
converge suavemente hacia el valor promedio de equilibrio, mostrando la
caracteristica forma asintotica de la estructura temporal bajo Vasicek. Eco-
nomicamente, una curva invertida como esta indica expectativas de que las
tasas actuales relativamente altas disminuiran en el futuro, coherente con
la dinamica de estabilizaciéon que plantea el modelo.

Para finalizar el andlisis del comportamiento del activo, se presenta la
trayectoria del precio de un bono cupén cero durante su vida remanente.
Se verifica el fenémeno de convergencia al valor par (valor nominal del
contrato), donde el precio del bono transita desde su valor descontado inicial
(P ~ 0.918) hacia su valor nominal (P = 1.00) al vencimiento.
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Vida de un Bono de $1 (Rendimiento: 8.86%)
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Figura 4.6: pull-to-par

Esta trayectoria confirma que el componente de deriva del modelo de
Vasicek domina la evolucién del precio en el largo plazo, asegurando la
recuperacion del valor nominal. No obstante, las oscilaciones observadas
a lo largo de la curva evidencian el impacto de la volatilidad estocastica
estimada (o = 0.0124), la cual genera desviaciones transitorias en el valor
de mercado del bono sin alterar su convergencia final en ¢t = T'.

El codigo fuente para la generacion de las gréaficas y la estimacion de
parametros mediante el modelo de Vasicek, asi como la validacién esta dis-
ponible para su reproducciéon en el siguiente enlace de Google Colab: [Clic
aqui]


https://colab.research.google.com/drive/1VsSropNSiJZpkxwPJyDs4IgD1vmedqmr?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1VsSropNSiJZpkxwPJyDs4IgD1vmedqmr?usp=sharing

CAPITULO

Conclusiones.

El desarrollo de esta tesis permitié ver cémo el calculo estocastico sirve

como una herramienta para describir fenémenos financieros que, por su
naturaleza aleatoria, no pueden explicarse mediante modelos deterministas.
En particular, en el estudio del modelo de Vasicek se observé que la dinamica
estocéstica de la tasa spot no solo muestra la aleatoriedad observada en los
mercados, sino que también incluye una propiedad fundamental de las tasas
de interés: la reversion a la media. Esta caracteristica resulta esencial para
entender la estabilidad de los mercados de renta fija.
Calcular el precio del bono a partir de la medida de martingala equivalente
permitio conectar de manera directa la teoria probabilistica con la valuacion
financiera. Al obtener explicitamente la media y la varianza de la integral
de la tasa spot, se observo cémo los parametros del modelo influyen en la
forma que toma la curva de rendimiento. La velocidad de reversion controla
cuanto tarda la tasa en volver a su nivel de equilibrio, mientras que el nivel
de largo plazo y la volatilidad determinan la inclinacién y la dispersion
de los rendimientos. Esto confirma que las EDE con reversién a la media
describen bien el comportamiento observado en las tasas de interés.

Si bien el modelo estudiado ofrece una gran claridad y facilidad para
trabajar con ¢l, también presenta limitaciones puesto que permite tasas
negativas y asume una volatilidad constante, lo que no siempre se ajustan
a los mercados reales. Por ello, se proponen como lineas de trabajo futuro
la extension hacia modelos de volatilidad estocéstica o el modelo de Cox-
Ingersoll-Ross (CIR), que garantiza la positividad de las tasas. Asimismo, la
implementacion de métodos de calibracion mas avanzados, como el Filtro de

54
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Kalman, y la exploracién de modelos multifactoriales, permitirian capturar
dindmicas mas complejas de la estructura temporal.



APENDICE

Apéndice

Definicién A.0.1. Un espacio de probabilidad es una terna (Q, F,P), don-
de Q es un espacio muestral, F es una o — algebra de subconjuntos de €,
y P es una medida de probabilidad definida sobre F.

Definicién A.0.2 (Variable Aleatoria). Sea (2, F,P) un espacio de proba-
bilidad, la funcion medible X : (Q, F,P) — (R, B) es una variable aleatoria
sty solo si

X H(~o0,2]) € F, Vz €R.

Definicién A.0.3. Sea (92, F,P) un espacio de probabilidad y T un sub-
conjunto de R. Sea {X;, t € T} una familia de variables aleatorias sobre
y {F:, t € T} una familia de sub-o-dlgebras de F. Decimos que:

(a) La familia {F;, t € T} es una filtracion de F si la familia es no decre-
ciente en el siguiente sentido,

Fs CF; para todo s,t €T, con s <t.

(b) La familia {X,, t € T} estd adaptada a la filtracion {F;, t € T} si X,
es Fi-medible para todo t € T'.

Definicién A.0.4 (Igualdad en distribucién). Se dice que dos variables

, : o d ,
aleatorias X y 'Y son iguales en distribucion, y se denota como X =Y, si
sus correspondientes funciones de distribucion coinciden, es decir, Fx(z) =
Fy(x) para cada numero real x.

26
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Esperanza

La esperanza de una variable aleatoria es un ntimero que representa el
promedio ponderado de sus posibles valores, se calcula como se indica a
continuacion.

Definicién A.0.5. Sea X wuna v.a. con funcion de distribucion F(x). La
esperanza de X, denotada por E[X]|, se define como

E[X] = /OO zdF(x),

—00

cuando esta integral sea absolutamente convergente, es decir, cuando [ |z|dF () <
00, y en tal caso se dice que X es integrable, o que tiene esperanza finita.

A la esperanza se le conoce también con el nombre de media, valor
esperado, valor promedio o valor medio.

Proposiciéon A.0.6 (Propiedades de la esperanza). Sean X y Y v.a. con
esperanza finita, y sea ¢ una constante. Entonces

1. E[X + ¢ =E[X] +c.
2. E[X +Y] = E[X] £ E[Y].
3. ElaX] =« E[X].

Varianza

La varianza de una variable aleatoria es una medida del grado de dis-
persion de los diferentes valores tomados por la variable en torno a la media
su definicién es la siguiente.

Definicion A.0.7. La varianza de una variable aleatoria X, denotada por
Var(X), se define como la siguiente esperanza, si ésta eziste,

Var[X] = E[(X — E[X])2].

Momentos

Los pardmetros i y o son medidas descriptivas numéricas significativas
que ubican el centro y describen la dispersion asociada con los valores de
una variable aleatoria Y, pero no dan una caracterizacion tnica de la dis-
tribucion de Y. Muchas distribuciones diferentes poseen las mismas medias
y desviaciones estandar.
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Definicién A.0.8 (Momentos). Sea X una v.a. y sea k un nimero natural.

» El k— ésimo momento de una v.a. Y tomado alrededor del origen se
define como E[Y*] y se denota como pi},.

= El k — ésimo momento de una v.a. Y tomado alrededor de su media
o el k — ésimo momento central de Y, se define como E[(Y — p)¥] y
esta denotado por pi.

Funcién generadora de momentos (fgm)

Esta es otra funcion que puede asociarse a algunas distribuciones de
probabilidad. No siempre estd garantizado que exista, pero cuando si existe,
permite identificar de manera tnica la distribucién correspondiente.

Definiciéon A.0.9. La funcion generadora de momentos de la v.a. X se
define como
m(t) = E[e"],

definida para valores reales de t tales que la esperanza es absolutamente
convergente.

La llamamos fgm porque los momentos de X pueden obtenerse deri-
vando sucesivamente m(t)

m®(0) = E[X"],

si los momentos existen.

Funcion covarianza

La funcién de covarianza es una de las herramientas fundamentales en
el analisis de procesos estocasticos, pues permite describir como dos valores
del proceso, tomados en distintos instantes de tiempo, se relacionan entre
si.

Definiciéon A.0.10. La funcion covarianza de un proceso estocdstico X (t)
es definida por
(s,t) = Cov(X (1), X(s)) = E[X(t) — EX(#)][X(s) — EX(s)]
= E(X(t)X(s)) — E[X(]) E[X(s)].
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Teorema de Fubini

El Teorema de Fubini nos permite intercambiar integrales (sumas) y
esperanzas. Damos un caso particular del Teorema de Fubini; esta formulado
del modo en que lo usamos en las aplicaciones.

Teorema A.0.11 (Fubini). Sea X (t) un proceso estocdstico en 0 <t < T
(para todo t, X (t) es una variable aleatoria), con trayectorias requlares (para
todo w, en cualquier punto t, X(t) tiene limites por la izquierda y por la
derecha). Entonces

/OTIEHX(t)H dt :IE</OT |X(t)|dt> |

Ademds, si esta cantidad es finita, entonces

E(/OTX(t) dt) - /OTIE[X(t)] dt.

Distribucion normal o gaussiana

La distribucién normal o gaussiana es una de las distribuciones de pro-
babilidad de variables aleatorias continuas. Esta distribucion, ademaés de ser
una de las mas importantes en teoria de la probabilidad, es también una de
las herramientas més utilizadas en la modelacion estadistica de fenémenos
reales.

Definicién A.0.12. Se dice que una v.a. X tiene distribucion normal de
probabilidad, con parametros o > 0 y —o0 < pu < 00, denotdindose como
X ~ N(u,0?), cuando su funcién de densidad de X estd dada por

1 _(e-w)?
e 202

flaip,0%) =
2mo

Esta distribuciéon esta completamente determinada por su media g y su
desviacion estandar o.
La distribucién normal es una clase cerrada bajo transformaciones lineales
y sumas.

Proposicién A.0.13. Si X ~ N(u,02) yY ~ N(uy,,07) son v.a. inde-
pendientes y a,b € R, entonces

aX +bY ~ N(ap, + by, a’c? + 6205).
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Definicién A.0.14. La funcion generadora de momentos de una v.a. X
que se distribuye N(u,0?) es

(o)?

mit) = B[] = [~ o f(as 0% = e+ F

Teoria de Girsanov

Analizaremos cambios de medida sobre el espacio de trayectorias conti-
nuas C|0,7T]. Por lo que adoptamos el espacio (2, F) = (C|0, T}, B), iden-
tificando cada trayectoria continua con un punto de C[0,7]. La medida de
Wiener P es la inducida por el browniano estandar B, mientras que la me-
dida Q inducida por B; + ut corresponde al browniano con deriva constante
1, (Steele, 2001).

Teorema A.0.15 (Girsanov para Movimiento Browniano). Sea B(t), 0 <
t < T, un movimiento browniano bajo la medida de probabilidad P. Consi-
dere el proceso W (t) = B(t) + ut. Defina la medida Q por

_dQ

A=
dP

= exp< —uB(T) — ;,uQT).
Fr

Entonces Q es equivalente a P, y W(t) es un movimiento browniano bajo

Q. Ademads,
dP

dQ
Teorema A.0.16 (Girsanov para eliminacién de la deriva). Sea B(t) un
movimiento browniano bajo P y sea H(t) un proceso predecible tal que

1
AT exp(uW(T) — ;NZT).

g(— / "H(s) dB(s)) :exp<— / "H(s)dB(s) - 1 / tH(s)st).

0
es una martingala. Defina una medida equivalente Q por

_4Q

A=
dP

:exp(—/OTH(s)dB(s) - ;/OTH(5)2ds> .

Fr

Entonces el proceso
t
W(t) = B(t)+ [ H(s)ds.
0

es un movimiento browniano bajo Q.
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Corolario A.0.17. Sea P la medida de Wiener, B(t) un movimiento brow-
niano bajo P, y sea Q una medida equivalente a P. Entonces existe un pro-
ceso predecible q(t) tal que

dQ
A(Bp,my) = P

—exp( [ a(s)dBs)— 2 [ a(s)?ds).
Y 3 ) o)

Fo,1)

Ademas, .
B(t) = W(t) + [ q(s)ds,

donde W (t) es un movimiento browniano bajo la medida Q.
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Cuadro .1: Base de datos utilizada
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Tiempo

Valor

Tiempo

Valor

Tiempo

Valor

Tiempo

Valor

Tiempo

Valor

02/01,/2025
03/01,/2025
06/01,/2025
07/01/2025
08/01,/2025
09/01,/2025
10/01,/2025
13/01/2025
14/01,/2025
15/01/2025
16/01,/2025
17/01/2025
20/01,/2025
21/01/2025
22/01/2025
23/01,/2025
24/01/2025
27/01/2025
28/01,/2025
29/01,/2025
30/01,/2025
31/01/2025
04/02/2025
05,/02/2025
06,/02/2025
07/02/2025
10/02/2025
11/02/2025
12/02/2025
13/02/2025
14/02/2025
17/02/2025
18/02/2025
19/02/2025
20/02/2025
21/02/2025
24/02/2025
25/02/2025
26/02/2025
27/02/2025
28/02/2025
03/03/2025
04/03/2025
05/03/2025
06/03/2025
07/03/2025
10/03/2025
11/03/2025
12/03/2025
13/03/2025
14/03/2025
18/03,/2025
19/03/2025

10.245
10.4791
10.328
10.2776
10.2776
10.2675
10.2574
10.2474
10.2373
10.2474
10.2675
10.2675
10.2675
10.2675
10.2776
10.2877
10.2776
10.2977
10.2877
10.2776
10.2977
10.2776
10.2776
10.3078
10.2977
10.328
9.7739
9.7638
9.7739
9.7739
9.7739
9.7638
9.7638
9.7739
9.7638
9.7638
9.7538
9.784
9.7538
9.7538
9.7538
9.7538
9.7941
9.7638
9.7739
9.7739
9.7236
9.7236
9.7437
9.7538
9.7739
9.7739
9.7739

20/03/2025
21/03/2025
24/03/2025
25/03,/2025
26/03,/2025
27/03/2025
28/03,/2025
31/03/2025
01/04/2025
02/04,/2025
03/04,/2025
04/04,/2025
07/04/2025
08/04,/2025
09/04,/2025
10/04,/2025
11/04/2025
14/04/2025
15/04/2025
16/04,/2025
21/04/2025
22/04/2025
23/04,/2025
24/04/2025
25/04,/2025
28/04,/2025
29/04,/2025
30/04,/2025
02/05,/2025
05,/05/2025
06,/05,/2025
07/05/2025
08/05/2025
09/05/2025
12/05/2025
13,/05/2025
14/05/2025
15/05,/2025
16,/05/2025
19/05/2025
20/05,/2025
21/05,/2025
22/05,/2025
23/05,/2025
26/05,/2025
27/05,/2025
28/05,/2025
29/05,/2025
30/05,/2025
02/06,/2025
03/06,/2025
04/06,/2025
05,/06,/2025

9.7638
9.7739
9.7739
9.7739
9.7739
9.7739
9.7638
9.2604
9.2704
9.3208
9.3208
9.2704
9.2604
9.2503
9.2604
9.2604
9.2604
9.2704
9.2704
9.2704
9.2704
9.2704
9.2704
9.2906
9.2906
9.2805
9.3006
9.3006
9.3409
9.351
9.2805
9.2906
9.3006
9.2805
9.2805
9.2805
9.2805
9.2805
9.2704
8.7671
8.7772
8.7772
8.7772
8.7772
8.7973
8.7973
8.7873
8.7873
8.7671
8.7772
8.8175
8.7772
8.7571

06/06/2025
09/06/2025
10/06,/2025
11/06/2025
12/06/2025
13/06,/2025
16,/06/2025
17/06/2025
18,/06,/2025
19/06/2025
20/06,/2025
23/06/2025
24/06/2025
25/06,/2025
26/06/2025
27/06/2025
30/06/2025
01/07/2025
02/07/2025
03/07/2025
04/07/2025
07/07/2025
08/07/2025
09/07/2025
10/07/2025
11/07/2025
14/07/2025
15/07/2025
16/07/2025
17/07/2025
18,/07/2025
21/07/2025
22/07/2025
23/07/2025
24/07/2025
25/07/2025
28/07/2025
29/07/2025
30/07/2025
31/07/2025
01/08,/2025
04/08/2025
05,/08/2025
06,/08/2025
07/08/2025
08/08/2025
11/08/2025
12/08/2025
13/08/2025
14/08/2025
15,/08/2025
18,/08/2025
19/08/2025

8.747
8.737
8.7168
8.737
8.737
8.737
8.737
8.747
8.7571
8.7671
8.7571
8.7671
8.7671
8.7873
8.7671
8.7772
8.2842
8.3043
8.4049
8.2942
8.264
8.2238
8.2439
8.2439
8.2439
8.2439
8.2439
8.2339
8.2439
8.2439
8.2339
8.2339
8.2339
8.254
8.2741
8.254
8.264
8.2339
8.2339
8.2339
8.2439
8.3143
8.2439
8.2439
8.2439
8.2439
8.0025
8.0126
8.0025
8.0025
8.0126
8.0126
8.0327

20/08/2025
21/08/2025
22/08/2025
25/08/2025
26,/08/2025
27/08/2025
28/08/2025
29/08/2025
01/09/2025
02/09/2025
03/09/2025
04/09/2025
05,/09/2025
08/09/2025
09/09/2025
10/09/2025
11/09/2025
12/09/2025
15/09,/2025
17/09/2025
18,/09/2025
19/09/2025
22/09/2025
23/09/2025
24/09/2025
25/09/2025
26/09/2025
29/09/2025
30/09/2025
01/10/2025
02/10/2025
03/10/2025
06/10/2025
07/10/2025
08/10/2025
09/10/2025
10/10/2025
13/10/2025
14/10/2025
15/10/2025
16/10/2025
17/10/2025
20/10/2025
21/10/2025
22/10/2025
23/10/2025
24/10/2025
27/10/2025
28/10/2025
29/10/2025
30/10/2025
31/10/2025
03/11/2025

8.0126
8.0226
8.0327
8.0226
8.0126
8.0226
8.0327
8.0327
8.0427
8.1132
8.0226
8.0226
8.0226
8.0226
8.0126
8.0126
8.0126
8.0126
8.0126
8.0226
8.0226
8.0327
8.0427
8.0629
8.0629
8.0427
8.0629
7.8315
7.8818
7.8617
8.1132
7.8617
7.8516
7.8114
7.7812
7.7913
7.7712
7.7913
7.7812
7.7913
7.7913
7.7913
7.7812
7.7712
7.7812
7.7812
7.7812
7.7913
7.7913
7.8114
7.8215
7.7812
7.7812

04/11,/2025
05/11/2025
06/11,/2025
07/11/2025
10/11,/2025
11/11/2025
12/11/2025
13/11/2025
14/11/2025
18/11/2025
19/11/2025
20/11/2025
21/11/2025
24/11/2025
25/11/2025
26/11/2025
27/11/2025
28/11/2025
01/12/2025
02/12/2025
03/12/2025
04/12,/2025
05/12/2025
08/12/2025
09/12/2025
10/12/2025
11/12/2025
15/12/2025
16/12/2025
17/12/2025
18/12/2025
19/12/2025
22/12/2025
23/12/2025
24/12/2025
26/12/2025
29/12/2025
30/12/2025
31/12/2025
02/01,/2026
05/01,/2026
06/01,/2026
07/01,/2026
08/01,/2026
09/01,/2026
12/01,/2026
13/01,/2026
14/01/2026
15/01,/2026

7.8718
7.7812
7.7712
7.7611
7.5097
7.5097
7.5097
7.5198
7.5198
7.5097
7.5198
7.5198
7.5801
7.56
7.5701
7.56
7.6203
7.6103
7.6103
7.6907
7.5801
7.56
7.5299
7.4997
7.4896
7.4997
7.5097
7.5097
7.5097
7.5198
7.5399
7.5299
7.2584
7.3187
7.3388
7.3388
7.3589
7.3489
7.3489
7.379
7.56
7.2886
7.2886
7.2685
7.2484
7.2484
7.2584
7.2584
7.2584
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