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“When I heard the learn’d astronomer,

When the proofs, the figures, were ranged in columns
before me,

When I was shown the charts and diagrams, to add,
divide, and measure them,

When [ sitting heard the astronomer where he lectured
with much applause in the lecture-room,

How soon unaccountable I became tired and sick,

Till rising and gliding out I wander’d off by myself,

In the mystical moist night-air, and from time to time,

Look’d up in perfect silence at the stars.”

Walt Whitman






Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mis asesores, Dr. Noé Herrera Pache-
co y Dr. Ivan Martinez por el apoyo académico y el tiempo que dedicaron
para que pudiera salir avante con esta investigacion. A mis amigos, Bogar
y Miguel, por sus comentarios oportunos. Agradezco sinceramente a Eric
Martinez, Raul Brito y Jorge Veldzquez por su tiempo brindado para las
discusiones fructiferas y observaciones puntuales sobre este trabajo. Tam-
bién agradezco a CONACyT por el apoyo brindado a través de la beca No.
339193 para que pudiera realizar mis estudios de doctorado. Agradezco a
los miembros del jurado sus correcciones y comentarios a este trabajo, ya
que eso ha permitido mejoras significativas al mismo.

Asi mismo, se hace patente el agradecimiento a la VIEP-BUAP por el
apoyo en la impresion de esta tesis.






Indice general

Lista de figuras III
1. Introduccion 1
Bibliografia . . . . . . . ... oo 8

2. Introduccién al formalismo de integrales de trayectoria 9
2.1. Integral de trayectoria para caminatas aleatorias simples . 11
2.1.1. La probabilidad de transicion . . . . . ... .. .. 12

2.2. Funcion de Green y la acciéon paraun RW . . . . . .. .. 14
Bibliografia . . . . . . .. ... oL 17

3. El RW en presencia de un campo externo débil 19
3.1. La funcién de Green y la integral de trayectoria . . . . . . 20
3.2. Condicién de normalizacion para Py . . . . . . . ... .. 22
3.3. Funcion generadora de momentos . . . . . . ... ... .. 23
3.4. Aplicaciones . . . . . . . ... 24
3.4.1. Ejemplo 1: Potencial V() =rz . . . . . ... ... 25

3.4.2. Ejemplo 2: Potencial V(z) = ka® . . ... .. ... 29

3.4.3. Ejemplo 3: Potencial V(z) = k2t . ... ... ... 32

3.4.4. Ejemplo 4: Potencial con decaimiento exponencial . 35

3.4.5. Ejemplo 5: Potencial sinusoidal . . . . . ... . .. 36
Bibliografia . . . . . . . ... ... 41

4. E1 RW con superposicion de fuerzas 43
4.1. Py para una superposicién de fuerzas conservativas . . . . 43
4.2. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck . . . . . . . ... ... .. 46
4.2.1. Py para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck . . . . . 46

4.2.2. Valores promedio y comportamientos asintéticos . . 47

4.3. Potencial 2-4 . . . . . ... 50
4.3.1. Py parael potencial 2-4 . . . . ... ... ... .. o1

I



4.3.2. Valores promedio y comportamientos asintoticos . . 54

4.4. Potencial seno+seno . . . ... ..o 55
4.4.1. Py para el potencial seno+seno . . . . . . ... .. o7
4.4.2. Valores promedio y comportamientos asintoticos . . 59
Bibliografia . . . . . . . ... L 65
5. El ratchet 67
5.1. Potencial de rocking. . . . . . . . . .. ... 69
5.2. Potencial de ratchet triangular . . . . . . .. ... ... .. 70
5.3. Las trayectorias del ratchet . . . . . . . . ... ... .. 71
Bibliografia . . . . . . . ... 83
6. Conclusiones 85
Bibliografia . . . . . . . ... L 91
A. Solucion exacta de los potenciales lineal y cuadratico 93
A.l. Potencial V(z) =Kz . . . . . ... oo 93
A.2. Potencial V(z) =ka® . . . .. ... 95

B. Solucion del potencial lineal y cuadratico en d— dimensio-
nes 97
B.1. Potencial lineal . . . . ... ... ... ... .. ...... 97
B.2. Potencial cuadratico . . . . . .. ... ... ... 98
C. Enfoque hamiltoniano 101
Articulo publicado 103

IT



Indice de figuras

3.1. Comparacion entre P y Py para un potencial lineal . . . . 26
3.2. Comportamiento asintético de Ep,(X) para un potencial
lineal . . . . . . . ... 28
3.3. Comportamiento asintotico de Ep,(X) para un potencial
lineal para diferentes x¢ . . . . . . . . ... ... ... .. 29
3.4. Méximos de P y Py para un potencial lineal . . . . . . . . 30
3.5. Comparacion entre P y Py para un potencial tipo oscilador
armoniCo . . . . . . .. e e e 31
3.6. Comparacion entre P y Py para un potencial cuartico. . . 34
3.7. Comparacion entre P y Py para un potencial sinusoidal . . 38
3.8. Primer momento de Py para un potencial sinusoidal . . . . 39
4.1. Comparacion entre P y Py para el proceso de O-U . . . . 48
4.2. Evolucién temporal de Py para el proceso de O-U . . . . . 49

4.3. Comportamiento asintético de Ep, (X) para el proceso de O-U 50
4.4. Comportamiento asintético de M.SDp, para el proceso de

O-U . . e o1
4.5. Potencial 2-4 para B = 1 y diferentes valores de A. . . .. 52
4.6. Comparaciéon entre P y Py para el proceso de O-U . . .. 53
4.7. Evolucién temporal de Py para el potencial 2-4 . . . . . . 54

4.8. Comportamiento asintético de Ep, (X ) para el potencial 2-4 55
4.9. Comportamiento asintético de M SDp, para el potencial 2-4 56
4.10. Potencial seno+seno en unidades adimensionales . . . . . . Y

4.11. N"! como funcién de g y t para el potencial seno+seno . 58
4.12. Evolucién temporal de Py para el potencial seno+seno . . 59
4.13. Evolucién temporal de Py para el potencial seno+seno . . 61

4.14. Evolucién temporal de Ey(X) para el potencial seno+seno 62

5.1. Mecanismo de rocking en el potencial de ratchet . . . . . . 69
5.2. Potencial de ratchet triangular . . . . . . .. ... ... .. 71
5.3. Muestra de trayectorias ratchets con diferentes D . . . . . 75

III



5.4.
9.5.
5.6.
5.7.

Trayectoria promedio del ratchet . . . . . . . . . ... ... 76

Detalles de las trayectorias promedio del ratchet . . . . . . 76
Densidad de probabilidad para las trayectorias del ratchet. 77
MSD para las trayectorias del ratchet . . . . . . . ... .. 7

v



Capitulo 1

Introduccion

En el verano de 1827 el botdnico Robert Brown descubrié bajo su mi-
croscopio el movimiento vigoroso e irregular de pequenas particulas (origi-
nalmente de polen) que flotaban en el agua, también observé que pequenas
particulas de minerales se someten a un movimiento incesante, como si
éstos fueran objetos vivos [1.1,1.2]. Ese maravilloso descubrimiento es co-
nocido como Movimiento Browniano, en honor a su descubridor. Este des-
cubrimiento dejé maravillado a muchos cientificos de esa época, aunque
no pudieron dar una explicacién en términos de un modelo fisico. La idea
de combinar tal movimiento con el movimiento molecular se extendio en
la ultima mitad del siglo XIX cuando las ideas atomistas atn no eran del
todo aceptadas como una realidad fisica. Fue hasta 1905, con el trabajo
convincente de Albert Einstein, que se tuvo una explicacion tedrica de tal
fenémeno que podria ser verificada cuantitativamente mediante experimen-
tos, estableciéndose como una base fundamental de la teoria atémica de la
materia [1.3,1.4].

Einstein demostro que la constante de difusion D de una particula brow-
niana se encuentra relacionado con su movilidad p a través de D = pkT.
Esta relacién, la cual es llamada la relacion de Einstein, nos provee una co-
nexion que permite relacionar el movimiento de las particulas brownianas
con el movimiento térmico molecular del medio.

Las fluctuaciones estocasticas que se observan en el movimiento brow-
niano de una particula coloidal sumergida en un medio liquido surgen del
hecho de que los fluidos estan compuestos por moléculas con posiciones y
momentos aleatorios [1.5,1.6]. Una forma de modelar el movimiento pro-
babilistico de la particula coloidal se hace capturando las fluctuaciones
térmicas usando directamente los calculos a nivel de cada particula, in-
cluso usando la aproximacion de granos grandes [1.7-1.9], el precio que
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se tiene que pagar es el excesivo tiempo computacional debido a que la
dinamica individual de cada molécula es mucho mas rapida para hacer
algin célculo aproximado de alguna de las cantidades que caracterizan a
este sistema, que los tiempos de la escala hidrodindmica [1.10]. Alterna-
tivamente, las fluctuaciones térmicas pueden ser incluidas en la ecuacién
de Navier-Stokes a través de considerar que la fuerza contiene términos es-
tocasticos, como fue propuesto por Landau y Lifshitz [1.11]. La idea bésica
de las fluctuaciones en hidrodindmica [1.12] es que son generadas por la
adicion de un tensor de esfuerzo estocastico al tensor de estrés de viscosidad
usual [1.13]. Se ha demostrado que este modelo arroja resultados bastante
buenos esencialmente a escalas moleculares [1.9,1.14-1.18]. Este escrito no
pretende ser en ningun nivel una recopilaciéon sobre los métodos tradicio-
nales para el estudio del Movimiento Browniano, si el lector desea revisar
material al respecto, le sugerimos consultar las siguientes refs. [1.19-1.22].

Otro modelo estocastico del Movimiento Browniano consiste en consi-
derar que la particula coloidal construye su trayectoria a partir de brincos
aleatorios e independientes de acuerdo a una probabilidad de transicién lo-
cal y por lo general se asume algtin tipo de evolucién clasica cadtica de tal
forma que la probabilidad de transicién se calcula a través de un promedio
de todas las posibles trayectorias [1.23].

El formalismo de los métodos de la integral de trayectoria para la
mecénica cuantica fue introducido por Richard P. Feynman en 1948 [1.24],
su importancia radica en el hecho de que es utilizada ampliamente en la
fisica tedrica. Sus aplicaciones en la mayoria de las areas de la fisica mo-
derna provee una nueva forma de resolver los problemas existentes pero
también sirve como guia para la formulacion, desarrollo de nuevas ideas y
aproximaciones en la descripcién de muchos fenémenos fisicos [1.25].

Este ultimo formalismo nos permite tener un procedimiento estandar de
cuantizacion basado en la existencia de una hamiltoniana o lagrangiana pa-
ra el sistema de interés, que satisface la condicion que a A tendiendo a cero
se obtienen las ecuaciones de movimiento clasicas, esto porque la integral de
trayectoria esta definida por una accién integral estacionaria [1.26]. En este
sentido, es posible tener una teoria que envuelve ecuaciones disipativas para
un sistema cuantico, en particular dicha teoria puede reproducir las ecua-
ciones clésicas del Movimiento Browniano en el limite adecuado [1.27,1.28].
Por otro lado, la ecuaciéon de Langevin frecuentemente es usada como una
de las bases para la teoria del Movimiento Browniano, sin embargo, tal
como sucede con cualquier otra ecuacién fenomenoldgica, la ecuacion de
Langevin tiene un rango de validéz limitado. Es razonable usar la ecuacién
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de Langevin cuando estemos interesados en estudiar el comportamiento
asintotico para tiempos largos del sistema. “Tiempos largos” se entien-
de como la escala de tiempo en la que el tiempo del proceso se compara
con el tiempo de relajacion del bano térmico acoplado al sistema, en este
caso, no necesitamos una descripcién a nivel cuantico ya que sus efectos
sobre las particulas macroscopicas en un medio viscoso pueden ser expli-
cadas por una teorfa clasica [1.27]. A través de la integral de trayectoria,
la accion cléasica que le corresponde a un caminante aleatorio resulta ser
justo la acciéon de una particula libre en el contexto de la mecéanica clasi-
ca [1.25,1.26,1.29,1.30]. Denotaremos a las camianatas aleatorias por RW
del inglés random walker. En el caso particular de considerar una caminata
aleatoria simple se usara RWs.

El objetivo principal de este trabajo consiste en desarrollar un formalis-
mo tedrico para determinar la probabilidad de transicién de un RW inmerso
en un medio donde hay un campo externo representado por una funcion de
energia potencial V' (x) acoplado al medio molecular como una perturbacion
al mismo, sin la necesidad de recurrir a los métodos tradicionales que dan
las soluciones de las ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck. Para esto,
usaremos el hecho de que la accién que le corresponde a un RWs bajo la
integral de trayectoria corresponde al de una particula libre en el contexto
de mecéanica clasica [1.25,1.29,1.30]. Consideraremos una perturbacién de-
bido a una fuerza conservativa que es generada por un potencial V() y que
la lagrangiana para este nuevo sistema es £ = Ly — €V [1.31,1.32], donde
€ es la constante de acoplamiento perturbativo y L es la energia cinética
para una particula libre. Entonces, usando los métodos de la integral de
trayectoria es posible tener una aproximacion de la probabilidad de transi-
cion para un proceso estocastico con tendencia. Estos resultados también
son aplicados para obtener una aproximacion de la funcién generadora de
momentos y los momentos, en particular, para obtener informacién sobre
la posicion promedio y el desplazamiento cuadratico medio del proceso
perturbado.

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera: En el Capitu-
lo 2 se parte del andlisis de los RW en redes hipercubicas para encontrar
la probabilidad de transicién de un RW en un medio continuo. Ademas,
se escribe la accién que le corresponde a un RWs, que es la accién de una
particula libre, siendo éste el resultado fundamental del que partimos para
la construccién de nuestro formalismo. En el Capitulo 3 desarrollamos el
formalismo para determinar la probabilidad de transicién para un proceso
estocdstico inmerso en un potencial V' (x) que perturba la accién de una
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particula libre, de esta forma, a través de la integral de trayectoria somos
capaces de tener una expresion de tal probabilidad. Con esta aproxima-
cién, determinamos la funciéon generadora de momentos y analizamos las
desviaciones del primer momento (posicién promedio del proceso) y el des-
plazamiento cuadratico medio del proceso perturbado respecto del proceso
libre en sus comportamientos a tiempos cortos y largos. Aplicamos este
formalismo a los potenciales lineal, cuadratico, cuartico, exponencial y si-
nusoidal. En el Capitulo 4 describimos la probabilidad de transicién cuando
un RW se encuentra inmerso en un potencial que es el resultado de la suma
de varios potenciales. El objetivo fundamental de este capitulo es escribir la
probabilidad de transicién de este proceso en funcién de las probabilidades
de transicién de cada potencial que lo compone. En particular, aplicamos
estos resultados para describir el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, potencial
2-4 y el potencial seno+seno. En el Capitulo 5, aplicamos los resultados ob-
tenidos en el Capitulo 3 sobre el potencial lineal para construir un sistema
ratchet. Analizaremos las caracteristicas fundamentales de las trayectorias
del ratchet, tal como la posicion promedio y el desplazamiento cuadratico
medio en el limite de tiempo cortos y largos. Finalmente, en el Capitulo 6
escribimos las conclusiones generales de este trabajo, también se discuten
algunas consecuencias y perspectivas del mismo.



Bibliografia

[1.1] R. Brown, “XXVII. A brief account of microscopical observations
made in the months of June, July and August 1827, on the parti-
cles contained in the pollen of plants; and on the general existence of
active molecules in organic and inorganic bodies,” The Philosophical
Magazine, or Annals of Chemistry, Mathematics, Astronomy, Natural
History and General Science, vol. 4, no. 21, pp. 161-173, 1828.

[1.2] R. Brown, “XXIV. additional remarks on active molecules,” The Phi-
losophical Magazine, or Annals of Chemistry, Mathematics, Astro-

nomy, Natural History, and General Science, vol. 6, no. 33, pp. 161—
166, 1829.

[1.3] A. Einstein, “Uber die von der molekularkinetischen Theorie der
Warme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspen-
dierten Teilchen,” Annalen der physik, vol. 322, no. 8, pp. 549-560,
1905.

[1.4] A. Einstein, “Eine neue bestimmung der molekiildimensionen,” An-

nalen der Physik, vol. 324, no. 2, pp. 289-306, 1906.

[1.5] R. Kubo, M. Toda, and N. Hashitsume, Statistical Physics I1: None-
quilibrium, Statistical Mechanics. Springer Series in Solid-State Scien-
ces, Springer Berlin Heidelberg, 2012.

[1.6] R. Kubo, “The fluctuation-dissipation theorem,” Reports on progress
in physics, vol. 29, no. 1, p. 255, 1966.

[1.7] H. Noguchi, N. Kikuchi, and G. Gompper, “Particle-based mesoscale
hydrodynamic techniques,” EPL (Europhysics Letters), vol. 78, no. 1,
p. 10005, 2007.


http://dx.doi.org/10.1080/14786442808674769
http://dx.doi.org/10.1080/14786442808674769
http://dx.doi.org/10.1080/14786442808674769
http://dx.doi.org/10.1080/14786442808674769
http://dx.doi.org/10.1080/14786442908675115
http://dx.doi.org/10.1002/andp.19053220806
http://dx.doi.org/10.1002/andp.19053220806
http://dx.doi.org/10.1002/andp.19053220806
http://dx.doi.org/10.1002/andp.19063240204
https://books.google.com.mx/books?id=QBPpCAAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=QBPpCAAAQBAJ
http://stacks.iop.org/0034-4885/29/i=1/a=306
http://stacks.iop.org/0295-5075/78/i=1/a=10005
http://stacks.iop.org/0295-5075/78/i=1/a=10005

[1.8] A. Donev, B. J. Alder, and A. L. Garcia, “Stochastic hard-sphere dy-
namics for hydrodynamics of nonideal fluids,” Physical review letters,
vol. 101, no. 7, p. 075902, 2008.

[1.9] A. Donev, J. B. Bell, A. de La Fuente, and A. L. Garcia, “Diffusive
transport by thermal velocity fluctuations,” Physical review letters,
vol. 106, no. 20, p. 204501, 2011.

[1.10] S. Delong, F. B. Usabiaga, R. Delgado-Buscalioni, B. E. Griffith,
and A. Donev, “Brownian dynamics without Green’s functions,” The
Journal of chemical physics, vol. 140, no. 13, p. 134110, 2014.

[1.11] L. Landau and E. Lifshitz, Fluid Mechanics. No. v. 6, Elsevier Scien-
ce, 2013.

[1.12] J. de Zarate and J. Sengers, Hydrodynamic Fluctuations in Fluids
and Fluid Miztures. Elsevier Science, 2006.

[1.13] H. Ottinger, Beyond Equilibrium Thermodynamics. Wiley, 2005.
[1.14] A. Donev, J. B. Bell, A. De la Fuente, and A. L. Garcia, “Enhance-

ment of diffusive transport by non-equilibrium thermal fluctuations,”
Journal of Statistical Mechanics: Theory and Experiment, vol. 2011,
no. 06, p. P06014, 2011.

[1.15] B. Z. Shang, N. K. Voulgarakis, and J.-W. Chu, “Fluctuating hy-
drodynamics for multiscale simulation of inhomogeneous fluids: Map-
ping all-atom molecular dynamics to capillary waves,” The Journal of
chemical physics, vol. 135, no. 4, p. 044111, 2011.

[1.16] N. K. Voulgarakis and J.-W. Chu, “Bridging fluctuating hydrody-
namics and molecular dynamics simulations of fluids,” The Journal of
chemical physics, vol. 130, no. 13, p. 134111, 2009.

[1.17] B. Z. Shang, N. K. Voulgarakis, and J.-W. Chu, “Fluctuating hy-
drodynamics for multiscale modeling and simulation: Energy and heat
transfer in molecular fluids,” The Journal of chemical physics, vol. 137,
no. 4, p. 044117, 2012.

[1.18] A. Donev, A. Nonaka, Y. Sun, T. Fai, A. Garcia, and J. Bell, “Low
mach number fluctuating hydrodynamics of diffusively mixing fluids,”
Communications in Applied Mathematics and Computational Science,
vol. 9, no. 1, pp. 47-105, 2014.


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.101.075902
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.101.075902
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.106.204501
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.106.204501
http://dx.doi.org/10.1063/1.4869866
https://books.google.com.mx/books?id=CeBbAwAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=4sx3CVMreJMC
https://books.google.com.mx/books?id=4sx3CVMreJMC
https://books.google.com.mx/books?id=Prh9moT1WzMC
http://stacks.iop.org/1742-5468/2011/i=06/a=P06014
http://stacks.iop.org/1742-5468/2011/i=06/a=P06014
http://dx.doi.org/10.1063/1.3615719
http://dx.doi.org/10.1063/1.3615719
http://dx.doi.org/10.1063/1.3615719
http://dx.doi.org/10.1063/1.3106717
http://dx.doi.org/10.1063/1.3106717
http://dx.doi.org/10.1063/1.4738763
http://dx.doi.org/10.1063/1.4738763
http://dx.doi.org/10.1063/1.4738763
http://dx.doi.org/10.2140/camcos.2014.9.47
http://dx.doi.org/10.2140/camcos.2014.9.47

[1.19] M. Bazant, Notas de curso: Random Walks and Diffusion. MIT,
2006.

[1.20] W. Coffey and Y. Kalmykov, The Langevin Equation: With Appli-
cations to Stochastic Problems in Physics, Chemistry and FElectrical
Engineering. World Scientific Series in Contemporary Chemical Phy-
sics, World Scientific Publishing Company, 2012.

[1.21] G. Pavliotis, Stochastic Processes and Applications: Diffusion Pro-
cesses, the Fokker-Planck and Langevin Equations. Texts in Applied
Mathematics, Springer New York, 2014.

[1.22] H. Risken, The Fokker-Planck Fquation: Methods of Solution and
Applications. Springer Series in Synergetics, Springer Berlin Heidel-
berg, 2012.

[1.23] J. Duda, “From maximal entropy random walk to quantum ther-
modynamics,” arXiw preprint arXiv:1111.2253, 2011.

[1.24] R. P. Feynman, “Space-time approach to non-relativistic quantum
mechanics,” Reviews of Modern Physics, vol. 20, no. 2, p. 367, 1948.

[1.25] M. Chaichian and A. Demichev, Path Integrals in Physics: Volume
IT Quantum Field Theory, Statistical Physics and other Modern Appli-
cations. Institute of physics series in mathematical and computational
physics, Taylor & Francis, 2001.

[1.26] S. Brush, “Functional integrals and statistical physics,” Reviews of
Modern Physics, vol. 33, no. 1, p. 79, 1961.

[1.27] A. O. Caldeira and A. J. Leggett, “Path integral approach to quan-
tum Brownian motion,” Physica A: Statistical mechanics and its Ap-
plications, vol. 121, no. 3, pp. 587616, 1983.

[1.28] R. Zwanzig, “Nonlinear generalized Langevin equations,” Journal of
Statistical Physics, vol. 9, no. 3, pp. 215-220, 1973.

[1.29] E. Santos, “Interpretation of Feynman formalism of quantum
mechanics in terms of probabilities of paths,” arXiv preprint ar-
Xiw:1210.2210, 2012.


http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-366-random-walks-and-diffusion-fall-2006/lecture-notes/
https://books.google.com.mx/books?id=pi27CgAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=pi27CgAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=pi27CgAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=8213BQAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=8213BQAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=dXvpCAAAQBAJ
https://books.google.com.mx/books?id=dXvpCAAAQBAJ
http://dx.doi.org/10.1088/1742-6596/361/1/012039
http://dx.doi.org/10.1088/1742-6596/361/1/012039
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.20.367
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.20.367
https://books.google.com.mx/books?id=Kai-jszYbhAC
https://books.google.com.mx/books?id=Kai-jszYbhAC
https://books.google.com.mx/books?id=Kai-jszYbhAC
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.33.79
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(83)90013-4
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(83)90013-4
http://dx.doi.org/10.1007/BF01008729
http://arxiv.org/abs/1210.2210
http://arxiv.org/abs/1210.2210

[1.30] C. Itzykson and J. Drouffe, Statistical Field Theory: Volume 1,
From Brownian Motion to Renormalization and Lattice Gauge Theory.
Cambridge Monographs on Mathematical Physics, Cambridge Univer-
sity Press, 1991.

[1.31] M. Calkin, Lagrangian and Hamiltonian Mechanics. Allied Publis-
hers, 1996.

[1.32] H. Goldstein, C. Poole, and J. Safko, Classical Mechanics. Addison
Wesley, 2002.


https://books.google.com.mx/books?id=cKdTrJPBAyUC
https://books.google.com.mx/books?id=cKdTrJPBAyUC
https://books.google.com.mx/books?id=5qbGFSQcBJcC
https://books.google.com.mx/books?id=tJCuQgAACAAJ

Capitulo 2

Introduccion al
formalismo de integrales
de trayectoria

La caracteristica méas cautivadora de las técnicas de la integral de tra-
yectoria es que provee un mismo enfoque para resolver problemas en dife-
rentes areas de la fisica tedrica, tal como en la teoria de procesos estocasti-
cos, mecanica cuantica, teoria cuantica de campos, teorias de cuerdas y en
general de la mecénica estadistica [2.1].

De hecho, la forma general de la probabilidad de transicién P(z, t; g, to)
en la teoria de procesos estocasticos es

Pl tiznty) ~ 3 exp{—%F[m(T)]} (2.1)
todas las

trayectorias
dezxgax

donde x; denota el conjunto de coordenadas del sistema estocastico al
tiempo inicial tg y P(z,t;xg,t) da la probabilidad de que el sistema tenga
coordenadas x al tiempo final ¢. La forma explicita de la funcional F'[z(7)],
to < 17 <ty el valor y sentido fisico de la constante D dependen de las
propiedades del sistema.

En mecéanica cuantica, el objeto de interés es la amplitud de transicion
K(z,t;20,ty), que no es una probabilidad, pero su expresién en términos
de una integral de trayectoria es similar que para el caso de la teoria de
procesos estocasticos. En el caso mas general, la integral de trayectoria en
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el espacio fase es

K(x,t;xo, ty) ~ > exp {%S[x(ﬂ, p(T)]} . (2.2)

todas las trayectorias
en el espacio fase
con o a z fijos

Aqui, S[z(7),p(T)] es la accién del sistema en términos de las varia-
bles del espacio fase. A diferencia del caso para procesos estocasticos, en
mecanica cuantica el exponente tiene un argumento puramente imaginario.

En el caso de sistemas con un nimero infinito de grados de libertad, en
particular, la funcion de Green en teoria cuantica de campo esta dada por
una expresion del tipo

OAGI0 ~ X Aexn{3sia), (23)
todas las

configuraciones
de campo

donde, del lado izquiero, fl(gb) es un operador no local que actiia sobre los
operadores de campo ¢, mientras que en el lado derecho A(y) es su co-
rrespondiente cantidad clasica. Después de una transicién puramente ima-
ginaria en el tiempo ¢t — —it (correspondiendo a lo que se llama Fuclidean
quantum field theory [2.1]), la funcién de Green toma la siguiente forma

OAE ~ Y Apee{-isdl. @)

configuraciones
de campo

mientras que en mecanica estadistica, los valores promedio son calculados
como

1
A ~ A ——F 2.
AP~ 3 A@ew|prEle) e
configuraciones

con kp la constante de Boltzmann y T' la temperatura [2.1].
Cronolégicamente, la teoria cuantica de campos estd intimamente li-
gada con la teoria clasica de campo del electromagnetismo y con la fisica
de particulas. Experimentalmente, ésta también se conecta con los experi-
mentos de altas energias en los aceleradores. Los origenes de la mecanica
estadistica son diferentes, histéricamente, se relaciona con la termodinami-
ca, irreversibilidad y la teoria cinética de los gases. Experimentalmente se
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encuentra profundamente relacionada con la calorimetria, calor especifico,
parametros de orden, transiciones de fase y difusién. Sin embargo, todas
las expresion en las Ecs. (2.1)-(2.5) tienen la misma forma funcional, por lo
que pueden ser tratadas matematicamente y calculadas de la misma ma-
nera, extendiendo los métodos desarrollados en fisica estadistica a la teoria
cuantica de campos y viceversa [2.1].

2.1. Integral de trayectoria para caminatas
aleatorias simples

Para hacer el estudio de RW es conveniente empezar una discusion so-
bre el movimiento de un RW en una red regular, infinita, en un espacio
euclidiano d-dimensional. Cada sitio en la red tiene ¢ vecinos cercanos, este
parametro es conocido en la teoria de percolaciéon como el niimero de coor-
dinacién de la red [2.2]. A intervalos regulares de tiempo (por conveniencia
pensemos en que el incremento en el tiempo para dos instantes consecuti-
vos es At = 1), el RW salta de un sitio hacia alguno otro de sus vecinos.
Consideremos un sistema sin direccion preferida, entonces la probabilidad
de caer en algun sitio adyacente es 1/q [2.3,2.4]. Consideraremos que los
saltos sucesivos son eventos estadisticamente independientes. Escogemos
por red al hipercubo de dimensién d generado por la base candnica orto-
normal {ey,...,eq} de R? por lo tanto, los sitios en la red son ubicados
a través de la combinacion lineal = z*e,, donde las coordenadas x,, son
nimeros enteros. De esta forma, el espacio de estamos del sistema es Z¢.
Para este tipo de redes, el nimero de coordinacion es ¢ = 2d. Nos interesa
determinar la probabilidad de transicion P(z,t;x,ty) de que el RW esté
en el sitio x al tiempo ¢ sabiendo que su posicién inicial fue zy al tiempo
tp. Para t = ¢y impondremos la condicién P(z,ty;Zo,ty) = zpg,, €s decir,
el RW no puede estar en dos lugares diferentes en el mismo instante de
tiempo. Dado t, la condicién de normalizacion es

> Pz, t;zo,t) = 1, (2.6)

zcZ4

lo cual significa que el RW con certeza estard en algin punto de la red.

La formulacién discreta depende fuertemente de la eleccién de la red.
Sin embargo, estamos interesados en aquellas propiedades asintéticas que
son independientes de la estructura particular de la red elegida [2.3].
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2.1.1. La probabilidad de transicion

Entonces, si pensamos en la suma de todas las posibles trayectorias que
nos llevan del sitio x( en el instante t; al sitio x en el instante ¢t + 1. Una
trayectoria de longitud t+1 se obtiene anadiendo un paso a una trayectoria
de longitud ¢, es decir, para estar en x al instante ¢t + 1, el RW debi6 de
haber estado en algin sitio vecino 2’ al instante ¢, por lo tanto

P((B t+1; iL‘(),t() dZP x t(l’)o,to) (27)

la cual es una relacion de recurrencia entre tiempos consecutivos. En térmi-
nos de la base canénica, los sitios vecinos para x son &’ = x +e,. Usando
la definicién del operador laplaciano A, en su versién discreta [2.3]

d
A f@) =5 S [fate) - fla—e)~2f@]  (28)

siempre que |e,| = 1, se encuentra que la probabilidad de transicién satis-
face
P(.’I), t+ 1; Xy, t()) — P(.’D, t; Xy, to) = ATP(.’E, t; Xy, to), (29)

ésta es una aproximacion en diferencias finitas de la ecuacion de difusién

en el espacio continuo
0
— —A 2.10
(5-a)r- (2.10)

Para resolver la ecuacién en diferencias finitas en la Ec. (2.9), utilicemos
la transformada de Fourier

P(z,t;x0, 1)) = /W (;ZW]; exp [ik - (x — z)] P(k,1). (2.11)

Para que se satisfaga la condicién inicial, debe ocurrir P(k, to) = exp(—ik -
xy). Ahora, la transformada de Fourier de la probabilidad de transicién
como una suma sobre trayectorias en la Ec. (2.7) es

d
~ 1
Pk, t+1) = gZ[ (k+eut)+ Plk—e,t)

1 ~
= P(k.1) Zcos ko, (2.12)
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cuya solucion es

o gdp d (t—to)
P(m,t;mo,to):/ (QW)dexp[ik (x — ) ( Zcosk) . (2.13)

&I»—‘

Si queremos obtener las propiedades asintéticas de esta solucion a dis-
tancias y tiempo grandes comparadas con el espaciamiento de la red y el
incremento temporal, es conveniente hacer un reescalamiento usando el es-
paciamiento de la red a y el intervalo de tiempo 7, ahora e, - e, = a%d,,, y
hacemos los cambios de variables t — t/7, * — x/a y k — ak, la solucién
anterior toma la siguiente forma

(t=to)/
; /a ddk’ ' 1 d
P(z,t;x0, 1) = a @Y exp [tk - (x — z¢)] p Z cos k, :

pn=1
(2.14)
De manera rudimentaria podemos aproximar la densidad de probabilidad
de P como p(x,t;x0,tg) ~ P(x,t;x0,19)/a?, donde a? es el volumen ele-
mental de la red. Tomemos el limite a — 0 y 7 — 0 manteniendo |z — x|
y t — tg fijos, asi la densidad de probabilidad de P es

e g, | =)/
p(x,t;zo,ty) = Jfﬁo e (20) exp [tk - (£ — x)] Zcosk :

(2.15)
Este limite es no trivial solo cuando a y 7 tienden a cero de tal manera en
que la razén 7/a* se mantiene fija. Si la escala de tiempo la fijamos como
7 = a?/2d, entonces

1 (t=to)/7 (t—to)/T
(3 ; COoS ku) <1 — 2—de ) — exp [—(t — to)k?] ,

(2.16)

por lo tanto, la densidad de probabilidad queda como

(z,t;20,10) /OO ddke [—(t — to)k* +i(z — =) - k]
N = X — —_ [ .
P\Z, 1;Zo, Lo - (27T)d p 0 0

1 (x — x0)?
= —_ 2.17
e el 240

siendo el kernel de la ecuacion de difusion en el espacio continuo, ésta es
positiva, simétrica y satisface las siguientes condiciones [2.3]:
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1. Ley de conservacion de la probabilidad
/ddxp(x,t;mo,to) = 1; (2.18)

2. Descripcién de condiciones iniciales

lim p(z, 520, to) = 6(z — 2o); (2.19)

t—to

3. Ecuacién de difusiéon

0
<a — A) p(:l:, t;.’Bo, t()) = 0; (220)

4. Proceso de Markov. Si t' > t > t,, entonces p(z’,t';x,t) satisface la
ecuacion de Kolmogorov-Chapman:

p(@' 'z, ty) = /ddxp(x’,t’;:z:,t)p(m,t;xo,to), (2.21)

esta ultima caracteristica es compatible con las propiedades de convolucién
de las integrales Gaussianas.
De la condicién

- — 2.22
T= oo (2.22)

emerge la dimensién de Hausdorff 77! ~ a2 de las trayectorias brow-
nianas tipicas. Cuando la curva continta a velocidad constante a/T, el
comportamiento tipico de la distancia media es |2 — 29| ~ (t — t9)"/?, de-
finiendo un exponente v caracteristico de la distancia mediante la relacién
|z — x| ~ (t —tg)¥, el valor de v = 1/2 es el tipico para el Movimiento
Browniano [2.1].

2.2. Funcién de Green y la acciéon para un
RW

De la teoria de las cadenas de Markov para tiempo discreto, la funcién
de Green G(z,x) es el nimero esperado del total de sitios visitados antes
de llegar a x partiendo de x(. Existe el andlogo de la funcién de Green
para el caso del Movimiento Browniano, si la probabilidad de transicién
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por paso es P(x,t;xo, 1), entonces se define la funcién de Green como
sigue [2.5-2.9]:

oo
G(m,xo):/ dtP(z,t; g, ty), (2.23)
to
en particular, si el proceso corresponde a un RWs con probabilidad de
transicion, entonces

. B 1 (x — x0)?
P(.’B, t;xo, to) = [4D7T(t — to)]d/Q exp [_W—Oto)] . (224)

Si consideramos al RWs como un proceso de Markov, entonces podemos
escribir la probabilidad de transiscién como una convolucién debida a la
ecuacion de Kolmogorov-Chapman [2.1,2.3]

P(m,t;xo,to):/ de' Pz, t;x' )Pz’ t';z0, to), (2.25)

!/

usando esta propiedad para n pasos intermedios, tenemos que

n—% n—1 1
P(z,t;x0,t)) = /(Flddxz> ( [4D7T(tj+1—tj)]d/2>

[ n—1
1 (z)4i — )
X — 2.26

donde x, = x y t, = t. Para n — o0, la funcion de Green toma la forma
de una integral de trayectoria

G(z,xz) = /toOO dt/Dx(t) exp [— /t: deig)] : (2.27)

de donde identificamos que la accion correspondiente es

t $2(7_) t
SO_/tOdT 1D —/todTE() (228)

donde L tiene la misma forma que la correspondiente lagrangiana para
una particula libre con masa equivalente m = 1/2D, de esta forma, la
funcién de Green la escribimos como

G(z,z)) = /OO dt/Dw(t) exp [—So] - (2.29)
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Con este resultado, a través de la integral de trayectoria, se establece una
relacion entre la probabilidad de transicion de un RWs y el movimiento
de una particula libre en en el contexto de la mecénica clésica [2.3]. Una
vez que sabemos de esta conexién, surge de manera natural la siguiente
pregunta: ;Qué pasaria si en la expresion para la integral de trayectoria
en la Ec. (2.29) se considera una lagrangiana que contenga un término
de energia potencial? Una respuesta a esta pregunta la desarrollaremos
en el siguiente capitulo. Para ello, consideraremos una perturbaciéon de la
lagrangiana para una particula libre generada por un potencial V' (x) con
un acoplamiento |e| < 1.
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Capitulo 3

El RW en presencia de
un campo externo débil

En este capitulo determinaremos la probabilidad de transicién corres-
pondiente a un proceso estocastico generado por la accién para una particu-
la libre con una perturbacién generada por un potencial externo V (z).

En la seccién 2.2, encontramos que la funciéon de Green puede expresarse
a través de la Ec. (2.29) como una intregral de trayectoria que involucra
directamente a la accién Sy de una particula libre. Ahora, consideremos
un sistema conformado por un RW en un medio continuo sometido a la
influencia de un campo externo con potencial V(z,t), de tal forma que la
accion es

S = /t dt' [Lo — eV (z,t)], (3.1)
donde
B dI(t/)Q
Ly= 1D (3.2)

es la lagrangia para una particula libre con masa m = 1/2D, ¢ es la constan-
te de acoplamiento del campo y la consideraremos de tal forma que |e| < 1,
es decir, la inclusion del campo en el comportamiento de un RW aparece
como una perturbacién. A continuacion, introduciremos esta lagrangiana
a la integral de trayectoria para obtener la probabilidad de transicion de
un proceso perturbado.
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3.1. La funcién de Green y la integral de
trayectoria

Consideremos una lagrangiana de una particula libre con masa m =
1/2D sometida a una fuerza conservativa con potencial V(z(t)) con un
acoplamiento perturbativo || < 1, de esta forma, la lagrangiana es

L=Ly—eV(zt) (3.3)

mientras que la acciéon toma la siguiente forma

t t
S :/ drL = Sy — 5/ drV(z(T)). (3.4)

to 0
Introduciendo esta accion en la expresion general para la funcion de Green
como una integral de trayectoria, encontramos que

) t
Gy(x, ) :/ dt/Dw(t) exp [—So+5/ dTV(:r(T))] : (3.5)
to to
en donde hemos usado el subindice V' para denotar la funcion de Green
para la lagrangiana en la Ec. (3.3). Ahora, para n pasos intermedios que
ocurren en los tiempos typ < t; < ... < t, = t mientras que z(¢;) = z;,
podemos aproximar la integral dentro de la exponencial en la Ec. (3.5) de
la siguiente manera

—_

n—

t
1
[ arvieo) = 53 Vi tat), (3.0

to

.
Il
o

donde
V(@)1 G 25, t5) = (Ei — ) [V(zja) + Vi) (3.7)
que es el promedio de las sumas de Riemann por la derecha y la izquierda,

esto se hace para garantizar que V dependa del punto inicial y final [3.1].
De esta forma, la integral de trayectoria en la Ec. (3.5) es

/Dx(t) exp [—So+5/t: dTV(:r(t))] o / (ﬁ d-m)

n—1 . N2
X exXp { [ (xj-i-l -’EJ) € EV((L‘]'+1, tj+1;$j, tj)] } ) (3.8)
0

— | 4Dt —t;) 2

<
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Observemos que

n—1 92
:I: — X 9
exp {Z [ s 12) + §V($j+17tj+1§$j7tj)] } =
J

]:O j—|—1
- (@1 —xy)” | €
HeXp 1D(t — 1) + §V($j+1atj+1;$j7tj) (3.9)
=0 J

por lo tanto, la funciéon de Green para el proceso generado por la accion de
una particula libre bajo la influencia de un campo externo conservativo es

v(z,20) /2f dt / (H dxz)

(xjp1—x;)? €
X HeXp |: ' j+1 —jtj) + 2v(m]+17t]+17m]7 )] (3 10)

identificamos la probabilidad de transicién por paso Py del proceso es-
tocastico asociado con la lagrangiana de la Ec. (3.3) como

2 ¢
+ _V(xj-l-la tj-i—l; z;, t])] ’

PV(xJH,tHl;xjat)O(eXp[ AD(t — 1) 2
j J
(3.11)

de esta forma

Gy (x,z)) o / dt/ (Hdml> (H Py(xji1,tjr1; ).t )) (3.12)

Gy(z,zy) = / dtN Py (x, t;xg, tp). (3.13)

to

El proceso estocédstico generado por la lagrangiana en la Ec. (3.3) es un
proceso de Markov y satisface la ecuacion de Kolmogorov-Chapman siem-
pre que la integral de trayectoria en la Ec. (3.5) tienda a cero cuando
r — 00 [3.2,3.3]. Aqui la constante de proporcionalidad N depende de la
condicién de normalizacion en Dz, la cual serd calculada a primer orden
en la siguiente seccién. Adicionalmente, Py satisface una ecuacién del tipo
Schrodinger

0Py

6t = DAPV - 6V( )Pv, (314)
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con la condicién inicial Py (x, to; xo, ty) = 6(x — x¢) [3.2,3.3]. Esto significa
que la particula browniana no puede ser observado en dos sitios diferentes
simultdneamente [3.4].

3.2. Condicién de normalizaciéon para Py

Hemos encontrado que la probabilidad de transicion por paso esta dada
a través de la Ec. (3.11), pero es necesario normalizarla, para ello, fijémonos
en la expansion en serie de Taylor siguiente

€ 1 7e\2
Syl =1 (—) 24 1
exp [21/} + V+2' 5 Vo + (3.15)
Con esto, la condiciéon de normalizaciéon queda como
1=N{h+L+L+...} (3.16)
donde [}, estd dada por
1 se\k (z—z0)* ] ..
I, = — (—) d. —_ Jtxo, to), 3.17
FT w2 /voo xeXp[ 1D —ty)| Y @zt (3.17)

donde fv dx = ffooo dxq ffooo drs . .. ffooo dxg. En particular, Iy = [4Dn(t —
to)]d/ 2 que corresponde a la constante de normalizacién para un proceso
de RW libre en d dimensiones [3.4]. Ahora

Il = g(t—;tO){V(ZEQ)HDﬂ'(t — to)]d/Z

(x — z0)? ] }
+ deexp | ————| V(x) ¢, 3.18
asumiendo que la serie de Taylor para V() alrededor de x, existe, entonces

/Voo dx exp [—4(;(;—%] V(z) =[4Dn(t — to)]d/2

U2n1 2ng 2D(t — to)](n1+"'+nd)
8 Z:O z:o Qnittna ni!...ny! ’ (3.19)
n1 ng

en donde los coeficientes son calculados a través de la siguiente expresion

82711 82nd
8%%“1 fol"d Zo
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Usando [ y Iy, la constante de normalizacién a primer orden en la serie
perturbativa queda como

S(t — t())

: F} (3.21a)
= [4Dm(t — to)]"*N', (3.21D)

éf(t — to)

N7 = [4Dr(t — t)]4? {1 + V(z) +

donde denotamos por I' a todas las sumas en la Ec. (3.19). En la Ec. (3.21b),
N1 ha sido factorizada de una manera conveniente, de esta forma, el pri-
mer factor puede ser usado para completar la expresion de la probabilidad
de transicién para un RW en la Ec. (3.11). El factor restante (N'~1), la su-
ma entre corchetes en la Ec. (3.21a), incluye informacién acerca del poten-
cial externo y su rol fundamental es el de ser la constante de normalizacién
para Py [3.1].

De esta forma, encontramos que la probabilidad de transicion a primer
orden en la serie perturbativa es

Pv(.’l?, t;.’l?(), to) = N/P |:1 + gV(x, t;mo, to)} (322&)
t—1
= P(x,t;20,10) — MFN’P(:E:@-TOJO);
t—1
+¥N'V(m)P(m, t:xo, to), (3.22b)

donde P denota la probabilidad de transiciéon para un RWs. Esta ultima
expresion ya se encuentra normalizada y ha sido escrita de manera conve-
niente para que tenga la forma de una serie perturbativa, donde el término
de orden cero corresponde a la parte libre (la probabilidad de transicién
de un RWs), mientras que el término a primer orden en e corresponde
a la perturbacién generada por la lagrangiana en la Ec. (3.3) [3.1]. Esta
aproximacion es valida siempre que el término a segundo orden en la serie
de Taylor para exp[e)/2] sea més pequeno que el término a primer orden,
esto es 5V > %VQ, lo que nos conduce a la condicion V < 4/¢.

3.3. Funcion generadora de momentos

Sabemos que la funcién generadora de momentos nos permite calcular
los valores esperados de una distribuciéon a partir de sus derivadas, de aqui
la importancia de determinarla.
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Ahora, calculemos la funcién generadora de momentos para Py a través
de

My p, (T) = / dx exp(z - T) Py, (3.23)
Voo

con T € R?. Usando la aproximacién a primer orden para Py dada por la
Ec. (3.22b), la funcién generadora de momentos queda como:

My (T) = MLP(T)—@FJ\/’M%F(T)

+€(t ; tO)N// dx exp(.’L‘ . T)V(m)P(m) t;x, to), (324)
V.

oo

donde M, p(T') es la funcién generadora de momentos para la probabilidad
de transicién dada para una distribucién normal como en la Ec. (2.24).
Notemos que la integral restante tiene la misma forma que la integral en
la Ec. (3.19), de tal forma que si ahora la serie de Taylor para V (z) existe
alrededor de xy + 2D(t — to)T, de esta forma, la funcién generadora de
momentos queda como

et —t
Men (D) = Map(T) — W nrag, o)
t—t

+€(—2())./\/"N" exp [T - [D(t — to)T + zo]], (3.25)

donde ( |

[2D(t — tg)](mt-tna
D T i =l Gk ) W)

= = 2mt g ny!...ng

/ / /7
y las constantes vy, o, estdn dadas a través de

ain a2nd

v — . x :
2ny...2nq ax%m ax?i”d zo+2D(t—to)T

(3.27)

De esta forma la funcién generadora de momentos queda expresada me-
diante una serie perturbativa, en donde la parte libre corresponde a la
funcién de generadora de la distribucién normal [3.1].

3.4. Aplicaciones

En esta seccion obtendremos la probabilidad de transiciéon y los pri-
meros dos momentos para el potencial lineal, el potencial tipo oscilador

24



armonico, el potencial de cuarto orden, el potencial tipo decaimiento expo-
nencial y un potencial senusoidal a partir de la Ec. (3.22b), y los momentos
como las derivadas de la funcién generadora dada en la Ec. (3.25). Ademas
calcularemos el desplazamiento cuadratico medio del proceso perturbado
usando ([z(t) — zo)*), donde (x2(t)) y (2(t)) son calculados a través del pri-
mer y segundo momento de Py [3.5,3.6], solo los términos a primer orden
en ¢ seran considerados. El desplazamiento cuadratico medio de las distri-
buciones Py Py seran denotadas por M.SDp, M SDp,, respectivamente.

3.4.1. Ejemplo 1: Potencial V(x) = kx

Uno de los problemas mas sencillos en la mecanica clasica es el estu-
dio de una particula sometido a un potencial lineal, el cual corresponde
a la modelacién del movimiento de una particula sometida a una fuerza
constante.

Para simplificar el problema, consideremos el sistema con dimension
d = 1, con esta consideracion, si nuestro punto inicial es xy al tiempo
to, entonces V(xg) = kxy, mientras que las cantidades necesarias para
determinar la probabilidad de transicion quedan como

V(x,t;xg,t0) = k(x4 x0)(t —1o); (3.28a)
N'Y = 14 er(t — to)ao; (3.28b)
[' = k. (3.28¢)

Con esta informacién obtenemos la probabilidad de transicién, de acuerdo
con la Ec. (3.22b), Py es

er(x — xo)(t — to)
2+ 28/1.7?0(15 — t())

Py(x,t; 20, t0) = P(x,t; 20, t0) + P(x,t;z0,t0). (3.29)

La figura 3.1 muestra una comparacién entre P (linea roja) y Py (linea
azul). Ademas, la funcién generadora de momentos es

erkxo(t — o)
M,p (T) = M, p(T) —
’PV( ) ’P( ) 2+ 26/43:130(15 — t())

Mx,P(T)

/Qé“(t - to)
2+ 28/43517()@ — to)

[wg + 2D(t — to)T) exp [D(t — to)T* + z¢T] . (3.30)
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Figura 3.1: Comparacion entre P y P, para un RW bajo una perturbacién
de un potencial lineal. La linea roja y azul son la probabilidad de transicién
para Py Py respectivamente. Para obtener explicitamente P se tomaron
de forma arbitraria los siguientes valores: vo =0,k =1,e =01, D=1y
2Dt = 1.

Primer momento

El primer momento de la probabilidad de transicion Py se calcula a
través de la primera derivada de M, p, [3.7], asi

d

EPV(X) - d_T

M, p,(T) (3.31)

)
T=0

por la propiedad de linealidad de la esperanza, entonces la diferencia entre
el primer momento de Py y la distribucion normal puede escribirse en
términos de la perturbacion

/Q&(t - to)
2 + 2ekxo(t — to)

6/‘61’0@ — to)
— Ep(X
2 4 2erzo(t — o) P(X) +

x diT (o + 2D(t — to)T] exp [D(t — to)T* + 20T } ‘T:O. (3.32)

Ep,(X) — Ep(X) =
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Usando esta aproximacion, la desviacion del primer momento generada por
la pertubacién de un potencial lineal es la siguiente
exD(t — tg)?

Ep (X) = Ep(X) = 1+ erxo(t —to)

(3.33)

En el limite t — %y, el comportamiento a tiempos cortos de la diferencia
del primer momento es

Ep,(X) — Ep(X) ~ exD(t — ty)>. (3.34)

Mientras que en el limite ¢ — 00, el comportamiento a tiempos largos

queda como
Dt

Ep,(X) = Ep(X) ~ —. (3.35)

0
La figura 3.2 muestra el comportamiento asintético de Ep, (X) — Ep(X).
La figura 3.3 muestra el comportamiento asintético de Ep,(X) — Ep(X)

para diferentes valores de la posicion inicial xy.

Segundo momento

El segundo momento de Py se calcula a través de la segunda derivada
de M, p, [3.7], asi
2
dT?
De igual manera que el primer momento, la diferencia entre el segundo
momento de Py y la distribuciéon normal en términos de la perturbacion es

K;g(t — t())
Ep(X?
X+ 2 + 2ekx(t — o)

EPV(X2) - MJC,PV(T) (336)

T=0

Slil’o(t — t())

Ep,(X?) = Ep(X?) = 2+ 2era0(t — to)

2
T

donde Ep(X?) = 23+2D(t—ty). De esta forma, la diferencia de los segundos
momentos para el potencial lineal es

{[wo + 2D(t — to)T) exp [D(t — to)T* + 2T } )T:O, (3.37)

2erzoD(t — to)?
Ep, (X?) — Ep(X?) = T gm(() = t())). (3.38)

Finalmente, la desviacién del desplazamiento cuadratico medio de Py

respecto de P es
MSDp, — MSDp = 0. (3.39)
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Figura 3.2: Comportamiento asintético de Ep,(X) — Ep(X) para un
proceso perturbado por un potencial lineal. La linea roja representa a
Ep,(X) — Ep(X). La linea punteada azul representa el comportamiento
asintotico a tiempos largos, mientras que la linea punteada negra es el
comportamiento asintético a tiempos cortos. Para hacer la grafica de Py
se tomaron los siguientes valores: zg =1, k =1, =0.1y D = 1.

Observaciones

Debido a la perturbacién generada por un potencial lineal, obtenemos
un proceso estocastico que puede ser interpretado como el comportamiento
de una particula browniana sujeta a una fuerza constante, ya que Ep, (X )—
Ep(X) > 0 para cualquier posicién inicial zq [3.1]. En particular, si 2y = 0,
tenemos las siguientes simplificaciones:

1. La posicién promedio estd dada por Ep, (X) = keD(t — to)?;

2. Las diferencias entre el segundo momento y el desplazamiento cuadrati-
co medio de Py respecto de P son cero.

Para este caso, Py preserva todas las caracteristicas de una distribucién
normal centrada en keD(t — tg)?. De acuerdo con las ecuaciones cldsicas
para el movimiento de una particula sujeta a una fuerza constante, 2keD
puede ser interpretado como la aceleraciéon con la cual la posiciéon promedio
del proceso perturbado se desvia de la posiciéon promedio para un RW [3.1].
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Figura 3.3: Comportamiento asintético de Ep,(X) — Ep(X) para un pro-
ceso perturbado por un potencial lineal con diferentes posiciones iniciales.
Para construir Py se consideraron los siguientes parametros: k = 1, ¢ = 0.1

yD=1.

La figura 3.1 muestra un ligero corrimiento de Py (linea azul) respecto de
P (linea roja), mientras que la figura 3.4 muestra el corrimiento del valor
maximo de Py, el cual corresponde con Ep, .

3.4.2. Ejemplo 2: Potencial V(z) = xa?

Otro potencial de interés en los modelos de la fisica es el cuadrético,
en mecanica clasica esta forma del potencial modela las oscilaciones de un
péndulo simple, de manera general, el potencial de la forma V(z) = kx?
es conocido como el oscilador armoénico. De manera semejante al ejemplo
anterior, consideraremos el caso unidimensional y que la posicién de la
particula es z( al tiempo tj, de esta forma, las cantidades necesarias para
determinar la probabilidad de transicion son:

V(x, t;zo,t) = r(2? +23)(t —to); (3.40a)
N'' = 14 en(t —to)ad +exD(t —to)%:  (3.40b)
I = kol +2kD(t —ty). (3.40c)
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Figura 3.4: Maximos de P y Py para un RW bajo una perturbacion de
un potencial lineal. La linea roja y azul son la probabilidad de transicién
para Py Py respectivamente. Para construir Py se consideraron los mis-
mos parametros que en la figura 3.1. Las lineas verticales muestran los
valores del primer momento para Py Py, que toman los siguientes valores
Ep(X) =0y Ep, = 0.025, respectivamente. La linea horizontal muestra
el valor de distribucién normal estandar evaluada en x = 0.

de esta forma, la probabilidad de transicién queda como
Py(z,t;xg,t9) = P(x,t;x0,t0) — exD(t — to)*N'P(x, t; 20, to)

2 .2 _
ek(z? — xd)(t — to) NPt 20, to). (3.41)

- 2

La figura 3.5 muestra la comparacién entre P (linea azul) y Py (linea roja)
para el potencial del tipo oscilador armoénico. Y la funcién generadora de
momentos queda como:

My (T) = M,p(T) Mug +2D(t — to)IN" M, p(T)
+2m t — to)N” [(zo + 2D(t — to)T)* + 2D(t — ty)]
x exp [D(t — to)T? + x0T . (3.42)
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Figura 3.5: Comparacion entre P y Py para un RW bajo una perturbacién
de un potencial tipo oscilador armonico. La linea roja y azul son la proba-
bilidad de transicién para P y Py respectivamente. Para construir Py se
consideraron los siguientes parametros: zo =0, k =1, e =01, D =1y
2Dt = 1.

Primer momento

Si calculamos la diferencia de momentos a partir de la Ec. (3.31), se
encuentra que el primer momento comparado con el proceso libre para el
potencial cuadratico es

QSonD(t — t0)2

Ep, (X)— Ep(X)= '
Py (X) p(X) 1+ er(t — to)ad + exD(t — to)?

(3.43)

Segundo momento

La diferencia de los segundos momentos es calculado a través de la
Ec. (3.36), dando la siguiente aproximacién:

) oy AerD(t — to)*[D(t — to) + x{]
Ep (X7) = Ep(X7) = 17 er(t — t;))xg + 5/1D0(t — t(()))?' (344)
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De esta forma encontramos que la desviacion del desplazamiento cuadratico
medio de Py respecto de P es

4ek D?(t — t9)?

MSDp, — MSDp = .
v P T en(t — to)ad + enD(t — to)?

(3.45)

Observaciones

Si consideremos, por simplicidad, que xy = 0, entonces tenemos las
siguientes simplificaciones

1. La posicién promedio es Ep, (X) = 0;

2. El segundo momento y el desplazamiento cuadratico medio son

4erD?(t — to)?

: 3.46
1+ erD(t — ty)? (3.46)

En el limite (¢t —ty) — 0, la expansién binomial de la constante de normali-
zacién a primer orden en ¢ toma la siguiente forma N’ ~ 1 —4exD(t —ty)?,
asi, el comportamiento a tiempos cortos de la diferencia del desplazamien-
to cuadrdtico medio es MSDp, — MSDp ~ 4exD?*(t — t3)3. La figura 3.5
muestra el aumento en la amplitud de la probabilidad de transicién pa-
ra tiempos cortos. Ademads, en el limite ¢ — oo, el comportamiento para
tiempos largos de la diferencia del desplazamiento cuadratico medio es
MSDp, — MSDp ~ 4Dt. Observamos que el segundo momento y la dife-
rencia del desplazamiento cuadratico medio incrementa en el tiempo como
t, es decir, el proceso perturbado se propaga como un RWs [3.1].

3.4.3. Ejemplo 3: Potencial V(z) = ra*

Conviene estudiar este potencial en esta parte del trabajo ya que en
el préoximo capitulo lo usaremos para construir un potencial biestable, por
lo que es ttil tener su descripcion completa en términos del formalismo
desarrollado en este trabajo. Nuevamente y por simplicidad, consideremos
tinicamente el caso unidimensional del potencial V (z) = rz?, de esta forma,
las cantidades necesarias para obtener la probabilidad de transicion del
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proceso perturbado son

V(x, t;xo,t0) = r(x* +20)(t — to); (3.47a)
NTY = 14 en(t —to)ad
+6ekD(t — to)* 25 + D(t — to)] ; (3.47D)

I' = kay+ 126D(t —to)[z2 + D(t —to)].  (3.47c)
Con esto, la probabilidad de transicién es

Pv(SE, t; o, to) = P(ZL“, t; to, to)
—6erD(t — to)?[a2 + D(t — to)|N'P(z, t; o, to)
Jra“/f(t — o)
2
La figura 3.6 muestra una comparacién entre P (linea roja) y Py (linea
azul) para este ejemplo. Y la funcién generadora de momentos es

_ 8/‘6(t — to)

(z* — 2)N'P(z, t; 1o, 1o). (3.48)

Mx,PV = x,p(T) SCE)LN/M%]D(T)
—6ekD(t — to)*[ad + D(t — to)]N"M, p(T)
+M/\/’N" exp [T - [D(t — to)T + zo],  (3.49)

donde

N = [xg+2D(t — to)T)* + 12D(t — to)[xo + 2D(t — to)T]?
+12D2(t — ty)*. (3.50)

Primer momento

Ahora, el primer momento calculado a través de la Ec. (3.31) es

Ep, (X) — Ep(X) = 24erzgD?*(t — to)’ N + deray D(t — to)°N'. (3.51)

Segundo momento

El segundo momento calculado a través de la Ec. (3.36) es

Ep, (X% — Ep(X?) = 48ekD3(t — to)*N' + T2eralD*(t — to)°N'
+8ckayD(t — to)*N'. (3.52)

Finalmente, la diferencia del desplazamiento cuadratico medio queda como

MSDp, — MSDp = 48k D*(t — to)*N" + 24eraiD*(t — to)°N”.  (3.53)
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p.d.f.

Figura 3.6: Comparacion entre P y P, para un RW bajo una perturbacién
de un potencial de cuarto orden en la posicién. La linea roja y azul son
la probabilidad de transicion para Py Py respectivamente. Para construir
Py se consideraron los siguientes parametros: xg = 0, kK = 1, ¢ = 0.025,
D=1y2Dt=1.

Observaciones

Para simplificar los calculos, consideremos que la posicion inicial de
la particula browniana es xy = 0, de esta forma tenemos las siguientes
simplificaciones:

1. La posicién promedio es cero.

2. La diferencia del desplazamiento cuadratico medio es

48ek D3 (t — to)?
1+ 6exD2(t — tg)*

MSDp, — MSDp = (3.54)

En el limite ¢ — ¢y, el comportamiento a tiempos cortos de la diferencia
del desplazamiento cuadratico medio de Py respecto a P es MSDp, —
MSDp ~ 48exD3(t — ty)4, siendo éste un proceso estocdstico que se pro-
paga mas rapido que un RWs, incluso, mas rapido que el proceso generado
por la perturbacién de un potencial tipo oscilador arménico como el que
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mostramos en el ejemplo anterior. Por otro lado, en el limite ¢ — oo,
el comportamiento a tiempos largos de la diferencia del desplazamiento
cuadratico medio es M.SDp, — M SDp ~ 8Dt, siendo del mismo orden que
el RW.

3.4.4. Ejemplo 4: Potencial con decaimiento expo-
nencial

Una forma de un potencial tipo decaimiento exponencial es
V(x) = A\ exp(—Aaz), (3.55)

si consideramos un potencial de esta forma, las cantidades necesarias para
la construcciéon de la probabilidad de transicion son:

V(SU, t; xo, to) = )\1(t — to) [eXp<—>\2$> + eXp(—/\QZIZo)] . (356)

Para esta forma del pontencial, conviene hacer la normalizacién a través

de la Ec. (3.18), asi

A(t—t
N = 1—|—M€Xp(—)\2$0>
Mt —t
L€ 1(2 _O)Mg;,p(—)\z); (3.57a)
Mt —t
I = %Mm,p(—AQ), (3.57b)

donde M, p(—A2) es una constante con la misma forma funcional que la
funcién generadora de momentos de una distribucién normal evaluada en
—MXg. Con esto, la probabilidad de transicién para una perturbacién de este
tipo es

Py(z,t;w0,t0) = Pz, t;m0,%0)

—T(t — to)N/Mx,p(—)\Q)P(I', t; o, t())
A
+%(t — to)N" exp(—Xox) P(, t; zg, o). (3.58)

De igual manera que la constante de normalizacion, la funciéon genera-
dora de momentos conviene ser calculada a través de la Ec. (3.23), de esta
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forma se encuentra que

Mo, (T) = My p(T) + 24t — to)NMy p(~ ) M, p(T)

Entonces, la diferencia de los momentos entre el proceso libre y el pertur-
bado queda en funcién de los momentos de la distribucién normal

Ep,(X")— Ep(X") = 87)\1(75 — to)N' M, p(—X2) X
7 1M pT) fespl2Dlt = haT) = 11} (360
Para este ejemplo, la diferencia del desplazamiento cuadratico medio es
2e M A D(t — tg)?
1+ M exp(—Aaxo) + MMJ;JD(—)\Q)

X {M$7p(—>\2)D(t — t()))\g -+ [Mm’p(—)\;) — 1] x()} . (361)

MSDp, — MSDp =

Observaciones

En el limite (¢t — ;) — 0, la expansién en binomio de Newton de la
constante de normalizacién a primer orden en ¢ es

Nl ~1— 8)\1(75 — t()) eXp(—AgiEo) [1 + D(t - to))\Q] y (362)

donde la funcién generadora de momentos de la distribucién normal evalua-
da en —\y ha sido aproximada como M, p(—Ag) ~ exp(—Aaxg)[1 +2D(t —
to)]. En este caso, el comportamiento a tiempos cortos de la diferencia
del desplazamiento cuadréatico medio es MSDp, — MSDp ~ 2e\{ A\ D(t —
to)?lexp(—zoA2) — 1]x. Notemos que para 0 < xg, MSDp, — MSDp < 0.
Esto significa que la difusién en el proceso perturbado es mas lenta que un
RWs. Ademas, en el limite ¢ — oo, el comportamiento a tiempos largos de
la diferencia del desplazamiento cuadratico medio es M SDp, — M SDp ~
4N3D%*2. Es decir, el proceso perturbado se difunde més rédpido que un

RWs [3.1].

3.4.5. Ejemplo 5: Potencial sinusoidal

El potencial que estudiaremos a continuacién tiene la forma general de
una funcién sinusoidal, esta forma tiene interés para el estudio de moto-
res moleculares que veremos mas adelante y que en particular lo usamos
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para construir un potencial tipo ratchet como la suma de dos potenciales
sinusoidales. Para este ejemplo, consideremos el siguiente potencial en una
dimensién

V(x) = Asin(wz + §), (3.63)
donde A, w y d son la amplitud, la frecuencia y la fase del potencial, res-

pectivamente. Para este potencial, las cantidades necesarias para construir
Py son

V(z,t;zo,t0) = Alsin(wz +0) + sin(wzg + 0)](t —tp); (3.64a)
N = 14 E(t — to)Asin(wzg + 0)

2
5t = 1) Aexp[—D(t — to)o)
x sin[DY2(t — to) Y wag + 6]; (3.64b)
I' = Aexp[—D(t — to)w?]
x sin[DY2(t — to) Y 2wy + 4]. (3.64c)

Con esto, la probabilidad de transicién queda como
t—1
Py(z,t;20,t0) = P(x,t;20,t0) — QFN/P(»’UJ;SUOJO)
Ac(t —t
+¥N' sin(wzx + 0)P(z,t; g, tg). (3.65)

La figura 3.7 muestra una comparacién entre P y Py para esta funcion de
distribucion de probabilidad. Ademaés, la funcién generadora de momentos
correspondiente a este sistema es:

E(t — to)

Myp(T) = My p(T) = = =2TN'My.p(T)
Ae(t —tg) , w3 — 232 5
e S 00 D —
+t— N exp DG —to) (t —to)w
x sin |8+ DV2(t — t0)1/2w:%0} , (3.66)

aqui hemos usado la notacién conveniente, Ty = xg + 2D(t — ty)T.
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0.2 4

Figura 3.7: Comparacion entre P y P, para un RW bajo una perturbacién
generada por un campo cuyo potencial es sinusoidal. La linea roja y azul son
la probabilidad de transicion para Py Py respectivamente. Para construir
Py se consideraron los siguientes parametros: ro = 0, A = 1, ¢ = 0.1,
D=1,0=0,w=1,t=0y t=05.

Primer momento

La diferencia del primer momento calculada usando la Ec. (3.31) es

€(t — t())

Ep, (X) = Ep(X) = —TFN’EP(X)+A5D(t—to)2

5 N

x exp [—D(t — ty)w’] {Dl/Q(t — t0)2w cos [5 + DV2(t — to)l/waO}

g sin [5 4+ DYt — to)l/zwxo} } . (3.67)

La figura 3.8 muestra la trayectoria promedio para un RW inmerso en un
potencial perturbativo sinusoidal considerando los siguientes parametros

20=0,A=1,D=1,6=0,w=1,1t =0.
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Figura 3.8: Primer momento de P para un potencial sinusoidal con los

mismos parametros que en la figura 3.7.

Segundo momento

La diferencia del segundo momento calculada usando la Ec. (3.36) es

Ep, (X?) — Ep(X?) = —@FN’EP(XQ) + AeD(t — to)* N
x exp [—D(t — to)w’] { sin [5 + DY2(t — t0)1/2wx0]

70

X (1 + 5D —t0) D*(t — to)Q)

+ cos [5 + DV2(t — to)l/wao}

1/2/1 4 \1/2 Low
x(xoD (t —to) +2D1/2(t—t0)1/2> } (3.68)

Observaciones

Por simplicidad, consideremos zyg = 0 y ty = 0, con esto, tenemos las
siguientes simplificaciones:
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1. La posicién promedio (el primer momento) queda como

_ cAwcos(6)D3/2t5/% exp(— Dtw?)
2+ esin()t + eAsin(6)t exp(—Dtw?)’

Ep, (X) (3.69)

en particular, si 6 = 0, obtenemos la posicién promedio de la figu-
ra 3.8.

2. Bajo estas condiciones, la diferencia del desplazamiento cuadratico
medio queda como

B eAsin(6) D3t* exp(— Dtw?)
1 + §sin(0)t + 5Asin(0)t exp(—Dtw?)

MSDp, — MSDp = . (3.70)

En el limite ¢t — 0, el comportamiento a tiempos cortos de la diferencia del
desplazamiento cuadrético medio es M SDp, — MSDp ~ —cAsin(6) D3t
De manera general, en este limite, la diferencia del desplazamiento cuadrati-
co medio depende explicitamente de §. Para 6 = k7 con k£ un nimero ente-
ro, MSDp, — MSDp = 0, entonces el proceso perturbado se propagara co-
mo un RWs. Para 0 < 6 < m, sin(d) > 0, asi MSDp, — MSDp < 0, signifi-
cando que el proceso perturbado se propagara mas lentamente que un RWs.
En cambio, si m < § < 27, sin(d) < 0, por lo que MSDp, — MSDp > 0,
entonces el proceso perturbado se propagard mas rapido que un RWs.
Ademas, en el limite ¢ — oo, MSDp, — MSDp = 0, entonces el proceso
perturbado se propagara como un RWs sin importar el valor de 9.
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Capitulo 4

El RW con superposicion
de fuerzas

En la naturaleza es frecuente encontrar sistemas en los que el objeto
de interés esta sometido a mas de una fuerza. Y las particulas brownianas
no son la excepcién. En este capitulo, usaremos los resultados que ya ob-
tuvimos en el capitulo anterior para escribir la probabilidad de transicién
de un RW sometido a una superposicion de fuerzas. Aplicaremos los resul-
tados obtenidos hasta el momento a los procesos de Ornstein-Uhlenbeck,
al potencial biestable y al potencial seno+seno que es usado para modelar
el ratchet (proteinas motoras, motores brownianos, motores moleculares,
entre otros sistemas).

4.1. Py para una superposicion de fuerzas
conservativas

Consideremos una particula browniana sometida a n fuerzas conserva-
tivas, de esta forma, la fuerza neta aplicada es

F= ZFk (4.1)

Como cada una de las fuerzas F'j es conservativa, entonces pueden ser
expresadas a través del gradiente de un potencial, de esta forma, la funcién

43



que define a la fuerza F' es

V=> V. (4.2)
k=1

donde V}. es el potencial de la fuerza F'j. Notemos que si sustituimos esta
ultima forma de potencial en la Ec. (3.11), la probabilidad de transicién
queda como sigue

— x)? et —ty) —
Py o exp [_(:L‘—IEO))] exp [%;]}k

1D{— 1 (43)

La aproximacion a primer orden de la exponencial que contiene la infor-
macién sobre la interaccién de RW con el campo externo es 1 + e(t —
to) > p_1 Vi&/2, donde no aparecen términos de productos cruzados de la
forma V;V}; ya que éstos contribuyen en la aproximacion a segundo orden
en €.

Hemos encontrado que la probabilidad de transicién para un RW some-
tido a un potencial débil con constante de acoplamiento ¢ < 1, en primera
aproximacion es

Pr=P— %(t — t)N'TP + g(t )NV P, (4.4)

donde P es la probabilidad de transicién para un RW simple, N es la
constante de normalizacion del proceso Py y I' = fv dzV P. Dadas las
propiedades de la integral, se encuentra que

L=>"Ty (4.5)
k=1

donde cada I'j es la integral para cada potencial V} con el peso estadistico
P. De manera general, encontramos que la constante de normalizacion se
calcula como

. t—1 t—1
N =1 By STy (4.6)
donde V(zy) = > ,_; Vi(zo), de esta forma encontramos que
_ et —to) <
N’ 1:1+%;[Vk(mo)+rk], (4.7)
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ademas,
5(t — to)
2

_]. M ./ . .
donde las A/’,." son las constantes de normalizacién para las probabilidades
de transicién Py, de una particula browniana sometida a la perturbacion
generada por el potencial Vj. Asi, la constante de normalizacién para la
probabilidad de transicién Py se expresa como

[Vi(mo) + i) = N} — 1, (4.8)

N =1-n+)Y N, (4.9)

k=1

de esta forma N’ ha sido escrita en funcién de las N, "
Ahora, la probabilidad de transiciéon Py puede ser escrita como sigue

B et —t0)
PV—P+TNPZ(Vk_Fk); (4.10)
k=1
pero la aproximacion para Py, es
t—1
Py =P+ w./\/‘/kp (Vi = T%), (4.11)
asi que
Py =P+ wp(Py —P), (4.12)
k=1

con esto, Py es escrito como una combinacion lineal de las desviaciones
de Py, respecto a P, donde las constantes wy, = N’ /N’j puede ser inter-
pretada como la constante de normalizaciéon N’ ponderada a través de la
constante de normalizaciéon Ny de la k—ésima interaccion. De la Ec. (4.12),
inmediatamente se encuentra que la funcién generadora de momentos es

Mypy = My, + 3w (Mapy, = Map) (4.13)
k=1
y el [—ésimo momento es calculado a través de
Ep (X)) = Ep(X) + Y wy (Epvk (X! - EP(XZ)> . (4.14)
k=1
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En particular, el desplazamiento cuadratico medio puede ser calculado co-
mo

n
MSDp, = MSDp +3_ wy (MSDka - MSDP> . (4.15)

k=1
Notemos que las Egs. (4.13), (4.14) y (4.15) también han sido escritas en
una forma de combinacién lineal de las desviaciones de la funciéon genera-
dora de momentos, los momentos y el MSD de las Py, respecto al proceso
libre P, respectivamente. Con estos resultados, podemos describir comple-
tamente las propiedades de un RW inmerso en una fuerza neta F' a través
de la descripcion de cada uno de los sumandos que la componen. En la
siguientes secciones aplicaremos estos resultados para construir una des-
cripcion para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, el potencial biestable y el
potencial seno+seno, a través de los resultados ya obtenidos en el capitulo

anterior para los potenciales lineal, oscilador armoénico, cuartico y sinusoi-
dal.

4.2. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck es un proceso estocastico que consiste
en someter a una particula browniana a una fuerza externa de la forma
F = K1 — Koz [4.1], de esta forma, podemos escribir el potencial externo
(dado que la fuerza lineal y el potencial de oscilador arménico son fuerzas
conservativas) de la forma general

V(z) = %562 — K17, (4.16)
donde los potenciales lineal y cuadratico ya los hemos estudiado por sepa-
rado en el capitulo anterior. En esta seccion consideraremos un RW inmerso
en el potencial de la Ec. (4.16), el cual podemos escribir como V' = V] + V5,
donde V] es el potencial lineal, mientras que V5 es el potencial cuadratico.
Por simplicidad, consideraremos el caso unidimensional.

4.2.1. Py para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Ahora, con los resultados para el potencial lineal (considerando el cam-
bio Kk — —k1) y cuadratico (considerando el cambio kK — k9/2), pode-
mos construir la probabilidad de transicién para el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck. Comencemos con la construccién de I' considerando las Ecs. (3.28¢)

46



y (3.40¢), al introducirlas en Ec. (4.5), obtenemos

22 % + EQD(t - t()) — KR1Xp. (417)

Si sustituimos las Ecs. (3.28b) y (3.40b) en (4.9), la constante de normali-
zacion para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es:

1—‘_

N =14¢ (5:53 - mxo) (t—to) + ?D(t — )2 (4.18)

Mientras que las constantes wy, de la Ec. (4.12) son:

1— t—1t

w = — e 0)% 5 (4.19)

1+e¢ (7330 — li1$o) (t —to) + TD(t — 1)

1+ 2223(t —tg) + Z2D(t — tg

wy = — ol )+ 5 ( ) 5o (4.19D)

1+e¢ (71'0 — Iilxo) (t — to) + TD(t — to)
Si sustituimos las expresiones para Py, (Ec. (3.29)) v Py, (Ec. (3.41)) en
la Ec. (4.12), ademds de las expresiones para las wy, la probabilidad de

transicion para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es
s[5 (2% — 23) — ki(z — 20)](t — to) — “PD(t — to)”
1+¢ ( xo - mxo) (t — Tfo) + E%D(t — t0)2

Py =P+ P.  (4.20)
La figura 4.1 muestra una comparacién entre P (linea roja) y Py (linea
azul) para este ejemplo. Notemos que P, muestra una clara asimetria,
tal como ocurre con la solucion gaussiana tipica del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck [4.2]. La figura 4.2 muestra la evolucién temporal de Py para el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Recordemos el ejemplo del potencial lineal,
en donde la posicién promedio muestra un corrimiento de acuerdo con el
signo de k (ver Ec. (3.34)). En este caso, la constante del potencial lineal
tiene signo negativo. Como podemos observar, la evolucién de Py muestra
un corrimiento a la izquierda, el cudl concuerda con dicho signo. Ademas,
de acuerdo con el comportamiento del segundo momento del RW inmerso
en un potencial cuadratico, la dispersion del proceso también aumenta. A
continuacion, estudiaremos de manera analitica tales comportamientos.

4.2.2. Valores promedio y comportamientos asintoti-
cos

Como los momentos de las diferentes funciones de distribucién de proba-
bilidad los podemos escribir de manera inmediata a través de la Ec. (4.14)
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p.d.f.

Figura 4.1: Comparacion entre P y Py, para el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck. La linea roja y azul son la probabilidad de transiciéon para
P y Py respectivamente. Para construir P se consideraron los siguientes
parametros: o =0, k =1, ke =2, =0.1, D=1y 2Dt = 1.

sin necesidad de escribir la funcién generadora de momentos, y como ya
hemos calculado los primeros dos momentos para el potencial lineal y de
oscilador arménico, asi, usando las Ecs. (3.33) y (3.43) en la Ec. (4.14),
encontramos que la posicién promedio (primer momento de Py) para el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck es

6D(t — to)%lﬁlgl‘o - Kjl)

Ep, (X)— Ep(X) = . (4.21
PV( ) P( ) 1+4+¢ (%SE% — /11560) (t — to) + %D(t — t0)2 ( )
En el limite de tiempos cortos
EPV(X) — EP(X) ~ €D(t — to)z(lizivo - /{1), (422)
mientras que en limite de tiempos largos
2K
Ep,(X) = Ep(X) ~ ¢ — ,T; (4.23)

La figura 4.3 muestra los comportamientos asintéticos de la posicion pro-
medio para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck para diferentes posiciones
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Figura 4.2: Evoluciéon temporal de Py para el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck. Para construir Py se consideraron los siguientes parametros:
.%'0:0,750:0,/'%:1, /12:2,8:0.1}71921.

iniciales. En particular, si zy = 0, en el limite de tiempos cortos, la posicién
promedio es Ep, (X) — Ep(X) ~ —ex1D(t — tg)?, en este caso particular,
la particula browniana actia como si solo estuviera bajo la presencia del
potencial lineal. Sin embargo, para xy arbitrario, en este mismo limite, la
particula actia como si estuviera inmersa en un potencia efectivo lineal
con magnitud xkoxy — k1 (ver Ec. (3.33)). Ademads, para cualesquiera valo-
res de K1 y Ko existe una posicion inicial dada por zy = k1/k9 tal que la
posicién promedio es Ep, (X) — Ep(X) = 0 para todo t. En este punto en
particular, la particula browniana parece que se encuentra en un estado de
“equilibrio”.

Ahora, sin necesidad de calcular el segundo momento, podemos deter-
minar la diferencia del desplazamiento cuadratico medio de la probabiliad
de transicién para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck respecto al proceso
libre sustituyendo las Ecs. (3.39) y (3.45) la Ec. (4.15), asi

2€K2D2 (t — t0)3

MSDp, — MSDp = )
By F 1—|—5(%x%—/@1x0) (t—tg)—|—%D(t—to)2

(4.24)

En el limite de tiempos cortos, tenemos que M SDp, —MSDp ~ 2ekyD?(t—
to)?. En cambio, en el limite de tiempos largos MSDp, — MSDp ~ 4Dt.
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Figura 4.3: Comportamiento asintético de Ep, (X )— Ep(X) para el proceso
de Ornstein-Uhlenbeck considerando diferentes posiciones iniciales x(. Para
construir Py se consideraron los siguientes parametros: k = 1, ko = 2,

e=01y D=1

Ambos comportamientos asintéticos no dependen de xy. En cambio, existe
una escala de tiempo intermedia (entre tiempos cortos y tiempos largos)
que depende de z, en la que el término lineal del denominador es mas gran-
de que el término cuadratico. En esta escala de tiempo M SDp, —MSDp ~
t2. La figura 4.4 muestra los comportamientos asintéticos del desplazamien-
to cuadratico medio como funcion de xy > 1. Se puede observar que solo
existen dos regiones para la diferencia del desplazamiento cuadratico medio
para xy ~ 2. En cambio, para xy > 2, se observa la aparicién del régimen
de difusién balistica (~ t2).

4.3. Potencial 2-4

El movimiento traslacional de una particula browniana en un potencial
2-4 de la forma
V(z) = Az® 4+ Ba*, (4.25)

donde A y B son constantes, —oo < x < 00, es frecuentemente usada para
describir el movimiento aleatorio en una gran variedad de sistemas fisicos
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Figura 4.4: Comportamiento asintético de Ep, (X )— Ep(X) para el proceso
de Ornstein-Uhlenbeck considerando diferentes posiciones iniciales x(. Para

construir Py se consideraron los siguientes parametros: tg = 0, Kk = 1,
ke=2,e=01yD=1.

y quimicos (por ejemplo: [4.3—4.5]). El proceso de relajaciéon dindmica del
modelo con limite de fricciéon grande, donde la inercia de una particula pue-
de ser despreciada, se resuelve usando la teoria de estados de transicién de
Kramers [4.6] o a través de las soluciones de la ecuacién de Smoluchowski
(ver refs. [4.7-4.12]). El ntimero de articulos dedicados para resolver es-
te problema es muy grande y existen varias soluciones ya que éste es de
fundamental importancia en fisicoquimica para modelar las transiciones de
cruce de barreras de potencial, por ejemplo: el transporte de polimeros a
través de membranas, electroforesis, transporte de células o vesiculas en
canales estrechos, entre otros [4.13,4.14]. En esta seccién, utilizaremos los
resultados que ya obtuvimos en el capitulo anterior para los potenciales
cuadratico y cuartico para construir una aproximacién de la probabilidad
de transiciéon para un RW inmerso en un potencial 2-4.

4.3.1. Py para el potencial 2-4

Para construir Py, llamemos V; y V5 al potencial cuadratico y cuértico
respectivamente. Ahora, sustituyendo las Ecs. (3.40¢) y (3.47¢) en Ec. (4.5),
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Figura 4.5: Potencial 2-4 para B = 1 y diferentes valores de A.
obtenemos

I' = Bay + 23 [12BD(t — to) + A] +2D(t — ty) [6BD(t — to) + A] . (4.26)

La constante de normalizacién la determinamos sustituyendo las Ecs. (3.40b)
y (3.47b) en Ec. (4.9), obtenemos

Nt = 14 eB(t—to)x
+e(t —to) [A+ 6BD(t — ty)] [z5+ D(t — ty)] . (4.27)

Y las constantes w; son

wy = N'[1+eA(t — to)xg + eAD(t — ty)] ; (4.28a)
wy = N'[1+eB(t —to)xy + 6eBD(t — to)?[xf + D(t — to)]] . (4.28Db)

Finalmente, la probabilidad de transicién es

Py = P+ ?(:ﬁ —z3)(t — to) + ?(az“ — x3)(t — to)
—eAD(t — ty) — 6eBD(t — to)*[z + D(t — to)] | N'P. (4.29)

La figura 4.6 muestra una comparaciéon de Py para diferentes valores de
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Figura 4.6: Comparaciéon entre P y Py para el potencial 2-4. La linea roja
es la probabilidad de transicién para P. Las lineas restantes son P, para
diferentes valores de A. Para construir Py se consideraron los siguientes
parametros: vo =0, B=1,¢=0.1, D=1y 2Dt = 1.

Ay B = 1. La linea roja muestra la probabilidad de transiciéon del proceso
libre. La figura 4.7 muestra la evolucion temporal de Py para este ejemplo.
En particular, para zg = 0, debido a la simetria de P, podemos adelantar
que en este caso, el primer momento de la probabilidad de transicion es
cero. Para los primeros instantes de la evolucion temporal, se observa que
la posiciéon mas probable del RW es en xy = 0. Conforme pasa el tiempo,
el RW brinca una barrera de potencial y se aleja del origen. Tal como se
muestra en la figura 4.5, el potencial 2-4 es simétrico, esto se ve reflejado
en que el RW no tenga una direccion preferencial, por lo que si el RW parte
de xy = 0 se observa la simetria axial como la que muestra Py para t > 2
(ver figura 4.7).
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Figura 4.7: Evolucién temporal de P para el RW inmerso en un potencial
2-4. Para construir Py se consideraron los siguientes parametros: xy = 0,
thy=0B=1,A=-2,¢=0.005y D =1.

0

4.3.2. Valores promedio y comportamientos asintoti-
cos

Sustituyendo las Ecs. (3.43) y (3.51) en la Ec. (4.14), encontramos que
la posicion promedio es

Ep,(X) — Ep(X) = 2emgD(t — ty)* [A+ 2Bz + 12D(t — to)] N". (4.30)

En particular, si g = 0, Ep,(X) — Ep(X) = 0, lo cual es una consecuencia
de la simetria de Py, tal como se muestra en la figura 4.7. En el limite
de tiempos cortos, Ep, (X) — Ep(X) ~ 2eAxgD(t — to)?. En este limite,
la particula browniana solo siente la presencia perturbativa del potencial
cuadratico. Mientras que en el limite de tiempos largos Ep, (X)— Ep(X) ~
4xy/B. La figura 4.8 muestra los comportamientos asintéticos de Ep, (X)—
Ep(X) para este ejemplo.
Ademas, la diferencia del desplazamiento cuadratico medio es

MSDp, — MSDp = [4cAD*(t —ty)* + 24e B D*(t — ty)*
+48e BD3(t — to) N, (4.31)
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Figura 4.8: Comportamiento asintético de Ep, (X)— Ep(X) para el RW in-
merso en un potencial 2-4. Para construir Py, se consideraron los siguientes
parametros: o =0,t)=0,B=1, A=-2,¢=0.006y D =1.

Sus comportamientos asintoticos son: En el limite de tiempos cortos, en-
contramos que M SDp, — MSDp ~ 4eD*(t —to)?(A+6Bx3). Mientras que
en el limite de tiempos largos MSDp, — M SDp ~ 8Dt. En este limite, el
proceso se propaga como un RWs. La figura 4.9 muestra el comportamien-
to asintético de la diferencia del desplazamiento cuadratico medio para un
RW inmerso en un potencial 2-4. Notemos que existen de manera general
dos regiones con diferentes pendientes. Para tiempos cortos, observamos
que el proceso es stuper-difusivo ya que es del orden de t3, mientras que
para tiempos largos, el desplazamiento cuadratico medio es del orden de ¢,
siendo éste un régimen difusivo.

4.4. Potencial seno+seno

Los fenémenos tales como el movimiento de musculos o la operacion de
motores moleculares son aplicaciones biolégicas que involucran el transpor-
te de particulas a lo largo de estructuras periddicas en aparente ausencia
de cualquier fuerza impulsora externa [4.15]. La capacidad que tienen las
particulas brownianas para extraer trabajo de las fluctuaciones en los es-
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Figura 4.9: Comportamiento asintético de MSDp, — M SDp(X) para el
RW inmerso en un potencial 2-4 con diferentes posiciones iniciales. Para

construir Py se consideraron los siguientes parametros: tp = 0, B = 1,
A=-2e=0005y D =1.

tados fuera de equilibrio cuando se encuentran en una estructura peridédica
con rompimiento espacial de la simetria (sistemas ratchets) [4.16] puede
ser inducida por la aplicacién de fuerzas no térmicas [4.17-4.19] o con la
ayuda de fuerzas periddicas coherentes [4.15,4.18]. Un ejemplo tipico de
potencial periddico que muestra un rompimiento de la simetria espacial es

v =t (Z) L ()] s

el cual tiene periodo L. Este tipo de potenciales son llamados los potenciales
de ratchet [4.20]. La figura 4.10 muestra la grafica del potencial seno+seno
de la Ec. (4.32) en su forma adimensional. Por simplicidad, consideremos
un potencial en unidades adimensionales con un coeficiente de asimetria £
de la siguiente forma [4.21,4.22]

V(z) = sin (2rz) + ksin (4nz) (4.33)

con esta ultima expresion podemos construir la probabilidad de transi-
cion para un RW inmerso en un potencial de ratchet. En el resto de la
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Figura 4.10: Potencial seno+seno en unidades adimensionales

seccion, determinaremos Py para el potencial dado por la Ec. (4.33) y los
comportamientos asintéticos de su posiciéon promedio y del desplazamiento
cuadratico medio.

4.4.1. Py para el potencial seno+seno

Para determinar la probabilidad de transicion de un RW inmerso en
un potencial de la forma dada por la Ec. (4.33), consideremos lo que ya
encontramos en el capitulo anterior. De acuerdo con la Ec. (3.64¢) y la
Ec. (4.5), encontramos que

I' = exp[—4n2D(t — to)] sin[2mr DY2(t — t0)" %2
+kexp[—16m2D(t — to)] sin[dn DV2(t — to) 2] (4.34)

Y la constante de normalizacién queda como

N =1+ %(t — tg) sin(27wzg) + g(t — to)k sin(4mzxy)

+%(t — 1) exp[—4ﬂ2D(t —to)] Sin[27rD1/2(t . t0>1/2x0]
k
+%(t — tg) exp[—1672D(t — to)] sin[dn DY2(t — to)'/%x). (4.35)
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Notemos que por la periodicidad de la funcién seno, la constante de norma-
lizacion toma el valor de la unidad para los siguientes valores de la posicién
inicial zyp = n/2 con n un ndmero entero. La figura 4.11 muestra los valores
que toma la constante de normalizacién como funciéon de la posiciéon inicial
y del tiempo.

2N 1)e

Figura 4.11: Valores de la constante de normalizaciéon para el potencial
seno—+seno en unidades adimensionales como funcién de la posicion inicial
y del tiempo considerando los parametros tg = 0, D = 1, k = 1/4 y
e = 0.01.

De esta forma, la probabilidad de transicion queda como

t—1t
Py = P+ w{ exp[—4m2D(t — t)] sin[27TD1/2(t — to)l/Zﬂio]
+sin(2rz) + expl— 162Dt — t)] sinfamDV2(1 — )2z,
+k sin(47r:c)}N’P, (4.36)

La figura 4.12 muestra la evolucién temporal de Py para el potencial
seno+seno, considerando diferentes posiciones iniciales. Mientras que en
la figura 4.13 se muestra como Py pierde la dependencia en z(, esto es
debido al factor exponencial negativo que acompana a la componente que
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Figura 4.12: Evoluciéon temporal de Py para el potencial seno+seno en
unidades adimensionales para diferentes posiciones iniciales e instantes de
tiempo considerando los parametros tc =0, D =1, k=1/4 y ¢ = 0.01.

contiene la informacién de la posicién inicial. Ahora, calculemos la posicién
promedio y el desplazamiento cuadratico medio.

4.4.2. Valores promedio y comportamientos asintoti-
cos

La posicién promedio se calcula a través de sustituir la Ec. (3.67) en la
Ec. (4.14). Para simplificar las expresiones, consideremos el caso xy = 0.
De esta forma, la posiciéon promedio para este ejemplo es

Ep,(X) = enD¥?(t — ty)*?
x {exp[—4m*D(t — ty)] + 2 exp[—167°D(t — )] } .(4.37)

La figura 4.14 muestra la grafica de la posiciéon promedio de acuerdo con
la Ec. (4.37). Tal como ocurrié cuando analizamos el potencial sinusoi-
dal, Ep, — 0 conforme ¢ — co. Ademads, como la Ec. (3.70) no depende
explicitamente de zy, y como la fase es cero, entonces MSDp, = 2Dt para
todo el procesos. Es decir, el proceso perturbado a través de un potencial
seno+seno se propaga de la misma manera que un RWs.
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Para entender la generacion de un movimiento unidireccional a partir
de las fluctuaciones fuera de equilibrio, existe una clasificacion particular de
sistemas ratchet: Los llamados “rocking ratchet”, los cuales contemplan el
movimiento de una particula inmersa en un potencial espacial asimétrico,
sujeto a un potencial espacialmente uniforme, temporalmente periédico,
determinista y de promedio cero [4.23,4.24]. En este contexto, la particula
browniana satisface la siguiente ecuacion

ma + v + %5:) = Fycos(wpt), (4.38)
donde V() basicamente es el potencial dado por un potencial seno-+seno
como el de la Ec. (4.33). Mientras que el término del lado derecho de la
igualdad, Fjcos(wpt), es la fuerza de rocking, la cual es no conservativa,
por lo que no podemos aplicar este formalismo para estudiar los sistemas
ratchet con este tipo de fueza de rocking. En cambio, si consideramos otro
tipo de fuerza de rocking, como el caso de que sea del tipo onda cuadrada,
en donde la fuerza es constante a trozos, podremos aplicar este formalismo.
En el siguiente capitulo estudiaremos un modelo de ratchet considerando
un potencial triangular y un rocking tipo onda cuadrada.

60



0.3
0.25
0.2
el T 015
o o
0.1
0.05
0
0.2 T T T T T T T
=3
0.15 | R
w 015 4 o
o ke) 0.1 R
o 0.1 | B o
Xn=0 —— Xg=0 ——
0.05 | X0=01/8 — - 0.05 |- X0=1/8 — 7
Xg=1/4 —— Xg=1/4 ——
Xg=1/2 —— Xg=1/2 ———
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
-6 -4 2 0 2 4 6 8 6 4 -2 0 2 4 6 8
X X
T T T T T T T T T T T T T T
0.14 t=4 E 0.14
0.12 |- E 0.12
0.1 R 0.1
'O: 0.08 - R 'O 0.08
Q. 0.06 | R Q. 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
0 0
0.1 0.1
0.08 0.08
« 0.06 « 0.06
© ©
o 0.04 o 0.04
0.02 0.02
0 0
X X

Figura 4.13: Evoluciéon temporal de Py para el potencial seno+seno en
unidades adimensionales para diferentes posiciones iniciales e instantes de
tiempo considerando los parametros to =0, D =1, k=1/4 y ¢ = 0.01.
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Capitulo 5
El ratchet

Se sabe que la miosina, kinesina y otras proteinas son conocidas co-
mo proteinas motoras, las cuales tienen la habilidad para convertir energia
quimica derivada de la hidrélisis de ATP en trabajo mecanico. Este proce-
so de transduccion quimico-mecanica envuelve una reaccién ciclica de un
motor molecular con un citoesqueleto polimérico; un filamento de actina
en el caso de la miosina y un microtibulo en los casos de deina y kinesi-
na. Para explicar este proceso molecular, es necesario determinar la fuerza
producida por una molécula individual, la distancia a través de la cual el
filamento es desplazado en la hidrélisis de ATP y los cocientes de transicion
entre los estados mecdanicos y los estados bioquimicos [5.1].

Los motores moleculares son sistemas que presentan fendmenos de trans-
porte dirigido [5.2-5.4], los cuales pueden ocurrir debido al papel construc-
tivo del ruido en sistemas dinamicos no lineales que generan un transporte
dirigido en un sistema espacialmente periddico en equilibrio térmico regi-
do por la segunda ley de la termodindamica [5.5]. Por consiguiente, para
generar este transporte, el sistema es llevado fuera del equilibrio térmico
por la adicién de una fuerza determinista o estocéastica. El modelo para es-
ta situacion consiste en que estas fuerzas tienen caracteristicas especiales:
su promedio espacial y temporal son cero. Ademé&s del rompimiento del
equilibrio térmico, otro requisito importante para conseguir un transporte
dirigido en un sistema espacialmente periddico es la asimetria espacial de
dichas fuerzas [5.6].

El comportamiento y las propiedades de transporte de una proteina mo-
tora sobre microtubulos, en particular la kinesina, han atraido considerable
atencion en diferentes grupos de investigacién, estos sistemas son intere-
santes debido a que se tienen resultados experimentales en los cuales se
pueden apreciar y medir los detalles dindmicos de su movimiento [5.7,5.8].
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La kinesina es una proteina con dos cabezas que realiza caminatas en los
microtubulos dentro de las células. Debido a dichos resultados experimen-
tales, varios autores han introducido modelos para entender el movimiento
particular de la kinesina [5.9-5.16].

En términos de nuestro trabajo, este tipo de sistemas pueden ser mo-
delados considerando que el motor molecular es una particula browniana
inmersa en un potencial periddico y asimétrico junto con una fuerza ex-
terna dependiente del tiempo de promedio cero [5.17,5.18]. Este modelo
es motivado en parte por el reto que representa explicar el transporte uni-
dimensional de los motores moleculares en el campo de la biologia [5.19].
Por simplicidad podemos considerar una fuerza de rocking del tipo onda
cuadrada. El promedio espacial y temporal de la fuerza total externa es
cero. En esta aproximacién no consideraremos ningun tipo de ruido adi-
cional. La ecuacién de movimiento unidimensional de un motor molecular
determinista estd dada por [5.6,5.17,5.18,5.32]:

T+ T — FRratenet = FRockinga (51)

donde 7 es el coeficiente de friccion, Fraichet + FRrocking €5 la fuerza total ex-
terna actuando sobre la particula browniana y representa individualmente
la fuerza de tipo ratchet y el rocking respectivamente.

Por otra parte, en el capitulo 3 encontramos que la probabilidad de
transicion estd dada por la Ec.(3.22b),

Py =P —0.5(t —to)sTN'P 4 0.5(t — to)eN'V P (5.2)

donde P es la probabilidad de transicién de un RWs, N es la constante de
normalizacién de Py, I' es la integral de V' con el peso estadistico P [5.33].
Con esta aproximacién, es posible construir trayectorias aleatorias de un
RW inmerso en el potencial V', en este caso, el potencial que es aplicado
es un potencial de ratchet mas una fuerza de rocking. En particular, en
este capitulo consideraremos un potencial de ratchet triangular mas una
fuerza de rocking con forma de una onda cuadrada. Si el potencial externo
es de la forma V(x) = ax, y si la posicién inicial es zy = 0, entonces la
posicién promedio es {(x(t)) = aeD(t —t)?, ademés o2 = 2D(t — to) [5.33].
De esta forma, Py puede interpretarse como la probabilidad de transicién
para un RWs con promedio en aeD(t — tg)? (ver Ec. (3.33)). Con esto,
consideraremos un potencial de ratchet triangular junto con una fuerza de
rocking tipo onda cuadrada para construir un potencial efectivo de forma
lineal, para usar este ultimo resultado, y generar trayectorias de particulas
brownianas inmersas en un potencial ratchet.

68



5.1. Potencial de rocking

Rocking force
|
I

Figura 5.1: Representacion del mecanismo de rocking en el potencial de
ratchet donde se muestra la dependencia temporal de la fuerza de rocking
durante el periodo T'.

El mecanismo del rocking es introducido por medio de un movimiento de
traslacion periddico que actia a lo largo el eje x. Existen varias formas de
espresar esta fuerza, habitualmente se utiliza la fuerza del tipo Frocking =
Fysin(wt) (ver refs. [5.6,5.17,5.18,5.32,5.34, 5.35]). Recientemente se ha
utilizado una fuerza periddica en el tiempo de la siguiente forma

Vo si 0<t<mn

0 si mp<t<m+m1

—vg Sl T Ftg<t<2m+ 1

0 st 211+ 719 <t< 2(7‘14‘7’0),

FRockmg = (53)

donde la constante vy es la amplitud, 7 es el tiempo de espera el cual jue-
ga un rol fundamental en la dindmica. Ademads, esta fuerza tiene promedio
cero sobre el periodo T' = 2(1; + 7p), en este sentido se tiene una fuerza
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que genera un transporte tipo ratchet no trivial [5.36,5.37]. Un esquema
del mecanismo de rocking se muestra en la figura 5.1. donde se muestra la
fuerza externa de rocking como funcion del tiempo, donde se puede apreciar
claramente su periodicidad y su caracter sin influencia [5.36]. El efecto de
tener una fuerza constante a trozos, nos permite anadir un potencial lineal
al potencial de ratchet, en donde la pendiente puede ser positiva, negati-
va o cero. Debido a la asimetria del potencial de ratchet, este mecanismo
de inclinacién puede inducir un transporte finito en una direccion. De esta
forma, considerando esta fuerza de rocking, y si la fuerza del ratchet es con-
servativa, entonces podemos escribir un potencial efectivo de la siguiente
forma

‘/eff - VRatchet + a(t):(:, (54)

donde «(t) toma los valores vy, —vy o cero de acuerdo a los valores que
toma la fuerza de rocking de la Ec. (5.3). Mientras que el potencial de
ratchet puede ser cualquier funcién periddica asimétrica.

5.2. Potencial de ratchet triangular

Un potencial que satisface las condiciones de ser periodico espacial-
mente, simétrico y con promedio cero es el potencial triangular dado de la
siguiente forma

v Qx/N st 0< <) (5.5)
Ratchet = _Qux/Xg si M < < A\ + Ao, '
donde () es la amplitud del potencial con periodo espacial A = A\; + Ao,
mientras que la asimetria del potencial esta dada a través de A1 y Ao, en
la medida de que estos parametros tomen valores semejantes, el potencial
tomara una forma maés simétrica. La figura 5.2 muestra el mecanismo de
ratchet para un potencial triangular.

Con este mecanismo de ratchet, la forma del potencial efectivo es la
siguiente:

V;ff :ozeff(x,t)x, (5.6)

donde a.ff = fB(x)+a(t), siendo «(t) el coeficiente que toma los valores de
la fuerza de rocking, y B(z) el coeficiente que toma los valores del potencial
de ratchet. De esta forma, aef¢(z,t) puede tomar seis posibles valores de
acuerdo a su posicion espacial y temporal.
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Figura 5.2: Potencial de ratchet triangular. La figura muestra la dependen-
cia espacial del potencial de ratchet durante el periodo espacial .

De acuerdo con la Ec. (3.22b), la probabilidad de transicién para el
potencial efectivo es

Py (2,4,0,0) = P(z,:0,0) + %Ozeff(af,t):cp(sc,t; 0,0,  (5.7)

y tiene la mismas propiedades que la distribucion normal con valor prome-
dio = aeDt? y varianza o® = 2Dt, por lo tanto Py ~ N (eaessDt?, 2Dt),
que usaremos para generar las trayectorias del ratchet.

5.3. Las trayectorias del ratchet

Para comenzar la construccién de las trayectorias del ratchet considere-
mos que el valor de .y puede cambiar debido al sitio espacial y temporal
en el que se encuentre la particula browniana. Definimos la variable ¢
como el instante de tiempo al que ocurre el :—ésimo cambio del valor de
acrr (ya sea por causa del valor de la posicion o del instante de tiempo).
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Por ejemplo, si pensamos que el ratchet se encuentra en la posicion ini-
cial xyp = 0 al instante de tiempo ty, = 0, entonces t. ocurre cuando la
posicién sea mayor que A; o el tiempo sea mayor que 71 (lo que ocurra
primero). También consideraremos t.y = ;. Denotaremos por x(t) la varia-
ble aleatoria que representa la posicién del ratchet al instante de tiempo t.
Ademds, definimos a X;(t) como la variable aleatoria que genera los pasos
del ratchet para t,; <ty hasta el siguiente cambio del valor de a.ss. La
funcién de densidad de probabilidad para X;(t) es una distribucién normal
N(eaessD(t —t.)?% 02), donde 0% determina la medida de la dispersién del
proceso de generacién de cada paso. Si la generacién de los pasos se da
cada At, entonces 02 = 2DAt. Si 7T es la coleccién de indices que denotan
los cambios en los valores de a.r, entonces la trayectoria del ratchet esta

dada a través de
z(t) =) Xi(t). (5.8)
i€T
En particular, el indice cero de la variable aleatoria X denota la gene-
racion de los pasos hasta antes del primer cambio del valor de a.ys. Por
simplicidad, consideremos que la posicién inicial es g = 0 al instante de
tiempo ty = 0. Para poder comparar los resultados de las trayectorias gene-
radas con nuestro modelo con las trayectorias tipicas de ratchet reportadas
en [5.38], consideraremos los siguientes parametros para construir las tra-
yectorias del ratchet: Q = 0.0347, Ay = 0.619, Ay = 0.381, vy = 0.06,
To = 2.334, 7 = 2.334, At = 0.1. En el resto del capitulo usaremos estos
valores del potencial del ratchet y de la fuerza de rocking, aunque cambia-
remos los valores de la constante de difusion. En la figura 5.3 se grafica
el comportamiento de una muestra de cien trayectorias con 10* pasos ca-
da una de ellas, para los siguientes valores de la constante de difusion
D = 1,5,10,20. En cada grafica en la figura 5.3 muestra una linea negra
punteada, la cual representa el eje z(t) = 0, la cual se pone como referen-
cia, ya que ésta representa la posiciéon promedio de un RWs la cual es cero,
ya que la posicién inicial es zyp = 0. Conforme el valor de la constante de
difusién aumenta se observa que mas trayectorias terminan por arriba de
la linea punteada, lo cual es consistente con el hecho de que los sistemas
ratchets generan el movimiento unidireccional a partir de las fluctuaciones
térmicas, en este caso, de la produccién de ruido a través de 02 = 2DAt. A
continuacion, determinaremos algunas cantidades promedio que podemos
calcular con la informacién obtenida de las trayectorias generadas con este
modelo.
De manera inmediata podemos determinar la posicion promedio, calcu-
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lada como el promedio del ensamble de trayectorias. La figura 5.4 muestra
la trayectoria promedio sobre 10* trayectorias de ratchet generadas con este
modelo. De dicha figura se puede observar que las trayectorias generadas
tienen una tendencia unidireccional, este comportamiento esta en acuerdo
cualitativo con los resultados reportados en la literatura [5.17,5.36-5.40].
La figura 5.5 muestra los detalles de una fraccién de la trayectorias pro-
medio del ratchet. Podemos observar que todas las trayectorias promedio
tienen el mismo comportamiento, cada una de ellas muestra diez crestas, lo
cual es consecuencia directa de los cambios en la magnitud de la fuerza de
rocking, el cual tiene un periodo de diez unidades de tiempo. La figura 5.6
muestra la evolucién temporal de la funcién de densidad de probabilidad
(frecuencia vs posicién) de la trayectoria del ratchet para algunos valores
de la constante de difusion. Se observa que la distribuciéon ademas de tener
un corrimiento unidireccional hacia la derecha, tal como ocurre con la po-
sicion promedio, también presenta un incremento en su anchura, es decir,
el proceso de la trayectoria del ratchet presenta una difusion mayor que
un RWs. Recordemos que el proceso estocastico generado por una fuerza
constante se propaga de la misma forma que un RWs (ver el resultados pa-
ra la desviacién del MSD de la Ec. (3.39)). Estos resultados se encuentran
en buen acuerdo con lo reportado por Hanggi et al. [5.41].

Para tener un mejor entendimiento sobre la difusion de las trayectorias
del ratchet es necesario determinar el desplazamiento cuadratico medio,
el cual es calculado a través de (x?(t)). La figura 5.7 muestra el compor-
tamiento del desplazamiento cuadratico medio para las trayectorias del
ratchet. Se puede obervar que existen dos pendiente diferentes, las cuales
denotan los comportamientos asintoticos del proceso. La generalizacion de
los procesos difusivos se caracteriza a través de la ley de potencia que go-
bierna el comportamiento temporal del desplazamiento cuadratico medio.
Si x(t) es la trayectoria de un proceso, entonces el desplazamiento cuadrati-
co medio estd dado a través de (x*(t)) ~ t%, donde « es el exponente de
difusion anomala. Siendo que el valor de o determina el tipo de difusion
que gobierna el proceso. Si 0 < a < 1, el proceso es subdifusivo. Por el
contrario, si & > 1, el proceso sera superdifusivo [5.42]. La tabla 5.1 mues-
tra los resultados del ajuste para el comportamiendo del desplazamiento
cuadratico medio para tiempos cortos y largos. Para tiempos cortos, se
observa que o ~ 1.2, siendo este un proceso semejante a la difusion de
un RWs. En cambio, para tiempos largos, se observa que a ~ 2, siendo
éste el valor tipico de un proceso en régimen balistico. Este es el resultado
caracteristico reportado por varios autores (ver refs. [5.17,5.41,5.43-5.47]).
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Tabla 5.1: Resultados del exponente a de la relaciéon (z%(t)) ~ t* para
los comportamientos a tiempos cortos y largos con diferentes valores de la
constante de difusion.

D Comportamiento | Comportamiento

a tiempos cortos | a tiempos largos
1.0 1.20778 1.9395
3.0 1.12603 1.99459
5.0 1.19897 1.9986
7.0 1.14825 2.01316
10.0 1.2236 1.9909
20.0 1.28997 1.99286

El modelo presentado en este capitulo nos permite tener una herramien-
ta alternativa que no requiere de resolver ecuaciones diferenciales para la
generacion y el estudio tedrico-computacional de los sistemas ratchet, el
cual reproduce la descripcion cualitativa de los resultados reportados en la
literatura. Debemos recalcar que usamos un potencial de ratchet triangu-
lar caracterizado por potenciales lineales. En esta representacion, cualquier
potencial de ratchet se puede aproximar burdamente a través de una linea
poligonal, donde cada segmento de ésta es un potencial lineal. Es impor-
tante recalcar que para usar el formalismo desarrollado en esta tesis es
necesario considerar una fuerza de rocking conservativa (al menos a trozos,
tal como en la Ec.(5.3)).
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Figura 5.3: Muestra de cien trayectorias del ratchet para diferentes valores
de la constante de difusion. Cada trayectoria se encuentra dibujada en color
gris. La linea negra punteada es el eje x(t) = 0.
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Figura 5.4: Trayectoria promedio del ratchet para diferentes valores de la
constante de difusion.
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Figura 5.5: Detalles de las trayectoria promedio del ratchet para diferentes
valores de la constante de difusiéon. Se muestra el comportamiento de cada

una de las trayectorias promedio en la figura 5.4 en el intervalo de tiempo
(500,600).
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Capitulo 6

Conclusiones

La herramienta desarrollada en este trabajo, nos provee de un méto-
do para determinar de manera analitica la probabilidad de transicién de
un proceso estocastico generado a través de una lagrangiana con un po-
tencial acoplado perturbativamente, el cual puede interpretarse como RW
inmerso en un campo externo (ya sea una sola fuerza o una superposicion
de fuerzas). Por lo tanto, esta aproximacion solo es valida siempre que se
consideren potenciales V' (x) débiles, lo cual es modulado a través de los
valores que puede tomar la constante de acoplamiento .

El uso de los métodos de la integral de trayectoria nos permite estable-
cer un vinculo entre la mecanica clasica y los procesos estocastico. Usando
la propiedad de convolucion de la probabilidad de transicion de un RWs
(Ecuacién de Kolmogorov-Chapman para procesos de Markov) se demues-
tra que éste tiene asociada una accién de particula libre [6.1,6.2].

exp [—ﬁ;(—t—%l — /O ) dfiig)

RWs Integral de trayectoria Particula libre

Considerando este ultimo hecho, se propuso una perturbacién de la
lagrangiana de una particula libre debido a un potencial V' (z) acoplada
perturbativamente a través de ¢ < 1 (ver Ec. (3.3)). Luego, para resolver
la integral de trayectoria con la lagrangiana perturbada propusimos una
discretizacién de la accién (ver Ec. (3.9)). Esto nos permitié escribir la
funcion de Green como una convolucion, donde los factores en las integra-
les fueron identificado como la probabilidad de transicién de un proceso
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estocdstico generado por la lagrangiana de la Ec. (3.3), la cual fue denota-
da por Py (ver Ec. (3.11)) y satisface una ecuacién tipo Schrodinger (ver
Ec. (3.14)), con la condicién inicial Py (z,to;xo,to) = d(x — x¢) [6.2-6.4].
Para determinar la condicion de normalizacién de Py, nos fijamos en su
expansion en serie. Ya que € es la constante de acoplamiento perturbativo,
entonces Py se expresa como una serie perturbativa, en donde el término
de orden cero es la probabilidad de transicion para un RWs mientras que el
término de primer orden contiene la informacién de la interaccién del RWs
con el potencial V() [6.2]. Esto ultimo puede ser interpretado a partir de
la aproximacién en la Ec. (3.22b).

to
Py «— /o dr(Ly — V)

A\ 7

RW forzado Integral de trayectoria Particula librgq—perturbacién

El formalismo desarrollado en esta tesis nos permite tener una expresion
analitica para estudiar/modelar el comportamiento de un RW inmerso en
un campo de fuerzas externo débil a través de su funcién potencial V (z)
acoplada perturbativamente. Por lo que podemos afirmar que el objetivo
principal del trabajo de investigacién ha sido cumplido satisfactoriamente.

Escribir a Py como una serie perturbativa tiene la ventaja de que po-
demos usar la propiedad de linealidad de la integral para también calcu-
lar la funcién generadora de momentos como una serie perturbativa (ver
Ec. (3.25)). Esto permite tener una relacién analitica para la diferencia del
momento del proceso perturbado respecto al proceso libre, lo cual es 1til
para estudiar los comportamientos asintéticos de éste.

Notemos que en el limite € — 0, de las Ecs. (3.21b), (3.22b), y (3.25),
tenemos que NV — 1, Py — P,y My p,(T) — My p(T). Por lo tanto,
el desplazamiento cuadratico medio del proceso perturbado queda como
MSDp, =2dD(t — ty). En este limite, recuperamos el proceso estocastico
de un RWs que se propaga en un espacio d—dimensional [6.2].

Dentro de las limitaciones de esta propuesta se encuentra la imposibi-
lidad (por el momento) de determinar de manera analitica la direccién y
magnitud del drift del proceso. A pesar de esto, podemos darnos idea de su
direccidn si nos fijamos en la diferencia de la posiciéon promedio del proceso
perturbado respecto al libre. Uno de los puntos fundamentales que debe-
mos notar es que, por ejemplo, para el potencial lineal, la fuerza aplicada
en el sistema clasico es F' = —kZ, donde & es el vector unitario que apunta
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en la direccién positiva del eje x. Pero la desviacién del primer momento
es Ep,(X) — Ep(X) > 0 para cualquier posicién inicial. Esto sugiere que
el drift de éste proceso estocéstico tiene una direccién opuesta a F'. Para
el caso del potencial del tipo oscilador armoénico, la fuerza aplicada en el
sistema clasico es F' = —2kxx, la cual es una funcién impar en la posicién.
Pero la desviacion del primer momento para este potencial tiene el signo
opuesto a esta fuerza, siendo el mismo comportamiento que en el caso de
potencial lineal. En general, para cualquier forma del potencial externo se
observa el mismo comportamiento. Este hecho es generado por el signo
negativo del exponente en la forma de la funcién de Green en la Ec. (3.5).
Notemos que si el exponente tuviera el signo opuesto, la energia cinética
no podria generar la probabilidad de transicién de un RWs [6.2].

Es importante remarcar el hecho de que el trabajo desarrollado en es-
ta tesis corresponde a una aproximacién a primer orden. En esta misma
aproximacion, encontramos que la probabilidad de transiciéon de Py cuan-
do V es el potencial para una superposicién de fuerzas puede ser escrita
convenientemente como una combinacion lineal de las Py,. Esto debido a
que es una aproximacion a primer orden en e, mientras que los términos
que contienen la informacién de los productos V;V; son de segundo orden.
Para contemplar los efectos de éstos términos, es necesario extender y ha-
cer un analisis detallado de todas las correcciones a segundo orden en la
expansion de la serie perturbativa.

Usando los resultados presentados en el Capitulo 3, modelamos un
fenémeno fuera de equilibrio, los motores moleculares/sistemas ratchets.
En la figura 5.4 se muestra de manera explicita la caracteristica fundamen-
tal de los sistemas ratchets, el cual es generar un movimiento unidirigido
a partir de las fluctuaciones térmicas. En nuestro caso, las fluctuaciones
térmicas son representadas por las fluctuaciones estocasticas de la distri-
bucién normal que modela al RWs, es decir, a través de o?> = 2DAL.
Notemos que conforme el valor de D es més grande, el ratchet aumenta
la pendiente de la trayectoria promedio. En una descripcién cualitativa,
los resultados obtenidos se encuentran en buen acuerdo con los resulta-
dos experimentales y tedricos reportados por otros autores (Por ejemplo
P. Hanggi, J. L. Mateos, entre otros [6.5-6.11]). Mientras que el resultado
para el desplazamiento cuadratico medio para tiempos largos, donde el re-
sultado de exponente difusivo es a ~ 2, el cual esta en buen acuerdo con
el valor reportado para los sistemas rocked-ratchets [6.6,6.11-6.16].

El formalismo desarrollado en esta tesis, y en consecuencia la aproxi-
macion de Py nos abre una ventana de perspectivas y trabajo a futuro que
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podemos estudiar a partir de lo desarrollado en este escrito y en el articulo
publicado (ver ref. [6.2]). Por ejemplo: i) Medir los errores y las desviacio-
nes de Py respecto a los resultados arrojados por las soluciones de la Ec.
de Fokker-Planck o de la Ec. de Langevin. También, se pude considerar el
cambio de signo en la constante de acoplamiento para que el drift del pro-
ceso perturbado concuerde con la direccion de la fuerza aplicada en el caso
de la mecénica clasica. ii) Ampliar la informacién estadistica que se puede
obtener de Py, tal como la curtosis y la anchura a media altura (FWHM
por sus siglas en inglés). iii) En principio, a través de la teoria de Shannon
se puede determinar una entropia para Py . iv) Se puede extender la teoria
para estudiar un sistema de muchas particulas interactuantes considerando
su lagrangiana y haciendo una adecuada discretizacion de la accion, sobre
todo, del potencial de interaccién entre éstas. v) Es importante calcular
las correcciones en érdenes superiores de la constante de acoplamiento. En
segunda aproximacion, por ejemplo, en un sistema con multiples fuerzas
aparecen términos de la forma V;V;. En el caso del potencial lineal, el si-
guiente término en la serie perturbativa es del tipo oscilador armoénico,
mientras que para el potencial cuadratico, el siguiente término es una co-
rreccion de orden cuarto, lo que produce un potencial efectivo de la forma
de un potencial biestable. vi) Usando este mismo formalismo, se pueden
explorar lagrangianas definidas en otras variedades (ver refs. [6.17-6.19]).
Ademas, es posible considerar otro tipo de variables, tales como variables
de Grassmann e identificar a qué tipo de procesos estocasticos correspon-
den. vii) Calcular la distribucién del “first passages time”, ya que existen
una gran variedad de problemas en fisicoquimica y biofisica en donde el
calculo del tiempo promedio requerido por una particula para difundirse
de un punto a otro es importante [6.20]. viii) En la linea de los sistemas
ratchets, ahora se pueden implementar la probabilidad de transiciéon pa-
ra un RW inmerso en un potencial seno+seno/potencial 2-4 y una fuerza
rocking de tipo onda cuadrada para tratar de reproducir los resultados
obtenidos en las refs. [6.5-6.16,6.21]. O en una descripcién méas burda,
construir potenciales ratchet genéricos poligonales, para un manejo seme-
jante al desarrollado en esta tesis, entre muchos otros problemas teoricos
y experimentales relacionados.
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Apéndice A

Solucion exacta de los
potenciales lineal y
cuadratico

A continuacién se presenta la solucion exacta para Py cuando se tiene
una perturbacién generada por un potencial lineal y méas adelante la que
corresponde para un potencial cuadratico, a través de la Ec. (3.11), ademaés
verificaremos que en el limite de ¢ — 0 recuperamos los resultados ya
obtenidos.

A.1. Potencial V(x) = kz

Para este caso, definimos como ¢ al argumento en la exponencial en la
Ec. (3.11), de esta forma

_% + %“(t — to)(x + o), (A1)

¢ =
donde V ha sido sustituida de la Ec. (3.28a). Completando cuadrados,
encontramos que ¢ puede expresarse de la siguiente forma

1 2
¢ = “ID(G—1) [z — (w0 + exD(t — t)°)]

2

e2k2D(t — to)?
0 :

—|‘€I€(t — t())ZL“o + (AQ)
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Por lo que la probabilidad de transiciéon queda como:

[z — (20 + erD(t — t)2)]*
Py ocexp { AD(t — to) }
1 2 2 3
X exp [gﬁ;(t — to)xo + el D(t —ty) ] : (A.3)

Por otra parte, la constante de proporcionalidad debe ser calculada a
través de la condicién de normalizacion, esto es:

1= N/OO PvdZL' (A4)

Resolviendo la integral encontramos que

Nt = \/4nD(t — ty) exp [s/-s;(t —to)xo + %QHQD(t — t0)3] . (AB)

Por lo tanto, la expresién exacta de la probabilidad de transicién para este
caso es

P, 1 ) exp {_ [z — (zo + exD(t — t9)?)] } . (A.6)

B VATD(t — tg 4D(t — tg)

Esta dltima expresion para Py es una distribuciéon normal en donde la
posicién promedio se mueve de acuerdo a la soluciéon de la ecuacion de
movimiento de una particula inmersa en un campo de fuerzas constante.

En el limite de ¢ pequefias, se tiene que €? < ¢, por lo que desprecia-
remos los términos de segundo orden en la constante de acoplamiento. En
este limite, la constante de normalizacién en la Ec. (A.5) se aproxima como
sigue:

N7t = \/axD(t — to)[1 + er(t — to)xq), (A7)

de donde identificamos directamente N'—1 = 1 4 ek(t — tg)zo, el cual
concuerda con la Ec.(3.28b). Ademas, la forma funcional de Py, a primer
orden en € se expresa como

Py = [4rD(t — tO)]_l/QN/ P [_‘L(lx)(_t—fozo)l

x [1+ Sh(@ +20)(t — t0)| (A.8)
= N'P [1 + gii(:zs + x0) (t — to)} : (A.9)
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esta tiltima expresion puede ser escrita como Py = N'P[1+ 5V, la cual es
justo la forma funcional que ya habiamos encontrado en la Ec. (3.22a).

A.2. Potencial V(z) = kx?

Procedemos de igual forma que para el potencial lineal, pero en este
caso veremos que es posible escribir a Py de forma exacta.

De igual forma que en el caso del potencial linea, para este ejemplo es
posible escribir a P, de manera exacta.

De manera semejante que para el potencial lineal, definimos a ¢ como
el argumento de la exponencial en la Ec. (3.11), de esta forma

(x — x9)° + 5,4;(:52 +23)(t — to), (A.10)

= TAD(t—ty) | 2

donde la funcional V estd dada en la Ec. (3.40a). Tras un poco de édlgebra,
el argumento ¢ toma la siguiente forma

2

1 — 2exD(t — ty)?
_1=2erD(t ~ to) 0 Yo, (A1)

=TT =t | 1= 2enD =t

donde

1 = o LT ) (A.12)
VT 2enD(t — )22 AD(t —t) | 2 oV TR0 '

Con esto, la funcional Py queda como

1 —2exD(t — tg)? T 2
P — — :
v eeeRp { U=ty Y T=zmDi—ip] T
(A.13)
Ahora, la condiciéon de normalizacion nos obliga a que:
_ 47TD(t — t())
l= . A4
N exp(¢1)\/1 _ 2€/€D(t - t0)2 ( )

Notemos que esta expresién tiene un régimen de validez restringido, ya
que el numerador puede tomar valores negativos. Esta expresion es valida
siempre que (t — tg)? < 1/2exD. Sin embargo, si hacemos el cambio & —
—e, la solucion exacta no tiene restricciones matematicas, por lo que es
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valida para cualquier instante de tiempo pero ese caso amplia la propuesta
original. Finalmente, Py calculada de manera exacta es

P, — \/1 —2erD(t — ty)?

47TD(t — to)
1 — 2exD(t — ty)* T 2
x OXp { AD(t—ty) || 1—2erD(t—t0)2] [ (A.15)

Para estudiar el limite de € pequena, consideremos el caso xy = 0. Bajo
esta consideracion, ¢; = 0, mientras que la constante de normalizacién
queda de la siguiente forma

Nt = \/4nD(t — to)[1 + exD(t — ty)?, (A.16)

de esta ultima expresién identificamos N'~! = 1 + exD(t — t()?, el cual
concuerda con la expresién dada en la Ec. (3.40b) con xzy = 0. Ahora, la
probabilidad de transicién queda como

Py = [4xD(t — to)] Y*N exp [_%I

x [1 n gm?(t - to)] ; (A.17)
= N'P [1 + gms?(t - to)} : (A.18)

esta tiltima expresién puede ser escrita como Py = N'P[1 + 5V, la cual es
justo la forma funcional que ya habifamos encontrado en la Ec. (3.22a) con
Ty = 0.
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Apéndice B

Soluciéon del potencial
lineal y cuadratico en d-
dimensiones

En esta seccion presentaremos una parte de las soluciones correspon-
dientes a los potenciales lineal y cuadratico en un espacio d—dimensional.

B.1. Potencial lineal

Una forma de escribir un potencial lineal en un espacio d—dimensional

es la siguiente:
V(iz)=kK-z, (B.1)

donde Kk es un vector constante y su i—ésima componente representa la
amplitud de la fuerza aplicada en el sistema en la i—ésima direccion. De
acuerdo con la Ec. (3.22b), Py es

Pr=P— %(t — t)TN'P + %(t — to)N'k - zP, (B.2)

donde
NV = 14 e(t —to)k - zp; (B.3)
' = k-x. (B.4)

Otra opcion para estudiar este sistema es considerar una base ortonor-
mal tal que uno de los vectores de dicha base concuerde con la direccién
de K, el cual podemos denotar como &, y los restantes vectores de la base
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seran denotados por {é;}, con i = 2,3,...,d. En esta nueva base, ana-
licemos el efecto de la perturbacién en cualquiera de las direcciones é.,
entonces k - = 0, asi, Py = P, esto es, no hay perturbacion sobre las di-
recciones perpendiculares a k. En cambio, si nos fijamos en la direcciéon de
K, entonces k - = kx,, asi Py corresponde a la probabilidad de transicién
que ya estudiamos en los capitulos anteriores. Por lo tanto, resta observar
que tendremos perturbacion en la direccién paralela a k. Para corroborar
este hecho es necesario calcular el vector de la posicion promedio.

B.2. Potencial cuadratico

Consideremos la forma general de un potencial cuadratico en un espacio
d—dimesional. Tomemos la siguiente expresion del potencial

V(z) =2 Kz, (B.5)

donde la matriz K es analoga a al tensor de inercia en la descripcion de
las ecuaciones de movimiento para el cuerpo rigido, y sus entradas K;;
denota la constante eldstica entre la i—ésima y j—ésima direcciéon. Por
simplicidad, condieraremos que el sistema es isotropico en el sentido de
que se difunde a la misma velocidad en cualquier direcciéon y que xg = 0.
Bajo estas condiciones, el factor I' es

I :/ z - Kz Pdx. (B.6)
VOO

Sabemos que

d d

i=1 j=1

de esta forma, cuando i # j, las integrales de esos términos son
Voo
esto porque la integral sobre la variable x; es el valor promedio de la dis-

tribucién normal en esa componente, el cual es cero. De esta forma, encon-
tramos que

d
r=>" /V Kiixlde = 2D(t — to)TrK, (B.9)
=1 o0
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donde Tr es el operador traza de una matriz. Entonces, la contante de
normalizacién queda como

Nt =14eD(t — ty)*TrK. (B.10)
Finalmente, Py queda como

Py =P —eD(t — to)*TrTKN'P + %x Kz (t — to)N'P. (B.11)

Esta tltima expresion se reduce a la Ec. (3.41) cuando d = 1.
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Apéndice C
Enfoque hamiltoniano

En el contexto de la integral de trayecoria en la mecanica cuantica, los
elementos de la matriz—S son calculados como una integral de trayectoria
en el espacio fase

("lU", )" = / Dp(t)Dq(t) exp [—%S(p, Q)] : (C.1)

donde U es el operador de evolucién temporal. En esta representacion, la
accion euclideana cldsica S es imaginaria en el tiempo y es escrita en el
contexto del formalismo hamiltoniano:

5= / dt[—ip(t)(t) + H(p(t). q(t).1)). (2)

/

Consideremos un sistema con hamiltoniana

2
_ _r
H=T+V =_—+V(g), (C.3)

de esta forma, la accion clasica queda como

t// 2
o . D
S = /t/ dt [ g+ o+ V(q)] : (C.4)

Haciendo el cambio de variable p = imq + r, la accién expresada en la
ecuacion anterior toma la siguiente forma

¢ r? |
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De esta forma, la integral de trayectoria puede factorizarse en una integral

sobre r
1 t" ,',.2
= [ D —_ — )
N / r exp hL dtQm : (C.6)

la cual no depende del potencial V' (g) y solo produce un factor de norma-
lizacién que es funcién de ' y t”. Finalmente, los elementos de la matriz-S
quedan como

(WU #)ld) = N Dq(t)exp{% [ a Emmwm]} ()

Salvo el factor 1/A, si hacemos el cambio € — —¢ en la integral de tra-
yectoria en la Ec. (3.5) obtenemos la misma forma funcional de la integral
de trayectoria en la Ec. (C.7). Este resultado abre la posibilidad de un
planteamiento equivalente al nuestro que no requiere hacer el acuerdo de
signo para el arrastre.
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1. Introduction

In 1827, the Scottish botanist Robert Brown discovered under his microscope an irregular and vigorous movement of
small particles (originally pollen) floating in water. Additionally, he observed that small mineral particles were also sub-
jected to incessant motion, as if they were living organisms. This amazing behavior is now known as Brownian motion, after
its discoverer.

The stochastic fluctuations observed in the Brownian motion of a colloidal particle suspended in a liquid medium arise
from the fact that molecules in a fluid have random positions and momenta [1,2]. One way the probabilistic motion of a
colloidal particle can be modeled is by direct calculations at the particle level to account for thermal fluctuations, or even
using coarse-grained approximations [3-5]. The price one has to pay is the excessive computational time since the dynamics
of each molecule is faster than the hydrodynamic scale times [6]. Alternatively, thermal fluctuations may be included in the
Navier-Stokes equation by introducing stochastic terms in the force, as proposed by Landau and Lifshitz [7]. The basic idea
for the treatment of fluctuations in hydrodynamics is that they may be generated by the addition of a stochastic stress tensor
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to the usual viscosity stress tensor [8]. It has been shown that this model provides good enough results down to, essentially,
the molecular scale [5,9-13].

Another stochastic model of Brownian motion builds the colloidal particle path from random independent jumps ac-
cording to a local transition probability. In the general case, some type of classical chaotic evolution is assumed so that the
transition probability is calculated as the average of all possible paths [14].

On the other hand, the path integral formalism for quantum mechanics was introduced by Feynman in 1948 [15]. It is
widely used in theoretical physics since it provides an alternative approach to existing treatments and it is useful in the
development of new ideas and approximations in the description of physical phenomena [16]. This formalism provides a
standard quantization procedure based on the existence of a Hamiltonian or Lagrangian for the system under consideration.
Since the path integral is defined by a stationary action integral, this procedure yields the classical equations of motion when
h tends to zero [17]. In this sense, it is possible to obtain a theory involving dissipative equations for a quantum system; in
particular such theory reproduces the classical equations of Brownian motion in the appropriate limit [18,19].

On the other hand, Langevin equation has been used as a basis for the theory of Brownian motion. However, as it hap-
pens for any other phenomenological equation, Langevin equation has a limited validity range. It is then reasonable to use
Langevin equations when we are interested in the long-time behavior of the system (long times compared to the relaxation
time of the reservoir coupled to the system in question). In this case, a quantum level description is not needed because
the effects on macroscopic particles in a viscous fluid can be explained by the classical theory [18]. In the path integral ap-
proach, the classical action corresponding to a simple random walk happens to be the action of a free particle in the classical
mechanics context [16,20,21,17].

In this work, we use precisely the aforementioned fact, i.e., that the action associated to a random walk under a path
integral corresponds to the action of a free particle in a classical mechanics context [16,20,21,17]. We introduce a pertur-
bation due to a conservative force generated by a potential V(x). The Lagrangian for this new system is £ = Lo — €V
[17,22,23], where ¢ is the perturbation coupling constant and £y is the Lagrangian for a free particle, i.e., the kinetic energy.
Then, using path integral methods, we obtain an approximation of the transition probability for a biased stochastic process.
The problem is stated in a general fashion for d dimensions. The result can be applied to get a first approximation of the
transition probability and of the moments for a biased random walk.

This paper is organized as follows: in Section 2 the transition probability of a stochastic process is obtained by means of
a Green function for an action consisting of a free particle part plus a perturbation potential. In Section 3 the normalization
constant is written as a perturbation series and determined to first order. In Section 4 the moment-generating function
is calculated. In Section 5 the formalism developed in the previous sections is applied to a linear, a quadratic, and an
exponentially-decaying potential. Finally we write our conclusions in Section 6.

2. The Green function and the path integral

In the theory of discrete time Markov chains, the Green function G(x, xy) gives the expected number of total sites visited
before arriving at ¥ when starting at xy. For the Brownian motion, there exists an analogue of the Green function. If the
transition probability per step is P(x, t; Xo, to), the Green function is then defined as [24-28]:

G(x, x9) = /Oo dtP(x, t; xg, to).- (1)

to
If, in particular, the process corresponds to a free, simple random walk, then the transition probability is
exp | E %)’
[4D7 (t — to)]4/2 P AD(t —tp) |

If we consider random walks as Markov processes, we can write the transition probability, according to the Kolmogorov-
Chapman equation, as a convolution [16,20,21]:

P(x, t; X9, to) = (2)

P(x, t; X9, to) = / dX'P(x, t; X, t)P(X, t'; X0, to). (3)
V/

Using this property for n intermediate steps, we have

P(x, ;% r)—/ ﬁdx- ﬁ% ex _wa 4
s Ly a0, L0) — l . [4D7T(t]+]_tj)]d/2 p 4D e tj+]—tj )

J=1

~

where X, = xand t, = t. For n — oo, the Green function takes the form of a path integral:

[ee] t 2
G(x, xg) :/to dt/:Dx(t) exp [—/to drx4(;)], (5)
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from which we identify the corresponding action

t 2 t
sozf dar ¥ /dmo, (6)
to 4D to

where £y is the Lagrangian of a free particle with mass m = 1/2D[16,20,21,17]. In this way, the stochastic process generated
by the Lagrangian for a free particle is a simple random walk. Thus, we can write the Green function as

o0
G(x, x9) = / dt / Dx(t) exp[—So] . (7)
to
We now consider the Lagrangian of a free particle with mass m = 1/2D subjected to a conservative force, generated by
the potential V (x(t)), with a perturbation coupling |¢| < 1. This Lagrangian is given by
L = Lo — eV (x(t)), (8)
as in Refs. [17,22,23,29], while the action takes the following form:

t t
5:/ dt L 250—8/ dtV(x(7)). (9)
0

to
Introducing this into the general expression for the Green function as a path integral, we find

[ele] t
Gy(x,x9) = / dt | Dx(t)exp [—So + 8/ drV(x(r))] , (10)
to to

where we have used the subscript V to denote the Green function for the Lagrangian in Eq. (8). Now, for n intermediate
steps, at the instants of time o < t; < - -+ < t, = t, with ®(t;) = &;, we can approximate the integral inside the exponential
in Eq. (10) in the following way:

n—1

1
/ ATV (x(0) ~ = 3 V#1113 %, ), (11)
fo 1 0
where
V&1, Gits X, ) = (G0 — ) [V&) + V()] (12)

In this way, the integral is the average of the left and right Riemann sums, and 'V depends on its initial and final points. Thus,
the path integral in Eq. (10) is

t
Dx(t) exp |:—SO + 8/ cltV(x(t))]

o

n—1 n—1
(X1 — %))?
a/(jl;[dxj) exp[;[ er V(x]+1,g+1,xj,t}):|] (13)

Since
n—1
E (1 = x) (Xjy1 — X)
X 7—’_ vx » G ,X,t exp 7_{_ ’Vx St Xt 14
p {j:O |: 4D(['j+1 _ t]) ( 1 L1, 85 4 1_[ 4D(tj+1 _ tj) ( ji+15 L1, &) ]) ( )

the Green function for the process generated by the action of a free particle perturbed by the influence of a conservative
external field is

Gy (x, Xo) o</ dt/ <l_[dxj> (Hexp[ 4Dj(+t1 : X)t) n v(le,th,xj,tj)D (15)
j+1 — 4

For the stochastic process associated to the Lagrangian given by Eq. (8), we identify the transition probability per step Py as

(i1 — X))
Py (X1, tir1; X, tj) X ex 74— Vx Lt X, € 16
v (Xis1, ti1s X ]) P|: 4D(l']+1 ) 2 (1+1 i1 X, ) | (16)

and, therefore
o) n—1 n—1
Gy (x. %) / dr [ (]_[dx]) (]‘[m(x,-ﬂ,rjﬂ;xj, tj>>. (17)
fo j=1 Jj=0

o0
Gy (X, X9) = / dt NPy (X, t; X, to). (18)

to
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The stochastic process generated by the Lagrangian in Eq. (8) is a Markov process and it satisfies the Kolmogorov-Chapman
equation [17] as long as the path integral in Eq. (10) tends to zero when x — oo [17,30]. Here the proportionality constant
N depends on the normalization constant of Dx(t), which will be calculated to first order in the next section. Additionally,
Py satisfies the Schrédinger-type equation

Py

— = DAPy — eV(x)Py,

ot

with the initial condition Py (%, to; Xo, tp) = §(¥ — %) [17,30]. This means that the stochastic process cannot be observed in
two different places simultaneously [21].

3. Normalization of Py

We have found the transition probability per step is given by Eq. (16), however we still need to normalize it. To do this,
we use the Taylor series

[sv] 1+ 5y 4 ! (8)2v2+ (19)
ex — = — — | - e
P 2 2 21\2
to obtain the normalization condition as
1=N{p+LH+DL+--}, (20)
where [}, is given by
I ! (S)k./ dx (* = %0)° VR, t; %9, to) (21)
=—\z eXp|———"—< , U5 Xo, .
i\ ) TP T — 1) 0 fo
In particular, Iy = [4D7 (t — t5)]%? is the normalization constant for a free random walk in d dimensions [21], and
e(t — to) an / (x — x9)°
I = ——= {V(x0)[4Dm (t — to)]Y dxexp| ——— |V(x) ¢ . 22
1 5 { (x0)[4D7r 0)]7 + v p 4D — 1) () (22)
If the Taylor series for V (x) around x, exists, then
(x — x0)? 12 S\ Vany.ony [4DT(t — to)]2MH )
dxexp | ——————— | V(x) = [4D7 (t — to)]V 127 , 23
/voo P [ a1 |V TPl 2::0 ;) e m!...ng! @3)

where the coefficients are calculated with the following expression:

aan aan

Uni.2ng = 55, - ——V®)

. (24)
Bxf"1 Bxin“

X0
We put Egs. (23) and (24) in Eq. (22) to get an expression for I;. With this expression and the expression for I given above,
the normalization constant to first order in the perturbation potential is obtained as

(t —to)

N1 = [4D7 (t — tp)]4? {1 4 & V(xo) + @r} (25a)

= [4D7 (t — tp)]¥?N' 71, (25b)

where we have denoted by I” all the sums in Eq. (23). In Eq. (25b), & ~! has been conveniently factorized in such a way that
the first factor can be used to complete the expression of the transition probability for a simple random walk in Eq. (16). The
remaining factor (#”~1), the sum between curly brackets in Eq. (25a), includes information about the external potential and
it plays the role of a normalization constant.

If we introduce the Taylor series expansion of Eq. (19) and the definition of 'V (givenin Eq. (12)) into Eq. (16), and we add
and subtract e(t — to)I".N'P/2, the transition probability to first order in the perturbation potential becomes

&
Pu(x, €20, t0) = N'P[ 1+ SV tix, )] (26a)

(t —to)

& t — ¢
= P(x, t; X, tp) — st

€
T N'P(x,t; X0, to) + N'V(X)P(x, t; Xg, to). (26b)

This last expression is already normalized and it has been written in a convenient form like a perturbation series, where the
zeroth- and first-order terms correspond to a simple random walk and to the perturbation in Eq. (8), respectively.
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4. Moment-generating function

The moment-generating function allows us to calculate, through its derivatives, the expected values of a distribution.
We now calculate the moment-generating function for Py through the following equation:

My p, (T) = / dxexp(x - T)Py. (27)
Voo
Using the first-order approximation for the transition probability, Eq. (26b), the moment-generating function becomes

Myp, (T) = My p(T) — 5“2;“’) @w’ / dxexp(x - TYV®P(x, £: X0, to), (28)
Voo

&
Fe/v,Mx,P(T) +
where M, p(T) is the moment-generating function for the transition probability given by the normal distribution function
in Eq. (2). Notice that the remaining integral in the right hand side has the form of the integral in Eq. (23). Now, if the Taylor
series of V(%) exists around Xy + 2D(t — to)T, the moment-generating function becomes

My p, (T) = Myp(T) — ‘E(tz;to)FN'Mx,p(T) + ‘e(tz;to)d\/w” exp [4D(t — to)T - [D(t — to)T + o], (29)
where
= N Vany.ang [4D7 (t — tg) Pt
N = n]z::O " ndZ:O 2"1J:'“+”dd nq!...ng! ’ (30)
and the constants vy, ,, are given by
) 92m 92nd
Vony.ong = w e ax—irIdV(x) b (31)

Thus, the moment-generating function may be written in the form of a perturbation series where the free term (which does
not depend on the potential) corresponds to the generating function of a normal distribution.

5. Examples

In this section we use Eq. (26b) to obtain the transition probability for three different perturbation potentials: a linear
potential, a harmonic oscillator potential, and an exponentially-decaying potential. The corresponding first two moments are
obtained as the derivatives of the moment-generating function given by Eq. (29). Then we will calculate the mean square
displacement of the perturbed process using ([x(t) — x5]%), where (x%(t)) and (x(t)) are calculated through the first and
second moments of Py [31,32], only the first-order term in ¢ are considered. Mean square displacement of the distributions
P and Py will be denoted by MSDp, MSDp,, respectively. A short “Remarks” section is included for each of the following
examples where we make general comments about the moments and the mean square displacement of the Py distribution.

5.1. Example 1: V(x) = kx

One of the simplest problems in classical mechanics is a particle moving in a region of linear potential, i.e., the motion of
a particle subjected to a constant force.

To simplify the calculation, we consider a one-dimensional system (d = 1). If the initial point is xq at time ty, then
V(X9) = KXo, and the quantities needed to determine the transition probability are

V(x, t; Xo, to) = k(X + X0)(t — to); (32a)
N =14 W; (32b)
r =0. (32¢)
Putting these functions in Eq. (26b), the transition probability is
Py (x, t; Xo, to) = P(X, t; Xo, to) + MP(X, t; Xo, to)- (33)

2+ EKX()(t — to)
Furthermore, the moment-generating function is
ke(t —ty)

M, T) =Myp(T) + ——————
x,PV( ) x,P( ) 2+8Kxo(t—t0)

exp [4D*(t — to)*T? 4 4D(t — to)xoT] [Xo + 2D(t — to)T]. (34)
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5.1.1. First moment
The first moment of the transition probability Py is calculated as the first derivate of M, p, [33], hence

d
Ep,(X) = EMx,PV(T) , (35)
T=0

then, the difference between the first moment of Py and that of the normal distribution may be written in terms of the
perturbation coupling as

_ ke(t—to) d 20 2p2 B .
Ep, (X) = Ep(X) + CE T {exp [4D(t — t6)*T? + 4D(t — to)xoT| N}, _, - (36)

Using this approximation, the first moment deviation generated by a linear perturbation potential is

2ice(1 4 2x3)D(t — tp)?

Ep,(X) —Ep(X) = 37
n () = Ep () = T (37)
5.1.2. Second moment
The second moment of Py is calculated through the second derivate of M, p, [33], hence
dZ
Ep, (X*) = ——=Myp, (T)| . (38)
dT T=0

Similarly to the first moment, the difference between the second moment of Py and that of the normal distribution, in terms
of the perturbation coupling, is

ke(t —ty)  d?

Ep,(X*) = Ep(X?) + ————————— — lexp [4D*(t — t0)*T? + 4D(t — to)xoT| N"}. _ . 39
py (X7) p(X%) 2+ exxolt — to) de{ P[ ( 0) ( 0)Xo ] }T:O (39)
Thus, the second moment deviation due to the linear perturbation potential is
8k exg(3 + 2x2)D?(t — t)3
Ep, (X?) — Ep(X?) = —— 0 : (40)
2+ exxo(t — to)
Finally, the mean square displacement deviation of Py from P is
4AD(t — to)(3 +2x3) — 1 — 2x3
MSDp, — MSDp = 4kcexoD(t — t)? (t ~ )3+ 2x)) 0 (41)

24+ 8I€X0(t — to)

5.1.3. Remarks

For a linear perturbation potential, we obtain a stochastic process that may be interpreted as the behavior of a Brownian
particle subjected to an external constant force since Ep, (X) — Ep(X) > 0 for any initial position xo. In particular, if xo = 0,
we have the following simplifications: (i) The mean position is given by Ep, (X) = «xeD(t — to)?; (ii) The second moment and
mean square displacement deviations are zero. This means that for this case, P, preserves all features of a normal distribution
function centered in keD(t — ty)?. According to the classical equation of motion for a particle subject to a constant force,
2k¢eD can be understood as the acceleration with which the average position of the perturbed process deviates from the
simple random walk.

5.2. Example 2: V(x) = kx?

Another interesting potential in physics is the quadratic potential. In classical mechanics, this corresponds to the pendu-
lum potential and, in general, a potential of the form V (x) = «&? is known as the harmonic oscillator potential. Like in the
previous example, to simplify calculations, we consider the one-dimensional case. If the position of the particle at the time
to is xg, the quantities needed to determine the transition probability are:

V(x, t; X0, to) = kK (X* + x3)(t — to); (42a)

eN./—l

14+ %((t — to)Xg + dex D (t — to)*; (42b)

I = 4exm®D%(t — tp)°. (42¢)
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Thus, the transition probability is given by

- - ekx*(t —to)
Py (x, t; X0, to) = P(x, t; Xo, to) — 4exw“D"(t — to)” N'P(X, t; X0, to) + fd\f P(x, t; Xo, to)- (43)
The moment-generating function is
My.py (T) = Myp(T) — dexc?D*(t — to)* N'My p(T)
& ’ . 2 20204 _ +.32
+ 2K(t to) N’ [ (Xo + 2D(t — to)T)? 4 4D’ (t — to)?]
x exp [4D*(t — to)*T? + 4D(t — to)XoT] . (44)

5.2.1. First moment

Now, using Eq. (36) we find that the deviation of the first moment with respect to the first moment of the normal distri-
bution due to the quadratic perturbation potential is
ZSKD(I' — fo)ZXO

14 £(t — to)x} + 4exm?D(t — to)?

Ep, (X) — Ep(X) = [1—27°D(t — to) + 4n°D*(t — to)* + x5] . (45)

5.2.2. Second moment
We use Eq. (39) to obtain the difference between the second moments due to the quadratic potential perturbation as

4skD?(t — ty)3
14 5(t — to)x§ + 4exm2D?(t — to)?
+ 2x3(4m° D (t — t0)* + x3) ] - (46)
Therefore, the mean square displacement deviation is

4ekD(t — ty)?
1+ 5(t — to)x§ + 4ek 2D (t — to)?
x {[D(t — to) — x3] [1 — 272D(t — to) + 47 °D*(t — to)* + X3 |
+4x5 + 2x5(4m° D (t — t0)* + x3)} . (47)

Ep, (X*) — Ep(X*) = [1—27°D(t — to) + 47 >D*(t — to)* + 55

MSDp, — MSDp =

5.2.3. Remarks

For simplicity, we consider xo = 0, therefore: (i) The average position is Ep, (X) = 0; (ii) The second moment and the
mean square displacement deviations are given by

4eD*(t — to)3
1+ dexm?D?(t — tp)3
In the limit (t — tg) — 0, the binomial expansion of the normalization constant at first order in ¢ takes the following
form &' A~ 1 — 4skw?D?*(t — to)3, in this way, the short-time behavior for the mean square displacement deviation is
MSDp, — MSDp ~ 4sD?(t — to). In addition, in the limit t — oo, the long-time behavior for the mean square displacement
deviation is MSDp, — MSDp ~ 47%D?*t? /(1 + 7%). We observe that the second moment and the mean square displacement
deviations increase in time as t2, i.e., the perturbed distribution will spread faster than the simple random walk.

[1—27°D(t — to) + 4n°D*(t — tp)*]. (48)

5.3. Example 3: exponential decay

A possible form of an exponentially decaying potential is

V(x) = A1 exp(—Azx). (49)
For this potential, the quantities needed to calculate the transition probability are:
V(x, t; X0, to) = A1(t — to) [eXp(—A2%) + exp(—A2Xo)] . (50)
In this case, given the form of the potential, it is convenient to make the normalization using Eq. (22). Thus,
er(t —t el (t —t¢
N T=1+ % exp(—Aaxg) + %fo(—kz); (51a)
er(t —t
r = MMM(—AZ). (51b)

2
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where M, p(—A;) is a constant with the same functional form as the generating moment function of a normal distribution
evaluated in —A,. With this, transition probability for an exponential decaying potential is

gA
Py (X, t; Xo, to) = P(x, t; Xo, to) — 71@ — t)) N My p(—22)P(X, £; X0, to)

gA
+ 71(t — to) N exp(—AaX)P (X, £; X0, to). (52)

In a similar fashion we use Eq. (27) to calculate the moment-generating function

A
My.py (T) = My.p(T) + %(t — to) N'Myp(—22)My p(T) {exp[2D(t — to)2,T] — 1}. (53)

Then, the difference between the moments of the perturbed and free process may be written in terms of the moments of
the normal distribution:

5)\.] f d"
Ep, X") — Ep(X") = T(f — to) N My,p(—212) a {Myp(T) {exp[2D(t — to)AT] — 1}}| . (54)
T=0
For this example, the mean square displacement deviation is
28X A2D(t — to)?
14+ E)Ll(;—tw EXD(—)QXo) + 811(;—%) MX,P(_)"Z)

X {Myp(=22)D(t — to)As + [Myp(—A2) — 1] X0} . (55)

MSDp, — MSDp =

5.3.1. Remarks
It is worth emphasizing that, in this example, the difference between the moments is expressed in terms of the moments
of the normal distribution. In the limit (t — ty) — 0, the normalization constant has a binomial expansion, to first order in ¢,

N~ 1— el (t — to) exp(—Aaxg) [1+ D(t — to)A2], (56)

where the moment-generating function of the normal distribution evaluated in —X, has been approximated as My p(—X,) &~
exp(—Axxo)[1+ 2D(t — tp)]. In this case, the short-time behavior for the mean square displacement deviation is MSDp, —
MSDp ~ 281 12D(t — to)*[exp(—xoh2) — 1]xo. Note that for 0 < xo, MSDp, — MSDp < 0. This means that diffusion for the
perturbed process is slower than for the simple random walk. Besides, in the limit t — oo, the long-time behavior for the
mean square displacement deviation is MSDp, — MSDp ~ 4)%D2 t2. As in the example above, the mean square displacement
deviation increases in time as t2, i.e., diffusion for the perturbed process is faster than a simple random walk.

6. Conclusions

The use of the path integral methods allows us to exhibit a link between classical mechanics and stochastic processes.
Starting with an action corresponding to the Lagrangian .£ = /£y — ¢V one can obtain a stochastic process with transi-
tion probability Py which may be written as a perturbation series in terms of the coupling constant ¢. The zeroth-order
term of this series may be identified as the transition probability of a simple random walk, as given by Eq. (2), while the
first-order term may be interpreted as the lowest order contribution to the transition probability due to the interaction of
the simple random walk with the external field. We found that the moment-generating function for Py can also be writ-
ten as a perturbation series where the zeroth-order term is the generating function for the simple random walk and the
first-order term is the lowest order contribution from the interaction with the external field. From the expressions for Py and
for the normalization constant &/, we found that the first two moments of the transition probability depended explicitly on
Xo, since they were calculated as an approximation considering the Taylor series of V (x) around xy. The examples for the lin-
ear and the harmonic oscillator potentials exhibit explicitly this property. It can also be observed that the moments depend
explicitly on (t — tg), making the differences between the moments of Py and those of the simple random walk distribution
to become larger ast — oo, which is to be expected since the drift will be maintained as long as the system remains subject
to the external field. Note that, in particular, for the linear potential, the classical force is F = —k&, but the first moment
deviation s Ep, (X) —Ep(X) > 0 for any initial position. This suggests that the drift for this stochastic process had an opposite
direction than that of F. Moreover, for the harmonic oscillator potential, the Brownian particle should be confined, but the
mean square displacement deviation is MSDp, — MSDp ~ t2. This is the same behavior as that for the linear potential, i.e., the
drift has a direction opposite to that of the classical force. In general, for any external potential, the same behavior is seen.
This fact is due to the negative sign of the exponent in Eq. (10). Note that, if the exponent had the opposite sign, the kinetic
energy term would not generate the random walk transition probability. Finally, in the limit ¢ — 0, from Eqgs. (25b), (26b),
and (29), we have N' — 1,Py — P,and M, p, (T) — My p(T). Therefore, the mean square displacement of a perturbed pro-
cess becomes MSDp, = 2dD(t — tp). In this limit, we recover the stochastic process of a d-dimensional simple random walk.
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