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Introducción

En 1964 Maranda introduce los conceptos de prerradical, prerradical idempotente y radical [8].
Posteriormente, en 1982, Bican, Kepka y Němec hacen un compendio de todo lo que se tenía hasta
ese momento de la teoría de prerradicales aplicada a la teoría de módulos y anillos [1].

En México, en los años 2002-2004, F. Raggi, J. Ríos Montes, H. A. Rincón Mejía, R. Fernández
Alonso y C. J. Signoret Poillon estudiaron la estructura reticular de todos los prerradicales sobre
un anillo R y caracterizaron a los anillos artinianos simples, semisimples y V -anillos en términos
de prerradicales [9, 10, 11].

Recientemente, en [4], los autores demuestran que para un anillo local artiniano de ideales
principales de longitud n, la retícula de prerradicales es distributiva y finita de cardinalidad 2n.

Otro problema interesante que se ha abordado en literatura es el siguiente: ¿Cómo tiene que ser
un anillo R para que la retícula de prerradicales asociada a R sea un conjunto? Por ejemplo, si R es
semisimple la retícula de prerradicales es finita. También se puede preguntar ¿Cuándo la retícula
de prerradicales asociada a un anillo no es conjunto? En [5], los autores demuestran que para el
anillo de los enteros la retícula de prerradicales es una clase propia. De hecho, el año pasado se
demostró en [6] que la retícula de prerradicales es una clase propia si R es un anillo de polinomios
sobre un campo, o si es una K-álgebra de dimensión finita de tipo salvaje.

En base a lo antes dicho nos damos cuenta de la importancia de los prerradicales para el estudio
de módulos y anillos. Es por esto que en este trabajo tratamos de desarrollar de manera minuciosa
algunos temas de prerradicales para que en un futuro si alguien desea adentrarse en este tema tenga
una base para comenzar. Así mismo buscamos tener las bases para poder continuar con el tema de
prerradicales pero desde la investigación y poder aportar nuevos conceptos, nuevas relaciones con
la teoría de módulos y nuevas caracterizaciones de anillos con esta bella teoría.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Módulos
En este capítulo daremos notaciones, definiciones y algunas propiedades básicas de la teoría de

módulos. R siempre denotará un anillo asociativo con uno distinto de cero y en caso contrario se
hará la aclaración.

1.1.1. Módulos y morfismos de módulos
Definición 1.1. Sean R un anillo y M un grupo abeliano. M es llamado R-módulo izquierdo
si existe una función

R×M → M

(r, x) 7→ rx

sujeta a los siguientes axiomas:

(1) a(x+ y) = ax+ ay.

(2) (a+ b)x = ax+ bx.

(3) (ab)x = a(bx).

(4) 1x = x.

para todo a, b ∈ R y para todo x, y ∈M .

De manera similar se definen los R-módulos derechos pero con los elementos de R operando
del lado derecho de los elementos de M . Denotamos por R-Mod a la clase de todos los R-módulos
izquierdos y por Mod-R a la clase de todos los R-módulos derechos. Si M ∈ R-Mod lo denotamos
por RM y si M ∈ Mod-R lo denotamos por MR. A partir de ahora la palabra módulo izquierdo
significará R-módulo izquierdo.

Ejemplo 1.

(1) Si R es un campo (semicampo o un anillo con división), entonces todo R-espacio vectorial
es un módulo izquierdo.

(2) La clase de los grupos abelianos coincide con Z-Mod.

(3) Si R es un anillo, podemos pensar en R como un módulo izquierdo con el producto definido
en R.
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Definición 1.2. Sean M ∈ R-Mod y L un subconjunto no vacío de M . L es llamado submódulo
de M (denotado por L ≤ M) si L es un subgrupo aditivo de M y para todo a ∈ R y para todo
x ∈ L se cumple que ax ∈ L.

Ejemplo 2.

(1) Si I es un ideal izquierdo de R, entonces RI es un submódulo de RR.

(2) Si M ∈ R-Mod y {Mi}i∈I es una familia de submódulos de M , entonces la suma

∑
i∈I

Mi =

{∑
i∈I

xi

∣∣∣∣∣ xi ∈Mi y xi = 0
para casi todo i ∈ I

}

es un submódulo de M .

(3) Si M ∈ R-Mod y {Mi}i∈I es una familia de submódulos de M , entonces la intersección⋂
i∈I

Mi es un submódulo de M .

(4) Si I es un ideal izquierdo de R y M ∈ R-Mod, entonces

IM =

{∑
i∈I

rixi

∣∣∣∣∣ ri ∈ R, xi ∈M y ri = 0
para casi todo i ∈ I

}

es un submódulo de M .

Definición 1.3. Si M ∈ R-Mod y L es submódulo de M , entonces

M/L = {x | x ∈M}

donde la operación suma es la suma usual de grupos cocientes aditivos y la multiplicación por
escalar está definida como ax = ax para todo a ∈ R y para todo x ∈ M/L, es llamado módulo
cociente de M sobre L.

Notar que M es abeliano así que M/L es siempre un grupo abeliano.

Lema 1.4. (Ley modular) Sean K,L,M,N ∈ R-Mod tales que K,L,M ≤ N y L ≤M , entonces

(K + L) ∩M = (K ∩M) + L.

Demostración. (K + L) ∩M ⊆ (K ∩M) + L: Sea x ∈ (K + L) ∩M , entonces x ∈ M y existen
k ∈ K y l ∈ L tales que x = k+ l. Como L ≤M tenemos que k = x− l ∈M , entonces k ∈ K ∩M .
Por lo tanto x = k + l ∈ (K ∩M) + L.

(K ∩M) + L ⊆ (K + L) ∩M : Sea x ∈ (K ∩M) + L, entonces existen y ∈ K ∩M y l ∈ L
tales que x = y + l. Por lo tanto x = y + l ∈ K + L y x = y + l ∈ M + L = M , es decir
x = y + l ∈ (K + L) ∩M .

Definición 1.5. Sean M y N dos módulos izquierdos. Una función f : M // N es llamada
morfismo de módulos izquierdos o morfismo de módulos, si para todo a ∈ R y para todo
x, y ∈M se cumple lo siguiente:

(1) f(x+ y) = f(x) + f(y).

(2) f(ax) = af(x).

Ejemplo 3. Sean L,M ∈ R-Mod tales que L ≤ M . Los siguientes son ejemplos de morfismos de
módulos:
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(1) El morfismo identidad M
1M // M tal que m � // m .

(2) El morfismo inclusión L �
� ι // M tal que l � // l .

(3) El morfismo natural M π // M/L tal que m
� // m .

Al conjunto de todos los morfismos de M a N lo vamos a denotar por HomR(M,N) y cuando
M = N , HomR(M,N) será escrito como EndR(M).

Proposición 1.1.1. Sean M,N,K ∈ R-Mod. Si f : M // N y g : N // K son dos mor-
fismos de módulos, entonces gf = g ◦ f es un morfismo de módulos.

Demostración. Sean a ∈ R y x, y ∈M , entonces

(gf)(x+ y) = g(f(x+ y))

= g(f(x) + f(y))

= g(f(x)) + g(f(y))

= (gf)(x) + (gf)(y)

y

(gf)(ax) = g(f(ax))

= g(af(x))

= ag(f(x))

= a(gf)(x).

Por lo tanto gf es un morfismo de módulos.

Definición 1.6. Sea f : M // N un morfismo de módulos. Entonces:

(1) f es llamadomonomorfismo si dados g, h : K // M tales que fg = fh, entonces g = h.

(2) f es llamado epimorfismo si dados g, h : N // K tales que gf = hf , entonces g = h.

(3) f es llamado isomorfismo si y sólo si existe un morfismo f ′ : N // M tal que ff ′ = 1N
y f ′f = 1M .

Definición 1.7. Sean M,N ∈ R-Mod y f : M // N un morfismo de módulos. Definimos los
siguientes conjuntos:

(1) La imagen de f , Im(f), dada por:

Im(f) = {f(x) | x ∈M}.

(2) El núcleo de f , Ker(f), dado por:

Ker(f) = {x ∈M | f(x) = 0}.

(3) La imagen inversa de N ′ ≤ N bajo f , dada por:

f−1(N ′) = {x ∈M | f(x) ∈ N ′}.

Observación 1.8. Sean M,N ∈ R-Mod y f : M // N un morfismo de módulos. Entonces:
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(1) Im(f) ≤ N .

(2) Ker(f) ≤M .

(3) Si N ′ ≤ N , entonces f−1(N ′) ≤M .

Teorema 1.9. Sean M,N ∈ R-Mod y f : M // N un morfismo de módulos, entonces:

(1) f es inyectiva si y sólo si f es monomorfismo.

(2) f es suprayectiva si y sólo si f es epimorfismo.

(3) f es biyectiva si y sólo si f es isomorfismo.

Demostración. (1) Supongamos que f es inyectiva y sean g, h : K // M tales que fg = fh.
Sea x ∈ K, entonces tenemos que (fg)(x) = (hf)(x), es decir, f(g(x)) = f(h(x)). Como f es
inyectiva se sigue que g(x) = h(x) y como x ∈ K fue arbitrario concluimos que g = h.

Supongamos que f es monomorfismo y sean x, y ∈M tales que f(x) = f(y), entonces f(x−y) =
0. Consideremos los siguientes morfismos:

ι : R(x− y)→M

a(x− y) 7→ a(x− y)
y

zer : R(x− y)→M

a(x− y) 7→ 0

Afirmamos que fι = fzer. En efecto, sea a(x− y) ∈ R(x− y), entonces (fι)(a(x− y)) = f(ι(a(x−
y))) = f(a(x − y)) = af(x − y) = a0 = 0 y (fzer)(a(x − y)) = f(zer(a(x − y))) = f(0) = 0. Por
lo tanto fι = fzer y como f es monomorfismo se sigue que ι = zer. Entonces x− y = ι(x− y) =
zer(x− y) = 0, es decir, x− y = 0. Por lo tanto x = y de donde f es inyectiva.

(2) Supongamos que f es suprayectiva y sean g, h : N // K tales que gf = hf . Sea y ∈ N ,
como f es suprayectiva existe x ∈ M tal que y = f(x). Por lo tanto g(y) = g(f(x)) = (gf)(x) =
(hf)(x) = h(f(x)) = h(y) y como y ∈ N fue arbitrario concluimos que g = h.

Supongamos que f es epimorfismo y consideremos los siguientes morfismos:

π : N → N/Im(f)

x 7→ x
y

zer : N → N/Im(f)

x 7→ 0

Afirmamos que πf = zerf , sea x ∈ M , entonces (πf)(x) = π(f(x)) = f(x) = 0 = zer(f(x)) =
(zerf)(x). Por lo tanto πf = zerf y como f es epimorfismo concluimos que π = zer. Entonces
0 = N/Im(f) de donde N = Im(f), es decir, f es suprayectiva.

(3) Se sigue de (1) y (2).

Ejemplo 4.

(1) El morfismo inclusión es un monomorfismo.

(2) El morfismo natural es un epimorfismo.

(3) El morfismo identidad es un isomorfismo.

Sean M,N ∈ R-Mod y f : M // N un morfismo de módulos. Entonces:

(1) Si f es monomorfismo diremos que M se sumerge en N .

(2) Si f es epimorfismo diremos que N es la imagen homomorfa de M

(3) Si f es isomorfismo diremos que M es isomorfo a N y lo denotamos por M ∼= N .

Definición 1.10. Sean M,N ∈ R-Mod y f : M // N un morfismo de módulos.
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(1) Llamamos coimagen al cociente M/Ker(f) y lo denotamos por Coim(f).

(2) Llamamos conúcleo al cociente M/Im(f) y lo denotamos por Coker(f).

Proposición 1.1.2. Sean M,N ∈ R-Mod y f : M // N un morfismo de módulos. Entonces:

(1) f es monomorfismo si, y sólo si, Ker(f) = 0.

(2) f es epimorfismo si, y sólo si, Coker(f) = 0

Demostración. (1) Supongamos que f es monomorfismo, entonces por (1) del Teorema 1.9, f es
inyectiva. Sea x ∈ Ker(f), entonces f(x) = 0 = f(0) y como f es inyectiva se sigue que x = 0. Por
lo tanto Ker(f) = 0.

Supongamos que Ker(f) = 0 y sean x, y ∈ M tales que f(x) = f(y). Entonces f(x − y) =
f(x)− f(y) = 0, es decir, x− y ∈ Ker(f) = 0. Por lo tanto x = y y en consecuencia f es inyectiva.
Entonces por (1) del Teorema 1.9 concluimos que f es monomorfismo.

(2) Supongamos que f es epimorfismo, entonces por (2) del Teorema 1.9 f es suprayectiva, es
decir, Im(f) = N . Luego, Coker(f) = N/Im(f) = 0.

Supongamos que Coker(f) = 0, entonces tenemos que N/Im(f) = 0 de donde N = Im(f) y por
(2) del Teorema 1.9 concluimos que f es epimorfismo.

Proposición 1.1.3. Sea f : M // N un morfismo de módulos.

(1) Si M ′ ≤M , entonces f−1(f(M ′)) = M ′ + Ker(f).

(2) Si N ′ ≤ N , entonces f(f−1(N ′)) = N ′ ∩ Im(f).

(3) Si g : N // K es un morfismo, entonces

(a) Ker(gf) = f−1(Ker(g)).
(b) Im(gf) = g(Im(f)).

Demostración. (1) f−1(f(M ′)) ⊆M ′ + Ker(f):

Sea x ∈ f−1(f(M ′)) ⇒ f(x) ∈ f(M ′)

⇒ ∃ m′ ∈M ′ tal que f(x) = f(m′)

⇒ f(x)− f(m′) = 0

⇒ f(x−m′) = 0

⇒ x−m′ ∈ Ker(f)

⇒ ∃ m ∈ Ker(f) tal que m = x−m′

⇒ x = m′ +m ∈M ′ + Ker(f).

M ′ + Ker(f) ⊆ f−1(f(M ′)):

Sea x ∈M ′ + Ker(f) ⇒ x = m′ +m

con m′ ∈M ′ y m ∈ Ker(f)

⇒ f(x) = f(m′ +m)

⇒ f(x) = f(m′) + f(m)

⇒ f(x) = f(m′) ∈ f(M ′)

⇒ x ∈ f−1(f(M ′)).

(2) f(f−1(N ′)) ⊆ N ′ ∩ Im(f):

Sea x ∈ f(f−1(N ′)) ⇒ ∃ m ∈ f−1(N ′) tal que x = f(m)

⇒ x ∈ N ′ ∩ Im(f).
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N ′ ∩ Im(f) ⊆ f(f−1(N ′)):

Sea x ∈ N ′ ∩ Im(f) ⇒ x ∈ N ′ y x ∈ Im(f)

⇒ x ∈ N ′ y ∃ m ∈M
tal que x = f(m)

⇒ m ∈ f−1(N ′)

⇒ x = f(m) ∈ f(f−1(N ′)).

(3) Sea g : N // K un morfismo, entonces

(a) Ker(gf) = f−1(Ker(g)):

x ∈ Ker(gf) ⇔ gf(x) = 0

⇔ g(f(x)) = 0

⇔ f(x) ∈ Ker(g)

⇔ x ∈ f−1(Ker(g)).

(b) Im(gf) ⊆ g(Im(f)):

Sea x ∈ Im(gf) ⇒ ∃ m ∈M tal que x = gf(m)

⇒ x = g(f(m))

⇒ x ∈ g(Im(f)).

g(Im(f)) ⊆ Im(gf):

Sea x ∈ g(Im(f)) ⇒ ∃ n ∈ Im(f) tal que x = g(n)

⇒ ∃ m ∈M tal que n = f(m)

⇒ x = g(f(m))

⇒ x = gf(m) ∈ Im(gf).

Proposición 1.1.4. Sean f : M // N y g : N // K dos morfismos de módulos. Entonces:

(1) Si gf es monomorfismo, f es monomorfismo.

(2) Si gf es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostración. (1) Sean x, y ∈ M tales que f(x) = f(y), entonces (gf)(x) = g(f(x)) = g(f(y)) =
(gf)(y). Como gf es monomorfismo se sigue que x = y y en consecuencia f es monomorfismo.

(2) Como gf es epimorfismo, por (3) de la Proposición 1.1.3, g(Im(f)) = Im(gf) = K. Como
Im(f) ≤ N , entonces g(Im(f)) ≤ g(N) ≤ K. Por lo tanto g(N) = K, es decir, g es epimorfismo.

Las siguientes propiedades son claras.

Lema 1.11. Sea f : M // N un morfismo de módulos y sean {Mi | Mi ≤ M, i ∈ I} ,
{Ni | Ni ≤ N, i ∈ I}. Entonces:

(1) f

(∑
i∈I

Mi

)
=
∑
i∈I

f(Mi).

(2) f−1

(∑
i∈I

Ni

)
≥
∑
i∈I

f−1(Ni).
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(3) Si Ni ≤ Im(f) para cada i ∈ I, entonces f−1

(∑
i∈I

Ni

)
=
∑
i∈I

f−1(Ni).

(4) f−1

(⋂
i∈I

Ni

)
=
⋂
i∈I

f−1(Ni).

(5) f

(⋂
i∈I

Mi

)
≤
⋂
i∈I

f(Mi).

(6) Si Ker(f) ≤Mi para cada i ∈ I, entonces f

(⋂
i∈I

Mi

)
=
⋂
i∈I

f(Mi).

Teorema 1.12. (Primer Teorema de Isomorfismo de módulos) Si f : M // N es un
morfismo de módulos, entonces

Im(f) ∼= M/Ker(f).

Demostración. Definamos la siguiente función:

g : M/Ker(f) → Im(f)

x 7→ f(x).

Notemos que g está bien definida y es inyectiva. En efecto, sean x, y ∈M/Ker(f), entonces

x = y ⇔ x− y ∈ Ker(f)

⇔ f(x− y) = 0

⇔ f(x)− f(y) = 0

⇔ f(x) = f(y).

Por lo tanto g está bien definida y es inyectiva, además es claro que es suprayectiva. Ahora veamos
que g es morfismo. Sean r ∈ R y x, y ∈M/Ker(f), entonces

g(rx+ y) = g(rx+ y)

= g(rx+ y)

= f(rx+ y)

= rf(x) + f(y)

= rg(x) + g(y).

Por lo tanto g es un morfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo.

Teorema 1.13. (Segundo Teorema de Isomorfismo de módulos) Sean N ∈ R-Mod y
L,M ≤ N , entonces

(L+M)/L ∼= M/(L ∩M).

Demostración. Sea π : M + L // (M + L)/L el morfismo natural. Consideremos π|M , enton-
ces

Ker(π|M ) = {m ∈M | m+ L = 0}
= {m ∈M | m ∈ L}
= M ∩ L,

7
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e

Im(π|M ) = {m+ L | m ∈M}
= {(m+ l) + L | m ∈M y l ∈ L}
= (M + L)/L.

Por lo tanto, por el Teorema 1.12, (M + L)/L = Im(π|M ) ∼= M/Ker(π|M ) = M/(M ∩ L).

Teorema 1.14. (Tercer Teorema de Isomorfismo de módulos) Sean L,M,N ∈ R-Mod tales
que L ≤M ≤ N . Entonces

N/M ∼= (N/L)/(M/L).

Demostración. Definamos f como sigue:

f : N/L → N/M

n+ L 7→ n+M.

Es claro que f está bien definida y es morfismo de módulos. Además,

Ker(f) = {n+ L | n+M = 0}
= {n+ L | n ∈M}
= M/L,

e

Im(f) = {n+M | n ∈ N}
= N/M.

Entonces, por el Teorema 1.12, N/M = Im(f) ∼= (N/L)Ker(f) = (N/L)/(M/L).

Definición 1.15. Sea M ∈ R-Mod. Definimos el anulador de M en R de la siguiente manera:

(0 : M) = {r ∈ R | rx = 0 para todo x ∈M}.

Observación 1.16.

(1) Sea M ∈ R-Mod, entonces (0 : M) es un ideal bilateral de R.

(2) Para cada x ∈M , (0 : x) = {a ∈ R | ax = 0}.

(3) Si I es un ideal bilateral de R tal que I ≤ (0 : M), entonces M es un R/I-módulo izquierdo
con la suma de M y el producto dado por ax = ax para toda a ∈ R/I y x ∈M .

1.1.2. Sucesiones exactas de módulos
Definición 1.17. Una sucesión de morfismos de módulos

· · · // Mi−1

fi−1 // Mi
fi // Mi+1

// · · ·

es llamada exacta en Mi si Ker(fi) = Im(fi−1). Si es exacta en cada módulo la llamaremos suce-

sión exacta. En particular, una sucesión exacta de la forma 0 // L
f // M

g // N // 0
se llamará sucesión exacta corta.

Observación 1.18. Si 0
α // L

f // M
g // N

β // 0 es una sucesión exacta corta, enton-
ces f es monomorfismo y g epimorfismo.
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Demostración. f es monomorfismo: Como la sucesión es exacta corta tenemos que 0 = Im(α) =
Ker(f). Por lo tanto f es monomorfismo.

g es epimorfismo: Como la sucesión es exacta corta tenemos que Im(g) = Ker(g) = N . Por lo
tanto g es epimorfismo.

La siguiente propiedad es clara:

Proposición 1.1.5. Sean L,M ∈ R-Mod tales que L ≤ M , entonces la siguiente sucesión es
exacta corta:

0
α // L

ι // M
π // M/L

β // 0 .

Si 0 // L
f // M

g // N // 0 es una sucesión exacta corta, entonces L ∼= Im(f) y
por el Teorema 1.12, N ∼= M/Im(f). Por lo tanto, una sucesión exacta corta se puede formar con
una inclusión seguida de una proyección.

Lema 1.19. (Del quinto) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // L
f //

α

��

M
g //

µ

��

N //

λ

��

0

0 // L′
f ′ // M ′

g′ // N ′ // 0

(es decir, µf = f ′α y λg = g′µ) con filas de sucesiones exactas cortas.

(1) Si α y λ son monomorfismos, entonces µ es monomorfismo.

(2) Si α y λ son epimorfismos, entonces µ es epimorfismo.

(3) Si α y λ son isomorfismos, entonces µ es isomorfismo.

Demostración. (1) µ es monomorfismo: Supongamos que α y λ son monomorfismos. Sea x ∈
Ker(µ), entonces λ(g(x)) = g′(µ(x)) = g′(0) = 0. Como λ es monomorfismo se sigue que g(x) = 0,
es decir, x ∈ Ker(g) = Im(f) (ya que la fila superior es exacta corta). Entonces existe l ∈ L tal que
f(l) = x y en consecuencia f ′(α(l)) = µ(f(l)) = µ(x) = 0. Como f ′α es monomorfismo, entonces
l = 0. Luego x = f(l) = f(0) = 0.

(2) µ es epimorfismo: Supongamos que α y λ son epimorfismos. Sea y ∈M ′, entonces g′(y) ∈ N ′
y como λ es epimorfismo, existe n ∈ N tal que λ(n) = g′(y). Como g es epimorfismo, existe m ∈M
tal que g(m) = n. Entonces g′(y) = λ(n) = λ(g(m)) = g′(µ(m)) de donde g′(y − µ(m)) =
g′(y)−g′(µ(m)) = 0, es decir, y−µ(m) ∈ Ker(g′) = Im(f ′) (ya que la fila inferior es exacta corta).
Entonces existe l′ ∈ L′ tal que f ′(l′) = y − µ(m) y como α es epimorfismo, existe l ∈ L tal que
α(l) = l′. Luego, y − µ(m) = f ′(l′) = f ′(α(l)) = µ(f(l)). Por lo tanto µ(f(l)−m) = y.

(3) Se sigue de (1) y (2).

1.1.3. Suma y producto directo de módulos

Definición 1.20. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos definimos su producto como sigue:

∏
i∈I

Mi =

 α : I //
⋃
i∈I

Mi

∣∣∣∣∣∣ α(i) ∈Mi ∀ i ∈ I

 .

Observación 1.21.

(1) xi = α(i) es llamado el i-ésimo componente de α.
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(2) Si α ∈
∏
i∈I

Mi, entonces α = (α(i)) = (xi).

(3) Si Mi = M para cada i ∈ I, escribimos
∏
i∈I

Mi = M I .

Si {Mi}i∈I es una familia de módulos, entonces
∏
i∈I

Mi es un módulo izquierdo sobre R con las

siguientes operaciones:

+ :
∏
i∈I

Mi ×
∏
i∈I

Mi →
∏
i∈I

Mi

((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7→ (xi)i∈I + (yi)i∈I = (xi + yi)i∈I

y

∗ : R×
∏
i∈I

Mi →
∏
i∈I

Mi

(a, (xi)i∈I) 7→ a ∗ (xi)i∈I = (axi)i∈I

Y es llamado producto directo de la familia {Mi}i∈I .

Definición 1.22. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos. Si α ∈
∏
i∈I

Mi definimos su soporte como:

sop(α) = {i ∈ I | α(i) 6= 0}.

Definición 1.23. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos. El conjunto:

⊕
i∈I

Mi =

{
α ∈

∏
i∈I

Mi | sop(α) es finito

}
≤
∏
i∈I

Mi.

Es llamado la suma directa (externa) de la familia {Mi}i∈I . En particular, si Mi = M para
cada i ∈ I, entonces escribimos

⊕
i∈I

Mi = M (I).

Observación 1.24. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos.

(1) Si I es finito, entonces
∏
i∈I

Mi =
⊕
i∈I

Mi.

(2) Para cada j ∈ I tenemos los siguientes morfismos:

(a) La inclusión natural: ιj : Mj
//
∏
i∈I

Mi , donde ιj(i) = mj si j = i y 0 si j 6= 1.

(b) La proyección natural: πj :
∏
i∈I

Mi
// Mj .

Y son tales que πiιi = 1Mi
para cada i ∈ I, mientras que πiιj = 0 si i 6= j.

(3) Para
⊕
i∈I

Mi también se tienen definidos los morfismos anteriores y son tales que
∑
i∈I

ιiπi =

1⊕
i∈I

Mi
.
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Definición 1.25. Sea M ∈ R-Mod y sean M1,M2 ≤ M . Decimos que M la suma directa
(interna) de M1 y M2 si:

(1) M = M1 +M2.

(2) M1 ∩M2 = 0.

Y lo escribimos como M = M1 ⊕M2.

Observación 1.26. Si M = M1 ⊕M2, entonces todo m ∈ M es escrito de una única manera
como m = m1 +m2 con m1 ∈M1 y m2 ∈M2. M1 y M2 son llamados sumandos directos de M.

Definición 1.27. Sea M ∈ R-Mod y sea {Mi}i∈I una familia de submódulos de M . Decimos que
M es la suma directa (interna) de la familia {Mi}i∈I si:

(1) M =
∑
i∈I

Mi.

(2) Mi

⋂∑
j 6=i

Mj

 = 0 para todo i ∈ I.

Y lo escribimos como M =
⊕
i∈I

Mi y los Mi son llamados sumandos directos de M .

Observación 1.28. Si M es la suma directa interna de la familia
∑
i∈I

Mi, entonces todo elemento

m ∈ M es escrito de una única manera como: m = m1 + · · · + mr, con mk ∈ Mik e iK ∈ I para
cada k ∈ {1, . . . , r}.

Definición 1.29.

(1) Sea f : L // M un monomorfismo. Decimos que f es un monomorfismo que se es-

cinde si existe un morfismo f ′ : M // L tal que f ′f = 1M .

(2) Sea g : M // N un epimorfismo. Decimos que g es un epimorfismo que se escinde

si existe un morfismo g′ : N // M tal que gg′ = 1N .

Proposición 1.1.6.

(1) Si f : L // M es un monomorfismo que se escinde, entonces Im(f) es sumando directo
de M .

(2) Si g : M // N es un epimorfismo que se escinde, entonces Ker(g) es sumando directo
de M .

Demostración. (1) Como f es un monomorfismo que se escinde existe un morfismo f ′ : M // L
tal que f ′f = 1M . Afirmamos que M = Im(f)⊕Ker(f ′). En efecto, sea x ∈M , entonces f ′(x) ∈ L
de donde f(f ′(x)) ∈M . Además si z = x− f(f ′(x)), entonces

f ′(z) = f ′(x− f(f ′(x))

= f ′(x)− f ′(f(f ′(x)))

= f ′(x)− (f ′f)(f ′(x))

= f ′(x)− 1M (f ′(x))

= f ′(x)− f ′(x)

= 0,
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es decir, z ∈ Ker(f ′). Por lo tanto x = f(f ′(x)) + z ∈ Im(f) + Ker(f ′). Sea y ∈ Im(f) ∩ Ker(f ′),
entonces y ∈ Im(f) e y ∈ Ker(f ′), es decir, y = f(x) para algún x ∈ L y f ′(y) = 0, entonces
0 = f ′(y) = f ′(f(x)) = x. Por lo tanto x = 0 de donde y = f(x) = f(0) = 0 y en consecuencia
Im(f) ∩ Ker(f ′) = 0. Así hemos demostrado que M = Im(f) ⊕ Ker(f ′) y en consecuencia, Im(f)
es sumando directo de M .

(2) Como g es un epimorfismo que se escinde existe un morfismo g′ : N // M tal que
gg′ = 1N . Afirmamos que M = Im(g′) ⊕ Ker(g). En efecto, sea x ∈ M , entonces x = g′(g(x)) +
(x− g′(g(x))). Notemos que x− g′(g(x)) ∈ Ker(g):

g(x− g′(g(x))) = g(x)− g(g′(g(x)))

= g(x)− (gg′)(g(x))

= g(x)− 1N (g(x))

= g(x)− g(x)

= 0.

Por lo tanto x− g′(g(x)) ∈ Ker(g) y en consecuencia x ∈ Im(g′) + Ker(g). Ahora sea y ∈ Im(g′) ∩
Ker(g), entonces y ∈ Im(g′) e y ∈ Ker(g), es decir, y = g′(x) para algún x ∈ N y g(y) = 0.
Entonces x = g(g′(x)) = g(y) = 0 y en consecuencia y = 0. Por lo tanto Im(g′) ∩Ker(g) = 0. Así
hemos demostrado que M = Im(g′)⊕Ker(g), es decir, Ker(g) es sumando directo de M .

Definición 1.30. Decimos que la sucesión exacta corta 0 // L
f // M

g // N // 0 se
escinde si:

(1) M ∼= L⊕N .

(2) El siguiente diagrama conmuta:

0 // L
f // M

g //

α

��

N // 0

0 // L
ιL // L⊕N πN // N // 0

(1.1)

es decir, αf = ιL y g = πNα.

Proposición 1.1.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para una sucesión exacta corta

0 // L
f // M

g // N // 0 :

(1) La sucesión se escinde.

(2) Existe f ′ : M // L tal que f ′f = 1L.

(3) Existe g′ : N // M tal que gg′ = 1N .

Demostración. (1)⇒(2) Supongamos que la sucesión se escinde, entonces tenemos el diagrama
conmutativo 1.1, es decir, αf = ιL y g = πNα. Sea f ′ = πLα : M // L , entonces f ′f =

(πLα)f = πL(αf) = πLιL = 1L.
(2)⇒(1) Supongamos que existe f ′ : M // L tal que f ′f = 1L. Veamos que existe α tal

que hace conmutar el diagrama 1.1, es decir, αf = ιL y g = πNα. Sea α = ιLf
′ + ιNg, entonces

αf = (ιLf
′ + ιNg)f

= (ιLf
′)f + (ιNg)f

= ιL(f ′f) + ιN (gf)

= ιL1L

= ιL

y

πNα = πN (ιLf
′ + ιNg)

= πN (ιLf
′) + πN (ιNg)

= (πN ιLf)′ + (πN ιN )g

= 1Ng

= g
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Luego, el diagrama 1.1 conmuta y por el Lema 1.19, α es isomorfismo.
(1)⇒(3) Supongamos que la sucesión se escinde, entonces tenemos el diagrama conmutativo 1.1,

es decir, αf = ιL y g = πNα. Como α es isomorfismo existe α−1 : L⊕N // M y como g =

πNα, entonces gα−1 = πN . Sea g′ = α−1ιN : N // M , entonces gg′ = g(α−1ιN ) = (gα−1)ιN =
πN ιN = 1N .

(3)⇒(1) Supongamos que existe g′ : N // M tal que gg′ = 1N . Veamos que existe

β : L⊕N // M tal que el diagrama de abajo conmuta

0 // L
ιL // L⊕N πN //

β

��

N // 0

0 // L
f // M

g // N // 0

es decir, βιL = f y gβ = πN . Sea β = fπL + g′πN , entonces

βιL = (fπL + g′πN )ιL

= (fπL)ιL + (g′πN )ιL

= f(πLιL) + g′(πN ιL)

= f1L

= f

y

gβ = g(fπL + g′πN )

= g(fπL) + g(g′πN )

= (gf)πL + (gg′)πN

= 1NπN

= πN

Luego, el diagrama conmuta y por el Lema 1.19, β es isomorfismo.

1.1.4. Módulos libres

Definición 1.31. Sea M ∈ R-Mod y sea X = {xi}i∈I un subconjunto de M .

(1) Decimos que X es un conjunto generador de M si para todo x ∈ M se cumple que
x =

∑
i∈I

aixi, con ai ∈ R para cada i ∈ I y ai = 0 excepto para un número finito.

(2) Decimos que X es linealmente independiente si para toda sucesión finita i1, . . . , in de
elementos distintos de I y para todo a1, . . . , an ∈ R tales que a1xi1 + · · · + anxin = 0,
entonces a1 = · · · = an = 0.

(3) Decimos que M es libre si X es linealmente independiente y genera a M .

Si M ∈ R-Mod y X es un subconjunto linealmente independiente que genera a M , entonces X
es llamado base de M .

Observación 1.32. Sea M ∈ R-Mod y sea X = {xi}i∈I una base de M , entonces todo elemento
de M tiene una única representación.

Demostración. Sea x ∈ M y supongamos que x = a1xi1 + · · · + anxin = b1xi1 + · · · + bnxin con
i1, . . . in ∈ I distintos y a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R, entonces (a1 − b1)xi1 + · · · + (an − bn)xin = 0.
Por lo tanto, como X es linealmente independiente se sigue que a1 − b1 = · · · = an − bn = 0, es
decir, a1 = b1, . . . an = bn y en consecuencia x tiene una única representación.

Lema 1.33. Si f : M // N es un isomorfismo de módulos y M es libre, entonces N es libre.

Demostración. Supongamos que f es isomorfismo y que M es libre, entonces existe X = {xi}i∈I
base de M . Veamos que Y = {f(xi)}i∈I es base de N .
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Y genera a N : Sea y ∈ N , entonces existe x ∈ M tal que y = f(x) y como M es libre
x =

∑
i∈I

aixi con ai ∈ R y xi ∈ X para cada i ∈ I. Luego, y = f(x) =
∑
i∈I

aif(xi).

Y es linealmente independiente: Sean ai ∈ R y f(xi) ∈ Y para cada i ∈ I tales que∑
i∈I

aif(xi) = 0, entonces tenemos que f

(∑
i∈I

aixi

)
= 0, es decir,

∑
i∈I

aixi ∈ Ker(f) = 0. Luego,∑
i∈I

aixi = 0 y como X es base de M concluimos que ai = 0 para cada i ∈ I.

Proposición 1.1.8. Sea M ∈ R-Mod, entonces M es libre si y sólo si M ∼= R(I) para algún
conjunto I.

Demostración. Supongamos que M es libre, entonces existe X = {xi}i∈I base de M . Definamos a
f de la siguiente manera:

f : R(I) → M

(ai)i∈I 7→
∑
i∈I

aixi.

Es claro que f es morfismo de módulos. Veamos que f es epimorfismo. Sea x ∈ M , entonces
x =

∑
i∈I

aixi = f((ai)i∈I), es decir, f es suprayectiva. Ahora veamos que f es monomorfismo, sea

(ai)i∈I ∈ Ker(f), entonces
∑
i∈I

aixi = f((ai)i∈I) = f((ai)i∈I) = 0, es decir,
∑
i∈I

aixi = 0. Como

X = {xi}i∈I es base de M se sigue que ai = 0 para cada i ∈ I y en consecuencia (ai)i∈I = 0, es
decir, Ker(f) = 0. Por lo tanto f es inyectiva.

Suficiencia: Primero veamos que R(I) es libre para todo I 6= ∅. Recordemos que R(I) =
⊕
i∈I

Ri

donde cada Ri = R. Luego, R(I) = { α : I // R | α(i) ∈ R para todo i ∈ I y sop(α) < ∞}.
Sea X = {δi}i∈I donde δi : I // R está dada por:

δi(j) =

 1R si j = i

0R si j 6= i

Es claro que sop(δi) es finito, entonces para cada i ∈ I tenemos que δi ∈ R(I). Sea α ∈ R(I), entonces
sop(α) es finito. Sea sop(α) = {ai1 , . . . ain} y sea k ∈ I, entonces α(k) = aik si k ∈ {i1, . . . , in}

y aik = 0 si k /∈ {i1, . . . , in}. Sea α ∈ R(I), afirmamos que α =

n∑
j=1

aijδij . En efecto, sea k ∈ I

entonces tenemos los siguientes casos:

Caso 1: k /∈ {i1, . . . , in}, entonces α(k) = 0 y por otro lado

 n∑
j=1

aijδij

 (k) =

n∑
j=1

aijδij (k) =

0. Por lo tanto α =

n∑
j=1

aijδij .

Caso 2: k ∈ {i1, . . . , in}, entonces α(k) = aij0 y por otro lado

 n∑
j=1

aijδij

 (k) = n∑
j=1

aijδij

 (ij0) =

n∑
j=1

aijδij (ij0) = aij0 1 = aij0 . Por lo tanto α =

n∑
j=1

aijδij .
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Así, hemos demostrado queX = {δi}i∈I es un subconjunto de R(I) que lo genera. Ahora veamos que

X = {δi}i∈I es linealmente independiente. Supongamos que
n∑
j=1

aijδij = 0, entonces aij0 = aij0 1 =

n∑
j=1

aijδij (ij0) =

 n∑
j=1

aijδij

 (ij0) = 0(ij0) = 0R, es decir, aij0 = 0R. Como ij0 fue arbitrario

concluimos que aij0 = 0R para todo j ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto X = {δi}i∈I es linealmente
independiente y en consecuencia una base para R(I). Por lo tanto R(I) es libre y como M ∼= R(I),
por el Lema 1.33, M es libre.

Proposición 1.1.9. Todo módulo es cociente de un libre.

Demostración. Sea M ∈ R-Mod y sea X un conjunto generador de M . Consideremos la siguiente
función:

f : R(X) → M

(ax)x∈X 7→
∑
x∈X

axmx.

Es claro que f es un epimorfismo, entonces por el Teorema 1.12, R(X)/Ker(f) ∼= M , es decir, M
es cociente de un libre.

1.1.5. Módulos noetherianos y módulos finitamente generados
Definición 1.34. Sean M ∈ R-Mod y X = {xi}i∈I un conjunto de generadores de M . Si X es
finito decimos que M es finitamente generado.

Definición 1.35. Sea M ∈ R-Mod. Decimos que:

(1) M es cíclico si es generado por un elemento y lo denotamos por M := Rx = {ax | a ∈ R}.

(2) M es simple si es distinto de cero y sus únicos submódulos son 0 y M .

Proposición 1.1.10. Sean L,M ∈ R-Mod tales que L ≤M .

(1) Si M es finitamente generado, entonces M/L es finitamente generado.

(2) Si L y M/L son finitamente generados, entonces M es finitamente generado.

Demostración. (1) ComoM es finitamente generado existe {x1, . . . , xn} subconjunto deM tal que

para todo x ∈ M , x =

n∑
i=1

aixi con ai ∈ R para cada i ∈ I. Veamos que {x1, . . . , xn} genera a

M/L. Sea x ∈M/L, entonces x = x+L =

n∑
i=1

aixi+L =

n∑
i=1

(aixi+L) =

n∑
i=1

ai(xi+L) =

n∑
i=1

aixi.

Por lo tanto M/L es finitamente generado.
(2) Sean {xi, . . . , xn} y {y1, . . . , yn} conjuntos generadores de L y M/L respectivamente. Sea

x ∈ M , entonces x + L = x =

m∑
j=1

ajyj =

m∑
j=1

aj(yj + L) =

m∑
j=1

(ajyj + L) =

m∑
j=1

ajyj + L. Por lo

tanto x−
m∑
j=1

ajyj ∈ L, entonces x−
m∑
j=1

ajyj =

n∑
i=1

aixi y en consecuencia x =

n∑
i=1

aixi +

m∑
j=1

ajyj .

Por lo tanto M es finitamente generado.

Lema 1.36. Si f : M // N es un isomorfismo de módulos y N es finitamente generado,
entonces M es finitamente generado.
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Demostración. Como f es isomorfismo podemos considerar la función f−1 : N // M que tam-
bién es isomorfismo. Sea y ∈ M , entonces existe x ∈ N tal que y = f−1(x). Como x ∈ N y N

es finitamente generado, x =

n∑
i=1

aixi. Luego, y = f−1(x) = f−1

(
n∑
i=1

aixi

)
=

n∑
i=1

f−1(aixi) =

n∑
i=1

aif
−1(xi). Por lo tanto M es finitamente generado.

Proposición 1.1.11. Sea 0 // L
f // M

g // N // 0 una sucesión exacta corta de mó-
dulos. Si L y N son finitamente generados, entonces M es finitamente generado.

Demostración. Como L es finitamente generado y L ∼= Im(f), por el Lema 1.36, Im(f) es finitamen-
te generado. Por otro lado, como g es epimorfismo, por el Teorema 1.12, M/Im(f) = M/Ker(f) ∼=
N y como N es finitamente generado, por el Lema 1.36, M/Im(f) es finitamente generado. Por lo
tanto, por (2) de la Proposición 1.1.10, M es finitamente generado.

Definición 1.37. M ∈ R-Mod es llamado noetheriano si todo submódulo de M es finitamente
generado.

Proposición 1.1.12. Un módulo izquierdo M es noetheriano si y sólo si toda cadena ascendente
de submódulos propios de M es finita.

Demostración. Sea L1 < L2 < · · ·Lm < · · · una cadena ascendente de submódulos propios de M .
Entonces L =

⋃
i∈Z

Li es un submódulo propio de M y por hipótesis es finitamente generado, es

decir, existe {xi, . . . , xn} subconjunto finito de L que lo genera. Por lo tanto existe n0 ∈ Z tal que
{xi, . . . , xn} es subconjunto de Ln0

. Entonces L = Ln0
y Lm = Ln0

para todo m ≥ n0.
Sea L ≤ M , veamos que L es finitamente generado. Si L = 0 terminamos. Supongamos que

L 6= 0, entonces existe 0 6= x1 ∈ L. Consideremos L1 = Rx1 ≤ L. Si L1 6= L, entonces existe x2 ∈ L
tal que x2 /∈ L1. Consideremos L2 = Rx1 + Rx2 ≤ L. Repitiendo este procedimiento, obtenemos
la cadena L1 < L2 < · · · que por hipóteis es finita, es decir, existe n ∈ N tal que Ln = Ln+1.
Luego, L = Ln = Rx1 + · · · + Rxn. Por lo tanto L es finitamente generado y en consecuencia M
es noetheriano.

Lema 1.38. Si f : M // N es un isomorfismo de módulos y M es noetheriano, entonces N
es noetheriano.

Demostración. Sea N ′ ≤ N , veamos que N ′ es finitamente generado. Como f−1(N ′) ≤M y M es
noetheriano se sigue que f−1(N ′) es finitamente generado. Entonces como f−1(N ′) ∼= N ′, por el
Lema 1.36, N ′ es finitamente generado. Por lo tanto N es noetheriano.

Proposición 1.1.13. Sean M ∈ R-Mod y L ≤ M . Entonces M es noetheriano si y sólo si L y
M/L son noetherianos.

Proposición 1.1.14. Sea 0 // L
f // M

g // N // 0 una sucesión exacta corta de mó-
dulos.

(1) Si M es noetheriano, entonces L y N son noetherianos.

(2) Si L y N son noetherianos, entonces M es noetheriano.

Demostración. (1) L es noetheriano: Como f es monomorfismo, entonces L ∼= Im(f). Y como
Im(f) ≤ M y M es noetheriano, por la Proposición 1.1.13, Im(f) es noetheriano. Luego, por el
Lema 1.38, L es noetheriano.
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N es noetheriano: Como g es epimorfismo, por el Teorema 1.12, M/Ker(g) ∼= N . Y como M es
noetheriano, por la Proposición 1.1.13, M/Ker(g) es noetheriano. Luego, por el Lema 1.38, N es
noetheriano.

(2) Como f es monomorfismo se sigue que L ∼= Im(f) y como L es noetheriano, por el Lema
1.38, Im(f) es noetheriano. Por otro lado, como g es epimorfismo, por el Teorema 1.12,M/Im(f) =
M/Ker(g) ∼= N y como N es noetheriano, por el Lema 1.1.13, M/Im(f) es noetheriano. Por lo
tanto, por la Proposición 1.1.12, M es noetheriano.

Definición 1.39. Decimos que un anillo R es un anillo noetheriano izquierdo si RR es noet-
heriano.

1.1.6. Módulos proyectivos e inyectivos

Definición 1.40. Un módulo izquierdo P es llamado proyectivo si existe un morfismo
h : P // N tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

P

h

~~
f

��
M

g // N // 0

es decir, f = gh.

Lema 1.41. Todo módulo libre es proyectivo.

Demostración. Sea F ∈ R-Mod libre, veamos que existe un morfismo h : F // N tal que hace
conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

F

h

~~
f

��
M

g // N // 0

es decir, f = gh. Como F es libre existe {xi}i∈I base de F , entonces para cada i ∈ I, f(xi) ∈ N y
como g es epimorfismo existen yi ∈ M tales que f(xi) = g(yi) para cada i ∈ I. Definamos a h de
la siguiente manera:

h : F → M

xi 7→ yi,

donde f(xi) = g(yi) para cada i ∈ I. Es claro que h es morfismo. Luego, f(xi) = g(yi) = g(h(xi)) =
(gh)(xi), es decir, el diagrama anterior conmuta. Por lo tanto F es proyectivo.

Proposición 1.1.15. Sea {Pi}i∈I una familia de módulos izquierdos. P =
⊕
i∈I

Pi es proyectivo si

y sólo si todo Pi es proyectivo

Demostración. Supongamos que P es proyectivo. Veamos que existe un morfismo h : Pi // N
tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

Pi
h

~~
f

��
M

g // N // 0
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es decir, f = gh. Como P es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

P
πi //

h′

��

Pi

f

��
M

g // N // 0

es decir, gh′ = fπi. Consideremos ιj : Pj //
⊕
i∈I

Pi y sea h := h′ιj . Entonces gh = g(h′ιj) =

(gh′)ιj = (fπj)ιj = f(πjιj) = f1Pj = f , es decir, gh = f .
Supongamos que todo Pi es proyectivo. Veamos que existe un morfismo h : P // N tal que

hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

P

h

~~
f

��
M

g // N // 0

es decir, f = gh. Por hipótesis, para cada i ∈ I tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Pi
ιi //

hi
��

P

f

��
M

g // N // 0

es decir, ghi = fιi. Sea h :=
∑
i∈I

hiπi, entonces tenemos lo siguiente: gh = g

(∑
i∈I

hiπi

)
=

∑
i∈I

g(hiπi) =
∑
i∈I

(ghi)πi =
∑
i∈I

(fιi)πi =
∑
i∈I

f(ιiπi) = f

(∑
i∈I

ιiπi

)
= f1P = f , es decir, f =

gh.

Proposición 1.1.16. Los siguientes enunciados son equivalentes para un módulo izquierdo P :

(1) P es proyectivo.

(2) P es isomorfo a un sumando directo de un libre.

(3) Toda sucesión exacta corta 0 // L
f // M

g // P // 0 se escinde.

Demostración. (1)⇒(2) Supongamos que P es proyectivo, por la Proposición 1.1.9, existe un epi-
morfismo g : R(I) // P con I un conjunto no vacío y R(I) libre. Como P es proyectivo y g
epimorfismo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

P
h

}}
1P

��
R(I) g // P

es decir, gh = 1P . Luego, g se escinde y por (2) de la Proposición 1.1.6, R(I) = Im(h) ⊕ Ker(g).
Afirmamos que h es monomorfismo. En efecto, sea x ∈ Ker(h), entonces x = 1P (x) = (gh)(x) =
g(h(x)) = g(0) = 0. Entonces h es monomorfismo y en consecuencia P ∼= Im(h).
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(2)⇒(1) Supongamos que P ∼= K con K sumando directo de F y F libre, entonces existe un
isomorfismo α de P a K y H submódulo de F tal que F = K⊕H. Veamos que existe un morfismo
h : P // N tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

P

h

~~
f

��
M

g // N // 0

es decir, f = gh. Como F = K ⊕ H, entonces por el Lema 1.41 y la Proposición 1.1.15, K es
proyectivo. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K
α //

h′

��

P

f

��
M

g // N // 0

es decir, gh′ = fα. Sea h = h′α−1, entonces gh = g(h′α−1) = (gh′)α−1 = (fα)α−1 = f(αα−1) =
f1P = f , es decir, gh = f .

(3)⇒(1) Se sigue de la Proposición 1.1.7.

(3)⇒(2) Supongamos que toda sucesión exacta corta 0 // L
f // M

g // P // 0 se
escinde. Como todo módulo izquierdo es cociente de un libre, existe un epimorfismo g : F // P

con F libre. Entonces tenemos la sucesión exacta corta 0 // Ker(g) // F // P // 0 .
Entonces, por hipótesis F ∼= P ⊕Ker(g). Por lo tanto, por el Lema 1.41 y la Proposición 1.1.15, P
es proyectivo.

Definición 1.42. Un módulo izquierdo E es llamado inyectivo si existe un morfismo
h : M // E tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0 // N
g //

f

��

M

h~~
E

es decir, f = hg.

Proposición 1.1.17. Si E es un módulo inyectivo y E′ es un sumando directo de E, entonces E′
es inyectivo.

Demostración. Supongamos que E es inyectivo. Veamos que existe un morfismo h : M // E′

tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0 // N
g //

f

��

M

h~~
E′

es decir, f = hg. Como E es inyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // N
g //

f

��

M

h′

��
E′

ιE′ // E

es decir, ιE′f = h′g. Sea h = πE′h
′, entonces hg = (πE′h

′)g = πE′(h
′g) = πE′(ιE′f) = (πE′ιE′)f =

1E′f = f , es decir, hg = f .
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Proposición 1.1.18. Sea {Ei}i∈I una familia de módulos izquierdos. Entonces E =
∏
i∈I

Ei es

inyectivo si y sólo si cada Ei es inyectivo.

Demostración. Supongamos que E es inyectivo. Veamos que existe un morfismo h : M // Ei
tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0 // N
g //

f

��

M

h~~
Ei

es decir, f = hg. Como E es inyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // N
g //

f

��

M

h′

��
Ei

ιi // E

es decir, ιif = h′g. Sea h = πih
′, entonces hg = (πih

′)g = πi(h
′g) = πi(ιif) = (πiιi)f = 1Eif = f ,

es decir, hg = f .
Supongamos que todo Ei es inyectivo. Veamos que existe un morfismo h : M // E tal que

hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0 // N
g //

f

��

M

h~~
E

es decir, f = hg. Por hipótesis, para cada i ∈ I tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // N
g //

f

��

M

hi

��
E

πi // Ei

es decir, πif = hig. Sea h =
∑
i∈I

ιihi, entonces tenemos que: hg =

(∑
i∈I

ιihi

)
g =

∑
i∈I

(ιihi)g =

∑
i∈I

ιi(hig) =
∑
i∈I

ιi(πif) =
∑
i∈I

(ιiπi)f =

(∑
i∈I

ιiπi

)
f = 1Ef = f , es decir, hg = f .

Proposición 1.1.19. Si N ∈ R-Mod y M un submódulo inyectivo de N , entonces M es sumando
directo de N .

Demostración. Sean N ∈ R-Mod yM un submódulo inyectivo de N . Entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

0 // M �
� ι //

1M
��

N

h~~
M

es decir, hι = 1M . Por lo tanto ι es un monomorfismo que se escinde y por (1) de la Proposición
1.1.6 concluimos que M = ι(M) es un sumando directo de N .
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1.1.7. Cubiertas proyectivas y cápsulas inyectivas de módulos
Definición 1.43.

(1) Un submódulo K de un módulo izquierdo M es llamado superfluo en M (denotado por
K �M), si para todo L ≤M tal que K + L = M , se tiene que L = M .

(2) Un epimorfismo g : M // N es llamado epimorfismo superfluo si Ker(f)�M .

Observación 1.44. K � M si y sólo si el morfismo natural π : M // M/K es un epimor-
fismo superfluo.

Proposición 1.1.20. Sean K,L,M,N ∈ R-Mod.

(1) Si f : M // N y g : N // L son epimorfismos, entonces gf es un epimorfismo su-
perfluo si y sólo si f y g son superfluos.

(2) Si K ≤ L ⊆M , entonces L�M si y sólo si K �M y L/K �M/K.

(3) Si {Ki}ni=1 es una familia de submódulos superfluos de M , entonces
n∑
i=1

Ki es superfluo en

M .

(4) Si K �M y f : M // N es un morfismo, entonces f(K)� N .

(5) Si K ≤ L ≤M y L es un sumando directo de M , entonces K �M si y sólo si K � L.

Demostración. (1) Sean f : M // N , g : N // L dos epimorfismos y supongamos que gf
es un epimorfismo superfluo. Primero veamos que f es un epimorfismo superfluo. Sea U ≤ M
tal que Ker(f) + U = M . Como Ker(f) ≤ Ker(gf) se sigue que Ker(gf) + U = M . Y como
Ker(gf)�M concluimos que U = M . Por lo tanto f es un epimorfismo superfluo.

Ahora veamos que g es un epimorfismo superfluo. Sea U ≤ N tal que Ker(g)+U = N , entonces
f−1(Ker(g) +U) = f−1(N) = M . Pero como Ker(g) ≤ N = Im(f) y U ≤ N = Im(f), por el Lema
1.11 y la Proposición 1.1.3, f−1(Ker(g)+U) = f−1(Ker(g))+f−1(U) = Ker(gf)+f−1(U). Luego,
Ker(gf) + f−1(U) = M . Y como Ker(gf) � M concluimos que f−1(U) = M . Entonces, por la
Proposición 1.1.3, U = N . Por lo tanto g es un epimorfismo superfluo.

Sean f : M // N , g : N // L dos epimorfismos y supongamos que tanto f como g son
superfluos. Sea U ≤M tal que Ker(gf)+U = M . Por la Proposición 1.1.3, Ker(gf) = f−1(Ker(g)).
Entonces tenemos que f−1(Ker(g))+U = M . Y por el Lema 1.11 se sigue que Ker(g)+f(U) = N .
Pero como Ker(g) � N se sigue que f(U) = N y en consecuencia Ker(f) + U = M . Y como
Ker(f)�M concluimos que U = M . Por lo tanto gf es un epimorfismo superfluo.

(2) Supongamos que L�M y consideremos el siguiente diagrama:

M
f // M/K

g // (M/K)/(L/K) ∼= M/L

con f y g el morfismo natural. Observemos que Ker(gf) = L � M , es decir, Ker(gf) � M .
Entonces por (1) tenemos que f y g son epimorfismos superfluos. Por lo tanto K = Ker(f) � M
y L/K = Ker(g)�M/K.

Supongamos que K �M y L/K �M/K. Consideremos el siguiente diagrama:

M
f // M/K

g // (M/K)/(L/K) ∼= M/L

con f y g el morfismo natural. Como K �M y L/K �M/K tenemos que f y g son epimorfismos
superfluos. Entonces por (1), L = Ker(gf)�M .
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(3) n = 2: Supongamos que K1,K2 son superfluos en M . Veamos que K1 +K2 es superfluo en
M . Sea U ≤ M tal que K1 + K2 + U = M . Como K1 � M , K2 + U = M . Y como K2 � M ,
U = M . Por lo tanto K1 +K2 �M .

n + 1: Sea Ki
n
i=1 una familia de submódulos superfluos de M . Supongamos que

n∑
i=1

Ki � M .

Veamos que
n+1∑
i=1

Ki � M . Sea U ≤ M tal que
n∑
i=1

Ki + Kn+1 + U =

n+1∑
i=1

Ki + U = M . Como

n∑
i=1

Ki � M se sigue que Kn+1 + U = M y como Kn � N concluimos que U = M . Por lo tanto

n+1∑
i=1

Ki �M .

(4) Sea U ≤ N tal que f(K)+U = N . Afirmamos queM = K+f−1(U), como K y f−1(U) son
submódulos de M es suficiente demostrar que M ≤ K + f−1(U). Sea x ∈ M , entonces f(x) ∈ N .
Por lo tanto f(x) = f(k) + u con k ∈ K y u ∈ U . Entonces f(x − k) = u ∈ U y en consecuencia
x−k ∈ f−1(U). Por lo tanto x ∈ K+f−1(U) y como K �M se sigue que f−1(U) = M . Entonces
U ∩ Im(f) = f(f−1(U)) = f(M) y en consecuencia Im(f) ≤ U . Como f(K) ≤ Im(f), entonces
f(K) ≤ U , de donde U = f(K) + U = N , es decir, U = N . Por lo tanto f(K)� N .

(5) Supongamos que K ≤ L ≤M y que L es un sumando directo deM , entonces existe H ≤M
tal que M = L⊕H.

Sea f : M // L tal que l + h
� // l . Como K ≤ L, f(K) = K y como K � M , por (4)

se sigue que K = f(K)�M .
Sea g : L // M tal que l � // l + 0 . Como K ≤ L, g(K) = K y como K � M se sigue

que K = g(K)�M .

Definición 1.45. Una cubierta proyectiva de un módulo izquiero M es un par ordenado (P,ϕ),
donde P es un módulo proyectivo y ϕ : P // M es un epimorfismo superfluo.

Definición 1.46.

(1) Un submódulo K de un módulo izquierdo M es llamado esencial en M (denotado por K ≤es
M), si para todo L ≤M tal que K ∩ L = 0, se tiene que L = 0.

(2) Un monomorfismo f : L // M es llamado monomorfismo esencial si Im(f) ≤es M .

Observación 1.47. K ≤es M si y sólo si ι : K
� � // M es un monomorfismo esencial.

Lema 1.48. K ≤ M es esencial en M si y sólo si para todo 0 6= x ∈ M existe 0 6= r ∈ R tal que
0 6= rx ∈ K.

Demostración. Supongamos que K es esencial en M . Sea 0 6= x ∈ M , entonces 0 6= Rx, y como
K ≤es M , K ∩ Rx 6= 0. Por lo tanto existe 0 6= y ∈ K ∩ Rx, entonces rx = y ∈ K para algún
r ∈ R.

Supongamos que para todo 0 6= x ∈ M existe 0 6= r ∈ R tal que 0 6= rx ∈ K. Sea 0 6= L ≤ M ,
entonces existe 0 6= x ∈ L y por tanto en M . Entonces, por hipótesis existe r ∈ R tal que
0 6= rx ∈ K. Por lo tanto 0 6= rx ∈ K ∩ L y en consecuencia K ≤es M .

Proposición 1.1.21. Sean K,L,M ∈ R-Mod.

(1) Dos monomorfismos f : K // L y g : L // M son esenciales si y sólo si gf es esen-
cial.

(2) Si K ≤ L ≤M , entonces K ≤es M si y sólo si K ≤es L ≤es M .
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(3) Si h : K // M es un morfismo y L ≤es M , entonces h−1(L) ≤es K.

(4) Si K1 ≤es L1 ≤M y K2 ≤es L2 ≤M , entonces K1 ∩K2 ≤es L1 ∩ L2.

(5) Si {Ki}ni=1 es una familia de submódulos esenciales de M , entonces
n⋂
i=1

Ki ≤es M .

Demostración. Es dual a la demostración de la Proposición 1.1.20.

Definición 1.49. Una cápsula inyectiva de un módulo izquierdo M es un par (E,ψ), donde E
es un módulo inyectivo y ψ : M // E es un monomorfismo esencial.

Observación 1.50. Si M ∈ R-Mod, denotamos por E(M) a su cápsula inyectiva y esta es única
salvo isomorfismos.

1.1.8. Módulos semisimples
Recordemos que un módulo izquierdo S es simple si es distinto de cero y sus únicos submódulos

son los triviales.

Lema 1.51. Un R-módulo izquierdo M es simple si y sólo si M 6= 0 y para todo 0 6= x ∈ M ,
M = Rx.

Demostración. Supongamos que M es simple, entonces M 6= 0. Sea 0 6= x ∈ M , entonces Rx 6= 0
y puesto que Rx ≤M tenemos que Rx = M .

Supongamos que M 6= 0 y que para todo 0 6= x ∈ M , M = Rx. Sea 0 6= L ≤ M , entonces
existe 0 6= x ∈ L y por tanto en M . Entonces por hipótesis se sigue que Rx = M . Por lo tanto
L ≤M = Rx ≤ L, es decir, L = M y en consecuencia M es simple.

Definición 1.52. Decimos que un módulo izquierdo M es semisimple si es suma de simples.
Esto es,

M =
∑
i∈I

Si

donde cada Si es simple.

Notemos que si I = ∅, entonces M =
∑
i∈∅

Si = {0}.

Ejemplo 5. Todo módulo simple es semisimple. En particular el {0} es semisimple.

Lema 1.53. Sea M =
∑
i∈I

Si donde cada Si es simple. Si L ≤ M , entonces existe J subconjunto

de I tal que M = L⊕

(⊕
i∈J

Si

)
.

Demostración. Sea Γ :=

{
J ⊆ I

∣∣∣∣∣ L+

(∑
i∈J

Si

)
es directa

}
. Como ∅ ⊂ I es tal que L +(⊕

i∈∅
Si

)
= L + 0 es directa se sigue que ∅ ∈ Γ. Luego, Γ 6= ∅. Además es claro que Γ está

ordenado por la inclusión. Sea Φ = {Jλ}Λ una cadena de elementos de Γ y sea J∗ =
⋃
λ∈Λ

Jλ. Es

claro que J∗ es cota superior de Φ, veamos que J∗ ∈ Γ. Sea x ∈ L
⋂(⊕

i∈J∗
Si

)
, entonces x ∈ L y
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x ∈

(⊕
i∈J∗

Si

)
. Como x ∈

(⊕
i∈J∗

Si

)
existe J ′ ⊆ J∗ finito tal que x ∈

(∑
i∈J′

Si

)
. Como Φ es una

cadena existe λ ∈ Λ tal que J ′ ⊆ Jλ. Luego, x ∈ L
⋂(⊕

i∈Jλ

Si

)
= 0, es decir, x = 0. Por lo tanto

J∗ ∈ Γ. Entonces por el Lema de Zorn existe J ⊆ I máximo tal que M ′ = L+

(∑
i∈J

Si

)
es directa.

Ahora falta demostrar que M = M ′. Como M =
∑
i∈I

Si, basta demostrar que Si ≤ M ′ para

cada i ∈ I. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe i0 ∈ I tal que Si0 � M ′.
Notemos que i0 /∈ J ya que de ser así Si0 ≤M ′ que es una contradicción. Entonces, Si0 ∩M ′ = 0.
Luego,

M ′ + Si0 =

(
L+

(∑
i∈J

Si

))
+ Si0

= L+

((∑
i∈J

Si

)
+ Si0

)

= L+

 ∑
i∈J

⋃
{i0}

Si

 .

es directa. Por lo tanto J ⊂ J ∪ {i0} ∈ Γ que es una contradicción por la elección de J . Luego,
Si ≤M para cada i ∈ I.

Observación 1.54. Sea M ∈ R-Mod y supongamos que todo submódulo de M es sumando directo
de M . Entonces:

(1) Todo submódulo de M tiene está misma propiedad.

(2) Todo submódulo no nulo de M tiene un submódulo simple.

Demostración. (1) Sea L ≤M y sea K ≤ L, veamos que existe K ′ ≤ L tal que L = K⊕K ′. Como
K ≤ L y L ≤ M tenemos que K ≤ M . Por lo tanto existe H ≤ M tal que M = K ⊕ H. Como
K ≤ L, por el Lema 1.4 tenemos que L = M ∩ L = (H ⊕K) ∩ L = (H ∩ L)⊕K. Por lo tanto, si
K ′ = H ∩ L tenemos lo deseado.

(2) Sea 0 6= x ∈M y consideremos Rx. Como Rx es finitamente generado existe L submódulo
máximo de Rx. Como L es submódulo deM existe K submódulo deM tal queM = L⊕K. Luego,
por el Lema 1.4, (K ∩Rx)⊕L = (K ⊕L)∩Rx = M ∩Rx = Rx. Por lo tanto K ∩Rx ∼= Rx/L es
simple y en consecuencia Rx tiene un submódulo simple.

Proposición 1.1.22. Los siguientes enunciados son equivalentes para un módulo izquierdo S.

(1) M es semisimple.

(2) M es una suma directa de simples.

(3) Todo submódulo de M es un sumando directo.

Demostración. (1)⇒(2) Se sigue del Lema 1.53 tomando L = 0.
(2)⇒(1) Es claro.
(1)⇒(3) Se sigue del Lema 1.53.
(3)⇒(1) Sea L la suma de todos los submódulos simples deM . Veamos queM = L. Supongamos

que L < M , entonces M = L ⊕K para algún K ≤ M . Como K ≤ M , por (2) de la Observación
1.54 existe S submódulo simple de K. Luego, S ∩ L ≤ K ∩ L = 0, es decir, S ∩ L = 0 lo que
contradice la elección de L. Por lo tanto M = L.
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Corolario 1.55. Si M =
∑
i∈I

Si donde cada Si es simple y L ≤M , entonces L ∼=
⊕
i∈J

Si donde J

es un subconjunto de I.

Demostración. Como M es semisimple y L ≤ M , por (3) de la Proposición 1.1.22, M = L ⊕ K
para algún K ≤ M . Luego, por el Teorema 1.14, M/K ∼= L. Y como K ≤ M , por el Lema 1.53,

M = K ⊕

(⊕
i∈J

Si

)
con J subconjunto de I. Luego, por el Teorema 1.14, M/K ∼=

⊕
i∈J

Si. Por lo

tanto L ∼=
⊕
i∈J

Si para algún J ⊆ I.

Corolario 1.56. Si M =
∑
i∈I

Si donde cada Si es simple y L ≤M , entonces M/L es semisimple.

Demostración. Como L ≤M , por el Corolario 1.55, existe J subconjunto de I tal que L ∼=
⊕
i∈J

Si.

Entonces por el Teorema 1.12,

M/L ∼=

(⊕
i∈I

Si

)
/

(⊕
i∈J

Si

)
∼=
⊕
i∈I\J

Si.

1.1.9. Módulos MAX
Definición 1.57. Un módulo izquierdo M es llamado módulo MAX si y sólo si todo submódulo
distinto de cero L de M tiene al menos un submódulo máximo.

Observación 1.58. Un módulo izquierdo M es MAX si y sólo si todo submódulo distinto de cero
de M tiene un cociente simple.

Proposición 1.1.23. Sea M un módulo izquierdo y sea 0 6= L ≤ M . Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) M es MAX.

(2) L y M/L son MAX.

Demostración. (1)⇒(2) L es MAX: Es claro.
M/L es MAX: Sea 0 6= M ′/L ≤M/L, entoncesM ′ ≤M . ComoM es MAX existeK submódulo

máximo de M ′. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Si K = K + L, entonces L ≤ K. Luego, M ′/K es un cociente simple de M ′/L.

Caso 2. Si K es un submódulo propio de K + L, entonces K + L = M ′. Como L es MAX,
existe K ′ submódulo máximo de L. Luego, M ′/L = (K+L)/L ∼= ((K+L)/K ′)/(L/K ′). En
consecuencia L/K ′ es un cociente simple de M ′/L.

Por lo tanto M/L es MAX.
(2)⇒(1) Sea 0 6= M ′ ≤ M . Si (M ′ + L)/L = 0, entonces M ′ + L = L. Luego M ′ ≤ L y

como L es MAX terminamos. Si (M ′ + L)/L 6= 0, como (M ′ + L)/L ≤ M/L y M/L es MAX,
entonces (M ′ +L)/L tiene un submódulo máximo K/L. Pero por el Teorema 1.13, (M ′ +L)/L ∼=
M ′/(L ∩M ′). Luego, M ′ tiene un cociente simple.

Lema 1.59. Sea f : M // N un isomorfismo de módulos. Si M es MAX, entonces N es
MAX.
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Demostración. Sea 0 6= N ′ ≤ N , entonces f−1(N ′) ≤ M . Como M es MAX existe K submódulo
máximo de f−1(N ′). Luego, f(K) es submódulo máximo de N ′. Por lo tanto N es MAX.

Proposición 1.1.24. Sean L,M,N ∈ R-Mod y consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

0 // L
f // M

g // N // 0.

Si L y N son MAX, entonces M es MAX.

Demostración. Se sigue de la Proposición 1.1.23 y el Lema 1.59.

Proposición 1.1.25. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos izquierdos. Entonces M =
⊕
i∈I

Mi es

MAX si y sólo si cada Mi es MAX.

Demostración. Supongamos que M =
⊕
i∈I

Mi es MAX, entonces por la Proposición 1.1.23 y el

Lema 1.59 concluimos que cada Mi es MAX.
Supongamos que cada Mi es MAX. Sea 0 6= N ≤ M , entonces existe 0 6=

∑
i∈J

xi ∈ N

con J un subconjunto finito de I. Sea i0 ∈ J tal que xi0 6= 0 y consideremos el morfismo
πi0ιN : N // Mi0 . Es claro que 0 6= πi0ιN . Como πi0ιN (N) ≤ Mi0 y Mi0 es MAX, πi0ιN (N)

tiene un cociente simple. Por lo tanto N tiene un cociente simple. Luego, M es MAX.

1.2. Clases de módulos
Definición 1.60. Sea C una clases de módulos. Decimos que C es:

(a) Abstracta si es cerrada bajo isomorfismos. Esto es, si M ∼= N y M ∈ C , entonces N ∈ C .

(b) Hereditaria si es abstracta y cerrada bajo submódulos. Esto es, si N ≤ M y M ∈ C ,
entonces N ∈ C .

(c) Cohereditaria si es cerrada bajo imágenes homomorfas. Esto es, si f : M // N es un
morfismo de módulos y M ∈ C , entonces f(M) ∈ C .

(d) Estable si cada M ∈ C tiene una presentación inyectiva en C . Esto es, si hay un mono-
morfismo α : M // Q con Q ∈ C inyectivo.

(e) Coestable si cada M ∈ C tiene una presentación proyectiva en C . Esto es, si hay un
epimorfismo β : P // M con P ∈ C proyectivo.

(f) Cerrada bajo cocientes si dados M ∈ C y N ≤M , entonces M/N ∈ C .

(g) Cerrada bajo sumandos directos si dados M ∈ C y N sumando directo de M , entonces
N ∈ C .

(h) Cerrada bajo productos si dada {Mi}i∈I ≤ C , se sigue que
∏
i∈I

Mi ∈ C .

(i) Cerrada bajo sumas directas si dada {Mi}i∈I ≤ C , se sigue que
⊕
i∈I

Mi ∈ C .

(j) Cerrada bajo extensiones si para cada sucesión exacta corta

0 // L
f // M

g // N // 0.

con L,N ∈ C se tiene que M ∈ C .
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(k) De pretorsión si es cohereditaria y cerrada bajo sumas directas, es decir, si es cerrada bajo
cocientes y sumas directas.

(l) Libre de pretorsión si es hereditaria y cerrada bajo productos directos, es decir, si es
cerrada bajo submódulos y productos directos.

(m) De torsión si es de pretorsión y cerrada bajo extensiones, es decir, si es cerrada bajo co-
cientes, sumas directas y extensiones.

(n) Libre de torsión si es libre de pretorsión y cerrada bajo extensiones, es decir, si es cerrada
bajo submódulos, productos directos y extensiones.

Ejemplo 6. Los siguientes son ejemplos de clases de módulos con propiedades de cerradura.

(1) La clase de todos los módulos finitamente generados es cerrada bajo cocientes y extensiones.

(2) La clase de todos los módulos inyectivos es cerrada bajo sumandos directos y bajo productos.

(3) La clase de todos los módulos proyectivos es cerrada bajo sumas directas.

(4) La clase de todos los módulos noetherianos es cerrada bajo submódulos, cocientes y extensio-
nes.

(5) La clase de todos los módulos semisimples es cerrada bajo submódulos, cocientes y sumas
directas.

(6) La clase de todos los módulos MAX es cerrada bajo submódulos, cocientes, extensiones exactas
y sumas directas.

Demostración. (1) Ver Proposición 1.1.10.
(2) Ver Proposición 1.1.17 y Proposición 1.1.18.
(3) Ver Proposición 1.1.15.
(4) Ver Proposición 1.1.13 y Proposición 1.1.14.
(5) Ver Corolario 1.55, Corolario 1.56 y es claro que la clase de los semisimples es cerrada bajo

sumas directas.
(6) Ver Proposición 1.1.23, Proposición 1.1.24 y Proposición 1.1.25.

Proposición 1.2.1. Sea C una clase de módulos. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) C es hereditaria.

(2) Para cada monomorfismo de módulos f : M // N con N ∈ C , se sigue que M ∈ C .

Demostración. (1)⇒(2) Supongamos que C es hereditaria y sea f : M // N un monomorfismo
de módulos con N ∈ C . Como f(M) ≤ N por hipótesis se sigue que f(M) ∈ C . Notemos que si
correstringimos f a su imagen, entonces M ∼= f(M) de donde M ∈ C .

(2)⇒(1) Supongamos que para cada monomorfismo de módulos f : M // N con N ∈ C ,

M ∈ C . SeaA ∈ C y seaB un submódulo deA, consideremos el morfismo inclusión ι : B
� � // A .

Como ι es monomorfismo y A ∈ C por hipótesis se sigue que B ∈ C , es decir, C es hereditaria.

Proposición 1.2.2. Sea C una clase de módulos abstracta. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) C es cohereditaria.

(2) C es cerrada bajo cocientes.
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Demostración. (1)⇒(2) Supongamos que C es cohereditaria. Sea M ∈ C y sea N un submódulo
de M , veamos que M/N ∈ C . Consideremos el morfismo natural π : M // // M/N , como π es
epimorfismo se sigue que Im(π) = M/N . Entonces por hipótesis concluimos que M/N ∈ C .

(2)⇒(1) Supongamos que C es cerrada bajo cocientes. Sea f : M // N un morfismo de
módulos con M ∈ C , veamos que f(M) ∈ C . Por el Primer Teorema de Isomorfismo tenemos
que f(M) ∼= M/Ker(f |f(M)). Además como C es cerrada bajo cocientes y M ∈ C tenemos que
M/Ker(f |f(M)) ∈ C . Por lo tanto, como C es abstracta concluimos que f(M) ∈ C , es decir, C es
cohereditaria.

Observación 1.61. En la Proposición 1.2.2 si C no es abstracta sólo se cumple (1) implica (2).

Observación 1.62. Como todo módulo es cociente de un libre y todo libre es proyectivo, entonces
todo módulo tiene una presentación proyectiva.

Proposición 1.2.3. Sea C una clase de módulos abstracta tal que C es cerrada bajo sumandos
directos y todo módulo en C tiene cubierta proyectiva. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) C es coestable.

(2) C es cerrada bajo cubiertas proyectivas.

Demostración. (1)⇒(2) Supongamos que C es coestable y sea M ∈ C , entonces existe un epi-
morfismo f : F // M con F ∈ C proyectivo. Y como M ∈ C existe g : P // M cubierta

proyectiva de M . Como F es proyectivo existe h : F // P tal que gh = f . Afirmamos que h es
epimorfismo. En efecto, sea x ∈ P , entonces g(x) ∈M . Como f es epimorfismo existe y ∈ F tal que
g(x) = f(y) = (gh)(y) = g(h(y)). Entonces g(x− h(y)) = 0 y en consecuencia x− h(y) ∈ Ker(g).
Luego, x = h(y) + (x − h(y)) ∈ Im(h) + Ker(g) y como Ker(g) � P concluimos que Im(h) = P .
Por lo tanto h es epimorfismo y en consecuencia P es sumando directo de F .

(2)⇒(1) Es claro.

Observación 1.63. Como todo módulo tiene cápsula inyectiva, entonces todo módulo tiene una
presentación inyectiva.

Lema 1.64. Sean M ∈ R-Mod y N ≤M, entonces E(N) es isomorfo a un submódulo de E(M).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:

0 // N
f //

g

��

E(N)

M
h // E(M)

con f , g y h el morfismo inclusión. Como E(M) es inyectivo existe k : E(N) // E(M) tal que
el siguiente diagrama conmuta:

0 // N
f //

g

��

E(N)

k

��
M

h // E(M)

es decir, hg = kf . Afirmamos que k es monomorfismo. Supongamos lo contrario, sea 0 6= x ∈ E(N)
tal que k(x) = 0. Como N ≤es E(N), por el Lema 1.48, existe r ∈ R tal que 0 6= rx ∈ N . Entonces
0 6= rx = h(g(rx)) = k(f(rx)) = k(rx) = rk(x) = r0 = 0 que es una contradicción. Por lo tanto k
es monomorfismo y en consecuencia E(N) ∼= k(E(N)) ≤ E(M).
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Proposición 1.2.4. Sea C una clase de módulos abstracta cerrada bajo sumandos directos. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) C es estable.

(2) C es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Demostración. (1) Sean M,Q ∈ C tales que Q es inyectivo y M ≤ Q. Por el Lema 1.64 tenemos
que E(M) ∼= K con K ≤ Q. Como E(M) es inyectivo y E(M) ∼= K se sigue que K es inyectivo.
Entonces por la Proposición 1.1.19, K es sumando directo de Q. Como Q ∈ C y C es cerrada bajo
sumandos directos tenemos que K ∈ C . Por lo tanto E(M) ∈ C .

(2) Es claro.
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Capítulo 2

Prerradicales

2.1. Propiedades básicas y definiciones
Este capítulo tiene un carácter introductorio. Se presentan algunas definiciones y resultados

fáciles con respecto a las propiedades básicas de los prerradicales.

Definición 2.1. Sea r : R-Mod // R-Mod un funtor. Decimos que r es un prerradical en
R-Mod si es un subfuntor del funtor identidad; esto es, si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para todo M ∈ R-Mod, r(M) ≤M .

(b) Para todo morfismo f : M // N, f(r(M)) ≤ r(N). Esto es, el siguiente diagrama está
bien definido y es conmutativo:

r(M) �
� ιr(M) //

f|r(M)

��

M

f

��
r(N) �

� ιr(N) // N

donde ιr(M) e ιr(N) son el morfismo inclusión.

Observación 2.2. Sea r un prerradical y sean M,N ∈ R-Mod. Entonces:

(a) Si N es submódulo de M , entonces r(N) ≤ r(M).

(b) Si f : M // N es monomorfismo, entonces f|r(M) también lo es.

Demostración. (a) Como N es submódulo de M podemos considerar el morfismo inclusión
ι : N // M. Y como r es prerradical se sigue que: r(N) = ι(r(N)) ≤ r(M).

(b) Sean x, y ∈ r(M) tales que f|r(M)(x) = f|r(M)(y), entonces f(x) = f(y) y como f es
monomorfismo se sigue que x = y. Por lo tanto f|r(M) es monomorfismo.

Lema 2.3. Si r es un prerradical y f : M // N es un isomorfismo, entonces:

(1) f(r(M)) = r(N).

(2) r(M) = f−1(r(N)).

Demostración. (1) Como r es prerradical y f isomorfismo tenemos que f(r(M)) ≤ r(N) y
f−1(r(N)) ≤ r(M). Por lo tanto f(r(M)) ≤ r(N) ≤ f(r(M)) y en consecuencia f(r(M)) = r(N).

(2) Se sigue de (1).
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Observación 2.4. Si r es un prerradical y M,N ∈ R-Mod son tales que M ∼= N , entonces
r(M) ∼= r(N).

Demostración. Supongamos que M ∼= N , entonces existe un isomorfismo f : M // N. Enton-
ces por (2) de la Observacíon 2.2, f|r(M) es monomorfismo y en consecuencia r(M) ∼= f(r(M)).
Pero por el Lema 2.3, f(r(M)) = r(N). Luego, r(M) ∼= r(N).

Ejemplo 7. Los siguientes son ejemplos de prerradicales en R-Mod.

(a) El funtor identidad.

id : R-Mod → R-Mod
M 7→ M.

(b) El funtor nulo.

zer : R-Mod → R-Mod
M 7→ 0.

(c) El radical de un módulo.

Rad : R-Mod → R-Mod
M 7→

∑
A�M

A.

(d) El soclo de un módulo.

Soc : R-Mod → R-Mod
M 7→

∑
B≤M

B simple

B.

(e) Sea I un ideal bilateral de R, entonces

rI : R-Mod → R-Mod
M 7→ IM,

es un prerradical.

(f) Recordemos que para un módulo M su submódulo singular está definido de la siguiente ma-
nera:

Z(M) = {x ∈M | (0 : x) ≤es R}

donde (0 : x) es el anulador de x en R. Entonces

Z : R-Mod → R-Mod
M 7→ Z(M)

es un prerradical.

Demostración. (a) Es claro.
(b) Es claro.
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(c) Es claro que si M ∈ R-Mod, entonces Rad(M) ≤ M . Sea f : M // N un morfismo de
módulos. Veamos que f(Rad(M)) ≤ Rad(N). Observemos lo siguiente:

f(Rad(M)) = f

( ∑
A�M

A

)
=

∑
A�M

f(A).

Pero por (4) de la Proposición 1.1.20 sabemos que f(A)� N . Por lo tanto f(Rad(M)) ≤ Rad(N).
(d) Es claro que si M ∈ R-Mod, entonces Soc(M) ≤ M . Sea f : M // N un morfismo de

módulos no nulo. Veamos que f(Soc(M)) ≤ Soc(N). Observemos que:

f(Soc(M)) = f

 ∑
B≤M
B simple

B


=

∑
B≤M
B simple

f(B).

Afirmamos que si B es simple, entonces f(B) es simple o 0. En efecto, por el Teorema 1.12,
B/Ker(f|B) ∼= f(B). Como B es simple se sigue que Ker(f|B) = 0 o Ker(f|B) = B. Si Ker(f|B) = 0,
entonces f(B) es simple. Si Ker(f|B) = B, entonces f(B) = 0. Por lo tanto la suma de módulos
simples con respecto a un morfismo es una suma de módulos simples y módulos cero. Luego,
f(Soc(M)) ≤ Soc(N).

(e) Es claro que para cada M ∈ R-Mod se cumple que rI(M) ≤ M . Sea f : M // N un
morfismo de módulos. Veamos que f(rI(M)) ≤ rI(N). Sea f(x) ∈ f(rI(M)) = f(IM), entonces

x =

n∑
i=1

aixi con ai ∈ I para cada i ∈ {1, . . . n} y xi ∈ M para cada i ∈ {1, . . . n}. Como f es

morfismo de módulos tenemos que f(x) = f(

n∑
i=1

aixi) =

n∑
i=1

f(aixi) =

n∑
i=1

aif(xi) ∈ IN . Por lo

tanto f(rI(M)) ≤ rI(N).
(f) Primero veamos que si M ∈ R-Mod, entonces Z(M) ≤M .

(i) 0 ∈ Z(M).

(ii) Sean x, y ∈ Z(M), veamos que x+y ∈ Z(M). Como x, y ∈ Z(M) tenemos que (0 : x) ≤es R y
(0 : y) ≤es R, entonces por (5) de la Proposición 1.1.21, (0 : x)∩(0 : y) ≤es R. Afirmamos que
(0 : x)∩(0 : y) ≤ (0 : x+y). En efecto, sea a ∈ (0 : x)∩(0 : y), entonces ax = 0 = ay, de donde
a(x+y) = ax+ay = 0 y en consecuencia a ∈ (0 : x+y). Por lo tanto (0 : x)∩(0 : y) ≤ (0 : x+y)
y por (2) de la Proposición 1.1.21 se sigue que (0 : x+ y) ≤es R, es decir, x+ y ∈ Z(M).

(iii) Sean 0 6= a ∈ R y x ∈ Z(M), veamos que ax ∈ Z(M). Sea s ∈ R\(0 : ax), entonces 0 6= s ∈ R
y (sa)x = s(ax) 6= 0. Como x ∈ Z(M) tenemos que (0 : x) ≤es R. Entonces por el Lema 1.48
existe 0 6= t ∈ R tal que 0 6= t(sa) ∈ (0 : x), es decir, (ts)(ax) = (t(sa))x = 0. Por lo tanto,
por el Lema 1.48 concluimos que (0 : ax) ≤es R, es decir, ax ∈ Z(M).

Ahora veamos que si f : M // N es un morfismo de módulos, entonces f(Z(M)) ≤ Z(N).
Sea f(x) ∈ f(Z(M)), entonces x ∈ Z(M), es decir, (0 : x) ≤es R. Afirmamos que (0 : x) ≤
(0 : f(x)). En efecto, sea a ∈ (0 : x), entonces ax = 0 y en consecuencia af(x) = f(ax) = 0, es
decir, a ∈ (0 : f(x)). Por lo tanto (0 : x) ≤ (0 : f(x)). Entonces por (2) de la Proposición 1.1.21,
(0 : f(x)) ≤es R, es decir, f(x) ∈ Z(N). Por lo tanto f(Z(M)) ≤ Z(N).
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Denotamos por R-pr a la clase de todos los prerradicales sobre R-Mod y definimos un orden
parcial en R-pr como sigue:

r � s si y sólo si para cada M ∈ R-Mod, r(M) ≤ s(M).

Definición 2.5. Para un prerradical r, decimos que un módulo M es:

(a) de r-torsión si r(M) = M ,

(b) libre de r-torsión si r(M) = 0.

Denotamos por Tr a la clase de todos los módulos de r-torsión y por Fr a la clase de todos los
módulos libres de r-torsión.

Observación 2.6. Sea r un prerradical, entonces las clases Tr y Fr son abstractas.

Demostración. Primero veamos que la clase Tr es abstracta. Sean M,N ∈ R-Mod y supongamos
que M ∼= N y M ∈ Tr. Como M ∼= N existe un isomorfismo f : M // N. Entonces por (1) del
Lema 2.3, r(N) = f(r(M)) = f(M) = N , es decir, N ∈ Tr.

Ahora veamos que la clase Fr es abstracta. Sean M,N ∈ R-Mod y supongamos que M ∼= N
y M ∈ Fr. Como M ∼= N existe un isomorfismo f : M // N. Entonces por (1) del Lema 2.3,
r(N) = f(r(M)) = f(0) = 0, es decir, N ∈ Fr.

Observación 2.7. Si r, s ∈ R-pr son tales que r � s, entonces

(a) Tr ⊆ Ts.

(b) Fs ⊆ Fr.

Demostración. Sean r, s ∈ R-pr y supongamos que r � s.
(a) Sea M ∈ Tr, entonces M = r(M) ≤ s(M) ≤M , es decir, s(M) = M .
(b) Sea M ∈ Fs, entonces r(M) ≤ s(M) = 0, es decir, r(M) = 0.

Definición 2.8. Decimos que un prerradical r es:

(a) idempotente si r(M) ∈ Tr, es decir, r(r(M)) = r(M).

(b) radical si M/r(M) ∈ Fr, es decir, r(M/r(M)) = 0.

Proposición 2.1.1. Sean r un prerradical, M ∈ R-Mod y N un submódulo de M . Entonces:

(1) r(N) ≤ N ∩ r(M).

(2) (r(M) +N)/N ≤ r(M/N).

(3) Si r(N) = N , entonces N ≤ r(M).

(4) Si r(M/N) = 0, entonces r(M) ≤ N .

Demostración. Sea r un prerradical y sea N un submódulo de un módulo M .
(1) Veamos que r(N) ≤ N ∩ r(M). Como r es un prerradical y N es submódulo de M tenemos

que r(N) ≤ N y r(N) ≤ r(M). Por lo tanto r(N) ≤ N ∩ r(M).
(2) Veamos que (r(M) + N)/N ≤ r(M/N). Sea π : M // M/N, el epimorfismo natural.

Como r es un prerradical tenemos que π(r(M)) ≤ r(M/N), pero π(r(M)) = (r(M) +N)/N . Por
lo tanto (r(M) +N)/N ≤ r(M/N).

(3) Supongamos que r(N) = N , entonces por (1) tenemos que N ≤ N ∩ r(M), de donde
N ≤ r(M).

(4) Si r(M/N) = 0, por (2) tenemos que (r(M) + N)/N = 0, de donde r(M) + N = N y en
consecuencia r(M) ≤ N .
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Observación 2.9. A todo prerradical r le podemos asociar el funtor 1/r : R-Mod // R-Mod

tal que M � // M/r(M) .

Demostración. Es claro que 1/r manda módulos en módulos. Sea f : M // N un morfismo de
módulos y definamos

(1/r)(f) : M/r(M) → N/r(N)

x 7→ f(x)

Veamos que (1/r)(f) está bien definido. Sean x, y ∈ M tales que x = y, entonces tenemos lo
siguiente:

x = y ⇒ x− y = 0

⇒ x− y = 0

⇒ x− y ∈ r(M)

⇒ f(x− y) ∈ r(N) (ya que f(r(M)) ≤ r(N))

⇒ f(x)− f(y) ∈ r(N)

⇒ f(x)− f(y) = 0

⇒ f(x)− f(y) = 0

⇒ f(x) = f(y).

Por lo tanto (1/r)(f) está bien definido. Ahora veamos que (1/r)(f) es morfismo, sean x, y ∈
M/r(M) y a ∈ R, entonces:

(1/r)(f)(ax+ y) = (1/r)(f)(ax+ y)

= (1/r)(f)(ax+ y)

= f(ax+ y)

= af(x) + f(y)

= af(x) + f(y)

= af(x) + f(y)

= a(1/r)(f)(x) + (1/r)(f)(y)

es decir, (1/r)(f) es morfismo. Ahora veamos que 1/r preserva composiciones. Sean f : M // N

y g : M // L morfismos de módulos y sea x ∈M/r(M), entonces:

((1/r)(g)(1/r)(f))(x) = (1/r)(g)((1/r)(f)(x))

= (1/r)(g)(f(x))

= g(f(x))

= (gf)(x)

= (1/r)(gf)(x).

Por lo tanto 1/r preserva composiciones. Por último notemos que para todo M ∈ R-Mod y para
todo x ∈M/r(M) se cumple que: (1/r)(1M )(x) = 1M (x) = x = 1(1/r)(M)(x), es decir, (1/r)(1M ) =
1(1/r)(M). Por lo tanto 1/r es funtor.

Lema 2.10. Sean r un prerradical y f : M // N un morfismo. Si f es epimorfimo, entonces
(1/r)(f) es epimorfismo.
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Demostración. Sea y + r(N) ∈ N/r(N). Como y ∈ N y f es epimorfismo existe x ∈ M tal
que f(x) = y. Luego, y + r(N) = f(x) + r(N) = (1/r)(f)(x + r(M)). Por lo tanto (1/r)(f) es
epimorfismo.

Proposición 2.1.2. Sea r un prerradical y sea {Mi}i∈I una familia de módulos. Entonces:

(1) r

(∏
i∈I

Mi

)
≤
∏
i∈I

r(Mi).

(2) r

(⊕
i∈I

Mi

)
=
⊕
i∈I

r(Mi).

Demostración. Sean r un prerradical y {Mi}i∈I una familia de módulos.

(1) Sea α = (ai)i∈I ∈ r

(∏
i∈I

Mi

)
, y para j ∈ I consideremos la proyección natural

πj :
∏
i∈I

Mi
// Mj . Como r es prerradical se cumple que πj

(
r

(∏
i∈I

Mi

))
≤ r(Mj). Luego

para cada j ∈ I se tiene que aj = πj(α) ∈ r(Mj), de donde α ∈
∏
i∈I

r(Mi).

(2) Para cada j ∈ I consideremos la j-ésima inclusión

ιj : Mj
//
⊕
i∈I

r(Mi)

y la j-ésima proyección natural

πj :
⊕
i∈I

r(Mi) // Mj .

Como r es prerradical tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

Mj
� � ιj //

⊕
i∈I

r(Mi)

r(Mj)
?�

OO

� � // r

(⊕
i∈I

r (Mi)

)?�

OO

. (2.1)

Y ⊕
i∈I

r(Mi)
πj // Mj

r

(⊕
i∈I

r (Mi)

)?�

OO

// r(Mj)
?�

OO
. (2.2)

Primero veamos que r

(⊕
i∈I

Mi

)
⊆
⊕
i∈I

r(Mi). En efecto, sea α = (ai)i∈I ∈ r

(⊕
i∈I

Mi

)
, entonces

por el diagrama 2.2 tenemos que para cada j ∈ I, aj = πj(α) ∈ r(Mj). Por lo tanto α = (ai)i∈I ∈
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⊕
i∈I

r(Mi). Ahora veamos que
⊕
i∈I

r(Mi) ⊆ r

(⊕
i∈I

Mi

)
. Sea α ∈

⊕
i∈I

r(Mi), entonces α = (ai)i∈I

donde ai ∈ r(Mi) para cada i ∈ I y ai = 0 para casi todo i ∈ I. Sea sop(α) = {i1, . . . , in},
es decir, aik 6= 0 para todo k ∈ {1, . . . , n} y al = 0 para todo l 6= aik con k ∈ {1, . . . , n}.

Entonces α =

n∑
j=1

ιij (aij ), pero por el diagrama 2.1 tenemos que ιij (aij ) ∈ r

(⊕
i∈I

Mi

)
para todo

j ∈ {1, . . . , n} ya que aij ∈ r(Mij ). Por lo tanto α ∈ r

(⊕
i∈I

Mi

)
.

Lema 2.11. Sea r un prerradical y sea N un submódulo de un módulo M . Si r es radical y
N ≤ r(M), entonces r(M/N) = r(M)/N .

Demostración. Por (2) de la Proposición 2.1.1 sabemos que (r(M) +N)/N ≤ r(M/N), pero como
N ≤ r(M) se sigue que (r(M) + N)/N = r(M)/N , de donde r(M)/N ≤ r(M/N). Para la otra
contención notemos que N ≤ r(M) ≤M , luego por el Segundo Teorema de Isomorfismos tenemos
que (M/N)/(r(M)/N) ∼= M/r(M). Entonces como M/r(M) ∈ Fr y Fr es una clase cerrada bajo
isomorfismos se sigue que (M/N)/(r(M)/N) ∈ Fr, es decir, r((M/N)/(r(M)/N)) = 0. Así, por
(4) de la Poposición 2.1.1 tenemos que r(M/N) ≤ r(M)/N .

Definición 2.12. Un submódulo N de un módulo izquierdo M es llamado fuertemente inva-
riante si para todo f ∈ EndR(M), f(N) ≤ N .

Proposición 2.1.3. Si r es un prerradical, entonces:

(1) r(R) es un ideal bilateral de R.

(2) Para cada M ∈ R-Mod, r(M) es un submódulo fuertemente invariante de M y r(R)M ≤
r(M).

(3) Si M es proyectivo, entonces r(R)M = r(M).

Demostración. Sea r un prerradical.
(1) Para cada a ∈ R consideremos el morfismo de módulos fa : R // R dado por f(x) = xa

para cada x ∈ R, entonces como r es prerradical se sigue que r(R)a = fa(r(R)) ≤ r(R), de donde
r(R) es un ideal.

(2) Sea M ∈ R-Mod. Primero veamos que r(M) es fuertemente invariante en M . Sea
f ∈ End(M), entonces como r es prerradical se sigue que f(r(M)) ≤ r(M). Esto es, r(M) es
fuertemente invariante en M .
Ahora veamos que r(R)M ≤ r(M). Notemos que para cada m ∈ M la siguiente función es un
morfismo de módulos:

fm : R → M

a 7→ am.

En efecto, sean a, b ∈ R y sea c ∈ R, entonces

fm(ca+ b) = (ca+ b)m

= (ca)m+ bm

= c(am) + bm

= cfm(a) + fm(b).

Por lo tanto fm es un morfismo de módulos y como r es prerradical se sigue que r(R)m =
fm(r(R)) ≤ r(M). Por lo tanto r(R)M ≤ r(M).
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(3) Afirmamos que si I es un conjunto no vacío, entonces r(R)R(I) = r(R(I)). En efecto, por
(e) del Ejemplo 7 y por (2) de la Proposición 2.1.2 tenemos que:

r(R)R(I) = r(R)
⊕
i∈I

Ri = rr(R)

(⊕
i∈I

Ri

)
=

⊕
i∈I

rr(R)(Ri) =
⊕
i∈I

r(R)Ri

=
⊕
i∈I

r(Ri) = r(
⊕
i∈I

Ri)

= r(R(I)),

donde Ri = R para cada i ∈ I. Sea M un módulo proyectivo, entonces por la Proposición 1.1.16,
existe N sumando directo de R(I) tal que M ∼= N , es decir, R(I) = N ⊕L y existe un isomorfismo
f : M // N. Entonces

r(R(I)) = r(N ⊕ L) = r(N)⊕ r(L)

Y por el Lema 2.3 concluimos que r(R(I)) = f(r(M))⊕ r(L). Por otro lado

r(R)N ⊕ r(R)L = rr(R)(N)⊕ rr(R)(L) = rr(R)(N ⊕ L)

= r(R)(N ⊕ L) = r(R)(R(I))

= r(R(I)).

Luego,

f(r(M))⊕ r(L) = r(R)N ⊕ r(R)L

= r(R)f(M)⊕ r(R)L

= f(r(R)M)⊕ r(R)L.

Por lo tanto r(M)⊕ f−1(r(L)) = r(R)M ⊕ f−1(r(R)L) y en consecuencia r(M) = r(R)M .

Proposición 2.1.4. Sea r un prerradical.

(1) La clase Tr de módulos de r-torsión es una clase de pretorsión.

(2) Si r es un radical, entonces Tr es una clase de torsión.

(3) La clase Fr de módulos libres de r-torsión es una clase libre de pretorsión.

(4) Si r es idempotente, entonces Fr es una clase libre de torsión.

(5) Tr ∩ Fr = 0 y para cada T ∈ Tr, F ∈ Fr, HomR(T, F ) = 0.

(6) Si {Mi}i∈I es una familia de submódulos de r-torsión de un móduloM , entonces
∑
i∈I

Mi ∈ Tr.

(7) Si {Mi}i∈I es una familia de submódulos de un móduloM tal que para cada i ∈ I M/Mi ∈ Fr,

entonces, M/

(⋂
i∈I

Mi

)
∈ Fr.

Demostración. Supongamos que r es un prerradical.
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(1) Primero veamos que Tr es cerrada bajo cocientes. Sea M ∈ Tr y sea N un cociente de M .
Como N es cociente de M , tenemos que N = M/N ′ con N ′ un submódulo de M . Entonces por (2)
de la Proposición 2.1.1, (r(M) +N ′)/N ′ ≤ r(M/N ′). Luego como M ∈ Tr, r(M) = M , de donde

N = M/N ′

= (M +N ′)/N ′

= (r(M) +N ′)/N ′

≤ r(M/N ′)

= r(N),

es decir, N ≤ r(N). Por lo tanto r(N) = N y en consecuencia Tr es cerrada bajo cocientes.
Ahora veamos que la clase Tr es cerrada bajo sumas directas. Sea {Mi}i∈I una familia de

módulos de r-torsión, entonces por (2) de la Proposición 2.1.2, r

(⊕
i∈I

Mi

)
=
⊕
i∈I

r(Mi). Pero como

{Mi} ≤ Tr, se sigue que r(Mi) = Mi para cada i ∈ I. Así, r

(⊕
i∈I

Mi

)
=
⊕
i∈I

r(Mi) =
⊕
i∈I

Mi, es

decir,
⊕
i∈I

Mi ∈ Tr.

(2) Sea 0 // N �
� ι // M

π // // M/N // 0 una sucesión exacta corta con N ,M/N ∈ Tr.
Como r es prerradical tenemos que N = r(N) ≤ r(M), luego por el Lema 2.11,M/N = r(M/N) =
r(M)/N . Por lo tanto r(M) = M .

(3) Veamos que Fr es cerrada bajo submódulos. Sea M ∈ Fr y sea N un submódulo de M ,
entonces por (1) de la Proposición 2.1.1, r(N) ≤ N ∩ r(M) = r(N)∩ 0 = 0. Así r(N) = 0, es decir,
N ∈ Fr.

Ahora veamos que Fr es una clase cerrada bajo productos. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos

libres de r-torsión, entonces por (1) de la Proposición 2.1.2, r

(∏
i∈I

Mi

)
≤
∏
i∈I

r(Mi). Pero como

para cada i ∈ I Mi ∈ Fr, se sigue que r(Mi) = 0 y en consecuencia r

(∏
i∈I

Mi

)
= 0, es decir,∏

i∈I
Mi ∈ Fr.

(4) Sea 0 // N �
� ι // M

π // // M/N // 0 una sucesión exacta corta con N ,M/N ∈ Fr.
Como M/N ∈ Fr, r(M/N) = 0, luego por (4) de la Proposición 2.1.1 tenemos que r(M) ≤ N . Por
lo tanto, r(M) = r(r(M)) ≤ r(N) = 0, es decir, r(M) = 0.

(5) Sea M ∈ Tr ∩ Fr, entonces M ∈ Tr y M ∈ Fr, es decir, r(M) = M y r(M) = 0. Luego
M = 0 y por lo tanto Tr ∩ Fr = 0.

Ahora, sea f : T // F un morfismo de módulos, con T ∈ Tr y F ∈ Fr. Como r es prerradical
tenemos que f(T ) = f(r(T )) ≤ r(F ) = 0, es decir, f(T ) = 0. Y por lo tanto f = 0.

(6) Como
∑
i∈I

Mi es cociente de
⊕
i∈I

Mi se sigue de (1) que
∑
i∈I

Mi ∈ Tr.

(7) Sea M ∈ R-Mod y sea {Mi}i∈I una familia de submódulos de un módulo M tal que para
cada i ∈ I, M/Mi ∈ Fr. Definamos la siguiente función:

α : M →
∏
i∈I

M/Mi

m 7→ (πi(m))i∈I ,

con πi : M // M/Mi el morfismo natural para cada i ∈ I. Veamos que α es morfismo. Sean
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m,n ∈M y a ∈ R, entonces

α(am+ n) = (πi(am+ n))i∈I

= (πi(am) + πi(n))i∈I

= (πi(am))i∈I + (πi(n))i∈I

= (aπi(m))i∈I + (πi(n))i∈I

= a(πi(m))i∈I + (πi(n))i∈I

= aα(m) + α(n).

Por lo tanto α es morfismo. Ahora, notemos que Ker(α) =
⋂
i∈I

Mi y además por el inciso

(3),
∏
i∈I

M/Mi ∈ Fr. Entonces por el Primer Teorema de Isomorfismo existe un monomorfismo

β : M/

(⋂
i∈I

Mi

)
//
∏
i∈I

M/Mi. Por lo tanto tenemos lo siguiente:

M/

(⋂
i∈I

Mi

)
∼= β

(
M/

(⋂
i∈I

Mi

))
≤
∏
i∈I

M/Mi ∈ Fr.

Luego, M/

(⋂
i∈I

Mi

)
∈ Fr.

Definición 2.13. Para un prerradical r y un módulo M definimos:

(a) r(M) =
∑
{A ≤M | A ∈ Tr}.

(b) r̂(M) =
⋂
{B ≤M |M/B ∈ Fr}.

Proposición 2.1.5. Sea r un prerradical.

(1) r es un prerradical idempotente.

(2) r � r.

(3) Tr = Tr.

(4) Si s es un prerradical idempotente y s � r, entonces s � r. Por lo tanto r es el mayor
prerradical idempotente tal que r � r.

Demostración. Supongamos que r es un prerradical.
(1) Primero veamos que r es prerradical. Es claro que para cada M ∈ R-Mod se cumple que

r(M) ≤ M . Sea f : M // N un morfismo de módulos y consideremos f ◦ ι : r(M) // N

donde ι : r(M) // M es el morfismo inclusión. Por (6) de la Proposición 2.1.4 sabemos que
r(M) ∈ Tr y como Tr es cerrada bajo imágenes homomorfas tenemos que f(r(M)) ∈ Tr. Por lo
tanto f(r(M)) ≤ r(N).
Ahora veamos que r es idempotente. Como r(M) ∈ Tr y r(M) es submódulo de si mismo se sigue
que r(M) ≤ r(r(M)). La otra contención es consecuencia de que r es prerradical.

(2) Como r es prerradical tenemos que para cada M ∈ R-Mod, r(M) ≤ M , entonces r(M) =
r(r(M)) ≤ r(M). Por lo tanto r � r.

(3) Por (2) y (a) la Observación 2.7 es suficiente demostrar que Tr ⊆ Tr. Sea M ∈ Tr, entonces
M ≤ r(M) ≤M , es decir, r(M) = M . Por lo tanto M ∈ Tr y en consecuencia Tr ⊆ Tr.
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(4) Sea s un prerradical idempotente tal que s � r. Notemos lo siguiente:

s(M) = s(s(M)) ≤ r(s(M)) ≤ s(M),

es decir, s(M) ∈ Tr. Luego, como s(M) ≤M tenemos que s(M) ≤ r(M). Por lo tanto s � r.

Proposición 2.1.6. Sea r un prerradical.

(1) r̂ es un preradical.

(2) r � r̂.

(3) Fr = Fr̂ y r̂ es radical.

(4) Si s es radical y r � s, entonces r̂ � s. Por lo tanto r̂ es el menor radical tal que r � r̂.

Demostración. (1) Primero veamos que r̂ es prerradical. Es fácil ver que para cada módulo M ,
r̂(M) ≤M . Sea f : M // N un morfismo de módulos, veamos que f(r̂(M)) ≤ r̂(N), es decir,
veamos que para cada B ∈ {B ≤ N | N/B ∈ Fr}, f(r̂(M)) ≤ B. Sea A = {A ≤ M | M/A ∈ Fr}
y consideremos la siguiente función

ϕ : M/f−1(B) → N/B

x 7→ f(x).

Veamos que ϕ está bien definida. Sean x, y ∈M tales que x = y, entonces

x = y ⇔ x− y = x− y = 0

⇔ x− y ∈ f−1(B)

⇔ f(x)− f(y) = f(x− y) ∈ B
⇔ f(x)− f(y) = f(x)− f(y) = 0

⇔ f(x) = f(y).

Por lo tanto ϕ está bien definida y además es inyectiva. Ahora veamos que ϕ es morfismo. Sean
x, y ∈M/f−1(B) y a ∈ R, entonces

ϕ(ax+ y) = ϕ(ax+ y)

= ϕ(ax+ y)

= f(ax+ y)

= af(x) + f(y)

= af(x) + f(y)

= af(x) + f(y)

= aϕ(x) + ϕ(y).

Por lo tanto ϕ es morfismo y como es inyectivo se sigue que es monomorfismo.
Luego, como N/B ∈ Fr y Fr es una clase libre de pretorsión y por lo tanto hereditaria, tenemos
que M/f−1(B) ∈ Fr. Así f−1(B) ∈ A y en consecuencia r̂(M) ≤ f−1(B), de donde f(r̂(M)) ≤
f(f−1(B)) ≤ B.

(2) Por (7) de la Proposición 2.1.4 sabemos que M/r̂(M) ∈ Fr. Entonces por (4) de la Propo-
sición 2.1.1 se sigue que r(M) ≤ r̂(M).

(3) Por (2) y (b) de la Observación 2.7 es suficiente demostrar que Fr ⊆ Fr̂. Sea M ∈ Fr,
entonces M/r(M) = M/0 ∼= M y como Fr es una clase abstracta se sigue que M/r(M) ∈ Fr. Por
lo tanto r̂(M) ≤ r(M) = 0 y en consecuencia M ∈ Fr̂.
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Ahora veamos que r̂ es radical. Como M/r̂(M) ∈ Fr, por(3) tenemos que r̂(M/r̂(M)) = 0, es
decir, r̂ es radical.

(4) Supongamos que existe un radical s tal que r � s. Veamos que r̂ � s. SeaM ∈ R-Mod, como
s es radical tenemos queM/s(M) ∈ Fs. Además como r � s, por (b) de la Observación 2.7 tenemos
que Fs ⊆ Fr. Por lo tanto M/s(M) ∈ Fr = Fr̂, es decir, M/s(M) ∈ Fr̂. Entonces r̂(M/s(M)) = 0
y por la Proposición 2.1.1 (4) concluimos que r̂(M) ≤ s(M). Por lo tanto r̂ � s.

Proposición 2.1.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical r:

(a) Si M ∈ R-Mod y N ≤M es tal que r(M) ≤ N , entonces r(N) = r(M).

(b) r es idempotente.

(c) r = r.

Demostración. (a)⇒(b) SeaM ∈ R-Mod. Como r(M) ≤M es tal que r(M) ≤ r(M), por hipótesis
tenemos que r(r(M)) = r(M).

(b)⇒(c) Supongamos que r es idempotente. Como r es el mayor prerradical idempotente tal
que r � r concluimos que r = r.

(c)⇒(b) Supongamos que r = r y sea M ∈ R-Mod, entonces r(r(M)) = r(r(M)) = r(M) =
r(M). Por lo tanto r es idempotente.

(b)⇒(a) Supongamos que r es idempotente. Sean M ∈ R-Mod y N ≤ M tal que r(M) ≤ N .
Entonces r(M) ≤ r(N) ≤ r(M), es decir, r(N) = r(M).

Proposición 2.1.8. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical r:

(a) Si M ∈ R-Mod y N ≤M es tal que N ≤ r(M), entonces r(M/N) = r(M)/N .

(b) r es radical.

(c) r = r̂.

Demostración. (a)⇒(b) SeaM ∈ R-Mod. Como r(M) ≤M y r(M) ≤ r(M), por hipótesis tenemos
que r(M/r(M)) = r(M)/r(M) = 0. Por lo tanto r es radical.

(b)⇒(c) Supongamos que r es radical, entonces como r̂ es el menor radical tal que r � r̂
concluimos que r = r̂.

(c)⇒(b) Supongamos que r = r̂. Sea M ∈ R-Mod, entonces tenemos que r(M/r(M)) =
r̂(M/r̂(M)) = 0, es decir, r es radical.

(b)⇒(a) Ver Lema 2.11.

Observación 2.14. Los operadores

¯ : R-pr→ R-pr
r 7→ r

y
^ : R-pr→ R-pr

r 7→ r̂

son idempotentes en el sentido de que si r ∈ R-pr, entonces r = r y ̂̂r = r̂ y preservan la inclusión
de prerradicales en el sentido de que si r, s ∈ R-pr son tales que r � s, entonces r � s.

Demostración. Primero veamos que el operador ¯ preserva la inclusión de prerradicales. Sean
r, s ∈ R-pr tales que r � s, entonces tenemos que r � s. Pero como s es el mayor prerradical
idempotente tal que s � s concluimos que r � s. Ahora veamos que el operador ¯ es idempotente.
Sea r ∈ R-pr. Como r es idempotente, por la Proposición 2.1.7 tenemos que r = r, es decir, el
operador ¯ es idempotente.

Veamos que el operador ^ es idempotente. Sean r, s ∈ R-pr tales que r � s. Como s � ŝ
tenemos que r � ŝ, pero r̂ es el menor radical tal que r � r̂. Por lo tanto r̂ � ŝ. Ahora veamos que
el operador ^ es idempotente. Sea r ∈ R-pr. Como r̂ es radical, por la Proposición 2.1.8 tenemos
que ̂̂r = r̂, es decir, el operador ^ es idempotente.
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Teorema 2.15. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical r.

(a) r es un radical idempotente.

(b) Para cada M ∈ R-Mod existe una única (salvo isomorfismos) sucesión exacta corta
0 // T // M // F // 0 con T ∈ Tr y F ∈ Fr.

(c) r es idempotente y Tr es cerrada bajo extensiones.

(d) r es radical y Fr es cerrada bajo extensiones.

(e) r = r = r̂.

Demostración. Sea r un prerradical.
(a)⇒(b) Sea M ∈ R-Mod, como r es un radical idempotente tenemos que r(M) ∈ Tr y

M/r(M) ∈ Fr. Así la sucesión exacta corta buscada es

0 // r(M) // M // M/r(M) // 0.

(b)⇒(e) Sea M ∈ R-Mod y consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

0 // T
f // M

g // F // 0

con T ∈ Tr y F ∈ Fr.
Como T ∈ Tr y Tr es cerrada bajo imágenes homomorfas tenemos que f(T ) ∈ Tr y como f(T ) ≤M
se sigue que f(T ) ≤ r(M) ≤ r(M). Por otro lado, como g es epimorfismo, por el Primer Teorema de
Isomorfismos tenemos que M/f(T ) = M/Ker(g) ∼= F y como F ∈ Fr se sigue que M/f(T ) ∈ Fr.
Así, r(M) ≤ r̂(M) ≤ f(T ). Por lo tanto r(M) = r(M) = r̂(M).

(e)⇒(c) Como r = r se sigue que r es idempotente. Y como r = r̂, es decir, r es radical, por la
Proposición 2.1.4 inciso 2 tenemos que Tr es cerrada bajo extensiones.

(c)⇒(d) Como r es idempotente, por la Proposición 2.1.4 inciso (4), Fr es cerrada bajo exten-
siones.
Ahora veamos que r es radical. Sea M ∈ R-Mod y sea N ≤ M tal que r(M) ≤ N y
N/r(M) = r(M/r(M)). Consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

0 // r(M) �
� // N // // N/r(M) // 0.

Observemos lo siguiente:

r(N/r(M)) = r(r(M/r(M))) = r(M/r(M)) = N/r(M),

es decir, N/r(M) ∈ Tr. Además como r(M) ∈ Tr y Tr es cerrada bajo extensiones se sigue que
N ∈ Tr. Así N = r(N) ≤ r(M), de donde 0 = N/r(M) = r(M/r(M)), es decir, r es radical.

(d)⇒(a) Veamos que r es idempotente. Sea M ∈ R-Mod y consideremos la siguiente sucesión
exacta corta:

0 // r(M)/r(r(M))
� � // M/r(r(M)) // // M/r(M) // 0.

Como r es radical se sigue que M/r(M) ∈ Fr. Además como r(r(M)) ≤ r(M) y r(r(M)) ≤
r(r(M)), por el Lema 2.11, se sigue que r(r(M)/r(r(M))) = r(r(M))/r(r(M)) = 0, de donde
r(M)/r(r(M)) ∈ Fr. Entonces como Fr es una clase libre de pretorsión (en particular cerrada
bajo extensiones) se sigue que M/r(r(M)) ∈ Fr, es decir, r(M/r(r(M))) = 0. Así por (4) de la
Proposición 2.1.1 tenemos que r(M) ≤ r(r(M)). Por lo tanto r es idempotente.

Proposición 2.1.9. Para un prerradical r las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) r = zer.

(b) Para cada 0 6= M ∈ R-Mod, r(M) 6= M .

(c) Para cada M ∈ R-Mod, r(M) es superfluo en M .

(d) Tr = 0.

Demostración. Supongamos que r es un prerradical.
(a)⇒(b) Supongamos que existe 0 6= M ∈ R-Mod tal que r(M) = M , entonces M ∈ Tr y en

consecuencia, M = r(M) = 0 que es una contradicción. Por lo tanto para cada 0 6= M ∈ R-Mod,
r(M) 6= M .

(b)⇒(c) Sea N ≤ M tal que r(M) + N = M , entonces M/N = (r(M) + N)/N ≤ r(M/N) ≤
M/N , es decir, r(M/N) = M/N . Entonces M/N = 0, de donde N = M .

(c)⇒(d) Supongamos que existe 0 6= M ∈ Tr, entonces r(M) + 0 = 0 + M = M . Luego como
r(M) es superfluo en M se sigue que 0 = M que es una contradicción. Por lo tanto Tr = 0.

(d)⇒(a) Es claro.

Proposición 2.1.10. Para un prerradical r las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) r̂ = id.

(b) Para cada 0 6= M ∈ R-Mod, r(M) 6= 0.

(c) Para cada M ∈ R-Mod, r(M) es esencial en M .

(d) Fr = 0.

Demostración. Supongamos que r es un prerradical.
(a)⇒(b) Supongamos que existe 0 6= M ∈ R-Mod tal que r(M) = 0, entonces M ∈ Fr = Fr̂,

es decir, r̂(M) = 0 que es una contradicción. Por lo tanto para cada 0 6= M ∈ R-Mod, r(M) 6= 0.
(b)⇒(c) Sea N ≤M tal que r(M) ∩N = 0, entonces r(N) = 0, y en consecuencia N = 0.
(c)⇒(d) Supongamos que existe 0 6= M ∈ Fr, entonces tenemos que r(M) ∩M = 0 ∩M = 0.

Luego como r(M) es esencial en M se sigue que M = 0 que es una contradicción. Por lo tanto
Fr = 0.

(d)⇒(a) Es claro.

Proposición 2.1.11. Sea r un prerradical.

(1) Si r es idempotente, entonces:

F ∈ Fr si y sólo si HomR(T, F ) = 0 para todo T ∈ Tr.

(2) Si r es radical, entonces:

T ∈ Tr si y sólo si HomR(T, F ) = 0 para todo F ∈ Fr.

Demostración. (1) Por (5) de la Proposición 2.1.4 sólo demostraremos la suficiencia. Supongamos
que para todo T ∈ Tr se cumple que HomR(T, F ) = 0. Como r es idempotente tenemos que
r(F ) ∈ Tr. Consideremos el morfismo inclusión ι : r(F ) ↪→ F , entonces r(F ) = ι(r(F )) = 0. Por lo
tanto F ∈ Fr.

(2) Por (5) de la Proposición 2.1.4 sólo demostraremos la suficiencia. Supongamos que para
todo F ∈ Fr se cumple que HomR(T, F ) = 0. Como r es radical tenemos que T/r(T ) ∈ Fr.
Consideremos el morfismo natural π : T � T/r(T ), entonces 0 = π(T ) = T/r(T ), de donde
r(T ) = T . Por lo tanto T ∈ Tr.

Proposición 2.1.12. Sea r un prerradical.
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(1) Si r es idempotente, entonces r̂ es idempotente.

(2) Si r es radical, entonces r es radical.

Demostración. Sea r un prerradical.
(1) Supongamos que r es idempotente y sea M ∈ R-Mod. Veamos que r̂(M) = r̂(r̂(M)).

Como r̂(M) =
⋂
{A ≤ M | M/A ∈ Fr} y r̂(r̂(M)) = {B ≤ r̂(M) | r̂(M)/B ∈ Fr} es suficiente

demostrar que A = {A ≤ M | M/A ∈ Fr} y B = {B ≤ r̂(M) | r̂(M)/B ∈ Fr} coinciden. Sea
B ∈ B, entonces B ≤ r̂(M) ≤ M . Luego por el Tercer Teorema de Isomorfismos tenemos que
(M/B)/(r̂(M)/B) ∼= M/r̂(M) y como M/r̂(M) ∈ Fr se sigue que (M/B)/(r̂(M)/B) ∈ Fr, es
decir, r((M/B)/(r̂(M)/B)) = 0. Luego, por la Proposición 2.1.1 tenemos que r(M/B) ≤ r̂(M)/B,
entonces r(M/B) = r(r(M/B)) ≤ r(r̂(M)/B) = 0 y en consecuencia B ∈ A. La otra contención
es clara.

(2) Supongamos que r es radical y seaM un módulo izquierdo. Veamos que r(M/r(M)) = 0, es
decir, veamos que

∑
{N/r(M) ≤M/r(M) | N/r(M) ∈ Tr} = 0. Sea A = {N/r(M) ≤M/r(M) |

N/r(M) ∈ Tr} y sea N/r(M) ∈ A , entonces tenemos que r(N/r(M)) = N/r(M). Por otro lado,
como r es radical y r(M) ≤ r(N) por el Lema 2.11 tenemos que r(N/r(M)) = r(N)/r(M). Así
r(N)/r(M) = N/r(M), de donde r(N) = N , es decir, N ∈ Tr. Luego, como N ≤ M se sigue que
N ≤ r(M) y en consecuencia N/r(M) = 0. Por lo tanto r(M/r(M)) = 0.

Corolario 2.16. (1) Si Tr es cerrada bajo extensiones, entonces r es un radical idempotente.

(2) Si Fr es cerrada bajo extensiones, entonces r̂ es un radical idempotente.

(3) r̂ y r̂ son radicales idempotentes.

(4) r � r̂ � r̂ � r̂.

(5) Si r es idempotente, entonces r̂ = r̂ = r̂ es un radical idempotente.

(6) Si r es radical, entonces r = r̂ = r̂ es un radical idempotente.

(7) Si Tr y Fr son cerradas bajo extensiones, entonces r̂ � r � r̂.

(8) Si r̂ = r̂ y tanto Tr como Fr son cerradas bajo extensiones, entonces r es un radical idempo-
tente.

Demostración. (1) Como r es idempotente y Tr = Tr es cerrada bajo extensiones, por el Teorema
2.15 se sigue que r es un radical idempotente.

(2) Como r̂ es radical y Fr̂ = Fr es cerrada bajo extensiones, por el Teorema 2.15 se sigue que
r̂ es un radical idempotente.

(3) Como r es idempotente, por (1) de la Proposición 2.1.12 tenemos que r̂ es un radical
idempotente. De manera análoga, como r̂ es radical, por (2) de la Proposición 2.1.12 tenemos que
r̂ es un radical idempotente.

(4) Es claro que r � r̂. Además como r � r̂, por la Observación 2.4 tenemos que r = r � r̂,
es decir, r � r̂. Pero por (3) sabemos que r̂ es radical, y como r̂ es el menor radical tal que r � r̂
concluimos que r̂ � r̂. Resta demostrar que r̂ � r̂ lo cual es claro.

(5) Como r es idempotente, por la Proposición 2.1.7 tenemos que r = r. Entonces por (4) se
sigue que r̂ � r̂ = r̂ � r̂. Por lo tanto r̂ = r̂ = r̂.

(6) Supongamos que r es radical, entonces por la Proposición 2.1.8 tenemos que r = r̂. Y por
(4) concluimos que r̂ � r̂ = r � r̂, es decir, r = r̂ = r̂.

(7) Como Tr es cerrada bajo extensiones, por (1) y por la Proposición 2.1.8 tenemos que r = r̂.
Y como Fr es cerrada bajo extensiones, por (2) y por la Proposición 2.1.7 tenemos que r̂ = r̂. Por
lo tanto r̂ = r � r � r̂ = r̂.

(8) Como Tr y Fr son cerradas bajo extensiones, por (7) tenemos que r̂ � r � r̂. Y como r̂ = r̂
se sigue que r = r̂.
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Corolario 2.17. Sean r, s dos prerradicales.

(1) Si r es idempotente, entonces r � s si y sólo si Tr ⊆ Ts.

(2) Si r es radical, entonces s � r si y sólo si Fr ⊆ Fs.

(3) Si r y s son idempotentes, entonces r = s si y sólo si Tr = Ts.

(4) Si r y s son radicales, entonces r = s si y sólo si Fr = Fs.

(5) Si r es un radical idempotente, Tr ⊆ Ts y Fr ⊆ Fs, entonces r = s.

Demostración. (1) Por (a) de la Observación 2.7 sólo demostraremos la suficiencia. Supongamos
que Tr ⊆ Ts. Sea M ∈ R-Mod, como r es idempotente tenemos que r(M) ∈ Tr ⊆ Ts, es decir,
s(r(M)) = r(M). Por otro lado, como r(M) ≤ M se sigue que r(M) = s(r(M)) ≤ s(M). Por lo
tanto r � s.

(2) Por (b) de la Observación 2.7 sólo demostraremos la suficiencia. Supongamos que Fr ⊆ Fs.
Sea M ∈ R-Mod, como r es radical tenemos que M/r(M) ∈ Fr ⊆ Fs, es decir, s(M/r(M)) = 0.
Por lo tanto, por la Proposición 2.1.1 concluimos que s(M) ≤ r(M).

(3) Es consecuencia de (1).
(4) Es consecuencia de (2).
(5) Se sigue de (1) y (2).

Teorema 2.18. Sea r un prerradical. Entonces:

(1) r = id si y sólo si r(R) = R.

(2) r = zer si y sólo si r(M) = 0 para todo módulo cocíclico.

Demostración. Sea r un prerradical.
(1) Supongamos que r = id, entonces r(R) = id(R) = R.
Ahora supongamos que r(R) = R, veamos que r = id. Sea M ∈ R-Mod, como todo módulo

es cociente de un libre, existe un epimorfismo f :
⊕

i∈I Ri → M , donde Ri = R para cada
i ∈ I. Entonces como r es prerradical tenemos que f(r(

⊕
i∈I Ri)) ≤ r(M), pero f(r(

⊕
i∈I Ri)) =

f(
⊕

i∈I r(Ri)) = f(
⊕

i∈I Ri) = M . Por lo tanto r(M) = M y en consecuencia r = id.
(2) Supongamos que r = zer, entonces r(M) = zer(M) = 0 para todo M ∈ R-Mod, en

particular para los cocíclicos.
Ahora supongamos que r(M) = 0 para todo módulo cocíclico y sea M ∈ R-Mod. Como todo

módulo se sumerge en un producto de módulos cocíclicos existe un monomorfismo M //
∏
i∈I

Ci

donde Ci es cocíclico para cada i ∈ I. Luego, f(r(M)) ≤ r

(∏
i∈I

Ci

)
≤
∏
i∈I

r(Ci) = 0. Por lo tanto

r(M) = 0 y como M ∈ R-Mod fue arbitrario concluimos que r = zer.

Corolario 2.19. Si Soc = id, entonces todo módulo es semisimple.

Demostración. Se sigue del Teorema 2.18.
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Capítulo 3

Prerradicales hereditarios y
cohereditarios

3.1. Prerradicales hereditarios
Definición 3.1. Sea r un prerradical. Decimos que r es:

(a) hereditario si para cada M ∈ R-Mod y para cada N submódulo de M , r(N) = N ∩ r(M).

(b) superhereditario si es hereditario y Tr es cerrada bajo productos directos.

Ejemplo 8. El prerradical Z definido en (f) del Ejemplo 7 de la página 32 es hereditario.

En efecto, sea M ∈ R-Mod y sea N un submódulo de M . Como Z es prerradical, por (1) de
la Proposición 2.1.1 se cumple que Z(N) ⊆ N ∩ Z(M). Veamos que N ∩ Z(M) ⊆ Z(N). Sea
x ∈ N ∩ Z(M), entonces x ∈ N y x ∈ Z(M), es decir, x ∈ N y (0 : x) es esencial en R. Por lo
tanto x ∈ Z(N).

Proposición 3.1.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical r:

(a) r es exacto izquierdo como funtor.

(b) r es hereditario.

(c) r es idempotente y Tr es hereditaria.

Demostración. Sea r un prerradical.
(a)⇒(b) Sea N un submódulo de un módulo M y consideremos la siguiente sucesión exacta

corta
0 // N

ι // M
π // M/N // 0.

Como r es exacto izquierdo se sigue que

0 // r(N)
ι′ // r(M)

π|r(M) // r(M/N) ,

es una sucesión exacta, es decir, ι′(r(N)) = Ker(π|r(M)). Pero ι′(r(N)) = r(N) y Ker(π|r(M)) =
{m ∈ r(M) | m+N = 0} = {m ∈ r(M) | m ∈ N} = r(M) ∩N , por lo que r(N) = r(M) ∩N . Por
lo tanto r es hereditario.

(b)⇒(c) Primero veamos que r es idempotente. Sea M ∈ R-Mod, como r es hereditario y
r(M) ≤M tenemos que r(r(M)) = r(M) ∩ r(M) = r(M). Por lo tanto r es idempotente.
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Ahora veamos que Tr es hereditaria. Sea M ∈ Tr y sea N ≤ M , entonces r(N) = N ∩ r(M) =
N ∩M = N , es decir, N ∈ Tr.

(c)⇒(b) SeaM ∈ R-Mod y sea N un submódulo deM , entonces por (1) de la Proposición 2.1.1,
r(N) ≤ N ∩r(M). Por otro lado como N ∩r(M) ≤ r(M) y r(M) ∈ Tr tenemos que N ∩r(M) ∈ Tr.
Entonces N ∩ r(M) = r(N ∩ r(M)) ≤ r(N) ya que N ∩ r(M) ≤ N . Por lo tanto r(N) = N ∩ r(M).

(b)⇒(a) Sean M ∈ R-Mod y N ≤M . Consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 // N
ι // M

π // M/N // 0.

Veamos que la sucesión

0 // r(N)
ι′ // r(M)

π|r(M) // r(M/N)

es exacta. Notemos que Ker(π|r(M)) = r(M) ∩N = r(N) = ι′(r(N)). Por lo tanto la sucesión es
exacta.

Corolario 3.2. Todo prerradical hereditario es idempotente.

Demostración. Es consecuencia de la Proposición 3.1.1

Proposición 3.1.2. Sea r un prerradical.

(1) Si r es hereditario, entonces Fr es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

(2) Si r es radical y Fr es estable, entonces r es hereditario.

Demostración. (1) Sea F ∈ Fr, veamos que E(F ) ∈ Fr. Como F ≤ E(F ) y r es hereditario
tenemos que 0 = r(F ) = F ∩ r(E(F )). Por lo tanto F ∩ r(E(F )) = 0 y como F es esencial en su
cápsula inyectiva concluimos que r(E(F )) = 0, es decir, E(F ) ∈ Fr.

(2) Sean M ∈ R-Mod, N ≤M y K = (r(M) ∩N)/r(N). Consideremos el siguiente diagrama:

0 // K

f

��

g // M/r(N)

E(K)

con f y g son el morfismo inclusión.
Como E(K) es inyectivo, existe un morfismo h : M/r(N) // E(K) tal que el siguiente

diagrama conmuta:

0 // K

f

��

g // M/r(N)

hzz
E(K)

es decir, f = hg.
Afirmamos lo siguiente:

(i) E(K) ∈ Fr.

(ii) h(r(M/r(N))) = 0.

(iii) K ≤ r(M/r(N)).
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En efecto, veamos que se cumple (i). Como N/r(N) ∈ Fr y K ≤ N/r(N), por (3) de la Proposición
2.1.4 se sigue que K ∈ Fr. Y como Fr es una clase estable concluimos que E(K) ∈ Fr.

Ahora veamos que se cumple (ii). Como r es prerradical y h : M/r(N) // E(K) es un
morfismo tenemos que h(r(M/r(N))) ≤ r(E(K)) = 0, es decir, h(r(M/r(N))) = 0.

Por último veamos que se cumple (iii). Como r es radical y r(N) ≤ r(M), por el Lema 2.11,
r(M/r(N)) = r(M)/r(N). Y como K ≤ r(M)/r(N) concluimos que K ≤ r(M/r(N)).

Entonces tenemos que:

f((r(M) ∩N)/r(N)) ≤ f(r(M/r(N)))

= hg(r(M/r(N)))

= h(g(r(M/r(N))))

= h(r(M/r(N)))

= 0.

Por lo tanto f = 0 y en consecuencia r(N) = r(M) ∩N , es decir, r es hereditario.

Corolario 3.3. Si r es un prerradical hereditario, entonces r̂ es un radical hereditario.

Demostración. Por (1) de la Proposición 3.1.2, Fr̂ = Fr es estable. Y como r̂ es radical, por (2)
de la Proposición 3.1.2 se sigue que r̂ es hereditario.

Proposición 3.1.3. Sea r un prerradical hereditario. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

(1) r es radical.

(2) Q/r(Q) ∈ Fr para todo Q ∈ R-Mod inyectivo.

Demostración. (1)⇒(2) Es claro.
(2)⇒(1) Sea M ∈ R-Mod. Consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 // r(E(M))/r(M)
f // E(M)/r(M)

g // E(M)/r(E(M)) // 0.

Veamos que r(E(M)/r(M)) = r(E(M))/r(M). Como E(M) es inyectivo, por hipótesis tenemos
que E(M)/r(E(M)) ∈ Fr. Además como E(M)/r(E(M)) ∼= (E(M)/r(M))/(r(E(M))/r(M)) se
sigue que

(E(M)/r(M))/(r(E(M))/r(M)) ∈ Fr

Entonces por (4) de la Proposición 2.1.1 tenemos que:

r(E(M)/r(M)) ≤ r(E(M))/r(M).

Para la otra contención, como r(M) ≤ E(M), entonces por (2) de la Proposición 2.1.1 tenemos
que

r(E(M))/r(M) = (r(E(M)) + r(M))/r(M)

≤ r(E(M)/r(M)).

Por lo tanto r(E(M)/r(M)) = r(E(M))/r(M). Además como r es hereditario y M/r(M) ≤
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E(M)/r(M) tenemos que

r

(
M

r(M)

)
=

M

r(M)

⋂
r

(
E(M)

r(M)

)
=

M

r(M)

⋂ r(E(M))

r(M)

=
M ∩ r(E(M))

r(M)

=
r(M)

r(M)

= 0.

Por lo tanto r es radical.

Lema 3.4. Si r un prerradical hereditario, entonces

I =
⋂
{K | K es ideal izquierdo de R y R/K ∈ Tr}

es un ideal bilateral de R.

Demostración. Como la intersección de ideales izquierdos es un ideal izquierdo, es suficiente de-
mostrar que I absorbe por la derecha. Sean a ∈ R y K un ideal izquierdo de R tal que R/K ∈ Tr.
Afirmamos que (K : a) = {b ∈ R | ba ∈ K} es un ideal izquierdo de R. En efecto,

(i) 0 ∈ (K : a).

(ii) Sean b, c ∈ (K : a), entonces ba ∈ K y ca ∈ K. Por lo tanto (b− c)a = ba− ca ∈ K, es decir,
b− c ∈ (K : a).

(iii) Sean x ∈ R y b ∈ (K : a), entonces ba ∈ K. Como K es ideal izquierdo de R y x ∈ R se sigue
que (xb)a = x(ba) ∈ K. Por lo tanto xb ∈ (K : a).

Ahora definamos la siguiente función:

f : R/(K : a) → R/K

x+ (K : a) 7→ xa+K

Veamos que f está bien definida y es inyectiva. Sean x+ (K : a), y+ (K : a) ∈ R/(K : a), entonces

xa+K = ya+K ⇔ (x− y)a = xa− ya ∈ K
⇔ x− y ∈ (K : a)

⇔ x+ (K : a) = y + (K : a).

Por lo tanto f está bien definida y es inyectiva. Además es claro que f es morfismo y en consecuencia
monomorfismo. Por otro lado, como r es hereditario, por (c) de la Proposición 3.1.1, Tr es una
clase hereditaria. Por lo tanto como f es monomorfismo y R/K ∈ Tr, por la Proposición 1.2.1
concluimos que R/(K : a) ∈ Tr. Entonces I ≤ (K : a) de donde Ia ≤ K y como esto ocurre para
todo ideal izquierdo K de R con R/K ∈ Tr concluimos que Ia ≤ I.

Proposición 3.1.4. Sea r un prerradical superhereditario y sea

I =
⋂
{K | K es ideal izquierdo de R y R/K ∈ Tr}.

Entonces:
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(1) I es un ideal bilateral de R.

(2) R/I ∈ Tr.

(3) T ∈ Tr si y sólo si IT = 0.

(4) r(M) = {x ∈M | Ix = 0} para todo M ∈ R-Mod.

(5) r es radical si y sólo si I = I2.

Demostración. (1) Ver el Lema 3.4.
(2) Sea X = {K | K es ideal izquierdo de R y R/K ∈ Tr} y definamos la siguiente función:

f : R →
∏
K∈X

R/K

a 7→ (a+K)K∈X

Es claro que f está bien definida y es morfismo. Entonces por el Primer Teorema de Isomorfismo

existe un único monomorfismo g : R/Ker(f) //
∏
K∈X

R/K . Además notemos lo siguiente:

Ker(f) = {a ∈ R | (a+K)K∈X = 0}
= {a ∈ R | a ∈ K para cada K ∈ X}
=

⋂
X.

Entonces
R/I = R/

(⋂
X
)

= R/Ker(f) ∼= g(R/Ker(f)) ≤
∏
K∈X

R/K.

Por otro lado como r es superhereditario y R/K ∈ Tr para cada K ∈ X, se sigue que
∏
K∈X

R/K ∈

Tr. Por lo tanto R/I ∈ Tr.
(3) Supongamos que T ∈ Tr y sea x ∈ T , entonces R/(0 : x) ∼= Rx ≤ T . Como r es hereditario,

por (c) de la Proposición 3.1.1, Tr es hereditaria y en consecuencia R/(0 : x) ∈ Tr. Entonces
I ≤ (0 : x) de donde Ix = 0 y como esto ocurre para todo x ∈ T concluimos que IT = 0.

Supongamos que IT = 0 y que r(T ) es submódulo propio de T , entonces existe x ∈ T tal que
x /∈ r(T ). Como IT = 0, entonces I ≤ (0 : x). Y como Tr es cerrada bajo cocientes se sigue que:

Rx ∼= R/(0 : x) ∼= (R/I)/((0 : x)/I) ∈ Tr,

es decir, Rx ∈ Tr. Como Rx ≤ T , entonces Rx = r(Rx) ≤ r(T ) de donde x ∈ r(T ) que es una
contradicción. Por lo tanto T = r(T ), es decir, T ∈ Tr.

(4) Sean M ∈ R-Mod e Y = {x ∈ M | Ix = 0}, veamos que r(M) = Y . Sea x ∈ r(M), como
r es hereditario, por (c) de la Proposición 3.1.1, r es idempotente, de donde r(M) ∈ Tr. Entonces
por (3) se sigue que Ir(M) = 0. Por lo tanto para todo x ∈ r(M), Ix = 0, es decir, x ∈ Y . Para la
otra contención notemos que Y ≤M . En efecto,

0 ∈ Y .

Sean x, y ∈ Y , entonces Ix = 0 = Iy de donde I(x+ y) = Ix+ Iy = 0, es decir, x+ y ∈ Y .

Sean a ∈ R y x ∈ Y , entonces I(ax) = (Ia)x = Ix = 0, es decir, ax ∈ Y .
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Además es claro que IY = 0, entonces por (3) tenemos que Y ∈ Tr. Por lo tanto Y = r(Y ) ≤ r(M).
(5) Supongamos que r es radical y consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

0 // I/I2 // R/I2 // R/I // 0.

Como I/I2, R/I ∈ Tr y r es radical, por (2) de la Proposición 2.1.4 se sigue que R/I2 ∈ Tr. Por lo
tanto I ≤ I2.

Supongamos que I = I2 y sea M ∈ R-Mod, veamos que r(M/r(M)) = 0. Sea x + r(M) ∈
r(M/r(M)), entonces Ix + r(M) = I(x + r(M)) = 0, es decir, Ix ≤ r(M) de donde Ix = I2x ≤
Ir(M). Como r es hereditario, por (c) de la Proposición 3.1.1, r es idempotente, entonces por (3)
tenemos que Ir(M) = 0. Por lo tanto Ix = I2x = 0 de donde x ∈ r(M). Así hemos demostrado
que r(M/r(M)) = 0, es decir, r es radical.

Proposición 3.1.5. Sea I un ideal bilateral de R y para todo M ∈ R-Mod definamos r(M) =
{x ∈M | Ix = 0}. Entonces:

(1) r es un prerradical superhereditario.

(2) T ∈ Tr si y sólo si IT = 0.

(3) r(R) = (0 : I)r = {a ∈ R | Ia = 0}.

(4) I =
⋂
{K | K es ideal izquierdo de R y R/K ∈ Tr}

(5) r es radical si y sólo si I = I2.

(6) Tr es estable.

Demostración. (1) Primero veamos que r es prerradical:

(i) Sea M ∈ R-Mod, veamos que r(M) ≤M .

• 0 ∈ r(M).

• Sean x, y ∈ r(M), entonces Ix = 0 = Iy de donde I(x + y) = 0 y en consecuencia
x+ y ∈ r(M).

• Sean a ∈ R y x ∈ r(M), entonces Ix = 0. Por lo tanto I(ax) = Ix = 0, es decir,
ax ∈ r(M).

(ii) Sea f : M // N un morfismo de módulos. Veamos que f(r(M)) ≤ r(N). Sea f(x) ∈
f(r(M)), entonces x ∈ r(M), es decir, Ix = 0. Por lo tanto If(x) = f(Ix) = f(0) = 0, es
decir, f(x) ∈ r(N).

Ahora veamos que r es superhereditario:

(i) Sean N,M ∈ R-Mod tales que N ≤ M , veamos que r(N) = N ∩ r(M). Por (1) de la
Proposición 2.1.1 es suficiente demostrar que N ∩ r(M) ⊆ r(N). Sea x ∈ N ∩ r(N), entonces
x ∈ N y x ∈ r(M), es decir, x ∈ N e Ix = 0. Por lo tanto x ∈ r(N).

(ii) Veamos que Tr es cerrada bajo productos directos. Sea {Mj}j∈J ⊆ Tr, veamos que
∏
j∈J

Mj ∈

Tr. Sea α ∈
∏
j∈J

Mj , entonces α = (aj)j∈J con aj ∈ Mj para todo j ∈ J . Entonces Iα =

I(aj)j∈J = (Iaj)j∈J = (0). Por lo tanto α ∈ r(
∏
i∈I

Mi).
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(2) Supongamos que T ∈ Tr, entonces r(T ) = T . Por lo tanto IT = Ir(T ) = 0.
Supongamos que T ∈ R-Mod y supongamos que IT = 0, entonces para todo x ∈ T se cumple

que Ix = 0 y en consecuencia r(T ) = T .
(3) Es claro.
(4) Sea X = {K | K es ideal izquierdo de R y R/K ∈ Tr}. Como I es un ideal bilateral de

R, por (2) se sigue que R/I ∈ Tr y en consecuencia I ∈ X. Por lo tanto
⋂
X ⊆ I. Para la

otra contención sea K ∈ X y a ∈ I. Como 1 + K ∈ R/K, entonces a + K = a(1 + K) = 0,
es decir, a ∈ K. Y como esto ocurre para todo K ∈ X concluimos que I ⊆

⋂
X. Por lo tanto

I =
⋂
{K | K es ideal izquierdo de R y R/K ∈ Tr}.

(5) Ver Proposición 3.1.4.
(6) SeaM ∈ Tr, veamos que E(M) ∈ Tr. Sea 0 6= x ∈ E(M), comoM es esencial en E(M) existe

0 6= a ∈ R tal que 0 6= ax ∈M . Entonces I(ax) = (Ia)x = Ix = 0. Por lo tanto E(M) ∈ Tr.

Teorema 3.5. Existe una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales y los prerradica-
les superhereditarios. Esta correspondencia induce una correspondencia biyectiva entre los ideales
bilaterales idempotentes y los radicales superhereditarios.

Demostración. Sea I el conjunto de todos los ideales bilaterales de R y sea R-prsh la clase de
todos los prerradicales superhereditarios. Definamos:

I α→ R-prsh β→ I
I 7→ r 7→

⋂
K

donde r(M) = {x ∈ M | Ix = 0} y K corre a través de todos los ideales izquierdos de R tal que
R/K ∈ Tr. Sea I ∈ I, entonces

(βα)(I) = β(α(I))

= β(r)

=
⋂
K

= I (por (4) de la Proposición 3.1.5)

Luego, βα = 1I . De manera análoga obtenemos que αβ = 1R-prsh. Por lo tanto existe una corres-
pondencia biyectiva entre I y R-prsh. Y si r es radical, por (5) de la Proposición 3.1.5, I =

⋂
K es

idempotente. Luego, existe una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales idempotentes
y los radicales superhereditarios.

3.1.1. El prerradical hereditario η(r)

Definición 3.6. Sea r un prerradical. Definimos la relación η(r) de la siguiente manera:

η(r) : R-Mod → R-Mod
M 7→ M ∩ r(E(M)).

Observación 3.7. Sean r un prerradical y M ∈ R-Mod, entonces η(r)(M) no depende de la
elección particular de E(M).

Demostración. Sea Q un módulo inyectivo tal queM ≤ Q, entonces tenemos el siguiente cuadrado
conmutativo:

M
1M //� _

ι1

��

M� _

ι2

��
E(M)

h // Q
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es decir, hιi = ι21M . Por lo tanto h(M ∩ r(E(M))) = M ∩ r(E(M)). Por otro lado, como r es
prerradical tenemos lo siguiente:

M ∩ r(E(M)) = h(M ∩ r(E(M))) ≤ h(r(E(M))) ≤ r(Q).

Por lo tanto M ∩ r(E(M)) ⊆ M ∩ r(Q). De manera análoga, como E(M) es inyectivo tenemos el
siguiente cuadrado conmutativo:

M
1M //� _

ι2

��

M� _

ι1

��
Q

h′ // E(M)

es decir, h′ι2 = ι11M . Por lo tanto h′(M ∩ r(Q)) = M ∩ r(Q) y como r es prerradical se sigue que:

M ∩ r(Q) = h′(M ∩ r(Q)) ≤ h′(r(Q)) ≤ r(E(M)).

Por lo tanto M ∩ r(Q) ⊆M ∩ r(E(M)).

Proposición 3.1.6. Sea r un prerradical, entonces tenemos lo siguiente:

(1) η(r) es un prerradical hereditario y r � η(r).

(2) Si s es un prerradical hereditario tal que r � s, entonces η(r) � s, es decir, η(r) es el menor
prerradical hereditario tal que r � η(r).

(3) F ∈ Fη(r) si y sólo si E(F ) ∈ Fr.

(4) T ∈ Tη(r) si y sólo si T ≤ r(E(T )).

(5) Si Q/r(Q) es inyectivo y r(Q/r(Q)) = 0 para todo módulo inyectivo Q, entonces η(r) es un
radical hereditario.

Demostración. Supongamos que r es prerradical.
(1) Primero veamos que η(r) es un prerradical. Es claro que para todoM ∈ R-Mod, η(r)(M) ≤

M . Sea f : M // N un morfismo de módulos, veamos que f(η(r)(M)) ≤ η(r)(N). Como E(N)
es inyectivo tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

M
� � ιM //

f

��

E(M)

g

��
N �
� ιN // E(N)

es decir, gιM = ιNf . Por lo tanto g(M ∩ r(E(M))) = f(M ∩ r(E(M))). Por otro lado, como r es
prerradical y g es un morfismo de módulos tenemos lo siguiente:

g(M ∩ r(E(M))) ≤ g(r(E(M))) ≤ r(E(N)),

de donde f(M ∩ r(E(M))) ≤ r(E(N)). Además como f(M ∩ r(E(M))) ≤ N concluimos que
f(M ∩ r(E(M))) ≤ N ∩ r(E(N)), es decir, f(η(r)(M)) ≤ η(r)(N).

Ahora veamos que η(r) es hereditario. Sea M ∈ R-Mod y sea N un submódulo de M , entonces
E(N) ≤ E(M). Como E(N) es inyectivo, por la Proposición 1.1.19 existe K ≤ E(M) tal que
E(M) = E(N)⊕K. También notemos que como N ≤ E(N), entonces N ∩K ≤ E(N)∩K = 0, es
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decir, N ∩K = 0. Y como r es prerradical, r(K) ≤ K de donde N ∩ r(K) ≤ N ∩K = 0, es decir,
N ∩ r(K) = 0. Por lo tanto

N ∩ η(r)(M) = N ∩ (M ∩ r(E(M)))

= (N ∩M) ∩ r(E(M))

= N ∩ r(E(M))

= N ∩ r(E(N)⊕K)

= N ∩ (r(E(N))⊕ r(K))

= (N ∩ r(E(N)))⊕ (N ∩ r(K))

= (N ∩ r(E(N)))⊕ 0

= N ∩ r(E(N))

= η(r)(N).

Por último veamos que r � η(r). Sea M ∈ R-Mod. Como r es prerradical y M ≤ E(M),
entonces r(M) ≤ r(E(M)). Por lo tanto r(M) ≤M ∩ r(E(M)) = η(r)(M), es decir, r � η(r).

(2) Sea s un prerradical hereditario tal que r � s y sea M ∈ R-Mod, entonces η(r)(M) =
M ∩ r(E(M)) ≤M ∩ s(E(M)) = s(M), es decir, η(r)(M) ≤ s(M). Luego, η(r) � s.

(3) Supongamos que F ∈ Fη(r), entonces tenemos que F ∩ r(E(F )) = η(r)(F ) = 0, es decir,
F ∩ r(E(F )) = 0. Y como F ≤es E(F ) se sigue que r(E(F )) = 0, es decir, E(F ) ∈ Fr.

Supongamos que E(F ) ∈ Fr, entonces tenemos que r(E(F )) = 0 y en consecuencia η(r)(F ) =
F ∩ r(E(F )) = 0, es decir, F ∈ Fη(r).

(4) Supongamos que T ∈ Tη(r), entonces tenemos que T ∩ r(E(T ))) = η(r)(T ) = T de donde
T ≤ r(E(T )).

Supongamos que T ≤ r(E(T )), entonces tenemos que η(r)(T ) = T ∩ r(E(T )) = T .
(5) Primero notemos que para todo módulo inyectivo Q se cumple que η(r)(Q) = Q∩r(E(Q)) =

Q ∩ r(Q) = r(Q). Entonces tenemos lo siguiente:

η(r) (Q/η(r)(Q)) = η(r)(Q/r(Q))

= r(Q/r(Q))

= 0.

Y como η(r) es hereditario, por la Proposición 3.1.3 concluimos que η(r) es radical.

Para un prerradical r escribiremos η̂(r) en lugar de η̂(r).

Proposición 3.1.7. Sea r un prerradical.

(1) η̂(r) es un radical hereditario, r � η̂(r) y η(r̂) � η̂(r).

(2) Si s es un radical hereditario y r � s, entonces η̂(r) � s, es decir, η̂(r) es el menor radical
hereditario tal que r � η̂(r).

(3) Si Fr es estable, entonces η̂(r) = r̂.

Demostración. Sea r un prerradical.
(1) Por (1) de la Proposición 3.1.6 sabemos que η(r) es un prerradical hereditario. Entonces

por el Corolario 3.3 concluimos que η̂(r) es un radical hereditario.
Ahora veamos que r � η̂(r). Como r � η(r), por la Observación 2.14 tenemos que r � r̂ � η̂(r),

es decir, r � η̂(r).
Por último veamos que η(r̂) � η̂(r). Como r̂ � η̂(r) y η̂(r) es un radical hereditario, por (2) de

la Proposición 3.1.6 se sigue que η(r̂) � η̂(r).
(2) Se sigue de (4) de la Proposición 2.1.6 y (2) de la Proposición 3.1.6.
(3) Como r̂ es radical y Fr̂ = Fr es estable, entonces por (2) de la Proposición 3.1.2, r̂ es un

radical hereditario. Pero como r � r̂ por (1) y (2) concluimos que η̂(r) = r̂.
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Observación 3.8. Los operadores η y η̂ son idempotentes y si r, s ∈ R-pr son tales que r � s,
entonces η(r) � η(s) y η̂(r) � η̂(s).

Demostración. Primero veamos que η es idempotente. Sea r un prerradical, veamos que η(r) =
η(η(r)). Sea M ∈ R-Mod, entonces

η(η(r))(M) = M ∩ η(r)(E(M))

= M ∩ (E(M) ∩ r(E(E(M))))

= M ∩ (E(M) ∩ r(E(M)))

= M ∩ r(E(M))

= η(r)(M).

Por lo tanto η(r) = η(η(r)), es decir, η es idempotente. Ahora veamos que si r y s son dos
prerradicales tales que r � s, entonces η(r) � η(s). Sea M ∈ R-Mod, entonces

η(r)(M) = M ∩ r(E(M))

≤ M ∩ s(E(M))

= η(s)(M).

Por lo tanto η(r) � η(s).
Veamos que η̂ es idempotente. Sea r un prerradical, por la Proposición 3.1.7 sabemos que η̂(r)

es un radical hereditario y que η̂(η̂(r)) es el menor radical hereditario tal que η̂(r) � η̂(η̂(r)). Por
lo tanto η̂(r) = η̂(η̂(r)), es decir, η̂ es idempotente. Ahora sean r y s dos prerradicales tales que
r � s, entonces r � η(r) � η(s) � η̂(s). Pero por (3) de la Proposición 3.1.7, η̂(r) es el menor
radical hereditario tal que r � η̂(r). Por lo tanto η̂(r) � η̂(s).

Proposición 3.1.8. Si Q/r(Q) es inyectivo y libre de r-torsión para todo módulo inyectivo Q,
entonces η(r) = η̂(r) = η(r̂).

Demostración. Como Q/r(Q) es inyectivo y libre de r-torsión para todo módulo inyectivo Q, por
(5) de la Proposición 3.1.6, η(r) es un radical hereditario. Por lo tanto por (1) de la Proposición
3.1.6 y (2) de la Proposición 3.1.7 concluimos que η(r) = η̂(r). Por otro lado, como r � r̂, por la
Observación 3.8 tenemos que η(r) � η(r̂) � η̂(r) = η(r). Por lo tanto η(r) = η̂(r) = η(r̂).

3.2. Prerradicales cohereditarios

Definición 3.9. Un prerradical r es llamado cohereditario si para todo M ∈ R-Mod y para todo
submódulo N de M , r(M/N) = (r(M) +N)/N .

Ejemplo 9.

(1) El prerradical Rad definido en (c) del Ejemplo 7 de la página 32 no es cohereditario.

(2) El prerradical Soc definido en (d) del Ejemplo 7 de la página 32 no es cohereditario.

(3) Sea I un ideal bilateral de R, entonces el prerradical rI definido en (e) del Ejemplo 7 de la
página 32 es cohereditario.

Demostración. (1) Veamoslo con un contraejemplo. Sea Z y 4Z ≤ Z. Por un lado sabemos que
Rad(Z) = 0 mientras que Rad(Z/4Z) = Rad(Z4) = 〈2〉. Así, Rad(Z/4Z) = 〈2〉 6= 0 = (Rad(Z) +
4Z)/4Z.

(2) Dea manera análoga a (1), (Soc(Z) + 4Z)/4Z = (0 + 4Z)/4Z = 4Z/4Z = 0 mientras que
Soc(Z/4Z) = Soc(Z4) = 〈2〉 y en consecuencia Soc no es cohereditario.

56



CAPÍTULO 3. PRERRADICALES HEREDITARIOS Y COHEREDITARIOS
3.2. PRERRADICALES COHEREDITARIOS

(3) Sea M ∈ R-Mod y sea N un submódulo de M . Por (2) de la Proposición 2.1.1 es suficiente
demostrar que r(M/N) ⊆ (r(M) +N)/N . Notemos que r(M/N) = I(M/N) = (IM)/N , entonces
como IM ⊆ IM +N tenemos que

r(M/N) = (IM)/N

⊆ (IM +N)/N

= (r(M) +N)/N.

Por lo tanto r es cohereditario.

El siguiente resultado nos ayudará a determinar cuando un prerradical es cohereditario.

Proposición 3.2.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para un prerradical r:

(a) r es cohereditario.

(b) r preserva epimorfismos.

(c) El funtor 1/r definido en la Observación 2.9 de la página 35 es exacto derecho.

(d) r es un radical y Fr es cohereditaria.

Demostración. (a)⇒(b) Supongamos que r es un prerradical y sea f : M // N un epimorfismo
de módulos. Veamos que f(r(M)) = r(N). Como f es epimorfismo, por el Teorema 1.12 tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

M
f //

π

��

N

M/Ker(f)

g
::

es decir, f = gπ, con g isomorfismo. Como g es isomorfismo, por el Lema 2.3 tenemos que
g(r(M/Ker(f))) = r(N). Y como f = gπ se sigue que:

f(r(M)) = (gπ)(r(M))

= g(π(r(M)))

= g((r(M) + Ker(f))/Ker(f))

= g(r(M/Ker(f)))

= r(N).

Por lo tanto r preserva epimorfismos.
(b)⇒(c) Supongamos que r preserva epimorfismos y consideremos la siguiente sucesión exacta

corta:
0 // L

f // M
g // N // 0.

Veamos que la siguiente sucesión es exacta:

L/r(L)
f ′ // M/r(M)

g′ // N/r(N) // 0.

Im(f ′) = Ker(g′).

Sea y ∈ Im(f ′), entonces existe x ∈ L/r(L) tal que y = f ′(x). Entonces tenemos lo siguiente:

g′(y) = g′(f ′(x)) = g′(f(x)) = g(f(x)) = 0.
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Por lo tanto y ∈ Ker(g′).

Ahora sea x ∈ Ker(g′), entonces:

x ∈ Ker(g′) ⇒ g′(x) = 0

⇒ g(x) = 0

⇒ g(x) ∈ r(N) = g(r(M))

⇒ g(x) = g(m) para algún m ∈ r(M)

⇒ g(x−m) = 0

⇒ x−m ∈ Ker(g) = Im(f)

⇒ x−m = f(l) para algún l ∈ L
⇒ x = f(l)

⇒ x = f ′(l) ∈ Im(f ′).

Por lo tanto Im(f ′) = Ker(g′).

g′ es epimorfismo.

Sea y ∈ N/r(N), como y ∈ N y g es epimorfismo existe x ∈ M tal que g(x) = y, entonces
g′(x) = g(x) = y. Por lo tanto g′ es epimorfismo.

(c)⇒(d) Primero veamos que r es radical. SeaM ∈ R-Mod y consideremos la siguiente sucesión
exacta corta:

0 // r(M)
ι // M

π // M/r(M) // 0.

Entonces por hipótesis tenemos que la siguiente sucesión es exacta:

r(M)/r(r(M))
ι′ // M/r(M)

π′ // (M/r(M))/r(M/r(M)) // 0.

Esto es, Im(ι′) = Ker(π′) = r(M/r(M)). Además es claro que Im(ι′) = 0. Por lo tanto 0 =
r(M/r(M)) y en consecuencia r es radical.

Ahora veamos que Fr es cohereditaria. SeaM ∈ R-Mod y sea N un submódulo deM , entonces
por (3) de la Proposición 2.1.4, N ∈ Fr. Consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

0 // N
ι // M

π // M/N // 0.

Entonces tenemos la siguiente sucesión exacta:

N
ι′ // M

π′ // (M/N)/r(M/N) // 0.

Esto es, N = Im(ι) = Im(ι) = Ker(π) = r(M/N), entonces N = r(M/N) ≤M/N y en consecuen-
cia r(M/N) = 0. Por lo tanto Fr es cohereditaria.

(d)⇒(a) Sean M ∈ R-Mod y N un submódulo de M . Por la Proposición 2.1.1 es suficiente
demostrar que r(M/N) ⊆ (r(M) +N)/N . Observemos lo siguiente:

(i) Como r es radical y Fr es una clase cohereditaria, tenemos que (M/r(M))/((N +
r(M))/r(M)) ∈ Fr.

(ii) Como (M/r(M))/((N+r(M))/r(M)) ∼= M/(r(M)+N), por (i) se sigue queM/(r(M)+N) ∈
Fr.

(iii) Como (M/N)/((N + r(M))/N) ∼= M/(r(M) +N), entonces r((M/N)/((N + r(M))/N)) ∼=
r(M/(r(M) + N)) = 0, es decir, r((M/N)/((N + r(M))/N)) = 0. Por lo tanto r(M/N) ⊆
(r(M) +N)/N .
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Corolario 3.10. Todo prerradical cohereditario es radical.

Demostración. Es una consecuencia de la Proposición 3.2.1.

Definición 3.11. Un anillo R es llamado anillo perfecto izquierdo si todo módulo izquierdo
sobre R tiene cubierta proyectiva.

Proposición 3.2.2. Sea r un prerradical. Entonces:

(1) Si r es cohereditario, entonces Tr es cerrada bajo cubiertas.

(2) Si r es cohereditario y R es perfecto izquierdo, entonces Tr es coestable.

(3) Si r es cohereditario, M ∈ Tr y 0 // A
f // P

g // M // 0 es una presentación
proyectiva arbitraria de M , entonces P = r(P ) + f(A).

Demostración. (1) Sean M,N ∈ R-Mod tales que N es superfluo en M y M/N ∈ Tr, veamos que
M ∈ Tr. Como M/N ∈ Tr se sigue que r(M/N) = M/N y como r es cohereditario tenemos que
r(M/N) = (r(M) +N)/N . Por lo tanto (r(M) +N)/N = M/N de donde r(M) +N = M y como
N es superfluo en M se tiene que r(M) = M , es decir, M ∈ Tr.

(2) SeaM ∈ Tr, comoR es perfecto izquierdoM tiene una cubierta proyectiva, es decir, existe un
epimorfismo superfluo ϕ : P // M con P proyectivo. Como ϕ es epimorfismo superfluo tenemos
que Ker(ϕ) es superfluo en P y, por el Primer Teorema de Isomorfismos que P/Ker(ϕ) ∼= M . Como
M ∈ Tr y Tr es abstracta se sigue que P/Ker(ϕ) ∈ Tr. Por lo tanto, por (1) concluimos que P ∈ Tr.

(3) Como r es cohereditario y g epimorfismo, por (b) de la Proposición 3.2.1 se sigue que
g|r(P ) : r(P ) // r(M) = M es epimorfismo. Sea x ∈ P , entonces g(x) ∈ M y como g|r(P ) es
epimorfismo existe y ∈ r(P ) tal que g(x) = g(y). Por lo tanto x − y ∈ Ker(g) = Im(f), entonces
existe a ∈ Im(f) tal que x− y = a, de donde x = y + a ∈ r(P ) + Im(f).

Proposición 3.2.3. Sea r un prerradical idempotente tal que para todo T ∈ Tr existe una presen-
tación proyectiva

0 // A
f // P // T // 0

con P = r(P ) + f(A). Entonces r es cohereditario.

Demostración. Sean M,N ∈ R-Mod tales que N ≤ M . Como r es idempotente se sigue que
r(M/N) ∈ Tr. Entonces por hipótesis tenemos la siguiente sucesión exacta corta:

0 // A
f // P

g // r(M/N) // 0

con P = r(P )+f(A) proyectivo. Como g es epimorfismo se sigue que: r(M/N) = g(P ) = g(r(P )+
f(A)) = g(r(P )) + g(f(A)) = g(r(P )). Y como P es proyectivo tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

P
g //

h

��

r(M/N)

ι

��
0 // N // M

π // M/N // 0

es decir, ιg = πh. Como h es morfismo y r prerradical se sigue que h(r(P )) ≤ r(M). Por lo tanto
tenemos lo siguiente: r(M/N) = g(r(P )) = π(h(r(P ))) ≤ π(r(M)) = (r(M) +N)/N .

Corolario 3.12. Sean R un anillo perfecto izquierdo y r un radical cohereditario. Entonces r es
un radical cohereditario idempotente.
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Demostración. Como r es cohereditario y R es perfecto izquierdo, por (2) de la Proposición 3.2.2
se sigue que Tr = Tr es coestable, es decir, para todo T ∈ Tr existe una presentación proyectiva

0 // A
f // P // T // 0

con P ∈ Tr. Entonces P = r(P ) + f(A) y como r es idempotente, por la Proposición 3.2.3 tenemos
que r es cohereditario.

Definición 3.13. Sea I un ideal bilateral de un anillo R. Decimos que I satisface la condición A
si para todo x ∈ I se cumple que x ∈ Ix.

Proposición 3.2.4. Sean r un radical cohereditario y r(R) = I. Entonces:

(1) r(M) = IM para todo M ∈ R-Mod.

(2) T ∈ Tr si y sólo si IT = T .

(3) F ∈ Fr si y sólo si IF = 0.

(4) Si I es un ideal derecho finitamente generado, entonces Tr es cerrada bajo productos directos.

(5) r es idempotente si y sólo si I2 = I.

(6) r es hereditario si y sólo si I satisface la condición A.

Demostración. (1) Por la Proposición 2.1.3 sabemos que I es un ideal bilateral de R y que IM ⊆M
para cada M ∈ R-Mod. Veamos que M ⊆ IM . Como todo módulo es cociente de un libre,
tenemos que existe un epimorfismo g : R(J) // M para algún conjunto J . Entonces como r es
cohereditario, por (b) de la Proposición 3.2.1 tenemos que g(r(R(J))) = r(M). Pero como todo
módulo libre es proyectivo, por (3) de la Proposición 2.1.3 se sigue que r(R(J)) = r(R)R(J). Por
lo tanto

IM = Ig
(
R(J)

)
= g

(
IR(J)

)
= g

(
r(R)R(J)

)
= g

(
r(R(J))

)
= r(M).

(2) Es claro.
(3) Es claro.

(4) Supongamos que I es un ideal derecho de R finitamente generado, entonces I =

n∑
k=1

akR.

Sea T =
∏
i∈I

Ti con Ti ∈ Tr para cada i ∈ I. Veamos que T ∈ Tr, es decir, IT = T . Sea t ∈ T ,

entonces t = (ti)i∈I con ti ∈ Ti = ITi para cada i ∈ I. Entonces ti =

mi∑
j=1

bijtij =

n∑
k=1

akt
′
ik para

cada i ∈ I. Luego t =

n∑
k=1

aktk donde tk = (t′ik)i∈I . Por lo tanto T ⊆ IT y en consecuencia IT = T .

(5) Supongamos que r es idempotente, entonces tenemos que r(R) ∈ Tr. Por lo tanto I2 =
Ir(R) = r(I) = r(r(R)) = r(R) = I, es decir, I = I2.
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Supongamos que I2 = I y sea M ∈ R-Mod, entonces r(r(M)) = Ir(M) = I2M = IM = r(M).
Por lo tanto r es idempotente.

(6) Supongamos que r es hereditario. Sea x ∈ I, entonces tenemos lo siguiente:

r(Rx) = Rx ∩ r(I)

= Rx ∩ r(r(R))

= Rx ∩ r(R)

= Rx.

Por lo tanto Rx = r(Rx) = I(Rx) = (IR)x = Ix y como x ∈ Rx se sigue que x ∈ Ix.
Supongamos que I satisface la condición A. Como r es radical, por (2) de la Proposición 3.1.2

es suficiente demostrar que Fr es estable. Sea F ∈ Fr y supongamos que E(F ) /∈ Fr, es decir,
IE(F ) 6= 0. Entonces existen a ∈ I y x ∈ E(F ) tal que 0 6= ax ∈ IE(F ). Como F es esencial
en E(F ) y ax 6= 0, existe b ∈ R tal que 0 6= bax ∈ F . Como ba ∈ I y por hipótesis I satisface
la condición A, existe c ∈ I tal que ba = cba. Entonces 0 6= bax = cbax ∈ IF = 0 que es una
contradicción. Por lo tanto IE(F ) = 0, es decir, E(F ) ∈ Fr.

Corolario 3.14. Sean r un radical cohereditario y r(r(R)) = r(R). Entonces r es idempotente.

Demostración. Como r es un radical cohereditario, por (1) de la Proposición 3.2.4, r(M) = r(R)M
para todo M ∈ R-Mod. Por lo tanto r(R) = r(r(R)) = r2(R) y por (5) de la Proposición 3.2.4
concluimos que r es idempotente.

Definición 3.15. Decimos que un prerradical se coescinde si es hereditario y cohereditario.

Proposición 3.2.5. Sean I un ideal bilateral de R y r(M) = IM para todo M ∈ R-Mod. Entonces
r es un radical cohereditario e I = r(R).

Demostración. Por (3) del Ejemplo 9 de la página 56 tenemos que r(M) = IM es un prerradical
cohereditario, entonces por el Corolario 3.10 concluimos que r(M) = IM es radical. Además es
claro que I = r(R).

Teorema 3.16. Existe una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales de R y los radi-
cales cohereditarios en R-Mod. Esta correspondencia induce:

Una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales idempotentes de R y los radicales
idempotentes cohereditarios en R-Mod.

Una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales de R que satisfacen la condición
A y los radicales en r que se coescinden.

Demostración. Sea I el conjunto de todos los ideales bilaterales de R y sea R-rch la clase de todos
los radocales cohereditarios sobre R. Consideremos:

I α→ R-rch β→ I
I 7→ rI 7→ rI(R)

Entonces por la Proposición 3.2.5 tenemos que (βα)(I) = β(α(I)) = β(rI) = rI(R) = I, es decir,
βα = 1I . Ahora consideremos

R-rch β→ I α→ R-rch
r 7→ r(R) 7→ rr(R)
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Entonces por (1) de la Proposición 3.2.4, (αβ)(r) = α(β(r)) = α(r(R)) = rr(R) = r, es decir, αβ =
1R-rch. Luego, existe una correspondencia biyectiva entre I y R-rch. Además, si r es idempotente,
entonces por (5) de la Proposición 3.2.4, la correspondencia anterior induce una correspondencia
biyectiva entre los ideales bilaterales idempotentes de R y los radicales idempotentes cohereditarios
en R-Mod. Y si r es hereditario, por (6) de la Proposición 3.2.4, la correspondencia anterior induce
una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales de R que satisfacen la condición A y los
radicales en r que se coescinden.

Proposición 3.2.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical r:

(a) r es exacto como funtor.

(b) r es exacto derecho.

(c) r se coescinde.

(d) r es un radical idempotente, Tr es hereditaria y Fr es cohereditaria.

Demostración. (a)⇒(b) Es claro.
(b)⇒(c) Sea N ≤M y consideremos la sucesión exacta

N
ι // M

π // M/N // 0

Entonces por hipótesis tenemos la siguiente sucesión exacta:

r(N)
ι′ // r(M)

π|r(M) // r(M/N) // 0

es decir, ι′(r(N)) = Ker(π|r(M)) y π(r(M)) = r(M/N). Pero Ker(π|r(M)) = N∩r(M) y π(r(M)) =
(r(M)+N)/N . Luego, r(N) = N ∩r(M) y r(M/N) = (r(M)+N)/N , es decir, r es un prerradical
hereditario y cohereditario. Por lo tanto r se coescinde.

(c)⇒(d) Sea sigue de la Proposición 3.1.1 y la Proposición 3.2.1.
(d)⇒(a) Supongamos que r es un radical idempotente, Tr es hereditaria y que Fr es coheredi-

taria. Entonces por la Proposición 3.1.1, r es un funtor exacto izquierdo y por la Proposición 3.2.1,
r preserva epimorfismos. Por lo tanto r es exacto como funtor.

3.2.1. El prerradical cohereditario ρ(r)

Proposición 3.2.7. Definamos ρ(r)(M) = r(R)M para todo M ∈ R-Mod. Entonces:

(1) ρ(r) es un radical cohereditario y ρ(r) � r.

(2) Si s es un radical cohereditario y s � r, entonces s � ρ(r), es decir, ρ(r) es el mayor radical
cohereditario tal que ρ(r) � r.

(3) Si M ∈ R-Mod y 0 // A
f // P

g // M // 0 es una presentación proyectiva para
M , entonces ρ(r)(M) = g(r(P )).

(4) ρ(r) es idempotente si y sólo si r(R) es un ideal idempotente bilateral de R.

(5) Si r(R) es un módulo proyectivo y r(r(R)) = r(R), entonces ρ(r) es idempotente.

(6) Si Rx es proyectivo y de r-torsión para todo x ∈ r(R), entonces ρ(r) es hereditario.
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Demostración. (1) Por (2) de la Proposición 3.2.3, ρ(r) es un radical cohereditario. Y por (2) de
la Proposición 2.1.3, ρ(r) � r.

(2) Sea s un radical cohereditario tal que s � r, entonces por (1) de la Proposición 3.2.3,
s(M) = s(R)M . Por lo tanto s(M) = s(R)M ≤ r(R)M = ρ(r)(M), es decir, s � ρ(r).

(3) Como P es proyectivo, por (3) de la Proposición 2.1.3, r(P ) = r(R)P = ρ(r)(P ), de donde
g(r(P )) = g(ρ(r)(P )). Por otro lado como ρ(r) es cohereditario y g epimorfismo, por (b) de la
Proposición 3.2.1, g(ρ(r)(P )) = ρ(r)(M). Por lo tanto ρ(r)(M) = g(r(P )).

(4) Necesidad: Por (3) de la Proposición 2.1.3 se sigue que ρ(r)(R) = r(R) y como ρ(r) es
idempotente tenemos que r(R) = ρ(r)(R) = ρ(r)(ρ(r)(R)) = ρ(r)(r(R)) = r2(R).

Suficiencia: Se sigue de (5) de la Proposición 3.2.4.
(5) Como ρ(r) es un radical cohereditario, por el Corolario 3.14 es suficiente demostrar que

ρ(r)(ρ(r)(R)) = ρ(r)(R). Como r(R) es proyectivo, por (3) tenemos que ρ(r)(r(R)) = r(r(R)), en-
tonces ρ(r)(ρ(r)(R)) = ρ(r)(r(R)) = r(r(R)) = r(R) = ρ(r)(R). Por lo tanto ρ(r) es idempotente.

(6) Veamos que r(R) satisface la condición A. Sea x ∈ r(R), entonces Rx es proyectivo y
r(Rx) = Rx. Como Rx es proyectivo, por (3) tenemos que ρ(r)(Rx) = r(Rx). Por lo tanto
Rx = r(Rx) = ρ(r)(Rx) = r(R)Rx = r(R)x de donde s ∈ r(R)x. Entonces r(R) satisface la
condición A y por (6) de la Proposición 3.2.4 concluimos que ρ(r) es hereditario.

Proposición 3.2.8. Sean r un prerradical, I el mayor ideal bilateral idempotente de R contenido
en r(R) y ξ(r) el radical cohereditario correspondiente a I. Entonces:

(1) ξ(r) es un radical cohereditario idempotente, ξ(r) � ρ(r) � r � r y ξ(r) � ρ(r) � r � r.

(2) Si s es un radical cohereditario idempotente tal que s � r, entonces s � ξ(r), es decir, ξ(r)
es el mayor radical cohereditario idempotente tal que ξ(r) � r.

(3) Si Tr es coestable, entonces ξ(r) = r.

(4) Si R es perfecto izquierdo, entonces ξ(r) = ρ(r).

Demostración. (1) Sea sigue de la Proposición 3.2.4 y la Proposición 3.2.5.
(2) Supongamos que existe un radical cohereditario idempotente s tal que s � r, entonces

s(R) ≤ r(R). Como s es idempotente, por la Proposición 3.2.4, s(R) es un ideal bilateral idempo-
tente de R. Luego, s(R) ≤ I. Por lo tanto s � ξ(r)

(3) Como r es idempotente y Tr = Tr es coestable, por la Proposición 3.2.3, r es un pre-
rradical cohereditario idempotente. Luego, por la Proposición 3.2.1, r es un radical cohereditario
idempotente. Como r � r, por (1) y (2) concluimos que ξ(r) = r.

(4) Supongamos que R es un anillo perfecto izquierdo. Por la Proposición 3.2.7, ρ(r) es un
radical cohereditario. Luego, por el Corolario 3.3, ρ(r) es un radical cohereditario idempotente.
Entonces por (1) y (2) concluimos que ξ(r) = ρ(r).
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Capítulo 4

Prerradicales estables y coestables

4.1. Prerradicales estables
Definición 4.1. Sea r un prerradical. Decimos que un módulo M se escinde en r si r(M) es
sumando directo de M .

Lema 4.2. Sea r un prerradical. Si M se escinde en r y N es un sumando directo de M , entonces
N se escinde en r.

Demostración. Supongamos queM se escinde en r y que N es un sumando directo deM , entonces
existen K,L submódulos de M tales que M = r(M)⊕K y M = N ⊕ L. Entonces

M = r(M)⊕K
= r(N ⊕ L)⊕K
= (r(N)⊕ r(L))⊕K
= r(N)⊕ (r(L)⊕K).

Sea K ′ = r(L)⊕K, entonces

N = M ∩N
= (r(N)⊕K ′) ∩N
= r(N)⊕ (K ′ ∩N).

Por lo tanto N se escinde en r.

Proposición 4.1.1. Sea r un prerradical y sea M ∈ R-Mod.

(1) Si M se escinde, entonces r(M) ∈ Tr y M/r(M) ∈ Fr.

(2) Si M =
⊕
i∈I

Mi, entonces M se escinde si y sólo si cada Mi se escinde.

Demostración. Sea r un prerradical.
(1) Sea M ∈ R-Mod tal que M se escinde en r, es decir, M = r(M) ⊕ K. Notemos que

r(K) = 0, en efecto, por la Proposición 2.1.1, r(K) ≤ K ∩ r(M) = 0. Entonces tenemos que
r(M) = r(r(M))⊕ r(K) = r(r(M)), es decir, r(M) ∈ Tr y r(M/r(M)) = r((r(M)⊕K)/r(M)) =
r(K) = 0, es decir, M/r(M) ∈ Fr.

(2) Supongamos que M =
⊕
i∈I

Mi se escinde, entonces por el Lema 4.2 se sigue que cada Mi se

escinde.
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Supongamos que cada Mi se escinde, entonces Mi = r(Mi)⊕Ki para cada i ∈ I. Entonces⊕
i∈I

Mi =
⊕
i∈I

(r(Mi)⊕Ki)

=
⊕
i∈I

r(Mi)⊕
⊕
i∈I

Ki

= r

(⊕
i∈I

Mi

)
⊕
⊕
i∈I

Ki.

Por lo tanto M = r(M)⊕
⊕
i∈I

Ki y en consecuencia M se escinde en r.

Definición 4.3. Un prerradical r es llamado estable si todo módulo inyectivo se escinde en r.

Proposición 4.1.2. Sea r un prerradical.

(1) Si r es estable, entonces Tr es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

(2) Si r es idempotente y Tr es estable, entonces r es estable.

(3) Todo módulo inyectivo es de r-torsión si y sólo si E(R) ∈ Tr.

(4) Si r es estable y hereditario, entonces r es radical.

Demostración. Sea r un prerradical.
(1) Sea T ∈ Tr, veamos que E(T ) ∈ Tr. Como r es estable y E(T ) inyectivo existe K ≤ E(T )

tal que E(T ) = r(E(T )) ⊕ K. Por otro lado como T ≤ E(T ), entonces T = r(T ) ≤ r(E(T )) de
donde T ∩K ≤ r(E(T )) ∩K = 0, es decir, T ∩K = 0. Y como T es esencial en E(T ) concluimos
que K = 0. Por lo tanto E(T ) = r(E(T )), es decir, E(T ) ∈ Tr.

(2) Sea Q un módulo inyectivo. Como r(Q) ≤ Q tenemos que E(r(Q)) ≤ E(Q) = Q, entonces
Q = E(r(Q)) ⊕K. Como r es idempotente, r(Q) ∈ Tr, y como Tr es estable, E(r(Q)) ∈ Tr. Así,
como E(r(Q)) ≤ Q, entonces E(r(Q)) = r(E(r(Q))) ≤ r(Q) ≤ E(r(Q)), es decir, r(Q) = E(r(Q)).
Por lo tanto Q = r(Q)⊕K.

(3) Supongamos que todo módulo inyectivo es de r-torsión. Entonces E(R) ∈ Tr.
Supongamos que E(R) ∈ Tr y sea Q un módulo inyectivo. Veamos que Q es de r-torsión,

es decir, r(Q) = Q. Como todo módulo es cociente de un módulo libre, existe un epimorfismo
f : R(I) // Q . Y como R ≤ E(R) se sigue que R(I) ≤ E(R)(I). Entonces como Q es inyectivo
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // R(I) �
� ι //

f

��

E(R)(I)

h
zz

Q

es decir, f = hι. Afirmamos que h es un epimorfismo. En efecto, sea y ∈ Q, como f es epimorfismo
existe x ∈ R(I) tal que y = f(x) = (hι)(x) = h(ι(x)) = h(x). Por lo tanto h es epimorfismo y como
E(R) ∈ Tr, por (1) de la Proposición 2.1.4 se sigue que E(R)(I) ∈ Tr. Por lo tanto, por (1) de la
Proposición 2.1.4 concluimos que Q ∈ Tr.

(4) Sea Q un módulo inyectivo. Como r es estable, por Proposición 4.1.1, r(Q/r(Q)) = 0.
Entonces por la Proposición 3.1.3, r es radical.

Proposición 4.1.3. Sea r un prerradical.

(1) r es estable si y sólo si η(r) es estable.
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(2) Si r es estable, entonces r, r̂, η(r) son estables y η(r) = η(r) = η(r̂) = η̂(r).

Demostración. Afirmamos que si Q ∈ R-Mod es inyectivo, entonces η(r)(Q) = r(Q). En efecto,
η(r)(Q) = Q ∩ r(E(Q)) = Q ∩ r(Q) = r(Q).

(1) Supongamos que r es estable y sea Q un módulo inyectivo, entonces Q = r(Q) ⊕ K =
η(r)(Q)⊕K. Por lo tanto η(r) es estable.

Supongamos que η(r) es estable y sea Q un módulo inyectivo, entonces Q = η(r)(Q) ⊕ K =
r(Q)⊕K. Por lo tanto r es estable.

(2) r es estable: Supongamos que r es estable y sea Q un módulo inyectivo, entonces Q =
r(Q) ⊕ K y por (1) de la Proposición 4.1.1, r(Q) ∈ Tr = Tr. Afirmamos que r(Q) = r(Q), en
efecto, como r(Q) ≤ Q, entonces r(Q) = r(r(Q)) ≤ r(Q) ≤ r(Q). Por lo tanto Q = r(Q)⊕K.

r̂ es estable: Supongamos que r es estable y sea Q un módulo inyectivo, entonces Q = r(Q)⊕K
y por (1) de la Proposición 4.1.1, Q/r(Q) ∈ Fr = Fr̂. Afirmamos que r̂(Q) = r(Q), en efecto, como
Q/r(Q) ∈ Fr̂, por (4) de la Proposición 2.1.1, r̂(Q) ≤ r(Q) ≤ r̂(Q). Por lo tanto Q = r̂(Q)⊕K.

η(r) es estable: Ver (1).
η(r) = η(r) = η(r̂) = η̂(r): Como η(r) es estable y hereditario, por (4) de la Proposición 4.1.2,

η(r) es radical. Entonces como η(r) � η̂(r), por la Proposición 3.1.7, η(r) = η̂(r). Además como
r � r̂, por la Observación 3.8, η(r) � η(r̂) � η̂(r) = η(r). Por lo tanto η(r) = η(r̂) = η̂(r). Por
último notemos que como r es estable, entonces para todo M ∈ R-Mod se cumple que r(E(M)) =
r(E(M)), de donde η(r)(M) = M ∩ r(E(M)) = M ∩ r(E(M)) = η(r)(M).

El siguiente resultado nos da un importante criterio para determinar cuando un prerradical
hereditario es estable:

Proposición 4.1.4. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical hereditario r:

(a) Todo módulo M /∈ Tr contiene un submódulo distinto de cero libre de r-torsión.

(b) Tr es cerrada bajo extensiones esenciales.

(c) Si A ≤ B ≤ C son módulos y B/A ∈ Tr, entonces existe D ≤ C tal que D ∩ B = A y
C/D ∈ Tr.

(d) Si I ≤ K son ideales izquierdos de R y K/I = r(R/I), entonces existe un ideal izquierdo L
de R tal que L ∩K = I y R/L ∈ Tr.

(e) Si I ≤ K 6= R son ideales izquierdos y K/I = r(R/I), entonces existe un ideal izquierdo L
de R tal que L 6= I y L ∩K = I.

(f) r es estable.

Demostración. Sea r un prerradical hereditario.
(a)⇒(b) Sea N ∈ Tr un submódulo esencial de M . Veamos que M ∈ Tr. Supongamos que

M /∈ Tr, entonces existe 0 6= K submódulo de M tal que r(K) = 0. Entonces K ∩N ∈ Tr ∩Fr = 0,
es decir, K ∩N = 0. Y como N es esencial en M se sigue que K = 0 que es una contradicción. Por
lo tanto M ∈ Tr.

(b)⇒(c) Sea D un submódulo de C tal que D/A es máximo con respecto a que D/A∩B/A = 0.
Entonces D∩B = A y por el Segundo Teorema de Isomorfismos, (B+D)/D ∼= B/(D∩B) = B/A ∈
Tr. Veamos que (B +D)/D es esencial en C/D. Sea G/D ≤ C/D tal que G/D ∩ (B +D)/D = 0,
entonces G ∩ (B +D) = D. Por lo tanto tenemos lo siguiente:

A = B ∩D
= B ∩G ∩ (B +D)

= (B ∩G ∩B) + (B ∩G ∩D)

= (B ∩G) + (B ∩D)

= B ∩ (G+D).
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Por lo tanto B/A∩(G+D)/A = 0, y como D/A es máximo con la propiedad de que D/A∩B/A = 0
tenemos que D/A = (G + D)/A. Entonces D = G + D y en consecuencia G = D. Por lo tanto
G/D = D/D = 0 de donde (B + D)/D es esencial en C/D. Y como (B + D)/D ∈ Tr, por (b) se
sigue que C/D ∈ Tr.

(c)⇒(d) Sean I ≤ K ideales izquierdos de R y K/I = r(R/I). Como K/I ≤ R/I y r es
hereditario tenemos que r(K/I) = K/I ∩ r(R/I) = K/I ∩ K/I = K/I, es decir, K/I ∈ Tr.
Entonces por hipótesis existe L ideal izquierdo de R tal que L ∩K = I y R/L ∈ Tr.

(d)⇒(e) Sean I ≤ K ideales izquierdos de R conK 6= R yK/I = r(R/I), entonces por hipótesis
existe L ideal izquierdo de r tal que L ∩K = I y R/L ∈ Tr. Notemos que I 6= L ya que si I = L,
entonces K/L = r(R/L) = R/L y en consecuencia K = R que es una contradicción.

(e)⇒(f) Como r es hereditario, por la Proposición 3.1.1, r es idempotente. Entonces por (2)
de la Proposición 4.1.2 es suficiente demostrar que Tr es estable. Supongamos lo contrario, sea
T ∈ Tr tal que E(T ) /∈ Tr. Entonces existe x ∈ E(T ) tal que x /∈ r(E(T )) y, como r es hereditario
y Rx ≤ E(T ) tenemos que r(Rx) = Rx∩ r(E(T )). Además notemos que Rx∩ r(E(T )) es isomorfo
a K/I con I = (0 : x) y K = (r(E(T )) : x) 6= R. Entonces por (e), existe un ideal izquierdo L de
R tal que L 6= I y L ∩K = I. Sea a ∈ L \ I, entonces a ∈ L y a /∈ I por lo que ax 6= 0.

Afirmamos que r(E(T )) es esencial en E(T ). En efecto, sea K un submódulo de E(T ) tal que
r(E(T ))∩K = 0. Como T ≤ E(T ), T = r(T ) ≤ r(E(T )), entonces T ∩K = 0 y, como T es esencial
en E(T ), K = 0. Por lo tanto r(E(T )) es esencial en E(T ).

Ahora, como r(E(T )) es esencial en E(T ) y 0 6= ax ∈ E(T ), existe b ∈ R tal que 0 6= bax ∈
r(E(T )). Por lo tanto ba /∈ I y ba ∈ L ∩K = I que es una contradicción. Así hemos demostrado
que E(T ) ∈ Tr.

(f)⇒(a) Sea M ∈ R-Mod tal que M /∈ Tr. Afirmamos que r(M) no es esencial en M . En efecto,
supongamos que r(M) es esencial en M . Como r es estable tenemos que E(M) = r(E(M))⊕K y
como r(M) ≤ r(E(M)) se sigue que r(M)∩K ≤ r(E(M))∩K = 0, y en consecuencia r(M)∩K = 0.
Pero como r(M) es esencial en M concluimos que K = 0. Por lo tanto E(M) = r(E(M)). Además
como r es hereditario yM ≤ E(M), r(M) = M∩r(E(M)) = M∩E(M) = M , es decir, r(M) = M
que es una contradicción. Por lo tanto si M /∈ Tr, entonces r(M) no es esencial en M por lo que
existe N ≤M tal que 0 = N ∩ r(M) = r(N), es decir, N ∈ Fr.

Proposición 4.1.5. Un prerradical r es estable si y sólo si la cápsula inyectiva de todo módulo
cíclico se escinde.

Demostración. Si r es estable es claro que la cápsula inyectiva de todo módulo cíclico se escinde.
Sin perdida de generalidad podemos suponer que r es hereditario. Sean I ≤ K 6= R ideales

izquierdos tales que K/I = r(R/I). Como R/I es cíclico, entonces E(R/I) = r(E(R/I))⊕A. Sea
L/I = A ∩R/I y sea x ∈ L ∩K, entonces x+ I ∈ L/I ∩K/I = A ∩R/I ∩K/I = A ∩K/I = A ∩
r(R/I) ≤ A∩r(E(R/I)) = 0. Entonces x ∈ I y en consecuencia I = L∩K. Supongamos que I = L,
entonces 0 = L/I = A ∩ R/I y como R/I es esencial en E(R/I) concluimos que A = 0. Entonces
E(R/I) = r(E(R/I)), es decir, E(R/I) ∈ Tr. Como r es hereditario y R/I ≤ E(R/I) ∈ Tr, por
(c) de la Proposición 3.1.1, R/I ∈ Tr, es decir, K/I = r(R/I) = R/I de donde K = R que es una
contradicción. Por lo tanto I 6= L y por la Proposición 4.1.4 concluimos que r es estable.

Proposición 4.1.6. Sea r un prerradical estable. Si r es hereditario, entonces r̂ es hereditario.

Demostración. Como r es hereditario, por (2) de la Proposición 3.1.6, η(r) = r. Y como r es
estable, por (2) de la proposición 4.1.3, η(r̂) = η(r). Por lo tanto η(r̂) = η(r) = r � r̂ � η(r̂) y en
consecuencia r̂ es hereditario.

Corolario 4.4. Sea r un prerradical estable. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Tr es hereditaria.

(b) r es hereditario.
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(c) r es un radical hereditario.

Demostración. (a)⇒(b) Como Tr es hereditaria y Tr = Tr, entonces Tr es hereditaria. Y como r
es idempotente, por la Proposición 3.1.1 concluimos que r es hereditario.

(b)⇒(c) Supongamos que r es hereditario. Como r es estable, por (4) de la Proposición 4.1.2,
r es un radical hereditario.

(c)⇒(a) Como r es un radical hereditario, por la Proposición 3.1.1, Tr = Tr es hereditaria.

Definición 4.5. Decimos que un prerradical r se escinde si todo módulo se escinde en r.

Proposición 4.1.7. Todo prerradical que se escinde es radical idempotente.

Demostración. Se sigue de (1) de la Proposición 4.1.1

4.2. Prerradicales coestables
Definición 4.6. Un prerradical r es llamado coestable si todo módulo proyectivo se escinde en r.

Proposición 4.2.1. Sea r un prerradical. Entonces:

(1) Si r es coestable, entonces Fr es coestable.

(2) Si r es radical y Fr coestable, entonces r es coestable.

(3) Si r es coestable y cohereditario, entonces r es idempotente.

Demostración. (1) Sea F ∈ Fr y sea 0 // A
f // P

g // F // 0 ua presentación pro-
yectiva para F . Como r es coestable y P proyectivo, P = r(P ) ⊕ K con K ∈ Fr proyectivo.
Y como g es epimorfismo se sigue que g(r(P )) ≤ r(F ) = 0 de donde r(P ) ≤ Ker(g) = Im(f).
Entonces Im(f)/r(P ) ≤ P/r(P ) ∼= K y por el Tercer y Primer Teorema de Isomorfismo tenemos
que (P/r(P ))/(Im(f)/r(P )) ∼= P/Im(f) = P/Ker(g) ∼= F . Por lo tanto tenemos la siguiente su-
cesión exacta corta: 0 // Im(f)/r(P ) // K // F // 0 con K ∈ Fr proyectivo y en
consecuencia Fr es coestable.

(2) Sea P un módulo proyectivo, como r es radical tenemos que P/r(P ) ∈ Fr, y como Fr es

coestable existe una sucesión exacta corta 0 // A
f // B

g // P/r(P ) // 0 con B ∈ Fr.
Como P es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

P

h

{{

π

��
0 // A

f // B
g // P/r(P ) // 0

es decir, π = gh. Para h tenemos que h(r(P )) ≤ r(B) = 0, es decir, r(P ) ≤ Ker(h). Definamos la
siguiente función:

g′ : P/r(P ) → B

x 7→ h(x)

como r(P ) ≤ Ker(h) se sigue que g′ está bien definida y como h es morfismo g′ lo es. Ade-
más, (g′π)(x) = g′(π(x)) = g′(x) = h(x), es decir, h = g′π. Luego, π = gh = g(g′π) =
(gg′)π y como π es epimorfismo se sigue que 1P/r(P ) = gg′. Entonces, por la Proposi-

ción 1.1.7 la sucesión 0 // A
f // B

g // P/r(P ) // 0 se escinde, y por la Proposi-
ción 1.1.16, P/r(P ) es proyectivo. Entonces por la Proposición 1.1.16, la sucesión exacta corta
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0 // r(P )
ι // P

π // P/r(P ) // 0 se escinde. Luego, por la Proposición 1.1.7 y la Pro-
posición 1.1.6, r(P ) es sumando directo de P .

(3) Afirmamos que Fr es cerrada bajo extensiones. En efecto, sea

0 // A
f // B

g // C // 0

una sucesión exacta corta con A,C ∈ Fr. Como r es coestable, por (1) Fr es coestable, entonces
existen α : P1

// A y λ : P2
// C epimorfismos con P1, P2 ∈ Fr. Entonces tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

0 // P1
ι1 //

α

��

P1 ⊕ P2
π2 //

µ

��

P2
//

λ

��

0

0 // A
f // B

g // C // 0

Como α y λ son epimorfismos, por (2) del Lema 1.19, µ es epimorfismo. Entonces, como r es
cohereditario, Fr es cohereditario, y como P1 ⊕ P2 ∈ Fr se sigue que B ∈ Fr. Por lo tanto Fr es
cerrada bajo extensiones.

Ahora veamos que r es idempotente. Sea M ∈ R-Mod y consideremos la sucesión exacta corta

0 // r(M)/r(r(M))
ι // M/r(r(M))

π // M/r(M) // 0

Como r es radical, r(M)/r(r(M)),M/r(M) ∈ Fr. Luego, por la afirmación anterior se sigue que
M/r(r(M)) ∈ Fr. Entonces por (4) de la Proposición 2.1.1, r(M) ≤ r(r(M)). Por lo tanto r es
idempotente.

Lema 4.7. Sea f : M // N un isomorfismo de módulos. Si N se escinde en r, entonces M
se escinde en r.

Demostración. Como N se escinde en r y f es isomorfismo, por el Lema 2.3, N = r(N) ⊕ K =
f(r(M))⊕K. Luego, M = f−1(N) = r(M)⊕ f−1(K).

Proposición 4.2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para un prerradical r:

(1) R se escinde en r.

(2) Todo módulo libre se escinde en r.

(3) r es coestable.

Demostración. (1)⇒(2) Sea F ∈ R-Mod libre, entonces existe un conjunto I tal que F ∼= R(I).
Como R se escinde en r, por (2) de la Proposición 4.1.1, R(I) se escinde en r. Luego, por el Lema
4.7, F se escinde en r.

(2)⇒(3) Sea P ∈ R-Mod proyectivo. Entonces por la Proposición 1.1.16, P ∼= L con L sumando
directo de un módulo libre F . Como todo módulo libre se escinde en r, por el Lema 4.2, L se escinde
en r. Luego, por el Lema 4.7, P se escinde en r. Por lo tanto r es coestable.

(3)⇒(1) Como R es libre y todo libre es proyectivo, por hipótesis R se escinde en r.

Teorema 4.8. Sea r un prerradical. Entonces:

(1) r es coestable si y sólo si ρ(r) es coestable.

(2) Si r es coestable, entonces r, r̂, ρ(r) son coestables y ρ(r) = ρ(r) = ρ(r) = ξ(r) = ρ(r̂).
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Demostración. (1) Se sigue de (3) de la Proposición 2.1.3.
(2) r y r̂ son coestables: Como r es coestable, por la Proposición 4.2.2, R = r(R)⊕K y por (1)

de la Proposición 4.1.1, r(R) ∈ Tr y R/r(R) ∈ Fr. Luego, r(R) = r̂(R) = r(R) y en consecuencia
r y r̂ son coestables.

ρ(r) = ρ(r) = ρ(r) = ξ(r) = ρ(r̂): Como ρ(r) es coestable y cohereditario, por (3) de la
Proposición 4.2.1, ρ(r) es idempotente. Entonces como ξ(r) � ρ(r) � r, por (2) de la Proposiciíon
3.2.8, ξ(r) = ρ(r). Además como r � r, entonces ρ(r) � ρ(r) = ξ(r). Luego, por (1) de la
Proposición 3.2.8, ξ(r) = ρ(r). Por último, como r(R) = r̂(R), entonces para todo M ∈ R-Mod,
ρ(r)(M) = r(R)M = r̂(R)M = ρ(r̂)(M).

Teorema 4.9. Sea r un radical cohereditario y consideremos los siguientes enunciados:

(a) r es coestable.

(b) Todo módulo izquierdo M /∈ Fr tiene un cociente no nulo que pertenece a Tr.

(c) Fr es cerrada bajo cubiertas.

Entonces (a)⇒(b)⇒(c). Además, si R es perfecto izquierdo, entonces (c)⇒(a).

Demostración. (a)⇒(b) Como r es coestable, por la Proposición 4.2.1, Fr es coestable. Sea
M ∈ R-Mod, como r es radical se sigue que M/r(M) ∈ Fr. Entonces existe un epimorfismo
f : P // M/r(M) con P ∈ Fr proyectivo. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

P

h

zz
f

��
M

g // M/r(M)

es decir, f = gh.
Afirmación: si r(M) � M , entonces h es epimorfismo. En efecto, sea x ∈ M , entonces g(x) ∈

M/r(M). Como f es epimorfismo existe y ∈ P tal que g(x) = f(y). Luego, g(x) = g(h(y)) y en
consecuencia x − h(y) ∈ Ker(g) = r(M). Entonces existe a ∈ r(M) tal que x − h(y) = a. Por lo
tanto x = a − h(y) ∈ r(M) + Im(h). Luego, r(M) + Im(h) = M . Y como r(M) � M concluimos
que Im(h) = M .

Como r es cohereditario, por la Proposición 3.2.1, Fr es cohereditaria. Luego, como P ∈ Fr y h
es epimorfismo,M ∈ Fr que es una contradicción. Por lo tanto r(M) no es superfluo enM , entonces
existe K submódulo propio de M tal que K+r(M) = M . Entonces 0 6= M/K = (K+r(M))/K ∼=
r(M)/(K ∩ r(M)). Como r es un radical cohereditario coestable, por la Proposición 4.2.1, r es
idempotente. Luego, r(M) ∈ Tr, y como Tr es cohereditaria se sigue que r(M)/(K ∩ r(M)) ∈ Tr.
Por lo tanto 0 6= M/K ∈ Tr.

(b)⇒(c) Sean M,N ∈ R-Mod tales que N �M y M/N ∈ Fr. Veamos que M ∈ Fr. Suponga-
mos lo contrario, es decir, supongamos que M /∈ Fr, entonces por hipótesis existe 0 6= M/K ∈ Tr.
Como Tr es cohereditaria se sigue que M/(N +K) ∈ Tr. Y como r es cohereditario, por la Propo-
sición 3.2.1, Fr es cohereditaria, entonces M/(N + K) ∈ Fr. Luego, M/(N + K) ∈ Tr ∩ Fr = 0.
Entonces N +K = M y como N �M se sigue que K = M que es una contradicción. Por lo tanto
M ∈ Tr.

Si R es perfecto izquierdo, es claro que (c)⇒(a).

Teorema 4.10. Sea r un prerradical coestable. Si r̂ es cohereditario, entonces r es cohereditario.

Demostración. Como ρ(r̂) � r̂ y por hipótesis r̂ es cohereditario, por (2) de la Proposición 3.2.7,
ρ(r̂) = r̂. Y como r es coestable, por el Teorema 4.8, ρ(r) � r � r̂ = ρ(r̂) = ρ(r). Por lo tanto r es
cohereditario.
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Corolario 4.11. Sea r un prerradical coestable. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) Fr es cohereditaria.

(b) r̂ es cohereditario.

(c) r̂ es un radical idempotente cohereditario.

Demostración. (a)⇒(b) Como Fr̂ = Fr es cohereditaria y r̂ radical, por la Proposición 3.2.1, r̂ es
cohereditario.

(b)⇒(c) Supongamos que r̂ es cohereditario. Como r es coestable, por (2) del Teorema 4.8, r̂
es coestable. Luego, por (3) de la Proposición 4.2.1, r̂ es idempotente.

(c)⇒(a) Como r̂ es un radical idempotente cohereditario, entonces por la Proposición 3.2.1,
Fr = Fr̂ es hereditaria.
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Capítulo 5

Operaciones entre prerradicales

5.1. Intersección y producto de prerradicales

Proposición 5.1.1. Sea {ri}i∈I una familia de prerradicales y sea r(M) =
⋂
i∈I

ri(M) para todo

M ∈ R-Mod. Entonces:

(1) r es prerradical.

(2) Tr =
⋂
i∈I
Tri y

⋃
i∈I
Fri ⊆ Fr.

(3) Si cada ri es radical, entonces r es radical.

(4) Si cada ri es hereditario, entonces r es hereditario.

(5) η(r) =
⋂
i∈I

η(ri).

(6) Si cada ri es estable, entonces r es estable.

(7) Si R es perfecto izquierdo y cada ri se coescinde, entonces r se coescinde.

Demostración. (1) Sea M ∈ R-Mod, como cada ri es prerradical se sigue que ri(M) ≤ M para
cada i ∈ I. Luego, r(M) =

⋂
i∈I

ri(M) ≤M .

Sea f : M // N un morfismo de módulos. Como cada ri es prerradical se sigue que

f(ri(M)) ≤ ri(N) para cada i ∈ I. Luego, f(r(M)) = f

(⋂
i∈I

ri(M)

)
≤
⋂
i∈I

f(ri(M)) ≤
⋂
i∈I

ri(N) =

r(N).
(2) Tr =

⋂
i∈I
Tri : Sea M ∈ Tr, entonces M = r(M) =

⋂
i∈I

ri(M). Luego, ri(M) = M para cada

i ∈ I, es decir, M ∈ Tri para cada i ∈ I. Por lo tanto M ∈
⋂
i∈I
Tri . Ahora, sea M ∈

⋂
i∈I
Tri , entonces

M ∈ Tri para cada i ∈ I, es decir, ri(M) = M para cada i ∈ I. Luego, r(M) =
⋂
i∈I

ri(M) = M , es

decir, M ∈ Tr.⋃
i∈I
Fri ⊆ Fr: Sea M ∈

⋃
i∈I
Fri , entonces existe i ∈ I tal que M ∈ Fri , es decir, existe i ∈ I tal

que ri(M) = 0. Luego, r(M) = 0. Por lo tanto M ∈ Fr.
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(3) Sea M ∈ R-Mod y definamos la siguiente función: f : M/r(M) //
∏
i∈I

M/ri(M) tal que

m+ r(M)
� // (m+ ri(M))i∈I . Es claro que f está bien definida y es monomorfismo. Como

r es prerradical se sigue que f(r(M/r(M))) ≤ r

(∏
i∈I

M/ri(M)

)
. Pero por (2) de la Proposición

2.1.2 y (2), r

(∏
i∈I

M/ri(M)

)
≤
∏
i∈I

r(M/ri(M)) = 0. Luego, f(r(M/r(M))) = 0. Y como f es

momomorfismo se sigue que r(M/r(M)) = 0. Por lo tanto r es radical.
(4) Supongamos que cada ri es hereditario y sean N,M ∈ R-Mod tales que N ≤ M , en-

tonces ri(N) = N ∩ ri(M) para cada i ∈ I. Luego, r(N) =
⋂
i∈I

ri(N) =
⋂
i∈I

(N ∩ ri(M)) =

N ∩

(⋂
i∈I

ri(M)

)
= N ∩ r(M), es decir, r(N) = N ∩ r(M). Por lo tanto r es hereditario.

(5) Sea M ∈ R-Mod, entonces η(r)(M) = M ∩ r(E(M)) = M ∩

(⋂
i∈I

ri(E(M))

)
=
⋂
i∈I

(M ∩

ri(E(M))) =
⋂
i∈I

η(ri)(M), es decir, η(r)(M) =
⋂
i∈I

η(ri)(M). Luego, η(r) =
⋂
i∈I

η(ri).

(6) Supongamos que cada ri es estable, entonces por (1) de la Proposición 4.1.3, η(ri) es
estable para cada i ∈ I. Luego, por (b) de la Proposición 4.1.4, Tη(ri) es cerrada bajo extensiones
esenciales para cada i ∈ I. Pero por (5) y (2), Tη(r) =

⋂
i∈I
Tη(ri) y en consecuencia Tη(r) es cerrada

bajo extensiones esenciales. Entonces, por la Proposición 4.1.4, η(r) es estable. Por lo tanto, por
(1) de la Proposición 4.1.3, r es estable.

(7) r es hereditario: Se sigue de (4).
r es cohereditario: Como cada ri se coescinde y R es perfecto izquierdo, por (2) de la Pro-

posición 3.2.2, Tri es coestable para cada i ∈ I. Afirmamos que Tr es coestable. En efecto,
sea 0 // A // P // T // 0 una presentación proyectiva de T con T ∈ Tr. Como
Tr =

⋂
i∈I
Tri (por (2)) se sigue que T ∈ Tri para cada i ∈ I. Luego, P ∈ Tri para cada i ∈ I. Por

lo tanto P ∈
⋂
i∈I
Tri = Tr y en consecuencia Tr es coestable. Entonces por la Proposición 3.2.3

concluimos que r es cohereditario.

Corolario 5.1. Sea r un prerradical. Entonces:

(1) r̂ = ∩s, donde s corre a través de todos los radicales que contienen a r.

(2) η(r) = ∩t, donde t corre a través de todos los prerradicales hereditarios que contienen a r.

Demostración. (1) Sea sigue de la Proposición 5.1.1 y la Proposición 2.1.6.
(2) Se sigue de la Proposición 5.1.1 y la Proposición 3.1.6.

Definición 5.2. Dados dos prerradicales r, s definimos el producto de r con s de la siguiente
manera:

(r · s)(M) = r(s(M)) para todo M ∈ R-Mod.

Proposición 5.1.2. Sean r, s dos prerradicales, entonces:

(1) r · s es un prerradical.

(2) Tr·s = Tr ∩ Ts y Fr ∪ Fs ⊆ Fr·s.
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(3) r ∩ s � r · s � r ∩ s.

(4) Si r ∩ s es idempotente, entonces r · s = s · r = r ∩ s.

Demostración. (1) Sea M ∈ R-Mod, entonces s(M) ≤M . Luego, (r · s)(M) = r(s(M)) ≤ r(M) ≤
M , es decir, (r · s)(M) ≤M .

Sea f : M // N un morfismo de módulos. Como r y s son prerradicales es claro que
f(r(s(M))) ≤ r(f(s(M))). Además, como s es prerradical, entonces f(s(M)) ≤ s(N). Luego,
como r es prerradical, r(f(s(M))) ≤ r(s(N)). Por lo tanto f(r(s(M))) ≤ r(s(N)), es decir,
f((r · s)(M)) ≤ (r · s)(N).

(2) Tr·s = Tr∩Ts: SeaM ∈ Tr·s, entonces r(s(M)) = (r ·s)(M) = M . Como s(M) ≤M se sigue
que r(s(M)) ≤ r(M). Luego, r(M) = M , es decir,M ∈ Tr. Además, comoM = r(s(M)) ≤ s(M) ≤
M , entonces s(M) = M . Luego,M ∈ Ts. Por lo tantoM ∈ Tr∩Ts. Ahora, seaM ∈ Tr∩Ts, entonces
M ∈ Tr y M ∈ Ts, es decir, r(M) = M y s(M) = M . Luego, (r · s)(M) = r(s(M)) = r(M) = M .
Por lo tanto M ∈ Tr·s.
Fr ∪ Fs ⊆ Fr·s: Sea F ∈ Fr ∪ Fs, entonces F ∈ Fr o F ∈ Fs. Si F ∈ Fr, entonces r(F ) = 0.

Luego, (r · s)(F ) = r(s(F )) ≤ r(F ) = 0, es decir, (r · s)(F ) = 0. Si F ∈ Fs, entonces s(F ) = 0.
Luego, (r · s)(F ) = r(s(F )) = r(0) = 0, es decir, (r · s)(F ) = 0. Por lo tanto F ∈ Fr·s.

(3) Es claro que r · s � r ∩ s. Veamos que r ∩ s � r · s. Por (2) y (2) de la Proposisión 5.1.1,
Tr·s = Tr ∩ Ts = Tr∩s = Tr∩s. Luego, r ∩ s � r · s.

(4) Supongamos que r ∩ s es idempotente, entonces r ∩ s = r ∩ s. Luego, por (3), r · s = s · r =
r ∩ s.

Proposición 5.1.3. Sean r, s ∈ R-pr. Entonces:

(1) Si r es hereditario, entonces r · s = r ∩ s.

(2) Si r es idempotente y s es hereditario, entonces r · s es idempotente y r · s = r ∩ s.

(3) Si r y s son hereditarios, entonces r · s = s · r = r ∩ s es hereditario.

(4) Si s es hereditario, entonces rs = r · s = r · s.

(5) Si r y s son estables (coestables, se escinden), entonces r · s también lo es.

Demostración. (1) Sea M ∈ R-Mod. Como s(M) ≤ M y r es hereditario, entonces r(s(M)) =
s(M) ∩ r(M). Luego, r · s = r ∩ s.

(2) r · s es idempotente: Sea M ∈ R-Mod. Como r(s(M)) ≤M y s es hereditario, se sigue que
s(r(s(M))) = r(s(M)) ∩ s(M) = r(s(M)), es decir, (r · s)(M) = r(s(M)) ∈ Ts. Luego,

(r · s)((r · s)(M)) = (r · s)(r(s(M)))

= r(s(r(s(M))))

= r(r(s(M)))

= r(s(M)) (ya que r es idempotente)
= (r · s)(M).

Por lo tanto r · s es idempotente.
r · s = r ∩ s: Como r · s es idempotente, por (3) de la Proposición 5.1.2, r · s = r ∩ s.
(3) Supongamos que r y s son hereditarios, entonces por (4) de la Proposición 5.1.1, r ∩ s es

hereditario y en consecuencia idempotente. Luego, por (4) de la Proposición 5.1.2, r·s = s·r = r∩s.
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Veamos que r · s es hereditario. Sean M ∈ R-Mod y N ≤M , entonces

(r · s)(N) = r(s(N))

= r(N ∩ s(M))

= N ∩ s(M) ∩ r(M)

= N ∩ (s ∩ r)(M)

= N ∩ (s · r)(M)

= N ∩ (r · s)(M).

Por lo tanto r · s es hereditario.
(4) Supongamos que s es hereditario, entonces s es idempotente y en consecuencia s = s. Luego,

r · s = r · s. Por otro lado, como r es idempotente, por (2) r · s es idempotente. Además, por (2) de
la Proposición 5.1.2, Tr·s = Tr ∩ Ts = Tr ∩ Ts = Tr·s = Tr·s. Y como r · s y r · s son idempotentes,
por (3) del Corolario 2.17 concluimos que r · s = r · s.

(5) Supongamos que r y s son estables y sea Q ∈ R-Mod inyectivo, entonces Q = r(Q) ⊕ A y
Q = s(Q) ⊕ B. Luego, Q = r(s(Q) ⊕ B) ⊕ A = r(s(Q)) ⊕ r(B) ⊕ A, es decir, Q = (r · s)(Q) ⊕ C
con C = r(B)⊕A. Por lo tanto r · s es estable.

Los otros dos casos son análogos al primero.

Proposición 5.1.4. Sean r, s dos prerradicales. Entonces:

(1) Si r y s son radicales, entonces r · s es radical.

(2) Si s es radical, entonces r̂ · s = r̂ · ŝ = r̂ · s.

(3) Si r y s son cohereditarios, entonces r · s es cohereditario.

(4) Si r se coescinde y s es cohereditario, entonces r · s = ρ(r ∩ s).

(5) Si r y s son cohereditarios y s es coestable, entonces r · s = ρ(r ∩ s).

(6) Si r y s son cohereditarios y coestables, r · s = s · r.

(7) Si r y s se coescinden, entonces r · s = s · r se coescinde.

(8) Si R es conmutativo y tanto r como s son cohereditarios, entonces r · s = s · r.

Demostración. (1) Supongamos que r y s son radicales. Sea M ∈ R-Mod, entonces por el Lema
2.11 tenemos lo siguiente:

(r · s)(M/(r · s)(M)) = (r · s)(M/r(s(M)))

= r(s(M/r(s(M)))

= r(s(M)/r(s(M)))

= 0.

Por lo tanto r · s es radical.
(2) Supongamos que s es radical, entonces s = ŝ. Luego, r̂ · ŝ = r̂ · s. Además, por (1) tenemos

que r̂ ·s es radical, y como r ·s � r̂ ·s, por (4) de la Proposición 2.1.6, r̂ · s � r̂ ·s. SeanM ∈ R-Mod y
N = (r̂ · s)(M), como r̂ · s es radical, M/N ∈ Fr̂·s = Fr·s. Luego, r(s(M/N)) = (r̂ · s)(M/N) = 0
de donde s(M/N) ∈ Fr = Fr̂. Entonces (r̂ ·s)(M/N) = r̂(s(M/N)) = 0 y por (4) de la Proposición
2.1.1 concluimos que (r̂ · s)(M) ≤ N = (r̂ · s)(M). Por lo tanto r̂ · s � r̂ · s.

(3) Supongamos que r y s son cohereditarios, entonces por (1) de la Proposición 3.2.4, (r ·
s)(M) = r(s(M)) = r(s(R)M) = r(R)s(R)M . Luego, por la Proposición 3.2.5, r·s es cohereditario.

(4) Por (3) y (1) de la Proposición 3.2.4 es suficiente demostrar que (r · s)(R) = (r ∩ s)(R), es
decir, r(R)s(R) = r(R)∩s(R). Como siempre se da que r(R)s(R) ≤ r(R)∩s(R), sólo demostraremos
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que r(R) ∩ s(R) ≤ r(R)s(R). Sea x ∈ r(R) ∩ s(R), entonces x ∈ r(R) y x ∈ s(R). Como r
se coescinde, por (6) de la Proposición 3.2.4, x ∈ r(R)x. Luego, x ∈ r(R)s(R). Por lo tanto
r(R)s(R) = r(R) ∩ s(R).

(5) Supongamos que s es coestable. Como R es libre y todo libre es proyectivo tenemos que
R = s(R) ⊕K. Luego, r(R) ∩ s(R) = r(s(R) ⊕K) ∩ s(R) = (r(s(R)) ⊕ r(K)) ∩ s(R) = (r(K) ∩
s(R)) ⊕ r(s(R)). Como K ∩ s(R) = 0 y r(K) ≤ K se sigue que r(K) ∩ s(R) = 0. Por lo tanto
r(R) ∩ s(R) = r(s(R)).

(6) Se sigue de (5).
(7) Por (4) se sigue que r · s = s · r. Y por (3) y (3) de la Proposición 5.1.3, r · s se coescinde.
(8) Supongamos que R es conmutativo y que r y s son cohereditarios. Entonces por (1) de la

Proposición 3.2.4, (r ·s)(R) = r(s(R)) = r(R)s(R) = s(R)r(R) = s(r(R)) = (s ·r)(R). Sea M ∈ R-
Mod, entonces por (3) y (1) de la Proposición 3.2.4, (r · s)(M) = (r · s)(R)M = (s · r)(R)M =
(s · r)(M). Por lo tanto r · s = s · r.

Proposición 5.1.5. Sean r, s dos prerradicales. Entonces:

(1) Si r es cohereditario, entonces ρ(r · s) = ρ(r) · ρ(s) = r · ρ(s).

(2) Si s(r) es proyectivo, entonces ρ(r · s) = ρ(r) · ρ(s).

Demostración. (1) Supongamos que r es cohereditario, entonces para todo M ∈ R-Mod se cum-
ple lo siguiente: ρ(r · s)(M) = (r · s)(R)M = r(s(R))M = r(R)s(R)M , (ρ(r) · ρ(s))(M) =
ρ(r)(ρ(s)(M)) = ρ(r)(s(R)M) = r(R)s(R)M y (r · ρ(s))(M) = r(ρ(s)(M)) = r(s(R)M) =
r(R)s(R)M . Por lo tanto ρ(r · s) = ρ(r) · ρ(s) = r · ρ(s).

(2) Supongamos que s(r) es proyectivo, entonces por (3) de la Proposición 2.1.3, r(s(R)) =
r(R)s(R). Sea M ∈ R-Mod, entonces

ρ(r · s)(M) = (r · s)(R)M

= r(s(R))M

= r(R)s(R)M

= r(R)(ρ(s)(M))

= ρ(ρ(s)(M))

= (ρ(r) · ρ(s))(M).

Por lo tanto ρ(r · s) = ρ(r) · ρ(s).

Demostración. (1) Supongamos que r es cohereditario, entonces para todo M ∈ R-Mod se cum-
ple lo siguiente: ρ(r · s)(M) = (r · s)(R)M = r(s(R))M = r(R)s(R)M , (ρ(r) · ρ(s))(M) =
ρ(r)(ρ(s)(M)) = ρ(r)(s(R)M) = r(R)s(R)M y (r · ρ(s))(M) = r(ρ(s)(M)) = r(s(R)M) =
r(R)s(R)M . Por lo tanto ρ(r · s) = ρ(r) · ρ(s) = r · ρ(s).

(2) Supongamos que s(r) es proyectivo, entonces por (3) de la Proposición 2.1.3, r(s(R)) =
r(R)s(R). Sea M ∈ R-Mod, entonces

ρ(r · s)(M) = (r · s)(R)M

= r(s(R))M

= r(R)s(R)M

= r(R)(ρ(s)(M))

= ρ(ρ(s)(M))

= (ρ(r) · ρ(s))(M).

Por lo tanto ρ(r · s) = ρ(r) · ρ(s).
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CAPÍTULO 5. OPERACIONES ENTRE PRERRADICALES
5.1. INTERSECCIÓN Y PRODUCTO DE PRERRADICALES

Definición 5.3. Sea r un prerradical. Para todo número ordinal α ≥ 1 definimos el prerradical
rα como sigue: r1 = r; rα+1 = r · rα; rα =

⋂
1≤β<α

rβ, si α es límite.

Observación 5.4. Sea r un prerradical, entonces existe un menor número ordinal β tal que rβ =
rκ para todo κ > β.

Demostración. Es claro ya que de no ser así tendríamos tantos intersectandos como números or-
dinales.

Observación 5.5. Si r es un prerradical, entonces rα � rα para todo número ordinal α.

Demostración. Supongamos que la propiedad es cierta para todo γ < α.
Si α = 1 terminamos.
Si α es un ordinal sucesor, entonces α = γ + 1. Luego,

rα = rγ+1

= r · rγ

� r · rγ

� r · rγ

= rγ+1

= rα.

Si α es un ordinal límite, entonces

rα =
⋂

1≤β<α

rβ

�
⋂

1≤β<α

rβ

= rα.

Proposición 5.1.6. Si r es un prerradical, entonces r = rβ con β el menor número ordinal tal
que rβ = rκ para todo κ > β.

Demostración. Sea s = rβ con β el menor número ordinal tal que rβ = rκ para todo κ > β.
Entonces para todo M ∈ R-Mod, s(M) = rβ(M) ≥ rβ(M) = r(M). Luego, s ≥ r. Por último,
como s(M) = rβ(M), entonces r(s(M)) = r(rβ(M)) = r · rβ(M) = rβ+1(M) = s(M). Luego,
r ≥ s.

Definición 5.6.

(1) Sea I un ideal izquierdo de R. Para todo número ordinal α definimos: 1I = I, α+1I = I · αI
e αI =

⋂
1≤β<α

βI, si α es límite.

(2) Sea I es un ideal derecho de R. Para todo número ordinal α definimos: I1 = I, Iα+1 = Iα · I
e Iα =

⋂
1≤β<α

Iβ, si α es límite.

Observación 5.7. Sea I un ideal izquierdo de R, entonces existe un menor número ordinal β tal
que Iβ = Iκ para todo κ > β.
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Demostración. Es claro ya que de no ser así habría tantos intersectandos como números ordinales.

Proposición 5.1.7. Sea I un ideal bilateral de R y sea r su radical cohereditario asociado. Enton-
ces rα(R) = αI para todo número ordinal α ≥ 1. En particular, r(R) = βI con β el menor número
ordinal tal que Iβ = Iκ para todo κ > β.

Demostración. Supongamos que la propiedad es cierta para todo γ < α.
Si α = 1 terminamos.
Si α es sucesor, entonces α = γ + 1. Luego,

rα(R) = rγ+1(R)

= (r · rγ)(R)

= r(rγ(R))

= r(γI)

= I · γI
= γ+1I

= αI.

Si α es límite, entonces rα(R) =
⋂

1≤β<α

rβ(R) =
⋂

1≤β<α

βI = αI.

Por último, por la Proposición 5.1.6, r(R) = βI con β el menor número ordinal tal que Iβ = Iκ

para todo κ > β.

5.2. Suma y coproducto de prerradicales

Proposición 5.2.1. Sea {ri}i∈I una familia de prerradicales y sea r(M) =
∑
i∈I

ri(M) para todo

M ∈ R-Mod. Entones:

(1) r es prerradical.

(2) Fr =
⋂
i∈I
Fri y

⋃
i∈I
Tri ⊆ Tr.

(3) Si cada ri es idempotente, entonces r es idempotente.

(4) Si cada ri es cohereditario, entonces r es cohereditario.

(5) ρ(r) =
∑
i∈I

ρ(ri).

(6) Si R es perfecto izquierdo y cada ri es coestable, entonces r es coestable.

(7) Si cada ri se coescinde, entonces r se coescinde.

Demostración. (1) Sea M ∈ R-Mod, como cada ri es prerradical se sigue que ri(M) ≤ M para
cada i ∈ I. Luego, r(M) =

∑
i∈I

ri(M) ≤M .

Sea f : M // N un morfismo de módulos. Como cada ri es prerradical se sigue que

f(ri(M)) ≤ ri(N) para cada i ∈ I. Luego, f(r(M) = f

(∑
i∈I

ri(M)

)
=
∑
i∈I

f(ri(M)) ≤∑
i∈I

ri(N) = r(N).
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(2) Fr =
⋂
i∈I
Fri : Sea M ∈ Fr, entonces 0 = r(M) =

∑
i∈I

ri(M). Luego, ri(M) = 0 para cada

i ∈ I. Entonces M ∈ Fri para cada i ∈ I, es decir, M ∈
⋂
i∈I
Fri . Ahora, sea M ∈

⋂
i∈I
Fri , entonces

M ∈ Fri para cada i ∈ I. Luego, ri(M) = 0 para cada i ∈ I. Por lo tanto r(M) =
∑
i∈I

ri(M) = 0,

es decir, M ∈ Fr.⋃
i∈I
Tri ⊆ Tr: Sea M ∈

⋃
i∈I
Tri , entonces existe i ∈ I tal que M ∈ Tri , es decir, existe i ∈ I tal

que ri(M) = M . Por lo tanto r(M) =
∑
i∈I

ri(M) = M , es decir, M ∈ Tr.

(3) Supongamos que cada ri es idempotente y sea M ∈ R-Mod. Entonces ri(M) = ri(ri(M))

para cada i ∈ I. Luego, r(M) =
∑
i∈I

ri(M) =
∑
i∈I

ri(ri(M)) ≤
∑
i∈I

ri(r(M)) = r(r(M)). Por lo

tanto r(M) = r(r(M)) y en consecuencia r es idempotente.
(4) Supongamos que cada ri es cohereditario. Sean M,N ∈ R-Mod tales que N ≤M . Entonces

ri(M/N) = (ri(M) + N)/N para cada i ∈ I. Luego, r(M/N) =
∑
i∈I

ri(M/N) =
∑
i∈I

(ri(M) +

N)/N =

(∑
i∈I

ri(M) +N

)
/N = (r(M) +N)/N . Por lo tanto r es cohereditario.

(5) Sea M ∈ R-Mod, entonces ρ(r)(M) = r(R)M =

(∑
i∈I

ri(R)

)
M =

∑
i∈I

ri(R)M =∑
i∈I

ρ(ri)(M).

(6) Sin perdida de generalidad podemos suponer que cada ri es un radical cohereditario. En-
tonces, por (4) r es un radical cohereditario. Veamos que Fr es cerrada bajo cubiertas. Sean
M,N ∈ R-Mod tales que N � M y M/N ∈ Fr. Por (2), Fr =

⋂
i∈I
Fri , entonces M/N ∈ Fri para

cada i ∈ I. Como cada ri es coestable, por el Teorema 4.9, Fri es cerrada bajo cubiertas para cada
i ∈ I. Luego, M ∈ Fri para cada i ∈ I. Por lo tanto M ∈ Fr y en consecuencia Fr es cerrada bajo
cubiertas. Y como R es perfecto izquierdo, por el Teorema 4.9, r es coestable.

(7) Es claro.

Corolario 5.8. Sea r un prerradical. Entonces

(1) r = ∩s, donde s corre a través de todos los prerradicales idempotentes contenidos en r.

(2) ρ(r) =
∑
t, donde t corre a través de todos los radicales cohereditarios contenidos en r.

Demostración. (1) Sea sigue de la Proposición 5.2.1 y la Proposición 2.1.5.
(2) Sea sigue de la Proposición 5.2.1 y la Proposición 3.2.7.

Definición 5.9. Sean r, s dos prerradicales. Definimos el coproducto de r con s como sigue:

(r : s)(M)/r(M) = s(M/r(M)) para todo M ∈ R-Mod.

Proposición 5.2.2. Sean r, s dos prerradicales. Entonces:

(1) r : s es prerradical.

(2) Fr:s = Fr
⋂
Fs y Tr

⋃
Ts ⊆ Tr:s.

(3) r + s � r : s � r̂ + s.
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(4) Si r + s es radical, entonces r + s = r : s = s : r.

Demostración. (1) Sea M ∈ R-Mod, entonces tenemos que (r : s)(M)/r(M) = s(M/r(M)) ≤
M/r(M). Luego, (r : s)(M) ≤M .

Sea f : M // N un morfismo, entonces tenemos el morfismo f : M/r(M) // N/r(N) .
Como s es prerradical se sigue que f(s(M/r(M))) ≤ s(N/r(N)) = (r : s)(N)/r(N). Pero
f(s(M/r(M))) = f ((r : s)(M)/r(M)) = f((r : s)(M))/r(N). Entonces, f((r : s)(M))/r(N) ≤
(r : s)(N)/r(N). Por lo tanto f((r : s)(M)) ≤ (r : s)(N).

(2) Es claro.
(3) r + s � r : s: Sea M ∈ R-Mod y sea πr : M // M/r(M) el epimorfismo natural.

Como s es prerradical se sigue que πr(s(M)) ≤ s(M/r(M)) = (r : s)(M)/r(M). Pero πr(s(M)) =
(s(M)+r(M))/r(M). Por lo tanto (s(M)+r(M))/r(M) ≤ (r : s)(M)/r(M). Luego, s(M)+r(M) ≤
(r : s)(M).

r : s � r̂ + s: Por (2) y (2) de la Proposición 5.2.1, Fr:s = Fr̂+s. Luego, r : s � r̂ + s.
(4) Supongamos que r + s es radical, entonces r + s = r̂ + s, y por (3) concluimos que r + s =

r : s = s : r.

Proposición 5.2.3. Sean r, s dos prerradicales. Entonces:

(1) Si s es cohereditario, entonces r : s = r + s.

(2) Si r es cohereditario y s es radical, entonces r : s es radical y r : s = r̂ + s.

(3) Si r y s son cohereditarios, entonces r : s = r + s = s : r.

(4) Si r es cohereditario, entonces r̂ : s = r̂ : ŝ = r : ŝ.

(5) Si r y s son estables (coestables, se escinden), entonces r : s también.

Demostración. (1) Supongamos que s es cohereditario y sea M ∈ R-Mod. Como r(M) ≤ M
tenemos lo siguiente: (r(M)+s(M))/r(M) = s(M/r(M)) = (r : s)(M)/r(M). Luego, (r+s)(M) =
r(M) + s(M) = (r : s)(M).

(2) Análogo a (2) de la Proposición 5.1.3.
(3) Supongamos que r y s son cohereditarios, entonces por la Proposición 5.2.1, r + s es cohe-

reditario y por tanto radical. Luego, por (4) de la Proposición 5.2.2, r : s = r + s = s : r.
(4) Supongamos que r es cohereditario, entonces r es radical y en consecuencia r = r̂. Luego,

r̂ : ŝ = r : ŝ. Por otro lado, como ŝ es radical, por (2), r : ŝ es radical. Además, por (2) de la
Proposición 5.2.2, Fr:ŝ = Fr

⋂
Fŝ = Fr

⋂
Fs = Fr:s = Fr̂:s. Y como r : ŝ y r̂ : s son radicales,

por el Corolario 2.17, r : ŝ = r̂ : s.
(5) Análogo a (5) de la Proposición 5.1.3.
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Conclusión

En el Capítulo 2 se definió un orden parcial en la clase R-pr y en el Capítulo 3 se demostró
que dada una familia de prerradicales {ri}i∈I , entonces

⋂
i∈I

ri y
∑
i∈I

ri son prerradicales. Luego,

podemos decir que R-pr es una gran retícula completa donde
∧
i∈I

ri =
⋂
i∈I

rr y
∨
i∈I

ri =
∑
i∈I

ri.

En el Capítulo 2 se introduce el concepto de prerradical idempotente y radical. También se dan
algunas relaciones entre estos prerradicales y sus teorías de torsión y libres de torsión asignadas.
Posteriormente, dado un prerradical r se definieron los prerradicales r, r̂, η(r), ρ(r) y se establecen
relaciones entre estos. Sin embargo, aún queda por resolver la siguiente pregunta: ¿Cuándo todo
prerradical idempotente es radical? Lo cual es equivalente a preguntarnos ¿cuándo toda clase de
pretorsión es libre de pretorsión?

En conclusión, en este trabajo se presentan algunos resultados básicos de la teoría de prerradi-
cales sobre un anillo asociativo con 1 6= 0 que nos servirán de punto de partida para el estudio de
las siguientes preguntas:

1. ¿Cuándo todo prerradical idempotente es radical?

2. ¿Cuándo la retícula R-pr es un conjunto?
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