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Introduccion

En 1964 Maranda introduce los conceptos de prerradical, prerradical idempotente y radical [8].
Posteriormente, en 1982, Bican, Kepka y Némec hacen un compendio de todo lo que se tenia hasta
ese momento de la teoria de prerradicales aplicada a la teoria de médulos y anillos [1].

En México, en los afios 2002-2004, F. Raggi, J. Rios Montes, H. A. Rincon Mejia, R. Fernandez
Alonso y C. J. Signoret Poillon estudiaron la estructura reticular de todos los prerradicales sobre
un anillo R y caracterizaron a los anillos artinianos simples, semisimples y V-anillos en términos
de prerradicales [9, 10, 11].

Recientemente, en [4], los autores demuestran que para un anillo local artiniano de ideales
principales de longitud n, la reticula de prerradicales es distributiva y finita de cardinalidad 2".

Otro problema interesante que se ha abordado en literatura es el siguiente: ; Como tiene que ser
un anillo R para que la reticula de prerradicales asociada a R sea un conjunto? Por ejemplo, si R es
semisimple la reticula de prerradicales es finita. También se puede preguntar ;Cuando la reticula
de prerradicales asociada a un anillo no es conjunto? En [5], los autores demuestran que para el
anillo de los enteros la reticula de prerradicales es una clase propia. De hecho, el ano pasado se
demostré en [6] que la reticula de prerradicales es una clase propia si R es un anillo de polinomios
sobre un campo, o si es una K-algebra de dimensioén finita de tipo salvaje.

En base a lo antes dicho nos damos cuenta de la importancia de los prerradicales para el estudio
de modulos y anillos. Es por esto que en este trabajo tratamos de desarrollar de manera minuciosa
algunos temas de prerradicales para que en un futuro si alguien desea adentrarse en este tema tenga
una base para comenzar. Asi mismo buscamos tener las bases para poder continuar con el tema de
prerradicales pero desde la investigacién y poder aportar nuevos conceptos, nuevas relaciones con
la teoria de modulos y nuevas caracterizaciones de anillos con esta bella teoria.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Moddulos

En este capitulo daremos notaciones, definiciones y algunas propiedades bésicas de la teoria de
modulos. R siempre denotara un anillo asociativo con uno distinto de cero y en caso contrario se
hara la aclaracion.

1.1.1. Moébdulos y morfismos de mddulos

Definicion 1.1. Sean R un anillo y M un grupo abeliano. M es llamado R-mddulo izquierdo
si existe una funcion

RxM — M
(r,x) — rx
sujeta a los siguientes axiomas:
(1) a(z +y) = ax + ay.
(2) (a+b)x = ax + bx.
(3) (ab)x = a(bx).
(4) lx = x.
para todo a,b € R y para todo x,y € M.

De manera similar se definen los R-médulos derechos pero con los elementos de R operando
del lado derecho de los elementos de M. Denotamos por R-Mod a la clase de todos los R-moédulos
izquierdos y por Mod-R a la clase de todos los R-mddulos derechos. Si M € R-Mod lo denotamos
por gM y si M € Mod-R lo denotamos por Mg. A partir de ahora la palabra médulo izquierdo
significard R-moédulo izquierdo.

Ejemplo 1.

(1) Si R es un campo (semicampo o un anillo con division), entonces todo R-espacio vectorial
es un modulo izquierdo.

(2) La clase de los grupos abelianos coincide con Z-Mod.

(8) Si R es un anillo, podemos pensar en R como un mddulo izquierdo con el producto definido
en R.
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Definicion 1.2. Sean M € R-Mod y L un subconjunto no vacio de M. L es llamado submaddulo
de M (denotado por L < M) si L es un subgrupo aditivo de M y para todo a € R y para todo
x € L se cumple que ax € L.

Ejemplo 2.
(1) Si I es un ideal izquierdo de R, entonces rl es un submddulo de rR.
(2) Si M € R-Mod y {M,;}ic1 es una familia de submddulos de M, entonces la suma

Sat - {¥a

para cast todo 1 € 1
el i€l

es un submdodulo de M.

(8) Si M € R-Mod y {M,;};c1 es una familia de submddulos de M, entonces la interseccion
ﬂ M; es un submddulo de M.
i€l

(4) Si I es un ideal izquierdo de R y M € R-Mod, entonces

para casi todo 1 € 1
i€l

riER,xieMyrizo}

es un submdodulo de M.

Definicién 1.3. Si M € R-Mod y L es submddulo de M, entonces
M/L={z|xze M}

donde la operacion suma es la suma usual de grupos cocientes aditivos y la multiplicacion por
escalar estd definida como aT = aT para todo a € R y para todo T € M/L, es llamado mddulo
cociente de M sobre L.

Notar que M es abeliano asi que M /L es siempre un grupo abeliano.

Lema 1.4. (Ley modular) Sean K,L, M, N € R-Mod tales que K,L,M < N y L < M, entonces
(K+L)nM=(KNM)+L.

Demostracion. (K +L)NM C (KNM)+ L: Sea z € (K + L)N M, entonces © € M y existen
ke Kyle L talesque z = k+1[. Como L < M tenemos que k =z —1 € M, entonces k € KN M.
Por lo tanto x =k+1€ (KNM)+ L.

(KNM)+LC(K+L)NM:Seax € (KNM)+ L, entonces existen y € KNM yl e L
tales que £ = y+ 1. Porlotanto x = y+1l € K+ Lyx=y+1l € M+ L = M, es decir
r=y+le(K+L)NM. O

Definicion 1.5. Sean M y N dos mddulos izquierdos. Una funcion f: M —— N es llamada
morfismo de mddulos izquierdos o morfismo de maodulos, si para todo a € R y para todo
x,y € M se cumple lo siguiente:

(1) f(x+y) = f(z)+ f(y).

(2) flaz) = af(z).

Ejemplo 3. Sean L, M € R-Mod tales que L < M. Los siguientes son ejemplos de morfismos de
mddulos:
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(1) El morfismo identidad M MM tal que mr——=m .
(2) El morfismo inclusion L = M tal que |+—>1 .

(3) El morfismo natural M —"= M/L tal que m+—>Tm .

Al conjunto de todos los morfismos de M a N lo vamos a denotar por Homg(M, N) y cuando
M = N, Homg(M, N) sera escrito como Endg(M).

Proposicion 1.1.1. Sean M, N, K € R-Mod. Si f: M ——N y g: N——= K son dos mor-
fismos de mddulos, entonces gf = go f es un morfismo de maddulos.

Demostracion. Sean a € Ry x,y € M, entonces

(9f)z+y) = g(f
= g(f
= g(f
= (9f)(=)

(9f)(azx) = g(f(azx

Por lo tanto gf es un morfismo de médulos. O

Definicién 1.6. Sea f: M —— N wun morfismo de mddulos. Entonces:
(1) f esllamado monomorfismo si dados g,h : K — M tales que fg = fh, entonces g = h.
(2) [ es llamado epimorfismo si dados g,h: N —— K tales que gf = hf, entonces g = h.

(3) f esllamado isomorfismo si y sdlo si existe un morfismo f': N ——= M tal que ff' =1n
yf'f=1m.

Definicion 1.7. Sean M, N € R-Mod y f: M ——= N un morfismo de mddulos. Definimos los
stguientes conjuntos:

(1) La imagen de f, Im(f), dada por:
Im(f) = {f(x) | v € M}.
(2) El naicleo de f, Ker(f), dado por:
Ker(f) ={z € M| f(x) = 0}.
(3) La imagen inversa de N’ < N bajo f, dada por:
FUN) ={ze M| f(x) e N'}.

Observacion 1.8. Sean M, N € R-Mod y f: M ——= N un morfismo de mddulos. Entonces:
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(1) Im(f) < N.
(2) Ker(f) < M.
(3) Si N' < N, entonces f~1(N') < M.
Teorema 1.9. Sean M, N € R-Mod y f: M ——= N un morfismo de mddulos, entonces:
(1) f es inyectiva si y solo si f es monomorfismo.
(2) f es suprayectiva si y sélo si f es epimorfismo.
(8) [ es biyectiva si y solo si [ es isomorfismo.

Demostracion. (1) Supongamos que f es inyectiva y sean g,h: K —> M tales que fg = fh.
Sea x € K, entonces tenemos que (fg)(x) = (hf)(x), es decir, f(g(z)) = f(h(x)). Como f es
inyectiva se sigue que g(x) = h(x) y como z € K fue arbitrario concluimos que g = h.

Supongamos que f es monomorfismo y sean x,y € M tales que f(z) = f(y), entonces f(x—y) =
0. Consideremos los siguientes morfismos:

t:R(x—y) > M zer : R(x —y) = M
a(z —y) = a(z —y) a(z —y) =0

=

Afirmamos que fi = fzer. En efecto, sea a(z —y) € R(x —y), entonces (fi)(a(z—y)) = f(c(a(x —
9)) = fla(z — ) = af( —y) = a0 = 0 y (fzer)(a(e — y)) = f(zer(a(z — y))) = F(0) = 0. Po
lo tanto fi = fzer y como f es monomorfismo se sigue que ¢ = zer. Entonces x —y = 1(z — y
zer(x —y) =0, es decir, z —y = 0. Por lo tanto = y de donde f es inyectiva.

(2) Supongamos que f es suprayectiva y sean g,h: N —— K tales que gf = hf. Seay € N,
como [ es suprayectiva existe z € M tal que y = f(z). Por lo tanto g(y) = g(f(z)) = (¢9f)(z) =
(hf)(x) = h(f(z)) = h(y) y como y € N fue arbitrario concluimos que g = h.

Supongamos que f es epimorfismo y consideremos los siguientes morfismos:

m: N — N/Im(f) zer : N — N/Im(f)
T—T 0
Afirmamos que 7f = zerf, sea x € M, entonces (7f)(z) = w(f(z)) = f(z) = 0 = zer(f(x)) =
(zerf)(x). Por lo tanto wf = zerf y como f es epimorfismo concluimos que 7 = zer. Entonces
0 = N/Im(f) de donde N = Im(f), es decir, f es suprayectiva.
(3) Se sigue de (1) y (2). O

Ejemplo 4.
(1) El morfismo inclusion es un monomorfismo.
(2) El morfismo natural es un epimorfismo.
(8) El morfismo identidad es un isomorfismo.
Sean M, N € R-Mody f: M ——= N un morfismo de mo6dulos. Entonces:
(1) Si f es monomorfismo diremos que M se sumerge en N.
(2) Si f es epimorfismo diremos que N es la imagen homomorfa de M
(3) Si f es isomorfismo diremos que M es isomorfo a N y lo denotamos por M = N.

Definicion 1.10. Sean M, N € R-Mod y f: M ——= N wun morfismo de mddulos.
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(1) Llamamos coimagen al cociente M/Ker(f) y lo denotamos por Coim(f).
(2) Llamamos condcleo al cociente M/Im(f) y lo denotamos por Coker(f).
Proposicion 1.1.2. Sean M, N € R-Mod y f: M ——= N un morfismo de mddulos. Entonces:

(1) f es monomorfismo si, y sélo si, Ker(f) =0.
(2) [ es epimorfismo si, y sdlo si, Coker(f) =0

Demostracion. (1) Supongamos que f es monomorfismo, entonces por (1) del Teorema 1.9, f es
inyectiva. Sea x € Ker(f), entonces f(z) = 0= f(0) y como f es inyectiva se sigue que x = 0. Por
lo tanto Ker(f) = 0.

Supongamos que Ker(f) = 0 y sean z,y € M tales que f(z) = f(y). Entonces f(z —y) =
f@)— f(y) =0, es decir, z — y € Ker(f) = 0. Por lo tanto = y y en consecuencia f es inyectiva.
Entonces por (1) del Teorema 1.9 concluimos que f es monomorfismo.

(2) Supongamos que f es epimorfismo, entonces por (2) del Teorema 1.9 f es suprayectiva, es
decir, Im(f) = N. Luego, Coker(f) = N/Im(f) = 0.

Supongamos que Coker(f) = 0, entonces tenemos que N/Im(f) = 0 de donde N = Im(f) y por
(2) del Teorema 1.9 concluimos que f es epimorfismo. O

Proposicion 1.1.3. Sea f: M —— N wun morfismo de maodulos.
(1) Si M" < M, entonces f~1(f(M')) = M’ + Ker(f).
(2) Si N' < N, entonces f(f~1(N’)) = N' N Im(f).
(8) Si g: N—— K es un morfismo, entonces

(a) Ker(gf) = f~'(Ker(g)).
(b) Im(gf) = g(Im(f)).
Demostracion. (1) f=1(f(M')) C M’ + Ker(f):

M
Sea z € f~1(f(M")) fz) € f(M)
Im’ € M’ tal que f(z) = f(m')
flx) = f(m') =0
fl@—m') =0
z—m' € Ker(f)
Im e Ker(f) talquem =2 —m
x=m'+me M +Ker(f).

4

/

A A

M’ +Ker(f) € f7H(f(M")):

Seax € M'+Ker(f) = z=m'+m
conm’ € My m € Ker(f)

= f(z) = f(m'+m)
= f(z) = f(m') + f(m)
= f(x) = f(m') € f(M)
= we fTH ()

(2) f(f7H(N) € N NIm(f):
Seax € f(f YN") = Ime f (N tal que z = f(m)
= z € N'Nnlm(f).
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NN Im(f) € f(fHV)):

Seax € N'NIm(f) = z€ N yuxelm(f)
= zeNyImeM
tal que z = f(m)
= mef (N
= x=f(m)e f(f71(N)).

(3) Sea g: N ——= K un morfismo, entonces
(a) Ker(gf) = f~"(Ker(g)):

xz € Ker(gf) <
-
<~
4

(b) Im(gf) € g(Im(f)):

Sea z € Im(gf) = 3Ime M tal que z = gf(m)
z=g(f(m))
z € g(Im(f)).

vl

g(Im(f)) C Im(gf):

Sea z € g(Im(f)) I n € lIm(f) tal que x = g(n)
Im e M tal que n = f(m)
z = g(f(m))

z=gf(m) € Im(gf).

bl

O
Proposicion 1.1.4. Sean f: M —— N y g: N——= K dos morfismos de mddulos. Entonces:
(1) Si gf es monomorfismo, f es monomorfismo.
(2) Sigf es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostracion. (1) Sean z,y € M tales que f(z) = f(y), entonces (¢gf)(x) = g(f(x)) = g(f(y)) =
(¢f)(y). Como gf es monomorfismo se sigue que & = y y en consecuencia f es monomorfismo.

(2) Como gf es epimorfismo, por (3) de la Proposicion 1.1.3, g(Im(f)) = Im(gf) = K. Como
Im(f) < N, entonces g(Im(f)) < g(N) < K. Por lo tanto g(N) = K, es decir, g es epimorfismo. [

Las siguientes propiedades son claras.

Lema 1.11. Sea f: M ——= N un morfismo de mddulos y sean {M; | M; < M,i € I}
{N; | N; < N.,i € I}. Entonces:

(1) f (ZM-) =" r().

el i€l

@ (z Ni) Y ).

icl el
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(3) Si N; < Im(f) para cada i € I, entonces f~1 (Z Ni> = fol(Ni).

el iel

(4) 7 (ﬂ M—) =)

i€l i€l

(5) f (ﬂMz> < ﬂf(Mz)

iel el
(6) Si Ker(f) < M; para cada i € I, entonces f (ﬂ Mi> = ﬂ F(M;).
i€l i€l

Teorema 1.12. (Primer Teorema de Isomorfismo de modulos) Si f: M —— N es un
morfismo de mddulos, entonces
Im(f) = M/Ker(f).

Demostracion. Definamos la siguiente funcion:

g: M/Ker(f) — Im(f)
T —  f(x).

Notemos que g esta bien definida y es inyectiva. En efecto, sean T,7 € M/Ker(f), entonces

T=7 < z—yé€ Ker(f)

& flr—y)=0
& flz)—fly) =0
& f@)=f(y)

Por lo tanto g esta bien definida y es inyectiva, ademas es claro que es suprayectiva. Ahora veamos
que g es morfismo. Sean r € Ry z,y € M /Ker(f), entonces

grz+7y) = g

Por lo tanto g es un morfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo. O

Teorema 1.13. (Segundo Teorema de Isomorfismo de mddulos) Sean N € R-Mod y
L,M < N, entonces
(L+M)/L=M/(LNM).

Demostracion. Sea m: M + L —= (M + L)/L el morfismo natural. Consideremos 7,7, enton-
ces

{meM|m+L=0}
{meM|melL}
- MnI,

Ker ()
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e
Im(mp) = {m+L|me M}
= {(m+0)+L|meMylelL}
= (M+1L)/L.
Por lo tanto, por el Teorema 1.12, (M + L)/L = Im(m|5;) = M /Ker(mjpr) = M/(M N L). O

Teorema 1.14. (Tercer Teorema de Isomorfismo de médulos) Sean L, M, N € R-Mod tales
que L < M < N. Entonces
N/M = (N/L)/(M/L).

Demostracion. Definamos f como sigue:

f:N/L — N/M
n+L — n-+ M.

Es claro que f esta bien definida y es morfismo de modulos. Ademas,

Ker(f) = {n+L|n+M=0}
= {n+L|neM}
= MJ/L,
e
Im(f) = {n+M|neN}
N/M.
Entonces, por el Teorema 1.12, N/M = Im(f) = (N/L)Ker(f) = (N/L)/(M/L). O

Definicion 1.15. Sea M € R-Mod. Definimos el anulador de M en R de la siguiente manera:
(0: M)={reR|rz=0 para todo x € M}.
Observacion 1.16.
(1) Sea M € R-Mod, entonces (0: M) es un ideal bilateral de R.
(2) Para cada x € M, (0:z) ={a € R | ax = 0}.
(3) Si I es un ideal bilateral de R tal que I < (0: M), entonces M es un R/I-mddulo izquierdo

con la suma de M y el producto dado por ax = ax para todaa € R/I yx € M.

1.1.2. Sucesiones exactas de moédulos

Definicion 1.17. Una sucesion de morfismos de mddulos

fi— fi
M; 4 > M; M1

es llamada exacta en M; si Ker(f;) = Im(fi—1). Si es ezacta en cada mddulo la llamaremos suce-

sion exacta. En particular, una sucesion exacta de la forma 0 L ! M—2sN 0

se llamard sucesion exacta corta.

Observacién 1.18. Si 0 —2> [ ! M2

ces f es monomorfismo y g epimorfismo.

B .
N 0 es una sucesion exacta corta, enton-
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Demostracion. f es monomorfismo: Como la sucesion es exacta corta tenemos que 0 = Im(a) =
Ker(f). Por lo tanto f es monomorfismo.

g es epimorfismo: Como la sucesion es exacta corta tenemos que Im(g) = Ker(g) = N. Por lo
tanto g es epimorfismo. O

La siguiente propiedad es clara:

Proposiciéon 1.1.5. Sean L, M € R-Mod tales que L < M, entonces la siguiente sucesion es
exacta corta:

Si 0 L ! M—2sN 0 es una sucesion exacta corta, entonces L = Im(f) y

por el Teorema 1.12, N = M /Im(f). Por lo tanto, una sucesion exacta corta se puede formar con
una inclusion seguida de una proyeccion.

Lema 1.19. (Del quinto) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

0 L om—2oN 0
CR
0 Ay /R R\ 0

(es decir, pf = f'a y A\g = ¢'1) con filas de sucesiones exactas cortas.
(1) Sia y X son monomorfismos, entonces u es monomorfismo.
(2) Siay X son epimorfismos, entonces p es epimorfismo.
(8) Siay A son isomorfismos, entonces p es isomorfismo.

Demostracion. (1) p es monomorfismo: Supongamos que « y A son monomorfismos. Sea x €
Ker(u), entonces A(g(z)) = ¢'(u(x)) = ¢’(0) = 0. Como A es monomorfismo se sigue que g(z) = 0,
es decir, x € Ker(g) = Im(f) (ya que la fila superior es exacta corta). Entonces existe [ € L tal que
f(l) = x y en consecuencia f'(a(l)) = u(f(1)) = p(z) = 0. Como f'a es monomorfismo, entonces
1 =0. Luego z = f(I) = f(0) = 0.

(2) p es epimorfismo: Supongamos que o y A son epimorfismos. Sea y € M, entonces ¢'(y) € N’
y como A es epimorfismo, existe n € N tal que A(n) = ¢’(y). Como g es epimorfismo, existe m € M
tal que g(m) = n. Entonces ¢'(y) = A(n) = Ag(m)) = ¢'(u(m)) de donde ¢'(y — u(m)) =
9 (y)— ¢ (u(m)) =0, es decir, y — u(m) € Ker(g') = Im(f') (ya que la fila inferior es exacta corta).
Entonces existe I’ € L’ tal que f'(I') = y — u(m) y como « es epimorfismo, existe [ € L tal que
al) = U'. Luego, y — u(m) = /() = £/(a(l)) = u(f(1)). Por lo tanto u(f(1) — m) =y.

(3) Se sigue de (1) y (2). O

1.1.3. Suma y producto directo de médulos

Definicién 1.20. Sea {M;}icr una familia de mddulos definimos su producto como sigue:
[[Mi={ a:T—= M |a(i)eMViel
iel il

Observacion 1.21.

(1) x; = a(i) es llamado el i-ésimo componente de .
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(2) Siac HMi’ entonces a = (a(i)) = (x;).
i€l

(3) Si M; = M para cada i € I, escribimos HMl =M.
iel
Si {M;}icr es una familia de modulos, entonces H M; es un moédulo izquierdo sobre R con las

i€l
siguientes operaciones:

iel iel iel
((@i)iers Wi)ier) = (i)ier + Wi)ier = (@i + ¥i)ier

>(<R><]‘_[Z\4z — HMZ

el 1€l
(a,(wi)ier) = ax*(vi)ier = (azi)ier

Y es llamado producto directo de la familia {M;};cr.

Definicion 1.22. Sea {M;}icr una familia de médulos. Si o € H M; definimos su soporte como:
iel

sop(a) = {i € I| a(i) # 0}.

Definicion 1.23. Sea {M;}icr una familia de mddulos. El conjunto:

@Mi = {a € HMZ | sop(a) es ﬁm'to} < HMZ

i€l iel iel

Es llamado la suma directa (externa) de la familia {M;}icr. En particular, si M; = M para

cada © € I, entonces escribimos EBMZ =MD,
i€l

Observacién 1.24. Sea {M,};cr una familia de mddulos.
(1) SiI es finito, entonces HMl = @Mi.
iel il
(2) Para cada j € I tenemos los siguientes morfismos:
(a) La inclusion natural: vj : M; —— HMI , donde vj(i) =m; sij=1y0sij#1.
iel
(b) La proyeccion natural: =; : H M, —— M, .
iel
Y son tales que mit; = 1y, para cada i € I, mientras que mt; =0 814 # j.

(3) Para @Ml también se tienen definidos los morfismos anteriores y son tales que Z LT =
il iel

1®Mi.

icl

10
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Definicion 1.25. Sea M € R-Mod y sean My, My < M. Decimos que M la suma directa
(interna) de My y My si:

(1) M = M + M.
(2) MyinNMy,=0.
Y lo escribimos como M = My & Ms.

Observacion 1.26. Si M = M, @& M,, entonces todo m € M es escrito de una unica manera
como m =my+meo conmy € My ymso € Ms. My y Ms son llamados sumandos directos de M.

Definicion 1.27. Sea M € R-Mod y sea {M;};cr una familia de submddulos de M. Decimos que
M es la suma directa (interna) de la familia {M,;}icr si:

(1) M ="M,

iel
(2) M;N ZMj = 0 para todo i € I.
J#i

Y lo escribimos como M = @MZ y los M; son llamados sumandos directos de M.
iel
Observacion 1.28. Si M es la suma directa interna de la familia Z M;, entonces todo elemento
iel
m € M es escrito de una dnica manera como: m =mq + -+ +m,, con my € M;, eix € I para
cada k € {1,...,7}.
Definicion 1.29.

(1) Sea f:L——= M wun monomorfismo. Decimos que f es un monomorfismo que se es-

cinde si existe un morfismo f': M —— L tal que f'f = 1y,.
(2) Sea g: M ——> N un epimorfismo. Decimos que g es un epimorfismo que se escinde
st existe un morfismo ¢ : N ——= M tal que g¢' = 1.
Proposicion 1.1.6.

(1) Si f:L—— M esun monomorfismo que se escinde, entonces Im(f) es sumando directo
de M.

(2) Si g: M —— N es un epimorfismo que se escinde, entonces Ker(g) es sumando directo
de M.

Demostracion. (1) Como f es un monomorfismo que se escinde existe un morfismo f': M —— L
tal que f'f = 1. Afirmamos que M = Im(f) @ Ker(f’). En efecto, sea x € M, entonces f'(z) € L
de donde f(f'(z)) € M. Ademas si z =z — f(f'(z)), entonces

f'iz) = fla—f(f(2)

= fix) = f(f(f'(2))
= fi@) = (f'Hf (@)
= fi(@) = 1u(f(2)
= ['@) = f'(@)

0

11
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es decir, z € Ker(f'). Por lo tanto x = f(f'(z)) + z € Im(f) + Ker(f’). Sea y € Im(f) N Ker(f'),
entonces y € Im(f) e y € Ker(f'), es decir, y = f(z) para algtn « € Ly f'(y) = 0, entonces
0= f'(y) = f'(f(z)) = x. Por lo tanto = 0 de donde y = f(z) = f(0) = 0 y en consecuencia
Im(f) NKer(f’) = 0. Asi hemos demostrado que M = Im(f) @ Ker(f’) y en consecuencia, Im(f)
es sumando directo de M.

(2) Como g es un epimorfismo que se escinde existe un morfismo ¢’ : N —— M tal que
g9’ = 1n. Afirmamos que M = Im(¢') @ Ker(g). En efecto, sea © € M, entonces z = ¢'(g(z)) +
(x — ¢'(g(x))). Notemos que x — ¢'(g(z)) € Ker(g):

gz —4g'(9(x)) = g(x)—9g(d(9(2)))
= g(x) - (99")(9(x))
= g(x) —1n(g(x))
= g(z) —g(=)

Por lo tanto = — ¢'(g(z)) € Ker(g) y en consecuencia x € Im(g') + Ker(g). Ahora sea y € Im(g') N
Ker(g), entonces y € Im(¢’) e y € Ker(g), es decir, y = ¢'(z) para algin z € N y g(y) = 0.
Entonces = = ¢g(¢'(z)) = g(y) = 0 y en consecuencia y = 0. Por lo tanto Im(g’) N Ker(g) = 0. Asi

hemos demostrado que M = Im(g’) @ Ker(g), es decir, Ker(g) es sumando directo de M. O
Definicién 1.30. Decimos que la sucesion exacta corta 0 L ! M—2sN 0 se
escinde si:

(1) M~L&N.

(2) El siguiente diagrama conmuta:

0 Lt om—? N 0 (1.1)
5
0—=L—">L&N-">N—=0
es decir, af =1, yg=rnnNa.
Proposiciéon 1.1.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para una sucesion exacta corta

0>t nN 0:

(1) La sucesion se escinde.
(2) Existe f': M ——=L tal que f'f =1.

(3) Erziste ¢’ : N— M tal que gg' = 1n.

Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que la sucesion se escinde, entonces tenemos el diagrama
conmutativo 1.1, es decir, af = 1y y g = 7ya. Sea f' =nwpa: M —— L, entonces f'f =
(rra)f =np(af) =mpe, = 1.

(2)=-(1) Supongamos que existe f': M ——= L tal que f'f = 1;. Veamos que existe « tal
que hace conmutar el diagrama 1.1, es decir, af =ty y g = mya. Sea a = tr f' + 1ng, entonces

af = (of +wvg)f mva=7N(nf 4 ing)
= (f)f+ng)f =an(rf’) +an(ng)
= (f' ) +en(gf) y = (nnenf) + (7nen)g
=51 =1ng
=L =g

12
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Luego, el diagrama 1.1 conmuta y por el Lema 1.19, « es isomorfismo.
(1)=-(3) Supongamos que la sucesion se escinde, entonces tenemos el diagrama conmutativo 1.1,
es decir, af = 1 vy ¢ = mya. Como « es isomorfismo existe a ™' : L& N —= M y como g =

1 1

Tna, entonces ga~ !t = 7n. Sea ¢’ = a "ty : N——= M | entonces gg' = g(a"tiy) = (ga )iy =

TNLN = ]-N«
(3)=(1) Supongamos que existe ¢': N ——= M tal que g¢’ = 1lxn. Veamos que existe

B:L®N——= M tal que el diagrama de abajo conmuta

0—>L-—LsLeN-"2N—>50

|
’
Y
0L % N

es decir, Sup = f y g8 = 7n. Sea B = fnp + g'mn, entonces

B = (frr +g'mn)r 98 =g(frr +g'nN)
= (fro)er + (9'7n)er = g(fre) +9(g'mn)
= f(roer) + ' (nner) y = (9f)mr + (99") 7w
=1L =1n7N
=f =N
Luego, el diagrama conmuta y por el Lema 1.19, § es isomorfismo. L

1.1.4. Mobdulos libres
Definicion 1.31. Sea M € R-Mod y sea X = {x;}icr un subconjunto de M.

(1) Decimos que X es un conjunto generador de M si para todo x € M se cumple que
T = Zaixi, con a; € R para cada i € I y a; =0 excepto para un nimero finito.

iel
(2) Decimos que X es linealmente independiente si para toda sucesion finita iy,..., i, de
elementos distintos de I y para todo ai,...,a, € R tales que a1x;, + -+ + anz;, = 0,
entonces a1 = - = a, = 0.

(8) Decimos que M es libre si X es linealmente independiente y genera a M.

Si M € R-Mod y X es un subconjunto linealmente independiente que genera a M, entonces X
es llamado base de M.

Observacién 1.32. Sea M € R-Mod y sea X = {x;}icr una base de M, entonces todo elemento
de M tiene una unica representacion.

Demostracion. Sea x € M y supongamos que & = a1Z;, + -+ + ap®;, = b1z, + -+ + bpx;, con
i1,...1, € I distintos y a1,...,an,b1,...,b, € R, entonces (a; — by)z;, + -+ (an — bp)x;, = 0.
Por lo tanto, como X es linealmente independiente se sigue que a1 — by = -+ = a, — b, = 0, es
decir, a; = by,...a, = b, y en consecuencia z tiene una Unica representacion. L

Lema 1.33. Si f: M —— N es un isomorfismo de modulos y M es libre, entonces N es libre.

Demostracion. Supongamos que f es isomorfismo y que M es libre, entonces existe X = {x; }ics
base de M. Veamos que Y = {f(z;)}icr es base de N.

13
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Y genera a N: Sea y € N, entonces existe z € M tal que y = f(z) y como M es libre
T = Zaixi cona; € Ry x; € X para cada i € I. Luego, y = f(x) = Zaif(xi).

iel iel
Y es linealmente independiente: Sean a; € Ry f(x;) € Y para cada i € I tales que

Zaif(xi) = 0, entonces tenemos que f (Z aixi> = 0, es decir, Zaixi € Ker(f) = 0. Luego,

icl icl icl
E a;xz; =0y como X es base de M concluimos que a; = 0 para cada i € I. O
i€l

Proposicion 1.1.8. Sea M € R-Mod, entonces M es libre si y sélo si M = R para algin
congunto I.

Demostracion. Supongamos que M es libre, entonces existe X = {z;};c; base de M. Definamos a
f de la siguiente manera:

f:RD & M
(ai)ier — Zaixi'
iel
Es claro que f es morfismo de mddulos. Veamos que f es epimorfismo. Sea z € M, entonces
T = Zaixi = f((ai)ier), es decir, f es suprayectiva. Ahora veamos que f es monomorfismo, sea
iel
(a;)ier € Ker(f), entonces Zaixi = f((as)ier) = f((a;)icr) = 0, es decir, Zaixi = 0. Como
icl il
X = {x;}icr es base de M se sigue que a; = 0 para cada ¢ € I y en consecuencia (a;);er = 0, es
decir, Ker(f) = 0. Por lo tanto f es inyectiva.
Suficiencia: Primero veamos que R es libre para todo I # @. Recordemos que RY) = @ R;
iel
donde cada R; = R. Luego, R¥Y) = {a: 1 ——=R | a(i) € R para todoi € Iy sop(a) < co}.
Sea X = {6;}ic; donde §; : [ —— R esta dada por:

g si j=4i

6i(j) =
Op si j#i
Es claro que sop(d;) es finito, entonces para cada i € I tenemos que §; € R, Sea o € R entonces
sop(a) es finito. Sea sop(«) = {aiy,...a;,} y sea k € I, entonces a(k) = a;, si k € {i1,...,in}
n
y a;, =0sik ¢ {ir,...,in}. Sea a € R afirmamos que o = Zaijéi].. En efecto, sea k € I

Jj=1
entonces tenemos los siguientes casos:

» Casol: k ¢ {i1,...,in}, entonces (k) = 0y por otro lado Z a;;6;; | (k) = Z a;;6;, (k) =
j=1 j=1

n
0. Por lo tanto a = Z a;;0;;
j=1

n
» Caso 2: k € {i1,...,in}, entonces a(k) = a;; y por otro lado Zaijéij (k) =
j=1

n n n
Z Cij 6ij (ijo) = Z aq;j 511 (ijo) = aq;jo 1= aijo . Por lo tanto o = Z aij 6i,~~
j=1 j=1

j=1

14
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Asi, hemos demostrado que X = {J; };cs es un subconjunto de R que lo genera. Ahora veamos que
n

X = {0;}ier es linealmente independiente. Supongamos que Z a;;0;; = 0, entonces iy, = ai; 1=

j=1
Za% i;(1j,) = Zal7 i; | (i0) = 0(ij,) = Og, es decir, ai;, = Og. Como i, fue arbitrario
conclu1mos que a% = Og para todo j € {1,...,n}. Por lo tanto X = {§;}ics es linealmente

independiente y en consecuencia una base para R). Por lo tanto R() es libre y como M = R(),
por el Lema 1.33, M es libre. O

Proposiciéon 1.1.9. Todo mddulo es cociente de un libre.

Demostracion. Sea M € R-Mod y sea X un conjunto generador de M. Consideremos la siguiente
funcion:

f:RY - M

(aﬁ)IEX — Z ArpMy.

rzeX

Es claro que f es un epimorfismo, entonces por el Teorema 1.12, R(X)/Ker(f) = M, es decir, M
es cociente de un libre. O

1.1.5. Modulos noetherianos y médulos finitamente generados

Definicion 1.34. Sean M € R-Mod y X = {x;}ic1 un conjunto de generadores de M. Si X es
finito decimos que M es finitamente generado.

Definicion 1.35. Sea M € R-Mod. Decimos que:
(1) M es ciclico si es generado por un elemento y lo denotamos por M := Rz = {ax | a € R}.
(2) M es simple si es distinto de cero y sus unicos submddulos son 0 y M.
Proposicion 1.1.10. Sean L, M € R-Mod tales que L < M.
(1) Si M es finitamente generado, entonces M /L es finitamente generado.
(2) Si L y M/L son finitamente generados, entonces M es finitamente generado.

Demostracion. (1) Como M es finitamente generado existe {z1,...,2,} subconjunto de M tal que
n

para todo x € M, x = Zami con a; € R para cada i € I. Veamos que {Z7,...,T,} genera a
i=1

M/L.SeaT € M/L, entoncesT =x+L = Zaixi+L = Z(aixﬂrL) = Zai(xiJrL) = Zaixﬁ-.
i=1 i=1 i— —
Por lo tanto M/L es finitamente generado.
(2) Sean {x;,...,xn} ¥y {¥L,...,Yny conjuntos generadores de Ly M/L respectlvamente Sea

m

x € M, entonces v+ L =7 = Zajyj Za] y; + L) Z(a]yj +L)= Zajyj+L. Por lo

J=1 J=1
m m
tanto x — Z a;y; € L, entonces x — Z a;y; = Z a;x; y en consecuencia r = Z a;T; + Z a;y;.
J=1 Jj=1 i= i J=
Por lo tanto M es finitamente generado. O

Lema 1.36. Si f: M ——= N es un isomorfismo de mddulos y N es finitamente generado,
entonces M es finitamente generado.
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Demostracion. Como f es isomorfismo podemos considerar la funcién f~': N —— M que tam-
bién es isomorfismo. Sea y € M, entonces existe x € N tal que y = f~!(z). Como z € Ny N

n

n n
es finitamente generado, x = Zaixi. Luego, y = f~1(z) = f~! Z&N«”i) = fol(aizi) =
i=1 i=1 i=1
n

Z a;if (). Por lo tanto M es finitamente generado. O
i=1

Proposiciéon 1.1.11. Sea 0 L ! M—2sN 0 una sucesion ezxacta corta de mo-

dulos. Si L y N son finitamente generados, entonces M es finitamente generado.

Demostracion. Como L es finitamente generado y L = Im( f), por el Lema 1.36, Im( f) es finitamen-
te generado. Por otro lado, como g es epimorfismo, por el Teorema 1.12, M/Im(f) = M /Ker(f) =
N y como N es finitamente generado, por el Lema 1.36, M/Im(f) es finitamente generado. Por lo
tanto, por (2) de la Proposicion 1.1.10, M es finitamente generado. O

Definicién 1.37. M € R-Mod es llamado noetheriano si todo submddulo de M es finitamente
generado.

Proposicion 1.1.12. Un mddulo izquierdo M es noetheriano si y sélo si toda cadena ascendente
de submaddulos propios de M es finita.

Demostracion. Sea L1 < Lo < ---L,, < --- una cadena ascendente de submédulos propios de M.
Entonces L = U L; es un submodulo propio de M y por hipoétesis es finitamente generado, es
i€

decir, existe {z;,...,x,} subconjunto finito de L que lo genera. Por lo tanto existe ng € Z tal que
{zi,...,z,} es subconjunto de L,,. Entonces L = L,,, y L, = Ly, para todo m > ny.

Sea L < M, veamos que L es finitamente generado. Si L = 0 terminamos. Supongamos que
L # 0, entonces existe 0 # 1 € L. Consideremos L1 = Rxy; < L. Si Ly # L, entonces existe xo € L
tal que xo ¢ L. Consideremos Lo = Rxy + Rzo < L. Repitiendo este procedimiento, obtenemos

la cadena Ly < Lo < --- que por hipoéteis es finita, es decir, existe n € N tal que L, = Ly1.
Luego, L = L, = Rx1 + - -+ + Rx,. Por lo tanto L es finitamente generado y en consecuencia M
es noetheriano. O

Lema 1.38. Si f: M ——= N es un isomorfismo de mddulos y M es noetheriano, entonces N
es noetheriano.

Demostracion. Sea N’ < N, veamos que N’ es finitamente generado. Como f~'(N’) < M y M es

noetheriano se sigue que f~!(N’) es finitamente generado. Entonces como f~1(N’) = N’, por el
Lema 1.36, N’/ es finitamente generado. Por lo tanto N es noetheriano. O

Proposicion 1.1.13. Sean M € R-Mod y L < M. Entonces M es noetheriano si y sdlo si L y
M/L son noetherianos.

Proposicién 1.1.14. Sea 0 L ! M2

dulos.

N 0 wna sucesion exacta corta de mo-

(1) Si M es noetheriano, entonces L y N son noetherianos.
(2) Si L y N son noetherianos, entonces M es noetheriano.

Demostracion. (1) L es noetheriano: Como f es monomorfismo, entonces L = Im(f). Y como
Im(f) < M y M es noetheriano, por la Proposicion 1.1.13, Im(f) es noetheriano. Luego, por el
Lema 1.38, L es noetheriano.
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N es noetheriano: Como ¢ es epimorfismo, por el Teorema 1.12, M /Ker(g) = N.Y como M es
noetheriano, por la Proposicion 1.1.13, M /Ker(g) es noetheriano. Luego, por el Lema 1.38, N es
noetheriano.

(2) Como f es monomorfismo se sigue que L = Im(f) y como L es noetheriano, por el Lema
1.38, Im( f) es noetheriano. Por otro lado, como g es epimorfismo, por el Teorema 1.12, M /Im(f) =
M/Ker(g) = N y como N es noetheriano, por el Lema 1.1.13, M/Im(f) es noetheriano. Por lo
tanto, por la Proposicién 1.1.12, M es noetheriano. O

Definicién 1.39. Decimos que un anillo R es un anillo noetheriano izquierdo si rR es noet-
heriano.
1.1.6. Modulos proyectivos e inyectivos

Definicion 1.40. Un mddulo izquierdo P es llamado proyectivo si existe un morfismo
h: P——= N tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

P
woo
)
£y
M—N——>0
es decir, f = gh.
Lema 1.41. Todo mddulo libre es proyectivo.

Demostracion. Sea F' € R-Mod libre, veamos que existe un morfismo h: FF——= N tal que hace
conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

M—2~N_—>0

es decir, f = gh. Como F es libre existe {x;};c; base de F, entonces para cada ¢ € I, f(z;) € Ny
como g es epimorfismo existen y; € M tales que f(z;) = g(y;) para cada i € I. Definamos a h de
la siguiente manera:

h:F — M
Ty = Y,

donde f(z;) = g(y;) para cada i € I. Es claro que h es morfismo. Luego, f(z;) = g(yi) = g(h(z;)) =
(gh)(z;), es decir, el diagrama anterior conmuta. Por lo tanto F' es proyectivo. O

Proposiciéon 1.1.15. Sea {P,;}ic; una familia de mddulos izquierdos. P = @P,; es proyectivo si
i€l
y solo si todo P; es proyectivo

Demostracion. Supongamos que P es proyectivo. Veamos que existe un morfismo h: P, ——= N
tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:
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es decir, f = gh. Como P es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

w lf

M—2sN—>0

es decir, gh’ = fm;. Consideremos ¢; : P} —— @Pi y sea h := h'v;. Entonces gh = g(h't;) =
iel
(gh')v; = (fmj)e; = f(mje5) = flp, = f, es decir, gh = f.
Supongamos que todo P; es proyectivo. Veamos que existe un morfismo h: P —— N tal que
hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

‘

M—2~N_—>0

es decir, f = gh. Por hipétesis, para cada ¢ € I tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
P—sp

hi f

M—2sN—>50

es decir, gh; = fi;. Sea h := Zhim, entonces tenemos lo siguiente: gh = ¢ <Z hﬂri> =

iel el
> glhim) =3 (ghi)mi = > (fu)m = Y flum) = f (Z Lm> = flp = f, es decir, f =
el el iel el i€l
gh. O

Proposiciéon 1.1.16. Los siguientes enunciados son equivalentes para un modulo izquierdo P:
(1) P es proyectivo.
(2) P es isomorfo a un sumando directo de un libre.

f g

(3) Toda sucesion exacta corta 0 L M P 0 se escinde.

Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que P es proyectivo, por la Proposiciéon 1.1.9, existe un epi-

morfismo ¢ : RY) —— P con I un conjunto no vacio y R) libre. Como P es proyectivo y ¢
epimorfismo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

P

e
1p

RO _9.p

es decir, gh = 1p. Luego, g se escinde y por (2) de la Proposicion 1.1.6, RY) = Im(h) @ Ker(g).
Afirmamos que h es monomorfismo. En efecto, sea z € Ker(h), entonces x = 1p(x) = (gh)(z) =
g(h(z)) = ¢g(0) = 0. Entonces h es monomorfismo y en consecuencia P = Im(h).
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(2)=(1) Supongamos que P = K con K sumando directo de F' y F libre, entonces existe un
isomorfismo « de P a K y H submodulo de F' tal que F = K @ H. Veamos que existe un morfismo
h: P——= N tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

P

N W
. lf
#g

es decir, f = gh. Como F = K & H, entonces por el Lema 1.41 y la Proposicién 1.1.15, K es
proyectivo. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K—2sp

-

M—N——0

es decir, gh’ = fa. Sea h = h'a™!, entonces gh = g(h'a™t) = (gh')a™! = (fa)a™! = f(aa™t) =
flp = f, es decir, gh = f.
(3)=(1) Se sigue de la Proposicion 1.1.7.

3)=-(2) Supongamos que toda sucesiéon exacta corta 0 L ! M2
( pong q

P 0 se

escinde. Como todo mddulo izquierdo es cociente de un libre, existe un epimorfismo g : F —— P

con F libre. Entonces tenemos la sucesion exacta corta 0 —— Ker(g) F P 0.

Entonces, por hipotesis F' = P @ Ker(g). Por lo tanto, por el Lema 1.41 y la Proposicion 1.1.15, P
es proyectivo. O

Definicion 1.42. Un mddulo izquierdo E es llamado inyectivo si existe un morfismo
h: M —— E tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0—>N-—2oMm

\L v

f /

O
E

es decir, f = hg.

Proposicion 1.1.17. Si E es un mddulo inyectivo y E' es un sumando directo de E, entonces E'
es inyectivo.

Demostracion. Supongamos que E es inyectivo. Veamos que existe un morfismo h: M —— F’
tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0—=N—2sMm

7/
Ve
J/f% 7 h
E/
es decir, f = hg. Como F es inyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
0—=N—>M
lf \Lh/
PR

es decir, tg/ f = h'g. Sea h = g/ I/, entonces hg = (rph')g = 7/ (W g) = e (tp f) = (Tpip)f =
lg f = f, es decir, hg = f. O

19



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. MODULOS

Proposicion 1.1.18. Sea {E;};c; una familia de mddulos izquierdos. Entonces E = HEi es
icl
inyectivo st y solo si cada F; es inyectivo.

Demostracion. Supongamos que E es inyectivo. Veamos que existe un morfismo h: M —— E;

tal que hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0—>N—2>Mm

/s
f s/
‘Lk/h

E;
es decir, f = hg. Como F es inyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0—>N—2oMm

if \Lh/
es decir, ¢;f = h'g. Sea h = m;h/, entonces hg = (m;h')g = m;(h'g) = m(vi f) = () f = 1, f = f,
es decir, hg = f.
Supongamos que todo F; es inyectivo. Veamos que existe un morfismo h: M —— E tal que
hace conmutar el siguiente diagrama con fila exacta:

0— >N M

/
/

¥
E

es decir, f = hg. Por hipotesis, para cada ¢ € I tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0—>N—2>Mm

L

es decir, m;f = h;g. Sea h = thi, entonces tenemos que: hg = <Z Lihi> g = Z(Lihi)g =

iel il icl
D uilhig) =Y uilmif) =Y (um)f = (Z Lﬂi) f=1pf=f, es decir, hg = f. [
il icl il il

Proposicion 1.1.19. Si N € R-Mod y M un submddulo inyectivo de N, entonces M es sumando
directo de N.

Demostracion. Sean N € R-Mod y M un submoédulo inyectivo de N. Entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

0——= M—> N
ilﬂl h
M

es decir, he = 1. Por lo tanto ¢ es un monomorfismo que se escinde y por (1) de la Proposicion
1.1.6 concluimos que M = ¢(M) es un sumando directo de N. O
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1.1.7. Cubiertas proyectivas y capsulas inyectivas de moédulos

Definicion 1.43.

(1) Un submddulo K de un mddulo izquierdo M es llamado superfluo en M (denotado por
K < M), si para todo L < M tal que K + L = M, se tiene que L = M.

(2) Un epimorfismo g: M — N es llamado epimorfismo superfluo si Ker(f) < M.

Observacion 1.44. K < M si y sélo si el morfismo natural ©: M —— M/K es un epimor-
fismo superfluo.

Proposicién 1.1.20. Sean K,L,M,N € R-Mod.

(1) Si f:M——=N y g: N——= L son epimorfismos, entonces gf es un epimorfismo su-
perfluo si y solo si f y g son superfluos.

(2) Si K<LCM, entonces L<K M siysdlosi K<MyL/K<M/K.

(8) Si {K;}1—, es una familia de submddulos superfluos de M, entonces ZKi es superfluo en
i=1
M.

(4) St K <My f: M——=N esun morfismo, entonces f(K) < N.
(5) Si K <L<M yL esun sumando directo de M, entonces K < M si y sélo si K < L.

Demostracion. (1) Sean f: M —— N, g: N——> L dos epimorfismos y supongamos que gf
es un epimorfismo superfluo. Primero veamos que f es un epimorfismo superfluo. Sea U < M
tal que Ker(f) + U = M. Como Ker(f) < Ker(gf) se sigue que Ker(gf) + U = M. Y como
Ker(gf) < M concluimos que U = M. Por lo tanto f es un epimorfismo superfluo.

Ahora veamos que g es un epimorfismo superfluo. Sea U < N tal que Ker(g)+U = N, entonces
fY(Ker(g)+U) = f~1(N) = M. Pero como Ker(g) < N = Im(f) y U < N = Im(f), por el Lema
1.11 y la Proposicion 1.1.3, f~1(Ker(g)+U) = f~1(Ker(g)) + f~1(U) = Ker(gf) + f~*(U). Luego,
Ker(gf) + f~(U) = M. Y como Ker(gf) < M concluimos que f~*(U) = M. Entonces, por la
Proposicion 1.1.3, U = N. Por lo tanto g es un epimorfismo superfluo.

Sean f: M ——= N, g: N——= L dos epimorfismos y supongamos que tanto f como g son
superfluos. Sea U < M tal que Ker(gf)+U = M. Por la Proposicion 1.1.3, Ker(gf) = f~*(Ker(g)).
Entonces tenemos que f~!(Ker(g))+U = M. Y por el Lema 1.11 se sigue que Ker(g) + f(U) = N.
Pero como Ker(g) < N se sigue que f(U) = N y en consecuencia Ker(f) +U = M. Y como
Ker(f) < M concluimos que U = M. Por lo tanto gf es un epimorfismo superfluo.

(2) Supongamos que L < M y consideremos el siguiente diagrama:

Mo MK (M/K)/(L)K) = M/L

con f y g el morfismo natural. Observemos que Ker(gf) = L < M, es decir, Ker(gf) < M.
Entonces por (1) tenemos que f y ¢ son epimorfismos superfluos. Por lo tanto K = Ker(f) < M
y L/K =Ker(g) < M/K.

Supongamos que K < M y L/K <« M/K. Consideremos el siguiente diagrama:

Mo M/K —~ (M/K)/(L/K) = M/L

con fy g el morfismo natural. Como K <« My L/K <« M/K tenemos que f y g son epimorfismos
superfluos. Entonces por (1), L = Ker(gf) < M.
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(3) n = 2: Supongamos que K7, K5 son superfluos en M. Veamos que K7 + K> es superfluo en
M.SeaU < M tal que K1 + Ko +U = M. Como K1 < M, Ko +U = M. Y como Ky < M,
U = M. Por lo tanto K1 + Ko < M.

n
n+ 1: Sea K;* ; una familia de submodulos superfluos de M. Supongamos que Z K, < M.
i=1
n+1 n n+1 ’

Veamos que ZKi < M. Sea U < M tal que ZKiJrKnH +U = ZKi + U = M. Como

i=1 =1 =1

Z K; < M se sigue que K11 +U = M y como K,, < N concluimos que U = M. Por lo tanto
il
> K< M.
i=1

(4) Sea U < N tal que f(K)+U = N. Afirmamos que M = K+ f~1(U), como K y f~1(U) son
submodulos de M es suficiente demostrar que M < K + f~}(U). Sea x € M, entonces f(z) € N.
Por lo tanto f(z) = f(k) +u con k € K y u € U. Entonces f(z —k) = u € U y en consecuencia
r—k € f~Y(U). Por lo tanto z € K + f~}(U) y como K < M se sigue que f~1(U) = M. Entonces
UNnIm(f) = f(f2(U)) = f(M) y en consecuencia Im(f) < U. Como f(K) < Im(f), entonces
f(K)<U,dedonde U = f(K)+ U = N, es decir, U = N. Por lo tanto f(K) < N.

(5) Supongamos que K < L < M y que L es un sumando directo de M, entonces existe H < M
talque M =L @ H.

Sea f:M——=1L talque |+ h+——>1.Como K <L, f(K)= K y como K < M, por (4)
se sigue que K = f(K) < M.

Sea g: L ——= M talque I+———=1+40. Como K < L, g(K) = K y como K <« M se sigue
que K = g(K) < M. O

Definicion 1.45. Una cubierta proyectiva de un mddulo izquiero M es un par ordenado (P, p),
donde P es un mddulo proyectivo y p: P——= M es un epimorfismo superfluo.

Definicion 1.46.

(1) Un submddulo K de un mddulo izquierdo M es llamado esencial en M (denotado por K <.,
M), si para todo L < M tal que K N L =0, se tiene que L = 0.

(2) Un monomorfismo f:L——= M es llamado monomorfismo esencial si Im(f) <.s M.

Observacion 1.47. K <., M si y sélo si 1: K ——= M es un monomorfismo esencial.

Lema 1.48. K < M es esencial en M si y sdlo si para todo 0 # x € M eziste 0 # r € R tal que
0#rzeK.

Demostracion. Supongamos que K es esencial en M. Sea 0 # x € M, entonces 0 # Rz, y como
K <.s M, KN Rx # 0. Por lo tanto existe 0 # y € K N Rz, entonces rx = y € K para algin
r € R.

Supongamos que para todo 0 # x € M existe 0 #r € Rtal que 0 #rz € K. Sea 0 # L < M,
entonces existe 0 # x € L y por tanto en M. Entonces, por hipotesis existe r € R tal que
0 # rz € K. Por lo tanto 0 # rx € K N L y en consecuencia K <., M. O

Proposicion 1.1.21. Sean K,L, M € R-Mod.

(1) Dos monomorfismos f: K ——=L y g: L ——= M son esenciales si y sélo si gf es esen-
cial.

(2) Si K <L <M, entonces K <os M siy sdlo si K <g5 L <ps M.
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(3) Si h: K——= M esun morfismoy L <.; M, entonces h™*(L) <.s K.
(4) Si Kl Ses Ll S M Y K2 Ses L2 S M, entonces Kl ﬂKg Ses Ll n LQ.

n

(5) Si {K;}"_, es una familia de submddulos esenciales de M, entonces ﬂ K; <.s M.

i=1
Demostracion. Es dual a la demostracion de la Proposicion 1.1.20. O

Definicion 1.49. Una cdpsula inyectiva de un mddulo izquierdo M es un par (E 1)), donde E
es un modulo inyectivo y v : M —— E es un monomorfismo esencial.

Observaciéon 1.50. Si M € R-Mod, denotamos por E(M) a su cdpsula inyectiva y esta es unica
salvo isomorfismos.

1.1.8. Modulos semisimples

Recordemos que un modulo izquierdo S es simple si es distinto de cero y sus tnicos submédulos
son los triviales.

Lema 1.51. Un R-mddulo izquierdo M es simple si y solo si M # 0 y para todo 0 # x € M,
M = Rx.

Demostracion. Supongamos que M es simple, entonces M # 0. Sea 0 # = € M, entonces Rx # 0
y puesto que Rx < M tenemos que Rx = M.

Supongamos que M # 0 y que para todo 0 # x € M, M = Rx. Sea 0 # L < M, entonces
existe 0 ## x € L y por tanto en M. Entonces por hipotesis se sigue que Rz = M. Por lo tanto
L <M = Rz <L, es decir, L =M y en consecuencia M es simple. O

Definicién 1.52. Decimos que un mdodulo izquierdo M es semisimple si es suma de simples.
FEsto es,
M=>"5
iel
donde cada S; es simple.

Notemos que si I = &, entonces M = ZSi = {0}.

3%
Ejemplo 5. Todo mddulo simple es semisimple. En particular el {0} es semisimple.

Lema 1.53. Sea M = ZSi donde cada S; es simple. Si L < M, entonces existe J subconjunto
il

de I tal que M = L & (@S,-).

ieJ

Demostracion. Sea I' := {Jg I

L+ <Z Si> es directa}. Como @ C I es tal que L +
icJ

<@ S¢> = L 4 0 es directa se sigue que @ € I'. Luego, I' # @. Ademas es claro que T' esta

ico

ordenado por la inclusion. Sea ® = {J)} una cadena de elementos de ' y sea J* = U Jx. Es

AEA

claro que J* es cota superior de ®, veamos que J* € T'. Sea z € L) (@ Si>, entonces x € L'y
icJx
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T € (@ Si>. Como x € (@ Sl-> existe J' C J* finito tal que z € (Z Si>. Como ¢ es una

ieJ* icJ* ieJ’

cadena existe A € A tal que J' C Jy. Luego, z € L) @ S; | =0, es decir, z = 0. Por lo tanto
i€z

J* € T'. Entonces por el Lema de Zorn existe J C I maximo tal que M’ = L+ <Z Si> es directa.
ieJ
Ahora falta demostrar que M = M’. Como M = Z S;, basta demostrar que S; < M’ para
iel
cada i € I. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe ig € I tal que S;, £ M.
Notemos que ig ¢ J ya que de ser asi S;; < M’ que es una contradiccion. Entonces, S;; N M’ = 0.

Luego,
M +S;, = <L+ (Z&-)) + 85,
icJ
icJ
—ui( ¥ s
i€J U{io}

es directa. Por lo tanto J C J U {ip} € T' que es una contradiccion por la eleccion de J. Luego,
S; < M para cada i € I. O

Observacion 1.54. Sea M € R-Mod y supongamos que todo submddulo de M es sumando directo
de M. Entonces:

(1) Todo submddulo de M tiene estd misma propiedad.

(2) Todo submddulo no nulo de M tiene un submddulo simple.

Demostracion. (1) Sea L < M y sea K < L, veamos que existe K’ < L tal que L = K & K'. Como
K < Ly L < M tenemos que K < M. Por lo tanto existe H < M tal que M = K & H. Como
K < L, por el Lema 1.4 tenemos que L=MNL=(H®K)NL=(HNL)® K. Por lo tanto, si
K’ = HN L tenemos lo deseado.

(2) Sea 0 # x € M y consideremos Rz. Como Rz es finitamente generado existe L submodulo
méximo de Rx. Como L es submodulo de M existe K submoédulo de M tal que M = L& K. Luego,
por el Lema 1.4, (KNRx)® L = (K ®L)NRx=MnNRx = Rx. Por lo tanto K N Rz = Rx/L es
simple y en consecuencia Rx tiene un submoédulo simple. L

Proposicion 1.1.22. Los siguientes enunciados son equivalentes para un mddulo izquierdo S.
(1) M es semisimple.
(2) M es una suma directa de simples.

(8) Todo submddulo de M es un sumando directo.

Demostracion. (1)=-(2) Se sigue del Lema 1.53 tomando L = 0.

(2)=(1) Es claro.

(1)=(3) Se sigue del Lema 1.53.

(3)=(1) Sea L la suma de todos los submodulos simples de M. Veamos que M = L. Supongamos
que L < M, entonces M = L & K para algin K < M. Como K < M, por (2) de la Observacion
1.54 existe S submoédulo simple de K. Luego, SNL < KNL =0, es decir, SN L = 0 lo que
contradice la eleccién de L. Por lo tanto M = L. O
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Corolario 1.55. i M = Z S; donde cada S; es simple y L < M, entonces L = @ S; donde J
iel =
es un subconjunto de I.

Demostracion. Como M es semisimple y L < M, por (3) de la Proposicion 1.1.22, M = L @ K
para algin K < M. Luego, por el Teorema 1.14, M/K = L. Y como K < M, por el Lema 1.53,

M=Ko®& (@ S; | con J subconjunto de I. Luego, por el Teorema 1.14, M /K = @Si. Por lo
=r ieJ
tanto L = @ S; para algan J C I. O
ieJ
Corolario 1.56. Si M = Z S; donde cada S; es simple y L < M, entonces M /L es semisimple.
il

Demostracion. Como L < M, por el Corolario 1.55, existe J subconjunto de I tal que L = @ S;.
icJ
Entonces por el Teorema 1.12,

M/L = (@si) / (EBS) ~ (P s

iel ied ieI\J

1.1.9. Mobdulos MAX

Definicion 1.57. Un mddulo izquierdo M es llamado modulo MAX si y sélo si todo submddulo
distinto de cero L de M tiene al menos un submodulo mdximo.

Observacion 1.58. Un mddulo izquierdo M es MAX si y solo si todo submddulo distinto de cero
de M tiene un cociente simple.

Proposicion 1.1.23. Sea M un mddulo izquierdo y sea 0 # L < M. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) M es MAX.
(2) L y M/L son MAX.

Demostracion. (1)=(2) L es MAX: Es claro.
M/Les MAX:Sea0# M'/L < M/L, entonces M’" < M. Como M es MAX existe K submodulo
maximo de M’. Consideremos los siguientes casos:

» Caso 1. Si K = K + L, entonces L < K. Luego, M’/K es un cociente simple de M’/ L.

s Caso 2. Si K es un submoédulo propio de K + L, entonces K + L = M’. Como L es MAX,
existe K’ submédulo méaximo de L. Luego, M'/L = (K +L)/L= (K+L)/K')/(L/K'). En
consecuencia L/K’ es un cociente simple de M'/L.

Por lo tanto M/L es MAX.

(2)=(1) Sea 0 # M’ < M. Si (M'+ L)/L = 0, entonces M' + L = L. Luego M' < Ly
como L es MAX terminamos. Si (M’ + L)/L # 0, como (M' + L)/L < M/L y M/L es MAX,
entonces (M’ + L)/L tiene un submoédulo méaximo K /L. Pero por el Teorema 1.13, (M’ + L)/L =
M'/(LNM'). Luego, M’ tiene un cociente simple. O

Lema 1.59. Sea f: M ——= N wun isomorfismo de mddulos. Si M es MAX, entonces N es
MAX.
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Demostracion. Sea 0 # N’ < N, entonces f’l(N’) < M. Como M es MAX existe K submoédulo
maximo de f~(N'). Luego, f(K) es submodulo maximo de N’. Por lo tanto N es MAX. O

Proposicion 1.1.24. Sean L, M, N € R-Mod y consideremos la siguiente sucesion exracta corta:

0 L—tsm—2snN 0.
Si L y N son MAX, entonces M es MAX.
Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.1.23 y el Lema 1.59. O

Proposicion 1.1.25. Sea {M;};cr una familia de mddulos izquierdos. Entonces M = @Ml es
il
MAX siy sélo si cada M; es MAX.

Demostracion. Supongamos que M = @Mi es MAX, entonces por la Proposicion 1.1.23 y el
il
Lema 1.59 concluimos que cada M; es MAX.

Supongamos que cada M; es MAX. Sea 0 # N < M, entonces existe 0 #* le e N
ieJ

con J un subconjunto finito de I. Sea iy € J tal que z;, # 0 y consideremos el morfismo

Tigtn : N —— M;, . Es claro que 0 # m;,¢tn. Como men(N) < My, v M;, es MAX, m en(N)

tiene un cociente simple. Por lo tanto N tiene un cociente simple. Luego, M es MAX. O

1.2. Clases de moédulos

Definicion 1.60. Sea € una clases de modulos. Decimos que € es:
(a) Abstracta si es cerrada bajo isomorfismos. Esto es, si M % N y M € €, entonces N € €.

(b) Hereditaria si es abstracta y cerrada bajo submddulos. Esto es, si N < M y M € €,
entonces N € €.

(c) Cohereditaria si es cerrada bajo imdgenes homomorfas. Esto es, si f: M ——= N es un
morfismo de mddulos y M € €, entonces f(M) € €.

(d) Estable si cada M € € tiene una presentacion inyectiva en €. Esto es, si hay un mono-
morfismo a: M ——=Q con Q € € inyectivo.

(e) Coestable si cada M € € tiene una presentacion proyectiva en €. Esto es, si hay un
epimorfismo B: P ——= M con P € € proyectivo.

(f) Cerrada bajo cocientes si dados M € € y N < M, entonces M/N € €.

(9) Cerrada bajo sumandos directos si dados M € € y N sumando directo de M, entonces
Ne?.

(h) Cerrada bajo productos si dada {M;},c; <€, se sigue que HMl €%C.
icl
(i) Cerrada bajo sumas directas si dada {M,;}ic; < €, se sigue que @Ml €%.
iel
(j) Cerrada bajo extensiones si para cada sucesion exacta corta

0 L2

N 0.
con L, N € € se tiene que M € €.
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(k) De pretorsion si es cohereditaria y cerrada bajo sumas directas, es decir, si es cerrada bajo
cocientes y sumas directas.

(1) Libre de pretorsion si es hereditaria y cerrada bajo productos directos, es decir, si es
cerrada bajo submddulos y productos directos.

(m) De torsion si es de pretorsion y cerrada bajo extensiones, es decir, si es cerrada bajo co-
cientes, sumas directas y extensiones.

(n) Libre de torsion si es libre de pretorsion y cerrada bajo extensiones, es decir, si es cerrada
bajo submaodulos, productos directos y extensiones.

Ejemplo 6. Los siguientes son ejemplos de clases de mddulos con propiedades de cerradura.
(1) La clase de todos los mddulos finitamente generados es cerrada bajo cocientes y extensiones.
(2) La clase de todos los mddulos inyectivos es cerrada bajo sumandos directos y bajo productos.
(3) La clase de todos los mddulos proyectivos es cerrada bajo sumas directas.

(4) La clase de todos los mdédulos noetherianos es cerrada bajo submddulos, cocientes y extensio-
nes.

(5) La clase de todos los mdodulos semisimples es cerrada bajo submddulos, cocientes y sumas
directas.

(6) La clase de todos los mddulos MAX es cerrada bajo submddulos, cocientes, extensiones exactas
y sumas directas.

Demostracion. (1) Ver Proposicion 1.1.10.

(2) Ver Proposicion 1.1.17 y Proposiciéon 1.1.18.

(3) Ver Proposicion 1.1.15.

(4) Ver Proposicion 1.1.13 y Proposiciéon 1.1.14.

(5) Ver Corolario 1.55, Corolario 1.56 y es claro que la clase de los semisimples es cerrada bajo
sumas directas.

(6) Ver Proposicion 1.1.23, Proposicion 1.1.24 y Proposicion 1.1.25. O

Proposicion 1.2.1. Sea € una clase de mddulos. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) € es hereditaria.

(2) Para cada monomorfismo de mddulos f: M ——= N con N € €, se sigue que M € €.

Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que % es hereditaria y sea f: M ——= N un monomorfismo

de modulos con N € €. Como f(M) < N por hipotesis se sigue que f(M) € €. Notemos que si
correstringimos f a su imagen, entonces M = f(M) de donde M € %.

(2)=-(1) Supongamos que para cada monomorfismo de modulos f: M ——= N con N € €,

M € €.Sea A € €y sea B un submoédulo de A, consideremos el morfismo inclusion ¢ : B ——— A .
Como ¢ es monomorfismo y A € € por hipotesis se sigue que B € €, es decir, € es hereditaria. [

Proposicion 1.2.2. Sea € una clase de maodulos abstracta. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) € es cohereditaria.

(2) € es cerrada bajo cocientes.
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Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que € es cohereditaria. Sea M € € y sea N un submoédulo

de M, veamos que M/N € €. Consideremos el morfismo natural 7 : M ——s M/N , como 7 es

epimorfismo se sigue que Im(7) = M/N. Entonces por hipétesis concluimos que M/N € €.
(2)=(1) Supongamos que % es cerrada bajo cocientes. Sea f: M ——= N un morfismo de

modulos con M € €, veamos que f(M) € €. Por el Primer Teorema de Isomorfismo tenemos
que f(M) = M/Ker(fI/(M). Ademéas como % es cerrada bajo cocientes y M € € tenemos que
M /Ker(fl/(M)) e €. Por lo tanto, como % es abstracta concluimos que f(M) € €, es decir, € es
cohereditaria. O

Observaciéon 1.61. En la Proposicion 1.2.2 si € no es abstracta sélo se cumple (1) implica (2).

Observacion 1.62. Como todo mddulo es cociente de un libre y todo libre es proyectivo, entonces
todo mddulo tiene una presentacion proyectiva.

Proposicion 1.2.3. Sea € una clase de mddulos abstracta tal que € es cerrada bajo sumandos
directos y todo mddulo en € tiene cubierta proyectiva. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) € es coestable.

(2) € es cerrada bajo cubiertas proyectivas.

Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que & es coestable y sea M € %, entonces existe un epi-
morfismo f: F——= M con F € ¥ proyectivo. Y como M € ¥ existe g: P——= M cubierta

proyectiva de M. Como F' es proyectivo existe h: F'—— P tal que gh = f. Afirmamos que h es
epimorfismo. En efecto, sea x € P, entonces g(z) € M. Como f es epimorfismo existe y € F tal que
g(x) = f(y) = (gh)(y) = g(h(y)). Entonces g(x — h(y)) = 0 y en consecuencia x — h(y) € Ker(g).
Luego, z = h(y) + (x — h(y)) € Im(h) + Ker(g) y como Ker(g) < P concluimos que Im(h) = P.
Por lo tanto h es epimorfismo y en consecuencia P es sumando directo de F.

(2)=(1) Es claro. O

Observacion 1.63. Como todo mddulo tiene cdpsula inyectiva, entonces todo mddulo tiene una
presentacion inyectiva.

Lema 1.64. Sean M € R-Mod y N < M, entonces E(N) es isomorfo a un submddulo de E(M).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

04>N4f>E(N)

-

con f, gy h el morfismo inclusion. Como E(M) es inyectivo existe k: E(N) —— E(M) tal que

el siguiente diagrama conmuta:

O4>N4f>E(N)

z\l; . E(iz\l;)

es decir, hg = kf. Afirmamos que &k es monomorfismo. Supongamos lo contrario, sea 0 # z € E(N)
tal que k(x) = 0. Como N < s E(N), por el Lema 1.48, existe r € R tal que 0 # rz € N. Entonces
0 # rax = h(g(rz)) = k(f(rz)) = k(rz) = rk(z) = r0 = 0 que es una contradiccion. Por lo tanto k
es monomorfismo y en consecuencia E(N) = k(E(N)) < E(M). O
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Proposicion 1.2.4. Sea € una clase de mddulos abstracta cerrada bajo sumandos directos. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) € es estable.
(2) € es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

Demostracion. (1) Sean M, Q € € tales que Q es inyectivo y M < Q. Por el Lema 1.64 tenemos
que E(M) = K con K < Q. Como E(M) es inyectivo y E(M) = K se sigue que K es inyectivo.
Entonces por la Proposicion 1.1.19, K es sumando directo de . Como @ € ¥ y € es cerrada bajo
sumandos directos tenemos que K € €. Por lo tanto E(M) € €.

(2) Es claro. O
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Capitulo 2

Prerradicales

2.1. Propiedades basicas y definiciones

Este capitulo tiene un caracter introductorio. Se presentan algunas definiciones y resultados
faciles con respecto a las propiedades basicas de los prerradicales.

Definicion 2.1. Sea r: R-Mod —— R-Mod wun funtor. Decimos que r es un prerradical en
R-Mod si es un subfuntor del funtor identidad; esto es, si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para todo M € R-Mod, r(M) < M.

(b) Para todo morfismo f: M ——= N, f(r(M)) < r(N). Esto es, el siguiente diagrama estd

bien definido y es conmutativo:
L (M)

r(M)—— M
fir(any lf
()
r(N)——-= N
donde t,(nr) € Lr(ny Son el morfismo inclusion.
Observacion 2.2. Sea r un prerradical y sean M, N € R-Mod. Entonces:
(a) Si N es submodulo de M, entonces r(N) < r(M).

(b) Si f:M —— N es monomorfismo, entonces fi.(nr)y también lo es.

Demostracion. (a) Como N es submodulo de M podemos considerar el morfismo inclusion
t: N——= M. Y como r es prerradical se sigue que: r(N) = ¢(r(N)) < r(M).

(b) Sean x,y € r(M) tales que fi.(ar)(%) = flran)(y), entonces f(r) = f(y) y como f es
monomorfismo se sigue que x = y. Por lo tanto f,(5s) es monomorfismo. O

Lema 2.3. Sir es un prerradical y f: M —— N es un isomorfismo, entonces:
(1) f(r(M)) =r(N).
(2) r(M) = f~1(r(N)).

Demostracion. (1) Como r es prerradical y f isomorfismo tenemos que f(r(
FY(r(N)) < r(M). Por lo tanto f(r(M)) < r(N) < f(r(M)) y en consecuencia f(r(M)) = r(N).
(2) Se sigue de (1). O
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Observacion 2.4. Si r es un prerradical y M, N € R-Mod son tales que M = N, entonces
r(M) = r(N).

Demostracion. Supongamos que M = N, entonces existe un isomorfismo f: M —— N. Enton-

~

ces por (2) de la Observacion 2.2, f,(ar) es monomorfismo y en consecuencia (M) = f(r(M)).
Pero por el Lema 2.3, f(r(M)) = r(N). Luego, (M) = r(N).

Ejemplo 7. Los siguientes son ejemplos de prerradicales en R-Mod.
(a) El funtor identidad.
id: R-Mod — R-Mod
M — M.
(b) El funtor nulo.

zer : R-Mod — R-Mod
M

I
o

(¢) El radical de un mddulo.

Rad: R-Mod — R-Mod

M > A

ALM

I

(d) El soclo de un mddulo.

Soc: R-Mod — R-Mod

M ZB.

B<M
B simple

(e) Sea I un ideal bilateral de R, entonces

r;: R-Mod — R-Mod
M — IM,

es un prerradical.

(f) Recordemos que para un mdédulo M su submddulo singular estd definido de la siguiente ma-
nera:

ZM)={zeM|(0:z) <. R}
donde (0 : ) es el anulador de x en R. Entonces

Z:R-Mod — R-Mod
M — Z(M)

es un prerradical.

Demostracion. (a) Es claro.

(b) Es claro.
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(c) Es claro que si M € R-Mod, entonces Rad(M) < M. Sea f: M —— N un morfismo de
modulos. Veamos que f(Rad(M)) < Rad(N). Observemos lo siguiente:

(=)
> A,

ALM

f(Rad(M))

Pero por (4) de la Proposicion 1.1.20 sabemos que f(A) < N. Por lo tanto f(Rad(M)) < Rad(N).
(d) Es claro que si M € R-Mod, entonces Soc(M) < M. Sea f: M —— N un morfismo de
modulos no nulo. Veamos que f(Soc(M)) < Soc(N). Observemos que:

f(Soc(M)) = f| > B
B<M
B simple

- Z f(B).

B<M
B simple

Afirmamos que si B es simple, entonces f(B) es simple o 0. En efecto, por el Teorema 1.12,
B/Ker(fig) = f(B). Como B es simple se sigue que Ker(f|p) = 0 0 Ker(f|g) = B. Si Ker(f|5) =0,
entonces f(B) es simple. Si Ker(f|g) = B, entonces f(B) = 0. Por lo tanto la suma de médulos
simples con respecto a un morfismo es una suma de modulos simples y modulos cero. Luego,
f(Soc(M)) < Soc(N).

(e) Es claro que para cada M € R-Mod se cumple que r;(M) < M. Sea f: M ——= N un
morfismo de modulos. Veamos que f(rr(M)) < r;(N). Sea f(x) € f(ri(M)) = f(IM), entonces

n
T = Zaixi con a; € I para cadai € {1,...n} y ; € M para cada i € {1,...n}. Como f es
i=1

morfismo de modulos tenemos que f(x) = f(z a;z;) = Zf(aixi) = Zaif(xi) € IN. Por lo
i=1 i=1 i=1
tanto f(rp(M)) < rr(N).
(f) Primero veamos que si M € R-Mod, entonces Z(M) < M.

(i) 0 € Z(M).

(ii) Sean z,y € Z(M), veamos que z+y € Z(M). Como z,y € Z(M) tenemos que (0: z) <.s Ry
(0:y) <cs R, entonces por (5) de la Proposicion 1.1.21, (0 : 2)N(0 : y) <.s R. Afirmamos que
(0:2)N(0:y) < (0:z+y). En efecto, seaa € (0: z)N(0 : y), entonces ax = 0 = ay, de donde
a(x+y) = ax+ay = 0y en consecuencia a € (0 : z+y). Porlotanto (0 : 2)N(0: y) < (0 : z+y)
y por (2) de la Proposicion 1.1.21 se sigue que (0: 2 4 y) <.s R, es decir, x + y € Z(M).

(iii) Sean0# a € Ry z € Z(M), veamos que ax € Z(M). Sea s € R\(0 : ax), entonces 0 # s € R
y (sa)x = s(ax) # 0. Como x € Z(M) tenemos que (0 : z) <.s R. Entonces por el Lema 1.48
existe 0 # t € R tal que 0 # t(sa) € (0 : x), es decir, (ts)(az) = (t(sa))z = 0. Por lo tanto,
por el Lema 1.48 concluimos que (0 : ax) <.s R, es decir, ax € Z(M).

Ahora veamos que si f: M —— N es un morfismo de modulos, entonces f(Z(M)) < Z(N).
Sea f(x) € f(Z(M)), entonces © € Z(M), es decir, (0 : z) <.s R. Afirmamos que (0 : z) <
(0 : f(x)). En efecto, sea a € (0 : z), entonces ax = 0 y en consecuencia af(x) = f(ax) = 0, es
decir, a € (0 : f(x)). Por lo tanto (0 : z) < (0 : f(z)). Entonces por (2) de la Proposicion 1.1.21,
(0: f(x)) <es R, es decir, f(z) € Z(N). Por lo tanto f(Z(M)) < Z(N). O
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Denotamos por R-pr a la clase de todos los prerradicales sobre R-Mod y definimos un orden
parcial en R-pr como sigue:

r =< s siy solo si para cada M € R-Mod, r(M) < s(M).
Definicion 2.5. Para un prerradical v, decimos que un mddulo M es:
(a) de r-torsion sir(M) =M,
(b) libre de r-torsion si r(M) = 0.

Denotamos por 7, a la clase de todos los médulos de r-torsiéon y por F,. a la clase de todos los
modulos libres de r-torsion.

Observacion 2.6. Sea r un prerradical, entonces las clases T, y F,. son abstractas.

Demostracion. Primero veamos que la clase 7, es abstracta. Sean M, N € R-Mod y supongamos
que M 2 Ny M € 7T,. Como M = N existe un isomorfismo f: M —— N. Entonces por (1) del
Lema 2.3, r(N) = f(r(M)) = f(M) = N, es decir, N € T,.

Ahora veamos que la clase F,. es abstracta. Sean M, N € R-Mod y supongamos que M = N
y M € F.. Como M = N existe un isomorfismo f: M ——> N. Entonces por (1) del Lema 2.3,

r(N) = f(r(M)) = f(0) =0, es decir, N € F,. O
Observacion 2.7. Sir,s € R-pr son tales que r < s, entonces

(a) Tr € Ts.

(b) Fs C Fr.

Demostracion. Sean r,s € R-pr y supongamos que 7 =< s.
(a) Sea M € T, entonces M = r(M) < s(M) < M, es decir, s(M) = M.
(b) Sea M € Fg, entonces r(M) < s(M) =0, es decir, r(M) = 0. O

Definicion 2.8. Decimos que un prerradical v es:
(a) idempotente si r(M) € T,, es decir, r(r(M)) = r(M).
(b) radical si M/r(M) € F,, es decir, r(M/r(M)) = 0.
Proposicion 2.1.1. Sean r un prerradical, M € R-Mod y N un submddulo de M. Entonces:
(1) r(N) < Nnr(M).
(2) (r(M) + N)/N < r(M/N),
(8) Sir(N)= N, entonces N < r(M).
(4) Sir(M/N) =0, entonces r(M) < N.

Demostracion. Sea r un prerradical y sea N un submodulo de un moédulo M.

(1) Veamos que r(N) < NNr(M). Como r es un prerradical y N es submoédulo de M tenemos
que 7(N) < Ny r(N) < r(M). Por lo tanto r(N) < N Nr(M).

(2) Veamos que (r(M)+ N)/N < r(M/N). Sea 7: M ——> M/N, el epimorfismo natural.
Como 7 es un prerradical tenemos que w(r(M)) < r(M/N), pero n(r(M)) = (r(M) + N)/N. Por
lo tanto (r(M)+ N)/N <r(M/N).

(3) Supongamos que 7(N) = N, entonces por (1) tenemos que N < N Nr(M), de donde

N <r(M).
(4) Si r(M/N) = 0, por (2) tenemos que (r(M)+ N)/N =0, de donde r(M)+ N = N y en
consecuencia (M) < N. O
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Observacién 2.9. A todo prerradical r le podemos asociar el funtor 1/r: R-Mod —— R-Mod

tal que M +—— M/r(M) .

Demostracion. Es claro que 1/r manda mo6dulos en modulos. Sea f: M —— N un morfismo de
modulos y definamos

(Ur)(f): M/r(M) = N/r(N)
T o~ J@)

Veamos que (1/7)(f) esta bien definido. Sean x,y € M tales que T = 7, entonces tenemos lo
siguiente:

8l
I
<

S 2

Por lo tanto (1/7)(f) esta bien definido. Ahora veamos que (1/r)(f) es morfismo, sean Z,3§ €
M/r(M) y a € R, entonces:

1/r)(f)az+7y) = (1/r)(f )(a:c+y

)+ (1/r)(H)®)

es decir, (1/7)(f) es morfismo. Ahora veamos que 1/r preserva composiciones. Sean f: M ——= N

y g: M —— L morfismos de modulos y sea T € M/r(M), entonces:

(A/n)@A/r(MN@ = A/r

—~
—_

\
<

|
S
~
~—"

8
~—

= (1/r)(gf)@).

Por lo tanto 1/r preserva composiciones. Por ultimo notemos que para todo M € R-Mod y para
todo T € M/r(M) se cample que: (1/7)(1a)(T) = 1y (x) =T = 1(1/r) (1) (T), es decir, (1/7)(1r) =
L(1/r) (). Por lo tanto 1/r es funtor. O

Lema 2.10. Sean r un prerradical y f: M ——= N un morfismo. Si f es epimorfimo, entonces
(1/7)(f) es epimorfismo.
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(N). Como y € N y f es epimorfismo existe x € M tal

Demostracion. Sea y + r(N) € N/r
) = f(z) +r(N) = (1/r)(f)(z + r(M)). Por lo tanto (1/r)(f) e o

que f(xz) = y. Luego, y + r(N
epimorfismo.

Proposicion 2.1.2. Sea r un prerradical y sea {M;};er una familia de mddulos. Entonces:

(1) r (HM) <[[rm

i€l icl
(2)r <@Mi> = Pr).
iel iel

Demostracion. Sean r un prerradical y {M; };c; una familia de modulos.

(1) Sea o = (aj)ier € 7 HMi , vy para j € I consideremos la proyeccion natural
iel
Ty HMi — M;. Como 7 es prerradical se cumple que 7; < <HM>> < r(M;). Luego
i€l i€l

para cada j € I se tiene que a; = () € r(M;), de donde a € HT(M)
iel
(2) Para cada j € I consideremos la j-ésima inclusién

L My —— @T(M)
icl

y la j-ésima proyeccion natural

Uy @T(MZ) HMJ'.
el

Como r es prerradical tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

M Pr(M;) . (2.1)

iel

Pr) ———M; (2.2)

Primero veamos que r (@ M) - @ . En efecto, sea oo = (a;)ier €7 (@ M; ), entonces

i€l icl el
por el diagrama 2.2 tenemos que para cada j € I, a; = m;(a) € r(M;). Por lo tanto o = (a;)ser €
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@r(Ml) Ahora veamos que @r(Ml) Cr <€D Ml) Sea a € @r(Mi), entonces @ = (a;)ier
i€l iel iel iel

donde a; € r(M;) para cada i € I y a; = 0 para casi todo ¢ € I. Sea sop(a) = {i1,...,in},
es decir, a;, # 0 para todo k € {1,...,n} y ay = 0 para todo | # a;, con k € {1,...,n}.

n
Entonces a = Z ti;(as;), pero por el diagrama 2.1 tenemos que ¢;; (a;;) € r @ M; | para todo
j=1 el

Jje€{l,...,n} yaque a;; €r(M;). Porlo tanto o € 7 <@ MZ> O
iel

Lema 2.11. Sea r un prerradical y sea N un submddulo de un mddulo M. Si r es radical y
N < r(M), entonces r(M/N) =r(M)/N.

Demostracion. Por (2) de la Proposicion 2.1.1 sabemos que (r(M)+ N)/N < r(M/N), pero como
N < r(M) se sigue que (r(M)+ N)/N = r(M)/N, de donde r(M)/N < r(M/N). Para la otra
contencion notemos que N < r(M) < M, luego por el Segundo Teorema de Isomorfismos tenemos
que (M/N)/(r(M)/N) = M/r(M). Entonces como M/r(M) € F, y F, es una clase cerrada bajo
isomorfismos se sigue que (M/N)/(r(M)/N) € F,, es decir, r((M/N)/(r(M)/N)) = 0. Asi, por
(4) de la Poposicion 2.1.1 tenemos que r(M/N) < r(M)/N. O

Definicion 2.12. Un submddulo N de un mddulo izquierdo M es llamado fuertemente inva-
riante si para todo f € Endg(M), f(N) < N.

Proposicion 2.1.3. Sir es un prerradical, entonces:
(1) r(R) es un ideal bilateral de R.

(2) Para cada M € R-Mod, r(M) es un submddulo fuertemente invariante de M y r(R)M <
r(M).

(8) Si M es proyectivo, entonces r(R)M = r(M).
Demostracion. Sea r un prerradical.

(1) Para cada a € R consideremos el morfismo de modulos f, : R—— R dado por f(x) = za

para cada x € R, entonces como r es prerradical se sigue que r(R)a = f,(r(R)) < r(R), de donde
r(R) es un ideal.

(2) Sea M € R-Mod. Primero veamos que 7(M) es fuertemente invariante en M. Sea
f € End(M), entonces como r es prerradical se sigue que f(r(M)) < r(M). Esto es, r(M) es
fuertemente invariante en M.
Ahora veamos que r(R)M < r(M). Notemos que para cada m € M la siguiente funcion es un
morfismo de médulos:

fm:R — M

a +— am.
En efecto, sean a,b € R y sea ¢ € R, entonces
fm(ca+b) = (ca+bm
= (ca)m+bm
= c(am) +bm

= cfm(a) + fim(b).

Por lo tanto f,, es un morfismo de modulos y como r es prerradical se sigue que r(R)m =
fm(r(R)) < r(M). Por lo tanto r(R)M < r(M).
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(3) Afirmamos que si I es un conjunto no vacio, entonces r(R)RY) = r(RU)). En efecto, por
(e) del Ejemplo 7 y por (2) de la Proposicion 2.1.2 tenemos que:

r(RRD = r(R)P R =rn) (@RZ)

il iel
= @TT(R)(Ri) = @T(R)Ri
i€l il
= @T(RZ) = T(@ Rl)
i€l iel
= r(RY),

donde R; = R para cada i € I. Sea M un modulo proyectivo, entonces por la Proposiciéon 1.1.16,
existe N sumando directo de R tal que M = N, es decir, RYY) = N @ L y existe un isomorfismo
f:+ M —— N. Entonces

r(RD)=r(N@® L) =r(N)®r(L)
Y por el Lema 2.3 concluimos que 7(RY)) = f(r(M)) @ r(L). Por otro lado

T(R)N @T(R)L = TT.(R)(N) D T,-(R)(L) = TT(R)(N D L)
= r(R)(Ne&L)=r(R)(R")
r(RW).
Luego,
fr(M))©r(L) = r(R)Ner(R)L
= r(R)f(M)®r(R)L
fr(R)M) & r(R)L

Proposicion 2.1.4. Sea r un prerradical.
(1) La clase T, de mddulos de r-torsion es una clase de pretorsion.
(2) Sir es un radical, entonces T, es una clase de torsion.
(8) La clase F, de mddulos libres de r-torsion es una clase libre de pretorsion.
(4) Sir es idempotente, entonces F, es una clase libre de torsion.
(5) T. N F. =0y para cada T € T;, F € F., Homgr(T,F) = 0.

(6) Si{M;}ics es una familia de submddulos de r-torsion de un mddulo M, entonces Z M; € 7,.
i€l
(7) Si{M;}ics es una familia de submddulos de un mddulo M tal que para cadai € I M/M; € F,,

entonces, M/ ﬂ M; | € F..
iel

Demostracion. Supongamos que r es un prerradical.
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(1) Primero veamos que 7, es cerrada bajo cocientes. Sea M € T, y sea N un cociente de M.
Como N es cociente de M, tenemos que N = M /N’ con N’ un submo6dulo de M. Entonces por (2)
de la Proposicion 2.1.1, (r(M)+ N')/N' < r(M/N"). Luego como M € T, r(M) = M, de donde

N = M/N

= (M+N')/N’
(r(M) + N")/N'
r(M/N')
= r(N),

IN

es decir, N < r(N). Por lo tanto r(N) = N y en consecuencia 7, es cerrada bajo cocientes.
Ahora veamos que la clase 7, es cerrada bajo sumas directas. Sea {M;};c; una familia de

modulos de r-torsion, entonces por (2) de la Proposicion 2.1.2; r @ M; ) = @ r(M;). Pero como

i€l i€l
{M;} < T, se sigue que r(M;) = M; para cada i € I. Asi, r @Ml = EBr(Ml) = @Mi, es
i€l iel iel
decir, @Mz €T,
il

(2) Sea 0 N> M " M/N 0 una sucesion exacta corta con N, M/N € T,.
Como r es prerradical tenemos que N = r(N) < r(M), luego por el Lema 2.11, M/N = r(M/N) =
r(M)/N. Por lo tanto (M) = M.

(3) Veamos que F, es cerrada bajo submodulos. Sea M € F, y sea N un submodulo de M,
entonces por (1) de la Proposicion 2.1.1, r(N) < NNr(M) =r(N)N0 = 0. Asi 7(N) = 0, es decir,
N c F,.

Ahora veamos que F, es una clase cerrada bajo productos. Sea {M; };c; una familia de m6dulos

libres de r-torsion, entonces por (1) de la Proposicion 2.1.2; r HMZ < HT(MZ) Pero como
‘el i€l

para cada i € I M; € F,, se sigue que r(M;) = 0 y en consecuencia r (H Mz> = 0, es decir,
il

H M; € F,.
iel

(4) Sea 0 N> M " M/N 0 una sucesion exacta corta con N, M/N € F,.
Como M/N € F,., r(M/N) = 0, luego por (4) de la Proposiciéon 2.1.1 tenemos que r(M) < N. Por
lo tanto, r(M) = r(r(M)) < r(N) =0, es decir, r(M) = 0.

(5) Sea M € T, N F,, entonces M € T, y M € F,, es decir, r(M) = M y r(M) = 0. Luego
M =0y por lo tanto 7. N F. = 0.

Ahora, sea f:T —— F un morfismo de médulos, con T € T,y F' € F,.. Como r es prerradical
tenemos que f(T) = f(r(T)) < r(F) =0, es decir, f(T) =0. Y por lo tanto f = 0.

(6) Como Z M; es cociente de @Mi se sigue de (1) que ZMz eT,.

(7) Sea MZZIR—MOd y sea {MZ}E una familia de submédﬁés de un moédulo M tal que para
cada i € I, M/M,; € F,. Definamos la siguiente funcion:

a:M — HM/Mi
i€l
m o~ (mi(m))icr,

con m;: M ——= M/M,; el morfismo natural para cada ¢ € I. Veamos que « es morfismo. Sean
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m,n € M y a € R, entonces

alam +n)

Por lo tanto « es morfismo. Ahora, notemos que Ker(a) = ﬂMZ y ademés por el inciso
iel
(3), HM /M; € F,. Entonces por el Primer Teorema de Isomorfismo existe un monomorfismo
iel

B:M/ <ﬂ Ml> — H M/M;. Por lo tanto tenemos lo siguiente:

i€l el

M)/ (ﬂ MZ) >3 (M/ (ﬂ M)) <[[M/M; e F.

i€l il i€l

Luego, M/ <ﬂ M1> SV O

iel

Definicion 2.13. Para un prerradical v y un mddulo M definimos:

(a) (M) => {A<M|AeT}

(b) F(M)=({B<M|M/BeF}.
Proposicion 2.1.5. Sea r un prerradical.

(1) 7 es un prerradical idempotente.

(2) 7.

(3) Tr =T

(4) Si s es un prerradical idempotente y s < r, entonces s =X 7. Por lo tanto T es el mayor
prerradical idempotente tal que T < 7.

Demostracion. Supongamos que 7 es un prerradical.
(1) Primero veamos que T es prerradical. Es claro que para cada M € R-Mod se cumple que

(M) < M. Sea f: M ——= N un morfismo de médulos y consideremos fo¢:7(M)——= N

donde ¢:7(M)——= M es el morfismo inclusion. Por (6) de la Proposicion 2.1.4 sabemos que

7(M) € T, y como T, es cerrada bajo imagenes homomorfas tenemos que f(7(M)) € 7T,. Por lo
tanto f(7(M)) <T7(N).
Ahora veamos que T es idempotente. Como 7(M) € T, y (M) es submoédulo de si mismo se sigue
que 7(M) < 7(T(M)). La otra contencion es consecuencia de que T es prerradical.

(2) Como T es prerradical tenemos que para cada M € R-Mod, 7(M) < M, entonces 7(M) =

r(T(M)) < r(M). Por lo tanto ¥ < r.

(3) Por (2) y (a) la Observacion 2.7 es suficiente demostrar que 7, C Tr. Sea M € 7T, entonces

M <7(M) < M, es decir, (M) = M. Por lo tanto M € T+ y en consecuencia 7T, C Tr.
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(4) Sea s un prerradical idempotente tal que s < r. Notemos lo siguiente:

es decir, s(M) € T,. Luego, como s(M) < M tenemos que s(M) < 7(M). Por lo tanto s 7. O
Proposicion 2.1.6. Sea r un prerradical.

(1) 7 es un preradical.

(2) r=<T7.

(8) Fr = Fr yT es radical.

(4) Si s es radical y r < s, entonces T = s. Por lo tanto 7 es el menor radical tal que r <X 7.

Demostracion. (1) Primero veamos que 7 es prerradical. Es facil ver que para cada modulo M,
(M) < M.Sea f:M——= N un morfismo de modulos, veamos que f(7F(M)) < 7(N), es decir,
veamos que para cada B € {B< N | N/B e F.}, f(F(M)) < B.Sea &f ={A< M | M/A e F,}
y consideremos la siguiente funcion

0:M/fY(B) - N/B

T — f(x).

Veamos que ¢ esté bien definida. Sean z,y € M tales que T = 7, entonces

T=yY & z—y=xz—y=0
& z—yef (B
< fl@)-fly)=flz-y eB
< fl@) = fly)=f(=)— fly) =0
s flz)=f(y).

Por lo tanto ¢ esté bien definida y ademas es inyectiva. Ahora veamos que ¢ es morfismo. Sean
7,y € M/f~1(B) y a € R, entonces

plaz+7y) = ¢(az+7)
= p(az +y)
= flaz +y)
= af(z)+ f(y)
= af(@)+fW)
= af(z)+ f(y)
= ap(T) + ¢(7).

Por lo tanto ¢ es morfismo y como es inyectivo se sigue que es monomorfismo.
Luego, como N/B € F, y F, es una clase libre de pretorsion y por lo tanto hereditaria, tenemos
que M/f~Y(B) € F,. Asi f~}(B) € & y en consecuencia 7(M) < f~(B), de donde f(F(M)) <
F(f1(B) < B,

(2) Por (7) de la Proposicion 2.1.4 sabemos que M /7(M) € F,. Entonces por (4) de la Propo-
sicién 2.1.1 se sigue que r(M) < 7(M).

(3) Por (2) y (b) de la Observacion 2.7 es suficiente demostrar que F, C Fp. Sea M € F,,
entonces M /r(M) = M/0= M y como F, es una clase abstracta se sigue que M/r(M) € F,. Por
lo tanto 7(M) < r(M) =0y en consecuencia M € Fr.
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Ahora veamos que 7 es radical. Como M /7(M) € F,, por(3) tenemos que 7(M/7(M)) = 0, es
decir, 7 es radical.

(4) Supongamos que existe un radical s tal que r < s. Veamos que 7 < s. Sea M € R-Mod, como
s es radical tenemos que M/s(M) € Fs. Ademés como r < s, por (b) de la Observaciéon 2.7 tenemos
que Fs C F,.. Por lo tanto M/s(M) € F, = Fz, es decir, M/s(M) € Fr. Entonces 7(M/s(M)) =0
y por la Proposicién 2.1.1 (4) concluimos que 7(M) < s(M). Por lo tanto 7 < s. O

Proposicion 2.1.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical r:
(a) Si M € R-Mod y N < M es tal que r(M) < N, entonces r(N) =r(M).
(b) r es idempotente.

(¢c) r=T.

Demostracion. (a)=-(b) Sea M € R-Mod. Como r(M) < M es tal que r(M) < r(M), por hipotesis
tenemos que r(r(M)) = r(M).

(b)=-(c) Supongamos que r es idempotente. Como T es el mayor prerradical idempotente tal
que 7 =< r concluimos que r = T.

(¢)=(b) Supongamos que r =T y sea M € R-Mod, entonces r(r(M)) = 7(7(M)) =7(M) =
r(M). Por lo tanto r es idempotente.

(b)=(a) Supongamos que r es idempotente. Sean M € R-Mod y N < M tal que r(M) < N.
Entonces (M) < r(N) < r(M), es decir, r(N) = r(M). O

Proposicion 2.1.8. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical 7:
(a) Si M € R-Mod y N < M es tal que N < r(M), entonces r(M/N)=r(M)/N.
(b) r es radical.

(c) r=Tr.

Demostracion. (a)=-(b) Sea M € R-Mod. Como (M) < M yr(M) < r(M), por hipotesis tenemos
que r(M/r(M)) =r(M)/r(M) = 0. Por lo tanto r es radical.

(b)=(c) Supongamos que r es radical, entonces como 7 es el menor radical tal que r < 7
concluimos que r = 7.

(¢)=>(b) Supongamos que r = 7. Sea M € R-Mod, entonces tenemos que r(M/r(M)) =
r(M/T(M)) = 0, es decir, r es radical.

(b)=(a) Ver Lema 2.11. O

Observacion 2.14. Los operadores

“: R-pr— R-pr ~: R-pr— R-pr
r=T v T

son idempotentes en el sentido de que si v € R-pr, entoncesT =T y T =7 y preservan la inclusion
de prerradicales en el sentido de que si r,s € R-pr son tales que r < s, entonces ¥ <X 5.

Demostracion. Primero veamos que el operador ~— preserva la inclusion de prerradicales. Sean
r,s € R-pr tales que r =X s, entonces tenemos que ¥ = s. Pero como s es el mayor prerradical
idempotente tal que 5 < s concluimos que 7 < 5. Ahora veamos que el operador ~ es idempotente.
Sea r € R-pr. Como T es idempotente, por la Proposicion 2.1.7 tenemos que 7 = 7, es decir, el
operador ~ es idempotente.

Veamos que el operador ~ es idempotente. Sean r,s € R-pr tales que r < s. Como s <X §
tenemos que r < 3, pero 7 es el menor radical tal que » < 7. Por lo tanto ¥ < 5. Ahora veamos que
el opAerador ~ es idempotente. Sea r € R-pr. Como 7 es radical, por la Proposicion 2.1.8 tenemos
que 7 =7, es decir, el operador ~ es idempotente. O
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Teorema 2.15. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical r.
(a) r es un radical idempotente.

(b) Para cada M € R-Mod existe una unica (salvo isomorfismos) sucesion exacta corta
0 T M F 0 conTeT,yF e F,.

(c) r es idempotente y T, es cerrada bajo extensiones.
(d) r es radical y F, es cerrada bajo extensiones.
(e) T=r=T.

Demostracion. Sea r un prerradical.
(a)=-(b) Sea M € R-Mod, como r es un radical idempotente tenemos que r(M) € T, y
M/r(M) € F,. Asi la sucesion exacta corta buscada es

0 r(M) M M/r(M)——0.

(b)=(e) Sea M € R-Mod y consideremos la siguiente sucesion exacta corta:

f g

0 T M F 0

conTeT,.y F e F,.
Como T € T, y T es cerrada bajo imagenes homomorfas tenemos que f(T") € T, y como f(T) < M
se sigue que f(T) < 7(M) < r(M). Por otro lado, como g es epimorfismo, por el Primer Teorema de
Isomorfismos tenemos que M/f(T) = M/Ker(g) = F y como F € F, se sigue que M/f(T) € F,.
Asi, (M) <7(M) < f(T). Por lo tanto 7(M) = r(M) =7(M).

(e)=(c) Como r =T se sigue que r es idempotente. Y como r = 7, es decir, r es radical, por la
Proposicion 2.1.4 inciso 2 tenemos que 7, es cerrada bajo extensiones.

(¢)=>(d) Como 7 es idempotente, por la Proposicion 2.1.4 inciso (4), F; es cerrada bajo exten-
siones.
Ahora veamos que r es radical. Sea M € R-Mod y sea N < M tal que r(M) < N y
N/r(M) =r(M/r(M)). Consideremos la siguiente sucesién exacta corta:

0 r(M) ¢ N N/r(M) ——0.
Observemos lo siguiente:
r(N/r(M)) = r(r(M/r(M))) = r(M/r(M)) = N/r(M),

es decir, N/r(M) € T,. Ademés como r(M) € T, y T, es cerrada bajo extensiones se sigue que
N eT,. Asi N=r(N) <r(M), de donde 0 = N/r(M) =r(M/r(M)), es decir, r es radical.

(d)=-(a) Veamos que r es idempotente. Sea M € R-Mod y consideremos la siguiente sucesion
exacta corta:

0 ——r(M)/r(r(M)) —— M/r(r(M)) — M/r(M) —=0.

Como r es radical se sigue que M/r(M) € F,.. Ademas como 7(r(M)) < r(M) y r(r(M)) <
r(r(M)), por el Lema 2.11, se sigue que r(r(M)/r(r(M))) = r(r(M))/r(r(M)) = 0, de donde
r(M)/r(r(M)) € F.. Entonces como F, es una clase libre de pretorsiéon (en particular cerrada
bajo extensiones) se sigue que M/r(r(M)) € Fy, es decir, r(M/r(r(M))) = 0. Asi por (4) de la
Proposicion 2.1.1 tenemos que r(M) < r(r(M)). Por lo tanto r es idempotente. O

Proposicion 2.1.9. Para un prerradical v las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) T = zer.

(b) Para cada 0 # M € R-Mod, r(M) # M.

(¢) Para cada M € R-Mod, r(M) es superfluo en M.
(d) T = 0.

Demostracion. Supongamos que 7 es un prerradical.
(a)=-(b) Supongamos que existe 0 # M € R-Mod tal que r(M) = M, entonces M € T, y en
consecuencia, M = 7(M) = 0 que es una contradiccion. Por lo tanto para cada 0 # M € R-Mod,
(b)=(c) Sea N < M tal que r(M)+ N = M, entonces M/N = (r(M)+ N)/N <r(M/N) <
M/N, es decir, r(M/N) = M/N. Entonces M/N = 0, de donde N = M.
(¢)=(d) Supongamos que existe 0 # M € T, entonces r(M)+0 =0+ M = M. Luego como
r(M) es superfluo en M se sigue que 0 = M que es una contradiccion. Por lo tanto 7, = 0.
(d)=(a) Es claro. O

Proposiciéon 2.1.10. Para un prerradical r las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) T=1id.
(b) Para cada 0 # M € R-Mod, r(M) # 0.
(¢) Para cada M € R-Mod, (M) es esencial en M.
(d) F. =0.

Demostracion. Supongamos que 7 es un prerradical.
(a)=(b) Supongamos que existe 0 # M € R-Mod tal que (M) = 0, entonces M € F, = Fz,
es decir, 7(M) = 0 que es una contradiccion. Por lo tanto para cada 0 # M € R-Mod, r(M) # 0.
(b)=(c) Sea N < M tal que r(M)N N =0, entonces r(N) =0, y en consecuencia N = 0.
(¢)=(d) Supongamos que existe 0 # M € F,, entonces tenemos que r(M)NM =0N M = 0.
Luego como (M) es esencial en M se sigue que M = 0 que es una contradiccion. Por lo tanto
Fr=0.
(d)=(a) Es claro. O

Proposicion 2.1.11. Sea r un prerradical.

(1) Sir es idempotente, entonces:

F € F, siy solo si Homgr(T, F) = 0 para todo T € T,.
(2) Sir es radical, entonces:

T €T, siy sélo si Homg(T, F) =0 para todo F € F,.

Demostracion. (1) Por (5) de la Proposiciéon 2.1.4 solo demostraremos la suficiencia. Supongamos
que para todo T € T, se cumple que Homg(7T,F) = 0. Como r es idempotente tenemos que
r(F) € Tr. Consideremos el morfismo inclusion ¢ : 7(F) <— F, entonces r(F') = «(r(F')) = 0. Por lo
tanto F' € F,.

(2) Por (5) de la Proposicion 2.1.4 solo demostraremos la suficiencia. Supongamos que para
todo F' € F,. se cumple que Homg(T,F) = 0. Como r es radical tenemos que T/r(T) € F,.
Consideremos el morfismo natural © : T — T/r(T), entonces 0 = #(T) = T/r(T), de donde
r(T) =T. Por lo tanto T € T,. O

Proposicion 2.1.12. Sea r un prerradical.
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(1) Sir es idempotente, entonces T es idempotente.
(2) Sir es radical, entonces T es radical.

Demostracion. Sea r un prerradical.

(1) Supongamos que r es idempotente y sea M € R-Mod. Veamos que 7(M) = 7(F(M)).
Como (M) =A< M| M/Aec F}yrF(M)) ={B<r(M)|7(M)/B e F.} es suficiente
demostrar que A = {A < M | M/Ae F.} yB={B <7(M)|7(M)/B € F,} coinciden. Sea
B € B, entonces B < (M) < M. Luego por el Tercer Teorema de Isomorfismos tenemos que
(M/B)/(r(M)/B) = M/T(M) y como M/7(M) € F, se sigue que (M/B)/(r(M)/B) € F,, es
decir, r((M/B)/(r(M)/B)) = 0. Luego, por la Proposicion 2.1.1 tenemos que 7(M/B) < 7(M)/B,
entonces r(M/B) = r(r(M/B)) < r(r(M)/B) = 0 y en consecuencia B € A. La otra contenciéon
es clara.

(2) Supongamos que r es radical y sea M un moédulo izquierdo. Veamos que 7(M /F(M)) = 0, es
decir, veamos que Y {N/F(M) < M/F(M) | N/F(M) € Tr} = 0. Sea & = {N/T(M) < M/F(M) |
N/7(M) € T} y sea N/T(M) € &, entonces tenemos que r(N/F(M)) = N/7(M). Por otro lado,
como 7 es radical y 7(M) < r(N) por el Lema 2.11 tenemos que r(N/7(M)) = r(N)/7(M). Asi
r(N)/T(M) = N/T(M), de donde r(N) = N, es decir, N € T,. Luego, como N < M se sigue que
N <7(M) y en consecuencia N/7(M) = 0. Por lo tanto 7(M/7(M)) = 0. O

Corolario 2.16. (1) Si 7, es cerrada bajo extensiones, entonces T es un radical idempotente.

(2) Si F, es cerrada bajo extensiones, entonces T es un radical idempotente.

— ~
=

(5) Sir es idempotente, entonces T =7 =T es un radical idempotente.

=

(6) Sir es radical, entonces T =7 = T es un radical idempotente.
(7) Si T, y F. son cerradas bajo extensiones, entonces FLr=7T

(8) Sir= 7 y tanto T, como F, son cerradas bajo extensiones, entonces r es un radical idempo-
tente.

Demostracion. (1) Como T es idempotente y 7= = 7, es cerrada bajo extensiones, por el Teorema
2.15 se sigue que T es un radical idempotente.

(2) Como T es radical y F = F, es cerrada bajo extensiones, por el Teorema 2.15 se sigue que
7 es un radical idempotente.

(3) Como T es idempotente, por (1) de la Proposicién 2.1.12 tenemos que 7 es un radical
idempotente. De manera anédloga, como 7 es radical, por (2) de la Proposicién 2.1.12 tenemos que
7 es un radical idempotente.

(4) Es claro que 7 = 7. Ademéas como 7 =7, por la Observamon 2.4 tenemos que T = T =<
es decir, T <X 7. Pero  por (3) sabemos que 7 es radical, y como 7 es el menor radical tal que 7 <
concluimos que 7 < 7. Resta demostrar que 7 = 7 lo cual es claro.

(5) Como r es idempotente, por la Proposicién 2.1.7 tenemos que r = 7. Entonces por (4) se
31guequer<rfr<r Por lo tanto 7 =7 = T.

(6) Supongamos que r es radical, entonces por la Proposicion 2.1.8 tenemos que r = 7. Y por
(4) concluimos que Fr=7< %, es decir, F =7 = 7.

(7) Como T, es cerrada bajo extensiones, por (1) y por la Proposicion 2.1.8 tenemos que =
Y como F; es cerrada bajo extensiones, por (2) y por la Proposicion 2.1.7 tenemos que 7 = 7. Por
lotantoT =7 <r <7 =r1.

r,
T

>

(8) Como T, y F; son cerradas bajo extensiones, por (7) tenemos que 7 =< =7
se sigue que r =T. O

45



CAPITULO 2. PRERRADICALES
2.1. PROPIEDADES BASICAS Y DEFINICIONES

Corolario 2.17. Sean r,s dos prerradicales.
(1) Sir es idempotente, entonces r < s si y sélo si T, C Ts.
(2) Sir es radical, entonces s X r si y sdlo si F, C F.
(8) Sir y s son idempotentes, entonces r = s si y solo si T, = Ts.
(4) Sir y s son radicales, entonces r = s si y sdlo si F, = F.
(5) Sir es un radical idempotente, T, C Ty y F. C Fs, entonces 7 = s.

Demostracion. (1) Por (a) de la Observacion 2.7 solo demostraremos la suficiencia. Supongamos
que 7, € T5. Sea M € R-Mod, como r es idempotente tenemos que r(M) € T, C T, es decir,
s(r(M)) = r(M). Por otro lado, como (M) < M se sigue que (M) = s(r(M)) < s(M). Por lo
tanto r < s.

(2) Por (b) de la Observacion 2.7 solo demostraremos la suficiencia. Supongamos que F, C Fs.
Sea M € R-Mod, como r es radical tenemos que M/r(M) € F, C Fs, es decir, s(M/r(M)) = 0.
Por lo tanto, por la Proposicion 2.1.1 concluimos que s(M) < r(M).

(3) Es consecuencia de (1).

(4) Es consecuencia de (2).

(5) Se sigue de (1) y (2). O

Teorema 2.18. Sea r un prerradical. Entonces:
(1) r =id siy sdlo si r(R) = R.
(2) r = zer siy solo si r(M) =0 para todo médulo cociclico.

Demostracion. Sea r un prerradical.

(1) Supongamos que r = id, entonces r(R) = id(R) = R.

Ahora supongamos que 7(R) = R, veamos que r = id. Sea M € R-Mod, como todo modulo
es cociente de un libre, existe un epimorfismo f : @,.; R; — M, donde R; = R para cada
i € I. Entonces como 7 es prerradical tenemos que f(r(D,c; Ri)) < 7(M), pero f(r(@,c; Ri)) =
J(@B,crr(Ri)) = f(D,;c; Ri) = M. Por lo tanto (M) = M y en consecuencia r = id.

(2) Supongamos que r = zer, entonces r(M) = zer(M) = 0 para todo M € R-Mod, en
particular para los cociclicos.

Ahora supongamos que (M) = 0 para todo modulo cociclico y sea M € R-Mod. Como todo

modulo se sumerge en un producto de modulos cociclicos existe un monomorfismo M —— H C;
iel
donde C; es cociclico para cada i € I. Luego, f(r(M)) <r (H C’i> < HT(Ci) = 0. Por lo tanto
i€l iel
r(M) =0y como M € R-Mod fue arbitrario concluimos que r = zer. O

Corolario 2.19. Si Soc = id, entonces todo mddulo es semisimple.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.18. O
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Capitulo 3

Prerradicales hereditarios y
cohereditarios

3.1. Prerradicales hereditarios

Definiciéon 3.1. Sea r un prerradical. Decimos que r es:
(a) hereditario si para cada M € R-Mod y para cada N submddulo de M, r(N) = N Nr(M).
(b) superhereditario si es hereditario y T, es cerrada bajo productos directos.

Ejemplo 8. El prerradical Z definido en (f) del Ejemplo 7 de la pdgina 32 es hereditario.

En efecto, sea M € R-Mod y sea N un submodulo de M. Como Z es prerradical, por (1) de
la Proposicion 2.1.1 se cumple que Z(N) € N N Z(M). Veamos que N N Z(M) C Z(N). Sea
x € NNZ(M), entonces x € Ny x € Z(M), es decir, z € N y (0: z) es esencial en R. Por lo
tanto x € Z(N).

Proposicion 3.1.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical 7:
(a) r es exacto izquierdo como funtor.
(b) T es hereditario.
(¢) r es idempotente y T, es hereditaria.

Demostracion. Sea r un prerradical.
(a)=>(b) Sea N un submodulo de un modulo M y consideremos la siguiente sucesion exacta
corta

0 N —>M —"= M/N 0.
Como r es exacto izquierdo se sigue que

! Tr(M)

0 ——=7(N) ——r(M) r(M/N) ,
es una sucesion exacta, es decir, J'(r(N)) = Ker(m,(ar)). Pero J/(r(N)) = r(N) y Ker(mr(ar)) =
{mer(M)|m+N=0}={mer(M)|meN}=r(M)NN, porlo que r(N)=r(M)NN. Por
lo tanto r es hereditario.

(b)=(c) Primero veamos que r es idempotente. Sea M € R-Mod, como r es hereditario y
r(M) < M tenemos que r(r(M)) =r(M)Nr(M) =r(M). Por lo tanto r es idempotente.
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Ahora veamos que 7, es hereditaria. Sea M € 7, y sea N < M, entonces r(N) = NNr(M) =
NNM =N, es decir, N € T,.

(¢)=(b) Sea M € R-Mod y sea N un submodulo de M, entonces por (1) de la Proposicion 2.1.1,
r(N) < NNr(M). Por otro lado como NNr(M) < r(M)y r(M) € T, tenemos que NNr(M) € T,.
Entonces NNr(M) =r(NNr(M)) <r(N) yaque NNr(M) < N. Por lo tanto r(N) = NNr(M).

(b)=(a) Sean M € R-Mod y N < M. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta

0 N —+M-—"~M/N—-0.

Veamos que la sucesion

! T|r(M)

0 r(N) ——r(M)

r(M/N)

es exacta. Notemos que Ker(m,(a)) = (M) NN = 7(N) = //(r(N)). Por lo tanto la sucesion es
exacta. O

Corolario 3.2. Todo prerradical hereditario es idempotente.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposiciéon 3.1.1 O

Proposicion 3.1.2. Sea r un prerradical.
(1) Sir es hereditario, entonces F, es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.
(2) Sir es radical y F, es estable, entonces r es hereditario.

Demostracion. (1) Sea F € F,, veamos que E(F) € F,. Como F < E(F) y r es hereditario
tenemos que 0 = 7(F) = FNr(E(F)). Por lo tanto F Nr(E(F)) =0y como F es esencial en su
capsula inyectiva concluimos que r(E(F)) = 0, es decir, E(F) € F,.

(2) Sean M € R-Mod, N <M y K = (r(M)NN)/r(N). Consideremos el siguiente diagrama:

0 K7

M/r(N)
f
E(K)
con fy g son el morfismo inclusion.

Como E(K) es inyectivo, existe un morfismo h: M/r(N) —— E(K) tal que el siguiente
diagrama conmuta:

M/r(N)

es decir, f = hg.
Afirmamos lo siguiente:

(i) E(K) € F,.
(ii) A(r(M/r(N))) = 0.
(ili) K < r(M/r(N)).
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En efecto, veamos que se cumple (i). Como N/r(N) € F, y K < N/r(N), por (3) de la Proposmlon
2.1.4 se sigue que K € F,. Y como F, es una clase estable concluimos que E(K) €

Ahora veamos que se cumple (ii). Como r es prerradical y h: M/r(N) —— E(K) es un
morfismo tenemos que h(r(M/r(N))) < r(E(K)) =0, es decir, h(r(M/r(N))) = 0.
), por el Lema 2.11,

i

Por ultimo veamos que se cumple (iii). Como r es radical y r(N) < r(

r(M/r(N))=r(M)/r(N).Y como K < r(M)/r(N) concluimos que K < r(M/r(N)).
Entonces tenemos que:
f(r(M)N)/r(N)) < f(r(M/r(N)))
= hg(r(M/r(N)))
= h(g(r(M/r(N))))
= h(r(M/r(N)))
= 0.
Por lo tanto f = 0 y en consecuencia r(N) = r(M) N N, es decir, r es hereditario. O

Corolario 3.3. Sir es un prerradical hereditario, entonces T es un radical hereditario.

Demostracion. Por (1) de la Proposicion 3.1.2, F = F, es estable. Y como 7 es radical, por (2)
de la Proposicion 3.1.2 se sigue que 7 es hereditario. O

Proposicion 3.1.3. Sea r un prerradical hereditario. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

(1) r es radical.
(2) Q/r(Q) € F, para todo Q € R-Mod inyectivo.

Demostracion. (1)=-(2) Es claro.
(2)=(1) Sea M € R-Mod. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta

f

0——=r(E(M))/r(M) —1 E(M)/r(M) —2= E(M)/r(E(M)) — 0.

Veamos que r(E(M)/r(M)) = r(E(M))/r(M). Como E(M) es inyectivo, por hipotesis tenemos

que E(M)/r(E(M)) € F. Ademas como E(M)/r(E(M)) = (E(M)/r(M))/(r(E(M))/r(M)) se

sigue que
(E(M)/r(M))/(r(E(M))/r(M)) € F,
Entonces por (4) de la Proposicion 2.1.1 tenemos que:

r(E(M)/r(M)) < r(E(M))/r(M).

Para la otra contencion, como r(M) < E(M), entonces por (2) de la Proposicién 2.1.1 tenemos
que

r(E(M))/r(M) = (r(E(M))+r(M))/r(M)
< r(E(M)/r(M)).

Por lo tanto r(E(M)/r(M)) = r(E(M))/r(M). Ademéas como r es hereditario y M/r(M) <
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E(M)/r(M) tenemos que

Por lo tanto r es radical. O

Lema 3.4. Sir un prerradical hereditario, entonces
I= ﬂ{K | K es ideal izquierdo de R y R/K € T}

es un ideal bilateral de R.

Demostracion. Como la interseccion de ideales izquierdos es un ideal izquierdo, es suficiente de-
mostrar que I absorbe por la derecha. Sean a € R y K un ideal izquierdo de R tal que R/K € T,.
Afirmamos que (K :a) = {b € R | ba € K} es un ideal izquierdo de R. En efecto,

(i) 0 € (K :a).

(ii) Sean b,c € (K : a), entonces ba € K y ca € K. Por lo tanto (b — ¢)a = ba — ca € K, es decir,
b—ce (K :a).

(ili) Seanx € Ry b € (K : a), entonces ba € K. Como K es ideal izquierdo de Ry x € R se sigue
que (zb)a = z(ba) € K. Por lo tanto zb € (K : a).

Ahora definamos la siguiente funcion:
FiR/(K:a) — R/K
z+(K:a) — za+K
Veamos que f esta bien definida y es inyectiva. Sean x + (K : a),y+ (K : a) € R/(K : a), entonces

za+K=yo+K & (r—yla=za—yacK
& z—ye(K:a)
& s+ (K:a)=y+ (K :a).
Por lo tanto f esta bien definida y es inyectiva. Ademaés es claro que f es morfismo y en consecuencia
monomorfismo. Por otro lado, como r es hereditario, por (¢) de la Proposicion 3.1.1, 7, es una
clase hereditaria. Por lo tanto como f es monomorfismo y R/K € T, por la Proposicion 1.2.1

concluimos que R/(K : a) € 7. Entonces I < (K : a) de donde Ia < K y como esto ocurre para
todo ideal izquierdo K de R con R/K € T, concluimos que Ia < I. O

Proposicion 3.1.4. Sea r un prerradical superhereditario y sea
I= m{K | K es ideal izquierdo de R y R/K € T,}.

FEntonces:
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(1) I es un ideal bilateral de R.

(2) R/I €T,.

(8) T €T, siysolosiIT =0.

(4) r(M)={x € M | Iz = 0} para todo M € R-Mod.
(5) r es radical si y sélo si I = I°.

Demostracion. (1) Ver el Lema 3.4.
(2) Sea X = {K | K es ideal izquierdo de Ry R/K € T} y definamos la siguiente funcion:

f:R = [[ rR/K
KeX
a = (a+K)gex

Es claro que f esta bien definida y es morfismo. Entonces por el Primer Teorema de Isomorfismo

existe un tnico monomorfismo ¢ : R/Ker(f) —— H R/K . Ademaés notemos lo siguiente:
KeXx

Ker(f) = {ea€eR|(a+K)gex =0}
= {a€R|ac€ K paracada K € X}

= Nx

Entonces

R/I =R/ (ﬂ X) — R/Ker(f) = g(R/Ker(f)) < [] R/K.

KeX

Por otro lado como r es superhereditario y R/K € T, para cada K € X, se sigue que H R/K €

Kex
T.. Por lo tanto R/I € T,.

(3) Supongamos que T € T, y sea x € T, entonces R/(0: ) &2 Rz < T. Como r es hereditario,
por (c) de la Proposicion 3.1.1, 7, es hereditaria y en consecuencia R/(0 : x) € 7,. Entonces
I <(0:2) de donde Iz = 0y como esto ocurre para todo x € T' concluimos que IT = 0.

Supongamos que IT = 0y que r(T") es submoédulo propio de T', entonces existe x € T tal que
x ¢ r(T). Como IT =0, entonces I < (0: x). Y como 7, es cerrada bajo cocientes se sigue que:

Re = R/(0:2) = (R/D)/((0: 2)/I) € T,

es decir, Rz € 7,. Como Rx < T, entonces Rz = r(Rz) < r(T) de donde x € r(T) que es una
contradiccion. Por lo tanto T' = r(T"), es decir, T' € ;.

(4) Sean M € R-Mod e Y = {z € M | Iz = 0}, veamos que (M) =Y. Sea z € r(M), como
r es hereditario, por (c) de la Proposicion 3.1.1, r es idempotente, de donde r(M) € T,. Entonces
por (3) se sigue que Ir(M) = 0. Por lo tanto para todo x € r(M), Ix = 0, es decir, x € Y. Para la
otra contenciéon notemos que Y < M. En efecto,

» 0eY.
s Sean z,y € Y, entonces [z =0 = Iy de donde I(z +y) = [z + Iy =0, es decir, x + y € Y.

» Seana € Ry z €Y, entonces I(az) = (la)r = Iz =0, es decir, ax € Y.

o1



CAPITULO 3. PRERRADICALES HEREDITARIOS Y COHEREDITARIOS
3.1. PRERRADICALES HEREDITARIOS

Ademas es claro que IY = 0, entonces por (3) tenemos que Y € 7,.. Por lo tanto Y = r(Y) < r(M).
(5) Supongamos que r es radical y consideremos la siguiente sucesion exacta corta:

0 I/12 R/I? R/I 0.

Como I/I?,R/I € T, y r es radical, por (2) de la Proposicién 2.1.4 se sigue que R/I? € 7,.. Por lo
tanto I < I2.

Supongamos que I = I? y sea M € R-Mod, veamos que r(M/r(M)) = 0. Sea x + r(M) €
r(M/r(M)), entonces Ix +r(M) = I(z +r(M)) = 0, es decir, Iz < r(M) de donde Iz = [?z <
Ir(M). Como r es hereditario, por (c) de la Proposicion 3.1.1, r es idempotente, entonces por (3)
tenemos que Ir(M) = 0. Por lo tanto Iz = I’z = 0 de donde = € r(M). Asf hemos demostrado
que (M /r(M)) = 0, es decir, r es radical. O

Proposicion 3.1.5. Sea I un ideal bilateral de R y para todo M € R-Mod definamos r(M) =
{z € M | Iz = 0}. Entonces:

(1) r es un prerradical superhereditario.

(2) T €T, siysdlo si IT =0.

(3) r(R)=(0:1), ={a€ R|Ia=0}.

(4) I = ﬂ{K | K es ideal izquierdo de R y R/K € T,}
(5) r es radical si y solo si I = I2.

(6) T, es estable.

Demostracion. (1) Primero veamos que r es prerradical:

(i) Sea M € R-Mod, veamos que (M) < M.

o 0er(M).

e Sean z,y € r(M), entonces Ix = 0 = Iy de donde I(z + y) = 0 y en consecuencia
z+yer(M).

e Sean a € Ry x € r(M), entonces Iz = 0. Por lo tanto I(az) = Iz = 0, es decir,
ax € r(M).

(ii) Sea f:M —— N un morfismo de modulos. Veamos que f(r(M)) < r(N). Sea f(x) €
f(r(M)), entonces = € r(M), es decir, Iz = 0. Por lo tanto If(x) = f(Iz) = f(0) =0, es
decir, f(x) € r(N).

Ahora veamos que r es superhereditario:

(i) Sean N,M € R-Mod tales que N < M, veamos que 7(N) = N Nr(M). Por (1) de la
Proposicion 2.1.1 es suficiente demostrar que N N7 (M) C r(N). Sea x € N Nr(N), entonces
x€Nyaxer(M),esdecir, z € Nelr=0.Porlotanto z € r(N).

(ii) Veamos que 7, es cerrada bajo productos directos. Sea {M;};cs C 7, veamos que H M; €

JjeJ
Tr. Sea « € l_le7 entonces o = (a;);es con a; € M; para todo j € J. Entonces Taw =
jes
I(aj)jes = (Ia;)jes = (0). Por lo tanto « € r(H M;).

icl
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(2) Supongamos que T' € T, entonces r(T) = T'. Por lo tanto IT = Ir(T) = 0.

Supongamos que T' € R-Mod y supongamos que IT = 0, entonces para todo x € T se cumple
que Iz = 0y en consecuencia r(T) =T.

(3) Es claro.

(4) Sea X = {K | K es ideal izquierdo de Ry R/K € T,}. Como I es un ideal bilateral de
R, por (2) se sigue que R/I € T, y en consecuencia I € X. Por lo tanto ()X C I. Para la
otra contencion sea K € X y a € I. Como 1+ K € R/K, entonces a + K = a(l + K) = 0,
es decir, a € K.Y como esto ocurre para todo K € X concluimos que I C (] X. Por lo tanto
I= ﬂ{K | K es ideal izquierdo de Ry R/K € T,}.

(5) Ver Proposicion 3.1.4.

(6) Sea M € T, veamos que E(M) € T,.Sea0 # x € E(M), como M es esencial en E (M) existe
0 # a € R tal que 0 # ax € M. Entonces I(ax) = (Ia)x = Iz = 0. Por lo tanto E(M) € T,. O

Teorema 3.5. Existe una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales y los prerradica-
les superhereditarios. Esta correspondencia induce una correspondencia biyectiva entre los ideales
bilaterales idempotentes y los radicales superhereditarios.

Demostracion. Sea Z el conjunto de todos los ideales bilaterales de R y sea R-prsh la clase de
todos los prerradicales superhereditarios. Definamos:

T % Rpsh & 7T

I » r = NK

donde r(M) = {z € M | Iz = 0} y K corre a través de todos los ideales izquierdos de R tal que
R/K € T,. Sea I € T, entonces

(Ba)(I) = Bla(l))
= B(r)
= m K
= I (por (4) de la Proposiciéon 3.1.5)

Luego, Sa = 17. De manera analoga obtenemos que a8 = 1g.pren. Por lo tanto existe una corres-
pondencia biyectiva entre Z y R-prsh. Y si r es radical, por (5) de la Proposicion 3.1.5, I = [ K es
idempotente. Luego, existe una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales idempotentes
y los radicales superhereditarios. O

3.1.1. El prerradical hereditario 7(r)

Definicion 3.6. Sea r un prerradical. Definimos la relacion n(r) de la siguiente manera:

n(r): R-Mod — R-Mod
M — Mnr(E(M)).

Observacién 3.7. Sean r un prerradical y M € R-Mod, entonces n(r)(M) no depende de la
eleccion particular de E(M).

Demostracion. Sea (Q un moédulo inyectivo tal que M < @, entonces tenemos el siguiente cuadrado
conmutativo:
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es decir, hi; = 121p. Por lo tanto h(M Nr(E(M))) = M Nr(E(M)). Por otro lado, como r es
prerradical tenemos lo siguiente:

Mnr(E(M))=hMnr(EM))) <h(r(E(M))) <r(Q).
Por lo tanto M Nr(E(M)) C M Nr(Q). De manera analoga, como E(M) es inyectivo tenemos el
siguiente cuadrado conmutativo:
M—"s

o

Q "~ B(M)

es decir, h'ta = t117. Por lo tanto h'(M Nr(Q)) = M Nr(Q) y como r es prerradical se sigue que:

Mnr(Q) =h(MNr(Q) <h(r(Q)) < r(E(M)).

Por lo tanto M Nr(Q) C M Nr(E(M)). O

Proposicion 3.1.6. Sea r un prerradical, entonces tenemos lo siguiente:
(1) n(r) es un prerradical hereditario y r < n(r).

(2) Sis es un prerradical hereditario tal que r < 's, entonces 1(r) < s, es decir, n(r) es el menor
prerradical hereditario tal que r < n(r).

(3) F € Fyy siy solo si E(F) € F,.
(4) T € Tyery siy solo si T < r(E(T)).

(5) Si Q/r(Q) es inyectivo y r(Q/r(Q)) = 0 para todo mddulo inyectivo Q, entonces n(r) es un
radical hereditario.

Demostracion. Supongamos que r es prerradical.

(1) Primero veamos que 7(r) es un prerradical. Es claro que para todo M € R-Mod, n(r)(M) <
M.Sea f:M ——= N un morfismo de médulos, veamos que f(n(r)(M)) < n(r)(N). Como E(N)
es inyectivo tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

M (M)

L

N B(N)

es decir, gup = ey f. Por lo tanto g(M Nr(E(M))) = f(M Nnr(E(M))). Por otro lado, como 7 es
prerradical y g es un morfismo de modulos tenemos lo siguiente:
g(M Nr(EM))) < g(r(E(M))) <r(E(N)),

de donde f(M Nr(E(M))) < r(E(N)). Ademas como f(M Nr(E(M))) < N concluimos que
F(MOr(E(M)) < NnNr(E(N)), es decir, f(n(r)(M)) < n(r)(N).

Ahora veamos que 7(r) es hereditario. Sea M € R-Mod y sea N un submodulo de M, entonces
E(N) < E(M). Como E(N) es inyectivo, por la Proposicion 1.1.19 existe K < E(M) tal que
E(M) = E(N) @ K. También notemos que como N < E(N), entonces NNK < E(N)NK =0, es
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decir, NN K =0.Y como 7 es prerradical, (k) < K de donde NNr(K) < NN K =0, es decir,
Nnr(K)=0. Por lo tanto

Nnn(r) (M) = NnNn(Mnr(E(M)))
= (NnM)nr(E(M))
= NNnrE

Por ultimo veamos que r < n(r). Sea M € R-Mod. Como r es prerradical y M < E(M),
entonces (M) < r(E(M)). Por lo tanto »(M) < M Nr(E(M)) = n(r)(M), es decir, r < n(r).

(2) Sea s un prerradical hereditario tal que r < s y sea M € R-Mod, entonces n(r)(M) =
Mnr(E(M)) < Mns(E(M))=s(M), es decir, n(r)(M) < s(M). Luego, n(r) < s.

(3) Supongamos que F' € F, ., entonces tenemos que F' N r(E(F)) = n(r)(F) = 0, es decir,
FNr(E(F))=0.Y como F <., E(F) se sigue que r(E(F)) =0, es decir, E(F) € F,.

Supongamos que E(F) € F,, entonces tenemos que r(E(F)) = 0 y en consecuencia n(r)(F) =
Fnr(E(F)) =0, es decir, F' € F ).

(4) Supongamos que T' € Ty, entonces tenemos que T'Nr(E(T))) = n(r)(T) = T de donde
T <r(E(T)).

Supongamos que T' < r(E(T")), entonces tenemos que n(r)(T) =T Nr(E(T))

(5) Primero notemos que para todo médulo inyectivo @ se cumple que 7(r)(Q) = QNr(E(Q)) =
QNr(Q) =r(Q). Entonces tenemos lo siguiente:

I
-

n(r) (@/n(r)(Q)) = n(r)(Q/r(Q))
= r(Q/r(Q))
= 0.
Y como 7(r) es hereditario, por la Proposicion 3.1.3 concluimos que 7(r) es radical. O

—

Para un prerradical r escribiremos 7j(r) en lugar de n(r).
Proposicion 3.1.7. Sea r un prerradical.
(1) 7(r) es un radical hereditario, r X 7(r) y n(r) 2 7(r).

(2) Si s es un radical hereditario y r < s, entonces 1(r) < s, es decir, 7(r) es el menor radical
hereditario tal que r < 7(r).

(3) Si F, es estable, entonces 1j(r) = 7.

Demostracion. Sea r un prerradical.

(1) Por (1) de la Proposicion 3.1.6 sabemos que 7(r) es un prerradical hereditario. Entonces
por el Corolario 3.3 concluimos que 7)(r) es un radical hereditario.

Ahora veamos que 7 = 7j(r). Como r < n(r), por la Observacion 2.14 tenemos que r <7 < 7)(r),
es decir, 7 < (7).

Por dltimo veamos que n(7) < 7(r). Como 7 <X 7(r) y 7)(r) es un radical hereditario, por (2) de
la Proposicion 3.1.6 se sigue que n(7) < 7(r).

(2) Se sigue de (4) de la Proposicion 2.1.6 y (2) de la Proposicion 3.1.6.

(3) Como 7 es radical y F» = F, es estable, entonces por (2) de la Proposicion 3.1.2, 7 es un
radical hereditario. Pero como r < 7 por (1) y (2) concluimos que 7j(r) = 7. O
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Observaciéon 3.8. Los operadores n y j son idempotentes y si r,s € R-pr son tales que r < s,
entonces n(r) < n(s) y n(r) X n(s).

Demostracion. Primero veamos que 7 es idempotente. Sea r un prerradical, veamos que n(r) =
n(n(r)). Sea M € R-Mod, entonces

n(n(r))(M) = M nn(r)(E(M))

Por lo tanto n(r) = n(n(r)), es decir, n es idempotente. Ahora veamos que si r y s son dos
prerradicales tales que r < s, entonces n(r) < n(s). Sea M € R-Mod, entonces

n(r)(M) = Mnr(E(M))
M N s(E(M))
n(s)(M).

IN

Por lo tanto n(r) = n(s).

Veamos que 7] es idempotente. Sea r un prerradical, por la Proposicion 3.1.7 sabemos que 7)(r)
es un radical hereditario y que 7(7(r)) es el menor radical hereditario tal que 7(r) < 7(7(r)). Por
lo tanto 7j(r) = 1n(7(r)), es decir, 1 es idempotente. Ahora sean r y s dos prerradicales tales que
r =< s, entonces r < n(r) < n(s) X 1(s). Pero por (3) de la Proposicion 3.1.7, 7j(r) es el menor
radical hereditario tal que r < 7)(r). Por lo tanto 7(r) < 7(s). O

Proposicion 3.1.8. Si Q/r(Q) es inyectivo y libre de r-torsion para todo mddulo inyectivo @,
entonces n(r) = n(r) = n(7r).

Demostracion. Como Q/r(Q) es inyectivo y libre de r-torsion para todo modulo inyectivo @, por
(5) de la Proposicion 3.1.6, n(r) es un radical hereditario. Por lo tanto por (1) de la Proposicién
3.1.6 y (2) de la Proposicion 3.1.7 concluimos que n(r) = 7(r). Por otro lado, como r <X 7, por la
Observacion 3.8 tenemos que 7(r) < n(7) < 7(r) = n(r). Por lo tanto n(r) = n(r) = n(7). O

3.2. Prerradicales cohereditarios

Definiciéon 3.9. Un prerradical v es llamado cohereditario si para todo M € R-Mod y para todo
submddulo N de M, r(M/N) = (r(M)+ N)/N.

Ejemplo 9.
(1) El prerradical Rad definido en (c) del Ejemplo 7 de la pdgina 32 no es cohereditario.
(2) El prerradical Soc definido en (d) del Ejemplo 7 de la pdgina 32 no es cohereditario.

(8) Sea I un ideal bilateral de R, entonces el prerradical r; definido en (e) del Ejemplo 7 de la
pdgina 32 es cohereditario.

Demostracion. (1) Veamoslo con un contraejemplo. Sea Z y 4Z < Z. Por un lado sabemos que
Rad(Z) = 0 mientras que Rad(Z/4Z) = Rad(Z4) = (2). Asi, Rad(Z/4Z) = (2) # 0 = (Rad(Z) +
47,) /AZ.

(2) Dea manera anéloga a (1), (Soc(Z) + 4Z)/4Z = (0 + 4Z)/4Z = 4Z/4Z = 0 mientras que

Soc(Z/4Z) = Soc(Z4) = (2) y en consecuencia Soc no es cohereditario.
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(3) Sea M € R-Mod y sea N un submodulo de M. Por (2) de la Proposicion 2.1.1 es suficiente
demostrar que r(M/N) C (r(M)+ N)/N. Notemos que r(M/N) = I(M/N) = (IM)/N, entonces
como IM C IM + N tenemos que

r(M/N) = (IM)/N

(IM + N)/N
(r(M) + N)/N.

N

Por lo tanto r es cohereditario. O
El siguiente resultado nos ayudara a determinar cuando un prerradical es cohereditario.
Proposicion 3.2.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para un prerradical r:
(a) r es cohereditario.
(b) r preserva epimorfismos.
(c) El funtor 1/r definido en la Observacion 2.9 de la pdgina 35 es exacto derecho.
(d) r es un radical y F, es cohereditaria.

Demostracion. (a)=-(b) Supongamos que r es un prerradical y sea f: M —— N un epimorfismo

de modulos. Veamos que f(r(M)) = r(N). Como f es epimorfismo, por el Teorema 1.12 tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

M/Ker(f)

es decir, f = gm, con g isomorfismo. Como g es isomorfismo, por el Lema 2.3 tenemos que
g(r(M/Ker(f))) =r(N). Y como f = gr se sigue que:

fr(M)) = (gm)(r(M))
= g(n(r(M)))

= g((r(M) + Ker(f))/Ker(f))

= g(r(M/Ker(f)))

(N).

<

Por lo tanto r preserva epimorfismos.
(b)=-(c) Supongamos que r preserva epimorfismos y consideremos la siguiente sucesiéon exacta

corta:

f g

0 L M N 0.

Veamos que la siguiente sucesion es exacta:

’

L/r(L) —L = M/r(M) —L = N/r(N) —0.

- Im(f") = Ker(g/).
Sea 7 € Im(f’), entonces existe T € L/r(L) tal que § = f'(¥). Entonces tenemos lo siguiente:

9@ =g'(f' @) =9 (f(x)) = g(f(2)) = 0.

o7



CAPITULO 3. PRERRADICALES HEREDITARIOS Y COHEREDITARIOS
3.2. PRERRADICALES COHEREDITARIOS

Por lo tanto § € Ker(g).

Ahora sea T € Ker(g'), entonces:

TeKer(g) = 4@ =0
= g(z)=0
= g(z) € r(N) =g(r(M))
= g(z) = g(m) para algtin m € r(M)
= glx—m)=0
= x—m € Ker(g) = Im(f)
= xz—m= f(l) paraalginl € L
= z=f(»)
= z=f'(I) € Im(f")

Por lo tanto Im(f") = Ker(¢g').

= ¢’ es epimorfismo.
Seay € N/r(N), como y € N y g es epimorfismo existe x € M tal que g(x) = y, entonces
¢ (T) = g(x) = 7. Por lo tanto ¢’ es epimorfismo.

(¢)=(d) Primero veamos que r es radical. Sea M € R-Mod y consideremos la siguiente sucesion
exacta corta:
0 ——=r(M)—>M—"+ M/r(M) —-=0.

Entonces por hipotesis tenemos que la siguiente sucesion es exacta:
r(M)/r(r(M)) ——= M/r(M) ——= (M/r(M))/r(M/r(M)) —= 0.

Esto es, Im(¢//) = Ker(n') = r(M/r(M)). Ademas es claro que Im(¢//) = 0. Por lo tanto 0 =
r(M/r(M)) y en consecuencia r es radical.

Ahora veamos que F, es cohereditaria. Sea M € R-Mod y sea N un submoddulo de M, entonces
por (3) de la Proposicion 2.1.4, N € F,.. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta:

0 N—>M—"= M/N ——=0.
Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta:
N Yo M " (M/N)/r(M/N) —> 0.

Esto es, N = Im(:) = Im(z) = Ker(7) = (M /N), entonces N = r(M/N) < M/N y en consecuen-
cia r(M/N) = 0. Por lo tanto F,. es cohereditaria.

(d)=(a) Sean M € R-Mod y N un submoédulo de M. Por la Proposicion 2.1.1 es suficiente
demostrar que (M /N) C (r(M) + N)/N. Observemos lo siguiente:

(i) Como r es radical y F, es una clase cohereditaria, tenemos que (M/r(M))/((N +
r(M))/r(M)) € F,.

(ii) Como (M /r(M))/((N+r(M))/r(M)) = M/(r(M)+N), por (i) se sigue que M/(r(M)+N) €

Fr.
(iii) Como (M/N)/((N 4+ r(M))/N) = M/(r(M) + N), entonces r((M/N)/((N + r(M))/N)) =
r(M/(r(M)+ N)) =0, es decir, r((M/N)/((N 4+ r(M))/N)) = 0. Por lo tanto r(M/N) C

(r(M)+ N)/N.
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O
Corolario 3.10. Todo prerradical cohereditario es radical.
Demostracion. Es una consecuencia de la Proposicion 3.2.1. O

Definicion 3.11. Un anillo R es llamado anillo perfecto izquierdo si todo mddulo izquierdo
sobre R tiene cubierta proyectiva.

Proposicion 3.2.2. Sea r un prerradical. Entonces:
(1) Sir es cohereditario, entonces T, es cerrada bajo cubiertas.
(2) Sir es cohereditario y R es perfecto izquierdo, entonces T, es coestable.

(3) Sir es cohereditario, M € T, y 0 at.p_¢

proyectiva arbitraria de M, entonces P = r(P) + f(A).

M 0 es una presentacion

Demostracion. (1) Sean M, N € R-Mod tales que N es superfluo en M y M/N € T, veamos que
M € T,. Como M/N € T, se sigue que r(M/N) = M/N y como r es cohereditario tenemos que
r(M/N) = (r(M)+ N)/N. Por lo tanto (r(M)+ N)/N = M/N de donde r(M)+ N = M y como
N es superfluo en M se tiene que (M) = M, es decir, M € T,.

(2) Sea M € T,, como R es perfecto izquierdo M tiene una cubierta proyectiva, es decir, existe un
epimorfismo superfluo ¢ : P——= M con P proyectivo. Como ¢ es epimorfismo superfluo tenemos
que Ker(¢) es superfluo en Py, por el Primer Teorema de Isomorfismos que P/Ker(¢) = M. Como
M € T, y T, es abstracta se sigue que P/Ker(y) € T,.. Por lo tanto, por (1) concluimos que P € 7.

(3) Como 7 es cohereditario y ¢ epimorfismo, por (b) de la Proposicion 3.2.1 se sigue que

gr(p) : T(P) —=1(M) = M es epimorfismo. Sea x € P, entonces g(z) € M y como g|,(p) es

epimorfismo existe y € r(P) tal que g(x) = g(y). Por lo tanto x — y € Ker(g) = Im(f), entonces
existe a € Im(f) tal que z — y = a, de donde z =y + a € r(P) + Im(f). O

Proposicion 3.2.3. Sea r un prerradical idempotente tal que para todo T € T,. existe una presen-
tacion proyectiva

0 A-L.op T 0

con P =1r(P)+ f(A). Entonces r es cohereditario.

Demostracion. Sean M, N € R-Mod tales que N < M. Como r es idempotente se sigue que
r(M/N) € T,. Entonces por hipotesis tenemos la siguiente sucesion exacta corta:

0 A_l.p_9

r(M/N) — 0

con P = r(P)+ f(A) proyectivo. Como ¢ es epimorfismo se sigue que: r(M/N) = g(P) = g(r(P)+
f(A) = g(r(P)) + g(f(A)) = g(r(P)). Y como P es proyectivo tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

P—2 5 r(M/N)
ih \LL
0 N M —"—= M/N 0

es decir, 1g = mh. Como h es morfismo y r prerradical se sigue que h(r(P)) < r(M). Por lo tanto
tenemos lo siguiente: r(M/N) = g(r(P)) = w(h(r(P))) < n(r(M)) = (r(M)+ N)/N. O

Corolario 3.12. Sean R un anillo perfecto izquierdo y r un radical cohereditario. Entonces T es
un radical cohereditario idempotente.
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Demostracion. Como r es cohereditario y R es perfecto izquierdo, por (2) de la Proposicion 3.2.2
se sigue que 7= = 7, es coestable, es decir, para todo T € T existe una presentacion proyectiva

0 A-Ll.op T 0

con P € T Entonces P = 7(P)+ f(A) y como T es idempotente, por la Proposicion 3.2.3 tenemos
que 7 es cohereditario. O

Definicion 3.13. Sea I un ideal bilateral de un anillo R. Decimos que I satisface la condicion A
st para todo x € I se cumple que x € Ix.

Proposicion 3.2.4. Sean r un radical cohereditario y r(R) = I. Entonces:
(1) r(M) = IM para todo M € R-Mod.
(2) TeT, siysilosilT =T.
(8) F € F, siysdlosi [F=0.
(4) SiI es un ideal derecho finitamente generado, entonces T, es cerrada bajo productos directos.
(5) r es idempotente si y sélo si I* = 1.
(6) r es hereditario si y sdlo si I satisface la condicion A.

Demostracion. (1) Por la Proposicion 2.1.3 sabemos que I es un ideal bilateral de Ry que IM C M
para cada M € R-Mod. Veamos que M C IM. Como todo moédulo es cociente de un libre,

tenemos que existe un epimorfismo ¢ : R(Y) —— M para algan conjunto .J. Entonces como 7 es
cohereditario, por (b) de la Proposicion 3.2.1 tenemos que g(r(R(”))) = r(M). Pero como todo
modulo libre es proyectivo, por (3) de la Proposicion 2.1.3 se sigue que r(R()) = r(R)R). Por
lo tanto

IM = Ig(R(‘])>
= g(1rY)
= g(r(RRD)
= g(r(RY)
= (M)

(2) Es claro.
(3) Es claro.

(4) Supongamos que I es un ideal derecho de R finitamente generado, entonces I = Z aiR.
k=1
Sea T = HTi con T; € 7T, para cada i € I. Veamos que T € 7, es decir, IT =T. Seat € T,
iel

my n
entonces t = (t;);er con t; € T; = IT; para cada i € I. Entonces t; = Zbijtij = Zakt;k para
j=1 k=1

cada i € I. Luegot = Z art; donde t;, = (t;k)iej. Por lo tanto T' C IT y en consecuencia [T =T.
k=1
(5) Supongamos que r es idempotente, entonces tenemos que r(R) € 7. Por lo tanto I? =
Ir(R)=r(I) =r(r(R)) =r(R) = I, es decir, I = I%.
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Supongamos que %2 = I y sea M € R-Mod, entonces r(r(M)) = Ir(M) = I?M = IM = r(M).
Por lo tanto r es idempotente.
(6) Supongamos que 7 es hereditario. Sea x € I, entonces tenemos lo siguiente:

r(Rx) = Rxnr()

Rz nr(r(R))
RzNr(R)
= Ruz.

Por lo tanto Rz = r(Rx) = I(Rx) = (IR)x = Iz y como x € Rx se sigue que z € Iz.
Supongamos que I satisface la condicion A. Como 7 es radical, por (2) de la Proposicion 3.1.2
es suficiente demostrar que F,. es estable. Sea F' € F, y supongamos que E(F) ¢ F,, es decir,
IE(F) # 0. Entonces existen a € I y z € E(F) tal que 0 # ax € IE(F). Como F es esencial
en E(F) y ax # 0, existe b € R tal que 0 # bax € F. Como ba € I y por hipotesis I satisface
la condicion A, existe ¢ € I tal que ba = cba. Entonces 0 # bax = cbax € IF = 0 que es una
contradiccion. Por lo tanto IE(F) = 0, es decir, E(F) € F,. O

Corolario 3.14. Sean r un radical cohereditario y r(r(R)) = r(R). Entonces r es idempotente.

Demostracion. Como r es un radical cohereditario, por (1) de la Proposicion 3.2.4, r(M) = r(R)M
para todo M € R-Mod. Por lo tanto r(R) = r(r(R)) = r?(R) y por (5) de la Proposicién 3.2.4
concluimos que r es idempotente. O

Definicion 3.15. Decimos que un prerradical se coescinde si es hereditario y cohereditario.

Proposicion 3.2.5. Sean I un ideal bilateral de R y r(M) = IM para todo M € R-Mod. Entonces
r es un radical cohereditario e I = r(R).

Demostracion. Por (3) del Ejemplo 9 de la pagina 56 tenemos que r(M) = IM es un prerradical
cohereditario, entonces por el Corolario 3.10 concluimos que r(M) = IM es radical. Ademaés es
claro que I =r(R). O

Teorema 3.16. Eziste una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales de R y los radi-
cales cohereditarios en R-Mod. Esta correspondencia induce:

= Una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales idempotentes de R y los radicales
idempotentes cohereditarios en R-Mod.

= Una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales de R que satisfacen la condicion
A y los radicales en r que se coescinden.

Demostracion. Sea I el conjunto de todos los ideales bilaterales de R y sea R-rch la clase de todos
los radocales cohereditarios sobre R. Consideremos:

T % Rrch & I
I -

rr — T](R)

Entonces por la Proposicion 3.2.5 tenemos que (Ba)(I) = B(a(l)) = B(rr) = r1(R) = I, es decir,
Ba = 17. Ahora consideremos

Rrch 5 T % Rrch
r — r(R) Tr(R)

61



CAPITULO 3. PRERRADICALES HEREDITARIOS Y COHEREDITARIOS
3.2. PRERRADICALES COHEREDITARIOS

Entonces por (1) de la Proposicion 3.2.4, (a8)(r) = a(B(r)) = a(r(R)) = r.(g) = r, es decir, af =
1gr-ren- Luego, existe una correspondencia biyectiva entre Z y R-rch. Ademas, si r es idempotente,
entonces por (5) de la Proposiciéon 3.2.4, la correspondencia anterior induce una correspondencia
biyectiva entre los ideales bilaterales idempotentes de R y los radicales idempotentes cohereditarios
en R-Mod. Y si r es hereditario, por (6) de la Proposiciéon 3.2.4, la correspondencia anterior induce
una correspondencia biyectiva entre los ideales bilaterales de R que satisfacen la condicién A y los
radicales en r que se coescinden. O

Proposicion 3.2.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical 7:
(a) r es exacto como funtor.
(b) r es exacto derecho.
(c) r se coescinde.
(d) r es un radical idempotente, T, es hereditaria y F, es cohereditaria.

Demostracion. (a)=-(b) Es claro.
(b)=(c) Sea N < M y consideremos la sucesion exacta

N—->M-—-"M/N——=0

Entonces por hipdtesis tenemos la siguiente sucesion exacta:

! (M)

r(N) ——r(M)

r(M/N)——=0

es decir, //(r(N)) = Ker(m,(ar)) y 7(r(M)) = r(M/N). Pero Ker(m,(rry) = NOr(M) y w(r(M)) =
(r(M)+N)/N. Luego, r(N) = NNr(M)y r(M/N) = (r(M)+N)/N, es decir, r es un prerradical
hereditario y cohereditario. Por lo tanto r se coescinde.

(¢)=(d) Sea sigue de la Proposicion 3.1.1 y la Proposiciéon 3.2.1.

(d)=-(a) Supongamos que r es un radical idempotente, 7, es hereditaria y que F,. es coheredi-
taria. Entonces por la Proposicion 3.1.1, 7 es un funtor exacto izquierdo y por la Proposiciéon 3.2.1,
r preserva epimorfismos. Por lo tanto r es exacto como funtor. O

3.2.1. El prerradical cohereditario p(r)
Proposicion 3.2.7. Definamos p(r)(M) = r(R)M para todo M € R-Mod. Entonces:

(1) p(r) es un radical cohereditario y p(r) < r.

(2) Sis es un radical cohereditario y s < r, entonces s < p(r), es decir, p(r) es el mayor radical
cohereditario tal que p(r) <.

(3) Si M € R-Mod y 0 A-t.p

M, entonces p(r)(M) = g(r(P)).

M 0 es una presentacion proyectiva para

(4) p(r) es idempotente si y solo si r(R) es un ideal idempotente bilateral de R.
(5) Sir(R) es un mddulo proyectivo y r(r(R)) = r(R), entonces p(r) es idempotente.

(6) Si Rx es proyectivo y de r-torsion para todo x € r(R), entonces p(r) es hereditario.
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Demostracion. (1) Por (2) de la Proposicion 3.2.3, p(r) es un radical cohereditario. Y por (2) de
la Proposicion 2.1.3, p(r) < r.

(2) Sea s un radical cohereditario tal que s < r, entonces por (1) de la Proposicion 3.2.3,
s(M) = s(R)M. Por lo tanto s(M) = s(R)YM < r(R)M = p(r)(M), es decir, s =< p(r).

(3) Como P es proyectivo, por (3) de la Proposicion 2.1.3, r(P) = r(R)P = p(r)(P), de donde
g(r(P)) = g(p(r)(P)). Por otro lado como p(r) es cohereditario y g epimorfismo, por (b) de la
Proposicion 3.2.1, g(p(r)(P)) = p(r)(M). Por lo tanto p(r)(M) = g(r(P)).

(4) Necesidad: Por (3) de la Proposicion 2.1.3 se sigue que p(r)(R) = r(R) y como p(r) es
idempotente tenemos que 7(R) = p(1)(R) = p(r)(p(r)(R)) = p(r)(r(R)) = r*(R).

Suficiencia: Se sigue de (5) de la Proposicion 3.2.4.

(5) Como p(r) es un radical cohereditario, por el Corolario 3.14 es suficiente demostrar que
p(r)(p(r)(R)) = p(r)(R). Como r(R) es proyectivo, por (3) tenemos que p(r)(r(R)) = r(r(R)), en-
tonces p(r)(p(r)(R)) = p(r)(r(R)) = r(r(R)) = r(R) = p(r)(R). Por lo tanto p(r) es idempotente.

(6) Veamos que r(R) satisface la condicion A. Sea x € r(R), entonces Rx es proyectivo y
r(Rzx) = Rxz. Como Rx es proyectivo, por (3) tenemos que p(r)(Rx) = r(Rz). Por lo tanto
Rz = r(Rz) = p(r)(Rz) = r(R)Rz = r(R)z de donde s € r(R)x. Entonces r(R) satisface la
condicion A y por (6) de la Proposicion 3.2.4 concluimos que p(r) es hereditario. O

Proposicion 3.2.8. Sean r un prerradical, I el mayor ideal bilateral idempotente de R contenido
en r(R) y &(r) el radical cohereditario correspondiente a I. Entonces:

(1) &(r) es un radical cohereditario idempotente, £(r) I p(r) IT I r y&(r) X p(F) X7 < r.

(2) Si s es un radical cohereditario idempotente tal que s < r, entonces s < £(r), es decir, £(r)
es el mayor radical cohereditario idempotente tal que £(r) < 7.

(3) Si T, es coestable, entonces {(r) =T.
(4) Si R es perfecto izquierdo, entonces (r) = p(r).

Demostracion. (1) Sea sigue de la Proposicion 3.2.4 y la Proposicion 3.2.5.

(2) Supongamos que existe un radical cohereditario idempotente s tal que s < r, entonces
s(R) < r(R). Como s es idempotente, por la Proposicion 3.2.4, s(R) es un ideal bilateral idempo-
tente de R. Luego, s(R) < I. Por lo tanto s < &(r)

(3) Como T es idempotente y 7, = T+ es coestable, por la Proposicién 3.2.3, 7 es un pre-
rradical cohereditario idempotente. Luego, por la Proposicién 3.2.1, 7 es un radical cohereditario
idempotente. Como 7 < r, por (1) y (2) concluimos que £(r) = 7.

(4) Supongamos que R es un anillo perfecto izquierdo. Por la Proposicion 3.2.7, p(r) es un
radical cohereditario. Luego, por el Corolario 3.3, p(r) es un radical cohereditario idempotente.
Entonces por (1) y (2) concluimos que &(r) = p(r). O
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Capitulo 4

Prerradicales estables y coestables

4.1. Prerradicales estables

Definicion 4.1. Sea r un prerradical. Decimos que un mddulo M se escinde en r si (M) es
sumando directo de M.

Lema 4.2. Sea r un prerradical. Si M se escinde enr y N es un sumando directo de M, entonces
N se escinde en r.

Demostracion. Supongamos que M se escinde en 7y que N es un sumando directo de M, entonces
existen K, L submoédulos de M tales que M =r(M)® K y M = N & L. Entonces

M = r(M)e K
= r(NeL)a K
= (r(N)er(L) e K
= r(N)& (r(L) ® K).

Sea K' = r(L) ® K, entonces

N = MNN
= (r(N)®K')nN
= r(N)® (K'NN).

Por lo tanto N se escinde en 7. O

Proposicion 4.1.1. Sea r un prerradical y sea M € R-Mod.
(1) Si M se escinde, entonces r(M) € T, y M/r(M) € F,.

(2) Si M = @Mi, entonces M se escinde si y sdlo si cada M; se escinde.
iel
Demostracion. Sea r un prerradical.

(1) Sea M € R-Mod tal que M se escinde en r, es decir, M = r(M) @& K. Notemos que
r(K) = 0, en efecto, por la Proposicion 2.1.1, r(K) < K Nr(M) = 0. Entonces tenemos que
r(M) =r(r(M)) ® r(K) =r(r(M)), es decir, r(M) € Tr y r(M/r(M)) = r((r(M) & K)/r(M)) =
r(K) =0, es decir, M /r(M) € F,.

(2) Supongamos que M = EB M; se escinde, entonces por el Lema 4.2 se sigue que cada M; se

iel
escinde.
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Supongamos que cada M; se escinde, entonces M; = r(M;) ® K; para cada i € I. Entonces

P = Purm) oK)

i€l icl
- @ron @
i€l icl
- (@) e @m
i€l icl
Por lo tanto M = r(M) & @ K, y en consecuencia M se escinde en 7. O

iel
Definicion 4.3. Un prerradical v es llamado estable si todo mddulo inyectivo se escinde en r.
Proposicion 4.1.2. Sea r un prerradical.
(1) Sir es estable, entonces T, es cerrada bajo cipsulas inyectivas.
(2) Sir es idempotente y T, es estable, entonces r es estable.
(8) Todo mddulo inyectivo es de r-torsion si y solo si E(R) € T,.
(4) Sir es estable y hereditario, entonces r es radical.

Demostracion. Sea r un prerradical.

(1) Sea T € T, veamos que E(T) € T,. Como 7 es estable y E(T) inyectivo existe K < E(T)
tal que E(T) = r(E(T)) @ K. Por otro lado como T < E(T'), entonces T' = r(T') < r(E(T)) de
donde TN K <r(E(T))NK =0, es decir, TN K =0.Y como T es esencial en E(T) concluimos
que K = 0. Por lo tanto E(T) = r(E(T)), es decir, E(T) € T,.

(2) Sea @ un modulo inyectivo. Como r(Q) < @ tenemos que E(r(Q)) < E(Q) = Q, entonces
Q= E(r(Q)) ® K. Como r es idempotente, r(Q) € T, y como 7T, es estable, E(r(Q)) € T,. Asi,
como B(r(Q)) < Q, entonces E(r(Q)) = r(B(r(Q))) < 1(Q) < E(r(Q)), es decir, (Q) = F(r(Q)).
Por lo tanto Q = r(Q) @ K.

(3) Supongamos que todo modulo inyectivo es de r-torsion. Entonces E(R) € T,.

Supongamos que E(R) € T, y sea Q un modulo inyectivo. Veamos que @ es de r-torsion,
es decir, 7(Q) = Q. Como todo modulo es cociente de un modulo libre, existe un epimorfismo
f:RY — Q.Y como R < E(R) se sigue que RY) < E(R)). Entonces como Q es inyectivo
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 RN s B(R)D
lf/
h
Q

es decir, f = he. Afirmamos que h es un epimorfismo. En efecto, sea y € @), como f es epimorfismo
existe z € RY) tal que y = f(z) = (he)(x) = h(«(z)) = h(z). Por lo tanto h es epimorfismo y como
E(R) € T,, por (1) de la Proposicion 2.1.4 se sigue que E(R)!) € 7,. Por lo tanto, por (1) de la
Proposicion 2.1.4 concluimos que @ € 7.

(4) Sea @ un modulo inyectivo. Como r es estable, por Proposicion 4.1.1, r(Q/r(Q)) = 0.
Entonces por la Proposiciéon 3.1.3, r es radical. O

Proposicion 4.1.3. Sea r un prerradical.

(1) r es estable si y solo sin(r) es estable.

66



CAPITULO 4. PRERRADICALES ESTABLES Y COESTABLES
4.1. PRERRADICALES ESTABLES

(2) Sir es estable, entonces 7,7, n(r) son estables y n(r) = n(T) = n(r) = 1n(r).

Demostracion. Afirmamos que si @ € R-Mod es inyectivo, entonces n(r)(Q) = r(Q). En efecto,
Q) = QN 1(EQ)) = QN Q) = r(Q).

(1) Supongamos que r es estable y sea @ un moédulo inyectivo, entonces @ = r(Q) ® K =
n(r)(Q) @ K. Por lo tanto n(r) es estable.

Supongamos que 7(r) es estable y sea ) un moédulo inyectivo, entonces Q = n(r)(Q) ® K =
r(Q) @ K. Por lo tanto r es estable.

(2) T es estable: Supongamos que r es estable y sea () un modulo inyectivo, entonces @ =
r(Q) ® K y por (1) de la Proposicion 4.1.1, #(Q) € T, = Tr. Afirmamos que 7(Q) = r(Q), en
efecto, como r(Q) < @, entonces r(Q) = 7(r(Q)) < 7(Q) < r(Q). Por lo tanto Q@ =7(Q) & K.

T es estable: Supongamos que 7 es estable y sea ¢ un médulo inyectivo, entonces @ = r(Q) ® K
y por (1) de la Proposicion 4.1.1, Q/r(Q) € F, = Fp. Afirmamos que 7(Q) = r(Q), en efecto, como
Q/r(Q) € Fr, por (4) de la Proposicion 2.1.1, 7(Q) < r(Q) < 7(Q). Por lo tanto Q =7(Q) & K.
n(r) es estable: Ver (1).

n(r) =n(F) = n(r) = n(r): Como n(r) es estable y hereditario, por (4) de la Proposicion 4.1.2,
n(r) es radical. Entonces como n(r) = 7j(r), por la Proposicion 3.1.7, n(r) = 7(r). Ademas como
r 2 7, por la Observacion 3.8, n(r) = n(r) < n(r) = n(r). Por lo tanto n(r) = n(r¥) = n(r). Por
altimo notemos que como r es estable, entonces para todo M € R-Mod se cumple que r(E(M)) =
F(E(M)), de donde n(r)(M) =M Nr(E(M)) = M NF(E(M)) =n(7)(M). O

El siguiente resultado nos da un importante criterio para determinar cuando un prerradical
hereditario es estable:

Proposicion 4.1.4. Las siguientes condiciones son equivalentes para un prerradical hereditario r:
(a) Todo mddulo M ¢ T, contiene un submddulo distinto de cero libre de r-torsion.
(b) T, es cerrada bajo extensiones esenciales.

(¢) Si A < B < C son médulos y B/A € T, entonces existe D < C tal que DN B = A y
C/DeT,.

(d) Si I < K son ideales izquierdos de R y K/I = r(R/I), entonces existe un ideal izquierdo L
de R tal que LN K =1y R/LeT,.

(e) Sil < K # R son ideales izquierdos y K/I = r(R/I), entonces existe un ideal izquierdo L
de Rtalque LT yLNK=1.

(f) r es estable.

Demostracion. Sea r un prerradical hereditario.

(a)=(b) Sea N € 7, un submoédulo esencial de M. Veamos que M € 7,. Supongamos que
M ¢ T, entonces existe 0 # K submodulo de M tal que r(K) = 0. Entonces KNN € T, NF, =0,
es decir, KN N =0. Y como N es esencial en M se sigue que K = 0 que es una contradiccion. Por
lo tanto M € 7,.

(b)=(c) Sea D un submodulo de C tal que D/A es maximo con respecto a que D/ANB/A = 0.
Entonces DNB = Ay por el Segundo Teorema de Isomorfismos, (B+D)/D = B/(DNB) = B/A €
T.. Veamos que (B + D)/D es esencial en C/D. Sea G/D < C/D tal que G/DN(B+ D)/D =0,
entonces G N (B + D) = D. Por lo tanto tenemos lo siguiente:

A = BnD

BNGN(B+D)
(BNGNB)+ (BNGND,)
= (BNG)+(BND)

= BnN(G+ D).
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Por lo tanto B/AN(G+D)/A =0,y como D/A es maximo con la propiedad de que D/ANB/A =0
tenemos que D/A = (G + D)/A. Entonces D = G + D y en consecuencia G = D. Por lo tanto
G/D = D/D = 0 de donde (B + D)/D es esencial en C/D.Y como (B + D)/D € T,, por (b) se
sigue que C/D € T,.

(¢)=(d) Sean I < K ideales izquierdos de Ry K/I = r(R/I). Como K/I < R/I y r es
hereditario tenemos que r(K/I) = K/INr(R/I) = K/INK/I = K/I, es decir, K/I € 7T,.
Entonces por hipotesis existe L ideal izquierdo de R tal que LN K =1y R/L € T,.

(d)=(e) Sean I < K ideales izquierdos de R con K # Ry K/I = r(R/I), entonces por hipotesis
existe L ideal izquierdo de r tal que LN K =1y R/L € T,. Notemos que I # L ya que si [ = L,
entonces K/L =r(R/L) = R/L y en consecuencia K = R que es una contradiccion.

(e)=(f) Como 7 es hereditario, por la Proposicion 3.1.1, r es idempotente. Entonces por (2)
de la Proposicion 4.1.2 es suficiente demostrar que 7, es estable. Supongamos lo contrario, sea
T € 7, tal que E(T) ¢ T,. Entonces existe © € E(T') tal que x ¢ r(E(T)) y, como r es hereditario
y Rx < E(T) tenemos que r(Rz) = RxNr(E(T)). Ademéas notemos que Rx Nr(E(T)) es isomorfo
aK/ITconl=0:2)y K= ((E(T)):z)# R. Entonces por (e), existe un ideal izquierdo L de
Rtalque LIy LNK=1.Seaa€ L\ I, entoncesa € Ly a¢ I porloqueaz 0.

Afirmamos que r(E(T)) es esencial en E(T'). En efecto, sea K un submodulo de E(T) tal que
r(E(T))NK =0. Como T < E(T), T =r(T) <r(E(T)), entonces TNK = 0y, como T es esencial
en E(T), K = 0. Por lo tanto r(E(T)) es esencial en E(T).

Ahora, como 7(E(T)) es esencial en E(T) y 0 # ax € E(T), existe b € R tal que 0 # bax €
r(E(T)). Por lo tanto ba ¢ I y ba € LN K = I que es una contradiccion. Asi hemos demostrado
que E(T) € 7,.

(f)=(a) Sea M € R-Mod tal que M ¢ T,. Afirmamos que r(M) no es esencial en M. En efecto,
supongamos que 7(M) es esencial en M. Como 7 es estable tenemos que E(M) =r(E(M)) @ K y
como r(M) < r(E(M)) sesigue que r(M)NK < r(E(M))NK = 0,y en consecuencia r(M)NK = 0.
Pero como r(M) es esencial en M concluimos que K = 0. Por lo tanto E(M) = r(E(M)). Ademas
como r es hereditarioy M < E(M), r(M) = Mnr(E(M)) = MNE(M) = M, es decir, r(M) = M
que es una contradiccion. Por lo tanto si M ¢ T,., entonces r(M) no es esencial en M por lo que
existe N < M tal que 0 = N Nr(M) =r(N), es decir, N € F,. O

Proposicion 4.1.5. Un prerradical v es estable si y sdlo si la cdpsula inyectiva de todo mddulo
ciclico se escinde.

Demostracion. Sir es estable es claro que la capsula inyectiva de todo modulo ciclico se escinde.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que r es hereditario. Sean I < K # R ideales
izquierdos tales que K/I = r(R/I). Como R/I es ciclico, entonces E(R/I) =r(E(R/I)) & A. Sea
L/I=ANR/Iyseaxz e LNK,entoncesc+I € L/INK/I=ANR/INK/I=ANK/I=AN
r(R/I) < Anr(E(R/I)) = 0. Entonces « € I y en consecuencia I = LN K. Supongamos que I = L,
entonces 0 = L/I = ANR/I y como R/I es esencial en E(R/I) concluimos que A = 0. Entonces
E(R/I) =r(E(R/I)), es decir, E(R/I) € T,. Como r es hereditario y R/I < E(R/I) € 7T,, por
(c) de la Proposicion 3.1.1, R/I € T, es decir, K/I = r(R/I) = R/I de donde K = R que es una
contradiccion. Por lo tanto I # L y por la Proposicion 4.1.4 concluimos que r es estable. O

Proposicion 4.1.6. Sea r un prerradical estable. Si T es hereditario, entonces T es hereditario.

Demostracion. Como 7T es hereditario, por (2) de la Proposicion 3.1.6, n(F) = 7. Y como r es
estable, por (2) de la proposicion 4.1.3, n(7) = n(7). Por lo tanto n(7¥) = n(F) =7 7 X n(7) y en
consecuencia 7 es hereditario. O
Corolario 4.4. Sea r un prerradical estable. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T, es hereditaria.

(b) T es hereditario.
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(c) T es un radical hereditario.

Demostracion. (a)=-(b) Como T, es hereditaria y T+ = T, entonces T+ es hereditaria. Y como 7
es idempotente, por la Proposicién 3.1.1 concluimos que 7 es hereditario.

(b)=(c) Supongamos que T es hereditario. Como r es estable, por (4) de la Proposicion 4.1.2,
7 es un radical hereditario.

(¢)=(a) Como T es un radical hereditario, por la Proposicion 3.1.1, 7, = T es hereditaria. O

Definicion 4.5. Decimos que un prerradical r se escinde si todo mddulo se escinde en r.
Proposicion 4.1.7. Todo prerradical que se escinde es radical idempotente.

Demostracion. Se sigue de (1) de la Proposicion 4.1.1 O

4.2. Prerradicales coestables

Definicion 4.6. Un prerradical v es llamado coestable si todo mddulo proyectivo se escinde en r.
Proposicion 4.2.1. Sea r un prerradical. Entonces:

(1) Sir es coestable, entonces F, es coestable.

(2) Sir es radical y F, coestable, entonces r es coestable.

(3) Sir es coestable y cohereditario, entonces r es idempotente.

f g

Demostracion. (1) Sea F' € F, y sea 0 A P F 0 wua presentaciéon pro-
yectiva para F'. Como 7 es coestable y P proyectivo, P = r(P) @ K con K € F, proyectivo.
Y como g es epimorfismo se sigue que g(r(P)) < r(F) = 0 de donde r(P) < Ker(g) = Im(f).
Entonces Im(f)/r(P) < P/r(P) = K y por el Tercer y Primer Teorema de Isomorfismo tenemos
que (P/r(P))/(Im(f)/r(P)) = P/Im(f) = P/Ker(g) = F. Por lo tanto tenemos la siguiente su-

cesion exacta corta: 0 —— Im(f)/r(P) K F 0 con K € F, proyectivo y en

consecuencia JF, es coestable.
(2) Sea P un modulo proyectivo, como r es radical tenemos que P/r(P) € F,, y como F, es

coestable existe una sucesion exacta corta 0 A-t.p ¢ P/r(P)——=0 con B € F,.

Como P es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

P
0 AL BTY pirP) 0

es decir, m = gh. Para h tenemos que h(r(P)) < r(B) = 0, es decir, r(P) < Ker(h). Definamos la
siguiente funcioén:

g:P/r(P) — B
T +— h(z)

como r(P) < Ker(h) se sigue que g’ estd bien definida y como h es morfismo ¢’ lo es. Ade-
mas, (¢'m)(z) = ¢(m(x)) = ¢(T) = h(x), es decir, h = ¢g'w. Luego, 7 = gh = g(¢g'n) =
(99')m y como m es epimorfismo se sigue que 1p,.(py = gg’. Entonces, por la Proposi-

cion 1.1.7 la sucesion 0 A d B2

P/r(P)——=10 se escinde, y por la Proposi-
cion 1.1.16, P/r(P) es proyectivo. Entonces por la Proposicion 1.1.16, la sucesion exacta corta
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0 r(P) —~> P —" P/r(P) —= 0 se escinde. Luego, por la Proposicién 1.1.7 y la Pro-

posicion 1.1.6, 7(P) es sumando directo de P.
(3) Afirmamos que F, es cerrada bajo extensiones. En efecto, sea

f g

0 A B C 0

una sucesion exacta corta con A,C € F,.. Como r es coestable, por (1) F,. es coestable, entonces

existen a:PpL——=A y M\: P,——C epimorfismos con Py, P, € F,. Entonces tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

0*>P1L>P1€BP2L>P2*>O

S

0— A B—% s0— 50

Como « y A son epimorfismos, por (2) del Lema 1.19, u es epimorfismo. Entonces, como r es
cohereditario, F,. es cohereditario, y como P; & P, € F, se sigue que B € F,.. Por lo tanto F,. es
cerrada bajo extensiones.

Ahora veamos que 7 es idempotente. Sea M € R-Mod y consideremos la sucesion exacta corta

0 ——=r(M)/r(r(M)) ——= M/r(r(M)) ——= M/r(M) —=0

Como r es radical, r(M)/r(r(M)), M/r(M) € F,. Luego, por la afirmacion anterior se sigue que
M/r(r(M)) € F,. Entonces por (4) de la Proposicion 2.1.1, »(M) < r(r(M)). Por lo tanto r es
idempotente. O

Lema 4.7. Sea f: M ——= N un isomorfismo de mddulos. Si N se escinde en r, entonces M
se escinde en r.

Demostracion. Como N se escinde en r y f es isomorfismo, por el Lema 2.3, N = r(N) @ K =
F(r(M)) ® K. Luego, M = [~1(N) = (M) @ (). o

Proposicion 4.2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para un prerradical r:
(1) R se escinde en r.
(2) Todo mddulo libre se escinde en r.
(3) r es coestable.

Demostracion. (1)=(2) Sea F' € R-Mod libre, entonces existe un conjunto I tal que F = R(),
Como R se escinde en r, por (2) de la Proposicion 4.1.1, R se escinde en r. Luego, por el Lema
4.7, F se escinde en r.

(2)=(3) Sea P € R-Mod proyectivo. Entonces por la Proposicion 1.1.16, P = L con L sumando
directo de un médulo libre F'. Como todo moédulo libre se escinde en r, por el Lema 4.2, L se escinde
en r. Luego, por el Lema 4.7, P se escinde en r. Por lo tanto r es coestable.

(3)=(1) Como R es libre y todo libre es proyectivo, por hipotesis R se escinde en r. O

Teorema 4.8. Sea r un prerradical. Entonces:
(1) r es coestable si y solo si p(r) es coestable.

(2) Sir es coestable, entonces 7,7, p(r) son coestables y p(r) = p(F) = p(r) = &(r) = p(7).
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Demostracion. (1) Se sigue de (3) de la Proposicion 2.1.3.

(2) 7y 7 son coestables: Como r es coestable, por la Proposicion 4.2.2, R = r(R)® K y por (1)
de la Proposicion 4.1.1, (R) € T, y R/r(R) € F,. Luego, 7(R) = r(R) = r(R) y en consecuencia
T y T son coestables.

p(r) = p(F) = b(r) = &(r) = p(r): Como p(r) es coestable y cohereditario, por (3) de la
Proposicion 4.2.1, p(r) es idempotente. Entonces como £(r) < p(r) =< r, por (2) de la Proposiciion
3.2.8, &£(r) = p(r). Ademas como 7 = r, entonces p(T) < p(r) = &(r). Luego, por (1) de la
Proposicion 3.2.8, £(r) = p(7). Por altimo, como r(R) = 7(R), entonces para todo M € R-Mod,
p(r)(M) = r(R)M = F(R)M = p(r)(M). O

Teorema 4.9. Sea r un radical cohereditario y consideremos los siguientes enunciados:
(a) r es coestable.
(b) Todo mddulo izquierdo M ¢ F, tiene un cociente no nulo que pertenece a T,.
(c) F. es cerrada bajo cubiertas.

Entonces (a)=(b)=(c). Ademds, si R es perfecto izquierdo, entonces (c)=(a).

Demostracion. (a)=-(b) Como r es coestable, por la Proposicion 4.2.1, F,. es coestable. Sea
M € R-Mod, como r es radical se sigue que M/r(M) € F,. Entonces existe un epimorfismo

f:P——= M/r(M) con P € F, proyectivo. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M2 Myr(an)

es decir, f = gh.

Afirmacion: si r(M) < M, entonces h es epimorfismo. En efecto, sea x € M, entonces g(x) €
M/r(M). Como f es epimorfismo existe y € P tal que g(z) = f(y). Luego, g(x) = g(h(y)) y en
consecuencia x — h(y) € Ker(g) = r(M). Entonces existe a € (M) tal que z — h(y) = a. Por lo
tanto © = a — h(y) € r(M) + Im(h). Luego, (M) + Im(h) = M. Y como r(M) < M concluimos
que Im(h) = M.

Como r es cohereditario, por la Proposicion 3.2.1, F,. es cohereditaria. Luego, como P € F,.y h
es epimorfismo, M € F,. que es una contradiccion. Por lo tanto (M) no es superfluo en M, entonces
existe K submodulo propio de M tal que K +r(M) = M. Entonces 0 # M/K = (K +r(M))/K =
r(M)/(K Nnr(M)). Como r es un radical cohereditario coestable, por la Proposicion 4.2.1, r es
idempotente. Luego, r(M) € T, y como 7, es cohereditaria se sigue que r(M)/(K Nr(M)) € T,.
Por lo tanto 0 # M/K € T,.

(b)=(c) Sean M, N € R-Mod tales que N < M y M/N € F,. Veamos que M € F,. Suponga-
mos lo contrario, es decir, supongamos que M ¢ F,., entonces por hipotesis existe 0 # M/K € T,.
Como T, es cohereditaria se sigue que M /(N + K) € T,. Y como r es cohereditario, por la Propo-
sicion 3.2.1, F, es cohereditaria, entonces M/(N + K) € F,. Luego, M/(N + K) € T, N F, = 0.
Entonces N+ K = M y como N <« M se sigue que K = M que es una contradiccion. Por lo tanto
M eT7,.

Si R es perfecto izquierdo, es claro que (¢)=(a). O

Teorema 4.10. Sea r un prerradical coestable. Si T es cohereditario, entonces T es cohereditario.

Demostracion. Como p(7) <X 7y por hipotesis 7 es cohereditario, por (2) de la Proposicion 3.2.7,
p(T) =7.Y como r es coestable, por el Teorema 4.8, p(7) <7 <7 = p(¥) = p(F). Por lo tanto T es
cohereditario. O
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Corolario 4.11. Sea r un prerradical coestable. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) F. es cohereditaria.
(b) T es cohereditario.
(c) 7 es un radical idempotente cohereditario.

Demostracion. (a)=(b) Como Fr = F, es cohereditaria y 7 radical, por la Proposicién 3.2.1, 7 es
cohereditario.

(b)=-(c) Supongamos que 7 es cohereditario. Como r es coestable, por (2) del Teorema 4.8, 7
es coestable. Luego, por (3) de la Proposicion 4.2.1, 7 es idempotente.

(¢)=(a) Como 7 es un radical idempotente cohereditario, entonces por la Proposicion 3.2.1,
Fr = F&= es hereditaria. O

72



Capitulo 5

Operaciones entre prerradicales

5.1. Interseccién y producto de prerradicales

Proposicion 5.1.1. Sea {r;};c; una familia de prerradicales y sea r(M) = ﬂ ri(M) para todo
iel
M € R-Mod. Entonces:

(1) r es prerradical.
iel iel
(8) Si cada r; es radical, entonces r es radical.

(4) Si cada r; es hereditario, entonces r es hereditario.
(5) n(r) = (\n(rs).
iel
(6) Si cada r; es estable, entonces r es estable.
(7) Si R es perfecto izquierdo y cada r; se coescinde, entonces r se coescinde.

Demostracion. (1) Sea M € R-Mod, como cada r; es prerradical se sigue que r;(M) < M para
cada i € I. Luego, r(M) = ﬂri(M) <M.
iel
Sea f: M ——= N un morfismo de modulos. Como cada r; es prerradical se sigue que

f(ri(M)) <r;(N) paracadai € I. Luego, f(r(M)) = f (m ri(M)) < ﬂf(rZ(M)) < ﬂri(N) =

iel iel iel

r(N).

(2) T = 077’1: Sea M € 7,, entonces M = r(M) = er(M) Luego, r;(M) = M para cada

il i€l
i €I, es decir, M € T,, para cada i € I. Por lo tanto M € ﬂ T:,. Ahora, sea M € ﬂ T, entonces
iel i€l
M € 7T,, para cada i € I, es decir, 7;(M) = M para cada i € I. Luego, (M) = ﬂn(M) =M, es
iel

decir, M € T,.

U Fr, CFr:Sea M € U Fr,, entonces existe ¢ € I tal que M € F,,, es decir, existe ¢ € I tal

i€l il
que 7;(M) = 0. Luego, r(M) = 0. Por lo tanto M € F,.
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(3) Sea M € R-Mod y definamos la siguiente funcion: f: M/r(M) —— H M/r;(M) tal que
iel

m+r(M)+—— (m +r;(M))icr - Es claro que f esta bien definida y es monomorfismo. Como

r es prerradical se sigue que f(r(M/r(M))) <r <H M/rz(M)> Pero por (2) de la Proposicion
iel

212y (2), r (H M/m-(M)> < [[r@1/r:i(p)) = 0. Luego, f(r(M/r(M))) = 0. Y como f es
i€l i€l

momomorfismo se sigue que r(M/r(M)) = 0. Por lo tanto r es radical.

(4) Supongamos que cada r; es hereditario y sean N, M € R-Mod tales que N < M, en-
tonces r;(N) = N N r;(M) para cada ¢ € I. Luego, r(N) = ﬂr,-(N) = m(N Nnri(M)) =

i€l iel
NN <ﬂ rl(M)> = NnNr(M), es decir, 7(N) = N Nr(M). Por lo tanto r es hereditario.
iel
(5) Sea M € R-Mod, entonces n(r)(M) = M Nr(E(M)) =M N <ﬂ n(E(M))) = ﬂ(Mﬁ
iel
ri(B(M))) = () n(ri) (M), es decir, n(r)(M) = () n(ri)(M). Luego, n(r) = (") n(r:).
iel iel iel

(6) Supongamos que cada r; es estable, entonces por (1) de la Proposicion 4.1.3, n(r;) es

estable para cada i € I. Luego, por (b) de la Proposicion 4.1.4, T, ,,) es cerrada bajo extensiones

el

esenciales para cada i € I. Pero por (5) y (2), Ty = ﬂ T(r) ¥ €n consecuencia Ty, es cerrada
iel
bajo extensiones esenciales. Entonces, por la Proposicion 4.1.4, n(r) es estable. Por lo tanto, por
(1) de la Proposicion 4.1.3, r es estable.
(7) r es hereditario: Se sigue de (4).
r es cohereditario: Como cada r; se coescinde y R es perfecto izquierdo, por (2) de la Pro-
posicion 3.2.2, 7T, es coestable para cada i € I. Afirmamos que 7, es coestable. En efecto,

sea 0 A P T 0 una presentaciéon proyectiva de T con T' € 7,.. Como
T, = ﬂ T, (por (2)) se sigue que T' € T, para cada i € I. Luego, P € T,, para cada i € I. Por
iel
lo tanto P € m T.., = Tr y en consecuencia 7, es coestable. Entonces por la Proposicion 3.2.3
iel
concluimos que r es cohereditario. O

Corolario 5.1. Sea r un prerradical. Entonces:
(1) ¥=ns, donde s corre a través de todos los radicales que contienen a .
(2) n(r) =nNt, donde t corre a través de todos los prerradicales hereditarios que contienen a r.

Demostracion. (1) Sea sigue de la Proposicion 5.1.1 y la Proposicion 2.1.6.
(2) Se sigue de la Proposicion 5.1.1 y la Proposicion 3.1.6. O

Definicion 5.2. Dados dos prerradicales r,s definimos el producto de r con s de la siguiente
manera:

(r-s)(M) =r(s(M)) para todo M € R-Mod.
Proposicion 5.1.2. Sean r,s dos prerradicales, entonces:

(1) r-s es un prerradical.

(2) 77"-527;07; yfrUfsgfr-s-
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(8) rNs=r-s=<rnNs.
(4) SirNs esidempotente, entonces r-s=s-r=rNSs.

Demostracion. (1) Sea M € R-Mod, entonces s(M) < M. Luego, (r-s)(M) =r(s(M)) <r(M) <
M, es decir, (r-s)(M) < M.

Sea f: M ——= N un morfismo de médulos. Como r y s son prerradicales es claro que
fr(s(M))) < r(f(s(M))). Ademas, como s es prerradical, entonces f(s(M)) < s(INV). Luego,
como r es prerradical, r(f(s(M))) < r(s(N)). Por lo tanto f(r(s(M))) < r(s(N)), es decir,
f((r-s)(M)) < (r-s)(N).

(2) Tr.s = TrNTs: Sea M € Ty.s, entonces r(s(M)) = (r-s)(M) = M. Como s(M) < M se sigue
que r(s(M)) < r(M). Luego, r(M) = M, es decir, M € T,. Ademés, como M = r(s(M)) < s(M) <
M, entonces s(M) = M. Luego, M € T;. Por lo tanto M € T,N7T;. Ahora, sea M € T,N7T, entonces
MeT,y MeT;, es decir, (M) =My s(M) = M. Luego, (r-s)(M) =r(s(M)) =r(M) =M.
Por lo tanto M € 7,.,.

FrUFs C Frs: Sea F € F,. U Fs, entonces F € F. o F' € F,. Si F € F,, entonces r(F) = 0.
Luego, (- 8)(F) = r(s(F)) < r(F) = 0, es decir, (r-s)(F) = 0. Si F € Fg, entonces s(F) = 0.
Luego, (r - s)(F) =r(s(F)) =r(0) =0, es decir, (r - s)(F) = 0. Por lo tanto F € F,.,.

(3) Es claro que - s < rNs. Veamos que 7N s < r-s. Por (2) y (2) de la Proposision 5.1.1,
Trs =T NTs = Trns = Trms- Luego, r0s < r-s.

(4) Supongamos que r N s es idempotente, entonces r Ns = r N s. Luego, por (3), r-s=s-r =
rns. O

Proposicion 5.1.3. Sean r,s € R-pr. Entonces:

(1) Sir es hereditario, entonces r-s=rnNs.

(2) Sir es idempotente y s es hereditario, entonces r - s es idempotente y r-s =7 8s.

(8) Sir ys son hereditarios, entoncesr-s=s-r=rNs es hereditario.

(4) Si s es hereditario, entonces 7§ =T7-5=T - s.

(5) Sir ys son estables (coestables, se escinden), entonces r - s también lo es.

Demostracion. (1) Sea M € R-Mod. Como s(M) < M y r es hereditario, entonces r(s(M)) =
s(M)Nr(M). Luego, r-s =rNs.

(2) r - s es idempotente: Sea M € R-Mod. Como 7(s(M)) < M y s es hereditario, se sigue que
s(r(s(M))) =r(s(M))Ns(M) =r(s(M)), es decir, (r-s)(M) =r(s(M)) € Ts. Luego,

(r-s)((r-s)(M)) = (r-s)(r(s(M)))

(s(r(s(M))))

(r(s(M)))

= r(s(M)) (va que r es idempotente)

(
= ()M,

r
r

Por lo tanto r - s es idempotente.

r-s=rNs: Como r-s es idempotente, por (3) de la Proposicion 5.1.2, r- s =7 N s.

(3) Supongamos que r y s son hereditarios, entonces por (4) de la Proposicion 5.1.1, r N s es
hereditario y en consecuencia idempotente. Luego, por (4) de la Proposicion 5.1.2, r-s = s-r = rNs.
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Veamos que 7 - s es hereditario. Sean M € R-Mod y N < M, entonces

(r-s)(N) = r(s(N))
= r(Nns(M))
= Nﬂs(M)ﬂr(M)
= Nn(snr)(M)
= NnN(s-r)(M)
N (r-s)(M).

Por lo tanto r - s es hereditario.

(4) Supongamos que s es hereditario, entonces s es idempotente y en consecuencia s = 5. Luego,
7.5 =T-s. Por otro lado, como 7 es idempotente, por (2) 7 -3 es idempotente. Ademés, por (2) de
la Proposicion 5.1.2, Trs =T+ NTz =T NTs = Tr.s = T#=5. Y como 7 -5 y T - s son idempotentes,
por (3) del Corolario 2.17 concluimos que 7 -5 =7 - s.

(5) Supongamos que r y s son estables y sea () € R-Mod inyectivo, entonces Q = r(Q) ® Ay

Q@ =s(Q) @ B. Luego, @ = 7(s(Q) & B) & A = r(s(Q)) ©1(B) & A, es decir, Q = (r-s5)(Q) & C
con C =r(B) @ A. Por lo tanto r - s es estable.
Los otros dos casos son analogos al primero. O

Proposicion 5.1.4. Sean r,s dos prerradicales. Entonces:
(1) Sir y s son radicales, entonces r - s es radical.
(2) Si s es radical, entonces 7-s=7-5=T"s.
(8) Sir ys son cohereditarios, entonces r - s es cohereditario.
(4) Sir se coescinde y s es cohereditario, entonces r-s = p(rnNs).
(5) Sir ys son cohereditarios y s es coestable, entonces r-s = p(rnNs).
(6) Sir ys son cohereditarios y coestables, r-s =s-r.
(7) Sir y s se coescinden, entonces r- s = s-1r se coescinde.
(8) Si R es conmutativo y tanto r como s son cohereditarios, entonces r-s=s-r.

Demostracion. (1) Supongamos que 7 y s son radicales. Sea M € R-Mod, entonces por el Lema
2.11 tenemos lo siguiente:

(r-s)(M/(r-s)(M)) = (r-s)(M/r(s(M)))
= r(s(M/r(s(M)))

r(s(M)/r(s(M))
= 0.

)

Por lo tanto r - s es radical.

(2) Supongamos que s es radical, entonces s = 8. Luego, 7- 5 =7 - s. Ademaés, por (1) tenemos
que 7 s es radical, y como r-s < 7-s, por (4) de la Proposicién 2.1.6, 7 - 3 < 7-s. Sean M € R-Mod y
N = (r-5)(M), como 7 s es radical, M/N € Fr = F,.s. Luego, r(s(M/N)) = (- 8)(M/N) =0
de donde s(M/N) € F, = F». Entonces (7-s)(M/N) =7(s(M/N)) = 0y por (4) de la Proposiciéon
2.1.1 concluimos que (7 - s)(M) < N = (7-8)(M). Por lo tanto 7- s < 7 s.

(3) Supongamos que r y s son cohereditarios, entonces por (1) de la Proposicion 3.2.4, (r
$) (M) =r(s(M)) =r(s(R)M) = r(R)s(R)M. Luego, por la Proposicion 3.2.5, r-s es cohereditario.

(4) Por (3) y (1) de la Proposicion 3.2.4 es suficiente demostrar que (r - s)(R) = (r N s)(R), es
decir, r(R)s(R) = r(R)Ns(R). Como siempre se da que 7(R)s(R) < r(R)Ns(R), sélo demostraremos
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que r(R) N s(R) < r(R)s(R). Sea xz € r(R) N s(R), entonces € r(R) y z € s(R). Como r
se coescinde, por (6) de la Proposiciéon 3.2.4, z € r(R)z. Luego, z € r(R)s(R). Por lo tanto
r(R)s(R) = r(R) N s(R).

(5) Supongamos que s es coestable. Como R es libre y todo libre es proyectivo tenemos que
R = s(R) @ K. Luego, 7(R) N s(R) = r(s(R) ® K)Ns(R) = (r(s(R)) & r(K))Ns(R) = (r(K)N
s(R)) ® r(s(R)). Como K Ns(R) =0y r(K) < K se sigue que r(K) N s(R) = 0. Por lo tanto
r(R)Ns(R) =r(s(R)).

(6) Se sigue de (5).

(7) Por (4) se sigue que - s = s-r. Y por (3) y (3) de la Proposicion 5.1.3, r - s se coescinde.

(8) Supongamos que R es conmutativo y que r y s son cohereditarios. Entonces por (1) de la
Proposicion 3.2.4, (r-s)(R) = r(s(R)) =r(R)s(R) = s(R)r(R) = s(r(R)) = (s-7)(R). Sea M € R-
Mod, entonces por (3) y (1) de la Proposicion 3.2.4, (r-s)(M) = (r- s)(R)M = (s-r)(R)M =
(s-r)(M). Porlo tanto r-s = s - r. O

Proposicion 5.1.5. Sean r,s dos prerradicales. Entonces:
(1) Sir es cohereditario, entonces p(r-s) = p(r) - p(s) =r- p(s).
(2) Si s(r) es proyectivo, entonces p(r-s) = p(r) - p(s).

Demostracion. (1) Supongamos que r es cohereditario, entonces para todo M € R-Mod se cum-
ple lo siguiente: p(r - s)(M) = (r- s)(R)M = r(s(R)M = r(R)s(R)M, (p(r) - p(s))(M)
p(r)(p(s)(M)) = p(r)(s(R)M) = r(R)s(R)M y (r - p(s))(M) = r(p(s)(M)) = r(s(R)M)
r(R)s(R)M. Por lo tanto p(r - s) = p(r) - p(s) =1 - p(s).

(2) Supongamos que s(r) es proyectivo, entonces por (3) de la Proposiciéon 2.1.3, r(s(R)) =
r(R)s(R). Sea M € R-Mod, entonces

p(r-s)(M) = (r-s)(R)M

Por lo tanto p(r - s) = p(r) - p(s). O

Demostracion. (1) Supongamos que r es cohereditario, entonces para todo M € R-Mod se cum-
ple lo siguiente: p(r - s)(M) = (r - s)(R)M = r(s(R)M = r(R)s(R)M, (p(r) - p(s))(M)
o) (p(5)(M)) = p(r)(s(RIM) = r(R)s(R)M y (r - p(s)(M) = r(p(s)(M)) = r(s(R)M) =
r(R)s(R)M. Por lo tanto p(r - s) = p(r) - p(s) =1 - p(s).

(2) Supongamos que s(r) es proyectivo, entonces por (3) de la Proposicion 2.1.3, r(s(R)) =
r(R)s(R). Sea M € R-Mod, entonces

p(r-s)(M) = (r-s)(R)M

Por lo tanto p(r - s) = p(r) - p(s). O
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Definicion 5.3. Sea r un prerradical. Para todo nimero ordinal o > 1 definimos el prerradical
r® como sigue: vt =r; rotl = .o pe = ﬂ rB, st v es limite.
1<p<a

Observacion 5.4. Sea r un prerradical, entonces existe un menor nimero ordinal 3 tal que r® =
r% para todo Kk > .

Demostracion. Es claro ya que de no ser asi tendriamos tantos intersectandos como niimeros or-
dinales. O

Observacion 5.5. Sir es un prerradical, entonces 7 =< r® para todo nimero ordinal c.

Demostracion. Supongamos que la propiedad es cierta para todo vy < a.
Si a = 1 terminamos.
Si a es un ordinal sucesor, entonces o = v + 1. Luego,

7o = Pl

I TA
<
<
)

Si «a es un ordinal limite, entonces

PN
D)
3

S

O

Proposiciéon 5.1.6. Si r es un prerradical, entonces ¥ = 18 con 8 el menor nimero ordinal tal
que % = 1% para todo Kk > B.

Demostracion. Sea s = r? con B el menor namero ordinal tal que r® = r* para todo k > f.
Entonces para todo M € R-Mod, s(M) = r#(M) > 7#(M) = 7(M). Luego, s > 7. Por tltimo,
como s(M) = r#(M), entonces r(s(M)) = r(r?(M)) = r - r#(M) = r8tY(M) = s(M). Luego,
T >s. O

Definicion 5.6.

(1) Sea I un ideal izquierdo de R. Para todo mimero ordinal o definimos: *I = I, *H1 [ =1T.2]
el = ﬂ BI, si a es limite.
1<8<a

(2) Sea I es un ideal derecho de R. Para todo nimero ordinal o definimos: I' = I, [*Tt =T« .]
el® = ﬂ 1%, si « es limite.
1<8<a

Observacion 5.7. Sea I un ideal izquierdo de R, entonces existe un menor nimero ordinal 5 tal
que 1% = I* para todo Kk > f3.
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Demostracion. Es claro ya que de no ser asi habria tantos intersectandos como niimeros ordinales.
O

Proposicion 5.1.7. Sea I un ideal bilateral de R y sea v su radical cohereditario asociado. Enton-
ces r(R) = °I para todo mimero ordinal o > 1. En particular, 7(R) =PI con 8 el menor mimero
ordinal tal que I° = I* para todo r > .

Demostracion. Supongamos que la propiedad es cierta para todo v < a.
Si a = 1 terminamos.
Si « es sucesor, entonces o = v + 1. Luego,

r*(R) = r"TYR)
(r-r")(R)
= r(r(R))
r(°1)
I1-71
— tlg

= “I

Si « es limite, entonces r*(R) = ﬂ r?(R) = ﬂ Pr=oj.
1<8<a 1<8<a
Por tltimo, por la Proposicién 5.1.6, 7(R) = I con 3 el menor ntimero ordinal tal que I? = I*
para todo k > (. O

5.2. Suma y coproducto de prerradicales

Proposicion 5.2.1. Sea {r;}icr una familia de prerradicales y sea r(M) = ZTZ(M) para todo
el
M € R-Mod. Entones:

(1) r es prerradical.

el el

(8) Si cada r; es idempotente, entonces r es idempotente.

(4) Si cada r; es cohereditario, entonces r es cohereditario.

(5) p(r) =" p(ri).
icl
(6) Si R es perfecto izquierdo y cada r; es coestable, entonces r es coestable.

(7) Si cada r; se coescinde, entonces r se coescinde.

Demostracion. (1) Sea M € R-Mod, como cada r; es prerradical se sigue que r;(M) < M para
cada ¢ € I. Luego, r(M) = qu(M) < M.
icl
Sea f: M ——= N un morfismo de modulos. Como cada r; es prerradical se sigue que

fri(M)) < ri(N) para cada i € I. Luego, f(r(M) = f(Zn(M)) = Zf(rz(M)) <
icl icl
Z?‘l(N) = T(N)
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(2) Fr = n]-'m: Sea M € F,, entonces 0 = (M) = ZH(M) Luego, r;(M) = 0 para cada

el el
1 € I. Entonces M € F,, para cada ¢ € I, es decir, M € ﬂ Fr,. Ahora, sea M € ﬂ F.,, entonces
iel iel
M € F,, para cada i € I. Luego, r;(M) = 0 para cada ¢ € I. Por lo tanto r(M) = ZM(M) =0,

i€l

es decir, M € F,.

U T, €Ty Sea M € U T.., entonces existe i € I tal que M € 7,., es decir, existe ¢ € I tal

il iel
que r;(M) = M. Por lo tanto (M) = ZTZ(M) = M, es decir, M € 7,.

iel

(3) Supongamos que cada r; es idempotente y sea M € R-Mod. Entonces r;(M) = r;(r;(M))

para cada i € I. Luego, r(M) = Zn(M) = Zn(n(M)) < ZTZ(T(M)) = r(r(M)). Por lo
iel iel iel

tanto (M) = r(r(M)) y en consecuencia r es idempotente.

(4) Supongamos que cada r; es cohereditario. Sean M, N € R-Mod tales que N < M. Entonces

ri(M/N) = (r;(M) + N)/N para cada i € I. Luego, r(M/N) = Zrl(M/N) = Z(’I‘Z(M) +
i€l iel
N)/N = (Z ri(M) + N> /N = (r(M)+ N)/N. Por lo tanto r es cohereditario.
il

(5) Sea M € R-Mod, entonces p(r)(M) = r(R)M = (Z?ﬂR))M = Zri(R)M =
> p(ri)(M).
i€l

(6) Sin perdida de generalidad podemos suponer que cada r; es un radical cohereditario. En-
tonces, por (4) r es un radical cohereditario. Veamos que F,. es cerrada bajo cubiertas. Sean

M,N € R-Mod tales que N < M y M/N € F,. Por (2), F, = ﬂ F.;, entonces M/N € F,, para
iel
cada ¢ € I. Como cada r; es coestable, por el Teorema 4.9, F,., es cerrada bajo cubiertas para cada
1 € I. Luego, M € F,, para cada ¢ € I. Por lo tanto M € F, y en consecuencia F, es cerrada bajo
cubiertas. Y como R es perfecto izquierdo, por el Teorema 4.9, r es coestable.
(7) Es claro. O

Corolario 5.8. Sea r un prerradical. Entonces
(1) T =nNs, donde s corre a través de todos los prerradicales idempotentes contenidos en r.
(2) p(r)=>_t, donde t corre a través de todos los radicales cohereditarios contenidos en r.

Demostracion. (1) Sea sigue de la Proposicion 5.2.1 y la Proposicion 2.1.5.
(2) Sea sigue de la Proposicion 5.2.1 y la Proposicion 3.2.7. O

Definicion 5.9. Sean r,s dos prerradicales. Definimos el coproducto de v con s como sigue:
(r:s)(M)/r(M) =s(M/r(M)) para todo M € R-Mod.
Proposicion 5.2.2. Sean r,s dos prerradicales. Entonces:
(1) r: s es prerradical.

(2) fr:s:frﬂfs yﬁuﬁgﬁs

—

(8) r+s=3r:s=r-+s.
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(4) Sir+ s es radical, entoncesr+s=r:s=s:7T.

Demostracion. (1) Sea M € R-Mod, entonces tenemos que (r : s)(M)/r(M) = s(M/r(M)) <
M/r(M). Luego, (r: s)(M) < M.

Sea f: M ——= N un morfismo, entonces tenemos el morfismo f : M/r(M) ——= N/r(N) .

Como s es prerradical se sigue que f(s (M/r( ) < s(N/r(N)) = (r : s)(N)/r(N). Pero

fs(M/r(M ))) = f((r:s)(M)/r(M)) = f((r : s)(M))/r(N). Entonces, f((r : s)(M))/r(N) <
(r:s)(N)/r(N). Por lo tanto f((r: s)(M)) < ( s)(N).

(2) Es claro.

(3) r+s <X r:s Sea M € R-Mod y sea m.: M ——= M/r(M) el epimorfismo natural.
Como s es prerradical se sigue que 7,.(s(M)) < s(M/r(M)) = (r : s)(M)/r(M). Pero m,.(s(M)) =
Es(M))(—E—\;%M))/r(M) Por lo tanto (s(M)+r(M))/r(M) < (r: s)(M)/r(M). Luego, s(M)+r(M) <

.r : s j'r/Jr\s: Por (2) y (2) de la Proposiciéon 5.2.1, F,.s = ]-'r/_; Luego, 7: s <7+ s.

(4) Supongamos que r + s es radical, entonces r + s =1 r+ s, y por (3) concluimos que r + s =
TIS=5:T. O

Proposicion 5.2.3. Sean r,s dos prerradicales. Entonces:

(1) Sis es cohereditario, entonces r:s=r+s.

—

(2) Sir es cohereditario y s es radical, entonces v : s es radical yr:s=r+s.

(8) Sir y s son cohereditarios, entonces r:s=r+s=s:7.

~

(4) Sir es cohereditario, entonces ¥ : 8 =T:8=r:3.
(5) Sir ys son estables (coestables, se escinden), entonces r : s también.

Demostracion. (1) Supongamos que s es cohereditario y sea M € R-Mod. Como r(M) <
tenemos lo siguiente: (r(M)+s(M))/r(M) = s(M/r(M)) = (r : s)(M)/r(M). Luego, (r+s)(M)
r(M)+ s(M) = (r:s)(M).

(2) Anéalogo a (2) de la Proposicion 5.1.3.

(3) Supongamos que 7 y s son cohereditarios, entonces por la Proposicion 5.2.1, r + s es cohe-
reditario y por tanto radical. Luego, por (4) de la Proposicion 5.2.2, r: s=r+s=s:7.

(4) Supongamos que 7 es cohereditario, entonces r es radical y en consecuencia r = 7. Luego,
7 : 5 =r:35 Por otro lado, como § es radical, por (2), r : § es radical. Ademas, por (2) de la

Proposicion 5.2.2, F.5 = F, ﬂ]—'g = F, n}'s = Fp.s = Frs. Y como 7 : 5y 7: 5 son radicales,
por el Corolario 2.17, r : §=17: s.
(5) Analogo a (5) de la Proposicién 5.1.3. O

M
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Conclusion

En el Capitulo 2 se defini6 un orden parcial en la clase R-pr y en el Capitulo 3 se demostro

que dada una familia de prerradicales {r;};cs, entonces ﬂ iy Zri son prerradicales. Luego,
iel iel
podemos decir que R-pr es una gran reticula completa donde /\ ri = ﬂ Ty \/ i = Z T
il icl il icl

En el Capitulo 2 se introduce el concepto de prerradical idempotente y radical. También se dan
algunas relaciones entre estos prerradicales y sus teorias de torsion y libres de torsiéon asignadas.
Posteriormente, dado un prerradical r se definieron los prerradicales 7,7, n(r), p(r) y se establecen
relaciones entre estos. Sin embargo, atn queda por resolver la siguiente pregunta: ; Cuédndo todo
prerradical idempotente es radical? Lo cual es equivalente a preguntarnos jcuando toda clase de
pretorsion es libre de pretorsion?

En conclusion, en este trabajo se presentan algunos resultados basicos de la teoria de prerradi-
cales sobre un anillo asociativo con 1 # 0 que nos serviran de punto de partida para el estudio de
las siguientes preguntas:

1. ;Cuéando todo prerradical idempotente es radical?

2. ;Cuando la reticula R-pr es un conjunto?
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