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Introduccion

En este trabajo se estudia y trabaja con un proceso estocdstico en tiempo continuo y espacio de
estados discreto, el cual, ademds de su importancia tedrica, tiene un papel importante en el estudio
de una gran nimero de fenémenos aleatorios. A tal proceso se le conoce como Proceso Poisson.

El proceso Poisson es un proceso puntual importante con un rol equivalente al de la distribucién
normal en estadistica, se le considera el proceso mds aleatorio y da una buena descripcién de
muchos procesos de la vida real, como por ejemplo: a) las llamadas telefénicas que llegan a una
central; b) arribos de clientes para un servicio; ¢) nimero de accidentes en un cierto lugar, etc.

Asi, el proceso de Poisson puede sonar un tema complicado, tal vez muchos lectores ni siquiera
conocen el nombre. Aunque sea desconocido para muchos, el proceso Poisson es un proceso que
se puede encontrar en las diferentes actividades diarias que se realizan, ir al médico, ingresar a una
tienda, llegar a un estacionamiento, llegar a un cajero, etc.

A continuacién se da a conocer de manera detallada el presente trabajo.

Hay un negocio dedicado a la venta de abarrotes ubicado en un pequefio barrio en el estado
de Tlaxcala, este negocio se inicio aproximadamente en el afio 2015, con el paso del tiempo,
el negocio funcion6é de manera espectacular, conforme el negocio crecia, los clientes solicitaban
mas y mds productos que ya no estaban incluidos en el apartado de los abarrotes, productos de
papeleria, semillas, chiles secos, alimento para ganado, inlcusive herramientas como martillos,
taladros y mas, asi que los duefios decidieron crear un apartado dentro del mismo establecimiento
que fuera exclusivamente productos de ferreteria, dicho apartado se cred en el afio 2019, y esta
decision fué todo un éxito pues hoy en dia el nimero de personas que asiste a comprar productos
de ferreteria es casi igual al nimero de personas que asiste a comprar productos de la tienda.

Lo interesante es que a pesar de la situacion por la que se atraviesa a nivel mundial por el tema
de la pandemia, esto no fue motivo para qué el apartado de ferreteria tuviera afecciones, pues los
ingresos en este apartado ya igualan y en algunos casos superan a los ingresos del apartado de la
tienda.



2 Indice general

Se decidio realizar el siguiente trabajo, para analizar el nimero de clientes que llegan a cada
apartado y el comportamiento que tienen, todo esto mediante un registro de las llegadas a cada
apartado.

Para lograr el anélisis acertado, esta tesis se encuentra estructurada como sigue:

En el Capitulo 1 se abordaran las herramientas de probabilidad necesarias en este trabajo, tales
como: definiciones, teoremas y algunos ejemplos que ayudardn comprender mejor los conceptos,
también se mencionan las principales distribuciones de probabilidad discretas y continuas, pues se
utilizardn para adecuar la informacion registrada.

En el Capitulo 2 se revisardn y estudiaran la parte correspondiente a la teoria de procesos esto-
césticos entre la cual se encuentran los procesos de conteo y en especial el proceso de Poisson, las
propiedades que tienen y al igual que en el Capitulo 1 se muestran algunos ejemplos que son de
ayuda para comprender mejor un proceso contador.

Y en el Capitulo 3 se muestran los registros de llegada de los clientes, y se aplican las defini-
ciones y conceptos vistos en los capitulos 1 y 2 para finalmente realizar un analisis en base a la
informacién recabada.

Al final de los capitulos se afaden las conclusiones obtenidas en la aplicacion, y algunas suge-
rencias que pueden ser de gran ayuda y ventaja para los duefios del establecimiento.



Capitulo 1

Conceptos basicos de probabilidad

El desarrollo de este capitulo presenta los conceptos bdsicos de la teoria de probabilidad, asi
como también, una pequeia descripcion de temas que son importantes para definir los conceptos
basicos. Se inicia con la definicion de una variable aleatoria y se desarrolla hasta aterrizar con las
distribuciones que serdn de gran utilidad.

1.1. Conceptos de probabilidad

Para empezar, se puede definir a la probabilidad como el calculo asociado a un evento o suceso
aleatorio, esta definicién engloba un mundo de definiciones y conceptos que son de gran impor-
tancia para el desarrollo de la tesis, por consiguiente definimos a continuacion.

Definicion 1.1.1 Un conjunto es una coleccion de elementos que comparten una misma propie-

dad.

Por ejemplo, el conjunto de las abejas meliferas, donde la caracteristica que comparten es la de
producir miel.

Definicion 1.1.2 El espacio muestral () es el conjunto de todos los resultados posibles que pueden
suceder en un experimento aleatorio e.

Donde un experimento aleatorio se entiende como aquel experimento que admite repeticion
bajo las mismas condiciones pero que al realizarlo no se puede precisar que resultado va a ocurrir.

3



4 Capitulo 1. Conceptos bdsicos de probabilidad

Nota: Dado que el espacio muestral ) puede ser un conjunto, entonces se tiene que es finito,
infinito y numerable o infinito y no numerable.

Si algtin subconjunto A C €2 ha ocurrido, se le llamara evento o suceso.

Definicion 1.1.3 Sea F la coleccion de subconjuntos del espacio muestral ) asociado a un expe-
rimento aleatorio, decimos que F' es una o -dlgebra si:

0,Q¢ F.

SiAe F= A e F.

» Si A, Bsoneventosy A, B € F, entonces AU B € F.

Sea A1, Ay, Az, ..., A, ... una coleccion numerable de eventos en F, entonces

G A, € F. (1.1)
m=1

Para ilustrar el concepto de o-dlgebra, se tiene el siguiente ejemplo, F' = {(), 2}, el lector puede
verificar que F' es una o-dlgebra.

Por consiguiente, se especifica que (€2, F') es un espacio de medida, donde €2 es el conjunto de
todos los resultados posibles y F' es la o-dlgebra de los subconjuntos de €.

Definicion 1.1.4 Sea € un experimento aleatorio y ) un espacio muestral asociado con €. Para
cada evento A asignamos un niimero real designado como P(A) y denominado probabilidad de
A, el cual cumple lo siguiente:

» 0< P(A) < L
» P(Q) =1

w Si Ay, As, ..., A, ... son eventos mutuamente excluyentes dos a dos, entonces:

P (G AZ-) = iP(Ai). (1.2)

Definicion 1.1.5 A la terna (), F, P), formada por el espacio muestral, la o -dlgebra y la medida
de probabilidad se le llama espacio de probabilidad.

4



Capitulo 1. Conceptos bdsicos de probabilidad 5

1.2. Variables aleatorias

En esta seccién se considera a (€2, F, P) un espacio de probabilidad base, donde 2 es el espa-
cio muestral asociado a un experimento aleatorio e, esto es, el conjunto que contiene a todos los
posibles resultados del experimento aleatorio, y ademds se conoce que {2 puede ser un conjunto
finito, infinito y numerable o un conjunto infinito y no numerable; y los posibles resultados del
experimento no necesariamente son numéricos. La componente F' es la o-dlgebra de eventos la
cual nos asegura que a todo elemento de F’' siempre es posible asignarle una medida de probabili-
dad y la componente P es llamada la funcién de probabilidad que permite asignar la probabilidad
correspondiente a cualquier evento A.

Definicion 1.2.1 Sea € un experimento aleatorio y 2 el espacio muestral asociado al experimento.
Se dice que X es una variable aleatoria si asigna un niimero X (s) a cada uno de los elementos
s € (), es decir, una variable aleatoria es una funcion que asigna valores reales y que estd definida
sobre el espacio muestral (), esto es:

X:Q—R

s X(s) = (13)

Definicion 1.2.2 Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad base. Sea X : Q0 — R una variable
aleatoria.

Se dice que X es una variable aleatoria discreta si su recorrido Rx es finito o infinito y nu-
merable, es decir, Rx = {x1, 29, 3,...,2N, ...} y ademds, para todo posible resultado ©; € Rx
siempre es posible asignar un niimero real p(x;) = p(X = x;) tal que:

L. p(z;) >0, Vz; € Ry.

2. Zp(xz) =1

A p(z;) se le llama la funcién de probabilidad puntual (fdpp) y a (x;, P(z;)) se le llama la
distribucién de probabilidad de X.

Definicion 1.2.3 Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad base. Sea X : Q0 — R una variable
aleatoria. Se dice que X es una variable aleatoria continua si su recorrido Ry es infinito y no nu-
merable, es decir, Ry = (—00,0), (a,b), [a,b),[a, b] y ademds, existe una funcién f(x) llamada
funcion de densidad continua, que cumple:
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1. f(x) >0, Vz€ Ry.

2. f(z)dz = 1.

Rx

3.P(a<X<b):P(a:X<b):P(a<X:b):P(a:X:b):/bf(a:)daz.

A f(z) también se le llama funcién de densidad de probabilidad (fdp).

Definicion 1.2.4 Sea X : 0 — R una variable aleatoria (discreta o continua), se define a la
funcion de distribucion (acumulativa) de X denotada con F(x), de la siguiente forma:

Fz)=P(X <z)= Zp(xi), (Xdiscreta),

(1.4)

F(x):/_x ft)dt, (Xcontinua).

Con las definiciones descritas arriba es importante hablar de algunas caracteristicas importantes
de una variable aleatoria, se conocen como la esperanza matemética y la varianza.

Definicion 1.2.5 Sea X : Q@ — R una variable aleatoria discreta con fdpp p(x;) y recorrido
Ry = {x1,%9, 3,74, ..., 2N, ...}, se define la esperanza matemdtica de X denotada con E[X]
como: . .
E[X] = ZkP(k), siempre que Z | k| P(k) < oc. (1.5)
k=0

k=0

Definicion 1.2.6 Sea X : Q0 — R una variable aleatoria continua con fdp f(z) y recorrido
Rx = (—o00, ), la esperanza matemdtica de X se denota con E[X] y se define como:

E[X] = /OO xf(z)dx,  siempre que /OO | z | f(z)dx < 0. (1.6)

Definicion 1.2.7 Sea X : Q@ — R una variable aleatoria ya sea discreta o continua. La varianza
de X se denota con Var[X] o V[X] y existe siempre que exista el segundo momento, se define
como:

V[X] = B[(X - E[X])*] > 0. (1.7)

6



Capitulo 1. Conceptos bdsicos de probabilidad 7

Propiedad 1.2.8 Sea X : 0 — R una variable aleatoria (discreta o continua), se cumple lo
siguiente:
VIX] = E[X*] = (E[X])" (1.8)
Demostracién:
V[X] = B[(X — E[X])?]
= E[X? - 2XE[X] + (E[X])?]
= E[X?] - 2E[X]E[X] + (E[X])*
= E[X? - (E[X])*.1
Para mas detalles de la esperanza matematica y la varianza se puede consultar [9] y [5]; en-

seguida se revisan algunas distribuciones que serdn importantes para el desarrollo del presente
trabajo.

1.3. Distribuciones de probabilidad

Dada una variable aleatoria X es de importancia determinar que distribucion tiene; en esta sec-
cidn se presentan algunas distribuciones discretas y continuas estudiadas en los cursos de probabi-
lidad.

1.3.1. Distribucion Bernoulli

Sea € el experimento aleatorio cuyo resultado se clasifica tinicamente como éxito o fracaso,
y sea X una variable aleatoria, donde es igual a 1 si el resultado del experimento es un éxito, y
0 si el resultado del experimento es un fracaso; la probabilidad de éxito se denota como p y la
probabilidad de fracaso se denota como ¢, donde g = 1 — py también 0 < p < 1.

Definicion 1.3.1 Sea X : Q@ — R una variable aleatoria discreta, se dice que X ~ Ber(p), X
tiene distribucion Bernoulli si:

p(:c)—{q b, paraz =1, | (1.9)



8 Capitulo 1. Conceptos bdsicos de probabilidad

Con 0 < p <1 la probabilidad de éxito.

Propiedad 1.3.2 Sea X : Q@ — R una variable aleatoria, X ~ Ber(p), se cumple:

1. E[X] = p.
2. V[X] = pq.
Demostracion:

Para la propiedad 1) se utiliza la definicioén de esperanza matematica, esto es:

[\

EX]=) kP(k)=1-p+0-qg=pH

k=1

Para la propiedad 2) se utiliza la definicién de varianza, para luego calcular el segundo momento.

[

E[X? =) kPk)=1"-p+0*-g=pM

k=1

Por definicion,
VIX]=E[X’] - (EX])*=p—p’=p—p-p=p-(1—p)=pg M

1.3.2. Distribucion Binomial

Definicion 1.3.3 Sea X : Q) — R una variable aleatoria discreta, se dice que X ~ Bin(n, p), si
X representa el niimero de éxitos que ocurren en n realizaciones independientes de un experimento
aleatorio € donde solo puede ocurrir un éxito o fracaso, y ademds, su funcion de probabilidad
puntual estd dada por:

P(z) = (n) p* " ©=1{0,1,2,3,...,n} y0<p<1 (1.10)
x
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X representa el ndmero de éxitos en n repeticiones independientes del experimento, es decir,
son n ensayos Bernoulli, y ademds si n es pequeiia, los términos individuales de la distribucién
binomial son relativamente sencillos de calcular, caso contrario a que si n es muy grande.

Propiedad 1.3.4 Sea X : QQ — R una variable aleatoria, X ~ Bin(n,p), se cumple:

1. E[X] = np.
2. VIX] = npq.
Con lo ya definido se resumen 3 puntos importantes para la distribucién binomial:

1. Para cada prueba se tiene tinicamente dos posibles resultados, que se conocen como éxito y
fracaso.

2. El resultado de cada prueba realizada es independiente del resultado de otras pruebas, y la
probabilidad de éxito no cambia de una prueba a otra realizadas de manera disjunta.

3. Para esta distribucion la importancia recae en el niimero de éxitos que ocurren y no el orden
en que suceden.

1.3.3. Distribucién Poisson
Esta distribucion es de importancia en el presente trabajo, se describira su distribucion.

Definicion 1.3.5 Sea X : Q@ — R una variable aleatoria discreta, se dice que X ~ Poisson(\)
Si:
)\Z‘

xT.

Propiedad 1.3.6 Sea X : Q0 — R una variable aleatoria tal que X ~ Poisson()), entonces se

cumple:
L. E[X] =\
2.VIX] =\

Esta distribucion es la inica que posee la caracteristica de que su media y su varianza sea la
misma, \ . Ademds, se interpreta como el nimero de ocurrencias (éxitos) en una unidad unitaria

9



10 Capitulo 1. Conceptos bdsicos de probabilidad

de medida, esta unidad puede ser en términos de tiempo, volumen, espacio, etc., para este trabajo
la unidad de medida ser4 el tiempo.

Existe una manera en que se relacionan la distribucién binomial con la distribucién Poisson,
también, se puede afirmar que la distribucion de Poisson aproxima a la distribucién binomial cuan-
do se cumplen ciertas especificaciones.

Teorema 1.3.7 Sea X ~ Bin(n,p), cuando n — oo, p — 0 tal que np — A, entonces:

lim P(X =k) = —"— k=01, 2,.. (1.12)

Demostracion:

De la funcién de probabilidad puntual de la binomial se tiene que

|
P(X = — (M k n—k _ n. k _n—

_ n(n—1)(n —Z')(n —k+ 1)pkq

k

n—k

A
Sea np = A, despejando p se obtiene, p = —, ademds, como ¢ = 1 — p, se sigue que ¢ =
n

A - A
122"

n n
cuando n — oo se llega a que:

, de esta forma, sustituyendo p en ¢ en la ultima igualdad,y tomando el limite

Jim P(X =k) =
[0 (- (2050 0-2)
e M\
T

Esto debido a que n — oo tal que np = A permanece constante, también p — 0 cuando

) 1Y .
n — oo de no ser asi, np no permaneceria constante; y los términos de la forma ( 1 — — | tienden
n

n
a 1 cuando n tiende a infinito, y por definicién del nimero e, (1 — —) tiende a e~ A\, cuando n
n

tiende a infinito, por lo tanto:

10



Capitulo 1. Conceptos bdsicos de probabilidad 11

K
lim P(X = k) = <2 m

Una manera simple de interpretar dicho teorema, es que se puede aproximar las probabilidades
de una distribucion binomial a través de una distribucién Poisson, siempre que n sea grande y p
sea pequefia y se cumpla que np = A.

La distribucién binomial tiene 2 parametros, n y p, mientras que en la distribucién de Poisson

solo se trabaja con 1 pardmetro A = np, a este pardmetro normalmente se le designa como la
intensidad de la distribucion.

1.3.4. Distribucion Uniforme

Definicion 1.3.8 Sea X : 0 — R una variable aleatoria continua, se dice que X ~ U(a,b), X
tiene distribucion uniforme si:

a<x<b a,beR,

1
f(x)z{ b—a’ (1.13)

0, otro caso.

Propiedad 1.3.9 Sea X : Q@ — R una variable aleatoria tal que X ~ U(a,b), entonces se

cumple:
1B = 40
2
(b—a)
2.V[X] =
[X] 1

1.3.5. Distribuciéon Exponencial

Definicion 1.3.10 Sea X : ) — R una variable aleatoria continua, X > 0, se dice que X ~
exp(A), X tiene distribucion exponencial si:

flz) = { AT, @20, (1.14)

0, otro caso.

Propiedad 1.3.11 Sea X : Q0 — R una variable aleatoria tal que X ~ exp()\), entonces se
cumple:

11



12 Capitulo 1. Conceptos bdsicos de probabilidad

>

Para las demostraciones de las propiedades de esperanza matemaética y de varianza de cada
distribucién se utiliza la definicidn correspondiente para el caso discreto o para el caso continuo, en
todos los casos se procede a calcular el primer y segundo momento de cada distribucién y después
aplicar la definicién de varianza, tal como se realiza para la Propiedad 1.3.2. de la distribucién
bernoulli y como se menciona en [5].

Una propiedad importante de la distribucién exponencial es la que se conoce como pérdida de
memoria, la cual se refiere a que la probabilidad de un evento no depende en absoluto de algun
otro evento ocurrido anteriormente, por ejemplo el tiempo de vida o funcionamiento de un articulo
o componente se puede modelar a través de la distribucion exponencial, la falta de memoria de
esta distribucion se puede entender que mientras el articulo o componente siga funcionando se le
considera como nuevo, esto es, no hay desgaste.

Propiedad 1.3.12 Sea X : 0 — R una variable aleatoria continua, tal que X ~ exp(N),
entonces para cualesquiera s,t > 0 con s,t € Rse cumple:

PX>s+t|X>1) = P(X > s). (1.15)

Demostracion: De la definicién de probabilidad condicinal, se tiene que

P(X>s+t,X >t ~Als+t)
PX>stt|x>0=2 P&+>’t) ):ee—xt —P(X >5)H

De acuerdo con [8], si pensamos en X como la vida util de algtin instrumento, entonces P(X >
s+t| X >1t) = P(X > s) establece que la probabilidad de que el instrumento viva al
menos s + ¢t horas, dado que ya sobrevivi6 ¢ horas, es la misma que la probabilidad inicial de que
viva durante al menos s horas. En otras palabras, si el instrumento sobrevive hasta el tiempo ¢,
entonces la distribucion del tiempo restante que sobreviva es la misma que la distribucién de vida
util original; esto quiere decir que el instrumento no recuerda que ya ha estado en uso durante un
tiempo .

Las distribuciones mencionadas son esenciales para el desarrollo del capitulo que comienza a
continuacion.

12



Capitulo 2

Procesos Estocasticos

En este capitulo se realiza una descripcion de términos que corresponden a la teoria de procesos
estocdsticos, en particular de una cadena de Markov. El desarrollo de dicho capitulo surge de la
necesidad de comprender lo que es un proceso estocdstico para después poder aplicarlo al problema
de interés.

2.1. Conceptos basicos de un proceso estocastico

Existe un factor en la vida cotidiana que tiene un impacto en todo lo que existe, el tiempo, para
el presente trabajo funcionard como el factor que sucede mientras que un sistema o fendmeno tiene
un comportamiento o evolucion aleatoria, para estudiar este tipo de sistemas se requiere de la teorfa
de procesos estocdsticos. Asi, que se inicia presentando los siguientes conceptos.

Definicion 2.1.1 Un proceso estocdstico es una sucesion de variables aleatorias {X (t) : t € T},
donde T’ es un conjunto de indices, a T se le denomina el tiempo y el rango comiin de las variables
aleatorias se le llama espacio de estados S.

De lo anterior se tiene que un proceso estocdstico se define como el producto del espacio para-
métrico 7'y el espacio muestral omega €2, esto es:

X:TxQ— 8.

Tal que a la pareja (f,w) se le asocia el estado X (¢,w), dicho de otra forma, un sistema o

13



14 Capitulo 2. Procesos Estocdsticos

fendmeno aleatorio puede estar en cualquiera de sus estados y al transcurrir el tiempo puede ir
de un estado a otro, entonces, X (¢) es el estado en el sistema respecto al tiempo ¢, y asi puede
modelarse el sistema para analizar su evolucion a lo largo del tiempo.

Sit e T ={0,1,2,...} sedice que el proceso es a tiempo discreto, mientras que si t € T =
[0, 00) el proceso serd llamado un proceso a tiempo continuo.

Una caracteristica muy particular es la probabilidad condicional de cualquier evento futuro es
independiente de los eventos pasados, es decir, cualquier evento sucedido anteriormente al evento
actual no afectard en absoluto al evento futuro, a esto se le conoce como la propiedad markoviana,
de forma explicita se tiene la siguiente:

Definicion 2.1.2 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo discreto que cumple
con lo siguiente:

P(Xn—l-l) = ZE(n+1) ‘ Xo = Xy, ,Xn = l’n) = P(X(n+l)) = x(n—f—l) | Xn = In) (21)

Donde {X,} es un proceso estocdstico que denota su valor en el tiempo n. En palabras un
poco mds simples, una cadena de Markov es un proceso estocéstico en donde la probabilidad
de ocurrencia de un evento depende solamente del evento anterior inmediato, esta propiedad se
le conoce como pérdida de memoria, pues no necesita recordar mds alla que el evento anterior
inmediato.

Definicion 2.1.3 Sea x,y € S, S un espacio de estados, se define la probabilidad de transicion
como:

Es decir, es la probabilidad de pasar del estado n al estado n + 1 en un paso.
De las definiciones mencionadas anteriormente veamos un ejemplo comun para interpretar lo
que es una cadena de Markov, este ejemplo incluye dos casos conocidos, las caminatas aleatorias

y la ruina del jugador.

Primero, las caminatas aleatorias son un proceso estocdstico a tiempo discreto donde X,, = ¢
denota el estado del proceso al tiempo 7, funcion de transicién de probabilidad dada por,

14



Capitulo 2. Procesos Estocdsticos 15

p, stj=1i+1,
P(X(n+1):j|Xn:i): q, Sij:i—l,
0, otro caso.

En donde p es la probabilidad de avanzar y ¢ es la probabilidad de retroceder.

Por ejemplo, en un volado, se tienen dos jugadores A y B, cada uno, apuesta una unidad mone-
taria, el jugador A gana el volado cuando ocurre dguila con probabilidad p y pierde cuando sale sol
con probabilidad ¢ = 1 — p, la manera correcta de describir el modelo es 1 si es dguila y cero si es
sol. Si el capital inicial del jugador A es @ € N unidades monetarias, se puede expresar el capital
del jugador A después de n volados como:

n

=1

Entonces, S, es una sucesion compuesta por el capital inicial mds la sumatoria de los resultados
obtenidos en cada volado. A S,, se le conoce como caminata aleatoria, se aclara también que cada
volado, es decir, cada X; es una variable aleatoria independiente pues el resultado de un volado
no depende en absoluto de algun otro y & es la cantidad monetaria ganada en cada evento, en este
Caso Cero y uno.

Segundo, sin pérdida de generalidad, pensemos en el tiempo en que después de n volados el
jugador llegue a un capital igual a cero. Retomando la descripcién del modelo para el jugador A,
el resultado es 1 si es dguila y -1 si es sol. El interés se centra en la probabilidad de que .S, sea
igual a cero; a esto se le conoce como la ruina del jugador.

Por ende las caminatas aleatorias y la ruina del jugador son dos ejemplos de procesos estocas-
ticos que en particular son cadenas de Markov, adicionalmente son ejemplos de procesos estocas-
ticos donde se analiza la evolucién de los volados a lo largo del tiempo, en el caso de la ruina del
jugador, hasta que el capital de jugador sea cero.

Un proceso estocdstico parece tener una definicidn hasta cierto punto compleja, pero en la vida
real no siempre es asi pues hay actividades cotidianas que se pueden modelar con un proceso
estocdstico, de manera mds sencilla, un proceso estocdstico es un proceso que no se puede predecir
pues se mueve al azar, un claro ejemplo puede ser la ocurrencia de sismos, el clima, etc.

15



16 Capitulo 2. Procesos Estocdsticos

2.2. Procesos de conteo

La importancia de mencionar los procesos de conteo es debido a que el conteo es una manera de
analizar la evolucion de un sistema en especifico a través del tiempo, l6gicamente la idea recae en
el hecho de contar el nimero de eventos que ocurren, ademas, los proceso de conteo nos ayudaran
en el siguiente capitulo a interpretar la informacién que nos interesa.

En el capitulo anterior se presento la distribucion de Poisson que se interpreta como el nimero
de éxitos que ocurren en un intervalo unitario de tiempo, espacio, volumen o cualquier otra medida.
Si X se distribuye Poisson con pardmetro A, es usual en probabilidad decir que X es una variable
contadora, esto es, cuenta el nimero de éxitos que ocurren en el intervalo de tiempo unitario.

Con esta idea de variable contadora se puede abordar el concepto de proceso contador, el cual
se define a continuacion.

Definicion 2.2.1 Un proceso contador N = {N(t);t > 0} es un proceso que representa el niimero
total de eventos que ocurren en el tiempo t.

Por ejemplo, suponga que N () es el nimero de automdviles que llega a un estacionamiento
en el tiempo ¢, entonces N = {N(t);t > 0} es un proceso contador; ya que éste determina el
nimero de eventos que ocurren en el tiempo ¢, en el cual el evento de ocurrencia es la llegada
de un automdvil al estacionamiento, este es un ejemplo de proceso contador, caso contrario a que
si N(t) fuera el nimero de automéviles que hay en el estacionamiento al tiempo ¢, note que la
diferencia se debe a que en un proceso contador nos interesa el nimero de eventos que ocurren al
tiempo ¢, y no el nimero de autos que se encuentran en el estacionamiento en el tiempo ¢.

Una pregunta interesante para el caso anterior seria, ; N(¢) incluye los automéviles que salen
del estacionamiento?, la respuesta es no, pues nuevamente el evento es que un automévil llegue al
estacionamiento, el hecho de que un automdvil salga del estacionamiento es un evento indepen-
diente que no tiene nada que ver con el evento de interés.

Con el ejemplo anterior se debe resaltar que un proceso contador cuenta con propiedades que

aunque parecen inmediatas, muchas veces no son tan visibles, las cuales se mencionan a continua-
cion:

Propiedad 2.2.2 Sea N = {N(t);t > 0} un proceso contador, entonces cumple con lo siguiente:

a) N(t) > 0.

b) N(t) es un entero.

16
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c) N(t) es no decreciente, es decir, para s < t, N(s) < N(t).

d) Para s < t, la cantidad N(t) < N(s) representa el niimero de eventos que ocurren en el
intervalo (s, t|.

Como el proceso contara el nimero de eventos ocurridos, es claro que no pueden ocurrir eventos
negativos ni mucho menos fraccionados. Ademads, en el ejemplo del nimero de automdviles que
llegan a un estacionamiento, supongamos que a las 10 hrs. del dia han llegado 10 automdviles, es
16gico que a la 11hrs. el nimero de automoéviles que han llegado es mayor que el nimero de los
que habian llegado a las 10, ademas, si restamos el total de los que llegaron a las 10 de los que
llegaron a las 11, tendremos el nimero total de los automdviles que llegaron en el intervalo de
(10,11].

Uno de los procesos contadores mads utilizados en la probabilidad y en otras ramas de la ciencia
es el proceso de Poisson debido a que en muchas situaciones modela la ocurrencia de eventos
durante una unidad de tiempo ¢, el cual es fijado de acuerdo a la finalidad del trabajo, a continuacién
se define lo que es un proceso de Poisson.

Definicion 2.2.3 Un Proceso de Poisson es un proceso contador N = {N(t);t > 0} con intensi-
dad \, \ > 0, si satisface las siguientes condiciones:

a) N(0) =0.

b) El proceso N tiene incrementos estacionarios e independientes.
c¢) P(N(t+h)—N(t)=1) = A+ o(h),Vt > 0.

d) P(N(t+h)—N(t) >1)=o0(h),Vt > 0.

Donde el término o(h) es el orden de h.

De manera mds precisa tenemos lo siguiente, una funcién f(x) es de orden o(h) si cumple:

lim m =0.
h—0 h

Como ejemplo de esto, esta la funcion f(z) = z3 es o(h), pues:

3
hmM = limh— =limh%? =0.
h—0 h h—0 h h—0

17



18 Capitulo 2. Procesos Estocdsticos

Hay que recordar que un proceso contador tiene incrementos estacionarios, si el nimero de
eventos que ocurren en el intervalo (s, s + t) tiene la misma distribucién para toda s y que es-
tos incrementos son independientes si el nimero de eventos que ocurren en intervalos de tiempo
disjuntos son independientes, como se menciona en [8].

En los incisos ¢) y d) se infiere que en un intervalo suficientemente pequefio (¢,t + ¢) no puede
ocurrir mds de un evento. Esto elimina la posibilidad de multiples eventos en un momento de
tiempo y la posibilidad de un nimero infinito de eventos en un intervalo finito. En otras palabras,
si NV es un proceso de Poisson, entonces en cualquier intervalo infinitesimal no puede ocurrir una
explosion.

Teorema 2.2.4 Para cualquier proceso contador N = {N(t);t > 0} que satisface las condicio-
nes de a) a d) mencionadas en la definicion anterior, el niimero de eventos en cualquier intervalo
de longitud t se distribuye Poisson con media \t. Esto es Vs, t > (0

-\t n
P(N(t+s)— N(s) =n) = # n=0,1,2,. 2.3)

Demostracion:

En esta demostracion nos extenderemos un poco, debido a que este resultado es una parte im-
portante de los proceso de Poisson, se utilizard la probabilidad condicional, funcién generadora de
probabilidad, todos estos términos fueron vistos a lo largo de las materias cursadas en donde se
estudio a detalle cada uno.

Supongamos que P,(t) = P(N(t) = n) es la probabilidad de que exactamente n eventos

ocurran hasta el tiempo ¢. Entonces escribimos la probabilidad de que no ocurra ningtin evento al
tiempo ¢ + h como:

Py(t+h) = P{N(t+h) =0} = P{N(t) = 0,N(t + h) — N(t) = 0}
— P{N(t) = 0} P{N(t + h) — N(t) = 0}

= Py(O)[1 — P{N(t+h) — N(t) = 1}] = By(t)[1 — M+ o(h)].

Noétese que se utiliza el hecho de que un proceso de Poisson tiene incrementos estacionarios e
independientes y también la condicién del inciso c), entonces se llega a lo siguiente:

Pyt +h) = Py(t)[1 — M+ o(h))].

18
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De la igualdad anterior, restamos P(t), dividimos entre & y luego aplicamos el limite cuando
h — 0, todo en ambos lados de la igualdad, tenemos

Pi(t+ h) = =APy(1). 2.4)
De manera similar para n > 1y usando las mismas condiciones tenemos que para P, (t)

P = —AP,(t) + A\P,_1(t). (2.5)

Ahora, sea P(z,t) la funcién generadora de probabilidad de nuestra N(t), (recordemos que
N (t) es el nimero de eventos ocurridos al tiempo t), definida como sigue:

= ZPn(t)z

Luego, calculamos la derivada parcial en ambos lados de la igualdad y sustituimos (2.4) y (2.5),
tenemos:

—P (z,1) ZP’ = —AiPn(t)z" + )\iPnl(t)z
n=0 n=0

= —)\P(z,t) + AzP(z,t) = Mz — 1) P(z2,t).

Si integramos en ambos lados de la igualdad, mds atdn, teniendo en cuenta que Py(0) = 1y
P,(0) = 0,n > 0, se tiene P(z,0) = 1, entonces ¢(z) = 0, donde ¢(z) es la constante que se
obtiene al realizar la integracion y aplicando propiedades de logaritmo obtenemos:

P(z,t) = METD,

La cual es la funcién generadora de probabilidad de una variable aleatoria Poisson con intensi-
dad \t, por lo tanto,
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También se hard notar que el proceso de Poisson juega un papel muy importante en el desarrollo
de este trabajo, donde los eventos corresponden al nimero de personas que llegan a un estableci-
miento en una unidad de tiempo.

Denotemos a 7;, como el tiempo transcurrido del evento n al evento n + 1, es decir, 7} es el
tiempo en que ocurre el primer evento de un proceso de Poisson, es interesante entonces, conocer
la distribucion que tiene 7,,, para esto, enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.5 Los tiempos de ocurrencia de un evento a otro, conocido también como tiempos

de arribo en un proceso de Poisson con intensidad )\, son variables aleatorias independientes e

1
idénticamente distribuidas exponencialmente con media Y

Demostracion:
Para la demostracion del teorema basta considerar el tiempo W; = 77 como el tiempo en que

ocurre el primer evento, entonces si se considera que exceda ¢, lo vemos como la probabilidad de
que no ocurra el primer evento, esto es:

P(Wy >t)=P(N(t) =0) = e,
Entonces la funcién de distribucién del tiempo de ocurrencia es
P(W1 < t) =1—eM,

Lo anterior nos indica que I/, es una variable aleatoria con distribucién exponencial y media

1 . ) )
X; sin embargo, faltaria analizar el caso de la ocurrencia de los demds eventos, pero esto no es

problema, pues, recordando la propiedad de falta de memoria de la distribucién exponencial que
se menciond en el capitulo anterior, se asegura que la distribucion es la misma para todos los
eventos de ocurrencia en la unidad de tiempo, con esto queda demostrado el teorema.ll

Ahora, denotemos a S,, como el tiempo de espera hasta que ocurre el n-ésimo evento, es decir,
es la suma de todo el tiempo transcurrido desde el primer evento hasta el evento n, esto se expresa
como

Sp = Z T;, paratodon > 1. (2.6)
i=1

20
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Del teorema anterior, se puede determinar la distribucion de S,,, para lo cual se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 2.2.6 Sea S, el tiempo de espera hasta que ocurre el n-ésimo evento, entonces, S, se
distribuye Gamma con pardmetros n, \.

Demostracion:

Este resultado no debe causar sorpresa pues se sabe que la suma de dos o mds variables aleato-
rias distribuidas exponencial se distribuye Gamma con pardmetros n;, A;, ¢ = 1,2, 3, ...,n donde
n representa el nimero de sumandos y A es el pardmetro de la distribucién exponencial, entonces
utilizando la funcién generadora de momentos, el hecho de que S,, es la suma de cada T; y el
teorema anterior, se tiene que:

-1
t
Sea T,, ~ exp(\), entonces Mr, (t) = (1 - X) , por consiguiente

Mz, (t) = My, 7,(t) = ﬁ (1 - 9 _1

t —n
Donde | 1 — X) corresponde a la funcion generadora de probabilidad de una variable que se

distribuye Gamma con pardmetros n,\; que es lo que se queria demostrar l

Una vez especificada la distribucién del tiempo de ocurrencia entre eventos y el tiempo de
espera, se prosigue a analizar la forma en que ocurren los eventos, es decir, como se comportan
los eventos que ocurren en el intervalo de tiempo (0, ¢], pues a ciencia cierta no se sabe en qué
momento ocurrird un evento, para esto se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 2.2.7 Dado que N(t) = n, sean T1,Ts, T3, ..., T, los tiempos de ocurrencia de los n
eventos, se dice que 'T,T5, T3, ...,'T}, tienen las mismas distribuciones que los estadisticos de or-
den que corresponden a n variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente en el
intervalo (0, t].

21



22 Capitulo 2. Procesos Estocdsticos

Demostracion:

Antes de comenzar con la prueba se considera primordial expresar con términos simples la
interpretacion de este teorema; dado que N(t) = n, es decir, que ya ocurrieron n eventos en el
tiempo ¢, se dice que los eventos ocurren de forma uniforme en el intervalo (0, ¢], esto debido a
que no sabemos en qué momento ocurre exactamente un evento. También se necesita obtener la
funcién de densidad condicional de 77, 15, T3, ..., T},, dado n, esto es

f(Tl, ceey Tna n)
T, ....T, =
e MT1=T0) \o=AT2=T1) N\ e=AT1=T0) )\ o= A(t=T0)
- e—/\to@n
n!
n!
= t_"

Con 0 < t; <ty < .. <t, <t,estoteniendo en cuenta que 1} = t1,75 = to,...., T, = t,,
N(t) =N,y ademas 77 = t; — to,TQ =19 — 14, 7Tn =t, — tn—th—H >t — tn.

Sin pérdida de generalidad, en el ejemplo del evento en que un automdvil llega a un estacio-
namiento, suponga que por la mafiana el nimero de arribos se comporta como una Poisson con
intensidad \{, mientras que por la tarde se comporta como una Poisson con intensidad Ao, o que si
el estacionamiento tiene 2 entradas y que el nimero de arribos por la entrada 1 se comporta como
una Poisson con intensidad A\; y que el nimero de arribos por la entrada 2 se comporta como una
Poisson con intensidad \; ;En ambos casos, podriamos afirmar que al final del dia el nimero total
de llegadas al estacionamiento se comporta como una Poisson con intensidad A\; + \3?

Para ambos casos la respuesta es afirmativa, y esto se debe a la propiedad reproductiva de la
distribucién Poisson que nos dice que si dos variables aleatorias se distribuyen Poisson cada una
con su respectivo pardmetro, entonces la suma de esas variables aleatorias se distribuye Poisson
con parametro igual a la suma de los pardmetros correspondientes.

En un proceso de Poisson a esto se le conoce como superposicion y se enuncia a continuacion:

Teorema 2.2.8 Sean N(t), ..., N,,(t) procesos de Poisson independientes con intensidad Ay, ..., \,
respectivamente, entonces la suma N1(t) + ... + N, (t) se distribuye como un proceso de Poisson
con intensidad \y + ... + A\, a esta propiedad se le conoce como superposicion del proceso de
Poisson.

Demostracion:

22
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Para la demostracion podemos utilizar nuevamente la funcién generadora de momentos.

Sea N(t) ~ Poiss()), entonces su funcién generadora de momentos estd dada por My(t) =
=1 Wt € R, entonces:

— Mt FAn)(ef 1)

Lo cual es la funcién generadora de momentos de una distribucién Poisson con pardmetro A\; +
e+ A, 1

Existe un ejemplo que para nuestro interés es muy importante, este ejemplo se conoce como
competencia o carrera de proceso de Poisson el cual menciona [1] puede interpretarse debido a
que los tiempos de ocurrencia se distribuyen de manera exponencial, las carreras de Poisson son
forma de aplicar el teorema de superposicion, de manera mas clara. Si retomamos el ejemplo del
estacionamiento, se considera que el estacionamiento tiene dos accesos, a saber, el acceso A y el
acceso B, en este caso nos interesa saber, cual es la probabilidad de que ingresen mas automdviles
por el acceso A que por el acceso B, o cual es la probabilidad de que del total de los automdviles
exactamente la mitad ingrese por el acceso A y la otra mitad por el acceso B.

Este ejemplo va a ser de ayuda para el desarrollo del capitulo siguiente.
Asi pues, en este capitulo se presentaron conceptos y resultados de los procesos contadores y
en particular del proceso de Poisson que son la parte fundamental de este trabajo, todo lo abordado

hasta aqui da paso al siguiente capitulo para que de manera clara y concisa se realice la aplicacion
y el anélisis de las definiciones, teoremas y corolarios descritos.

23



24

Capitulo 2. Procesos Estocdsticos

24



Capitulo 3
Aplicacion

En este capitulo se realiza una aplicacion de la teoria de procesos de Poisson que como ya se
dij6 es un proceso contador, el més aleatorio, razén por la cual este proceso se puede aplicar a
diferentes situaciones reales.

Para este trabajo, se aplica esta teoria para estudiar el comportamiento de la llegada de clientes a
cierto establecimiento, esto con la finalidad de buscar alguna estrategia de mejor atencion al cliente
en cuanto al tiempo de espera.

3.1. Planteamiento del problema

El establecimiento del que se habla durante todo el trabajo se encuentra ubicado en una pequefia
comunidad del estado de Tlaxcala, actualmente en el establecimiento se encuentran dos apartados,
tienda y ferreteria, en la tienda se encuentran desde productos de canasta bésica, dulces, refrescos,
productos de higiene personal, chiles secos, semillas, comida para mascotas y animales de granja,
articulos de papeleria, frutas, verduras, vinos y licores, regalos, entre otros; en ferreteria se cuenta
con productos que van desde tornillos, martillos, tuberia, hasta maquinas un poco mas complejas
como plantas para soldar, compresoras de aire, taladros, etc.

Ambos apartados se encuentran en el mismo local, con la distincién de que los productos que
corresponden a la tienda se exhiben en la parte de enfrente del negocio, mientras que los de fe-
rreteria al fondo, mds audn, los productos de la tienda se exhiben con la finalidad de que sea de
autoservicio, y en la ferreteria tienen que solicitar el producto y después pagar.

A pesar de que ambos apartados corresponden a un mismo duefio, los articulos se despachan en
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26 Capitulo 3. Aplicacion

diferente lugar y se administran por separado, es decir, a final del dia se manejan como negocios
independientes.

El apartado de ferreteria se inicid después de la tienda y el nimero de clientes que llegaba a la
ferreteria era en promedio 3 clientes que llegaban al dia, poco a poco fue aumentando el nimero
de clientes hasta la actualidad, hay ocasiones que el nimero de clientes que entra a la ferreteria es
igual que el de la tienda y hay casos que incluso lo sobrepasa, aunado a esto, en el establecimiento
en general cuenta con 5 empleados que laboran de lunes a viernes, y 6 empleados los fines de
semana, de todos estos empleados hay un empleado que es exclusivo de la ferreteria, mientras que
el resto pertenece a ambos apartados.

Entre semana se reciben también a 12 proveedores en promedio al dia, y deben atenderse de
tal manera que no retrase la atencion al cliente; esto debido a que cuando llega un proveedor se
requiere de por lo menos 20 minutos de atencidn, pues en lo que el proveedor levanta el pedido,
ingresa los productos al establecimiento y se hace la revision de los productos que se compran y
se le realiza el pago correspondiente.

Ademas de todo esto, el tiempo que tardan los clientes en ferreteria es mayor que el de los
clientes en tienda esto en la mayoria de casos, l6gicamente esto hace que la gente se acumule y
que los empleados no se den abasto en ambos apartados, por esto es que surgio el interés de estudiar
el nimero de arribos al establecimiento, con la finalidad de que el cliente no espere demasiado para
ser atendido.

Se pretende recalcar si el apartado de ferreteria fue una buena opcién, y en base al anélisis y
aplicacion de 1o mencionado en los capitulos anteriores, proponer algunas ventajas y consejos para
un mejor funcionamiento en general.

3.2. Registro de informacion

Para comenzar con la aplicacion, es importante mencionar que la informacién se refiere a que
un éxito ocurre cuando un cliente arriba al establecimiento, y que no se toma en cuenta el tiempo
que tarda en el establecimiento hasta que se retira, tampoco se tomaron en cuenta factores que
podrian afectar la ocurrencia de un éxito como el clima, fechas festivas, promociones, proveedores
nuevos, competencia en la zona, etc.

En el registro de arribos, la unidad de tiempo utilizada es de 1 hora, y T, = 6 : 00 AM, es decir,
nuestro tiempo inicial es a las 6 : 00 de la mafiana, pues es el horario en que abre el establecimiento,
es importante mencionar que ambos apartados inician y terminan en el mismo horario.

Primero, se realizaron observaciones sobre el nimero de llegadas al establecimiento, las obser-
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Capitulo 3. Aplicacion 27

vaciones se realizaron durante la semana del 17 al 23 de Mayo de 2021, en donde se observo el
ndmero de clientes que llegan en una hora.

Ademds como el establecimiento cuenta con dos apartados, se contaron los registros para cada
apartado y luego se sumo para obtener un registro general, quedando de la siguiente manera:

Horario
06:00 a.
07:00 a.
08:00 a.
09:00 a.
10:00 a.
11:00 a.
12:00 p.
01:00 p.
02:00 p.
03:00 p.
04:00 p.
05:00 p.
06:00 p.
07:00 p.
08:00 p.
09:00 p.
10:00 p.
11:00 p.

R ERERREDER R R R PP E

Horario
06:00 a.
07:00 a.
08:00 a.
09:00 a.
10:00 a.
11:00 a.
12:00 p.
01:00 p.
02:00 p.
03:00 p.
04:00 p.
05:00 p.
06:00 p.
07:00 p.
08:00 p.
09:00 p.
10:00 p.
11:00 p.

AR (AR AR RRA R R R R FR

Figura 3.2: Arribos del apartado de ferreteria.
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Segin la Tabla 3.1 del apartado de tienda tenemos un promedio de llegada de los clientes igual
a 26, mientras que en el apartado de ferreteria segin la Tabla 3.2 se tiene un promedio de llegada
de clientes igual a 11; sumando ambas tablas tenemos un promedio de llegada de clientes igual a
37 como se muestra a continuacion.

Lunes Martes Miércoles Jueves Viemes S5abado Domingo

0 0 0 0 0 0 0
36 7 29 11 18 44 41
37 41 32 26 25 38 47
30 36 24 45 50 50 38
14 42 12 37 &3 13 36
25 31 42 36 46 44 37
39 25 38 38 37 37 30
34 40 47 24 17 46 45
38 32 45 18 39 32 30
45 31 32 50 30 34 32
45 34 51 32 25 29 39
29 45 33 42 3l 30 41
42 3l 41 38 40 32 40
38 33 34 51 32 48 28
36 45 45 3l 36 4 &4
40 38 37 23 B2 39 37
32 32 41 40 36 42 72
31 a7 17 22 27 39 35

Figura 3.3: Arribos totales.

Del total de los registros que se muestran en la Tabla 3.3, aproximadamente el 70.91 % de
los registros pertenecen al apartado de Tienda, mientras que el resto pertenece al apartado de
Ferreteria.

Se menciond anteriormente que el nimero de arribos que llegan a un establecimiento se pue-
de modelar con un proceso de Poisson, asi pues, basandonos en esto, considere que si X ~
Poisson(\;) denota el nimero de clientes que arriban en el apartado de latienday Y ~ Poisson(As)
denota el nimero de clientes que arriban en el apartado de la ferreteria, entonces Z ~ Poisson(\)
donde Z = X + Y. Segun las Tablas 3.1, 3.2y 3.3, \; = 26, A\, = 11 y A = 37, esto es por la pro-
piedad de superposicion del proceso de Poisson, entonces, en promedio arriban al establecimiento
37 clientes en un intervalo de tiempo de una hora de los cuales 26 acuden en promedio a la tienda
y 11 ala ferreterfa.

3.3. Desarrollo

De manera gréfica se muestra el comportamiento de ambos apartados, tienda y ferreteria, pero
antes es importante mencionar que la manera en que se trabajé la informacién es punto clave para
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Capitulo 3. Aplicacion 29

entender el hecho de que el proceso tiene incrementos estacionarios e independientes, ademds de
cumplir con las demds propiedades especificadas en la Definicion 2.1.5, para la organizacion de la
informacion, basta con recordar los tiempos de arribo, por ejemplo, si 7} = 24y T, = 20, entonces
se dice que al primer tiempo llegan 24 clientes, mientras que al tiempo 2 han llegado 44 clientes,
las graficas se muestran a continuacion:
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Figura 3.4: Arribos de el apartado de tienda en el mes de mayo.
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Figura 3.5: Arribos de el apartado de ferreteria en el mes de mayo.

Estas graficas fueron generadas con la ayuda del lenguaje de programacién R, los cédigos utili-
zados se muestran en los anexos al final de este trabajo.
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30 Capitulo 3. Aplicacion

De las Gréficas 3.4 y 3.5 se observan dos aspectos importantes, primero que en algunos casos
el nimero de llegada de clientes en el apartado de tienda es casi igual al nimero de llegada de
clientes en el apartado de ferreteria, es decir, los saltos entre un tiempo y otro son de la misma
magnitud, y segundo en ambas graficas se coincide que los dias que ingresan més clientes es en el
transcurso del fin de semana.

En las Tablas 3.1 y 3.2 hay registros marcados en amarillo, estos registros corresponden a tiem-
pos en los cuales el nimero de clientes en ambos apartados es el mismo y los registros marcados
en rojo representan que el nimero de clientes que llega a la ferreteria es mayor al nimero de los
que llega a la tienda, esto nos lleva a formular las siguientes dos preguntas:

Una manera diferente de ver dicha situacion, es que cuando llega un cliente al establecimiento
solo existen 2 posibilidades, se dirige a la tienda o a la ferreteria, segin nuestros datos la probabi-
lidad de que un cliente llegue a la tienda es de 0.7091, mientras que la probabilidad de que lleguen
a la tienda es de 0.2909, ademas, la intensidad del proceso de Poisson es de 37 clientes por hora.

(Cual es la probabilidad de que en una hora 20 clientes lleguen a la tienda y 14 a la ferreteria?

Sea X el nimero de clientes que llegan al establecimiento y se dirigen a la tienda, y Y el niimero
de clientes que llegan al establecimiento y se dirigen a la ferreteria, como ya se estudi6, X y Y
son variables aleatorias independientes con pardmetros (0.7091)(37) = 26.2367 y (0.2909)(37) =
10.7638, redondeados serian 26 y 11 respectivamente pues por la naturalidad del problema no
podemos representar una llegada como un valor no entero, lo obtenido es correcto de acuerdo a los
datos recabados, asi pues:

26206726
20!

11146711

P(X = 20) = 0.0418, y P(Y = 14) = ——— = 0.0728.

Por lo tanto,

P(X =20,Y =14) = P(X = 20)P(Y = 14) = (0.0418)(0.0728) = 0.0030.

Ahora bien, el objetivo es conocer el caso en que los clientes que lleguen a la ferreteria sean
mas que los que llegan a la tienda, es decir, la probabilidad de que en una hora 14 clientes lleguen
ala tienda y 20 a la ferreteria, entonces tenemos:

2614 —26 1120 —11
P(X = 14) = TZ = 0.0038, y P(Y = 20) = 2—5 — 0.0046.

Por lo tanto,
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P(X =14,Y =20) = P(X = 14)P(Y = 20) = (0.0038)(0.0046) = 0.000017.

Las probabilidades disminuyen para X y Y pero esto no quiere decir que no sea posible; y para
no dejar un caso sin revisar, veamos la probabilidad de que en una hora 17 clientes lleguen a la
tienda y 17 a la ferreteria

2617 —26 1117 —11
P(X =17) = 1—; = 0.0163, y P(Y =17) = 1—; = 0.0237.

Por lo tanto,

P(X =17,V = 17) = P(X = 17)P(Y = 17) = (0.00163)(0.0237) = 0.0004.

Entonces la probabilidad de que en ambos apartados arriben el mismo nimero de clientes es
mayor que la probabilidad de el niimero de arribos a cualquier apartado sea mayor que otro, de
cierta manera tenemos incierto el hecho de que el nimero de clientes que arriban al apartado
de ferreteria pueda ser mayor que el nimero de clientes que arriban a la tienda; por esta razén a
continuacion se realizard un nuevo registro y una simulacién para realizar comparaciones y analizar
la situacion.

En el mes de noviembre se realizé un nuevo registro de arribos durante la semana del 22 al
28 de noviembre del afio 2021, este nuevo registro se realiz6 con las mismas especificaciones ya
mencionadas del primer registro, y se realizé con la finalidad de hacer notar el crecimiento de
arribos en el apartado de ferreteria, la informacién queda de la siguiente manera:
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Figura 3.6: Arribos de el apartado de tienda en el mes de noviembre.
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Figura 3.7: Arribos de el apartado de ferreteria en el mes de noviembre.

Segun la informacién mostrada, el nimero de arribos a la ferreteria en gran magnitud mientras
que la tienda tuvo un incremento poco notable, una vez mads, la razén por la cual se hayan dado
los incrementos puede depender de diferentes factores que para este trabajo no se consideran de
interés

Segtn los datos mostrados, en el 18 % de los tiempos de arribo el nimero de clientes que llega a
la ferreteria sobrepasa el nimero de clientes que llega a la tienda y en el 5 % el ndmero de clientes
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es el mismo en ambos apartados, claramentes si comparamos con lo registrado en el mes de Mayo
y lo registrado en noviembre el crecimiento de la ferreteria es muy notorio a comparacion de la
tienda.

Para complementar realizamos los mismos cédlculos que se realizaron para mayo, y podemos
analizar mejor, es este caso X ~ Poisson(\;) denota el nimero de clientes que arriban en el
apartado de la tienday Y ~ Poisson(\;) denota el nimero de clientes que arriban en el apartado
de la ferreteria, entonces Z ~ Poisson()) donde Z = X + Y. Segiin la informacion de las
Grificas 3.6,3.7, \y = 28, Ao = 19y A\ =47

Nuevamente, sean X y Y variables aleatorias independientes que representan el nimero de
clientes que llegan al establecimiento y se dirigen al apartado correspondiente, cada una con para-
metro correspondiente \; = 28 Ay = 19, asi pues:

2 20,—28 1 14 ,—19
PX =20) =22 _ 00249, y P(Y = 14) = 91%

= 0.0514.
20!

Por lo tanto,

P(X =20,Y =14) = P(X =20)P(Y = 14) = (0.0249)(0.0514) = 0.0013.
la probabilidad disminuy6 en comparacién con lo obtenido en Mayo
Ahora bien, si quisiéramos conocer el caso en que los clientes que lleguen a la ferreteria sean

maés que los que llegan a la tienda, es decir, la probabilidad de que en una hora 14 clientes lleguen
a la tienda y 20 a la ferreteria, entonces tenemos:

2814 —28 1920 —19
P(X =14) = TZ = 0.0014, y P(Y =20) = 2—; — 0.0866.

Por lo tanto,

P(X =14,Y =20) = P(X = 14)P(Y = 20) = (0.0014)(0.0866) = 0.000125.

Las probabilidades disminuyen para X y Y pero esto no quiere decir que no sea posible; y para
no dejar un caso sin revisar, veamos la probabilidad de que en una hora 17 clientes lleguen a la
tienday 17 a la ferreteria
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28176728

17!

19176719

P(X = 17) o

=0.0078, y P(Y =17) = 0.0863.

Por lo tanto,

P(X =17,Y = 17) = P(X = 17)P(Y = 17) = (0.0078)(0.0863) = 0.0007.

Es muy notable que de los registros el mes de mayo al mes de noviembre hubo un gran incre-
mento en el apartado de ferreteria.

También se sabe que en promedio un cliente en la ferreteria consume 35 pesos, mientras que en
la tienda el promedio de consumo por cliente es de 31 pesos, es decir, aproximademente se tiene
una venta de $ 14,299 en el apartado de tienda y $ 8,925 en el apartado de ferreteria, si a esto le
agregamos el hecho de que en el margen de ganancias en ferreteria es de un 20 % mientras que
de la tienda el margen de ganancia en promedio es del 8 % tenemos que en la tienda se tiene una
ganancia real del $ 1,138.32, y para la ferreteria la ganancia real es de $ 1,785, obviamente se
tendria que hacer un andlisis mds profundo para tene un registro de los productos que se venden,
sus, precios y sus porcentajes de rentabilidad.

En este trabajo mads alld de dar algin tipo de recomendacion sobre el manejo del negocio, se
demostré que el negocio tiene un buen potencial de crecimiento en cuanto al nimero de clientes
que ingresan, pero el objetivo del presente trabajo principalmente es mostrar que el nimero de
arribos al establecimiento es un proceso de Poisson que cumple con las propiedades mencionadas.
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Conclusiones

En este trabajo se analiza el nimero de arribos al establecimiento ya mencionado, y corrobora
que se comporta como un proceso de Poisson cumpliendo las propiedades y teoremas que este
implica, lo cual se cumplié de manera correcta.

Primero se realizé un registro de datos, se adecud la informacién segtn los teoremas men-
cionados en el Capitulo 2, en esta parte lo mds importante recae en la distribucion del tiempo de
ocurrencia entre eventos y el tiempo de espera, pues sin esto las graficas no mostrarian informacién
alguna.

Ademads, para generar las gréficas se utilizé R, pues en otro lenguaje de programacién pudo ser
mads complicado.

Luego, con la informacién obtenida se hizo el cdlculo de algunas probabilidades, para hacer
notar que era lo mds probable que ocurriera, y se observo el crecimiento del apartado de ferreteria.

Tanto en los registros de Mayo y de Noviembre se calcularon probabilidades para eventos en
que el ndmero de clientes fuera mayor en uno que en otro y que fueran iguales, para esto se utiliz6
el tema de las carreras de Poisson, esto para hacer notar que si interpretamos la llegada de los
clientes a cada apartado como una carrera de Poisson la probabilidad de que lleguen més clientes a
la ferreteria que a la tienda no pasa desapercibida, en un tiempo no muy lejano pueden llegar mas
clientes a la ferreteria que a la tienda, es decir, el apartado de ferreteria puede llegar a prosperar
mads que la tienda.

De manera general se puede decir lo siguiente:
1. El arribo de los clientes a cada apartado se comportan como un proceso de Poisson, cum-
pliendo con la distrubucion de los tiempos de arribo y los tiempos de espera junto con la propiedad

de pérdida de memoria.

2. En la informacion recabada se muestra el crecimiento notable que tiene la ferreteria, se
corrobora con los cdlculos ya realizados como una carrera de Poisson donde el apartado de
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36 Capitulo 3. Aplicacion

ferreteria tiene una probabilidad considerablemente buena de alcanzar al apartado de tienda en
un tiempo no muy lejano.

3. En cuanto a informacion adicional, se puede asegurar que en un futuro el negocio de ferrete-
ria puede prosperar mds que el negocio de tienda, esto si tomamos en cuenta el pequerio andlisis
que se realizo sobre las ventas y los margenes de ganancia.

Se puede indagar mds sobre la iformacién recabada pero se sale del objetivo del trabajo, tal vez
en un futuro se podrian tomar en cuenta el tiempo que tarda cada cliente en el establecimiento, y el
andlisis en cuanto a ventas y margen de ganancias y asi podria manejarse una mejor organizacion
en cuanto al numero de personas que se necesitan para atender de mejor forma a los clientes, pero
todo esto se podria tomar en cuenta para un trabajo futuro.

Como conclusién final se inivita a los duefios de ambos establecimientos a trabajar de manera

constante, en espcial poner mucha atencién en el apartado de ferreteria pues parece tener un buen
crecimiento.
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Apéndice A
Anexo I: Codigo en R para generar graficas

library{ggplot2)
TIENDA<-data.frame( " Tiempo"=c(©:17),"LU"=c(datos), "MA"=c(datos), "MIL"=c(datos),"JU"=c(datos),
"WI"=c(datos),"SA"=c(datos), " "D0"=c(datos))

ggplot(data = TIENDA,
aes(x=Tiempo, y=N({t), color=DIA))+

geom_step{aes(x=Tiempo, y=LU, color="LUNES"))+geom point(aes{x=Tiempo, y=LU, color="LUNES"))+
geom_step(aes(x=Tiempo, y=MA, color="MARTES"))+geom point(aes(x=Tiempo, y=MA, color="MARTES"))+
geom_step(aes{x=Tiempo, y=MI, color="MIERCOLES"))+geom point(aes(x=Tiempo, y=MI, color="MIERCOLES"))+
geom_step(aes(x=Tiempo, y=JU, color="JUEVES"))+geom point(aes(x=Tiempo, y=IU, color="JUEVES"))+
geom_step(aes(x=Tiempo, y=VI, color="VIERNES"))+geom point{aes(x=Tiempo, y=VI, color="VIERNES"))+
geom_step(aes{x=Tiempo, y=SA, color="SABADO"))+geom point(aes(x=Tiempo, y=SA, color="SABADD"))+
geom_step(aes(x=Tiempo, y=D00, color="DOMINGOD"))+geom_point{aes(x=Tiempo, y=D0, color="DOMINGO"))+
labs(

x = "TIEMPO", # titulo del eje x

y = "N(t) NUMERO DE ARRIBOS", # titulo del eje y

title = "PROCESO DE POISSON", # titulo principal de la figura

subtitle = ”TIEND&"D+5cale_x_discPete(limit=c(8:1?))

FERRETERIA<-data.frame("Tiempo"=c(8:17),"LU"=c(datos), "MA"=c(datos),"MI"=c(datos),"JU"=c(datos),
"WVI"=c(datos),"SA"=c(datos),"D0"=c(datos))

ggplot(data = FERRETERIA,
aes(x=Tiempo, y=N(t), color=DIA))+

geom_step(aes(x=Tiempo, y=LU, color="LUNES"))+geom_point(aes(x=Tiempo, y=LU, color="LUNES"))+
geom_step(aes(x=Tiempo, y=MA, color="MARTES"))+geom_point(aes(x=Tiempo, y=MA, color="MARTES"))+
geom_step(aes(x=Tiempo, y=MI, color="MIERCOLES"))+geom point(aes(x=Tiempo, y=MI, color="MIERCOLES"))+
geom_step(aes(x=Tiempo, y=JU, color="]JUEVES"))+geom point(aes(x=Tiempo, y=1U, color="JUEVES"))+
geom_step{aes(x=Tiempo, y=VI, color="VIERNES"))+geom_point{aes(x=Tiempo, y=VI, color="VIERNES"))+
geom_step(aes{x=Tiempo, y=SA, color="SABADO"))+geom point(aes(x=Tiempo, y=SA, color="SABADO"))+
geom_step{aes(x=Tiempo, y=D0, color="DOMINGO"))+geom_point{aes(x=Tiempo, y=D0, color="DOMINGO"))+
labs(

x = "TIEMPO™, # titulo del eje x

y = "N(t) NOMERO DE ARRIBOS", # titulo del eje y

title = "PROCESO DE POISSON", # titulo principal de la figura

subtitle = "FERRETERIA"
J+scale_x_discrete(limit=c(8:17))
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Capitulo A. Anexo I: Codigo en R para generar grdficas
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