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Resumen

En este trabajo se realiza el analisis Hamiltoniano de la accién de Chern-Simons en tres di-
mensiones usando unas nuevas variables. Nuestro anélisis nos permitird conocer exhaustivamente
las caracteristicas presentes en la teoria. En particular, presentamos una nueva estructura de las
restricciones que presentan una forma mas compacta de lo que se ha reportado en la literatura. En
adicién, usando las mismas variables que se introdujeron en la teoria de Chern-Simons, también
analizamos la teoria de gravedad topologicamente masiva.






Introducciéon

La necesidad en describir la naturaleza del movimiento de los cuerpos motivéd a Isaac Newton
y fisicos de la época al descubrimiento y desarrollo de las leyes de Newton y posteriormente a
una reformulacion, un poco mas sofisticada pero equivalente, basada en el principio de minima
accion de Hamilton. Ambas formulaciones proporcionan un sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden en las derivadas temporales por resolver. La introducciéon de un nuevo formalismo
llamado Hamiltoniano simplificé el problema al dar lugar a ecuaciones de primer orden a través
del principio variacional.

Por otra parte, en la fisica moderna se ha considerado la posibilidad de describir sistemas con
Lagrangianas que tienen derivadas de alto orden respecto a la variable temporal, dando como
consecuencia que al hacer la variaciéon se produzcan ecuaciones diferenciales de orden superior.
Fue Mikhail Ostrogradski, en 1850 [1], quien propuso por primera vez una formulacién canénica
para una Lagrangiana de un sistema regular de un orden arbitrario finito en las derivadas; la
formulacion Hamiltoniana para sistemas singulares fue propuesta un siglo después por Dirac. Es
bien sabido que las teorfas de alto orden en las derivadas tienen un gran interés en la fisica. En
efecto, con los trabajos desarrollados por Ostrogradski analizando la formulacion Hamiltoniana
de sistemas de alto orden, hasta nuestros dias, dichos sistemas siguen teniendo un alto atractivo
para la comunidad. Sistemas de alto orden aparecen en problemas como la generalizacion de
la electrodinamica [2], [3], [4], [5], teorfa de cuerdas [6], modelos para explicar el problema de
la energia oscura [7], [8], y por supuesto en generalizaciones de gravedad, donde se incluyen
términos cuadraticos en la curvatura y de dichos términos emergen derivadas de alto orden. Tales
generalizaciones son relevantes porque al menos por conteo de potencias se asegura que dichas
teorias modificadas de gravedad son renormalizables [9], [10].

Para estudiar los sistemas de alto orden en las derivadas temporales y que ademés sean
singulares, se tiene a la mano el formalismo conocido como Dirac-Ostrogradski [DO] [11]. En
efecto, en dicho método lo que se considera es realizar una extension del espacio fase. Basicamente,
lo que se hace es asociar el momento canénico conjugado al campo y a la derivada temporal del
campo. Después, se realiza la identificacion de las restricciones de manera usual como se hace en
el formalismo de Dirac. Sin embargo, debido a que los sistemas de alto orden no son triviales, la
identificacion de las restricciones y por lo tanto de las simetrias, no es un ejercicio facil de llevar a
cabo. Debido a lo anterior, la comunidad ha estado buscando métodos alternativos al formalismo
[DO] para realizar el analisis de sistemas de alto orden. Respecto a este punto, se tiene también
a la mano el formalismo canénico llamado Gitman-Lyakhovich-Tyutin ([GLT]) [12], [13], [14]. El
formalismo de [GLT] es una extension del formalismo de [DO], en dicho método lo que se considera
es introducir unos cambios de variables y asociarles multiplicadores de Lagrange, de tal manera
que el orden de las derivadas temporales se reduzca y asi poder trabajar como si se tuviera una
teoria singular de orden uno. El formalismo [GLT] ha sido aplicado a modelos sencillos, pero no ha
sido explotado del todo en una teoria de campo, salvo trabajos recientes en donde ha sido usado
para analizar modelos de juguete y de gravedad [14], [15], [16] y a una teoria de alto orden llamada
gravedad topologicamente masiva [17]. Por otra parte, en otros trabajos se han analizado teorias



INTRODUCCION

de alto orden usando una forma cercana al formalismo [GLT], donde el uso de nuevas variables
ha permitido realizar el analisis can6nico de una manera mas corta y elegante. Sin embargo, aun-
que no es precisamente el formalismo [GLT] nosotros lo llamaremos tipo [GLT] por su cercania [18].

En el presente trabajo de tesis de licenciatura, se propone estudiar la teoria conocida como
la accion de Chern-Simons [CS] en tres dimensiones, la cual es una teoria de alto orden. Cabe
mencionar que la teoria de [CS] es una teorfa topologica, es decir, no presenta grados de libertad.
Sin embargo, contiene todas las simetrias que se conocen en gravedad real. Otro punto a considerar
es que al acoplar el término de Chern-Simons a la accién de Einstein-Hilbert [EH-CS], la teoria
resultante tiene un grado de libertad masivo; es decir, esa teoria describe la propagacion de un
gravitén con masa. Por otro lado, es bien conocido, que las teorias de alto orden presentan un
problema de acuerdo con el teorema de Ostrogradski. En efecto, las teorias de alto orden en las
derivadas temporales presentan generalmente campos fantasmas, esto es, campos con energia de
norma negativa. De hecho, este es un problema comun, incluso en modelos de gravedad como
por ejemplo en la teoria de Weyl [16], donde se presume que los grados de libertad masivos son
fantasmas y aunque la teoria se considera ser renormalizable, el problema de los campos fantasma
ha sido un tema de investigacién de los tltimos anos. Respecto a este tema se puede consultar un
trabajo reciente de coémo tratar y exorcizar los campos fantasma usando el formalismo canénico
[19]. A pesar de que llegar al punto de ver si un campo es fantasma o no esta fuera del alcance
del presente trabajo, se presenta una propuesta para el analsis Hamiltoniano de la teoria [CS] Y
[EH-CS] haciendo uso de un esquema diferente. Se propone un conjunto de cambios de variables
para reducir las derivadas temporales de segundo orden a unas de primer orden.

La presente tesis estd organizada de la siguiente manera: en el capitulo 1 se presenta un anélisis
de la accién linealizada de Einstein-Hilbert méas un término de Chern-Simons, el cual hace que
la teoria se convierta en una de alto orden en las derivadas temporales, y se analiza usando el
formalismo de [DO]. En el capitulo 2 se presenta el formalismo tipo GLT aplicado al término de
Chern-Simons pero ahora en términos de nuevas variables. Dichas variables nos ayudaran a que
esta teoria deje de ser de alto orden, luego usaremos el formalismo de Dirac para analizar la teoria.
En el capitulo 3 se presenta nuevamente la aplicacion del formalismo tipo GLT pero ahora aplicado
al sistema de alto orden [EH-CS], se desarrolla el algoritmo de Dirac. Por dltimo, en el capitulo 4
se presentan las conclusiones.




Capitulo 1

Formalismo de Dirac-Ostrogradski
aplicado al sistema
Einstein-Chern-Simons

En este capitulo se explora el formalismo de Dirac-Ostrogradski aplicado a la teorfa singular
de alto orden de [EH-CS] linealizada. Dicho analisis es un resumen de lo que se reporta en [20].

Como ya se comentd antes, el método de Dirac-Ostrogradski consiste en extender el espacio
fase, considerando como variables canoénicas a los campos, sus derivadas temporales y sus
respectivos momentos conjugados. Pero uno de los puntos que vale la pena remarcar, es que
ahora las derivadas temporales de los campos se consideran variables canénicas. Posterior a esta
extension del espacio fase, se aplica el formalismo de Dirac para sistemas singulares.

Cuando se intenta cuantizar la Lagrangiana de [EH] no se obtiene una teoria finita en el sentido
de que los infinitos no pueden eliminarse por renormalizacién. Pero si uno incluye un término de
[CS] a la teoria, la inconsistencia mencionada no existird mas [21], [22].

Los términos de [CS] se proponen como términos de masa en teorias de norma con dimension
impar debido a que no alteran la simetria de norma [23]. Es interesante también mencionar que la
teoria de la relatividad general en (2+1) dimensiones puede describirse como una teoria de [CS],
como se menciona en [24].

La densidad Lagrangiana de [EH] se representa como

1
EEH = 5\/—gR, (11)
donde g es el determinante de la métrica del espacio-tiempo y R el escalar de Ricci. Es
importante mencionar que en este anélisis se trabaja con la convencion de signos diag. (4, —, —)

para la métrica.

Considerando el escenario de un campo gravitacional débil, la métrica se puede escribir como

Iuv = N + hm/a (1.2)

donde 7, representa la métrica de Minkowski y h,, es una pequefia perturbacion.
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Introduciendo (1.2) en la densidad Lagrangiana (1.1) obtenemos lo que se conoce como gravedad
linealizada, considerando solamente hasta términos cuadréticos para el campo h,

1 1 1 1
L = Zath,a*h“” — 1akhgakhg + 5@@6%5 — 58,\hl’)&,h”“. (1.3)
Por otro lado, la densidad Lagrangiana correspondiente al término de Chern-Simons puede
escribirse como

1 2
Los = ?Wrga(aurgy + grzgrgp), (1.4)

donde e** representa al tensor Levi-Civita y = % 9% (Orgoa + 05 9ra — Oagros) son los simbolos
de Christoffel.

Nuevamente, considerando la aproximacion de campo gravitacional débil (1.2) en (1.4) y con-
siderando términos de segundo orden obtenemos

e

Los =5 (aghgapaﬂhg — 0,10°0,h,, ) . (1.5)
Sumando ambas densidades (1.3) y (1.5) y haciendo la descomposicion 2+1 tenemos

| Y i iin 1 PP | i
L= 5 (hihV = hih3) + (9'hj — s HhY — 50iho;0 RO — 10k hI*

1 009i17 1 i i1k 1 i 571,00 1 iajink 1 i i0 1 i kj
+ =0;h™"0 hg + ﬁm;a hi — faihjajh — faihjajhk + faihoajhj + faihjakh J
(1.6)

ij

) . . . 1 R
+ % < h’é&kaihoj — aiakhooh? — 81h’§h;w + hfakhoj + §8k81hﬁhf + §hfhkj

1 . 1 . X
+§V2h?hoj + §v2h§hkj + Okhb 00y — V2hdihy; — VQhOO&»hoj) )

Ahora podemos notar que estamos trabajando con una teoria de alto orden en las derivadas
temporales, lo cual significa, como lo requiere el formalismo de Ostrogradski, que el espacio fase
debe expandirse considerando a h,, como una variable canénica.

Como se sabe, en una teoria de alto orden la definiciéon de los momentos se reescribe como

oL 0 oL 99 oL

o 929 92 gy, 1.7
" T oh,, 0toh, DOy (L7)
g = 9 (1.8)

Do

asi, usando (1.6), (1.7) y (1.8), se obtienen los siguientes momentos conjugados

10
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700 =0, (1.9a)
20— % (8%5 — ;R ) + i (2€jkaj3ih2 — €9V ?hy; ) , (1.9b)
i — % (h” _ Uljh]é)

+ Z; (26k6jh00 — &N, + 2h] — VPR 20u k] — 207hY + (i j)) , (1.9¢)
s =0, (1.9d)
s% =0, (1.9¢)
s = i {eik(akhé + & hoy, — %hi) + (@7, (1.91)

donde i <> j representa al término inmediatamente anterior pero con los indices ¢ y j intercam-
biados.

Con los momentos candnicos calculados, se identifican las siguientes restricciones primarias

Q=7 ~ 0, (1.10a)
Q= -2 (a hi — d;h ﬂ) ~ 5,1 (2k0;0 By — €9V2hY) ~ 0, (1.10b)
Y el
A=+ ohi— Zajakhf ~0, (1.10¢)
0 =% ~0, (1.10d)
0" =% ~0, (1.10e)
g 1T . , 1..
of =5 — o {e’k(akhg + & how — ghi + (i 4 5) |- (1.10f)

Usando los momentos canoénicos (1.9) y las restricciones primarias (1.10), la densidad hamilto-
niana primaria se escribe como

Hi = szhij — Z (hijh” + 28¢h0j8’h03 + 8ihjk81h3k — hzh;
— 20;h°°0" b} — 0;h}0;hy, + 20;h507 B

+20,1507 i — 20,0510 — 20,104 )
i . (1.11)
to (20:0hoohs — 20kh0,ORE + 29 il

+2V2hoodsho; — OkOLRE — W2k, )
FAQ + N Q'+ pO + ;0" + p;;OY + EA.
Después se aplican las condiciones de consistencia a las restriciones primarias (1.10) y
posteriormente a las restricciones resultantes de éstas y se realiza la separacion de restricciones de

primera y segunda clase como se comenta en el apéndice A en A.4y A.5. Asi, después de hacer lo
comentado, tenemos

11
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Restricciones de primera clase

Q=nr%x~0, (1.12a)
0=:5"~0, (1.12b)
0 =% ~0, (1.12¢)
i g i 1 i1 i

D= 0;s = + 5 (a h;.—ajhf)

i (267040517 + €792 hs0 — FOh; + €TOLRY) ~ 0, (1.12d)
1 ) o jk ) )
&= 9ym 4 5 (V2hy + 0;0'W°) — %Maj (0,0°h, + V2hi) ~ 0, (1.12¢)
i 1 ij i e ik
L= 0i0;7 = 5 (0, + V°I) + 0 (492ho; + 3041 ~ 0. (1.12f)
Restricciones de segunda clase
OY = g4 — ﬂ elk(akhé + 8]h0k — ihi’ + (7, <~ j):l ~ 0, (113&)
i, Ly e

A=m+ Shi— ﬂajakhf ~ 0. (1.13b)

Podemos observar que en este sistema se identifican 9 restricciones de primera clase y 4 res-

tricciones de segunda clase, en un sistema con 24 variables canénicas h,., by, ™ y s*, luego el
conteo de grados de libertad se realiza como sigue
1
DOF = 5((24%2(9)*4) =1 (1.14)

Es importante notar que mediante este formalismo es posible observar un término lineal en los
momentos en la Hamiltoniana primaria (1.11), el cual puede estar asociado a una inestabilidad
de Ostrogradski que aparece en los sistemas de alto orden. Sin embargo, esto no es tan evidente
debido a que el término lineal es una mera consecuencia de la transformada de Legendre. En las
siguientes secciones dicho término aparecera de una forma diferente y podremos comentar algo
respecto a este punto.

12



Capitulo 2

Formalismo tipo GLT aplicado al
término de Chern-Simons de alto
orden

Existe una formulacién canonica para sistemas de alto orden conocida como formalismo Gitman-
Lyakhovich-Tyutin [GLT], el cual es una generalizacion del formalismo de Dirac-Ostrogradski
y consiste en la introducciéon de campos extra con la intenciéon de reducir las derivadas de alto
orden. Al final del proceso, los grados de libertad no fisicos introducidos por estos campos pue-
den ser removidos usando las restricciones de segunda clase e introduciendo los paréntesis de Dirac.

En la seccion anterior, se analizo el sistema [CS] aplicando el formalismo [DO], pero una de
las limitantes de este método es que es extenso y la identificacion de las restricciones no es tan
sencilla. Es por eso que en esta seccidon se propone analizar este sistema como se reporta en [18],
introduciendo los siguientes cambios de variables

K;; = (hij — Oihoj — 8jh0i) , (2.1)

N |

estas variables son un tipo de curvatura extrinseca. A pesar de que no hacemos un analisis con el
formalismo GLT, estos cambios de variables permiten que las Lagrangianas de alto orden que se
pretenden estudiar en esta tesis, se conviertan en unas de primer orden en las derivadas temporales.

La densidad Lagrangiana asociada al sistema [CS| que se analiza en esta seccién es exacta-
mente la misma mencionada en la seccién anterior, la ecuaciéon (1.4), que al introducir la métrica
(1.2) obtenemos (1.5). En este caso, usando la convencién de signos (—,+.4) para la métrica, la
separacion 2+1 resulta

Lcs = —% ( hikakhoj + hkiajhlg — hfhm + hkiajakhoo + h()k-aiakhjo
1. 1. 1.
+ §h0iv2h0j - ihkzvzhgc + §hfﬁkﬁlhi + 8ihojv2h00 (22)
~0ihay V2hG — Ohiod, 0N} )

13



Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.1 Sistema singular

y al introducir los cambios de variable (2.1), obtenemos

iJ .
Los = % (2 KFEyy — 2K3.0;0"hoo — KFOROR" + K3, V2h"
2.3
Low 2 Lok l ij (i 23)
+§h08iv hkj — ihoakalaﬂlj + (hij - 26ihoj — 2Kij) ,

donde hemos introducido el multiplicador de lagrange a%, el cual nos asegura que al variar la
Lagrangiana obtenemos las mismas ecuaciones de movimiento de [CS].

2.1. Sistema singular

Notemos que la densidad Lagrangiana es ahora una funcional de la forma

Lcs = Los(huw, Kij, iy Ry, Kij, dig),
es decir, el sistema ha dejado de ser de alto orden y el formalismo canénico que aplicaremos es el
de Dirac.

Dado que el objetivo de la tesis es presentar el formalismo de Dirac aplicado a los sistemas con
este nuevo cambio de variables, esta secciéon se desarrolla con més detalle.

Tal como se muestra en la secciéon A.1 del apéndice A, la matriz Hessiana se define como

0 oL
U_aQ]an7

(A.2)

donde Q representa las variables campo del sistema.

Luego, para el sistema (2.3), dado que no depende de términos cuadraticos en las velocidades
de las variables canénicas ni términos cruzados, la matriz Hessiana toma la forma

o’ _o°L _0°L
Ohyu Ohyy  Ohu, 0Kij  Ohyp, 0 0 0 O
_ %L %L %L
(Hij) = OK;;0h,, 0K;;0K;; 0K;;dd;; 000 (2.4)
2L 2L 2°L 0 0 O

A6 Ohy, 8 ;0K ;5 Odij0c;;

Evidentemente det(H;;) = 0, lo que significa que (H;;) no es una matriz invertible, o en este
contexto, L es efectivamente una teorfa singular.

Otro dato que vale la pena mencionar es que no hay filas ni columnas linealmente independientes
en (H;;), lo que significa que al momento de definir los momentos canénicos conjugados, ninguna
velocidad podra despejarse y, por lo tanto, todos los momentos se convierten en restricciones
primarias.

2.2. Restricciones primarias

Siguiendo el algoritmo, se definen los momentos canénicos conjugados de las variables dindmicas

oL . oL i oL

T = —/— 1Y = PY =

7 ) T - . ) - : )
8h,w aaij 3KU

(2.5)

14



Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.2 Restricciones primarias

calculando explicitamente

70 9L =0, (2.6a)
ahoo
20 9L 0, (2.6b)
Ohg;
7l = % =a', (2.6¢)
8hij
” oL
ij — 2.6d
T diry 0, (2.6d)
i oL 1/ ki e i
ij S ik 179 ik 17t
P TKij . (e K; +e€ Kk> . (2.6¢)

Dado que el rango de matriz Hessiana es cero, todos los momentos se promueven a restricciones
primarias

"0 % ~ 0, (2.7a)

" %~ 0, (2.7b)

Y I — ¥ 0, (2.7¢)

YT 20, (2.7d)
ij . pij _ ik 177 Jjk 11t ~

R (K7 + K} ) ~0. (2.7e)

Una forma segura de identificar las restricciones primarias independientes que a través de su
evolucién generan restricciones secundarias es construyendo una matriz cuyas entradas son los
paréntesis de Poisson entre todas las restricciones primarias, como se muestra a continuacién

¢00 ¢Ok (bkl 1pkl Ekl
60 /0 0 0 0 0
¢ [ 0 0 0 0 0
My=¢7| 0 0 0 3000%(% — 9) 0 , (2.8)
e U —30:0%(F — 7)) 0 0
25\ 0 0 0 0 (3, SRy
donde
{E’LJ, Ekl} _ ; (ij(szl + 6k16jl + 6lg§zk + Elz(sjk) 52(5 _ 17) (29)

Se puede comprobar que los vectores nulos para la matriz (2.8) estan dados por

1 0 0
0 1 0

A=1ol, Va=]o|, Vi=]o0][, (2.10)
0 0 0
0 0 8

luego, las restricciones primarias independientes que al evolucionar generan restricciones secunda-
rias son

Vi ® = ¢, (2.11)

V- & =", (2.12)




Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.3 Hamiltoniana canoénica y primaria

Lo 1 . o .
Vs ® = <P” - ;(e”"KZn + MK 5,-j) =Pl=P=13, (2.13)

donde se ha definido el vector de restricciones primarias como

¢00
¢0i
d=|¢7|. (2.14)
W
»i

Podemos notar que las expresiones (2.11) y (2.12) son restricciones que ya habiamos obtenido,
pero (2.13) es una restricciéon primaria nueva a la cual hay que aplicarle la condicién de consistencia.

Ahora podemos definir la estructura simpléctica, es decir, los paréntesis de Poisson fundamen-
tales entre las variables canonicas

s (@), 7 (4)) = 3 (046% + 8255)6%(F — §), (2150)
{mmum@n=§@$ww%@#@—m, (2.15b)
fus (@), 77 ()} = 5 (6187 + 6750 (F ~ ) (2150)

2.3. Hamiltoniana canénica y primaria

Procedemos a construir la densidad hamiltoniana canoénica. Usando la definicion (A.7) después
de unos cuantos célculos obtenemos

j
H. :i(2K]ﬂ'ajakhoo + Kfakalhé - K]ﬂVQh?
K . . ) (2.16)
- 5h881v2hk3 + ihlgak@lazhé) + 27 (8ihoj + Klj)
Luego, la densidad hamiltoniana primaria (A.8) se expresa como
ij
My :%(gKkiajakhoo + KFORoih — K, V2hk
(2.17)

1 1 g
- §h’ga,»v2hkj + 5h’gak.alaih;) + 279 (9;hoj + Kij)
+ A+ G 4 €55,

donde A, (i y &  son multiplicadores de lagrange que nos permite codificar la informacion de
las restricciones en la nueva densidad hamiltoniana.

Podemos ver que la Hamiltoniana es méas compacta que (1.11) y también tenemos términos
lineales en la variable 7%, que estan asociados a una posible inestabilidad de Ostrogradski.

2.4. Condiciones de consistencia a restricciones primarias

Con la densidad hamiltoniana primaria podemos aplicar las condiciones de consistencia, tal
como se menciona en la seccion A.4. Aplicando integracion por partes y usando las definiciones de
los paréntesis de Poisson fundamentales (2.15) obtenemos
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Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.4 Condiciones de consistencia a restricciones primarias

, 2 [ .
¢" = {6 (), Hi(y)} = _*/GUKikajak{WOO»hoo}d?’y
K 2.18)
2 - 2 . (2.
= —;/6”(52(5— 7)ok 0; Ky d>y = —;e”a’“ajKik ~ 0,

. j J
¢0m = {gbom(.lf),Hl (y)} = — / ;—N@iVQh?{wom, hok}dgy + / ;—M@kalaihé{wom, hOk}dgy
+ 2 / Wijai{ﬂ'om, hoj}dsy (219)

o - L am gt 1 g 0
=7, Y i il i =,
4 T A4p 1

. j ij
(bmn — {¢mn(x)7H1(y)} _ /%Kfakal{ﬂ_mn’ hlj}dgy _ / %Kgch{ﬂmWL’hkj}d?)y
e 2( _mn 3 e ! mn 3
— ﬂho(‘%v {7‘(’ ,hkj}d Y+ ﬂhoé'k@ 61{7(' ,hlj}d Yy
+/Ci‘j{—amn7ﬁj}d3y
1 ) )
= f@(emakamf(f + €MP 0" KF) (2.20)

1 . )
+ ﬂ(emv%rq" +MVIKY)

1 . )
- @(emaiv%g@ + €™, V2hy)

1 . )
+ @(emakamaih’g + €MmOLI"hE) — (™ = 0,

P = (" @), Hi(y)} = _/)‘ij{Tij»aij}dgy =" 0, (2.21)

mn mn 1 mj n mn n
= {¥""(z), Hi(y)} = ﬂ(e 7(20;0"hoo — O 3lhé‘+v2hj>
+€" (20,0 hoo — Ok + V2RI) ) (2.22)

2 . .
+ 2 im,in_’_inim ~ 0.
u(fe &'em)

%= / Tajﬁkhoo{P(x%Km(y)}dgy+ / %Bkﬁlhé{P(ﬂf)va(y)}dSy
_/iV%?{P(x),Km(y)}d?’y‘F/27Tij{P($)aKij(y)}d3y
fr (2.23)
-1 / &7 [m{P(x), Kiggy) }d*y]

]
— — 00k — 2w ~ 0
I
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Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.5 Condicién de consistencia sobre las restricciones secundarias

Es importante notar que en la ecuacion (2.13) se produce una nueva restriccion independiente
que proporciona informacién de como deben considerarse las restricciones ¥*. Es decir, se tiene
que

P~0= Pl =—-Pj,

por lo que, solo dos de las tres restricciones codificadas en X% son independientes, y se consideran
como sigue

2
».plt - 2K ~0, (2.24)
J7
1
»iz. pl2 _ ;(KQQ ~KH)=0 (2.25)
y
P ~0. (2.26)

En resumen, se hallan dos restricciones maés, las cuales se promueven a restricciones secundarias

2
S =—=€99;0"Ky, ~ 0, (2.27a)
1
0om Eij 21m eij m l im
ij
W= —0,0h. — 21 ~ 0. (2.27¢)
L

y relaciones con los multiplicadores de Lagrange

1 . ) 1 . .
- Z(ema;@amw + €m0 KF) + ﬂ(emv%;n + emMVEKT) (2.28a)
1 . . 1 . )
— — (M VIR + €™M0, VERY) 4+ — (€M OR O™ Dihl + €M 0RO DihE)
4u )
_ Cmn ~ O7
A (), (2.28b)

1 ; ,
o (€79(20;0™hoo — " Oyhl; + V2h}) + €"9(20;,0™ hoo — O™ Ohls + VZhI))

2 . .
+ m (&re™ + &™) = 0. (2.28¢)

2.5. Condicion de consistencia sobre las restricciones secun-
darias

Siguiendo el algoritmo de Dirac, a continuacién se presenta la condiciéon de consistencia sobre
las restricciones secundarias (2.27)

) 2 - , :
§=-= / 9 (y)em™" Ondp{ K™ (), Pij(y)}d’y
n ' (2.29)
= *Eimam,ajfg’
i

18



Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.5 Condicién de consistencia sobre las restricciones secundarias

gom = [0+ 2K) [ 0,930 (@), i)} = 70,0, H o).y ()} ] €
_/€: [ — KFo,000 {7 (2), b (9)} + KFO, V{7 (x), hij (1)}
IO ). iy 1)) — 550,000 (). i)} | .
+ / A@ [0,V {h (@), 735 (9)} — 0™ 0,0, {hy (), mij (y)}] dy

e’d 2ym m r
= T GV =07 0.0,X)),

. 9emn ,
W= / 2 oy + K33)00 (o), 7 ()}l
z i _ ok lf_mn . kg2, _mn .
b [ 28 [ = KEOD (™ (@), iy ()} + KEVA"™ (@), b ()}

1 1 .
+§h§8¢V2{7rm”(x), hij(y)} — ihgakal&{wm"(x), hij(y)} | Py (2.31)
- / N0y, (B (), 75}y

L
j

4 ..
— ST, KE — 0,00
0 ju

70
Por (2.28b), sabemos que A\ 2 0, haciendo que (2.31) parezca una nueva restriccion, pero esta

en realidad es linealmente dependiente de (2.27a).

Como resultado de esto tenemos méas informaciéon sobre los multiplicadores de lagrange

2 . .
;emamajgg ~ 0 (2.32a)

Pq
Zj(apv%;n — 00, 0,\]) ~ 0 (2.32b)
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Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.6 Restricciones de primera y segunda clase

2.6. Restricciones de primera y segunda clase

Finalmente, todas las restricciones del sistema son

00 00
o im =0,

0i . 00
@t =0,

¢ T — ¥

P T =0,

0,

2
I ;K; ~ 0,

1
»iz. pl2 5(K22 — K})=~0,
Y:P=0,

2 ..
S 7;(51]3]‘8]6}{% =~ 0,

SOm . iav2hm _ ijama ahl 4 8*7‘(‘“” ~0
. 4# () j 4,LL (Uil i )

1 ..
W . —fe’Jaiﬁlhé» -2 =~ 0,
7

(2.331)

(2.33;)

A continuacion se presenta la identificacion de restricciones de primera y segunda clase. Para es-
to se construye una matriz cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones

encontradas, esto es

¢00
d)()i
¢i./
Y
EH
M = n12
b
S
Sop
w

¢OU

[=ReleloBeRool =Nole]

OOOOOOOOOO%

¢kl wkl le 212 » S

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 {eY, M} 0 0 00
{4 ¢} 0 0 0 0 0

0 0 0 {zH 212} o {=H, S}

0 0 {z12 pihy 0 0 {x2,5}

0 0 0 0 0 0

0 0 {s,2"} {5,212} 0 0
{8%, gk} 0 0 0 0 0
{W, ¢t} 0 0 0 0 0

donde los paréntesis no triviales tienen la forma

{¢z]7wkl} _ 5(61k63l +5zl§]k)§2(1—:_gj)7

SOm

0

{¢z_7 , S(Jm} {¢z_;

[N eloloNoNoN ol

w

0
0
/W}

oSO oo o OO

{9, 89m}) = & (*6’”6“”8;6V2 — F§Im GV 4+ IO 0y, + MO Oy, ) 82(2 — ),

(69,11} = (90,0 + 0, ) 57 7~ ),

{1 8} = %5928152(:3 —17),

{2127 S} -

1
"

—(020% — 0,0M6%(Z — ),

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.6 Restricciones de primera y segunda clase

(w12} = —%52(:2—3;). (2.40)

Tal y como se menciona en la seccion A.5 del apéndice A, las restricciones de de primera clase
son aquellas las cuales su paréntesis de Poisson con todas las restricciones, incluidas ellas mismas,
son cero o una combinacion lineal de restricciones, de lo contrario son de segunda clase.

En (2.34) podemos apreciar que
¢00 (bOi »
son restricciones de primera clase y, como se coment6 al final de la seccion A.5 del apéndice A,

s, S w (2.41)

también son restricciones de primera clase, pero no todos sus paréntesis de Poisson con las demas
restricciones son cero. Es por eso que, después de una cuidadosa inspeccién, se proponen ciertas
modificaciones en (2.41). Reescribiendo las restricciones del sistema

¢ 7% =0, (2.42a)
" 7% =0, (2.42b)
oY — ' 0, (2.42¢)
YT 0, (2.42d)
2
s, pt - 2Kl =0, (2.42e)
7]
1
»iz. pl2 5(1{3 — K =0, (2.42f)
>:P~Q0, (2.42g)
2 .. 1 . 1 o o
S : —e”BjﬁkKik — 581'6]']3” + ﬂ@lﬁj(ék[(’i + EJkK,ZC) ~ 0, (242h)
0!
s o amaon, 1 o
. 4‘u (2 j 4'u 1l 7
eij 2_m eij m l .
— @aiv T+ @8 8581-5» =~ 0, (2.421)
L 4 l 1 1 s
W.m+ ﬂe 10;01h; — ﬂe 10;0,T; ~ 0, (2.42j)
dando como resultado que la matriz (2.34) se aprecie asi
¢00 d)Ok: ¢kl ,wkl le 212 b)) S SOm w
o /0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
%1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9v 1 00 0 {eVuty 0 00 0 {gU,8™} {¢9,W}
¢111 0 0 {¢9 ¢k} 0 0 110 . 0 1(1) 0 0
/2 0 0 0 0 0 {s, 212y o {15} 0 0
M= 21 0 0 0 0 {z12, 21} 0 0 {x'?2,5} 0 0 (2.43)
) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
sl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
w 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

donde los paréntesis no triviales son (2.35) y (2.40). Luego, podemos observar que hay
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Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.7 Transformaciones de norma

Restricciones de primera clase:

. 200 o
F1.7T "\/07
9. 7%~ 0,

F33P%O,

2 .. 1 y 1 . ; : .
Ty 76”87‘616[(% - *82‘87‘P7’j + —aiaj(e’k[(z + EJkK]ZC) ~ 0,
oo 2 2p
om . €7 2om € om l im
€ija 2_m eij "m0 l ~
- @ A @ 10;7; ~ 0,

TR R
Tg:m+ ﬂe”@@lhj - Ee“&»@ﬂj ~ 0.

Restricciones de segunda clase:

Xy il —a =0,
(AN Y AP
X5 177 =0,

2
x3: P —ZK] =0,

==

xa: PP — (K3 — K{)=~0.

[\]

(2.45a)
(2.45b)

(2.45¢)

(2.45d)

Procedemos a hacer el conteo de grados de libertad, considerando un total de 24 variables del

espacio fase, 8 restricciones de primera clase y 8 de segunda clase
1
DOF = 3 (24—2(8)—8) —0,

es decir, esta es una teoria topologica.

2.7. Transformaciones de norma

(2.46)

Dada la definicion (A.15), podemos construir el generador de transformaciones de norma

2 . 1 g
G = / |:€17T00 +e3p+et (e”ajpartialeik — i&-ajP”
I
L 9.0,(¢F K] + K] 2 (o - Comaan
+ﬂ11(€ k+€ k) tém @’L j_@ (]
+ (%ﬂ'im _ ijaiv2T7rL + ija7rLalaiTl_
4 J 4 J

6 e/ 1 e/ 1 3

(2.47)

22



Formalismo tipo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
2.7 Transformaciones de norma

Calculamos las transformaciones de norma infinitesimales usando (A.16)

Shoo = €', (2.48a)
Shoi = €5, (2.48D)
1o s
Ohi; = *5(8i€j + 8j3j6§?) + 56,5, (2.48c¢)
0Kij = °8i; — 0;05¢°, (2.48d)
1
daij = o (epiapvzai + €29, V22 + 2,0m ;0,0 + e”jamaiapafn) (2.48¢)
1
- @ (epiapﬁjaﬁ + e”ja,,@,»sﬁ) s
omoo = 0, (2.48f)
omo;i =0, (2.48g)
1
o= 5 (50,V2 + 0,925 — 0,07 0,0,25, — 0" 0,0, (2.48h)
—26”i8p8j56 — 2€pjapai€6 ) s
6Py = - (e-qa d;e* + €0, 8-54) (2.481)
vy 2# v Yq¥y 7 Yq% ) .
0735 = 0. (2.48)

Un comentario pertinente es que al escribir las transformaciones (2.48a), (2.48b) y (2.48c) de
forma covariante esta resulta como

6h/,1,1/ = (augz/ + 81/5“) + Nuv€, (249)

donde se ha escogido

el = 20pe9 — &, (2.50a)
€2 = Oye; — Oigo, (2.50b)
e2 = —2¢;, (2.50¢)
e =e (2.50d)

La expresion (2.49) se conoce como transformacion conforme, y la invariancia bajo esta
transformacion es una simetria propia del sistema [CS], tal como se reporta en [24]. A pesar de
que estudiamos [CS] en términos de nuevas variables, obtenemos las simetrias ya conocidas.

Es importante comentar que la estructura de las restricciones (2.44) y (2.45) es mucho maés
compacta que aquella reportada en [17]. En este sentido esperamos que las construccion de los
paréntesis de Dirac sea més sencilla de lo reportado en la literatura.
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Capitulo 3

Formalismo tipo GLT aplicado al
sistema de alto orden
Einstein-Chern-Simons

En la seccién anterior se analiz6 el sistema de alto orden Chern-Simons aplicando tipo GLT
propuesto: introduciendo el siguiente cambio de variable

% (hij = dito; — O3k ) - (2.1)

En esta seccién se presenta el analisis del sistema Einstein-Hilbert-Chern-Simons aplicando el
mismo formalismo tipo GLT, considerando el cambio de variable (2.1).

Kz'j =

Como se hall6 en la seccion anterior, la teoria Chern-Simons es una teoria topolégica. La teoria
Einstein-Hilbert también lo es [24], pero al considerar la suma de las dos, obtenemos una teoria
con un grado de libertad, como se menciona en la ecuacion (1.14). Es interesante comentar que al
analizar la teoria con este nuevo enfoque obtenemos el mismo resultado, como se menciona mas
adelante en esta seccién.

La densidad Lagrangiana asociada al sistema [EH-CS| que se analiza en esta seccion es la
suma de (1.1) y (1.4), en esta ocasién usando la convenciéon de signos (—,+,+). Al introducir

los cambios de variable (2.1), la parte correspondiente al término de Chern-Simons es justamente
(2.3), mientras que para [EH] es

. 1 I 1
Lpn = Kij K" — K] K) — hooRig" — ShY (Rikjk - gainlmlm ) : (3.1)
entonces densidad lagrangiana por analizar toma la forma
ij T i _ Lo .. Im
Lecs = Ki;KY — K[ Kj — ihOORij 7 — ih Rii™ — §5inlm
ij .
+ % (2K} Ki — 26310, hoo — KL OROUB) + K V25 (3.2)

1 1, s
+§h’gazv2hk] — 2h'58k816lh§) + ot (h” — 28ih0j — QKZ‘j) y

donde nuevamente hemos introducido el multiplicador de lagrange o/, el cual nos asegura que la
Lagrangiana presentada nos da las mismas ecuaciones de movimiento de [EH-CS].
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Formalismo tipo GLT aplicado al sistema de alto orden Einstein-Chern-Simons
3.1 Sistema singular

3.1. Sistema singular

Notemos que la densidad Lagrangiana es ahora una funcional de la forma

Lrcs = Leos(huw, Kij, aij, by, Kij, dij),

es decir, el sistema ha dejado de ser de alto orden y el formalismo canénico que usaremos es el
algoritmo convencional de Dirac. A continuacién se desarrolla con mas detalle el formalismo.

La matriz Hessiana se define como

=9 ok
Y0Qi o

(A.2)

luego, para el sistema en particular [EH-CS], dado que L¢g no depende de términos cuadraticos
en las velocidades de las variables candnicas ni términos cruzados, la matriz Hessiana es

o’ _o°L _0°L
0hpuOhyy  Ohu 0Ky Ok, 8 0 0 O
- 8%L %L 8L -
(Hij) = OK;;0h,, 0K;;0K;; 0Kida;; | — 00 0f. (3.3)
%L 9L L 0 00
O¢vijOhyy 06 ;0K O 0c;;

Evidentemente det(H;;) = 0, lo que significa que (H;;) no es una matriz invertible, o en este
contexto, L es efectivamente una teorfa singular.

Otro dato que vale la pena mencionar es que no hay filas ni columnas linealmente independientes
en (H;;), lo que significa que al momento de definir los momentos canénicos conjugados, ninguna
velocidad podréa despejarse y, por lo tanto, todos los momentos se convierten en restricciones
primarias.

3.2. Restricciones primarias
Siguiendo el algoritmo, se definen los momentos canénicos conjugados
oL g oL iy oL
o =—=  1t=— PY=— (3.4)
8hW 806”' 8KU
calculando explicitamente
oL
70— 9% _ g (3.5a)
Ohgo
: oL
= = =0, (3.5b)
i— 9L _ o, (3.5¢)
3hij
y oL
ij _ =0 3.5d
T T b4 (3:54)
oL 1,
Pi=— =—("K] +"K}) . 3.5¢
il GREAEY (3.5¢)
(3.51)

Dado que el rango de matriz Hessiana es cero, todos los momentos se promueven a restricciones
primarias.
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Formalismo tipo GLT aplicado al sistema de alto orden Einstein-Chern-Simons
3.3 Hamiltoniana canoénica y primaria

¢ : %0 ~ 0, (3.6a)
oV 7% =0, (3.6b)
¢V 7 — ¥~ 0, (3.6¢)
YT 0, (3.6d)
D . pii i (e““K,g' + eij,g) ~ 0. (3.6¢)

(3.6¢)

Con esto podemos definir la estructura simpléctica hasta este punto, es decir, los paréntesis de
Poisson fundamentales entre las variables canénicas

g (X), 7 (¥)} = 3 (940% + 5584)5° (@ — 5, (3.72)
(o), P )} = 0107 + 670)0%(@ — ) (3.70)
o (2), 7™ )} = 5 (B07 +0760)6%(F ~ ) (37)

3.3. Hamiltoniana canénica y primaria

Procedemos a construir la densidad de hamiltoniana canoénica A.7. Después de unos cuantos
célculos

. T | o1 1
Ho = —Kiy K7 + K] K] + ihoosz” + §h” (Rikjk - §5inzmlm )

j

+ = ( 2K};0;0"hoo + szakalhé' - Kkiv2h? (3.8)
1
1 1 .
—ihgaiv2hkj + §h’53k8161h§ ) + 27¥ (&;hoj + K )
Luego, la densidad de hamiltoniana primaria se expresa como

g | o1 1
Hi = —Kij K7 + KK + §h()ORijU + ih” (Rijkk - 25inlmlm>

€

? (2Kk7;8j3kh00 + K{‘@ko"'lhé — Kmvzhf
b0y + Shkawo0mt ) + om0y + K
201 k}j+20kllj+ﬂ- sz"" ij

+ X A+ Gy + €8

donde A, i ¥ &; son multiplicadores de lagrange que nos permite codificar la informacion
de las restricciones en la nueva densidad hamiltoniana.

3.4. Condiciones de consistencia a restricciones primarias

Con la densidad hamiltoniana primaria podemos aplicar las condiciones de consistencia, tal
como se menciona en la seccion A.4 del apéndice A.
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Formalismo tipo GLT aplicado al sistema de alto orden Einstein-Chern-Simons
3.4 Condiciones de consistencia a restricciones primarias

Aplicando integracion por partes y las definiciones de los paréntesis de Poisson fundamentales
(3.7)

; 1 - 2 -
¢00 = {¢00(33)aH1(Z/)} :/531'1‘”{”00(33); hoo(y)}dSy - ;/€”Kikajak{7roo($)7hoo(y)}dgy
= — / %Rijijéz(ff g)dSy — %/6”52(57 g)f)kajKlk(y)dsy

1 2
= *iRij” — ;e”akﬁjKik ~ 0,
(3.10)

. €l ij
A" = {¢" (), Hi(y)} = — / @aiv%f{wo?",h%}d?’w / ;?akalaihg{wo’",h%}d?’y
+2/7Tij8i{770m,hoj}d3y (3.11)

_ o~ L omaont 4 o ~ 0
- 4M ) j 4M 1Uq j 3T ~ U,

imn mn 1 mn iJ 1 1 mn 1,1j
" ={¢""(x), Hi(y)} = / [Qhoo{ﬂ s Rij7 )+ §(Rikjk - §5inlklk>{7T h'}
1 ij f._mn k 1 lk 3
—|—§h {m™" Rix;" — §5inlk %y
eij k ! mn 3 eij k72, .mn 3
+ FKi OO {m™™, by bd y—/;Ki V™ hyi Yoy
ij j
— / ;—thaiVQ{wm”,hkj}d?’y—k / ;—Mh’gakalai{wm",hlj}di’)y
+/<ij{—amn,7'ij}d3y
1 1 1 1 1 -
_ _ia’manhoo + 56’mnv2h00 _ i(Rmknk _ 5(snm‘lelk) + Z(smnaiajhzj
1 . 1 1 | -
_ 7aianhzm _ - thn —amAanpt = smnx721j
; TV 0T ]+ S8

1. X X X 1, . )
_ (anakam[(ik + eznzakanKZh) + 27(6”LV2KZH 4 eanVQKin)
v

2p
1, , 1 . ,
- @(e”"@VQhB” + M9 V2hg) + @(emakamaih’g + €7 0,.0" i h)
_ CHLTL ~ 07
(3.12)
Y = (g (@), Hi(y)} = - / A (){77 (@), i (y)}dy = X" &0, (3.13)
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ST = (ST (@), Ha(y)}
_ / |: _ {P’rn’rL?Kinl_]} + {P"Ln,K;K;} + % <Qaj8khOO{P"m>Kki}
+OP O P K} — VERE{ P K Y) + 20 { P K

- 1 1
EI{P™ — — ("MK + "VRGY), Py — — (e KT + e K} | dPy
p B (3.14)

‘ 1 . . 1.
=2K™M" - 2K 4 — ( —€"0;0™hoy — €™ 0;0"hoo — ienﬂamalh;
"

1, 1. 1,
—S €MD, + STV 4 2Ry ) — 27"

2 , .
+ — (fzmem + &re™ ) ~ 0.
I

Para logra identificar las restricciones primarias que a través de su evoluciéon nos producen
restricciones secundarias aplicamos el mismo mecanismo que en la seccién pasada: se construye
una matriz cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones primarias,
como se muestra a continuaciéon

¢00 ¢Ok (bkl 1p}’cl Zkl
¢ /0 0 0 0 0
q’)F”j 0 0 0 0 0
My=¢7 | 0 O 0 50126%(% — 7)) 0 , (3.15)
e U —30:0%(F — 7)) 0 0
4 0 0 0 0 {xu sk}
donde 1
{24, 5k} = = (F5" + €67t 4 5T + €igIR) 62 (T — ). (3.16)
1
Se puede comprobar que los vectores nulos para la matriz 3.15 son
1 0 0
. 0 . 1 . 0
1= 0 a‘/Q =10 a‘/3 = 0 ) (317)
0 0 0
0 0 ij
luego, las restricciones primarias independientes que producen restricciones secundarias son
Vi-® = ¢, (3.18)
Vo ® = ¢, (3.19)
Lo N o .
Va-®= <P2J _ ;(6Zng;1 + MK 51’]’) =P =P=%, (3.20)
donde se ha definido el vector de restricciones primarias
¢00
¢Oz’
d=|¢"|. (3.21)
i
i
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Luego, (3.20) (la cual es la misma que en el caso de solo Chern-Simons) es una restriccion
primaria a la cual hay que aplicarle la condicién de consistencia

Y= / [T2Kij{P(x),KU(y)}+2K;{P(:€?,K(y)}} >y + / iﬁajakhoo{P(x)yKik(y)}d?’y
+ [ Soom @) ki@~ [ SVHAP@). Ky
+ / QWij{]Dl(lir),Kij(y)}dSy - i / £ [eim{P(x),Kik(y)}dSy]
= 2K — iaialh; — 2T~ 0
o

(3.22)

donde K = K! y m = ml.

Nuevamente es importante notar que en la ecuacién 3.20 se produce una nueva restricciéon
independiente que proporciona informacién de como deben considerarse las restricciones 7. Se
tiene que

P~0= P} = P},

por lo que, solo dos de las tres restricciones codificadas en % son independientes, y se consideran
como sigue

2
. pt - 2K ~0, (3.23)
W
1
»i2. pl2 E(KQQ ~K{)=0 (3.24)
y
P=0. (3.25)

En resumen, se hallan tres restricciones maés, las cuales se promueven a restricciones secundarias

1 .. 2
S = —§R7;j” — ;e”ﬁjﬁkKik ~ 0, (3263)
Som — ija-Vth - ija7'La Oihl + 9™ =~ 0 (3.26b)
- 4,U 7 5 4# Vs g x ~ U, .
]
W = 2K + %a,-alhg +or R0, (3.26¢)

30



Formalismo tipo GLT aplicado al sistema de alto orden Einstein-Chern-Simons
3.5 Condicion de consistencia sobre las restricciones secundarias

y las siguientes relaciones con los multiplicadores de Lagrange

1mn lmn 2 71 mnkilmn Ik lmnzg
28 " hoo + 25 V<hoo Q(R k 25 Ri'™) + 45 0;0;h

1 n 1 im 1 21 mn 1 man i 1 mny72p1j

4518 h 4V h +48 7] hi+45 V<h

1, . )
- @(emakamf{f + €M ORO"KY)

1, . )
+ — (VK] + €MVAK])
2u

1 . )
— @(emaiv%g" + €M V2h)

1 . )
- 4TL(ema,ca"%)ihg + €M O;hE) — (™ = 0, (3.27a)
A 0, (3.27b)

) 1 . . 1 .
QKM ZKZ’(Smn + — ( — anajamhoo — e"”(’?janhoo - *Enjamalhé
" 2
1 im an l 1 njr2pm 1 imvy721n mn
—56 8 alhj+§6 ]V hj +§€ V hj —27T
+ 2 (fimem +Erem ) ~ 0. (3.27¢)
o

3.5. Condicion de consistencia sobre las restricciones secun-
darias

Siguiendo el algoritmo de Dirac, a continuacién se presenta la condicién de consistencia sobre
las restricciones secundarias

5= / =~ (Oiho + Ki) (070 (g (), 7 (1)} = 0719y (), 77} )
7%/\”- (Op0g {h7 (@), 735 ()} — 6P IV {hg (), 735}) — %éijem”anap{Kmp(x), Pij(y)}| d*y

. ) ) 1 o1 .2 . )
= —9'97 (0iho;) + V2(0;hé + K}) — 0037 + 5VQA; - ;amamajgg ~0,
(3.28)
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- Om ePq m i ePa . i, y
§om — / |:2M(8ih0j + Kij) + 0,V {h] (), 77 (y)} — E(6ihoj + K)0™ 0,0, {h} (), 7 (y)}
1 i g 1
+ §h00 ( 0p0" 07 {7 (x), hij} — 87 0y VA {mP™ (), hij(y)}> + §h”3p{7rpm(x)a Rie;"}
1 | 1 1 -
- Zéijhljap{ﬂpm(x)a lelk(y)} + i(Rikjk - i(sq;leklk)ap{me(aj), h* (y)}
€ k Ly _pm k 2 _pm
_ n ( — K[0,0,0{mP™ (x), hij(y)} + K9, V{mP™ (), hij (y)}
1 1
+5h60p0 V{7 (@), s ()} — ihgapakalajwpm(x), hij(y)} >
_ePa
AE™ (Vg @), mis ()} — 90,0, (R (), 75 ()} )} Py

ePd 2\ym m r
= @(apv )\q -0 arapAq) ~ 0,
(3.29)

= [ 261K (). P} + 25 @+ Ko )00 ). 27}
+ Amnfaial{hu (x), 7™} + 2hoo{m(x), Ri; 7 (y)}
¥ (Rigg® — 305 Rin ™) (), K9} + iy (), R () — Shim, Rum™)
i 2u ( Kbopantm(e). ()} — Kia V(). b} (3.30)
—%h’g&v?{ﬂ(z), hij} + %h’gakalai{ﬂ(x), hé‘(y)}ﬂ d*y
=2¢ + %(ei”@-am + €™9;0™) (Omhon + Kpn) + i(ei"aiam + €™ 0;0™) A,

2¢

1
1+ 9V2hgo — P (0RO, KF + §aiv2hjo) ~ 0.

Como resultado de esto tenemos méas informaciéon sobre los multiplicadores de lagrange

o , 1 1 9 ,

— 00 (Dihoy) + V(Dihiy + K) = 500,07 + SVPN = =™ 0,0;€] ~ 0, (3.31a)
"

ePa

” (Bp VAT — ™0, 0,A\)) ~ 0, (3.31b)

1 , 1,
26, + ;(emaﬁm +€"9;0"™) (Omhon + Kmn) + ;(emaiam

‘ 2€% 1
€™ 8;0™ Amn + 2V2hoo — %(akaij + 50:V%hj0) ~ 0. (3.31c)
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Formalismo tipo GLT aplicado al sistema de alto orden Einstein-Chern-Simons

3.6 Restricciones de primera y segunda clase

3.6. Restricciones de primera y segunda clase

Hasta este punto podemos decir que las restricciones del sistema estan dadas por

¢ - %0 ~ 0, (3.32a)
¢V % 0, (3.32b)
¢V 7 — ¥ ~0, (3.32¢)
Wi T, (3.32d)
2
»it.pl - 2Kl ~0, (3.32€)
i
1
»iz. pl2 _ 5(1{5 — K} =~0, (3.32f)
Y:P~0, (3.32g)
1 2
S : —iRijw — ;e”ajaklﬁk =~ 0, (332h)
0om eij 21m eij m l im :
S : @@V hj - @8 8laihj + aiTr ~ 07 (3321)
1 ..
W 2K + ;aﬂaialhg + 27 ~ 0. (3.32j)

Un total de 16 restricciones. A continuacién se presenta la identificacién de restricciones de
primera y segunda clase. Para esto se construye una matriz cuyas entradas son los paréntesis de
Poisson entre todas las restricciones

¢OO

0i

Y

o Ell
M=%,
P

S

ser

w

(ﬁOO OOk
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

donde los paréntesis no triviales son

d)kl wkl 211 212 » S S(]m w
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 {Oz'l,ﬁ)“} 0 0 0 {(f)”, S} {c“‘.‘)z_]’ Sl’)m} {®1_17 VV}
{7, ¥} 0 0 0 0 0 0
0 0 0 {Z1 »n12y 0 {=1 S} 0 =t wh
0 0 {z12 2ty 0 0 {=12, 8} 0 0 ’ (3'33)
0 0 0 0 0 0 0 {Z, W}
{S.4F} 0 {$, =11} {8, %12} 0 0 0 0
{89, gk} 0 0 0 0 0 0 0
{W, "'} 0 {w, =1y 0 {(w, %} 0 0 0
. 1, .., . o
{9 pF1} = -3 (677" + 51577 6%(% — ), (3.34)
. 1 o .
{075} =5 (00 - §IV?) §4(7 — ), (3.35)

(4, 50m) = i ( — kIgmP,V2 — Rigima V2 4 kigmia, + igmai g, ) 27— ), (3.36)

y 1 . _ . .
17 _ mj 7 me J 202
{9 W) =5 (e Omd' + €MD, 0 )5 (@ — ), (3.37)
(51,8} = 20,0627 — §), (3.38)
I
(312 5y = i (0:0° - 310" ) (7 - ). (3.39)
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3.6 Restricciones de primera y segunda clase

(B1, 21 = 26 - ) (3.40)
(W} = —28%(% - 9), (3.41)
(W, 2} = 46%(% — §)). (3.42)

En (3.33) podemos apreciar que

¢OO ) d)Ol )

son restricciones de primera clase y por lo comentado en la seccion A.5 del apéndice A,

S, S (3.43)

también son restricciones de primera clase, pero no todos sus paréntesis de Poisson con las demas
restricciones son cero. Es por eso que, después de una cuidadosa inspeccién, se proponen ciertas
modificaciones en (3.43). Reescribiendo las restricciones del sistema

" : 7% =~ 0, (3.44a)

" 7% =0, (3.44b)

7 7 — a0, (3.44c)

YT 0, (3.44d)
2

. plt - 2K ~0, (3.44e)
w
1

»iz. pl2 5(1{22 — K=o, (3.44f)

Y:P=0, (3.44¢)

1 ij 2 ij k 1 ij 1 ik 1-J jk i

S : —§Rij + ;6 6]8 K, — 5816313 + ﬂaiajk Kk +€ Kk)

1 . .

i(azaﬂ ~ V1, =0, (3.44h)

§om ija-v%% - ijama O;hl + 9;m'™

. 4,LL 7 5 4[11 1Vl (
- ija-v%m + ijama 9Tt~ 0 (3.44i)
4M ( 7 4M 175 ~ U, .

1, ,

W 2K + ot 19,0,hl + 2m ~ 0. (3.44j)

Se puede mostrar que haciendo los paréntesis de Poisson entre estas restricciones, algunos de
estos que erandiferente de cero, ahora son igual a cero. Luego, la matriz (3.33) se reescribe como

¢00
(bOi
67
I
’ 211
M = 212
2
S
50
w

¢UU

oSO oo oo oo oo Co

¢0k

o

OO OO OO O OO

¢kl wkl 211 212 » S SOm w

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 {0, Y4} 0 0 0 0 0 {9, W}
{7, ¥} 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 {1 vy 0 0 o0 {ZUw}

0 0 {z12 1} 0 0 0 0 0 (3.45)

0 0 0 0 0 0 0 {Z, W}

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
{w, ¢k} 0 {w, =t} 0 {W,2} 0 0 0

34



Formalismo tipo GLT aplicado al sistema de alto orden Einstein-Chern-Simons
3.7 Transformaciones de norma

donde los paréntesis no triviales son (3.34), (3.37), (3.40), (3.41) y (3.42).

Ahora es facil distinguir aquellas restricciones cuyos paréntesis de Poisson con todas las restric-
ciones son cero.

Restricciones de primera clase:

7% ~0, (3.46a)
I 7% ~0, (3.46b)

1 . 2 .. 1 -
[3: =Ry + =€0,0F Ky, — =0;0; PY
e B+ 0,0 K~ 500,
1 kg | gk i Looing ™
-l-ﬂal@](e Kk"r‘e Kk)+§(88 -V )’Tij =~ 0, (3460)

Ty Z?aiVth' - fmamalaih; + O™

Gij 2_m eij m l ~
- @&-V 7+ @8 010;7; =~ 0. (3.46d)
Restricciones de segunda clase

XY o mil — ol &0, (3.47a)
X5 1 20, (3.47b)

2
xs: PM — ;K% ~ 0, (3.47¢)

1
x4 : P12 — 5(1{3 — K=o, (3.47d)
X5 : P =0, (3.47¢)

ij
X6 : 2K + %aialhé. + 2~ 0. (3.47F)

Procedemos a hacer el conteo de grados de libertad, considerando un total de 24 variables del
espacio fase, 6 restricciones de primera clase y 10 de segunda clase

DOF = ( 24 — 2(6) — 10 ) ~1, (3.48)

N | =

es decir, un sistema con un grado de libertad.

3.7. Transformaciones de norma

Tal y como se define en (A.15), el generador de transformaciones de norma esta dado por

G = / d3ye'T;. (3.49)
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En este caso en particular,
2 . 1 g
G :/ |:€17T00 +€$n7T0m +€4 (e”ajakKik — §8i8jP”
I
1 ik 7-J ik 7 5 (€7 2rm € om l
+—6i8j(e Kk—FEJ Kk') + €, —0;V°h!" — —9™0,0;h’;
2 ' in T ’ 3.50
o im eijaVQ 7n+€ijamaa l ( )
i — — VI + — iT
4 J 4 1

6 el 1 €' 1 3

Calculamos las transformaciones de norma infinitesimales tal y como se menciona en A.16

Shoo = €', o)
o= (3.51b)
1

Ohij = =5 (Oje + 0ic;), (3.51c)
= 00 (3.51d)

1 2 mn R nem .

1

+ 8 ( — ekjaiamakefn — ekiajamakefn + Ekjﬁmanaké'? + €kiam3n8k€? ) ’ (3.51e)
e (3.51f)
ot (3.51g)

1 1
(571'2']' = —5 (818] — 6ijV2 ) 63 + @ (Ekjakv2€;1 + e’“iakv%;*)

1 m
+ @ ( ekj(“)i + Gkiaj ) 0 8;65;171, (351h)
1 .
0P;; = _ﬂ (Eilaj + €10 ) 8l53, (3.51)

Podemos ver que las transformaciones de norma para el campo h,, se puede escribir en forma

covariante como
Ohyy = Ouey + Ove,. (3.52)

Una diferencia respecto a [CS] es que a no aparece en (3.52) el término 7, que esta asociado
a una transormacion conforme y es de esperarse este resultado porque la simetria de norma de
[EH-CS] son los difeomorfismos tal como [EH].
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Capitulo 4

Conclusiones

Se analizaron las teorfas singulares de alto orden [CS] y [EH-CS] haciendo uso de nuevas
variables que son un tipo de curvatura extrinseca del espacio-tiempo. Esto permiti6é que el orden de
las derivadas disminuyera de segundo a primer orden. Posteriormente, usando el método de Dirac
se identificaron para ambos sistemas las restricciones, se lograron separar entre primera y segunda
clase, se hizo el conteo de grados de libertad y se encontraron las transformaciones de norma. Es
importante mencionar que para el sistema [EH-CS], las restricciones (3.46) y (3.47) resultan de
forma mas compacta que (1.12) y (1.13) en el sentido en que presentan menos términos, por lo
tanto, en futuros trabajos su manipulacion serd més sencilla. Otro punto importante a comentar
es que a pesar de que en [20] el sistema [EH-CS] se analiza de forma diferente a la que se presenta
aqui, podemos observar que en ambas Hamiltonianas, (1.11) y (3.9), aparece explicitamente
un término lineal en 7%, el cual podria estar asociado a una inestabilidad de Ostrogradski. El
término lineal presente en (1.11) es el producto 7™ h;; y es mera consecuencia de la transformada
de Legendre. Por otro lado, en (3.9), el término lineal es 7 K;;, de la misma forma que, por
ejemplo, en la Hamiltoniana (B.4) del apéndice B. Para futuros trabajos, esto puede representar
una ventaja al momento de preguntarse si este término estd asociado a una inestabilidad
de Ostrogradsky y posiblemente intentar eliminarla. Ademas, la Hamiltoniana obtenida en el
presente trabajo, (3.9), se escribe de forma més compacta, cosa que podria facilitar futuros analisis.

Por altimo, es interesante mencionar que la parte asociada al sistema [EH] de la Lagrangiana
[EH-CS|, (3.2), toma una forma particular parecida a la del sistema conocido como Gravedad
ADM, reportado en [25]. Se dice entonces que nuestra Lagrangiana es una version perturbativa del
modelo ADM méas Chern-Simons, dado que se us6 la expansion de la métrica (1.2). ADM no es
una teorfa renormalizable, pero, como se menciona en [26], el modelo conocido como Gravedad de
Horava presumiblemente si lo es. Es por esto que podria resultar de interés construir una version
perturbativa de la gravedad de Horava a partir de (3.2), persiguiendo el objetivo de averiguar si
esta version también es presumiblemente renormalizable.

En conclusion, el presente trabajo de tesis puede considerarse como un primer paso al estudio
de las inestabilidades de Ostrogradski presentes en el sistema [EH-CS] y en la construccién de un
modelo perturbativo de la Gravedad de Horava; en este sentido a hay algo al respecto reportado
en [27]
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Apéndice A
Algoritmo de Dirac-Bergmann

En la mecéanica analitica elemental se estudian sistemas a través de la formulacién lagrangiana
y hamiltoniana. Un sistema que puede ser descrito mediante una lagrangiana y pasar a la formu-
laci6on hamiltoniana mediante el uso de la transfomada de Legendre se conoce como sistema reqular.

En esta seccién se hace una revision del algoritmo que nos permite pasar del formalismo
lagrangiano al hamiltoniano considerando sistemas no regulares recuperado de [28] y [29]. Esta
serie de pasos resumidos es resultado de investigaciones de personas como Dirac, Bergmann,
entre otros. La intencién es adquirir la perspectiva necesaria para facilitar la implementaciéon del
algoritmo de Dirac-Bergmann para teorias de campo.

A.1. Sistemas singulares

Existen sistemas a los cuales no se le es posible aplicar la transformada de Legendre (sistemas
no regulares) y se les conocen como sistemas singulares.

La formade identificar un sistema regular de uno singular es a partir del determinante de la
matriz Hessiana, cuyas entradas son las segundas derivadas de la densidad lagrangiana respecto
de las velocidades de las variables canénicas.

Sea L una lagrangiana de campo tal que
L (¢1’¢2’""¢N7q§17q§27""¢}v> = /d3£ (¢17¢27""¢N’¢.17q§27"'7¢.}v) (A'l)

donde L es una densidad lagrangiana que depende de los campos ¢™ y de sus derivadas temporales,
donde n =1,2,..., N, siendo N el nimero de variables de campo del sistema.

Las entradas de la matriz Hessiana se definen como

_ oo
O Dt

(Hij) (A.2)

Luego, si det(H;;) = 0, entonces £ es un sistema singular, de lo contrario, es un sistema regular.
=0, L essingular

det(Hij) (A3)
%0, L esregular
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A.2 Restricciones primarias

El hecho de que det(H;;) = 0 significa que la matriz Hessiana no es invertible, es decir, no
todas las filas o columnas son linealmente independientes. En este contexto, significa que no todas
las velocidades pueden ser despejadas de la definicién de los momentos, tal como se hace para un
sistema regular. Esta es una de las razones por las cuales no es posible aplicar la transformada de
Legendre a este tipo de sistemas.

La definicion de los momentos canénicos conjugados es igual que para un sistema regular, es
decir,

oL
Opn(z,t)

y de aquellos momentos en los cuales no se pueden despejar las velocidades, pero si se pueden
construir relaciones tales que

" (x,t) =

(A4)

P (9t s 9N) =0 (A.5)

A.2. Restricciones primarias

Las restricciones se refieren a relaciones que limitan la dindmica del sistema, es decir, el namero
de grados de libertad del disminuye debido a la existencia de éstas. En otras palabras, lo que nos
muestran estas relaciones es que no todas las variables del espacio fase son independientes, y el
movimiento se limita a una hipersuperficie en el espacio de configuraciones.

A (A.5) se les conoce como restricciones primarias porque son las primeras que aparece usando
este formalismo.

El ntmero de restricciones primarias es el namero de filas o columnas que no son linealmente
independientes en la matriz hessiana (H;;), es decir, la nulidad.

La forma mas eficaz de obtener las restricciones primarias independientes es hallando los vec-
tores nulos de (H;;) y multiplicando cada uno por un vector cuyas entradas son las relaciones
(A.5).

A.3. Hamiltoniana Canénica y Hamiloniana Primaria

Se define la hamiltoniana canénica a través de la transformada de Legendre

m@:/fﬁuwszmme@ﬁme (A.6)

donde .
He(z) = mi(2)¢' (x) — L(z), (A7)

pero como se menciond anteriormente, la transformada de Legendre no contiene la informacion
completa del sistema, es por eso que se construye la hamiltoniana primaria, la cual codifica la
informacién de las restricciones a través de multiplicadores de lagrange

Hy(t) = Ha(t) + / i, i (2, 1) (A8)

donde \; son multiplicadores de lagrange.
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Algoritmo de Dirac-Bergmann
A .4 Condiciones de consistencia,

La importancia de la hamiltoniana primaria reside en que ésta genera la evoluciéon temporal de
cualquier funcién F' en la hipersuperficie de restricciones primarias a través de los paréntesis de
Poisson, tal y como se definen en la mecénica elemental

F(t) = {F, H,}. (A.9)

A.4. Condiciones de consistencia

Un requerimiento importante para que el sistema tenga consistencia es que las restricciones no
cambien con el tiempo. A esto se le conoce como condicion de consistencia, y se expresa como

P~ 0 (A.10)

donde se usa la igualdad débil, es decir, la igualdad se cumple solo en la superficie de restricciones.
Pero considerando (A.9) y (A.8), podemos escribir

9 = [ W@ ) + (0 @ N wulw)] = o (A.11)
Esta condicién puede implicar que una expresion 14 resulte de 1/117 es decir
i = v
y que por lo tanto _
Py = 0. (A.12)

A las relaciones (A.12) se les conoce como restricciones secundarias.Dado que estas son nuevas
restricciones, se debe exigir nuevamente la condicién de consistencia, tal como en (A.11), lo cual
posiblemente produzca restricciones superiores. En ese caso, se repite el proceso hasta haber hallado
todas las restricciones del sistema.

A.5. Restricciones de primera y segunda clase

Sea F' una funcional del espacio fase. Se dice que es de primera clase si su paréntesis de Poisson
con todas las restricciones es débilmente cero

{F(2),%,(y)} =0, (A.13)
con n = 1,...,namero total de restricciones. De lo contrario, F' es de segunda clase.

Es asi como podemos identificar si las restricciones del sistema son de primera o segunda clase.
Las restricciones de primera clase se denotan por I', mientras que las de segunda clase por .

La importancia de esta separacion radica en el conteo de grados de libertad de la teoria, el cual
esta dado por

DOF — {( num. De varlables) _ 2 ( num. De restrlcmones) _ ( nam. De restrlcc1ones>:| . (A14)

en el espacio fase de primera clase de segunda clase

También es importante mencionar que las restricciones de primera clase son generadores infinite-
simales de transformaciones de norma.
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Algoritmo de Dirac-Bergmann
A.6 Transformaciones de norma

Las restricciones de segunda clase estan asociadas con la definicion de los paréntesis de Dirac,
los cuales definen una nueva estructura simpléctica del sistema ahora que sabemos que no todas
las variables del espacio fase son independientes.

Un resultado importante que sebe mencionar es el siguiente teorema|28|

TEOREMA: El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera clase, también es de
primera clase.

Ademas, se puede demostrar que la hamiltoniana primaria H; es de primera clase. Esto nos
permite saber que al momento de aplicar la condicion de consistencia (A.11) a las restricciones
primarias de primera clase, estas produciran restricciones secundarias de primera clase.

A.6. Transformaciones de norma

Se define al generador infinitesimal de transformaciones de norma como

G= / By & (y)Tiy). (A.15)

donde ¢; es un parametro infinitesimal.

Siendo ¢; una variable campo canoénica, su transformacioén infinitesimal de norma esta dada
)
por

6¢z = {(bz(l‘),G} (A16)

Las transformaciones de norma nos dicen que cierto punto sobre la hipersuperficie de restriccio-
nes es equivalente a otro. Esto es, dos puntos diferentes unidos por una transformaciéon de norma
representan el mismo estado fisico. En otras palabras, nos permiten conocer las simetrias del sis-
tema. Si las simetrias del sistema son las mismas a pesar de ser representado por Lagrangianas
diferentes, podemos asegurar que se trabaa con el mismo sistema.
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Apéndice B

La inestabilidad de Ostrogradski en
teorias de alto orden

En este apartado se pretende explicar con un ejemplo muy sencillo la inestabilidad de
Ostrogradski, tomando la explicacién reportada en [30].

Es bien sabido que la segunda ley de movimiento de Newton se escribe como

. Flq)
G= , (B.1)
m
esto es, el movimiento es descrito por una ecuacion diferencial de segundo orden sobre la varia-
ble dinamica. ;Qué pasaria si en vez de una teoria de segundo orden, Newton hubiera escogido
representar esta ley con una de cuarto orden en las derivadas temporales? Por ejemplo

(@) _ da

T (B.2)

q

siendo « una funcion de ¢. Esta ecuacion de movimiento se puede obtener del siguiente principio

de accion de alto orden
1
S = /dt (261'2 - a(q)) . (B.3)

El espacio fase cuatridimensional del sistema puede describirse con dos variables y sus respec-
tivos momentos conjugados (P1,Q1) v (Pa, Q2), con la Hamiltoniana

P2
H:HQw~§+a@g. (B.4)

Podemos observar que en (B.4) existe un término lineal asociado al momento P;, lo
que significa que la Hamiltoniana no esta acotada por abajo. Esto implica que el sistema pueda
adoptar valores de energia negativos, entonces se dice que existe una inestabilidad de Ostrogradski.

Cabe mencionar que en este ejemplo se presenta una inestabilidad clésica, pero en la teoria
cuéntica, valores de energia negativa implican estados de norma negativa (y por lo tanto, in-

definidos) o estados de energia negativa (y por lo tanto, una produccion incontrolable de particulas).

El teorema de Ostrogradski enuncia lo siguiente [1]:
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La inestabilidad de Ostrogradski en teorias de alto orden

Si una Lagrangiana de alto orden en las derivadas temporales es no degenerada, entonces
existe al menos una inestabilidad en la Hamiltoniana del sistema.

No degenerado significa que el término con derivada de mayor orden puede escribirse en funcién
de las variables canonicas. Ademas, en [30] se demuestra que las inestabilidades presentes en los
sistemas con estas caracteristicas pueden ser eliminadas introduciendo restricciones, asegurédndose
de la reduccion de la dimension del espacio fase. Por otro lado, las teorias degeneradas de alto
orden en realidad no sufren de esta inestabilidad, puede ser eliminado a partir de las ecuaciones
de movimiento.

Teorias como [CS| y [EH-CS]| son de alto orden y degeneradas, uno podria pensar entonces que
en realidad éstas no sufren de la inestabilidad de Ostrogradsky, pero la caracteristica que hace la
diferencia es que estos sistemas son singulares. Luego, la situaciéon de sistemas singulares de alto
orden y degenerados es incierta, y debe hacerse un anélisis mas profundo para saber si existen
inestabilidades o no, tal como la construccion de la Hamiltoniana extendida del sistema [18][28].
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