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“Quizds puedo describir mejor mi experiencia de hacer matemdticas
compardandola con una travesia por una mansion oscura e inexplorada.
Uno entra en la primera habitacion de la mansion y esta en la oscuridad.
En una oscuridad completa. Vas tropezando y golpeando los muebles, pero
poco a poco aprendes donde estd cada pieza del mobiliario. Al fin, tras
seis meses mas o menos, encuentras el interruptor de la luz y de repente
todo estd iluminado. Puedes ver exactamente donde estas. Entonces vas
a la siguiente habitacion y te pasas otros seis meses en las tinieblas. Asf,
cada uno de estos progresos, aunque algunas veces son muy rdpidos y se
realizan en solo un dia o dos, son la culminacion de meses precedentes de
tropezones en la oscuridad, sin los que el avance seria imposible.”

- Andrew Wiles
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Introduccidén

En 1908 F. Riesz introduce los conceptos de filtro y ultrafiltro ante la incapacidad que
presentaban los intentos de axiomatizacion para definir la nocién de espacio topoldgico que
presentaron varios notables matematicos, las cuales en su mayoria pretendian que la con-
vergencia de sucesiones fuese su pilar fundamental. De manera particular, se queria que la
operacién de tomar limites de sucesiones fuera lo bastante fuerte para definir el operador
cerradura de un espacio topologico. Pronto Riesz hace notar el potencial de los filtros y
ultrafiltros para definir puntos de acumulacién y llevar a cabo procesos de completacion.
A partir de que Henry Cartan en 1937 presenta con total formalidad estos instrumentos
se comienza una revolucion total en las Matematicas, descubriendo muchas méas utilidades
de las que se pensaban. Actualmente los filtros y ultrafiltros son una eficaz herramienta en
Topologia y en la Teoria de Conjuntos.

De manera anéloga, el conjunto de Cantor, llamado asi por ser aporte de Georg Cantor
en 1883, fue una pieza fundamental de su investigacion respecto a su Hipdtesis del Continuo
planteada en 1878, sin embargo, con el pasar de los anos dicho conjunto se comienza a
encontrar en diversas areas de las Matematicas, aparentemente sin conexién alguna con la
Teoria de Conjuntos.

Podemos identificar a un subconjunto de w con un elemento del conjunto de Cantor 2¢
mediante su funcién caracteristica, es decir, una funcién de la forma f : w — 2. Lo anterior
hace posible estudiar propiedades topoldgicas de cualquier subespacio X C 2“. Algunos afnos
atrds Jan van Mill le hace notar a Andrea Medini que existen ¢ ultrafiltros no principales
no homeomorfos sobre w junto con el hecho de que la topologia de tales ultrafiltros como
subespacios de 2* era aun un “territorio inexplorado”. Es por lo anterior que el presente
trabajo se centra de manera exclusiva en el caso donde X = U es un ultrafiltro no principal

sobre w. El caso donde X = F es simplemente un filtro sobre w tiene un estudio riguroso en
el Capitulo 4 de [2].

El objetivo principal del presente trabajo es mostrar que usando la propiedad de ser com-
pletamente Baire, ser denso homogéneo numerable y tener la propiedad del conjunto perfecto,
bajo el Axioma de Martin para conjuntos parcialmente ordenados numerables, podremos dis-
tinguir los ultrafiltros no principales sobre w salvo homeomorfismo; es decir, si P es una de
las siguientes propiedades:
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x Introduccion

= P = Ser completamente Baire.
= P = Ser denso homogéneo numerable.

» P = Cada subconjunto cerrado tiene la propiedad del conjunto perfecto.

mostraremos que existen ultrafiltros no principales U,V C 2¥ de modo que U tiene la pro-
piedad Py V no.

En el capitulo 1 se presentan las definiciones formales de espacio métrico, topologico y
las propiedades mas importantes de éstos para el presente trabajo. Se introduce la nocién de
conjuntos de la primera y segunda categoria, y se exhibe el teorema de categoria de Baire
asi como algunas observaciones sobre éste. Se revisan rapidamente algunos conceptos sobre
ordenes parciales, ordinales y cardinales. Ademas se presenta el conjunto de Cantor y una
topologia con la cual lo equiparemos la mayor parte de esta tesis, asi como algunas de sus
propiedades. En el capitulo 2 se presentan simplemente las propiedades generales y algunas
particulares de filtros e ideales. En el capitulo 3 se introduce el Axioma de Martin y algunas
de sus formas mas débiles. Finalmente en el capitulo 4 se trabaja el objetivo principal; el
mostrar que bajo el Axioma de Martin para conjuntos parcialmente ordenados numerables
existen ultrafiltros no principales que podemos distinguir salvo homeomorfismo mediante las
propiedades de ser completamente Baire, ser denso homogéneo numerable y la propiedad del
conjunto perfecto.

Para nociones no definidas en el texto se puede consultar [4] para los conceptos en cuanto
a Topologia General se refiere y tanto [10] como [I4] para una buena introduccién y conceptos
fundamentales, respectivamente, en Teoria de Conjuntos.
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CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Espacios métricos y espacios topoldgicos

Definicién 1.1. Dado un conjunto X, decimos que una funcién d : X x X — [0, 00) es una
métrica para X si cumple las siguientes propiedades:

1. d(z,y) =0 siy solosixz=y.
2. Para cualesquiera puntos z,y € X se cumple que d(z,y) = d(y, z).

3. Para cualesquiera puntos z,y,z € X se cumple que d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

A la pareja (X, d) le llamamos espacio métrico. A d(z,y) le llamamos la distancia entre
los puntos z y y en X.

Los espacios métricos fueron introducidos por M. Fréchet en 1906 y constituyeron la
primera clase de espacios abstractos a la cual varias nociones y resultados relacionados a los
espacios euclidianos, pudieron ser generalizadas.

Una bola abierta en un espacio métrico (X, d), es un conjunto de la forma
B(z,r) ={a € X : d(a,z) <1}

donde r > 0 es el radio y € X es el centro de la bola, es decir, B(z,r) es una bola abierta
centrada en x y de radio r.

Como en los espacios euclidianos, podemos hablar de sucesiones en espacios métricos.
Sea X un conjunto no vacio y N el conjunto de los niimeros naturales. Una sucesiéon en X
es simplemente una funcién f : N — X, de forma que, para todo n € N, f(n) € X y

1



2 Capitulo 1. Preliminares

emplearemos la notacién {z,} para la sucesién f y a los elementos z,, los llamamos términos
de la sucesion.

Por supuesto, como en un curso de Calculo hay sucesiones que tienen una importancia
caracteristica, las llamadas sucesiones de Cauchy, las cuales poseen la propiedad de que sus
términos se acercan unos a otros tanto como se desee con sélo tomarlos lo suficientemente
avanzados. Mas formalmente, una sucesién {z,},en en un espacio métrico (X,d) es una
sucesion de Cauchy, si para cada nimero real € > 0, existe NV € N tal que para cualesquiera
ni,ny € Ny mayores que N, se verifica que d(x,,, x,,) < €.

Conviene aclarar que no toda sucesion de Cauchy en un espacio métrico es convergente.
Basta tomar al intervalo (0, 1] con la métrica euclidiana. Es claro que la sucesion {+},en no
converge en dicho espacio porque 0 ¢ (0, 1].

Definicién 1.2. Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesiéon de Cauchy en el
espacio es convergente en X.

Aunque los espacios métricos son de suma importancia en Matematicas, en 1914 F. Haus-
dorff logré definir un tipo de espacios mas generales y sumamente tutiles que seguian midiendo
la cercania o lejania de sus objetos. A esta clase de espacios se les conoce como espacios to-
poldgicos.

Definicién 1.3. Dado un conjuto X, decimos que 7 C P(X) es una topologia para X si
cumple las siguientes propiedades:

1.0, XeT,
2. A, Ay € T, entonces A, NA, €T,
3. ACT, entonces | JA € T.

A la pareja (X, 7) le llamamos espacio topolégico y a los elementos de T les llamamos
conjuntos abiertos. A menos que se mencione algo distinto cuando decimos que “X es un
espacio topologico” se entendera que X tiene una topologia asociada que no mencionamos
por comodidad de notacion.

Para cualquier conjunto X, la coleccién P(X) de todos sus posibles subconjuntos, es decir,
el conjunto potencia de X, satisface los axiomas que definen una topologia. A ésta topologia
le llamaremos topologia discreta en X, y a la pareja (X, P(X)) espacio discreto X.

Definicién 1.4. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Decimos que A es un conjunto
cerrado en X si se cumple que X \ A € T.



1.1. Espacios métricos y espacios topolégicos 3
Proposicién 1.5. [4, Proposicién 1.14] Si (X, 7T) es un espacio topologico y F es la familia
de conjuntos cerrados de X, entonces F satisface las siguientes propiedades:

1. 0,X € F,

2. Si Fy,...,F, € F,entonces FiU---UF, € F,

3. Para cualquier G C F, con G # (), se tiene que (G € F.

Como es usual, no siempre es necesario trabajar sobre todo el espacio topoldgico, a veces
unicamente requerimos trabajar con un fragmento de él. Lo grandioso es que le podemos

asociar rapidamente una topoldgia a cualquier fragmento del espacio que no “cambia” mucho
de la original.

Proposicién 1.6. [4, Proposicién 1.31] Si (X, 7") es un espacio topolégicoy A C X, entonces
Tla={UNA:U € T} es una topologia para A.

Definicién 1.7. Sean (X,7) y A C X. Decimos que la topologia descrita en la Proposicién
es la topologia relativa en A respecto de (X,7) y que A es un subespacio de X.

Es natural tratar de establecer conceptos que nos ayuden a tratar con la cercania o lejania
de objetos respecto a un punto en el espacio. De lo anterior podemos definir lo que es una
vecindad de un punto como sigue.

Definicién 1.8. Sean (X,7) un espacio topoldgico y x € X. Decimos que V' C X es una
vecindad de z si existe U € T tal que x € U C V. El conjunto de vecindades de x lo
denotamos por V().

Cuando tenemos un espacio topoldgico (X, 7T) y un subconjunto A de X, podemos hacer
distinciones respecto a la cercania que hay entre los puntos suficientemente cercanos a A.

Definicién 1.9. Sean (X, 7T) un espacio topolégico, A C X y x € X. Decimos que:

1. x es un punto interior de A en X, si existe U € T tal que x € U C A,

2. El interior de A en X es el conjunto {a € X : a es punto interior de A} y es denotado
por int(A),

3. x es un punto frontera de A en X, si para cada U € T tal que x € U se cumple que
UNA#ayUN(X\A) #g,

4. La frontera de A en X es el conjunto {a € X : a es punto frontera de A} y es denotado
por Fr(A),
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5. x es un punto de acumulaciéon de A en X, si para cada U € T tal que x € U se cumple
que UNA # @,

6. La cerradura de A en X es el conjunto {a € X : a es punto de acumulacién de A} y es
denotado por cl(A) o A.

7. x es un punto aislado de A si x € A pero x no es un punto de acumulacion.

Ahora estamos en condiciones de definir un tipo de subconjuntos de un espacio topolégico
sumamente importantes, los llamados conjuntos perfectos.

Definicién 1.10. Sea X un espacio topoldgico. A C X es un conjunto perfecto si es no
vacio, cerrado y no tiene puntos aislados.

Un ejemplo trivial de estos conjuntos es cualquier intervalo cerrado de R. Un ejemplo mas
exdtico e importante es el llamado conjunto de Cantor, pero aiin no estamos en condiciones
para hablar de él.

Una propiedad inmediata y de especial relevancia que es clave en el estudio de la topologia

general es la siguiente.

Observacién 1.11. Sean (X,7) un espacio topolégico y A C X. Entonces A C cl(A), y
cl(A) es un conjunto cerrado en X.

Es de mucha ayuda caracterizar a las subcolecciones de una topologia 7 que contengan
toda la informacién que posee T, que sean de facil descripcién y su manejo nos permita
obtener informacién del espacio (X, 7) con agilidad. Los méas representativos e importantes
son los siguientes.

Definicién 1.12. Sean (X, 7)) un espacio topoldgico y € X. Decimos que:

C T es una base para 7T si para cada U € T existe B C B tal que U = |JB'.

1. B
2. GC T essub-baseparaT si B={(1G' : G C Gy G es finito} U{X} es una base para
T.

3. B(z) € V(x) es una base de vecindades para x si para cada V € V(x) existe B € B(x)
tal que B C V.

Notemos que si X es un conjunto, entonces a X se le puede asociar una topologia a partir
de una base B (sub-base 0), en este caso decimos que la base B (sub-base 0) genera una
topologia en X. Para ilustrar lo anterior, tenemos lo siguiente:
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El resultado que sigue proporciona un método para generar una topologia a partir de
una coleccion de conjuntos de tal forma que dicha coleccién termine siendo una base de la
topologia generada.

Proposicién 1.13. [4, Proposicién 1.36] Sea B una familia de subconjuntos de un conjunto
X que satisface:

1. X =B,

2. 81 By,By € By x € By N By, entonces existe B € B tal que z € B C B; N Bs.

Entonces Ts = {A C X|3A C B: A= J.A} es una topologia para X que contiene a B
como base.

Otra caracterizacién importante de base para una topologia es la siguiente.

Proposicién 1.14. [4, Proposicién 1.18] Una subcoleccién B de una topologia 7 en X es
una base para T si y sélo si para cada A € T \ {0} y cada x € A, existe B € B tal que
r e BCA.

Hemos hablado de bases (subbases) de una topologia para un conjunto X, pero ;Si A C X,
qué pasa con a estos conceptos enfocados al subespacio A?

Proposicién 1.15. [4, Proposicién 1.33] Sean (X, 7T) un espacio topolégicoy Y C X. Si B
es una base (subbase) para T, entonces By = {BNY : B € B} es una base (subbase) para
Ty .

Es 1til encontrar una base que genere una topologia para un espacio métrico, de esta
manera, todas las definiciones y resultados para espacios topoldgicos son validos para espacios
métricos, incluyendo los anteriores. A continuacién enunciamos un resultado que nos permite
generar un espacio topologico partiendo de un espacio métrico.

Proposicién 1.16. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces B = {B(z,r):x € X y r > 0}
es una base para una topologia para X.

Definicién 1.17. La topologia generada por la base mencionada en la Proposicién es
llamada la topologia inducida en X por la métrica d y la denotamos por 7;. Un espacio
topoldgico (X,7) es metrizable si podemos definir una métrica d en X tal que Ty = T
y decimos que el espacio (X, T) es completamente metrizable si el espacio es metrizable y
completo respecto a la métrica d tal que 7, = T.
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Evidentemente, cualquier espacio métrico considerado con su topologia generada por d,
es un espacio metrizable.

Proposicién 1.18. Si (X,7) es un espacio topolégico metrizable y Y C X, entonces Y es
también un espacio metrizable.

Demostracion. Como X es metrizable entonces existe una métrica d tal que T = 7T;. Sea
B la base estandar de X; es decir, la base que consta de las bolas abiertas. Restringimos
la métrica d al subespacio Y C X; es decir, dy = d|(y><y). La métrica anterior induce una
topologia 7, . Por la Proposicién la coleccién By = {BNY : B € B} es una base para
la topologia T|y. Notar que para cada y € Y y r > 0 se tiene que By, (y,7) = B(y,r)NY,
es decir, Tg, = Ty, y por lo tanto, Y es un espacio metrizable.

|

Por supuesto que las sucesiones en espacios métricos juegan un papel relevante en el
aspecto tedrico de los mismos. Es natural definir un concepto similar para espacios topolégicos
y lo agradable es que no cambia relativamente en nada.

Definicién 1.19. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico.

1. Una sucesién en X es una funcién f : N — X. Denotamos a f por {z, }nen siempre
que para cada n € N, f(n) = x,.

2. Una sucesion en X, {x,}52,, converge a z en X, si para cada V € V(z) existe N € N
tal que si n > N entonces x,, € V. Lo anterior lo denotamos por z,, — x.

Proposicién 1.20. [I3], Corolario 2’, pag. 107] Si X es un espacio métricoy A C X, entonces
zg € cl(A) siy solo si existe una sucesién {x,}>°; en A que converge a x.

Uno de los conceptos basicos mas importantes en topologia es el de funciéon continua.
Intuitivamente, una fuinciéon f definida sobre un espacio topoldgico X y con valores en un
espacio Y, es continua en un punto xy € X si manda puntos cercanos a xy en puntos cercanos
a f(xo). Formalmente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.21. Sean X y Y dos espacios topologicos.

1. Decimos que una funcién f : (X,77) — (Y, 7T3) es una funcién continua en z € X si
para cada V' € Ty tal que f(x) € V, existe U € Ti, conxz € Uy f[U] C V.

2. Decimos que f es continua en A C X si f es continua en cada punto de A.

Un resultado que nos ayuda mucho a saber si una funcién f es continua es el siguiente.
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Proposicién 1.22. [4, Teorema 3.4] Si X, Y son espacios topolégicos y f: X — Y es una
funcion, entonces son equivalentes los siguientes enunciados:

1. f es continua en X.
2. Para cualquier abierto V de Y, f~[V] es abierto en X.

3. Para cualquier cerrado F en Y, f~![F] es un cerrado en X.

Proposicién 1.23. [4, Corolario 3.10] Si f : X — Y es una funcién continua y A es un
subespacio de X, entonces f|4 : A — Y es una funcién continua.

Ahora, introducimos los conceptos fundamentales en Topologia , el de “homeomorfis-
mo” y “espacios homeomorfos”, que se refieren a los objetos topoldgicos que se consideran
equivalentes; es decir, “iguales”.

Definicién 1.24.

1. Un homeomorfismo entre dos espacios topoldgicos es una funcién continua, biyectiva y
que tiene funcion inversa continua.

2. Los espacios topolégicos X y Y seran llamados homeomorfos si existe un homeomor-
fismo entre ellos.

En caso de que exista un homeomorfismo entre X y Y, decimos que X y Y son homeo-
morfos, denotandolo por X ~ Y.

Ahora que ya hemos establecido el concepto de homeomorfismo, un concepto de interés
para nuestro trabajo es el de espacio homogéneo.

Definicién 1.25. Decimos que un espacio topolégico X es homogéneo si para cualesquiera
z,y € X existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(z) =y.

Para familiarizarnos un poco con la homogeneidad tenemos el siguiente par de observa-
ciones:

Observacién 1.26.

1. Algo que podemos notar es que cualquier circunferencia en el plano (R?, Tg2), es un
espacio topolégico homogéneo, pues cualquier punto en ella se puede llevar a cualquier
otro, haciendo una rotacién sobre el centro de ella, donde 74, es la topologia inducida por
la métrica dy : R2xR* — R dada por da((z1, 41), (22, 92)) = /(21 — 22)2 + (y1 — 12)?,
que es la métrica usual en R? (73, = Tg2).
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2. Aunque el intervalo real [0, 1] suele tener muchas propiedades interesantes, resulta ser
un espacio topolégico no homogéneo. La razon es que no existe un homeomorfismo que
lleve alguno de sus extremos, {0, 1}, a cualquier otro punto x € (0, 1). En efecto, Tome
r=0ey=3.Sih:[0,1] — [0,1] es un homeomorfismo tal que 1(0) = 3, entonces la
restriccién £ : [0,1] \ {0} — [0,1] \ {3} también es un homeomorfismo. Pero (0, 1] es

conexo y [0, 1)U (3,1] no lo es, lo cual no es posible y por lo tanto, k no puede existir.

’2

Definicién 1.27. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que D C X es denso en X si
cd(D)=X.

Intuitivamente un subconjunto denso de un espacio topoldgico X, es un subconjunto,
cuyos puntos que lo componen se encuentran por todas partes X.

Definicién 1.28. Un espacio topoldgico (X, T) es:
1. Separable si existe D C X tal que |D| < Xy y D es denso en X.

2. Primero numerable si para cada x € X existe una base de vecindades B(z) para z tal
que |B(x)| < Ro.

3. Segundo numerable si existe una base B de T tal que |B| < Ro.

Proposicién 1.29. [4, Proposicién 3.28]. Si (X,7) es un espacio segundo numerable (res-
pectivamente, primero numerable) y Y es un subespacio de X, entonces (Y, T|y) es también
un espacio segundo numerable (respectivamente, primero numerable).

A pesar de lo que pudiera pensarse, un resultado similar no se cumple para espacios
separables. En efecto, sea X un conjunto més que numerable. Tomemos un punto distinguido
pen X. La coleccion T = {@}U{E C X : p € E} es una topologia para X, y es claro que {p}
es un subespacio denso de este espacio. Sin embargo, el subespacio Y = X \ {p} es discreto.
Como |Y| > Ny, entonces Y es un subespacio de (X, 7T) que no es separable. El lector puede
comprobar que lo anterior es cierto siempre que el subespacio que tomemos de un espacio
separable sea abierto (ver [4, Proposicién 3.29]). A pesar de lo anterior algo muy diferente
ocurre en espacios métricos. El siguiente teorema lo muestra.

Teorema 1.30. Si (X,d) es un espacio métrico separable y Y C X, entonces (Y,d) es
separable.

Demostracion. Sea Y C X no vacio. Como X es separable, existe un conjunto denso y
numerable D C X, digamos que D = {z; : i € N}. Para cada (n,m) € Nx N sea Y,,,, =
{y €Y :d(y,x,) < +}. Considere el conjunto

I'={(n,m) e NxN:Y,,, # 9}
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Elegimos un punto a,, ,, en cada Y, , tal que (n,m) € I y con ello definimos el conjunto
F =A{anm: (n,m) € I}.

Notar que F' es un conjunto a lo mas numerable porque I lo es.

Afirmamos que F' es un conjunto denso en Y es decir, que Y C F. En efecto, sean z € Y
y r > 0. Tome m € N tal que % < r. Entonces existe n € N tal que z, € B(x,%); asi
d(x,x,) < %, lo que implica que Y,, ,,, # @ y por lo tanto, (n,m) € I. De lo anterior se tiene
que existe a € F' tal que a = aym, PELO Upym € Yim, por lo cual d(a,m,,) < % y asi se

tiene que d(z,x,) < % porque z,, € B(z, %) Entonces

2
d(anm, ) < d(anm, Tn) +d(xp,z) < — <7
m
por lo cual a € B(xz,r); es decir, B(z,7) N F # @ y por lo tanto, z € F. Asi, Y C F, lo cual
prueba que Y es separable.

Proposicién 1.31. Todo espacio métrico (X, d) es primero numerable.

Para cada pareja de conjuntos X y Y podemos considerar al conjunto X x Y. En el caso de
que ambos conjuntos tengan definidas estructuras topoldgicas, es natural intentar construir
una topologia en X X Y que se encuentre relacionada adecuadamente con las topologias de
cada factor. Un modo natural de hacer esto es usando las proyecciones mx : X x Y — X
y my : X X Y — Y definidas como 7x(z,y) = x y my(z,y) = y para cada (z,y) € X XY,
respectivamente, porque son funciones que relacionan a X x Y con los espacios X y Y.

Definicién 1.32. Dados dos espacios topoldgicos (X, T1) v (Y, 7Tz), llamaremos topologia
producto P, o topologfa de Tychonoff, en X x Y, a la topologia (r, »,17; es decir, P es la
menor de las topologias en X X Y que convierte a mx y a my en funciones continuas, donde
Tx V Ty son las funciones proyeccion sobre X y Y, respectivamente.

Es de nuestro especial interés extender el concepto de topologia producto para cualquier
cantidad de espacios topolégicos. Consideremos una familia {(X;,7;) : j € J} de espacios
topoldgicos no vacios, en donde J es un conjunto no vacio finito o infinito. Recuerde que

HXj:{f:J—>UXj|Vj€J:f(j)€J}.

JjeJ JjeJ

Para cada ¢ € J, podemos definir la funcién =, : HXj — X; como m;(f) = f(i) para
jed
cada f € H X,. A m; le llamaremos proyeccién sobre el i-ésimo factor. Agrupamos a todas
jed
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estas funciones en una coleccién P = {m; : j € J}. Podemos ahora considerar en HXj
jeJ
la topologia débil »7 inducida por P. A la pareja (H X;,pT) le llamaremos producto
jeJ
topolégico o producto Tychonoff de los espacios X, y a »7T le llamamos topologia producto

o topologia Tychonoff en el producto H X;.
jeJ

Un resultado 1til al trabajar con el conjunto de Cantor es siguiente.

Proposicién 1.33. [0, Proposicién 2.3.7] Sea {X}scs una familia de espacios topolégicos.
SiS = U S, donde S; NSy = @ para t # t', entonces los espacios

< v TIdIx

seS teT sES:

son homeomorfos, es decir, el producto cartesiano es asociativo.

Una de las ultimas cosas que nos interesa saber sobre la topologia asociada a un conjunto
es que tan fuerte es para medir la cercania o lejania de objetos. Dicho lo anterior, tenemos
la siguiente definicion.

Definicién 1.34. Sean (X, 7) un espacio topolégico, z,y € X y F,G C X cerrados ajenos
tales que x # y y x ¢ F. Decimos que X es un espacio:

1. Tosiexiste U € T talque (x€eUyy¢U)o(x¢Uyyel).
T, siexisten U,V € T talesquex e U\ Vyye V\U.
T5 o Hausdorff si existen U,V € T talesque UNV =g,z e UyyeV.

Ts o regular si X es Ty y existen U,V € T talesque UNV =g, 2 €Uy FCV.

AR R

T35 o completamente regular si X es Ty y existe una funcién continua g : X — [0, 1]
tal que g(z) =0y g[F] € {1};

6. T4 onormal si X es Ty y existen U,V € T talesque UNV =g, FCUy G CV.

Un ejercicio de rutina es probar que si X es un espacio métrico, entonces X es T,. En
efecto, unicamente basta considerar las funciones f(z) = d(z,G) v g(y) = d(y, F'), donde
x € Fyy € A, junto con el recordatorio de que un punto esta en la cerradura de un conjunto
si y solo si su distancia al conjunto es cero.

Otra propiedad que es nuestro interés y que ademas es sumamente importante en To-
pologia General es la de compacidad. La formulacién de la nocién de compacidad como la
conocemos hoy en dia es debida a los matematicos rusos P. S. Alexandroff y P. S. Urysohn.
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Definicién 1.35. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Decimos que:
1. C C T es una cubierta abierta para (de) A si A C |JC.

2. A es un conjunto compacto en X si para cada cubierta abierta C de A, existe S C C tal
que S es cubierta abierta para A con S finita. Por simplicidad diremos que S es una
subcubierta abierta finita para A.

3. Un espacio topoldgico X se llama localmente compacto si todo punto de él tiene una
vecindad compacta.

Proposicién 1.36. [4, Proposicién 7.4] Sean X un espacio topolégico compacto y A C X.
Si A es cerrado en X, entonces A es compacto en X.

Proposicién 1.37. [4, Corolario 7.8 (1)] Si X es un espacio topoldgico Hausdorff y K es un
subespacio compacto de X, entonces K es cerrado en X.

Definicién 1.38. Sea f una funcién definida del espacio topologico X en el espacio topologico
Y. Decimos que f es abierta (cerrada) si la imagen bajo f de cualquier subconjunto abierto
(cerrado) de X es un subconjunto abierto (cerrado) en Y.

Notar que si X y Y son espacios topoldgicos, f : X — Y una funcién y B es una base

del espacio topoldgico X, entonces f es abierta si y sélo si f[B] es abierto en Y para cada
B e B.

Proposicién 1.39. [4, Corolario 7.9] Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff,
y f: X — Y una funcién.

1. Si f es continua entonces f es una funcién cerrada.

2. Si f es biyectiva y continua entonces f es un homeomorfismo.

El segundo inciso de la proposicién anterior sera de suma importancia para nuestros fines
y nos referiremos a él como un encaje homeomorfo por compacidad.

Proposicién 1.40. [4, Proposicién 7.6] Sean X, Y espacios topolégicos, AC Xy f: X —
Y una funcién continua. Si A es compacto, entonces f[A] es compacto en Y.

Un concepto topolégico de suma importancia es el de espacio cero dimensional, ya que
mas adelante, la topologia con la cual equiparemos al conjunto de Cantor hara que este sea
un espacio cero dimensional.
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Definicién 1.41. Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X es clopen si es abierto
y cerrado.

Definicién 1.42. Un espacio topoldgico X es cero dimensional si X es no vacioy si Ay B
son subconjuntos cerrados ajenos de X entonces existe un subconjunto clopen U de X que
contiene a A pero no a B.

La siguiente caracterizacion de los espacios cero dimensionales nos serd de mucha utilidad.

Proposicién 1.43. [22] Proposicién 4.2.1] Sea X un espacio topolégico no vacio. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es cero dimensional,

2. Para cada x € X y para cada vecindad U de x existe un subconjunto clopen V de X
tal que z € V C U,

3. Los subconjuntos clopen de X forman una base (abierta) para X,
4. X tiene una base numerable que consiste de conjuntos clopen,

5. Cada cubierta abierta C de X tiene un refinamiento abierto S tal que los elementos de
S son ajenos por parejas (y por lo tanto, clopen).

De manera general la equivalencia que utilizaremos siempre es la nimero (4); es decir,
que un espacio topoldgico es cero dimensional si tiene una base numerable que consiste de
conjuntos clopen.

Proposiciéon 1.44. Si X es un espacio topoldgico cero dimensional y Y C X, entonces Y es
también un espacio cero dimensional.

Demostracion. Sea B una base numerable de X que consiste de conjuntos clopen. Por la
Proposicién la coleccién By = {BNY : B € B} es una base numerable para la topologia
Ty que consiste de conjuntos clopen. Por lo tanto, Y es un espacio cero dimensional.

|

1.2. Teorema de Categoria de Baire

Uno de los espacios mas importantes para el desarrollo del presente trabajo son los espacios
de Baire, los cuales fueron nombrados asi en honor a René-Louis Baire quien introdujo el
concepto. Para abordarlos es necesario, primero, conocer algunas definiciones.
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Definicién 1.45. Sea X un espacio topoldgico y A € X. Decimos que A es nada denso (o

denso en ninguna parte) si y sélo si int(A) = @. En otro caso diremos que A es denso en
alguna parte.

Corolario 1.46. [21], Corolario 1.52] Sean X un espacio topolégico y A C X.

1. Si A es nada denso, entonces A es nada denso.

2. int(A) = @ siysélosi (X\A)=X.

Si f: X — Y es un homeomorfismo y A C X es nada denso, entonces f[A] es nada
denso en Y. En efecto, Y = f[X] = f[(X \ 4)] por ser A un conjunto nada denso en X.
Luego, por ser f un homeomorfismo f[(X \ A)] = f[X \ A] (ver [13, Ejercicio 6.19]), y al

ser en particular f una funcién inyectiva se tiene que f[X \ A] = f[X]\ f[A]. Finalmente,

nuevamente por ser f un homeomorfismo se tiene que f[X]\ f[A] =Y\ f[A].

En su definicién original, Baire definié una nocién de categoria (sin relacién con la teoria
de las categorias) como sigue.

Definicién 1.47. Sea X un espacio topolégicoy A C X.

1. A es un conjunto de la primera categoria (o magro), si existe una sucesién {A, },e. de
subconjuntos de X tal que A = U A,, donde cada A,, es nada denso en X.

new

2. A es un conjunto de la segunda categoria (no magro), si A no es la unién numerable
de conjuntos nada densos.

De manera particular, si existe una sucesion {A,},e, de subconjuntos de X tal que
X = U A, donde cada A, es nada denso en X, entonces diremos que X es magro en si

new
mismao.

De lo anterior podemos notar que un espacio topologico es de la segunda categoria si y
solo si cualquier interseccién numerable de subconjuntos abiertos densos en el espacio es no
vacia.

Estamos en condiciones ya que definir formalmente un espacio de Baire como sigue.

Definicién 1.48. Sea X un espacio topoldgico. Se dird que X es un Espacio de Baire si toda
{Gp}new sucesién de conjuntos abiertos y densos en X, cumple que ﬂ G,, es denso en X.

new
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Una de las caracterizaciones mas importantes para los espacios de Baire es la siguiente.

Teorema 1.49. [21, Teorema 2.14] Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes las si-
guientes proposiciones.

1. Cada conjunto abierto no vacio en X es de la segunda categoria.
2. Cada conjunto de la segunda categoria en X es denso en X.

3. Sea {U, : n € w} una familia de conjuntos abiertos y densos de X, entonces ﬂ U, es

necw
denso en X.

El teorema de categoria de Baire es una herramienta importante no solo en Topologia
General, también lo es en Analisis Funcional dado que es de suma importancia en teoremas
fundamentales como el de la transformacién abierta, de Banach-Steinhaus, entre otros. El
teorema tiene dos formas, cada una de las cuales da condiciones suficientes para que un
espacio topoldgico sea un espacio de Baire. La versién para espacios métricos completos fue
demostrada por Baire en su tesis doctoral de 1899.

Espacios de Baire hay muchos, por ejemplo, los espacios de Hausdorff localmente com-
pactos y los espacios topologicamente completos son espacios de Baire, tal y como lo enuncia
el siguiente teorema.

Teorema 1.50. (de Categoria de Baire) [20), Teorema 3.9] Cada espacio completamente
metrizable es un espacio de Baire. Cada espacio Hausdorff localmente compacto es un espacio
de Baire.

Observacién 1.51. Consideremos para cada g € Q el conjunto C, = Q\ {¢}. Notar que C,
es denso y abierto porque toda bola abierta con centro en ¢ intersecta a C, y como {q} es
cerrado en R, entonces también lo es en Q con la topologia relativa. Sin embargo,

(C.=2
q€Q

el cual no es denso. Por lo tanto, Q no es un espacio de Baire.

Observacién 1.52. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y un homeomorfismo. Si
X es de Baire entonces Y es de Baire; es decir, ser un espacio de Baire es una propiedad
topoldgica.
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1.3. Ordenes, ordinales y cardinales

Los conceptos de relacién y funcién son, sin duda alguna, de los mas importantes en las
Matematicas. Una extraordinaria parte de la investigacién en Matemadticas se centra en el
estudio de relaciones y funciones, por lo cual, es de esperar que estos conceptos sean de una
gran generalidad. Hausdorff consideraba que el concepto de funcién es casi tan primitivo
como el de conjunto, y qué decir del concepto de relacion, el cual intuitivamente parece mas
esencial que el de funcion.

Definicién 1.53. Un conjunto R es una relacién (binaria) si todo elemento de R es un par
ordenado, es decir, si para todo z € R, existen x e y tales que z = (z,y). Si R C Ax B
diremos que R es una relacion de A en B, o entre Ay B; si R C A x A diremos simplemente
que R es una relacién en A.

Por ejemplo, sean A y B conjuntos. La relacién de A en B de todos los pares ordenados
(a,b) con a € Ay b€ B es llamada relacién producto cartesiano y es denotada por A x B.

Otro de los conceptos fundamentales en Matematicas es el concepto de orden parcial
en un conjunto. Un orden parcial puede ser definido como una relaciéon con caracteristicas
especiales.

Definicién 1.54. Un orden parcial es una relacion binaria “<” sobre un conjunto no vacio
P que es reflexiva, antisimétrica, y transitiva. El par (P, <) es entonces llamado conjunto
parcialmente ordenado.

Por supuesto que al tomar un orden parcial sobre un conjunto viene consigo concep-
tos fundamentales como el de extensién, compatibilidad, entre otros, los cuales definimos a
continuacion.

Definicién 1.55. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado.

1. Sip,q € Py p<gq, diremos que p es una extension de ¢, o que p extiende a q.

2. Si z,y € P, diremos que z,y son comparables si ¢ < y, y < z o x = y, donde
(x<y=z<yAz#y).

3. Six,y € P, diremos que x,y son compatibles si existe z € P tal que z <z y z < y.

4. C C P es una cadena si cualesquiera dos de sus elementos son comparables. Ademas, si
C es una cadena bajo la relacién de orden parcial <, inicamente diremos que C es una
<-cadena.

5. A C P es una anticadena si cualesquiera dos de sus elementos son incomparables.
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Ejemplo 1.56. Tomemos el conjunto parcialmente ordenado (P(N) \ {@},C*) v z,y €
P(N)\ {2}
1. z,y son comparables si y s6lo si x C y oy C x.

2. x,y son compatibles si y sélo si x Ny # .

3. A C P(N) es una anticadena si y sélo si A es una familia ajena.

Definicién 1.57. Un orden parcial < sobre un conjunto no vacio P es llamado lineal o total si
cualesquiera dos elementos de P son comparables. El par (P, <) es entonces llamado conjunto
linealmente o totalmente ordenado.

Por ejemplo, el orden usual < en los niimeros enteros es lineal, mientras que la relacion
de divisibilidad no lo es.

Definicién 1.58. Sea < un orden parcial sobre un conjunto no vacio P, y sea A C P no
vacio.

1. a € A es el elemento minimo de A en el orden <, si para todo x € A, a < x.

2. a € A es un elemento minimal de A en el orden <, si no existe x € A tal que x < ay

x # a.
3. a € A es el elemento méaximo de A en el orden <, si para todo z € A, x < a.

4. a € A es un elemento maximal de A en el orden <, si no existe t € Atal quea <z y

T # a.

Se debe tener especial cuidado de emplear correctamente los adjetivos maximo (minimo)
y maximal (minimal) ya que, aunque parecidos, guardan diferencias entre si. Primeramente,
en virtud de la antisimetria, los elementos minimo y mdaximo (si existen) son tdnicos; no
sucede asi con los minimales y maximales. La razon es que los elementos minimo y maximo
son comparables con cualquier otro elemento del conjunto, no asi los minimales y maximales.

Definicién 1.59. Un conjunto parcialmente ordenado (IP, <) se llama bien ordenado si cada
subconjunto no vacio A C PP tiene elemento minimo. En este caso al orden < se le llama buen
orden.

Ahora comenzamos el camino hacia definir lo que es un ordinal y un cardinal.

Definicién 1.60. Decimos que un conjunto z es transitivo si para todo y € z, y es un
subconjunto de x; es decir, y C x.
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Definicién 1.61. Un conjunto x es un ordinal o niimero ordinal si y sélo si:
1. x es transitivo,
2. x es bien ordenado por €,
donde €, es la relacion de pertenencia restringida al conjunto x. Denotamos por Ord a la

clase de todos los ordinales.

La clase de los ordinales tiene una caracteristica muy util; si tomamos un conjunto bien
ordenado entonces lo podemos identificar con un ordinal. Formalmente tenemos lo siguiente.

Definicién 1.62. Si (P, <) es un conjunto bien ordenado entonces el tipo de orden de (P, <)
es el unico ordinal isomorfo a P.

Definicién 1.63. Sea o € Ord.

1. a es un ordinal sucesor si y sélo si existe g € Ord tal que a = g + 1.

2. a es un ordinal limite si y sélo si para todo g € Ord, a # § + 1.

En particular « es un ordinal limite si y sélo si para todo § € Ord tal que 8 < « se tiene
que S+ 1 < a; es decir, a = sup{f : f < a}.

Sea A un ordinal limite y {og : £ < A} una sucesién de ordinales de longitud A. Entonces

a:gga£<:>[((Vﬁ<a)(§|§0<)\):£0<£<>\):>ﬁ<a§§oz]

Teorema 1.64. [10, Teorema 9.16] Un conjunto X puede ser bien ordenado si y sélo si es
equipotente a un nimero ordinal.

Estamos en condiciones de definir uno de los conceptos méas importantes en Teoria de
Conjuntos; la de cardinal.
Definicién 1.65. x es un nimero cardinal si y sélo si:

1. x es un ordinal,

2. Para todo y € Ord tal que y < z no existe una funcién inyectiva f con dom(f) =xy
ran(f) =vy.

Denotamos por Card a la clase de todos los cardinales.
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Para cada k € Card, A = {\ € Card : kK < \} # O, entonces existe Ay € A tal que
Ao = minA. A )\ se le llama el sucesor de x y se denota por x*.

Definicién 1.66. Sea A € Card.
1. X es un cardinal sucesor si y sélo si existe k € Card tal que A = k+

2. X es un cardinal limite si y sélo si para todo k € Card, \ # k™.
Un concepto que serd necesario posteriormente es el de cardinal regular.

Definiciéon 1.67. Un cardinal infinito x se llama singular!singular si existe una sucesion
transfinita creciente {ag}eg de ordinales age < k cuya longitud € es un ordinal limite menor

que K, ¥

k= lim ag
£<0

Un cardinal infinito que no es singular se llama regular.

1.4. Conjunto de Cantor

Los arboles son un tipo especial de conjuntos ordenados que generalizan la nocién de con-
junto bien ordenado, y lo hace de una forma extensa pero también de modo muy conveniente
que incluso las demostraciones por induccion y construcciones recursivas, con su respectivas
adecuaciones, son posibles.

Definicién 1.68. Sea (7', <) un conjunto parcialmente ordenado.

1. (T, <) es un arbol si T tiene un elemento minimo llamado raiz y el conjunto de prede-
cesores de t € T, {s € T : s < t}, estd bien ordenado para cada t € T.

2. Los elementos de un arbol T' se llaman nodos, y si ¢t es un nodo de T', el conjunto de
sucesores inmediatos de ¢ es succ(t) = {se€T:t<s A =(IreT)(t<r <s)}.

3. La altura de un nodo ¢ en un arbol T es el tipo de orden del conjunto de predecesores;

es decir, ht(t) = otp({s € T : s < t}).

A menos que se mencione algo diferente nos referiremos al arbol simplemente por Ty no
por (T, <).

Definicién 1.69. Si « es un ordinal, el a-ésimo nivel de T"es Lev(a, T) = {t € T : ht(t) = a}.
La altura del arbol es ht(T) = min{a : Lev(a,T) = &}.
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Definicién 1.70. Una rama en un arbol es un subconjunto linealmente ordenado y ma-
ximal respecto a la contencion, es decir, que no esta contenido propiamente en algiin otro
subconjunto linealmente ordenado. Una rama es cofinal si intersecta a todos los niveles del
arbol.

Para un ordinal A y un conjunto no vacio A, el conjunto de todas las a-sucesiones s :
a — A de términos en A para a < )\, denotado por A<*, es un arbol con el orden de la
extension de funciones; es decir, el orden usual inducido por C. Para el presente trabajo es
de especial interés el arbol 2<%,

Consideremos productos topolégicos de la forma A“ con A # @ y equipado con la to-
polégia discreta. Un abierto basico usual para A% es de la forma

{z e AY : (Vi < n)(z(k;) = a;)}.

donde n, k; € wy a; € A para cada i < n.
Sea s € A<“ una sucesion finita s : n — A. El cono determinado por s es el abierto
basico

[s] ={x € AY : s = x|n}

es decir, el conjunto de todas las funciones de w en A que inicialmente coinciden con s.

Se puede verificar en [21], Proposicién 3.48] que la coleccién de todos los conos nos pro-
porcionan una base para la topolégia de A“. A dicha topologia le llamaremos topologia de
los conos para el espacio A“.

Un concepto que usaremos en el capitulo 4 es la concatenacion de sucesiones. Si s, t € A<,
digamos que s = (sg,...,sx) y t = (o, ..., t;), se define la concatenaciéon de s con ¢ como la
sucesion

STt = (S0, ey Sk, Loy ooy ).

En particular, si s € A<Y y a € A; entonces s~ (a) = s U {(dom(s),a)} = (so, ..., Sk, a) que
para mayor comodidad escribiremos como s a.

Un tipo muy especial de espacios que serd de gran interés en el desarrollo del trabajo
son los Espacios Polacos por la gran cantidad de propiedades que tiene y conviene recordar
algunas de ellas.

Definicién 1.71. Un espacio Polaco es un espacio topoldgico separable y completamente
metrizable.

Proposicion 1.72. Un subespacio cerrado de un espacio Polaco es un espacio Polaco.
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Demostracion. Sean X un espacio Polaco y Y C X un subespacio cerrado de X, como
Y es cerrado en X la métrica que hereda como subespacio es completa. Ademas si D es un
subconjunto denso numerable contenido en X, entonces Y = YNX = YNelx (D) = cly (DNY)

porque Y es cerrado. Entonces Y es separable y por lo tanto Polaco.
|

Proposicién 1.73. [21, Proposicién 3.34] Sea {X,, : n € w} una familia numerable de
espacios Polacos. Entonces H X,, es un espacio Polaco.

new

Proposiciéon 1.74. El espacio A“ visto como el producto topolégico de w copias de A con
la topologia discreta, es completamente metrizable y si A es numerable entonces es Polaco.

Podemos sustituir la construccién del conjunto ternario de Cantor por su representacién
que se asocia al conjunto de funciones que van de w en 2, el cual denotamos por 2¢. De hecho,
para cualquier n € w con n > 2 se tiene que los conjuntos 2 y n* son homeomorfos. A partir
de ahora, a menos que se mencione algo diferente al conjunto 2“ siempre lo equiparemos con
la topologia de los conos.

Observacién 1.75.

1. El conjunto de Cantor 2 es Polaco.

2. Como 2“ es completamente metrizable, entonces es un espacio de Baire y de la segunda
categoria.

3. Una métrica compatible con la topologia de 2 es

271§ Ay
d(z,y) =
0 si =y

con n = min{k € w : x(k) # y(k)} y donde z(n) y y(n) denotan las funciones
caracteristicas de los conjuntos x e y evaluadas en el natural n, respectivamente.

Una de las caracterizaciones mas importantes del conjunto de Cantor, no sélo en el mundo
matematico, sino también para el presente trabajo es la siguiente.

Teorema 1.76. |24, Teorema 1.5.5] El espacio 2* es el tinico (salvo homeomorfismo) espacio
no vacio, metrizable, compacto, separable, cero dimensional y sin puntos aislados.

Corolario 1.77. [24, Corolario 1.5.7] Cualquier espacio topoldgico X cero dimensional, se-
parable y metrizable puede encajarse en 2*.



CAPITULO 2

Ultrafiltros e Ideales maximales

2.1. Filtros

Definicién 2.1. Un filtro sobre un conjunto no vacio X es una coleccién F de subconjuntos
de X que cumple:

. XeFya¢F.
2. Si A, B € F entonces AN B e F.

3.S1Ae Fy AC B C X entonces B € F.

Intuitivamente podemos pensar a un filtro como la colecciéon del potencia de X que tiene
como elementos a los conjuntos muy grandes de X, es por ello que el vacio no esta mientras
que el total si, que la interseccion de dos subconjuntos lo suficientemente grandes vuelve a
ser muy grande y por supuesto, que si un conjunto tiene como subconjunto a un conjunto
muy grande es porque él es también muy grande.

Ejemplo 2.2.

1. Sea X # @ ysea A C X. Entonces F4 = {S C X : A C S} es un filtro sobre X. A
este filtro se le denomina el filtro generado por A.

2. Sea X un conjunto infinito. Entonces F(X) ={A C X : | X \ 4| < w} es un filtro y se
denomina el filtro de Fréchet (o cofinito y en tal caso se le denotard por Cof) de X.

Definicién 2.3. Dado un filtro F en un conjunto X, una subcolecciéon no vacia B C F es
una base de filtro para F si para todo F' € F existe B € B tal que B C F.

21
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Proposicién 2.4. Sea X un conjunto no vacio y B una colecciéon no vacia de subconjuntos
de X. Entonces B es una base de filtro en X siy sélo si @ ¢ By para cualesquiera By, By € B
existe Bs € B tal que B3 C B N Bs.

Demostracion. Supongamos que B es base de un filtro F sobre X. Como B C F se tiene
que @ ¢ B. Ahora, si By, By € B, en particular By, B, € F y por lo tanto, By N By € F.
Finalmente, como B es base, existe By € B tal que By C B; N Bs.

Reciprocamente, sea F° = {F C X|3B € B: B C F'}. Claramente, como B # @ entonces
FB # @, ademds, como @ ¢ B, entonces @ ¢ FP. De la construccién de F? es claro que éste
es cerrado bajo superconjuntos. Por otro lado, si Fy, Fy € FZ, existen By, B, € B tales que
By C Fy y By C Fy. Ahora, por hipdtesis sabemos que existe Bs € B tal que B3 C By N B,
por lo cual Bs C B; N By C Fy N F, y consecuentemente F; N Fy, € FZ, lo cual termina la

prueba de que éste es un filtro y ademas es claro que B es una base de éste.
|

Definicién 2.5. Sean X # @ y F C P(X). Diremos que F tiene la propiedad de la inter-
seccién finita (PIF) si

Vo € [FI™ (o # 2.

Y diremos que F tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte si () o, es infinita.

Es muy claro a partir de las definiciones que si F es un filtro entonces F tiene la propiedad
de la interseccién finita.

Observacién 2.6. Si A es una familia de subconjuntos de P(X) y ademés A es una C-
cadena, donde cada elemento de A tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte, entonces
J.A también tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte.

Proposicion 2.7.
1. Si A es una familia no vacia de filtros sobre un conjunto X entonces [].A es un filtro.

2. Si A es una familia no vacia de filtros en X y A es una C-cadena entonces | J.A es un
filtro.

3. Si F C P(X) tiene la propiedad de la interseccién finita, entonces existe un filtro G
sobre X tal que F C G y es el C-menor con tal propiedad.

Demostracion. (1) y (2) son féciles de verificar, razén por la cual s6lo mostraremos (3).

Sea G ={AC X : (In €w)(TGy,....G, € .F)(ﬁ G; CA)}.

=0
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Se verifica que X € Gy @ ¢ G, esto ultimo porque F tiene la propiedad de la interseccion
finita.

Sean A, B € G. Entonces existen n,m € w y Gy, ..., G, Hy, ..., H,, € F tales que

Luego, (m Gi)N (ﬂ H;) CANB, porlocual ANB € G.
i=0 §=0
Ahora, sean A € Gy B C X tales que A C B. Como A € G, entonces cualquier
interseccién finita de elementos de F que éste contenida en A también estara contenida en
B, por lo cual B € G. Asi, G es un filtro sobre X. Notar ademas que si A € F, entonces
A € G, por lo cual F C G. Mas aun, supongamos que K es un filtro sobre X tal que F C K.

n
Sea A € G, entonces existen n € w y Gy, ...,G, € F tales que ﬂGi C A. Ahora, como
i=0

G; € F C K para cada i € {0,...,n}, entonces ﬂ G; € K porque K es un filtro. Finalmente,
i=0

como ﬂ G; C A se sigue que A € K. Concluimos que G C K, y asi G es el C-menor filtro

i=0
que contiene a F.

Decimos que el filtro G es generado por F y lo denotamos por (F).
|

Notar que si X # @y F C P(X) es tal que F tiene la propiedad de la interseccion finita
fuerte, entonces (F) también la tiene.

Por supuesto, como en muchas otras ramas de las Matematicas nos interesan los objetos
maximales, en este caso los filtros. Formalmente definimos lo siguiente.

Definicién 2.8. Sea F un filtro sobre X. Diremos que F es un ultrafiltro si no existe
G C P(X) filtro tal que F C G.

Por supuesto, el Lema de Zorn nos permite sin duda alguna obtener maximalidad en los
filtros como se muestra a continuacion.

Teorema 2.9. Bajo el Axioma de Eleccién todo filtro sobre X puede extenderse a un ultra-
filtro.

Demostracion. Sea F un filtro sobre X. Fijémonos en la coleccion

A={G CP(X):Gesunfiltroy F C G}.
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Notar que A # @ porque F € A. SiC C A es una C-cadena entonces | JC € A. Luego, por el
Lema de Zorn, existe F* € A elemento C-maximal. Se verifica que F* es un ultrafiltro sobre

X que contiene a F.
|

Nos conviene tener alguna caracterizacion tutil de los ultrafiltros, ya que la definiciéon por
si sola no es siempre la mas efectiva o de mas ayuda.

Teorema 2.10. Sea F un filtro sobre un conjunto X. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

1. F es ultrafiltro.
2. Para cada A C X se cumple que A € F o X\ A€ F.
3. Para cualesquiera A, B C X se cumple que AUB € Fsiysélosi Ae FoBeF.

Demostracion.

(1) = (2)] Sea A C X, y supongamos sin pérdida de generalidad que A ¢ F. Por
maximalidad de F se cumple que F U {A} no tiene la propiedad de la interseccién finita, por
lo cual existe B € F tal que ANB =@, es decir, BC X\ Ayasi X\A¢€F.

[(2) = (3)] Si A€ FoBeF,esinmediato que AU B € F porque A,B C AU B.

Por otro lado, si suponemos que AUB € Fy A, B ¢ F entonces X \ A, X \ B € F. De
lo anterior, X \ (AUB) = (X \ A)N (X \ B) € F lo cual no es posible porque AU B € F.
Por lo tanto, A€ F o B € F.

[(3) = (1)] Supongamos que existe un filtro G tal que F C G. Sea A € G\ F. Como

X =AU(X\A) € FyA¢ F entonces X \ A € F y por lo tanto, X \ A € G. Luego,
g=AN(X\A) € g, lo cual no es posible. Por lo tanto, F es un ultrafiltro.

|

Definicién 2.11. Un filtro F sobre un conjunto X se denomina filtro principal si existe
A C X tal que F = Fyu.

Observacion 2.12. Sea F un ultrafiltro sobre un conjunto X. Entonces
1. Siexiste A C X tal que F = F4, entonces F es principal si y sélo si |A| = 1.
2. F es principal si y sélo si (| F # <.

En el Capitulo 4 serd de suma importancia la siguiente proposicion, razén por la cual le
recomendamos al lector tenerla presente.
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Proposiciéon 2.13. Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto infinito X. Entonces U es no
principal si y sélo si contiene al filtro de Fréchet de X.

Demostracion. Supongamos que U es un ultrafiltro no principal sobre X y sea z € X. Como
U es ultrafiltro se tiene que {z} € U o bien X \ {z} € U, pero al ser U no principal se tiene
que {z} ¢ U. Por lo tanto, para cada z € X se tiene que X \ {z} € U. Sea F cualquier
subconjunto finito de X . Entonces

X\F=[1(X\{a})

zeF

es la interseccién de una cantidad finita de elementos de /. Como cada filtro es cerrado bajo
intersecciones finitas se tiene que X \ F' € U. De lo anterior se tiene que el filtro de Fréchet
de X esta contenido en U.

Reciprocamente supongamos que Cof C U. Para cada n € w se tiene que C,, = w \ {n}
es un elemento de C'of. Notar que

(NUc(CofC(Cn=2

new

es decir, (\U = @ y por lo tanto, U es no principal.

2.2. Ideales

El concepto de ideal es simplemente el dual del concepto de filtro. Es por lo anterior que
podemos considerar intuitivamente a un ideal como una colecciéon de subconjuntos de un
conjunto X que son lo suficientemente pequenos.

Definicién 2.14. Un ideal sobre un conjunto no vacio X es una colecciéon Z de subconjuntos
de X que cumple:

l.oelTy X ¢T.
2. Si A, B €T entonces AUB € 1.
3. SiAeTy BC Aentonces BeZ.

Ejemplo 2.15.

1. Sea X # @ y sea A C X. Entonces Zy, = {S C X : S € A} produce un ideal sobre X.
A este ideal se le denomina el ideal generado por A.

2. Sea X un conjunto tal que |X| > w. Entonces Fin = {S C X : |S| < w} es un ideal
sobre X.
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3. El conjunto Z = {ACN:> _, L < oo} esun ideal sobre N.

neA n

Tal como se menciond al inicio de la seccién, los conceptos de filtro e ideal son duales.
En efecto, si tomamos el complemento de un elemento de un filtro es razonable pensar que
tal complemento debe ser algo muy pequeno y viceversa, al tomar el complemento de un
elemento de un ideal este debe ser muy grande. Formalmente tenemos lo siguiente.

1. Si F C P(X) es un filtro sobre X entonces Zr = {X \ A: A € F} es un ideal.

2. SiZ CP(X) es un ideal sobre X entonces Fz = {X \ A: A € Z} es un filtro.

Al ideal Zr le llamamos ideal dual del filtro F, y al filtro F7 le llamamos filtro dual del
ideal 7.

Definicién 2.16. Dado un ideal Z sobre un conjunto X, una subcoleccién no vacia B C 7
es una base de ideal para Z si para todo I € 7 existe B € B tal que I C B.

Proposicién 2.17. Sea X un conjunto no vacio y B una coleccién no vacia de subconjuntos
de X. Entonces B es base de ideal en X si y sélo si X ¢ By para cualesquiera By, By € B
existe B3 tal que B; U By C Bs.

Demostracion. Supongamos que B es base de un ideal Z sobre X. Como B C 7 se tiene
que X ¢ B. Ahora, si By, By € B, en particular By, By € Z y por lo tanto, B; U By € Z.
Finalmente, como B es base, existe By € B tal que By U By C Bs.

Reciprocamente, sea Z% = {I C X|3B € B : I C B}. Claramente, como B # @& entonces
I8 # @, ademds, como X ¢ B, entonces X ¢ ZP. De la construccién de Z% es claro que
éste es cerrado bajo subconjuntos. Por otro lado, si I, I, € Z7, existen By, By € B tales que
I C By y I, C By. Ahora, por hipotesis sabemos que existe By € B tal que By U By C Bg,
por lo cual [;Ul, C ByUB, C By y consecuentemente I; U, € Z7, lo cual termina la prueba
de que éste es un ideal y ademaés es claro que B es una base de éste.

Definicién 2.18. Sean X # @ y Z C P(X). Diremos que Z tiene la propiedad de la unién
finita (PUF) si para cada o € [Z]<¥ se tiene que | J o, es coinfinita; es decir, si

Vo €[] : ‘X\Ua‘ > w.

Observacién 2.19. Si A es una familia de subconjuntos de P(X) y ademds A es una C-
cadena, donde cada elemento de A tiene la propiedad de la unién finita, entonces | J A también
tiene la propiedad de la unién finita.



2.2, Ideales 27

Proposicién 2.20.
1. Si A es una familia no vacia de ideales sobre un conjunto X entonces [).4 es un ideal.

2. Si A es una familia no vacfa de ideales en X y A es una C-cadena entonces | J.A es un
ideal.

3. SiZ C P(X) tiene la propiedad de la unién finita, entonces existe un ideal J sobre X
tal que Z C J y es el C-menor con tal propiedad.

Demostracion. (1) y (2) son féciles de verificar, razén por la cual s6lo mostraremos (3).

Sea J = {AC X : (In € w)(3Gy,...Gn € I)(A C | JGi)}.
i=0
Se verifica que @ € J y X ¢ J, esto dltimo porque Z tiene la propiedad de la unién
finita.

Sean A, B € J. Entonces existen n,m € wy G, ...,Gy, Hy, ..., H,, € T tales que

i=0 J=0

Luego, AUB C (U Gi)U (U H;), porlocual AUB € J.
=0 §=0
Ahora, sean A € J y B C X tales que B C A. Como A € J, entonces cualquier uniéon
finita de elementos de Z que contenga a A también contendra a B, por lo cual B € J. Asi,
J es un ideal sobre X. Notar ademas que si A € Z, entonces A € J, por lo cual Z C 7.
Mas aun, supongamos que K es un ideal sobre X tal que Z C K. Sea A € 7, entonces

existen n € wy Gy,...,G, € T tales que A C U G;. Ahora, como G; € 7 C K para cada
i=0

n n
i € {0,...,n}, entonces UGi € I porque K es un ideal. Finalmente, como A C UGi se
i=0 i=0
sigue que A € K. Concluimos que J C K, y asi J es el C-menor ideal que contiene a Z.

Decimos que el ideal J es generado por Z y lo denotamos por (Z).
[ |

Notar que si X # @ y Z C P(X) es tal que Z tiene la propiedad de la unién finita,
entonces (Z) también la tiene.

Analogamente a los ultrafiltros, con los ideales nos interesa obtener objetos maximales,
que, como era de esperar, el Lema de Zorn nos ayuda a obtenerlos.

Definicién 2.21. Sea Z un ideal sobre X. Diremos que Z es un ideal maximal si no existe
J CP(X) ideal tal que Z C J.
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Teorema 2.22. Bajo el Axioma de Eleccion todo ideal sobre X puede extenderse a un ideal
maximal.

Demostracion. Sea Z un ideal sobre X. Fijémonos en la coleccion
A={TJ CP(X): T esunideal y Z C J}.

Notar que A # @ porque Z € A. Si C C A es una C-cadena entonces | JC € A. Luego, por
el Lema de Zorn, existe Z* € A elemento C-maximal. Se verifica que Z* es un ideal maximal

sobre X que contiene a Z.
|

Si Z es un ideal maximal sobre X, entonces el filtro dual de Z es un ultrafiltro. Anédloga-
mente, si F es un ultrafiltro sobre X, entonces el ideal dual de F es un ideal maximal, y de
hecho F = P(X)\ Z.

Observacion 2.23. Si Z es un ideal maximal sobre X, entonces Z es no principal si y sélo
si su ultrafiltro dual F = P(X) \ Z es no principal.

Definicién 2.24. Un ideal Z sobre un conjunto X se denomina ideal principal si existe
AC X tal que T =TZj4.

Observacion 2.25. Sea Z un ideal maximal sobre un conjunto X. Entonces
1. Siexiste A C X tal que Z = Z,, entonces Z es principal si y sélo si [A| = 1.
2. 7 es principal si JZ € X.

Al igual que la Proposicién [2.13] en el Capitulo 4 serda de suma importancia la siguiente
proposicién, razén por la cual también le recomendamos al lector tenerla muy presente.

Proposicién 2.26. Sea 7 un ideal maximal sobre un conjunto infinito X. Entonces Z es no
principal si y sélo si contiene al ideal Fin de X.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién y la Observacion [2.23]



CAPITULO 3

Axioma de Martin

3.1. Axioma de Martin y algunas versiones débiles

El propésito de este capitulo es introducir el Axioma de Martin; un axioma cuyo enunciado
es independiente de la Teoria de Conjuntos (ZFC) pero que al tomarlo en cuenta resulta una
herramienta increiblemente sofisticada para la prueba de algunos teoremas.

Definicién 3.1. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) cumple la condicién de la cadena
contable (c.c.c) si toda anticadena en P es a lo méds numerable.

Definicién 3.2. Sea x un cardinal infinito y x,y C x de cardinalidad x. Diremos que x esta
casi contenido en y, lo cual se denota por z C* y si |z \ y| < k.

Ejemplo 3.3.
1. (P(X)\ {9}, <) cumple la c.c.c si y s6lo si X es a lo mds numerable.
2. (P(N),C*) no cumple la c.c.c.

3. Consideremos <¥2 ={f:n — 2:n € w} y definase la relacién < en <“2 como sigue,
p < q =p 2D q, llamada inclusién inversa. Entonces (<“2, <) es un orden parcial que
cumple la c.c.c. porque |<“2| = w.

Definicién 3.4. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Entonces

1. D C P es denso en P si cumple

(Vp € P)(3d € D)[d < p

29
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2. G C P es un filtro en P si cumple:

a) Vz,ye G)3Fze€G)lz<zAz<yl.
b) Vo,y e P)[(z <yAhz€egG)=yeg

Definicién 3.5. Sean (P, <) un conjunto parcialemte ordenado y D C P(P) una familia de
subconjuntos densos de P. Un filtro G C P es un filtro D-genérico sobre P si

VDeD:GND #g
Sea k un cardinal, entonces mediante MA (k) nos referimos al siguiente enunciado.

MA(k): Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado que cumple la condicién de la cadena
contable y D es una familia de subconjuntos densos de P tal que |D| < k, entonces existe un
filtro D-genérico sobre P.

Observacién 3.6. Notemos que si ' > k y MA(K') es verdadero entonces MA(k) lo es
también.

Uno de los resultados importantes en este capitulo es el siguiente, que muestra que MA(w)
es cierto.

Teorema 3.7. (Rasiowa-Sikorski) Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado que cum-
ple la c.c.c. Si D C P(P) es una familia numerable de conjuntos densos en P, entonces existe
G C P filtro D-genérico.

Demostracion. Enumeremos a D por {D,, : n € w}. Recursivamente construimos el conjunto
{pn : n € w} como sigue:

1. po € Dy.

2. Supongamos que hemos elegido p; € D; para i < n tal que pg > p1 > ... > p,.

Como D,,;; es denso, elegimos p,.1 € D,11 tal que p,11 < p,. Sea
G={pePFIncw:p, <p}

Notemos que para cada n € w se tiene que p, € G, es decir, GN D,, # @.

Veamos que G es un filtro en P.

1. Sean p,q € G. Entonces existen n,m € w tales que p, < py pn < ¢q. Sea k =
maz{n, m}, luego p, € G, pr < po <Py Pk < P < ¢

2. Sean p,q € P tales que p € Gy p < ¢q. Como p € G, existe n € w tal que p, < p. Pero
p < q, entonces p, < ¢, es decir g € G.
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Por lo tanto G es un filtro, mas atn es un filtro D-genérico.
[

El teorema anterior nos dice que MA(w) es cierto y por la Observacién tenemos que
si n € w entonces MA(n) es cierto.

Como MA(w) es cierto, jlo serd también para el siguiente cardinal? De ser afirmativa la
respuesta anterior, jexistird un cardinal x para el cual MA(k) sea falso?
Lo anterior lo responde el siguiente teorema.

Teorema 3.8. MA(c) es falso.

Demostracion. Supongamos que M A(c) es cierto. Considere el conjunto parcialmente orde-
nado (P, <), donde P = {f|f : w — 2} tal que f es funcién, dom(f) C w, |dom(f)| < w'y
donde p < ¢ si y sélo si g C p; es decir, si p extiende a ¢ como funcion.

Notemos que si F C P es un filtro en Py p,q € F, entonces existe r € G tal que r < p
y r < g, es decir, p C r y ¢ C r. En particular, r|dom(p) N dom(q) = p|dom(p) Ndom(q) =
qldom(p) N dom(q). Por tanto, cualesquiera dos elementos p, ¢ € F son funciones compatibles.
De lo anterior, podemos asegurar que |JF es una funcién tal que

dom(U F)= U dom(p) Yy Tan(U F) = U ran(p).

peEF peEF

Para cada n € w definase el conjunto
D, ={peP:nedom(p)}.

Veamos que para cada n € w, D,, es denso. Sean n € wy p € P. Si p € D,, no hay nada
que hacer. Si p ¢ D, entonces n ¢ dom(p). Sea ¢ = pU{(n,0)}, entonces ¢ € D,, y ¢ <py
por lo tanto, D,, es denso en P.

Por otro lado, para cada f € “2, definase el conjunto Dy = {p € P|3m € dom(p) : p(m) #
f(m)}. Veamos que Dy es denso en P para cada f € “2. Sean f € “2 y p € P. Tomemos
n = maz(dom(p)) y definase ¢ =pU{(n+1,1— f(n+1))}. Se cumple que ¢ € Ds y ¢ < p.
Sea

D={D, :necwU{Ds: fe 2}

Se tiene que |D| = ¢. Por MA(c), existe G C P filtro D-genérico.

Sea f* = JG. Se cumple que f* es una funciéon. Dado n € w se tiene que G N D,, # @,
por lo cual existe g, € GN D,,. Entonces n € dom(g,) C dom(f*), y por lo tanto f*:w — 2.
Ahora, como f* € “2, entonces Dy € D. Luego, G N Dy« # @.

Sea p € GN Dy«. Entonces p € G y existe m € dom(p) tal que p(m) # f*(m), por tanto
f*(m) # f*(m), lo cual no es posible.
|
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Proposicién 3.9. Si x es un cardinal con k > ¢ entonces M A(k) es falso.

El Axioma de Martin, denotado por MA es el siguiente enunciado.
Axioma de Martin: Para todo cardinal k tal que k < ¢, M A(k) es cierto.

Para que el Axioma de Martin tenga “sentido” es necesario recordar la Hipotesis de
Continuo (C'H, por sus siglas en inglés) conjeturada por Georg Cantor en 1878 y que trata
sobre que tan mayor es la cardinalidad del conjunto de los niimeros reales respecto a la del
conjunto de los nimeros naturales. En algunos de sus trabajos Cantor ya habia mostrado
que para cualquier conjunto X se cumple que |X| < |P(X)| y posteriormente prob6 que
habia una estrecha relacion entre el conjunto de los niimeros reales y el de los naturales
en cuestiones de cardinalidad. Concretamente Cantor mostré que |R| = 2% donde Ry es el
primer cardinal infinito, es decir, el cardinal del conjunto de los nimeros naturales.

La Hipotesis del Continuo es la siguiente.
Hipoétesis del Continuo: No existe un cardinal & tal que
Ny < Kk < 2%

En pocas palabras lo que nos dice Hipdtesis del Continuo es que no hay ningin cardinal
infinito entre el de los nimeros naturales y el de los reales, es decir, |R| = N;.

Debido a que trivialmente el Axioma de Martin es cierto bajo la Hipdtesis del Continuo,
usualmente (por no decir siempre) consideramos MA + —CH. Ademds, para Axioma de
Martin es necesaria la condicién de la cadena contable con —CH.

Definicién 3.10. Sea x > w un cardinal regular. Si f y g son funciones en ", decimos que
f <* g, si existe @ < k tal que para toda 8 > «, f(5) < g(f). En este caso, decimos que g
finalmente domina a f.

Definiciéon 3.11. Sea § una familia de funciones de k en k.

1. § es dominante, si para toda g € k", existe f € § tal que g <* f.

2. § es no acotada, si para toda g € k", existe f € § tal que f £* g.

Podemos asociar ciertos cardinales a los conceptos de familias dominante y no acotada
como sigue.

Definicién 3.12. Sea A\ un cardinal infinito.

» b=min{|F|: § es una familia no acotada de funciones en w*}.
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» 0 =min{|F| : § es una familia dominante de funciones en w“}

Definicién 3.13.

1. add(N) es el menor cardinal  tal que la unién de alguna familia de x conjuntos nulos
es no nula.

2. add(M) es el menor cardinal  tal que la unién de alguna familia de x conjuntos magros
es N0 magro.

3. cov(N) es el menor cardinal x para el cual R es la unién de x conjuntos nulos.
4. cov(M) es el menor cardinal k para el cual R es la unién de x conjuntos magros.

5. non(N) es el menor cardinal £ tal que existe un conjunto de cardinalidad k que es no
nulo.

6. non(M) es el menor cardinal ~ tal que existe un conjunto de cardinalidad x que no es
magro.

7. non(N) es el menor cardinal de una familia § de conjuntos nulos tal que cada conjunto
nulo esta incluido en un conjunto de §.

8. non(M) es el menor cardinal de una familia § de conjuntos magros tal que cada con-
junto magro esta incluido en un conjunto de §.

La relacion entre los invariantes cardinales definidos anteriormente en este caso se vuelven
invariantes cardinales del continuo y la relacién entre ellos se puede ilustrar con el siguiente
diagrama (donde una flecha que va de a a b significa que a < b), conocido como el Diagrama
de Cichon para el espacio de Baire w®.

cov(N) —— non(M) —— cof(M) —— cof(N) —— ¢

Ny —— add(N) —— add(M) —— cov(M) —— non(N)

Figura 1: Diagrama de Cichon para el espacio de Baire w®



34 Capitulo 3. Axioma de Martin

Es claro que bajo la Hipétesis del Continuo todos los invariantes cardinales del diagrama
de Cichon para el espacio de Baire w® son iguales, mientras que el Axioma de Martin implica
que todos los cardinales en el diagrama (excepto quizds R) son iguales a .

A continuacién, presentamos algunas formas del Axioma de Martin que son, de hecho,
mas débiles que el propio Axioma de Martin.

Sea (IP, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que (P, <) es numerable si el con-
junto P es numerable. Ademas, un conjunto A C PP es llamado centrado si todo subconjunto
finito de A tiene un limite superior, es decir, para cualquier conjunto finito {ay, ...,a,—1} C A
existe p € P tal que para cada i < n, p < a;. Notemos que el limite superior no necesaria-
mente pertenece a A. Finalmente, (P, <) es llamado o-centrado si P es unién numerable de
conjuntos centrados.

Sea P cualquiera de las siguientes propiedades de ordenes parciales.

= C.C.C.
s o-centrado.
= numerable.

Entonces MA(P) es la siguiente afirmacion.

MA(P). Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado que tiene la propiedad P,y D es
una familia de subconjuntos densos de PP tal que |D| < ¢, entonces existe un filtro D-genérico
sobre PP.

Observacién 3.14. Como todo conjunto parcialmente ordenado numerable es o-centrado, y
todo conjunto parcialmente ordenado o-centrado satisface la condicion de la cadena contable,
se tiene que

MA =  MA(o-centrado) = MA(numerable)

Todo el trabajo del siguiente capitulo se desarrolla usando solamente el Axioma de Martin
para conjuntos parcialmente ordenados numerables, en particular algo que necesitaremos es
el siguiente teorema con el cual terminamos esta seccion.

Teorema 3.15. [2, Teorema 2.4.5] cov(M) = ¢ si y sélo si MA(numerable) se cumple.



CAPITULO 4

Topologia de ultrafiltros en el conjunto de Cantor

En este capitulo la topologia con la cual equipamos a 2 es la topologia de los conos
salvo en algunos resultados de la seccién 4.3. En las secciones 4.1 y 4.2 todos los espacios
topoldgicos que consideramos son separables y metrizables. Los ultrafiltros que consideramos
a partir de este punto estan sobre w. Nos centraremos en los ultrafiltros no principales porque
todo ultrafiltro principal sobre w es homeomorfo a 2 tal como lo muestra el resultado [4.2]

Al identificar un subconjunto de w con un elemento de 2¥ de la manera obvia, es decir
con su funcién caracteristica, podemos ver a cualquier ultrafiltro &/ como un subespacio de
2¢¥. Para evitar confusiones en el trabajo posterior es de suma importancia que se recuerde
la siguiente notacion.

Notacién 4.1. Para cualquier z C w denotaremos por z(n) a la funcién caracteristica del
conjunto = evaluada en el nimero natural n.

Proposicién 4.2. Todo ultrafiltro principal F C 2“ es homeomorfo a 2¢.

Demostracion. Como F es principal entonces F = Fp,y = {S Cw :n € S}. Notar que F es
no vacio y ademas es separable, metrizable y cero dimensional porque 2 lo es.

Veamos que F es cerrado y que no tiene puntos aislados.

Sea z € 29\ F y tome 2z’ € [x|n + 1]. Claramente 2'(n) = 0, por lo cual 2’ € 2¥ \ F; es
decir, [x|n + 1] C 2¥ \ F, y por lo tanto, F es un subconjunto cerrado. Més atin, como 2* es
compacto y F C 2% es cerrado, entonces F es también compacto.

Por otro lado, sea # € F y considere el abierto basico [x|m] para algin m € w. Tome
x' € [z|k] con 2’ # x y donde k = méx{n + 1,m}. Como 2'(n) = 0 se cumple que 2’ € F,
por lo cual F no tiene puntos aislados.

Finalmente, por el Teorema [1.76] el ultrafiltro F es homeomorfo a 2%.

35
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Para explicar con detalle la motivacion del presente trabajo conviene recordar algunas
definiciones, lemas y teoremas bien conocidos en Teoria de Conjuntos.

Definicién 4.3. Si X y Y son subconjuntos infinitos de w entonces X y Y son casi ajenos
si X NY es finito.
Una familia casi ajena de conjuntos es una familia de conjuntos casi ajenos por parejas.

Lema 4.4. [14, Lema 9.21] Existe una familia casi ajena de tamano ¢ de subcojuntos de w.

Observacion 4.5. Si el lector revisa la prueba del lema anterior podra notar que en realidad
la tinica propiedad que se utiliza de w en su demostracién es que w es numerable, por lo cual
también existe una familia casi ajena de tamano ¢ sobre cualquier subconjunto numerable de
w.

Notemos que si X es un conjunto infinito de cardinalidad x entonces, como todo ultrafiltro
sobre X es un subconjunto de P(X), hay a lo més 2" ultrafiltros sobre X.

Definicién 4.6. Sea « un cardinal. Decimos que un ultrafiltro U sobre x es uniforme si
|x| = Kk para cada x € U.

El siguiente teorema, aunque ligeramente més fuerte de lo que necesitamos, nos asegura
que el nimero de ultrafiltros sobre un cardinal infinito x es exactamente 2%".

Teorema 4.7. (Pospisil). [14, Teorema 7.6] Para cada cardinal infinito x, existen 2% ul-
trafiltros uniformes sobre x.

De lo anterior se obtiene si X es un conjunto infinito de cardinalidad s, entonces hay
exactamente 22" ultrafiltros sobre X. De manera particular, hay exactamente 2¢ ultrafiltros
sobre w.

Proposicion 4.8. Dado un ultrafiltro no principal ¢ sobre w, existe una familia casi ajena
A de cardinalidad ¢ sobre w tal que U/ N A| = 1.

Demostracion. Sea x C w infinito y con complemento infinito. Como U es un ultrafiltro,
entonces o bien z € U o w \ x € U. Sin pérdida de generalidad supongamos que = € U.
Como w \ z es numerable entonces por la Observacién , existe una familia casi ajena A
de cardinalidad ¢ sobre éste. Ahora, sea A = Ay U {z}. Es claro que A es una familia casi
ajena de cardinalidad ¢ sobre w y tal que Y N A = {z}.

[
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Teorema 4.9. (Lavrentiev). [15, Teorema 3.9] Sean X y Y espacios completamente me-
trizables. Sean A C X, BC Y y f: A — B un homeomorfismo. Entonces f puede ser
extendido a un homeomorfismo h : G — H donde G 2 A, H O B son conjuntos Gs de X e
Y, respectivamente.

Definicién 4.10. Sean U,V C 2“ ultrafiltros no principales. Decimos que U ~ V si los
espacios topoldgicos U y V son homeomorfos.

Teorema 4.11. Las clases de equivalencia de ultrafiltros no principales sobre w bajo la
relacion ~/ tienen tamano c.

Demostracion. Para mostrar que cada clase de equivalencia tiene tamano a lo mas ¢, si
g :U — V es un homeomorfismo, entonces por el Teorema de Lavrentiev existe un homeo-
morfismo f : G — H que extiende a g, donde GG y H son conjuntos G5 de 2“. Notar que
como U y V son no principales, contienen al filtro de Fréchet, el cual es un conjunto denso en
2% por lo cual f es tinico. Ahora, como 2 con la topologia de los conos es un espacio segundo
numerable entonces a lo mas existen ¢ conjuntos Gs en 2“ y por lo tanto, también existen a
lo méas ¢ homeomorfismos entre ellos. Si existieran mas que ¢ ultrafiltros no principales sobre
w homeomorfos a U, entonces por el Teorema de Lavrentiev existirian también mas que ¢
homeomorfismos entre conjuntos Gy, lo cual no es posible.

Ahora, para mostrar que cada clase de equivalencia tiene tamano al menos ¢, sean U,
Ao, Ay x como en la Proposicién .8 Para cada y € Ag sea f, : ©+ — y una biyeccién y
7y : w — w definida como

n si new)\ (xUy)
my(n) =4 fy(n) si nex

fln) si ney

Notar que 7, es una biyeccién de w en si mismo que intercambia a z por y y deja fijo lo
demés. Definimos F, : 2* — 2“ dado por

Fy(s)(n) = s(my(n)).
para cadan € wy s € 2*. Veamos que F} es un homeomorfismo.

Sean s1,sy € 2“ tales que F,(s1) = F,(s2). Entonces para cada n € w se tiene que
s1(my(n)) = sa(my(n)), y como 7, es una biyecciéon de w en si mismo, entonces para cada
n € w se tiene que s1(n) = sa(n), por lo cual F, es una funcién inyectiva.

Ahora sea sy € 2¥. Mostremos que existe s; € 2¥ tal que F,(s1) = s. Definimos a s; para
cada n € w como sigue:
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Sa(n) si new\ (xUy)
si(n) =< so(f'(n)) si nex

s2(fy(n)) st ney

Se verifica que, en efecto, F,(s;) = sy y por lo tanto, F, es también una funcién sobre-
yectiva.

Sea s € 2¢ y tomemos cualquier conjunto abierto de F(s), digamos [F,(s)|ns] para algin
ny € w. Se verifica que si ny = 7, (ny) entonces Fy[s|ni]] € [F,(s)|no], por lo cual F, es
continua. Ahora, como 2“ es un espacio Hausdorff, compacto y F), es continua y biyectiva,
entonces Fy, es un homeomorfismo por compacidad.

Veamos que la imagen bajo F, del ultrafiltro ¢ vuelve a ser un ultrafiltro. En efecto, se
tiene lo siguiente:

1. Siexiste s € U tal que F,(s) = 0, entonces s(m,(n)) = 0 para cada n € w y como 7, es
una biyeccion de w en si mismo, entonces s = 0, es decir, s = &, lo cual no es posible.
Por otro lado, si para cada s € U se tiene que F,(s) # 1, entonces para todo s € U
existe n € w tal que s(m,(n)) # 1, y por lo tanto, al ser m, una biyeccién se tiene que
w ¢ U, lo cual tampoco es posible. Asi, @ ¢ F,[U] y w € F,[U].

2. Sean t1,ty € F,[U]. De lo anterior, existen sy, so € U tales que Fy,(s1) = t1 y Fy(s2) = to.
Notar que para cada n € w F,(s1) N Fy(s2)(n) = s1 N sa(my(n)) = F,(s1 N s2)(n). Asi
t1 Nty € Fy[U]

3. Sea t1 € F,[U] y to D t1. Como t; € F,[U] existe s; € U tal que F,(s;) = t;. Sean
Ay = {ni,ng, ..} = ta\t1 y Ay = {m; : n; € Ag Am; = 7, (n;)}. Definimos a
sy =51 UA; € 2¥ yes tal que s; C sq, por lo cual so € U. Es claro que Fy(sq) = to,
por lo cual ty € F,[U].

4. Sea s € 2¥. Claramente no es posible que s,w\ s € F,[U] por ser F,[U] un filtro. Veamos
que s € F,[U] ow\ s € F,[U]. Notar que F,, manda complementos en complementos.
En efecto, si Fj,(s) = s y Fy(w\ s) = so entonces para cada n € w se tiene que:

s1(n) = s(my(n)) ¥ s2(n) = w\ s(my(n)).

Entonces para cada n € w se cumple que s1(n) # sq2(n), es decir, so = w \ s1. Al ser F,
biyectiva también se tiene que la preimagen de complementos son complementos. De lo
anterior, existe t € 2¢ tal que sin pérdida de generalidad se puede suponer que

F(t)=s y Fy(w\t)=w\s.

Como U es un ultrafiltro entonces ot € U o w\t € U, por lo cual s € FjU] o
w\ s € F,U.
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Por lo tanto, F,[U] es un ultrafiltro sobre w. Es ficil verificar que F,[U] es no principal,
de lo contrario si existiera s € () F,[U] entonces F,'(s) € (U lo cual no es posible porque
U es no principal.

Como F, es un homeomorfismo, su restricciéon a U vuelve a ser un homeomorfismo entre
Uy YV, = F,U]. Notar que y € V,, por lo tanto, si y,z € Ay con y # z entonces V, # V,, en
caso contrario y, z € V,, lo cual no es posible porque y Nz es finito y al ser V, un ultrafiltro no
principal contiene al filtro de Fréchet (o de los cofinitos) y por lo tanto, yNz,w\ (yNz) € V,.

Lo anterior prueba que U es homeomorfo a cada ultrafiltro no principal de la forma V),

para cada y € Ajg, por lo cual existen al menos ¢ ultrafiltros homeomorfos a U.
|

Como hay 2¢ ultrafiltros sobre w y dado cualquier ultrafiltro no principal sobre w tnica-
mente hay ¢ ultrafiltros no principales homeomorfos a él, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.12. Hay 2° parejas de ultrafiltros no principales sobre w que no son homeomorfos
entre si.

Para justificar el motivo del presente trabajo es necesario saber las siguientes definiciones.

Definicién 4.13. Sea X un espacio topolégico.

1. X es completamente Baire (CB) si cada subespacio cerrado de X es un espacio de
Baire.

2. X es denso homogéneo numerable (CDH) si para toda pareja (D, F) de subconjuntos
densos numerables de X existe un homeomorfismo f: X — X tal que f[D] = E.

3. Decimos que A C X tiene la propiedad del conjunto perfecto (PSP) si A es numerable
o contiene un conjunto perfecto.

Observacion 4.14. Notar que las propiedades anteriormente descritas son, de hecho, pro-
piedades topoldgicas, es decir, que se preservan bajo homeomorfismos.

Al existir tantas parejas de ultrafiltros no principales que son no homeomorfos de 2%
como la cardinalidad del conjunto potencia de los nimeros reales, entonces utilizando las
propiedades de ser completamente Baire (CB), ser denso homogéneo numerable (CDH) y la
propiedad de conjunto perfecto (PSP), podremos, bajo el Axioma de Martin para conjuntos
parcialmente ordenados numerables, distinguir a los ultrafiltros no principales de 2“ salvo
homeomorfismo. De manera mas precisa, si P es cualquiera de las siguientes propiedades:

= P = Ser completamente Baire.
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s P = Ser denso homogéneo numerable.
» P = Cada subconjunto cerrado tiene la propiedad del conjunto perfecto.

entonces bajo MA (numerable) existen ultrafiltros no principales U y V sobre w de manera
que U tiene la propiedad P y V no.

4.1. Ultrafiltros completamente Baire

El siguiente teorema nos ayudara para, en un inicio, mostrar que cada ultrafiltro sobre w
es un espacio de Baire.

Proposicién 4.15. (Fitzpatrick, Zhou). Sea X un espacio topoldgico homogéneo y que
es T. Entonces X es un espacio de Baire si y solo si X no es magro en si mismo.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Baire. Entonces por el Teorema [1.49
todo abierto no vacio de X es de la segunda categoria. En particular, por ser X un conjunto
abierto no vacio en X, es de la segunda categoria, es decir, X no es magro en si mismo.

Reciprocamente, supongamos que X no es magro en si mismo, y ademés que X no es
un espacio de Baire. Entonces existe un conjunto abierto y no vacio U tal que para alguna
coleccién numerable A de subconjuntos densos y abiertos en X se cumple que () A)NU = @.

Sean x € Uy y € X con y # x. Como X es un espacio homogéneo, existe un homeomor-
fismo f : X — X tal que f(z) = y. Notar ademds que f[U] es un subconjunto abierto de X
tal que y € f[U]. De manera similar se tiene que {f[A] : A € A} es una coleccién numerable
de subconjuntos densos y abiertos en X. Veamos que:

() frANnfUl =2

AeA

Supongamos que existe z € ( ﬂ fIA]) N f[U]. Entonces
AcA

c(( AN U= (AN =2

AcA

lo cual no es posible.

Por la homogeneidad del espacio, cada punto de X pertenece a un subconjunto abierto
V' C X tal que para dicho subconjunto existe una colecciéon numerable de subconjuntos densos
y abiertos Ay tal que ((JAy) NV = @. Sea V la coleccién conformada por los conjuntos
abiertos V' antes mencionados. Sea C una coleccién ajena y maximal de elementos de V. Para
cada C' € C, podemos tomar {G,(C) : n € w} una coleccién numerable de subconjuntos
densos y abiertos de X tal que

((Gu(C)NC=2.

new
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Para cadan € w, sea H,, = U (G, N C), el cual es no vacio porque porque G, (C) y C son

cec
abiertos y GG, es denso en X. Inmediatamente se tiene que cada H,, es un subconjunto abierto

por ser unién de conjuntos abiertos. Mas aun, cada H,, debe ser un subconjunto denso, de lo
contrario existiria un conjunto W C X abierto tal que H, N W = &, es decir,

(JlGe)neynw = 2.
ceC

Pero entonces para cada C' € C se tendria que G,(C)NC NV = @, y al ser C una
coleccién ajena y maximal de elementos de V), existiria C" € C tal que C' N W # & con
C’'NW subconjunto abierto. Por lo tanto, G,,(C")NC'NW # &, lo cual es una contradiccién
porque por ser G, (C”) denso en X y C' N W abierto, su interseccién no puede ser vacia.

Por ultimo veamos que ﬂ H, = @. Supongamos que existe x € ﬂ H,,, entonces para

new new
cada n € w se tiene que x € U (GL(C)NC). Sean k,m € w con k # m. Entonces existen
cec

C1,Cy € C tales que x € G (C1) N Cy y x € G, (Cy) N Cy, por lo cual x € Cy N Cy. Tenemos
los siguientes casos:

1. Si Cy # (4 entonces C7 N Csy # @, lo cual no es posible ya que C es una familia ajena.

2. Si ¢y = Cy = C entonces z € Gi(C) NG, (C)NC. Como k,m € w eran arbitrarios con
k # m, se sigue que

re(((GO)NC =2

new
lo cual es una contradiccién.

Por lo cual, (o, Hn = @, y asi X =, (X \ H,), donde cada X \ H,, es un conjunto

nada denso porque como (X \ (X \ H,) = X entonces H, = X \ (X \ H,) = X\ (X \ H,) es

un conjunto denso en X, y asi por el Corolario se tiene que int(X \ H,) = &. Luego, X
es magro en si mismo, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, X es un espacio de Baire.

Podemos definir el homeomorfismo ¢ : 29 — 2 dado por ¢(z)(n) = 1 — z(n), para cada
x € 2% yn € w. Usando c es facil notar que todo ultrafiltro & C 2 es homeomorfo a su ideal
maximal dual Z = 2\ U = c[U].

Corolario 4.16. Sea U C 2“ un ultrafiltro. Entonces U/ es un espacio de Baire.

Demostracion. Supongamos que U C 2* no es un espacio de Baire. Entonces U es magro en
si mismo, por lo cual existe una coleccién {4, },c. de subconjuntos nada densos de U tal que
U= U A,,. Como c[A,] es nada denso en 2¢\U y 2*\U = U c[A,], entonces 2\ U también

new new
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es magro en si mismo. Luego, como 2¢ = (U A, U (U c[A,]) entonces 2¢ es magro en si

new new
mismo, lo cual es una contradiccion porque al ser 2“ un espacio completamente metrizable

es de la segunda categoria (no magro).

El conjunto de los niimeros racionales QQ sera de suma importancia en esta seccion. Mas
precisamente, nos interesa caracterizar a los espacios completamente Baire mediante copias
homeomorfas de los racionales.

Teorema 4.17. (Sierpinski) |24, Teorema 1.9.6] El espacio de los nimeros racionales Q es
el tnico (salvo homeomorfismo) espacio que es no vacio, numerable, metrizable, separable y
sin puntos aislados.

Teorema 4.18. [24] Teorema 1.9.12] Sea X un espacio topoldgico separable y metrizable. Si
X no es un espacio de Baire, entonces X contiene una subespacio cerrado homeomorfo a Q.

El teorema anterior nos da como resultado el siguiente lema, que no solo es pieza clave
de estd seccién, sino también de la seccién 4.3.

Lema 4.19. (Hurewicz). Un espacio topoldgico X separable y metrizable es un espacio
completamente Baire si y sélo si no contiene a la cerradura de cualquier subconjunto homeo-
morfo a Q.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio completamente Baire y que existe Y C X
subespacio cerrado tal que Y es homeomorfo a QQ, por la Observacion [1.52, Q también es un
espacio de Baire, lo cual es una contradiccién por la Observacién [L.51]

Reciprocamente, supongamos que X no contiene una copia cerrada homeomorfa de Q y
que existe Y C X subespacio cerrado que no es de Baire. Entonces por el Teorema |4.18]
existe Z C Y subespacio cerrado homeomorfo a Q, lo cual es una contradiccion, pues Z
también es subespacio cerrado de X.

|

Definiciéon 4.20. Sea x un cardinal. Una familia A de subconjuntos de w se denomina
familia independiente si para cualesquiera conjuntos distintos Xj,...X,,Yy,...,Y,, € A, la
interseccién

XoN e N XN (5 Yo) N N (5 Vi)

tiene cardinalidad w.
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La nocion de familia independiente sera también utilizada en la seccion 4.2.

Observaciéon 4.21. Si A es una familia de subconjuntos de P(X), y ademds A es una C-
cadena, donde cada elemento de A es una familia independiente, entonces | J A también es
una familia independiente.

Notacion 4.22.

0

1. Para cada # C w, denotamos 2° = w \ z y z! = .

2. Si A es un conjunto y A € Clard, entonces
» (A} ={BCA:|B|=)\},
2 [A]F={BC A:|B|<\},

 [A]FA = [A]A U A

Definicién 4.23. Dada una familia A C P(w), una palabra en A es una interseccién de la

forma
ﬂ 29(@)

zeM

donde M € [A|[*“yg: M — 2.

Observacién 4.24.

1. Una familia A C P(w) es independiente si cada palabra en A es infinita. Mas ain, es
facil notar que una familia A es independiente si y sélo si cada palabra en A es infinita.

2. Si A C P(w) es una familia independiente, entonces A tiene la propiedad de la inter-
seccién finita fuerte.

Los conjuntos perfectos nos seran de gran utilidad y por esa misma razon es conveniente
conocer como son los conjuntos perfectos de 2%.

Proposicién 4.25. Un subconjunto P C 2“ es perfecto si y sélo si es homeomorfo a 2%.

Demostracion. Supongamos que P C 2“ es perfecto. Como 2* es un espacio metrizable,
separable y cero dimensional, se tiene que P también lo es. Luego, como 2“ es compacto y P
es cerrado entonces P también es compacto. Finalmente, como P no tiene puntos aislados,
por el Teorema [1.76] se tiene que P es homeomorfo a 2“.

Reciprocamente, supongamos que existe un homeomorfismo f : 2 — P. Claramente P
es cerrado, ademds si P tuviera un punto aislado, digamos y € P, entonces f~!(y) serfa un

punto aislado de 2“, lo cual no es posible.
|
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Nos interesa la existencia de un subconjunto perfecto P de 2* que sea una familia indepen-
diente. Aunque en [19] Medini y Milovich construyen dicho conjunto de tres manera distintas,
nosotros optamos por unicamente tomar una de ellas, la cual es, de hecho, la construccion
clasica de una familia independiente de tamario c.

Lema 4.26. Existe un subconjunto perfecto P de 2¢ tal que P es una familia independiente.

Demostracion. Definimos
I={((,F):lecw FC"'}

Como Z es un conjunto infinito numerable, podemos identificar 2% con 2¢. La familia
independiente deseada serd una coleccién de subconjuntos de Z. Consideremos la funcién
f:2¢ — 2% dada por

flz)={,F): x|l € F}

Veamos que f es inyectiva. Sean x1,zo € 2¥ con 1 # xs. Tomemos m = min{n € w :
x1|n # xo|n} y sea Fy = {x € 2<% : x|m = x;|m}. Por construccién se sigue que (m, Fy) €
f(z1), sin embargo (m, F}) ¢ f(x2), de lo contrario xe|m € F, es decir, xo|m = x1|m, lo cual
no es posible. Por lo tanto, f(x1) # f(x2).

Verifiquemos que f es también continua. Como Z es numerable, existe una funciéon bi-
yectiva g : w — T definida como g(n) = (¢,, F},), ademds notemos que w induce un orden
en Z mediante g, es decir, si ny,ns € w, entonces g(ny) = (bn,, Fry) < (bny, Fry) = g(no) si
y sélo si n; < ny. Denotemos por 2<% a la coleccién de subconjuntos finitos de Z, es decir,
27 = {A C 7T :|A| <w} Dado s € 2<%, un abierto bédsico en 2% es [s] = {y € 2* : s C y}.
Es sencillo verificar que B = {[s] : s € 2<%} es base para alguna topologia en 2%.

Sea y € 27,

1. Es claro que U [s] € 2%. Tomemos s = y|{g(i) : i < m} para algtin m € w. Entonces
se2<Z
s€ 2~ yye[s]. Asi, 2<F C U [s].

s€2<T

2. Sean s1, 55 € 2<% tales que y € [s1] N [so]. Como 51, 59 € 2<7, existen my, mo € w tales
que s1 = yl{g(@) : i < mi} y se = y|{g(i) : i < ma}. Tomemos m = maxz{my, ms}.
Entonces s = y|{g(¢) : i <m} es tal que y € [s] C [s1] N [s2).

Por lo tanto, B es base para alguna topologia en 2Z.
Sean x € 2¥ y s = f(z)|{g(i) : i < n} para algin n € w. Notar que [s] es un abierto
béasico arbitrario de f(x). Se sigue que f[[x|n + 1]] C [f(x)|{g(7) : i < n}|, donde, en efecto,

x € [z|n + 1]. Por lo tanto f es continua. Mds aun, por ser f inyectiva y continua entonces
f es un encaje.

Veamos ahora que 27 es un espacio Hausdorff. Sean v, y» € 27 distintos, por lo cual existe
k€ w tal que y1|{g(2) : ¢ < k} # y2l[{g(i) : i < n}. Entonces [y:1[{g(?) : i <k} N [y2[{g(i) :
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i <k} =@, donde y; € [y1[{g(i) :i <k} y y2 € [y2l{g(é) : i < k}]. Por lo tanto 2% es un
espacio Hausdorff.

Finalmente, como 2¥ es compacto, entonces f es un homeomorfismo al restringirlo a su
respectivo rango. Se sigue que P = ran(f) es un conjunto perfecto por ser homeomorfo a
2¢. Para verificar que P es una familia independiente, sean M € [P]|<* y g : M — 2.
Supongamos que M = f[o], donde ¢ = {z1,...,2;} con x; # x; si i # j. Elegimos ¢ lo
suficientemente grande para que z;|¢ # x;|¢ si i # j.

Veamos que para cada ¢/ > { se tiene que

(0 Az|l cz€ayg(flx e (v

yeM

Supongamos lo contrario. Entonces existe y € M tal que (¢',{z|l' :x € oy g(f(x)) =1}) ¢
y9®  por lo cual (¢ {z|¢' - x € oy g(f(z)) = 1}) € y'79W). Luego, como y € M = flo],
existe x; € o tal que f(x;) = v.

Tenemos los siguientes casos.

1. Si g(f(z;)) = 0, entonces (¢, {z|¢' : x € oy g(f(zx)) = 1}) € y* =y = f(x;), pero
(0 Azl -z e oy g(f(x) =1}) € fz:) siys6losiz|l' € {z|l -z c oy g(f(2)) =1},
lo cual no es posible porque g(f(x;)) = 0.

2. Por otro lado, si g(f(x;)) =1, entonces (¢, {z|¢' :x € oy g(f(x)) =1}) €y’ =w\y =

w\ f(x;), pero (¢, {z|l' : x € oy g(f(x)) = 1}) € f(x;) porque z;|¢' € {z|l' : x
oy g(f(x)) =1}, lo cual tampoco es posible.

Por lo tanto para cada ¢ > ¢ se tiene que

(0 Az|l cz€ayg(flx e (v

yeM

Maés atin, como la pertenencia se da para cada ¢ > ¢, se tiene que m yg(y) es infinita, y
yeM
por tanto P es una familia independiente.
]

El siguiente teorema se conoce como “el truco del encaje cerrado de Kunen” y es el
teorema que, junto con el Lema de Hurewicz nos muestra con suma facilidad la existencia
de un ultrafiltro no principal sobre w que no es completamente Baire. Ademas de ello, el
teorema de Kunen nos serd de mucha ayuda en la seccién 4.3.

Teorema 4.27. (Kunen). Sea X un espacio topolégico cero dimensional, separable y me-
trizable. Entonces existe un ultrafiltro no principal ¥V C 2“ que contiene un subconjunto
homeomorfo a X como subconjunto cerrado.
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Demostracion. Por el Lema [4.26] existe un subconjunto perfecto P de 2“ tal que P es una
familia independiente. Como P es homeomorfo a 2*, por el Corolario podemos ver a X
como subespacio de P. Fijémonos en la familia

G=XU{w\z:ze P\ X}

la cual tiene la propiedad de la interseccion finita fuerte; en caso contrario existirian zg, ..., x, €
X 0 Yo,y Ym € {w\ z: 2 € P\ X} tales que pasa alguna de las siguientes afirmaciones.

1. (ﬁxl> N <ﬁyz> < w,
i=0 j=0
2. ﬁxz < w,
i=0
3. ﬁy, < w.
j=0

Pero por ser P una familia independiente con X C P, entonces (1) no puede pasar. Se
sigue también de (1) que (2) y (3) tampoco se pueden cumplir. Tomemos G U C'of la cual
tiene la propiedad de la interseccién finita. En efecto, sean zq,...,z,,y1,...,ym € G U Cof.
Six1, e, Ty Y1y eos Ym € G 0 X1, o, Ty Y1, .., Ym € Cof es claro que la interseccién de dichos
elementos es no vacia. Supongamos entonces sin pérdida de generalidad que x; € Gy y; € Cof

n m
Entonces ﬂxz estd contenido en el complemento de m y;j. Como y; € Cof y Cof es un
i=1 j=1

m n
filtro, entonces m y; € Cof, por lo cual ﬂajz es finito, contradiciendo el hecho de que G
j=1 i=1
tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte. De lo anterior, G U Cof tiene la propiedad
de la interseccion finita. Sea V cualquier ultrafiltro que extienda a G U Cof, el cual sera no
principal por contener a C'of.

Notemos que X € VN P. Seaz € (WNP)\ X, entonces v € Vyx € P\ X, por
lo tanto w \ z € G C V, lo cual no es posible por ser V un ultrafiltro. Finalmente como
VNP = X, con P un subconjunto cerrado de 2“ por ser perfecto y ¥V C 2“ entonces X es
un subespacio cerrado del ultrafiltro V. Asi, cualquier ultrafiltro no principal sobre 2“ que

contenga a G U Cof contendrda a X como conjunto cerrado.
[
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Antes de mostrar la existencia de un ultrafiltro no principal ¥V C 2“ que no es comple-
tamente Baire, recordemos que el conjunto de los niimeros racionales Q con la topologia
euclidiana es un espacio cero dimensional.

Corolario 4.28. Existe un ultrafiltro no principal ¥V C 2% que no es completamente Baire.

Demostracion. Por el Teorema basta elegir a X = Q. Entonces existe un ultrafiltro no
principal V C 2“ que contiene una copia homeomorfa de QQ como subconjunto cerrado. Por
el Lema se tiene que V no es completamente Baire.

|

Para mostrar que existe un ultrafiltro no principal sobre w que es completamente Bai-
re usaremos el Axioma de Martin para conjuntos parcialmente ordenados numerables. El
siguiente lema sera la pieza fundamental junto con el Lema de Hurewicz para mostrar la
existencia de dicho ultrafiltro.

Lema 4.29. Asumamos MA (numerable). Sea F una coleccién de subconjuntos de w con la
propiedad de la interseccién finita fuerte tal que |F| < ¢. Sea () un subconjunto no vacio de
2“ sin puntos aislados tal que @ C (F) y |Q| < ¢. Entonces existe z € cl(Q) \ @ tal que
F U {x} tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte.

Demostracion. Consideramos el conjunto parcialmente ordenado
P={se 23 e QAncw:s=q|n}
con el orden natural dado por la inclusién inversa.
Para cada 0 = {x1, ...,z } € [F|*¥ y £ € w, definimos
Dyy={seP|Fiedom(s)\l:s(i) =21(i) = ... = x(i) = 1}.

Notar que para cada o € [F|<¥ y £ € w, el conjunto D, # @. En efecto, sea ¢ € Q). Se tiene
que ¢ es un elemento del filtro porque @ C (F). Como la base del filtro (F) es precisamente F

m

k
entonces existen vy, ..., y,, € F tales que ﬂ y; € ¢. Consecuentemente (ﬂ x) N (ﬂ y;) € q.
j=1 t=1 j=1

k
Como F tiene la propiedad de la interseccion finita fuerte, entonces (ﬂ x) N (ﬂ yj) es

x) N (ﬂ y;) tal que ¢ > £. Si elegimos s = q|i +1 € P,
t=1 j=1

claramente i € dom(s)\{y s(i) = z1(i) = ... = 24(¢) = 1. Por lo tanto, D,, # @. Ademés de

ello, el conjunto D, , es denso en P porque dado p € P, donde p = ¢|n para algunos ¢ € Q,

n € w 'y tomando r = maz{l,n} se tiene que existe i > r tal que si s = ¢|i + 1, entonces

s(i) = x1(i) = ... = xx(i) = 1 donde i € dom(s) \ ¢, y ademds por la eleccién de 7, en efecto

s < p. Por lo tanto D,  es denso en P.

Dk

infinita, y por lo tanto existe i € (
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Para cada q € @), definimos
D, = {s € P|3i € dom(s) : s(i) # q(7)}.

El conjunto D, # @ para cada ¢ € (). En efecto, si tomamos ¢’ € Q con ¢’ # qy r = min{j €
w:q(j) # ¢(j)} entonces s = ¢'|r + 1 € D,. Ademas, el conjunto D, es denso en P. Sea
p € P donde p = ¢'|n para algunos ¢’ € Q y n € w. Tenemos los siguientes casos:

1. Si ¢ # g tomamos r = min{j € w: q(j) # ¢'(j)}. Entonces s = ¢'|max{n,r} +1 € D,
es tal que s < p.

2. Si ¢ = ¢, como @ no tiene puntos aislados, entonces existe ¢ € @) con ¢” # ¢ tal
que ¢" € [p] = [¢'|n], por lo cual r = min{j € w : ¢"(j) # q(4)} > n1. Si elegimos
s = ¢"|r + 1 entonces s € D, y es tal que s < p.

En cualquier caso, se tiene que D, es denso en P.
Como |F| < cy |Q| < ¢, la coleccion de conjuntos densos
D={D,p:0€[F|** LewtU{D,:qeQ}

también tiene tamano menor que c.

Por lo tanto, por MA (numerable), existe un filtro D-genérico, G C P. Sea x = | JG. Por
ser (G un filtro entonces se cumple que x es una funcion, porque dados cualesquiera s, s9 € GG
existe s3 € G tal que s3 < s1y 83 < s9. Dado £ € wy o € [F|<¥, como G es un filtro D-
genérico, existe s € GN D, g, por lo cual existe i > £ tal que ¢ € dom(s). Entonces ¢ € dom(s),
y por lo tanto ¢ € dom(z), asi dom(z) = w, ademés de que es claro que rango(x) = 2. Por lo
tanto, x € 2%.

Como F tiene la propiedad de la intersecciéon finita fuerte, basta ver que la interseccion
de cualquier subcoleccién finita de F con z es infinita para asegurar que F U {x} también
tiene dicha propiedad.

Nuevamente sean o = {x1,...,xx} € [F|<¥ y £ € w. Veamos que existe i € (

T~
&
<.
S~—
D
8

tal que ¢ > ¢. Como G es un filtro D-genérico, existe s € GN D,y con s = z|dom(s). Como
k

s € Dyy, existe i € dom(s) \ ¢ tal que s(i) = z1(i) = ... = x(i) = 1; es decir, i € (ﬂ x;) Nx
j=1

k
porque ¢ € (ﬂ z;)Ns. Por lo tanto FU{x} tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte.
j=1

Sea n € w y tomemos el abierto basico [z|n]|. Veamos que [z|n] N Q # &. Sea m € w tal
que m > n. Los conjuntos densos D, , nos aseguran que existe s € G tal que dom(s) > m.
Entonces existe ¢ € @ tal que s = g|dom(s). Notemos que ¢g|n = s|n = z|n, por lo cual
q € [z|n]. Asi, x € cl(Q).
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Ahora, si x € Q veamos que G N D, = &. Supongamos lo contrario. Sea s € G N D,,.
Como s € D,, existe i € dom(s) tal que s(i) # x(i), lo cual es una contradiccién porque s es
segmento inicial de z. Asi, G N D, = &, lo cual no es posible por ser G un filtro D-genérico.
Por lo tanto, z ¢ Q.

|

Observacion 4.30. El nimero de subconjuntos de tamano s de un conjunto de tamano A,
estda acotado superiormente por el conjunto de funciones de k en A, el cual es justamente
A%, por lo cual, al ser 2¢ homeomorfo a (2¥)¥, entonces 2* tiene a lo mas ¢ subconjuntos
homeomorfos a Q.

Ahora, la idea es construir una sucesion creciente de conjuntos F; para cada § € ¢ que
no contengan a la cerradura de ningin subconjunto homemorfo a Q. Asi, al tomar cualquier
ultrafiltro no principal que contenga a la unién de los conjuntos F¢, se podra asegurar que
no contiene ninguna copia homeomorfa cerrada de Q y entonces por el Lema de Hurewicz
dicho ultrafiltro sera completamente Baire.

Nota 4.31. A partir de este punto y en adelante al mencionar la palabra “enumeracion”
haremos referencia a una enumeracion no necesariamente inyectiva.

Teorema 4.32. Asumamos MA (numerable). Entonces existe un ultrafiltro no principal & C
2¥ que es completamente Baire.

Demostracion. Enumeremos como {@, : < ¢} a todos los subconjuntos de 2* que son
homeomorfos a Q. Por el Lema [4.19] es suficiente construir un ultrafiltro no principal & que
no contenga a la cerradura de ningtn conjunto @),,.

Para cada { € ¢ construiremos el conjunto F; por recursién transfinita. Al final, bas-

tara tomar cualquier ultrafiltro no principal U4 que extienda a U]-"g. Por induccién, nos

£<c
aseguraremos de que se cumplan los siguientes requisitos.

1. FoCFysip<n<ec.
2. Fg¢ tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte para cada £ € «¢.
3. |Fe| < ¢ para cada & < c.

4. Cualquier posible cerradura de un subconjunto homeomorfo a los racionales @, la
evitaremos en el paso £ = 1+ 1; es decir, ya sea que w \ © € F¢ para algin x € ), o
existe x € F¢ tal que x € cl(Q,) \ Q.
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Tomemos Fy = Cof, donde Cof = {A Cw: |w\ A| <w}. En los pasos limite tomamos
uniones.

Verifiquemos que Fy cumple tinicamente las primeras tres condiciones ya que la cuarta
condicion trata sobre el conjunto JFj.

1. Es claro que Fy cumple la primer condicién porque se contiene a si mismo.
2. Se tiene que Fy cumple la segunda condicién porque si existiera una coleccién finita

nAi U(W\Az>

i=1
es posible ya que dicha unién es finita.

A C Cof con A= {A;}, tal que < w, entonces = w lo cual no

3. Fo cumple la tercera condicién porque la coleccion {F,, } e, donde
F, ={w\A{z1,...,zn} :n € w}
es numerable y Fo = {F}, }new entonces |Fo| < c.

En el paso sucesor £ = 1+ 1, asumimos que F,, ya estd dado.

Primero asumamos que existe x € @, tal que F, U {w \ x} tiene la propiedad de la
interseccién finita fuerte. En este caso, simplemente elegimos F¢ = F, U{w \ z} y asi, F¢
cumple la cuarta condicién, ademas de seguir cumpliendo la primera y la tercera.

En caso contrario; es decir, que para cualquier z € @, el conjunto F,, U {w \ z} no tenga
la propiedad de la interseccién finita fuerte, verifiquemos que @, C (F,).

En efecto, primero notemos que como F;, si cumple la propiedad de la interseccién finita
fuerte y JF,, U{w \ z} no, entonces existe una subcoleccién {z;}¥_; C F, tal que

k

() N (w\ )

=1

< w.

En particular, supongamos sin pérdida de generalidad que
k
i=1
Como Cof = Fy C F,, entonces existe zg € Fy tal que w \ o = {y1, ..., Ym }. Asi,

k
(Ne)nw\a) =2

k k
por lo cual ﬂ x; C x, y como ﬂ z; € (F,) entonces z € (F,).
i=0 i=0
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Luego, aplicando el Lema con F = F,yQ = Q, existe x € cl(Q,)\Q, tal que F,U{z}
tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte. En este caso, elegimos Fy = F,, U{z} y asi
F¢ cumple la cuarta condicion, ademas de seguir cumpliendo la primera y la tercera.

Se verifica que U F¢ tiene la propiedad de la interseccion finita fuerte por la Observacion
é<c
y por lo tanto, existe un ultrafiltro no principal & C 2“ que extiende a U Fe.

£<c

Notar que si w \ € F¢ para algin z € @, el ultrafiltro & no puede contener a cl(Q),),
porque de lo contrario z,w \ z € U, lo cual no es posible. Por el contrario, en el caso donde
para todo = € @, el conjunto F, U {w \ 2} no tiene la propiedad de la interseccién finita
fuerte, el conjunto F¢ tomado, evita casi por completo a cl(Q),), la Gnica excepcién es el
punto x dado por el Lema [4.29,

Por la construccion de los conjuntos F¢ con § < ¢, se tiene que U no contiene a la cerradura
de ningiin subconjunto homeomorfo a @, y por lo tanto, U es un ultrafiltro no principal que
es completamente Baire.

|

4.2. Ultrafiltros densos homogéneos numerables
El conjunto de Cantor 2“ es un espacio homogéneo. En efecto, h : 2* — 2% definido

como h(z)(n) = z(n) + z(n) + y(n), donde z,y,z € 2¥, n € w y la suma es la suma médulo
2, es un homeomorfismo tal que h(z) = y.

Definicién 4.33. Un espacio X es fuertemente homogéneo local si tiene una base de con-
juntos abiertos B tal que para todo U € B y puntos z,y € U existe un homeomorfismo
f: X — Xtalque f(z) =yy f(z) = z para todo z ¢ U.

Lema 4.34. [24, Lema 1.9.4] Un espacio homogéneo cero dimensonal es fuertemente ho-
mogéneo local.

Corolario 4.35. El conjunto de Cantor 2“ es un espacio fuertemente homogéneo local.

Teorema 4.36. [I, Teorema 5.2] Todo espacio métrico separable, completo y fuertemente
homogéneo local es denso homogéneo numerable.

Corolario 4.37. El conjunto de Cantor 2* es un espacio denso homogéneo numerable.
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El siguiente lema, junto con el Teorema de Lavrentiev que usamos al inicio del capitulo
nos ayudara a mostrar la existencia de un ultrafiltro no principal sobre w que no es denso
homogéneo numerable. En la demostracién del siguiente lema usaremos una técnica que
invento Sierpinski en 1932 y que en la actualidad se le conoce como “técnica de Sierpinski para
matar homeomorfismos”. Esta técnica la uso Ohkuma para construir una cadena homogénea
rigida y van Douwen para construir un espacio homogéneo compacto con una medida que
“sabe” qué conjuntos son homeomorfos, entre otros ejemplos.

Sea X un espacio, y sea f un homeomorfismo tal que dom(f) C X y ran(f) C X. Supon-
gamos que nos gustaria “matar” a f, es decir, lograr que f deje de ser un homeomorfismo.
Hay varias estrategias que uno podria seguir. Primero, uno podria tratar de refinar la topo-
logia de X asegurandose de que f ya no sea continua. Entonces ciertamente matamos a f. Sin
embargo, por el refinamiento de la topologia, es posible que alguna otra funciéon no deseada
que era discontinua en la topologia antigua, se vuelva continua en la nueva. Entonces, uno
tiene que continuar el proceso de refinamiento de la topologia, y no es imposible que al final
de todos los asesinatos, X se quede con la topologia discreta. Entonces todas las funciones
muertas resucitan; es decir, vuelven a ser continuas y es entonces cuando se tiene un profundo
problema. Uno encuentra las mismas dificultades cuando se intenta hacer la topologia mas
gruesa, ya que no es imposible terminar con la topologia indiscreta. Asi que parece que este
tipo de estrategias no deberian ser consideradas.

Otra posibilidad es restringir f a un subespacio de X, digamos A, y esperar lo mejor. Si
tanto dom( f) como ran(f) son subconjuntos de A, entonces no sucedié nada importante. Sin
embargo, si elegimos A de tal manera que para algun x € dom(f) N A, f(x) ¢ A, entonces
f|A no es una funcién de A en si mismo, asi, al restringir nuestra atencién a A, matamos con
éxito a f. Por supuesto, si el “asesinato” es parte de un asesinato en masa; es decir, de una
coleccién de homeomorfismos, entonces tenemos que evitar que f resucite, es decir, que logre
en algiin momento volver a ser un homeomorfismo. Eso es simple. Nos aseguramos de que el
punto x no se elimine de A mas adelante, mientras que, el punto f(x) nunca se agrega a A.

Justamente hemos descrito la técnica de Sierpinski para matar homeomorfismos.

Proposiciéon 4.38. Sea X un espacio completamente metrizable y A C X.Si f: A — A
es un homeomorfismo, entonces f puede ser extendido a un homeomorfismo h : G — G,
donde G' O A es un conjunto Gy de X.

Demostracion. Por el Teorema de Lavrentiev, f puede ser extendido a un homeomorfismo
ho : Go — Hy, donde Go y Hy son conjuntos G5 de X que contienen a A. Sea G; = GoN Hy,
y sea Hy; = ho[G4]; claramente G es un conjunto G5 en X, mds ain, es un conjunto Gs
en GGg. Como hg es un homeomorfismo, H; es también un conjunto G5 en Hj, y por lo
tanto en X. Luego, hy = ho|Gy : G — H; es homeomorfismo que extiende a f. Ahora
sean Hy = Gy N Hy, Gy = h{'[Hy] y ha = hi|Gs. Nuevamente se tiene que Gy y Hy son
conjuntos G5 en X que contienen a A, y hy es un homeomorfismo entre ellos que extiende
a f. Continuando de esta manera, si n € w es par, G,41 = G, N H, y Hyr1 = hy[Grial,
mientras que si n es impar, H,y1 = G, N H, v Gui1 = h [Hoi1], ¥ hogt = ho|Gryi. En
ambos casos los conjuntos GG, y H,, son conjuntos G5 en X, y cada h, es un homeomorfismo
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entre ellos que extiende a f. Notar que
Hy DG DHyDG3 2D Hy DO ...

Sean

G=()Gu=()Ho v h=[)hn=nheG.

new new new

Claramente GG es un conjunto G5 de X que contiene a A y h es un homeomorfismo de G en
si mismo, ya que

hG) = () halGn] = (| Ha = G.

new new

Asi, h es la extensiéon de f que se queria.

Proposicion 4.39. Existe D C 2 familia independiente densa y numerable.

Demostracion. Por el Lema existe un subconjunto perfecto P C 2“ que es familia
independiente. Como P es perfecto, entonces existe un homeomorfismo f : P — 2. Notar
que como 2“ es separable, entonces P también lo es. Sea O C P un subconjunto denso y
numerable. Al ser P una familia independiente, entonces O también lo es. De lo anterior,
D = f[O] es un subconjunto denso y numerable de 2¢.

Veamos que D es una familia independiente. Sean x1, ..., xp, Y1, ..., Ym € D distintos y
supongamos que

H= (ﬂx) N (ﬂ(w\yj)> = {dy,...,dy}

i=1 j=1

Entonces f~'[H] = {f'(ay), ..., f~*(ax)}. Notar que como f~'(z;), f~H(w\y;) € Py ademés
son distintos, entonces al ser P una familia independiente |f~![H]| = w, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto, D es una familia independiente.
|

Notar que cualquier familia D que sea independiente, densa y numerable de 2¥ no tiene
puntos aislados por el simple hecho de ser densa. Por el Teorema [£.17] la familia D es
homeomorfa a Q, y por supuesto que al conjunto de los ntimeros racionales se le pueden
extraer dos subconjuntos densos, numerables y ajenos. De lo anterior, también existen dos
subconjuntos Dy y Dy de D que son densos, numerables y ajenos.

Lema 4.40. Asumamos MA (numerable). Sea D una familia independiente numerable que es
densa en 2¢. Sean D; y D, subconjuntos densos, numerables y ajenos de D. Entonces existe
A C 2¥ que satisface las siguientes propiedades:
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1. A es una familia independiente.
2. DC A

3. Si G O D es un subconjunto Gs de 2 y f : G — G es un homeomorfismo tal que
f[D1] = D4 entonces existe x € G tal que {z,w \ f(z)} C A.

Demostracion. Consideremos los homeomorfismos
G, — G,

tales que f,[Di1] = Dy y G, O D es un conjunto G5 de 2*.

Notar que dado cualquier conjunto G 2 D que sea G5 en 2% Unicamente existe un ho-
meomorfismo f : G — G tal que f[D;] = D, porque D; es un conjunto denso en G. Como
2% tiene a lo mas ¢ conjuntos G, entonces a lo mas pueden existir ¢ homeomorfismos de los
anteriormente mencionados.

Enumeremos como {f, : n < ¢} todos los homeomorfismos mencionados anteriormente.
Para cada { < ¢, construiremos el conjunto A por recursién transfinita. Al final, sea A =

U A¢. Por induccion, nos aseguraremos de que se cumplan los siguientes requisitos.
£<c

1. A, CA,sip<n<cg,
2. A es una familia independiente para cada £ < «,
3. |A¢| < ¢ para cada & <,

4. El homeomorfismo f, se usa en el paso £ = 1+ 1, esto es, que exista x € G, tal que

{z, W\ fo(2)} € Ae.

Comenzamos tomando Ay = D, y tomamos uniones en los pasos limite. Es claro que Ay
cumple las primeras tres condiciones.

En el paso sucesor £ =+ 1, asumamos que A, ya estd dado. Enumeramos como {wj, :
a < K} atodas las palabras en A, donde k = |A,| < ¢. Veamos que para cualesquiera n € w,
a < K,y e1,62 € 2, el conjunto

Wanere, = {x € Gyt lwa Na™ N fy(z)?] = n}

es abierto en G,. En efecto, sea m € w tal que la interseccién en el nivel m de w,, 2 y
fn(2)%* sea mayor o igual a n y tomemos el abierto basico [z|m]. Sea y € [x|m], por lo cual
y|lm = x|m. Entonces |w, Ny N f,(y)?2| > n. Por lo tanto, [z|m] C W e, oo AST, Wone, eo
es abierto en G,.

Ahora veamos que Dy \ (F U f'[F]) € Wape,e,, donde F estd conformado por los
elementos de A, que forman a la palabra w,.

Sea x € Dy \ (FU f'[F]). Como x € Dy y x ¢ F entonces la interseccién wq N 2! es
infinita porque su interseccion sigue siendo una palabra en A,. De manera andloga, como



4.2. Ultrafiltros densos homogéneos numerables 5D

re€D yx¢ fn_l[F], entonces f,(z) ¢ F, por lo cual la interseccion w, Nz N f,(x)%* sigue
siendo infinta por seguir siendo una palabra en A, . Por lo tanto, D; \ (FU [ UF]) € Waneyen-

Como la familia D es densa en 2“ y D; es un subconjunto denso de D, entonces D; también
es denso en 2¥. Luego, como G, 2 D, entonces D; también es denso en G,. Finalmente, como
F € [A,]<“ entonces el conjunto F'U f,"'[F] es finito, por lo cual Dy \ (F U f'[F]) sigue
siendo denso en G,. Asi, W, ., -, €s también denso en Gj,.

Por ser W, 1,.¢, ¢, denso y abierto en G, entonces es comagro en GG, y por lo tanto, también
lo es en 2¥. Como MA (numerable) es equivalente a que Cov(M) = ¢ (ver Teorema [3.15) y
tenemos menos que ¢ conjuntos Wy ¢, -, porque s < ¢, entonces

U@\ Wane, o) €27

a<k

entonces

W= Wainerer # 2.

a<k

Notar que W C G,. Sea v € W y elegimos A = A, U {z,w \ f,(x)}. Es claro que A
cumple las condiciones (1), (3) y (4). Resta ver que A es también una familia independiente.
Si A¢ no fuese una familia independiente, como A, si lo es, entonces existirfan n, m € w tales
que si Zg, ..., Tn, Yo, ---» Ym € A, son conjuntos distintos, la interseccion

Kﬂ ) n (mw\yj))] Nle N ()"

es finita, digamos que tiene tamano ¢;. Como

wg = (@x) N (ﬁ(ﬂw))

es una palabra en A, y como z € W, entonces x € Way, ., ., para cualesquiera €1,65 € 2y
con {5 > {;. Entonces

lo cual no es posible. Por lo tanto, A¢ es una familia independiente.

>€1

<ﬂ a;> N (ﬂ(w\yj))] N[ N fy(2)7)

i=0 7=0

Sea A = U Ayg. Se verifica que A es una familia independiente por la Observacion [4.21]
£<c

Teorema 4.41. Asumamos MA (numerable). Entonces existe un ultrafiltro no principal V C
2¥ que no es denso homogéneo numerable.
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Demostracion. Sean Dy, Dy y A como en el Lema [£.40] Notar que por el mismo argumento
usado en el Teorema [£.27] la unién AU Cof tiene la propiedad de la interseccién finita, por
lo cual, si ¥V C 2¥ es un ultrafiltro que extiende a AU Cof entonces dicho ultrafiltro es no
principal. Supongamos que V es denso homogéneo numerable, por lo cual existe g : V — V
un homeomorfismo tal que f[D;] = D,. Por la Proposicién es posible extender g a un
homeomorfismo f : G — G, donde G es un subconjunto Gs de 2“. Por el Lema [4.40] existe
r € G tal que {z,w \ f(x)} C A, entonces f(x) = g(x) € V, pero también w \ f(z) =
w\ g(z) € V, lo cual no es posible por ser V un ultrafiltro. Por lo tanto, ¥ no es denso
homogéneo numerable.

En la siguiente parte de esta seccion los grupos topolégicos seran de suma importancia
para mostrar la existencia de un ultrafiltro no principal que si es denso homogéneo numerable.

Definicién 4.42. Sea (G,*) un grupo algebraico (no necesariamente abeliano). Sea 7 una
topologia para el conjunto G. La terna ordenada (G, *,7) es un grupo topoldgico si las
funciones f : G x G — Gy g : G — G definidas como f(z,y) = xxyy g(x) = 27!, son

funciones continuas (en G x G se considera la topologia producto).

El conjunto 2 con la operacién suma mdédulo 2 (o la diferencia simétrica equivalentemen-
te) y la topologia de los conos, es un grupo topolégico. En efecto, la cerradura y asociatividad
son inmediatas, el elemento identidad es el vacio y si x € 2* entonces él es su mismo inverso.
De ahi se sigue que la funcién g es la identidad, la cual es continua. Luego, si (z,y) € 2¢ x 2%
y V C 2¢ es un conjunto abierto tal que f(x,y) € V, sea n € w tal que [f(x,y)|n] C V.
Se verifica que f[[z|n] x [y|n]] € V, donde (z,y) € [z|n] X [y|n], por lo cual f es también
continua. Mas aun, 2“ con la operaciéon suma modulo 2 y la topologia de los conos es un
grupo abeliano topologico.

Aunque nuestro interés son los ultrafiltros en 2“, trabajaremos en esta parte con ideales
maximales de 2 por “algunas” cuestiones de comodidad. No hay que perder de vista que
ahora nuestro propdsito es mostrar la existencia de un ultrafiltro no principal sobre w que
sea. CDH, pero como cada ultrafiltro es homeomorfo a su ideal maximal dual mediante el
homeomorfismo ¢ que definimos en la seccion 4.2 y el ser CDH es una propiedad topologica,
es decir, que se conserva bajo homeomorfismos, entonces bastarda mostrar la existencia de un
ideal maximal no principal sobre w que sea CDH para tener nuestro resultado.

Observacion 4.43. Si Z es un ideal maximal de 2¥ entonces Z es subgrupo topoldgico de
2“. En efecto, si x1, 29 € Z, como x1 + 22 C x1 U g, se tienen que x; + o € Z. Por otro lado,
si x € Z, trivialmente se tiene que 7! € Z.

En general, cualquier ideal del conjunto de Cantor es un subgrupo topolégico. Ademas
como todo ideal maximal Z es subgrupo topolégico y Z es homeomorfo a su respectivo
ultrafiltro 2¢ \ Z, entonces 2* \ Z también es un subgrupo topolégico del conjunto de Cantor.
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Proposicién 4.44. Sea f : 2¥ — 2“ una funciéon y Z C 2* un ideal maximal. Si x € 2¢,
entonces * + f(x) = w\ z +w \ f(z). En efecto, de lo contrario existiria ¢ € w tal que
(x+ f(2))(i) # (w\z+w)\ f(x))(7). Tenemos los siguientes casos:

1. Si(z+ f(z))(i) = 0, entonces (w\ x4+ w\ f(z))(i) =1. Sii € x yi € f(x), entonces
i¢dw\ryié¢w)f(x),porlocual (w\z+w)\ f(x))(i) = 0, lo cual no es posible.
Por otro lado, si ¢ ¢ =y ¢ ¢ f(z), entonces i € w\z y i € w)\ f(x), por lo cual
(w\z+w\ f(z))(i) = 0, lo cual tampoco es posible. Por lo tanto, z+ f (x) = w\z+w\ f(z).

2. Por un argumento exactamente similar al anterior se verifica que si (w\z+w\ f(x))(i) =
0, entonces (z + f(z))(i) = 1 es falso.

Por lo tanto, z + f(z) =w \ z +w \ f(z).

Lema 4.45. Sea f : 2* — 2¥ un homeomorfismo. Tomemos un ideal maximal no principal
Z C 2¥ y un subconjunto denso numerable D de Z. Entonces f se restringe a un homeomor-
fismo de Z si y solo si cl({d+ f(d) :d € D} CT.

Demostracion. Asumamos primero que f se restringe a un homeomorfismo de Z. Veamos que
la funcién g : 2¥ — 2“ definida por g(z) = x + f(z) tiene rango contenido en Z. Si x € Z,
entonces también f(z) € Z, por lo cual g(x) € Z, porque Z es subgrupo topoldgico de 2¢. Por
otro lado, notemos primero que si x € 2¥ \ Z entonces f(x) € 2* \ Z, de lo contrario x € Z,
luego w \ z,w \ f(z) € Z por ser 2* \ Z un ultrafiltro, y ademds, por la Observacién [1.44]
r+ f(z) =w\zx+w) f(x) € Z. Como 2¥ es un grupo topoldgico y ademds es compacto,
entonces g es continua, asi g[2¥] = {z + f(x) : x € 2¥} también es compacto (en particular
cerrado). Por lo tanto, cl({d + f(d) : d € D}) C g[2¥] C T.

Reciprocamente, supongamos que cl({d + f(d) : d € D}) C Z. Como f|z : T — f[Z] es
un homeomorfismo, sélo resta probar que f[Z] = Z. Como Z es un ideal maximal no principal
entonces Fin C Z, el cual ademas es un subconjunto denso en 2¢, y al ser D denso en Z se
tiene que

2“ = cl(Fin) = cl(Z) = (D)

Asi, para cualquier x € 2“ existe una sucesion {d,, }ne., de elementos de D tal que lim d,, = z.
n—o0

Por continuidad,
v+ f(x) = lim (d, + f(d,) €

Notar que si a,b € 2¥ son tales que a + b € Z, entonces a,b € Z o a,b € 2¥ \ Z. En efecto,

supongamos sin pérdida de generalidad que a € Zy b € 2* \ Z, por lo cual, w\b € Zy

w\ae€22\Z. Como a+b,w)\beT se tiene que
(a+b)+w\b=a+(b+w\b)=a+w=w\ael

lo cual es una contradiccion.

De lo anterior se tiene que f[Z] =Z y asi, f se restringe a un homeomorfismo de Z.
[
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Notacién 4.46. Para cualquier z € 2¥ denotamos por z | al conjunto {y € 2¥ : y C z}.

Notar que para cada x € 2 el conjunto z | es cerrado. En efecto, veamos que 2 \ = |
es un conjunto abierto. Sea y € 2¢ \ x |, es decir, y Z z. De lo anterior existe n € w tal que
y(n) =1y xz(n) =0. Sea v/ € [y|n]; claramente y'(n) = 1, por lo cual ¥ ¢ x |, y por lo tanto
[yln] C 2« \ z |, es decir, 2 \ z | es un conjunto abierto.

El siguiente lema serd la pieza fundamental junto con el Lema para mostrar la

existencia de un ultrafiltro no principal sobre w que es denso homogéneo numerable.

Lema 4.47. Asumamos MA (numerable). Sea T C 2“ una coleccién de subconjuntos de w
con la propiedad de la unién finita y asumamos que |Z| < ¢. Sean D y E dos subconjuntos
densos y numerables de 2¢ tales que D U E' C (Z). Entonces existen un homeomorfismo
f:2¢ = 2¥yx e 2¥ tales que f[D] = E, T U {z} tiene la propiedad de la unién finita y
{d+ f(d):de D} Cuz|.

Demostracion. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado numerable P que consiste
de todas las tripletas p = (s, g9, m) = (sp, gp, Tp) tales que, para algun n, € w, las siguientes
condiciones se satisfacen.

= Ssin, — 2.

» g es una biyeccién entre los subconjuntos finitos D, y E, de D y E, respectivamente.
= 7 es una permutacién de "2,

Ademas requerimos que se cumplan las siguientes condiciones de compatibilidad.

1. (t+m(t))(¢) = 1 implica que s(i) = 1 para cada t € "2.

2. m(dn,) = g(d)|n, para cada d € dom(g).

Ordenemos a P declarando que g < p si las siguientes condiciones se satisfacen.

" 9q 2 Gp-
n 7,(t)|n, = mp(t|n,) para todo t € "2
Notar que la tltima condicién de orden tiene sentido solo si ¢ < p implica que n, < n,.
Para cada d € D, definimos
Dim = {peP:dc dom(g,)}.

Dadop € Py d € D\ dom(g,), simplemente elegimos e € E \ ran(g,) tal que e|n, =
m,(d|n,). Notemos que la eleccién del elemento e € E \ ran(g,) tal que e|n, = m,(d|n,) es
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posible porque d|n, € "2, por lo cual le podemos aplicar la permutacién 7,, a continuacién
nos tomamos el abierto basico [m,(d|n,)], y como E es denso y numerable en 2 y E, es finito,
existe e € E\ B, = E \ ran(g,) tal que e € [m,(d|n,)].

Esta eleccién asegura que g = (s,, 9, U{(d,e)},m,) € P. Ademas, es claro que ¢ < p, por
lo cual cada D™ es denso en P.

Para cada e € F, definimos
D" ={peP:ecran(g,)}.
De manera andloga se muestra que cada D." es denso en P.
Para cada 0 = {z1,...,x} € [Z]*¥ y { € w, definimos
Dyy={pePFiecn,\l:s,(i) =x1(i) = ... = zx(:) = 0}.

Veamos que cada D, es denso en P.

Sean 0 = {z1, ..., 2} € [Z]|*¥ y £ € w. Sea p = (s,g,7) € P. Encontremos n’ > ¢, n,, tal
que las siguientes condiciones se cumplan.

» Todos los d|n' para d € dom(g) son distintos.
» Todos los e|n’ para e € ran(g) son distintos.
w2 (n') = ... =zr(n) =d(n') = e(n’) = 0 para cada d € dom(g) y e € ran(g).

Notemos que como 0 CZy DU E C (Z), entonces o Udom(g) Uran(g) C (Z). Sea

k

G=( () W\d)n( () @\e)n(w\z))

dedom(g) ecran(g) i=1

Como Z tiene la propiedad de la unién finita, entonces (Z) también la tiene, por lo tanto
|G| > w. Luego, como dom(g) y ran(g) son finitos y G es infinito, existe n’ € G con n’ > {,n,
tal que se cumplen las condiciones anteriormente requeridas.

Podemos elegir una permutacién 7’ de ™2 tal que 7(d|n’) = g(d)|n’ para cada d € dom(g)
y 7(t)|n, = w(t|n,) para cada t € ™2. Extendemos s a ' : n/ — 2 estableciendo que
s'(i) = 1 para cada i € [n,,n). Por la eleccién de 7’ y la extensién de s a s’ se tiene que
P =(5,9,7") € P,y ademés p’ < p.

Ahora, sea 7" la permutacién de " T'2 obtenida de establecer que
m'(t) = 7' (tn') "t (n'),

para cada t € "*12. Extendemos s’ a s” : n' + 1 — 2 estableciendo que s”(n’') = 0.
Nuevamente por la elecciéon de 7" y la extensién de s” a s” se tiene que p” = (s”,g,7") € P,
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y ademés p” < p'. De hecho, p” = (5", g,7") € Dy, porque spr(n') =0y z1(n') = ... =
zi(n') =0, donde n € n' + 1y n' > (. Asi, cada D, es denso en P.

Como |Z] < ¢, la coleccién de subconjuntos densos
D={D,s:0€ L] (cwtU{D¥".dec DYU{D!":ec E}
también tiene tamano menor que c.

Por lo tanto, por MA (numerable), existe un ultrafiltro D-genérico G C P. Definimos
r=U{sp:pe G}y f:2Y — 2¥paracadax € 2¥ y i € w como f(x)(i) = m,(x|n,)(7)
donde p € G y es tal que ¢ € n,,.

Veamos que f es inyectiva. Supongamos que f(x1) = f(x2) con z1,x9 € 2. Sea i € w.
Entonces existen p;,ps € G tales que @ € n,, vy ¢ € n,,. Entonces

F(@0)(0) = mp, (1[0, ) (0) = mp, (2|0, ) (0) = f(2) (4)-
Como G es un filtro, entonces existe p3 € G tal que p3 < p1 y p3 < po. Por la iltima
condicién del orden en P tenemos que mpy, (T1|nps)|[1p, = Tpy ((T1]10p5) |1y ) = Tpy (1]10p,) ¥
Tps (2] My ) [Ny = Ty ((T2]py ) | Mpy ) = Tpy (22|10, ) POTqQUE My, < My ¥ 1y, < My, Entonces
F (1) (@) = mpg (1[5 ) [y (2) = Tpg (22|10 ) [0, (2) = f (2) ().

En particular, como i € n,, para j € {1,2,3}, y n,, < nyp, y 0y, <y, entonces

f(@1)(@) = ms(@1|ny, ) (1) = ms(w2lng, ) (i) = f(x2)(0).
Como las permutaciones m, son en particular funciones inyectivas, y para cualquier 7 € w

siempre existe un elemento de G' que hace posible la igualdad anterior, entonces xy = x5, y
por lo tanto, f es una funcién inyectiva.

Veamos que f es sobreyectiva. Sea y € 2. Como cada permutacién es, en particular una
funcién sobreyectiva, definimos para cada i € w a x como z(i) = 7, '(y|n,, )(i) para algin
p € G tal que ¢ € n,,. Veamos que f(x) = y, mostrando que para cada i € w se tiene que
f(x)(@) = y(i). En efecto, sea i € w. Aplicando f a x tenemos que

F(2) (@) = mp, (x[np,) (2),
para algin p; € G tal que ¢ € n,,. Por ser G' un filtro, existe p3 € G tal que ps < p; y p3 < pa.
Por la dltima condicién del orden de P se tiene que mp, (z|np,) |y, = 7, ((T|10ps)|10p,) =
T (T]10p,) Y T (2|105) [y = Ty (@[5 ) I10py) = 7, (w|y,). Asl, como i € ny, para j €
{1,2,3}, y ny, < npy y 1y, < my,y, entonces

f(@)(2) = mp, ([,

= 1, (1, (Y0, )) (0)
= y|ny, (i)
= y(i).
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Notar que la antepentltima igualdad se da porque x en i estd definido como Y(y|n,, ). Por
lo tanto, f es sobreyectiva.

Ahora, probemos la continuidad de f. Sea x € 2 y tomemos cualquier conjunto abierto
bésico de f(x), digamos [f(x)|n] para algin n € w. Veamos que f[[z|n]] C [f(z)|n]. Sea
y € [z|n]. Notemos que f(y) € [f(z)|n] siy s6lo si f(y)(i) = f(x)(i) para cada i € w con
i < n.Sea 0 <17 < n,ynotemos que al aplicar f az y y existen p;,ps € G coni € n, yi € ny,
tales que f(y)(i) = m, (y|np,) v f(x)(i) = mp,(x|ny,) (7). Como G es un filtro, existe ps € G
tal que p3 < p1 y p3 < p2. Ademds, notemos que n < n,, para j € {1,2,3}. Nuevamente por
la dltima condicién del orden de P se tiene que m,, (Y]1p,)[1p, = Tpy (Y]70p5) [10p1 ) = T, (Y|, )
Y Tops (2|0 ) |[10py, = Ty ((%|105)[1,) = Ty (2[1,). Como 4 € ny, para j € {1,2,3}, i €ny
Np, < Ny Y Npy < Ny, €Ntonces

fy)(i) = Tpy y|np1 (4)

Notemos que 7y, (y|np,)|n(i) = mp,(x|ny, )|n(i) porque zln = yln. Luego, f(y) € [f(x)|n],
teniendo asi la continuidad de f.

Finalmente, como 2“ es un espacio compacto, Hausdorff y f : 2¥ — 2% es biyectiva y
continua, entonces f es un homeomorfismo por compacidad.

Para ver que f[D] C FE basta asegurar que dado d € D se tiene que para todo i € w se
cumple que f(d)(i) = eg(i) para algin ep € E. Sea ¢ € w. Entonces f(d)(i) = m,(d|n,)(7)
para algin p € G tal que ¢ € n,, pero como m,(d|n,) = g(d)|n,(i), donde g(d) = ep € E,
entonces f(d)(i) = g(d)|n,(7), y por lo tanto, f(d) € E.

Ahora veamos que E C f[D], mostrando que para cada e € E existe d € D tal que e =

f(d). Basta tomar d = g~!(e) y aplicar andlogamente el argumento que se dio anteriormente
para ver la otra contencién. Por lo tanto, f[D] = E.

Veamos que, en efecto, Z U {z} tiene la propiedad de la unién finita. Supongamos lo
contrario. Como Z si tiene la propiedad de la unién finita, entonces existe o = {x1, ..., 2} €
[Z]< tal que si

= (ﬂ(w\xi)) N(w\ =),

entonces |H| < w. Sea ¢’ = maxH. De lo anterior, elegimos ¢ = ¢ + 1 y fijémonos en el
conjunto denso D,,. Como G es un filtro D-genérico, entonces existe p € G N D, tal que
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existe ¢ € n, \ £ tal que s,(i) = 21(i) = ... = 24(¢) = 0, por lo cual w \ s,(i) = w \ z1(i) =
..=w\ xk(i) =1, y por lo tanto, i € H con i > ¢, lo cual no es posible. Asi, ZU {x} tiene
la propiedad de la unién finita.

Finalmente, la condicién (1) de compatibilidad de P asegurard que {d+ f(d) : d € 2} C
x . Notemos que {d+ f(d) : d € 2*} Cx | siy sélosi (d+ f(d))(i) < z(i) para todo d € 2¢
y i € w. También notemos que (d+ f(d))(i) = (d|n+ f(d|n))(i) siempre que i < n. Por como
esta definida f tenemos que (d+ f(d))(i) = (d+m,(y|n,)) (i), donde p € G es tal que i € ny, y
por lo tanto (d+ f(d))(¢) = (d|n,+ f(d|n,))(i) = (d|n, + m,(d|n,)) (7). Tenemos los siguientes
Casos:

1. Si (d+ mp(din,))(i) = 0 entonces, en efecto, (d + my(d|n,)) (1) < x(i).

2. Si (d + m,y(d|ny))(i) = 1, entonces (d|n, + my(d|n,))(i) = 1, y por la condicién (1) de
compatibilidad de P se tiene que s,(i) = 1, y asi z(i) = 1, por lo cual nuevamente se
tiene que (d + m,(d|n,)) (1) < (7).

Como en cualquier caso, se tiene que (d + m,(d|n,))(i) < (i), entonces {d + f(d) : d €
29} Cxl.
|

Teorema 4.48. Asumamos MA (numerable). Entonces existe un ultrafiltro no principal & C
2 que es denso homogéneo numerable.

Demostracion. Construiremos un ideal maximal no principal Z C 2“ que es denso homogéneo
numerable. Notar que a lo mas hay ¢ conjuntos densos numerables en 2“ porque 2* tiene a
lo méas ¢ conjuntos numerables. Enumeremos como {(D,, E,) : n < ¢} a todas las parejas de
subconjuntos densos numerables de 2*. Construiremos el conjunto Z; para cada §{ < ¢ por
recursion transfinita. Al final, bastard tomar como Z a cualquier ideal maximal no principal
que extienda a UIg. Por induccién, nos aseguraremos de que se cumplan los siguientes

£<c
requisitos.

1.Z,CT,sip<n<ec.
2. Z¢ tiene la propiedad de la unién finita para cada & € «c.
3. |Z¢| < ¢ para cada £ < c.

4. La pareja (D,, E,) se utiliza en el paso £ = 7+ 1, ya sea que w \ € Z¢ para algin
xr € D, UE, o existe z € Z; y un homeomorfismo f, : 2¥ — 2¥ tal que f,[D,] = E, y
{d+ f,(d) :d e D,} Cx|.

Notemos que, por el Lema , la segunda parte de la condicién (4) garantiza que cual-
quier ideal maximal no principal Z que extienda a Z, serd tal que f, : 2¥ — 2% se restrinja
a un homeomorfismo de Z. En efecto, como x € Zy {d+ f,(d) : d € D,} C x |, donde x |
es un conjunto cerrado, entonces cl({d+ f,(d) : d € D,}) Cx [CT.
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Tomemos Zy = Flin, y en los pasos pasos limite tomemos uniones.

Veamos que Z; cumple inicamente las primeras tres condiciones, ya que la cuarta condi-
cioén se trata sobre el conjunto Z.

1. Es claro que Zy cumple la primer condicién porque se contiene a si mismo.

2. Si A € [Zy]<¥, entonces || JA| < w, por lo tanto w \ A es infinito. Por lo tanto, Z, tiene
la propiedad de la unién finita.

3. Zy cumple la tercera condicién porque la coleccién {1, },ew., donde
I, = {{zo,...;xn} :n € w}
es numerable y Zy = {1, }new, por lo cual |Zy| < c.

En el paso sucesor { = 1+ 1 asumamos que Z, ya esta dado.

Primero supongamos que existe x € D, U E,, tal que Z,, U {w \ z} tiene la propiedad de la
unién finita. En este caso, simplemente elegimos Ze = Z,, U{w \ =}, y asi Z¢ cumple la cuarta
condicién, ademas de seguir cumpliendo la primera y la tercera.

En caso contrario, es decir, que para cualquier x € D, U E, el conjunto Z U {w \ 2} no
tenga la propiedad de la unién finita, verifiquemos que D, U E, C (Z,).

En efecto, notemos primero que, como Z, si tiene la propiedad de la unién finita y Z, U
{w\ z} no, entonces existe una subcoleccién {z;}¥ | C Z, tal que

w \ [(Uxi) U (w\a?)]

En particular, supongamos sin pérdida de generalidad que

< w.

w\ [(U ;) U (w )\ x)] = Y1, Ym )}

Como Fin =17, C 7,, entonces existe xg € Zy tal que zg = {y1, ..., Ym }. Asi,

w\[<Uwi>u<w\x>] g,

=0

k k
por lo cual, z C U z;. Como U z; € (Z,), entonces x € (Z,), es decir D, U E,, C (Z,).
i=0 i=0

Luego, aplicando el Lema[t.47jcon T = Z,,, D = D, y E = E,, existen un homeomorfismo
f:2¥ = 2%y axe2¥tales que f[D,] = E,, 7, U {z} tiene la propiedad de la unién finita y
{d+ f(d) : d € D,} C x |. En este caso elegimos Z =7, U{z} y f, = f, vy asi Z¢ cumple la
cuarta condicion, ademas de seguir cumpliendo la primera y la tercera.
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Por la Obervacion [2.19 se tiene que UIE tiene la propiedad de la unién finita y por lo
E<c

tanto, existe un ideal maximal no principal Z C 2“ tal que UIf CcZ.
E<c

Sélo resta ver que, en efecto, el ideal maximal Z es denso homogéneo numerable. Sean D
y E subconjuntos densos numerables de Z. Como F'in C 7 se tiene,

2Y = cl(Fin) = cl(Z) = cl(D) = cl(F)

por lo cual, tanto D como E son subconjuntos densos de 2¥. De lo anterior, existe n < ¢
tal que D = D, y E = E,. Notar que si existiera v € D, U E, tal que w \ € Z¢, como
D,,E,, I C T entonces w \ z,z € Z, lo cual no es posible. Luego, existen z € Z y un
homemomorfismo f, : 2¢ — 2% tales que f,[D,] = E, y {d+ f,(d) : d € D,} C = |. Notar
que, como {d+ f,(d) : d € D,} C x |, el homeomorfismo f, se restringe a un homeomorfismo
de Z. Por lo tanto, Z es denso homogéneo numerable, y asi ¢ ![Z] = U es un ultrafiltro no

principal que es denso homogéneo numerable de 2%.
|

4.3. Ultrafiltros y la propiedad del conjunto perfecto
Definicién 4.49. Un conjunto de Bernstein en un espacio topolégico X es un subconjunto

B de X tal que By X \ B intersectan a cada conjunto perfecto de X.

Si B C X es un conjunto de Bernstein y f : X — Y es un homeomorfismo, entonces
f[B] es un conjunto de Bernstein. En efecto, si existe B C Y perfecto tal que f[A|N B =@
o (Y'\ f[A]) N B = @ entonces AN f~[B] =2 o (X \ A)N f~'[B] = &, por lo cual A no es
de Bernstein porque f~![B] es un conjunto perfecto en X.

Notar que 2¥ es homeomorfo a (2¥)¥ por la Proposicion [1.33] Entonces cada conjunto de
Cantor contiene una familia de tamano ¢ de subconjuntos de Cantor ajenos por parejas.
Teorema 4.50. Existe B C 2* que es un conjunto de Bernstein.

Demostracion. Construyamos B = {z, : @ < ¢} un conjunto de Bernstein mediante recur-
sién. Sea {P, : a < ¢} la familia de todos los subconjuntos perfectos de 2¥. Supéngase que
ya hemos elegido x5 y yg con xp # yg para cada 3 < « tales que:

1. 25 € Pg,

2. Ys € P/j,

3. g # x, para cada 7 < 3.
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Para terminar, hay que escoger a x, v y, de tal manera que se sigan cumpliendo las
hipdtesis antes mencionadas. Fijémonos en P, \ {z5 : f < a} U{ys : f < a}. Este conjunto
es no vacio porque P, tiene cardinalidad ¢. Entonces podemos elegir

ToyYa € Pa\{z5: 8 <a}U{ys: 0 <a}

con z, # Yy, Es facil ver que las hipotesis inductivas se preservan. Verifiquemos que nuestro
conjunto es de Bernstein.

Sea P C 2“ un conjunto perfecto. Entonces existe a < ¢ tal que P = P,. Claramente
se satisface que z, € P,N By y, € P, \ B C 2¥\ B. Por lo tanto, B es un conjunto de
Bernstein en 2¢.

De hecho se puede asegurar que si B es un conjunto de Bernstein en 2 entonces tanto B
como 2¥\ B intersectan a cada conjunto perfecto de 2* en tantos puntos como la cardinalidad
del conjunto potencia de w.

Proposicion 4.51. Sean P C 2“ un subconjunto perfecto y B C 2“ un subconjunto de
Bernstein. Entonces |[PNB| = |PN (X \ B)| =«

Demostracién. Como 2¢ es homeomorfo a 2 x 2 por la Proposicién [I.33], existe un homeo-
morfismo g : P — 2¥ x 2*. Notar que [2¥ x 2¥| = ¢, y ademds, como PN B, PN (2¥\ B) C
g1 [2¥ x 2] se tiene que |[PNB| <cy |PN(2*\ B)| < ¢.

Sea x € 2, entonces g 1[2¥ x {x}] C P es perfecto porque 2* x {z} lo es y g es un
homeomorfismo. Asf, g7 [2% x {z}] N B # @. Como lo anterior es posible para cada punto
de 2%, entonces |g~![2¥ x 2] N B| > ¢, es decir, |P N B| > ¢. De manera similar se tiene que
|PN(2¢\ B)| > ¢. Por lo tanto, [PN B|=|PN(2¥\ B)| = ¢.

|

Teorema 4.52. Existe un ultrafiltro no principal ¥V C 2“ con un subconjunto cerrado de
cardinalidad ¢ que no tiene la propiedad del conjunto perfecto.

Demostracion. Sea B C 2* un conjunto de Bernstein. Como 2% es perfecto, entonces por la
Proposicién tomando a X = P = 2“ se tiene que |B| = ¢, porque PN B = B. Si B
tuviera un conjunto perfecto A, entonces por ser B un conjunto de Bernstein se tendria que
AN (X \ B) # &, lo cual no es posible, porque A C B.

Como B C 2¥ y 2¥ es un espacio cero dimensional, separable y metrizable, entonces B
también lo es. Finalmente por el Teorema [4.27] eligiendo X = B, existe un ultrafiltro V C 2¥

que contiene una copia homeomorfa de B como subconjunto cerrado.
|

A partir de ahora los juegos de Choquet desarrollaran un papel muy importante, de hecho,
trabajaremos con una modificaciéon del mismo que es mas restrictivo.
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Definicién 4.53. Sea (X, 7) un espacio topoldgico no vacio. El juego de Choquet Gx de X
se define como sigue: Los jugadores I y I1 toman turnos jugando con subconjuntos abiertos
y no vacios de X.

U] Ui .|
0 [Vo| [Vi|.

tales que Uy 2 Vy O U; DO Vi.... Decimos que el jugador I gana la partida del juego si
ﬂVn: ﬂUn#Q, el jugador I gana si ﬂUn: ﬂVnZQ.

new new new new

Al pensar en las palabras “juego” y “ganador”, una de las primeras cuestiones que llega
naturalmente a la mente es si hay una estrategia en el juego que le asegure la victoria a un
jugador. Para el juego de Choquet es posible definir el concepto de estrategia como lo vemos
a continuacion.

Definicién 4.54. Sean (X,7T) un espacio topoldgico no vacio, Gx el juego de Choquet de
X y T el arbol que consiste de todas las sucesiones finitas (W, ..., W,,) donde cada W; es un
conjunto abierto no vacio contenido en X tal que Wy 2 Wy O ... O W,,. Al arbol anterior-
mente descrito se le conoce como el arbol de las posiciones legales del juego de Choquet Gx.
Una estrategia para [ en Gx es un subarbol ¢ C T tal que:

1. o es no vacio.

2. Si (Up, Vo, Uy, V1, ..., U,) € o, entonces para cada conjunto abierto no vacio V,, C U, se
cumple que (Uyp, Vo, Uy, V1, ..., U, Vy,) € 0.

3. Si (U, Vo, Uy, Vi, .oy Uy—1, Vimq) € 0, entonces existe un tnico U, tal que
<U07 ‘/07 Ul; ‘/17 teey UTL*l? anla U’n) co.

Intuitivamente, una estrategia o funciona como sigue: [ inicia jugando Uy tal que (Up) € o
y es unico por el inciso (3) de la Definicién 11 juega cualquier conjunto abierto no vacio
Vo C Uy y por el inciso (2) de la Definicién [4.54] (Uy, Vo) € o; entonces I responde jugando
con el tnico conjunto abierto no vacio U; C Vj tal que (Uy, Vy, Uy) € o, ete.

Definicién 4.55. Sean (X, 7) un espacio topolédgico no vacio, Gx el juego de Choquet de
X y T el arbol de las posiciones legales de Gx y o una estrategia para el jugador /. Entonces

1. Una posicién (Wy, ..., W,,) € T es compatible con o si (Wy, ..., W,,) € 0.
2. Una partida del juego (Uy, Vo, Uz, V1, ...) es compatible con o si (U, Vo, Uy, V4, ...) € [o].

3. Laestrategia o es una estrategia ganadora para [ si él gana cada partida (U, Vo, Uy, V4, ...)
compatible con o.
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De forma anéloga se define una estrategia ganadora para el jugador I1.

Como lo mencionamos antes, nuestro interés se basa en un juego de Choquet mas restric-
tivo, de manera méas precisa, hacemos el juego mas restrictivo para el jugador II haciendo
que el jugador I en cada turno no sélo elija un elemento de la topologia, sino que también
elija un punto sobre dicho abierto y posteriormente, en su turno, el jugador /1 debera elegir
un elemento de la topologia como en el juego de Choquet usual, pero ademas dicho elemento
tiene que tener al punto elegido anteriormente por el jugador I. A esta modificacion del juego
de Choquet lo llamaremos juego de Choquet fuerte. Formalmente definimos dicho juego como
sigue.

Definicién 4.56. Dado un espacio topolégico (X, T), el juego de Choquet fuerte G% estd
definido como sigue.

I ‘ (%0, Ub) ‘ ‘ (x1,U1) ‘ ‘
g Vo | Vi

Los jugadores I y I se turnan para jugar subconjuntos abiertos no vacios como en el
juego de Choquet, pero adicionalmente se requiere que el jugador / juegue un punto z, en
U, y el jugador Il debe jugar V,, C U, con z, € V,. Entonces debemos tener Uy 2 V D
u,>ovio.,z,eU,yuz, €V, Eljugador II gana si ﬂ Vv, = ﬂ U, # @, el jugador [

new new

ganasiﬂUn:ﬂVnZQ.

new new

Un espacio topolégico (X,7) no vacio es llamado un espacio de Choquet fuerte si el
jugador IT tiene una estrategia ganadora en G.

Definicién 4.57. Una A-tripleta es una tripleta de la forma (7, A, Q) que satisface las
siguientes condiciones:

1. (X, T) es un espacio de Choquet fuerte y 7 es una topologia segundo numerable de 2%
que es mas fina que la topologia esténdar (la topologia de los conos).

2. AeT.

3. () es un subconjunto numerable no vacio de A sin puntos aislados con la topologia de
subespacio que se hereda de T.

El siguiente lema es de suma importancia para mostrar la existencia de un ultrafiltro no
principal sobre w tal que todo subconjunto cerrado de él tiene la propiedad del conjunto
perfecto.
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Lema 4.58. Asumamos MA (numerable). Sea F una coleccién de subconjuntos de w con la
propiedad de la interseccion finita fuerte tal que |F| < c¢. Supéngase que (7, A4,Q) es un
A-tripleta con @@ C F. Entonces existe un subconjunto perfecto P de A tal que F U {( P}
tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte.

Demostracion. Fijemos una estrategia ganadora > para el jugador I en el juego fuerte de
Choquet en (2¢,7), y ademés tomemos una base numerable B para dicho espacio.

Sea P el conjunto parcialmente ordenado numerable que consiste de todas las funciones
p tales que, para algin n, € w, las siguientes condiciones se cumplen.

1. p:=%2 — @ x B. Usaremos la notacién p(s) = (¢?, UP).
2. U5 = A.

3. Para cada s,t € =2, si s y t son incompatibles, es decir, que s € t y t s, entonces
Uurnuy = .

4. Para cada s € ™2

Ul (a0 Uo) | [ (el UR) | o | (4, Ul | |
H\ \Vp \V” \ P

o | | i

es un juego parcial del juego fuerte de Choquet en (2¢,7), donde los conjuntos abiertos
VP jugados por el jugador I1 son los dictados por la estrategia X.

sl
Ordenamos a P estableciendo que ¢ < p si g 2 p.
Para cada ¢ € w, definimos

Dy={pelP:n, >}

Veamos que cada subconjunto D; es denso en P. Sean p € Py £ € w. Sea n = max{n,, (}.
Si n = n, no hay nada que hacer, pues p € D, y p < p. Supongamos entonces que n = £, y
extendamos p a p’ : =2 — @ x B definida como sigue.

p(sli), si 0<i<nmn,

p'(s]i) = o
p p . .
(qs\i’ Us\i)’ 51 Ny <1 S ¢
' P’ : P’ ' P’
donde el elemento (qs‘nﬁl, Us|np+1) es cualquiera tal que Uginy i1 € Velny ¥ i1 € Ugp 110

es decir, que continia con la partida parcial del juego de Choquet fuerte designado por s
a partir de n,. Luego, los elementos (¢” ‘Inp +].,Ufl/np +;) con 1 < j < £ corresponden a los
elementos jugados por el jugador I respecto a los conjuntos abiertos Vj,, ;-1 dictados por
la estrategia Y. Notemos que siempre podemos tomar un punto ¢* Leur porque () no tiene

sl sl
puntos aislados.

Es claro que p’ cumple las condiciones (1), (2) y (4) por como estd definida, y también
cumple la condicién (3) porque al ser 2¢ con la topologia de los conos un espacio Haurdorff y
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T una topologia mas fina que la estandar, entonces (X, 7)) es también un espacio Hausdorff
y por lo tanto, si s, € =2 son incompatibles entonces existen conjuntos basicos UP y U} (o
Ufl y U}, dependiendo el caso) que tienen interseccién vacia. Por lo tanto, p’ € P. M4s atin,
p' € D,y p' <p, por lo cual D, es denso en P.

Notar que por la densidad de Dy, se tiene que si D es un conjunto denso en PP entonces
para cada ¢ € w siempre existe p € D tal que n, > £.

Para cualquier ¢ € w, consideremos la particién de 2“ en conjuntos clopen P, = {[s] : s €
£2}. Con lo anterior definimos

Dy ={peP:{UP:se™2} refina a P}

En la descripcion de los conjuntos Dzef usamos la palabra “refina” en el sentido de que
los conjuntos UP para cada s € ™2 estan contenidos en los conjuntos que conforman a la
particion Pp.

Veamos que cada conjunto D;ef es denso en P. Dados p € Py £ € w, sea ¢¥ = ¢P para
cada s € "2. Notemos que unicamente nos fijamos en los elementos s € ™2 y no en general
en los elementos de =72 porque si s : n —> 2 con n < n,, entonces s es sélo una restriccién
de un elemento de "2. Ahora, como @ no tiene puntos aislados y ¢° € VP, es posible, para
cada s € "2 elegir ¢} # ¢° tal que ¢! € VPN Q. Sea j > ¢ lo suficientemente grande para
garantizar que [g!]j] N [¢°|j] = @ para cada s € 2. Extendamos p a p’ : =12 — Q x B
estableciendo que

p'(s7e) = (5, US)

para cada s € "2 y ¢ € 2, donde cada U; € B es tal que ¢ € U C VPN [¢Z|j]. Tenemos
que p' € P, ademds cada conjunto abierto U? esta contenido en algin cono que conforma la
particion P, porque particularmente U C [¢Z|j] con j > £. Por lo tanto, p’ € D;ef , lo cual
muestra la densidad de dicho conjunto en P.

Para cualesquiera o = {1, ..., 2} € [F|~¥ y { € w, definimos
Dyy={peP|(Ficw\l)(Vse"2)Ve € U?) : 2(i) = 21(¢) = ... = x4 (i) = 1}

Veamos que cada conjunto D, es denso en P. Sean p € P, y 0 y £ como antes. Nuevamente
nos fijamos sélo en los elementos s € ™2 y no en general en los elementos de <"*2 porque si
s :n — 2 con n < n,, entonces s es so6lo una restricciéon de un elemento de "*2. Notemos
que

() &)

es un subconjunto infinito porque ) C F y F tiene la propiedad de la interseccion finita
fuerte. Asi, existe ¢ > £ tal que

F) =21(1) = ... = x(i) =1
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para cada s € "2. Como @ no tiene puntos aislados y ¢° € VP, es posible, para cada s € "2
elegir ¢! # ¢° tal que ¢! € VPN [¢Pli + 1] N Q. Sean ¢° = ¢? para cada s € 2y j >i+11o
suficientemente grande para garantizar que [q}|7] N [¢°|j] = @ para cada s € "*2. Extendamos
pap : SwT2 — () x B estableciendo que

p'(s7e) = (¢, U5)
para cada s € "2y e € 2, donde cada Uf € B es tal que ¢¢ € U C VP N [¢|j]. Sean
se€™2yux € Uflﬁa. Notemos que por construccion, Uflﬁg = U para € € 2. Luego, como
Us C [¢]7] € [q°)i + 1], entonces z|i +1 = ¢°li+ 1 y as{ 2(i) = 21(i) = ... = zx(i) = 1 porque
q°(i) = z1(i) = ... = xx(i) = 1. Por lo tanto, p’ € D, y ademaés es tal que p’ < p, por lo cual
D, es denso en P.

Como |F| < ¢, la coleccién de conjuntos densos
D={Dy:tcw}U{D,} L ecwU{D,y:0€[F]<“ lew}

tiene tamano menor que c¢. Por lo tanto, por MA(numerable), existe un filtro D-genérico

G CP. Seag=G: 92 — @ x B. Dado s € <2, elegimos cualquier p € G tal que

s € dom(p) y establecemos que Uy = UP. Para cualquier z € 2¥, como X es una estrategia

ganadora para el jugador 11, tenemos que ﬂ Ugin # @. Sea x € 2“ y supongamos que existen
new

T1,Ty € ﬂ Ugjn distintos. Como x; # w9, existe £ € w tal que x1(¢) # x2(¢). Tomemos la

new
particién P, de 2. Notar que existen [si],[s2] € P, ajenos tales que x; € [s1] ¥y 2 € [sq].

Al ser G C P un filtro D-genérico existe p € G N D}, Como {UP : s € "2} refina a P
entonces cada UP estd contenido en un tnico elemento de P,. Entonces para x|n, se tiene que
Ul = U, C [s1] 0 Uf‘np = Uyn, € [s2]. Por lo anterior, o bien z; € ﬂ Upn 0 3 € ﬂ Usin

z|np
new new
pero no ambos, es decir,

=1

(} U;m

new

Por lo tanto, si f(z) es el tinico elemento de m Ug|n tenemos que f : 2¥ — A es una funcién

new
bien definida. Recordar que si x € 2, entonces f(z) € A por la condicién (2) de la definicién

de P.

Veamos que la funcion f es inyectiva. En efecto, sean x1, x5 € 2* con x; # x5. Como x;
y x2 son distintos, existe m € w tal que z1|m # xo|m. Sean s = x1|m y t = x9|m. Como s
y t son incompatibles; entonces U? N U} = &. donde p € P tal que s,t € dom(p). Asi, como
f(z1) € UP y f(xq) € Uf entonces f(x1) # f(x2), y por lo tanto, f es una funcién inyectiva.

Mostremos que f es continua en la topologia estandar. Sea x € 2¥ y tomemos el abierto
basico [f(x)]¢] para algin £ € w. Como G es un filtro D-genérico, entonces existe p € GND, .
Lo anterior implica que

lenp = U£|np - [f(l”W]
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porque la coleccion de abiertos basicos {U? : s € "2} refina a Py. Por lo tanto, f(z') € [f(x)|/]
si @ € [x|ny], por lo cual f es continua. Como 2 es compacto y A como subespacio es
Hausdorff, se tiene que f es un encaje homeomorfo por compacidad, por lo cual P = ran(f)
es un subconjunto perfecto de A. Notar que en lo anterior, probamos que P es un subconjunto
perfecto de A independientemente de como sea A con topologia estandar, lo cual es lo que
en un inicio se requeria.

Veamos que F U {[| P} tiene la propiedad de la interseccion finita fuerte. Sean o =
{z1,...,2} € [F]<¥, { € wy consideremos el conjunto denso D,,. Como G es un filtro D-
genérico, existe p € G N D, . Tome y € P tal que y = f(x) y sea s = x|n,; asi y € U?P
por como esta definido el punto y. Por lo tanto, por como esta definido el conjunto D, , se
tiene que existe i > /¢ tal que y(i) = z1(i) = ... = (i) = 1. Notar que el elemento i € w \ ¢
mencionado anteriormente no depende de la eleccién del elemento del conjunto perfecto P.
Por lo tanto,

ie(ﬂxj)ﬂ(ﬂP)

Como lo anterior se verifica para cada ¢ € w se tiene que F U {(") P} tiene la propiedad de la
interseccién finita fuerte.

Un concepto que serd también necesario en estd tultima parte es el de conjunto analitico.

Definiciéon 4.59. Sea X un espacio Polaco. Un conjunto A C X es llamado analitico si
existe un espacio Polaco Y y una funcién continua f : Y — X tal que f[Y] = A.

La clase de conjuntos analiticos en X es denotada por 3{(X).

Proposicién 4.60. [8, Proposicién 4.1.2] Sea A C X donde X es un espacio Polaco. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A es un conjunto analitico.

2. A es imagen continua del espacio de Baire w".

3. A es imagen continua de un conjunto de Borel B C Y, para algun espacio Polaco Y.
4. A es la proyeccién de un conjunto de Borel en X x Y, para algin espacio Polaco Y.

5. A es la proyecciéon de un conjunto cerrado en X x w®.
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Teorema 4.61. [15, Teorema 25.18] Sea X un espacio Polaco no vacio y {4, }ne, una
sucesion de conjuntos analiticos en X. Entonces existe una topologia T tal que (X, 7T) es un
espacio de Choquet fuerte, segundo numerable que extiende la topologia de X y consiste de
conjuntos analiticos tales que cada A,, es abierto en (X, 7).

Teorema 4.62. (Becker). Si X es un espacio Polaco no vacio y 7 es una topologia tal que
(X, T) es un espacio de Choquet fuerte y segundo numerable que extiende la topologia de
X, entonces T C > 1(X).

Por ltimo, la siguiente proposicién también juega un papel de suma importancia en la
demostracion del Teorema |4.65|, el cual es la pieza clave en la demostracion de la existencia de
un ultrafiltro no principal sobre w tal que todo subconjunto cerrado de €l tiene la propiedad
del conjunto perfecto.

Proposiciéon 4.63. Si X es un espacio topolégico Hausdorff, segundo numerable y tal que
| X| > w, entonces X contiene un subespacio no vacio, numerable y sin puntos aislados.

Demostracion. Sea B = {U, } e una base segundo numerable de subconjuntos abiertos de
X. Sean U = |J B/, donde B’ = {U, € B : |U,| <w}, y supongamos que B’ # &. Claramente
U es un subconjunto abierto y numerable de X. Sea S = X \ U, el cual es no vacio porque X
no es numerable. Luego, S es el conjunto de puntos de X cuyas vecindades son no numerables,
de lo contrario, si existiera x € S para el cual existe una vecindad V,, de z que es numerable,
entonces x € U porque existiria U,, € B numerable tal que x € U,, C V,, lo cual no es posible.
Notemos que a partir de lo anterior S tampoco tiene puntos aislados ya que si x € S fuese
un punto aislado, entonces {x} es un conjunto abierto y por lo tanto {x} serfa una conjunto
abierto y numerable de z.

Ahora para cada n € w tal que U, NS # &, elegimos un punto en dicha interseccién.
Notemos que para cada n € w tal que U, NS # & se tiene que |U, N S| > w. En efecto,
si |U, N S| < w, digamos {1, x2, ..., T, }, como X es Hausdorff, existen vecindades abiertas
V... CU,NS de x; en S tales que si j # i, entonces V,, . NV, = = &. Luego

1'7;’] J?»L'J "L,j,i
xX; € ﬂ V:T”
J#i
donde la intersecciéon anterior es un conjunto abierto en S, y ademas x; es el unico elemento
de dicha interseccion, por lo cual x; es un punto aislado de S, lo cual no es posible. Por lo
tanto, |U, N S| > w. Asi, si n # m entonces siempre podemos elegir puntos distintos x,, y x,
de U,NS y U,,NS, respectivamente. Sea D el conjunto formado por dichos puntos. Entonces
D es un subconjunto denso y numerable de S. En efecto, por la forma de elegir los elementos
que conforman a D, éste es claramente denso en S. Ademads si existiera una cantidad finita
de elementos de la base B que intersectaran a S, digamos U,,,, ..., U,,, entonces

=1
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Sean x € Sy G ={U,, : © € Uy, }. Entonces z € (((G)N S y ademés |((1G) N S| > 1,
en caso contrario z serfa un punto aislado de S porque (|G es un conjunto abierto en X,y
por lo tanto ((VG) NS es un conjunto abierto en S. Sea y € ((VG) NS con y # x. Luego, no
existen abiertos bésicos, ajenos y no numerables de B que separen a z y ¥, pero al ser X un
espacio Hausdorff, deben existir subconjuntos abiertos bésicos de la coleccién B’ que separen
a Ty y, pero entonces x,y ¢ S, porque tienen al menos una vecindad numerable. Por lo

tanto, existe una cantidad numerable de elementos de B que intersectan a S, mostrando asi
la numerabilidad de D.

Finalmente, veamos que todo conjunto abierto en D tiene al menos dos puntos distintos.
Sea Vp un subconjunto abierto en D. Entonces existe un subconjunto abierto Vg de S tal
que Vp = Ve N D. Sean z,y € Vg con x # y. Como X es un espacio Hausdorff, entonces
S también lo es, por lo cual existen vecindades abiertas y ajenas V, y V, en S de z y v,
respectivamente, tales que V,, V,, C Vs. Como D es denso en .S, entonces V, N Dy V, N D son
no vacios, y por lo tanto Vg N D = Vp tiene al menos dos puntos distintos. Asi, D no tiene
puntos aislados.

Notemos que si B’ = @ entonces X = S y la demostracion es andloga. De hecho, la
numerabilidad de D en este caso es inmediata.

Notacién 4.64. Para cualquier z € 2¥ denotamos por z 1 al conjunto {y € 2¥ : x C y}.

Teorema 4.65. Asumamos MA (numerable). Existe un ultrafiltro no principal & C 2% tal
que A NU tiene la propiedad del conjunto perfecto para cada A C 2 analitico.

Demostracion. Por el Teorema para cada conjunto analitico A, existe una topologia
T como en la Definicién .57 También, por el Teorema [4.62] dicha topologia 7 consis-
te Unicamente de conjuntos analiticos. Como 2¥ X w* es un espacio segundo numerable
tiene a lo méas ¢ conjuntos cerrados, y ademas como 2“ X w“ es un espacio Polaco enton-
ces por la Proposicién se tiene que 2* tiene a lo més ¢ conjuntos analiticos. Enume-
remos como {(7,,A,,Q,) : n < ¢} todas las A-tripletas, asegurandonos que el conjunto
{v<ce: (T, A, Q) = (T, A,,Q4)} es cofinal para cada n < ¢. También, enumeremos como
{z, : m < ¢} todos los subconjuntos de w. Construiremos los conjuntos F¢ para cada < ¢ por

recursion transfinita. Al final bastara tomar a U = U]—}.Por induccion, nos aseguraremos

£<c
de que se cumplan los siguientes requisitos.

1. FuCFysip<n<ec.
2. F¢ tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte para cada { < c.

3. |Fe| < ¢ para cada & < c.
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4. En el paso £ =7+ 1, debemos haber decidido si 2, € U, es decir, si z; € F¢ para algun
€€ 2.

5. Si @, C F,, entonces en el paso £ = n + 1 ocuparemos A,; esto es, que existe v € F¢
tal que = T NA, contiene un subconjunto perfecto.

Comenzamos tomando Fy = C'of que ya sabemos que cumple las tres primeras condicio-
nes que son las que nos interesan en este paso. En los pasos limite tomamos uniones.

En el paso sucesor £ = 7 + 1, asumamos que JF,, ya estd dado.

Primero asumamos que @, € F,. En este caso, elegimos F¢ = JF;, U {2;} para € € 2 que
sea compatible con la condicién (2). Notemos que hacer esta eleccion es posible realizarla, ya
que en caso contrario si dado o € [F;|<“ se tiene que |([o) N z;| < w para cualquier ¢ € 2
entonces |(( o) N (27U z)| = [(No) Nw| =[] <w, lo cual no es posible porque F, tiene
la propiedad de la interseccién finita fuerte. Asi, F¢ cumple las condiciones (1) a (4).

Si por el contrario, ), € F,, aplicando el Lema con F=F, A=4,0Q=Q,y
T = T, entonces existe un conjunto perfecto P C A, tal que F, U {( P} tiene la propiedad
de la interseccion finita fuerte. Sea x = () P. En este caso elegimos F¢ = F, U {7, 2; } para
£ € 2 que sea compatible con la condicién (2).

Seald = U Fe. Por la Observacion [2.6|se verifica que U tiene la propiedad de la intersec-

E<c
cién finita fuerte, por lo cual existe, de hecho, un ultrafiltro no principal G que lo extiende.

Veamos que U = G. En efecto, supongamos U C G. Sea y € G \ U, entonces para cada
€ < ¢ se tiene que y ¢ F¢, pero por la condicién (4) se tiene que entonces w \ y € F¢, por
lo cual w\ y € G, lo cual no es posible porque G es un ultrafiltro. Por lo tanto, U es un
ultrafiltro no principal sobre w.

Veamos que U es el ultrafiltro requerido. Sea A un subconjunto analitico de 2*. Si ANU
es numerable no hay més que hacer. Si por el contrario, ANU es no numerable, entonces por
el Teorema existe una topologia 7 tal que (2¥,7) es un espacio de Choquet fuerte y
segundo numerable, donde 7 es mas fina que la topologia estandar y contiene a A. Como todo
espacio topoldgico Hausdorff, segundo numerable y tal que |X| > w contiene un subespacio
no vacio, numerable y sin puntos aislados, podemos encontrar dicho subespacio @ C A NU.
Como cof(c) > w, existe p < ¢ tal que () C F,. Como enumeramos cada A-tripleta tal que
el conjunto {y < ¢: (7, 4,,Q,) = (75, Ay, Q,)} fuera cofinal, entonces existe n > p tal que
(T,A,Q) = (T, Ay, @y). Luego, por la condicién (5) se garantiza que A NU contiene un
subconjunto perfecto.

|

Corolario 4.66. Asumamos MA (numerable). Entonces existe un ultrafiltro no principal
U C 2% tal que todo subconjunto cerrado de U tiene la propiedad del conjunto perfecto.
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Demostracion. Como todo subespacio cerrado de un espacio Polaco es Polaco, dado cualquier
subconjunto cerrado B C 2“, se tiene mediante la inclusion que B es analitico. Luego, por el
Teorema [4.65| existe un ultrafiltro no principal & C 2¢ tal que U N A tiene la propiedad del
conjunto perfecto para cualquier conjunto analitico A C 2*. Para terminar, basta notar que
cualquier subconjunto cerrado de U es de la forma U N A.

4.4. Algunos comentarios adicionales

Es claro que al usar MA (numerable) para probar la existencia de ultrafiltros sobre w
que tienen o no la propiedad P (digase, ser completamente Baire, ser denso homogéneo
numerable o que cada subconjunto cerrado tenga la propiedad del conjunto perfecto), las
preguntas naturales que surgen son las siguientes:

Pregunta 4.67. ;Es posible construir en ZFC' un ultrafiltro no principal sobre w que si es
completamente Baire?

Pregunta 4.68. ;Es posible construir en ZFC un ultrafiltro no principal sobre w que no es
denso homogéneo numerable?

Pregunta 4.69. ;Es posible construir en ZFC' un ultrafiltro no principal sobre w que si es
denso homogéneo numerable?

Ademads, por el Teorema 2.3 en [12], todo espacio analitico que es denso homogéneo
numerable debe ser completamente Baire, lo que da pie a la siguiente pregunta.

Pregunta 4.70. ;Es un ultrafiltro no principal & C 2% que es denso homogéneo numerable
necesariamente completamente Baire?

Pregunta 4.71. ;Es posible construir en ZFC' ultrafiltro no principal U sobre w tal que
A NU tiene la propiedad del conjunto perfecto para cada conjunto analitico A C 2¢7

También, si Q C 2* es homeomorfo a Q en la topologia estandar, A = cl(Q) y Ta es la
topologia obtenida declarando A como un conjunto abierto, entonces por el Lema 13.2 en [15]
la terna (74,Q, A) es una A-tripleta. Luego, el ultrafiltro construido en el Teorema no
contiene copias cerradas de Q, por lo cual es completamente Baire por el Lema de Hurewicz.
De lo anterior nace la siguiente pregunta.
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Pregunta 4.72. ;Es un ultrafiltro no principal U C 2“ tal que A NU tiene la propiedad del
conjunto perfecto siempre que A es un subconjunto analitico de 2“ necesariamente comple-
tamente Baire?

Para responder algunas de estds preguntas necesitamos definir lo que son los P-filtros, los
P-puntos y algunos resultados que los involucran.

Definicién 4.73. Un filtro F sobre X se llama P-filtro si dado {z, : n < w} C F existe
xr € F tal que x C* z, para cada n < w. Tal elemento x se llama la pseudo-interseccion
de {z, : n < w}. Dualmente, Z es un P-ideal si F7 es un P-filtro. Un ultrafiltro que es un
P-filtro se llama P-punto.

Lema 4.74. [I7, Lema 24] Sea A una familia independiente sobre w. Entonces existe un
ultrafiltro no principal U C 2“ que extiende a A y no es un P-punto.

Al momento de publicar Medini y Milovich su respectivo articulo donde aparece la Pre-
gunta [4.67], desconocian que Marciszewski ya habia respondido a esa pregunta en 1998 al
probar el siguiente resultado.

Teorema 4.75. (Marciszewski) [I8, Teorema 1.2] Un filtro no principal F C 2“ es com-
pletamente Baire si y sélo si es un P-filtro no magro.

A partir de lo anterior, en el ano 2015, Kenneth Kunen, Andrea Medini y Lyubomyr
Zdomskyy, junto con un trabajo previo de Rodrigo Hernandez Gutierrez y Michael Hrusak
(ver [12]) prueban el siguiente teorema.

Teorema 4.76. |17, Teorema 10| Sea F un filtro no principal sobre w. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. F es un P-filtro no magro.
2. F es completamente Baire.

3. F es denso homogéneo numerable.

El teorema anterior implica que para un ultrafiltro no principal sobre w, ser un P-punto es
equivalente a ser completamente Baire, lo cual a su vez es equivalente a ser denso homogéneo
numerable; lo que, en principio, responde de manera afirmativa la Pregunta [£.70] Entonces,
los Teoremas y se deducen del hecho de que MA (numerable) implica que existen
P-puntos (ver por ejemplo la Proposicién 5.5, el Teorema 7.12 y el Teorema 9.25 en [3]). Mas
importante ain, dado que Shelah demostré que es consistente que no existen P-puntos (ver
Teorema 4.4.7 en [2]), se deduce que la suposicién de MA (numerable) no puede descartarse
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en los Teoremas y .48, Esto responde a las preguntas y .69 Por otro lado, es

conocido que existen ultrafiltros no principales sobre w que no son P-puntos (use el Lema
con A = @) e inmediatamente se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.77. [I7, Corolario 11] Existe un ultrafiltro no principal sobre w que no es denso
homogéneo numerable.

Lo anterior responde la Pregunta y simultaneamente fortalece el Teorema |4.41] el
cual muestra la existencia de un ultrafiltro no principal sobre w que no es denso homogéneo
numerable bajo MA (numerable).

Respecto a la Propiedad del Conjunto Perfecto, en 2014 Jialiang He y Shuguo Zhang
en [9] mostraron que todo P-filtro no magro tiene la propiedad del conjunto perfecto para
subconjuntos analiticos.

Es muy importante mencionar que la clave en todos los trabajos mencionados anterior-
mente son los P-filtros no magros, de los cuales su existencia en ZFC' sigue siendo un problema
abierto. Se sabe que la existencia de P-filtros no magros se sigue de que cof([9]*) = 0. Por lo
tanto, si todos los P-filtros son magros, entonces hay un modelo interno con cardinales gran-
des. Pero en fin, comienza a hacerse de noche al escribir estas tultimas lineas y es momento
de ir por una cerveza para relajarme. Quizas otro dia escriba algo mas sobre todo esto, sélo
quizas...
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