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Introduccién

Los datos que se obtienen de variables climaticas juegan un papel importante para
la caracterizacion del clima de alguna region, para el andlisis de algunas variables
como lo es el caso de la precipitacién es necesario tener un registro de datos de por lo
menos 30 anos de observacion, a este periodo de datos observados se le conoce como
periodo largo de observacion [1]. Estudiar la tendencia de estos datos es esencial, por
ejemplo; una pequena variacién en la temperatura puede suponer grandes cambios
en situaciones como la disponibilidad de agua para consumo o la distribucién de
especies [§].

El pronoéstico de variables climatolégicas como es la precipitacién, la temperatura, el
inicio de la temporada de heladas, etc, juegan un papel importante en las actividades
de los productores agricolas y también permiten al ser humano tomar precauciones
sobre posibles desastres naturales ocasionados por lluvias intensas, sequias extremas
o inicio temprano de la temporada de heladas.

Para los productores agricolas, el pronéstico de lluvias es importante porque les per-
mite tomar decisiones respecto del tipo de producto que deben sembrar para obtener
algiin beneficio que a su vez repercuta en el desarrollo econémico del pafis.

El estudio del comportamiento de las variables climatolégicas cuyo registro numeé-
rico de sus caracteristicas son longitudinales, se puede relacionar con el estudio de
las series de tiempo cuyo objetivo es el de predecir o pronosticar datos. Una serie de
tiempo se entiende como el registro metédico de la medicion u observacién numeéri-
ca, efectuada a intervalos de tiempos fijos acerca de ciertas caracteristicas de ciertas
unidades de observacion [11].

En este trabajo de investigaciéon se realiza un estudio sobre la temperatura maxima,



minima y precipitaciéon de 5 estaciones meteorologicas del estado de Tlaxcala por
medio de series de tiempo y redes neuronales.

Para el anélisis de series de tiempo se aplica la metodologia de Box y Jenkings con
la finalidad de elegir el modelo que mejor se ajuste a los datos y realizar prondsticos.
Para el anélsis de los datos con redes neuronales se aplican perceptrones multicapa
para finalizar con una comparacién entre los pronésticos obtenidos por ambas meto-
dologias aplicadas.

En este trabajo se tiene como objetivo general, realizar un anélisis de bases de datos
de estaciones meteorolégicas no automaticas del estado de Tlaxcala (ver disco anexo)
para explicar el comportamiento de algunos fenémenos meteoroldgicos relacionados
con éstos, por medio de la metodologia de Box y Jenkins para series de tiempo, ade-
mas de realizar una comparaciéon de los pronésticos obtenidos con series de tiempo
v redes neuronales.

Por lo anterior el siguiente documento se divide en 5 capitulos. En el capitulo uno,
se presenta de manera breve el concepto de meteorologia, estacién meteorolégica,
estacidén meteoroldgica automatica y no automética asi como los conceptos de tem-
peratura y precipitacion. En el capitulo dos, se presenta la teoria sobre series de
tiempo, definiendo: proceso estacionario, procesos autorregresivos, procesos de me-
dias moviles y autorregresivos de promedios moéviles. En el capitulo tres se presenta
la teoria de redes neuronales. En el capitulo cuatro se muestra el tratamiento de los
datos con series de tiempo y redes neuronales y finalmente, en el capitulo cinco, se
presenta un anélisis de los resultados obtenidos y conclusiones asf como el trabajo
futuro a realizar. También se presenta un anexo con las lineas de c6digo utilizadas
para el andlisis con series de tiempo y redes neuronales.



CAPITULO 1

Variables atmosféricas

El clima se suele definir en sentido restringido como el estado promedio del tiempo vy,
més rigurosamente, como una descripcién estadistica del tiempo atmosférico en tér-
minos de los valores medios y de la variabilidad de las magnitudes correspondientes
durante periodos que pueden abarcar desde meses hasta miles o millones de afios [13].
Las magnitudes son casi siempre variables de superficie (por ejemplo, temperatura,
precipitacion o viento). En un sentido més amplio, el clima es el estado del sistema
climético en términos tanto clasicos como estadisticos. El periodo de promedio ha-
bitual para su caracterizacion es de 30 anos, segun la definicién de la Organizacion
Meteorolégica Mundial (OMM).

Se puede considerar al clima como el estado del sistema climético el cual comprende:
= La atmosfera es la envoltura del gas que rodea la Tierra.

= La hidrésfera es la parte del sistema climatico que contiene agua liquida en
la superficie de la Tierra y subterraneas (por ejemplo, océanos, rios, lagos ...).

» La cridsfera contiene agua en su estado congelado (por ejemplo, glaciares,
nieve, hielo, ...).

= La lit6sfera es el componente solido de nuestro planeta, con un grosor de algo
més de 100 km, esta conformada por rocas y metales sélidos en la superficie.

= La biésfera contiene todos los organismos y los ecosistemas que viven sobre
la tierra y en los océanos [17].

Se considera a la meteorologia como la ciencia que estudia la atmoésfera y los fe-
noémenos como la lluvia, viento, humedad relativa, etc., que en élla acontecen. Se
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Figura 1.1: Componentes del sistema climatico

conoce como tiempo atmosférico al estado de la atmodsfera en un momento dado y se
encuentra caracterizado por la temperatura, presion del aire, humedad y viento [18].

1.1. Estaciones meteorologicas

De acuerdo a la guia practica de hidrometeorologia de la Organizacion Mundial de
Meteorologia (OMM) [17], una estacion meteorologica se utiliza para medir varia-
bles climatolégicas como temperatura, precipitacion, velocidad del viento, radiacién
solar, humedad relativa, etc.

Una estacion meteorologica se define como el espacio fisico donde estan instalados
los instrumentos para la mediciéon de diversos elementos meteorolégicos.

Una estacion meteoroldgica automatica esta conformada por un grupo de sen-
sores que registran y transmiten informacién meteorolégica de forma automatica del
sitio donde estd estratégicamente colocada, su funcién principal es la recopilacion y
monitoreo de algunas variables meteorolégicas para generar archivos del promedio
de cada 30 minutos de todas las variables.



Los sensores que conforman una estacién meteorolégica automaética se utilizan para
registrar informacién numérica de variables como: velocidad del viento, presiéon at-
mosférica, temperatura y humedad relativa, radiacion solar y precipitacion (Figura
1.2).

Conjunto de Sensores:
Pluviometro radiacién, temperatura,
Automatico y humedad del ambiente
y de suelo

= Panel Solar

Soportes Rigidos
Unidad de
Comunicacion

Consola central

Anemémetro
y Data loger

y Veleta

Figura 1.2: Elementos de una estacién meteorolégica automatizada

En una estaciéon meteoroldgica no automatica, sélo se registra informacién nu-
mérica sobre precipitacién y temperatura.

A continuacion, se presenta el concepto de temperatura y precipitacion, variables
meteorologicas que seran analizadas en este trabajo de investigacion.

1.2. Temperatura

La temperatura es la condicién que determina la direccién del flujo neto de calor
entre dos cuerpos [17]. Esta magnitud nos permite expresar el grado de calentamiento
o enfriamiento de los cuerpos. La temperatura termodinamica (7)) expresada en
grados Kelvin es la temperatura basica. En meteorologia se utiliza casi siempre la
temperatura (¢) expresada en grados Celsius definida por:

t=1T—-273.16 -

En la escala Celsius se asigna el valor 0 (0°C') a la temperatura de congelacion del
agua y el valor 100 (100°C) a la temperatura de ebullicion del agua a nivel del mar.



El intervalo entre estas dos temperaturas se divide en 100 partes iguales, cada una
de las cuales corresponde a un grado. En la escala Kelvin se asigna el 0 a aquella
temperatura a la cual las particulas carecen de energia cinética (temperatura més
baja posible) la cual equivale a —273°C' de la escala Celsius (Figura 1.3).

0_(_: oF OL(_
100 4 212 4 373

Tc -[ i -{ Tk ‘[
0 32 2731

Figura 1.3: Escalas termométricas

De acuerdo al Servicio Meteorologico Nacional (SMN) [9], se definen los siguientes
conceptos:

Temperatura Ambiente. Es la temperatura del aire registrada en el instante de
la lectura.

Temperatura Maxima. Es la mayor temperatura registrada en un dia, y que se
presenta entre las 14 : 00 y las 16 : 00 horas.

Temperatura Minima. Es la menor temperatura registrada en un dia, y se puede
observar entre las 6 : 00 y las 8 : 00 horas.

1.3. Precipitacion

Se denomina precipitacion al agua de la atmosfera que cae en forma liquida, s6-
lida, o liquida y s6lida desde las nubes hasta la superficie de la tierra. También se
denomina precipitacion a la caida del agua en estado liquido y/o sélido que alcanza
la superficie, proveniente de las nubes que estan formadas de pequenias gotas de agua
y cristales de hielo que se han formado sobre los nucleos de condensacion y nucleos
de congelacién. El objetivo de medir la precipitacién es obtener tanta informacién
como sea posible, acerca de la cantidad y distribucién, en el tiempo y el espacio de



ésta, generalmente, la precipitaciéon se mide en un recipiente circular de 12.5 a 30
cm de didmetro expuesto a una altura que varfa de 45 a 100 cm con respecto a la
superficie del suelo.

Figura 1.4: Pluviémetro



CAPITULO 2

Series de tiempo

Una serie de tiempo es un conjunto de valores numéricos correspondientes a la reali-
zacion de un proceso estocéstico, {X¢(w), ¢ € T}, los cuales se obtienen en periodos
regulares a través del tiempo y su comportamiento se debe a componentes como
tendencia, estacionalidad y estacionaridad. Su principal objetivo, es el prondstico
de datos futuros de la variable aleatoria para lo cual es importante contar con un
modelo adecuado que describa los datos generados por el fenémeno en estudio.

Definicion 2.1 Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias { Xy, t €
T} definida sobre un espacio de probabilidad (2, %, P) y asociada a un conjunto
de indices T de niimeros reales de forma tal que a cada elemento del conjunto le
corresponda una y sdélo una variable aleatoria.

En el anélsis de series de tiempo y en este documento el conjunto de indices T" es un
subconjunto de R, algunas veces {0,1,2,...},{1,2,3,...}, [0,00), 0 (—o0, 00) aunque
también puede ocurrir que T Z R [3].

Si T es un intervalo de ndmeros reales abierto o cerrado, se dice que el proceso
estocastico es continuo, si T', es un conjunto finito o infinito numerable, entonces se
dice que el proceso estocéstico es discreto.

Definicion 2.2 Las funciones sobre T, tales que t — X (w), para cada w € R se
conocen como realizaciones del proceso { Xy, t € T}. Si el conjunto de estados T, es
discreto, entonces, al conjunto de realizaciones se le denomina serie de tiempo.

Se sabe que el comportamiento de una variable aleatoria X puede caracterizarse por
medio de su funcion de densidad f(x), similarmente dos variables aleatorias X7, X»



quedan descritas por su funcion de densidad conjunta f(xi,x2).

En practicamente todo el anélisis estadistico, es costumbre suponer que las obser-
vaciones que se tienen provienen de variables aleatorias independientes de forma tal
que s6lo con el conocimiento de las funciones de densidad individuales, es posible ob-
tener facilmente la funcién de densidad conjunta. En el caso de las series de tiempo
se supone que existe toda una estructura de correlaciéon entre las observaciones; por
consiguiente no es posible obtener la funcién de densidad conjunta de manera direc-
ta y se debe utilizar alguna otra forma para caracterizar a las variables aleatorias
que intervienen. Con este objetivo se presenta a continuacién algunos operadores y
polinomios que se utilizan frecuentemente en el andlisis de series de tiempo.

2.1. Operadores y polinomios de retraso

Definicion 2.3 El operador de retraso denotado por B se define mediante la relacion

BX; = X1, para toda t -

Si se aplica de manera sucesiva se obtiene que

B¥X, = X, 4, para k=0,1,... ytoda t -

Definicion 2.4 El operador diferencia denotado por V se utiliza para expresar re-
laciones del tipo Y, = Xy — X1, ast

VX=X — X1, para todat y

Y, =VX; -
Se puede comprobar que V =1 — B, es decir
VXi=(1-DB)X; ,
de esta manera se define a V* como

VEX, = zk: (i) (-1YX;; = (1 - B)Xx, -

j=0

En el analisis de series de tiempo, también se utilizan operadores de retraso en forma
de polinomios, asi el polinomio
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k
Xe— 1 Xi1—gXio— ... — gp Xk = Xt — Zngt—j ;
j=1

es un polinomio de retraso que puede expresarse como G(B)X; en donde

k
G(B) X = (1 —qB—gB*— ... — ngk> Xe=1- Zngth—j 3
j=1
v los coeficientes g;, ¢ = 1,2,...,k son constantes que ponderan la importancia de

los retrasos con los cuales estan asociados, ademas k puede tomar valores 1,2,....
También es posible trabajar con polinomios de retraso racionales, los cuales pueden
expresarse como cocientes de polinomios de retraso, asi, si a; y ¢; son constantes,
G(B) sera un polinomio racional si

k m
G(B) = ) con A(B):I—Zaij y C(B):I—chBj ,
j=1 j=1

considerando que se debe restringir los coeficientes del g; del polinimio G(B) [11].

2.2. Ecuaciones en diferencia

2.2.1. Ecuaciones en diferencia de primer orden

Una ecuacién en diferencia es una expresion que relaciona una variable y; con sus
valores previos.

Definicion 2.5 Una ecuacion en diferencia de primer orden es una ecuacion de la
forma

Yt = Qyr—1 +wr - (2.1)
La cual se puede escribir como
(1—¢B)y = w -

Para cada dato se tiene una ecuacién que relaciona el valor de y para el tiempo ¢ con
su valor anterior ;1 y el valor actual de w, es decir:
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Tiempo Ecuacion

0 Yo = ¢y—1 +wo

1 Y1 = QYo + w1

t Yt = Qyi—1 twi
Supongase que se conoce el valor de y parat = —1y el valor de w parat =0,1,2,...,
entonces es posible encontrar el valor de y para cualquier tiempo ¢, en efecto; si se
conoce el valor de y para t = —1 y el valor de w para t = 0 se tiene

Yo = ¢y—1 +wo -

Ahora, dado yg, si se conoce wi entonces

Y1 = ¢yo + w1 = d(Py—1 +wo) + w1 = d?y_1 + dwo + wi -

Continuando de manera recursiva se tiene

t
ye=0"y 1+ ¢ (2.2)
=0

Al procedimiento anterior se le conoce como la solucién de la ecuacion en dife-
rencia por sustituciéon recursiva.

Multiplicadores dinamicos

La expresion (2.2) expresa a y; como una funcién lineal del valor inicial y_1 y los
valores histéricos de w lo que hace facil calcular el efecto de wg sobre y;, el cual esta
dado por:
Oyt
_ ¢t .

8w0
Si la ecuacion en diferencia empieza en el tiempo ¢, tomando ;1 conocido, al realizar
célculos similares a los anteriores, y;4; se puede expresar como una funcién de y;_1
Y Wty W41, - - -, Wepj COIMO

J
e =&y + Zcﬁjﬂwtﬂ' ; (2.3)
i=0
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y el efecto de w; sobre y;; estd dado por

Wivj _
8(.«&

Observacion 2.1 Diferentes valores de ¢ en (2.1), pueden producir una variedad
de respuestas dindmicas de y en w. En efecto,

1. 510 < ¢ < 1, el multiplicador %thj =¢) =0, cuando j — oo.

2. 51 —1 < ¢ <0, el multiplicador % = ¢/ decrece a 0 alterndndose en signo,
cuando j — 00.

3. Si ¢ > 1, el multiplicador f%/tth = ¢/ crece exponencialmente cuando j — oo.
4. Si ¢ < —1, el sistema (2.1) exhibe oscilaciones explosivas cuando j — 0.

Los casos anteriores se pueden visualizar en la Figura 2.1.
a) 0< & <1 I b)-1< @ <0
I I | -
IIIII I . s
Illlll

c) @ >1 4 @ <1 I
-I..lIIIIII I

Fl ura 2]. Analisis de un multiplicador dinamico para una ecuacién en diferencia de
P P
primer orden

2.2.2. Ecuaciones en diferencia de p—ésimo orden

Una ecuacion en diferencia de orden p, es una expresion de la forma

P
Yt = Z biyr—i +wi (2.4)
=1
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la cual se puede expresar como
p .
1_Z¢’iBZ Yt = W -
i=1

Es conveniente reescribir a (2.4) como una ecuaciéon de primer orden, para ésto, se
considera

ét = (yt7yt—17 o 7yt—p+1)/ )

la matriz F' de tamafio p X p

1 0 0 0
F = . , (2.5)
0 0 1 0
v el vector v; por
Vs = (wt,O,...,O)' s
para expresar la ecuacién en diferencia de p—ésimo orden como
& =F& 1 +uv - (2.6)
Donde el primer término del sistema (2.6) es la expresion (2.4) y el resto solo es
Yi—i = Y—i, ©=1,2,...,p—1, asi, (2.6) es una representacion matricial del sistema
(2.4).

De manera similar a las ecuaciones en diferencia de primer orden, supéngase que se
conoce el vector € para t = —1 y el vector v para t = 0, entonces

§o=F& 1 +vo -
El valor de € parat =1 es

&1 =F& +v, =F(F&_; +vg) +vi =F*_1 + Fog + vy -
Siguiendo de manera recursiva se tiene que:

¢
& =F"T  +) Fiy
i=0
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que en notacién matricial se puede expresar como

Yt Y—-1 wo w1 Wi—1 Wi
Yt—1 Y_2 0 0 0

. = F'*! +F' | | +F +...+F + (2.7)
Yt—p+1 Y—p 0 0 0 0

Si se considera la primer expresion de (2.7), la cual caracteriza el valor de y; y

se denota por fl(? como el primer elemento de F?, fl(;) el elemento (1,2) de F! y asf
sucesivamente, se tiene que:

(T 1(§+1)y—1 + f1(§+1)y—2 +...4+ fl(;+1)yfp + fl(?wo + fﬁ_l)m +.oo+ faweer +wr

La cual describe el valor de y en el tiempo ¢ como una funcién lineal con p valo-
res iniciales de y, y—1,y—2,...,Y—p ¥y los valores historicos de la variable de entrada
Wo, Wty .-, Wt

La generalizacion de (2.3) es
§ivj = FI  + Flog+ FI o+ + Foiij 1 +oegy - (2.8)
Luego para una ecuacién en diferencia de p—ésimo orden, el multiplicador dindmico
esta dado por
vy _ £
awt 11

El elemento (1,1) de F7 se puede obtener facilmente en términos de los eigenvalores
de la matriz F.

Lema 2.1 Los eigenvalores de la matriz F definida en (2.5) son los valores de \ que
satisfacen

N NPT g2 A= =0 - (2.9)
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2.2.3. Solucién general de una ecuacién en diferencia de p—ésimo

orden con eigenvalores distintos

Por el teorema de la descomposicion espectral, si los eigenvalores de F' definida en
(2.5) son distintos, existe una matriz invertible 7" de tamafio p X p tal que

F=TAT' . (2.10)

Donde la matriz A de tamano p X p es una matriz diagonal formada por los eigenva-
lores de F',

A0 0 0 0
0 X O 0 0
00 -~ 0 0

A= :
0 0 0 -+ A O
(0 0 0 -+ 0 A

La expresion (2.10) permite caracterizar de una manera mas sencilla el elemento

(1,1) de FJ, pues

FI=TAT ' xTAT ' x...xTAT ' =TANT!

j—veces

(2.11)

La estructura diagonal de A implica que AJ también es una matriz diagonal cuyos
elementos son los eigenvalores de F' elevados a la potencia j.

Sea t;; el elemento del :—ésimo renglén y la j—ésima columna de Ty t' el elemento
del i—ésimo renglén y la j— ésima columna de 7', la ecuacién (2.11) se puede
escribir de manera explicita como

[ty tie o+ | [N 0 - 0] et 12 ... gl
‘ 21 422 2
Fi t2‘1 t2.2 tg.p 0 X, -+ 0 t‘ t. t.p
Ltp1 Tp2 tp] LO VAR tPp
(A o)) tpAp] [H1 112 +1p
B t21)\]1 tQQA'; tQP)\g, 21 422 e
D D D o :
-tpl)‘jl tp2 /\; tpp /\% ¢ P

donde el elemento (1,1) de FV esta dado por
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y p . . p .
= > bt =D e, (2.12)

i=1 =1

donde ¢; = t;t", para i =1,2,...,p.

Por lo tanto,

Yt j . .

ol = =3 e
t i=1

Observacion 2.2 Note que Zle ¢ = t1tt + teot®2 + .+ tlptpl es el elemento

(1,1) de TT~1, la cual es la matriz identidad de tamanio p x p, lo que implica que

Zzpzl C; = 1.

Proposicion 2.1 Si los eigenvalores A;, i = 1,2,...,p de la matriz F' definida en
(2.5) son distintos, entonces

AP
o= i . 2.13
' £:1()‘i — k) ( )
Demostracion. Supongamos que A;, ¢ =1,2,...,p son eigenvalores distintos de F,

la matriz T de la descomposicion F = TAT ! se puede construir con los eigenvectores
de F'. Sea t; un p—vector de la forma

m\p—17
)\i

ti=| |, (2.14)

donde \; denota el i—ésimo eigenvalor de F'. Obsérvese que



17

(61 2 b3 - dpo1 dp| [N
1 0 0 -+ 0 0|2
Ft; =0 1 0 - 0 0 .
S : : N
0 0 0 1 O] [ 1 |
—k
2:1 ¢z‘1)\€
N
L Ai
Como \; es un eigenvalor de F, satisface (2.9), asi A\l = Z:l qﬁk)\ffk por lo que
NP
L
Fti=| "' | =\t ,
i

es decir; t; es un eigenvector de F' asociado con el eigenvalor A;.

Se puede calcular la matriz T combinando los eigenvectores (¢1,...,t,) en una matriz
de tamano p X p,

T=1t, - ,tp - (2.15)
Para calcular los valores de ¢;, i =1,2,...,p, se sabe
TT'=1, , (2.16)

donde T est4 dada por (2.14) y (2.15).

Escribiendo la primer columna del sistema de ecuaciones (2.16), se tiene que

R R N i B

AIIJ—Q Ag—2 . )\2—2 t21
: : : : = ) (2-17)
)\1 )\2 /\p tpfl,l 0

1 1 1]l Pl | 0
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El cual es un sistema de ecuaciones de tamano p X p con variables desconocidas
(ti1,...,tp1). Siempre que los eigenvalores \; sean distintos, la solucion de (2.17)
esta dada por

A1 1
A1=A2)(A1=A3)-(A1—=XAp) 7
21 — 1
(A2—=A1)(A2—=A3)-(A2—Ap)
Pl = 1
()‘p*)\l)(AP*A2)'”(/\p*>‘p*1) ’
luego,
_ P
S — ¢ .tll =t .
(& 14 £:1()\Z_ — )\k)

Observacion 2.3 Para ecuaciones en diferencia de orden p > 1, (2.12) permite
una variedad de multiplicadores dindmicos mds complicados. Por ejemplo, para una
ecuacion en diferencia de sequndo orden yr = ¢1Y:—1 + OPoyr—o + Wy,

R
r=[7 %]

cuyos eigenvalores se encuentran resolviendo
N —pid—¢p=0, (2.18)
es decir,

_ G E P +4gs
2

A

1. Supéngase que todos los eigenvalores de F son distintos, es decir, ¢? +4¢g > 0.
Si los eigenvalores A; y A2 son ambos menores que la unidad en valor ab-
soluto, se dice que el sistema es estable y sus multiplicadores dindmicos son
representados como un promedio ponderado de exponenciales decrecientes o de
exponenciales decrecientes oscilando en signo.

2. SiA1y A €Rcon |Ai| >16]|A2| > 1, se dice que el sistema es explosivo. Si Ay
denota el eigenvalor mas grande en valor absoluto, el multiplicador dindmico
es eventualmente dominado por una funcién exponencial de aquel eigenvalor

. Oy
lim =c -
Jj—00 8wt
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3. Otra posibilidad interesante ocurre cuando A; y A2 son complejos, es decir, si
#? + 4¢o < 0 entonces \; y Ao tienen la representacion

A =a+1ib, Ay =a—1b,
1 b _V _¢%_4¢2
y 0= 2

. Utilizando coordenadas polares
A1 = R[cosf + isenf)] , (2.19)

donde R = v/a? + b2, cost) = & y senb) = %.
Por el teorema de Moivre, A\; en (2.19) se puede escribir como R[e?’], asi

X = R[] = Ri[cos(05) + isen(67)] ,
de manera analoga,

N = Ri[e™] = Ri[cos(0) — isen(07)]
y el multiplicador dindmico se expresa por

0Yty

= 20R! ) — 28R ) -
Do aR!cos(07) — 28R’ sen(07)

En el siguiente apartado se presenta un anélisis de los eigenvalores de una ecuacién
en diferencia de segundo orden.

2.2.4. Solucién de una ecuacién en diferencia de segundo orden con
distintos eigenvalores

Para una ecuaciéon en diferencia de segundo orden los eigenvalores Aj, A2 en (2.18)
son complejos siempre que

2 +4py <0,

o bien, siempre que (¢1, ¢2) pertenezca a la parabola

¢7 = —4d¢y -

1 igenvalor nr n A igenvalor aritméticamente mas gran
Si los eigenvalores son reales, sean A1 y A2, el eigenvalor aritméticamente mas grande
v el eigenvalor aritméticamente més pequefio, respectivamente, A; serd mayor a la
unidad siempre que



20

1+ /97 + 4o o1
2 )

o bien

\ 91 +4pa >2— o1 -

Suponiendo que A; es real, el lado izquierdo de la expresién anterior es un ndmero
positivo y la desigualdad se cumple para cualquier ¢ > 2, por otro lado, si ¢ < 2,
se puede elevar al cuadrado ambos lados de la expresién para concluir que A\ excede
la unidad siempre que ¢o > 1 — ¢1.

Asi en el plano real, \; > 1 siempre que ¢; > 2 o las coordenadas (¢1, ¢2) estén por
arriba de la recta ¢o =1 — ¢1.

Similarmente A9 serd menor que —1 siempre que

\/¢%+4¢2>2+¢1 ’

de nuevo la desigualdad anterior se cumple si ¢1 < —2, si ¢1 > —2, se puede elevar
al cuadrado ambos lados de la desigualdad para obtener

G2 >14¢1 ,

en el plano real, A\; < —1 si ¢1 < —2 o las coordenadas (¢1, ¢2) estan por abajo de
la recta ¢ = 1+ ¢1.

El sistema se dice estable siempre que (¢1,¢2) se encuentre dentro de la region
triangular de la Figura 2.3.

2.2.5. Solucién de una ecuaciéon en diferencia de p—ésimo orden con
eigenvalores repetidos

En el caso de una ecuacién en diferencia de orden p en la que la matriz F tiene
eigenvalores repetidos y s < p eigenvectores linealmente independientes, la expresiéon
(2.10) se generaliza utilizando la descomposicion de Jordan, es decir, se considera F
de la forma

F=MJM™' (2.20)

donde M es una matriz de tamano p x p y J toma la forma
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7
7
2 O,=1 +:.‘i|' P
// :
Q=1
P Eigenvalores
reales |2, < 1

0 7~

Eigenvalores complejos |4,] < 1

/ Eigenvalores complejos |2;| > 1 N\
2 .

, b3
D> _
4

Figura 2.2: Resumen de los multiplicadores dindmicos de una ecuacién en diferencia
de segundo orden

0 J 0
0 O Js
Yy
Ao 10 0
0 N 1 0
J‘i = . )
0 0 0 --- N

para \; un eigenvalor de F. Si (2.10) se reemplaza por (2.20), entonces (2.11) se
generaliza a

Fi=MJM! (2.21)
donde '
JJ9 0 - 0
. 0 J2j .0
JJ - . . . )
0 0o --- JJ

ademads de (2.2.5), si J; es de dimension n; x n; entonces
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donde

JiG-D(G=2)(G—n+1)

j n! ’ Si ]va
(n)-
0,

en otro caso -

2.2.6. Ecuaciones en diferencia utilizando operadores de retraso

Utilizando operadores de retraso la ecuacion en diferencia de orden p, (2.4) se puede
expresar como

(1—¢1B—¢aB* — ... — B )yy = wy
y
(1—¢1B—¢2B*— ... —¢,B?) = (1—\B)(1—XoB)-...-(1-)\,B) - (2.22)
Esto es lo mismo que encontrar los valores de A1, A2, ..., A, tales que los siguientes

polinomios son los mismos para todo z :

(1 — 12— a2® — ... — dp2?) = (1 = A12) (1 — Aaz) - ... - (1= N\p2)

al multiplicar ambos lados de la expresion anterior por 277 y definiendo A = 27! se

tiene

N — NP — == (A= A1) (A= Ag) - (A=) - (2.23)
Ajustando A = \;, i =1,2,...,p; el lado derecho de la expresion de (2.23) es igual
a cero. Asi los valores A1, Ag, ..., \, deben ser los valores numéricos que ajustan el

lado izquierdo de la expresion (2.23) a cero, es decir,

N — g NP~ —p,=0 - (2.24)
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La expresion (2.24) es idéntica a la expresion dada en el Lema 2.1 la cual caracteriza
los eigenvalores A, ..., \,, de la matriz F de (2.5).

Lema 2.2 La factorizacion de un polinomio de operadores de retraso

(1—¢1B—¢2B> — ... —¢,B?) = (1 —\B)(1—XaB)-...- (1 - )\,B) ,

requiere de los mismos cdlculos utilizados para encontrar los eigenvalores de la matriz
F definida en (2.5). Los eigenvalores A1, Az, ..., Ay, de F son los mismos que los
pardmetros Ai, Az, ..., \p en (2.22) y estdn dados por las soluciones de la ecuacion

(2.24).

La ecuacion en diferencias (2.4) es estable si los eigenvalores estan dentro del circulo
unitario, o equivalentemente si las raices de
l—¢1z—...—¢pz =0,
se encuentran fuera del circulo unitario.
Suponiendo que los eigenvalores se encuentran dentro del circulo unitario y al con-

siderar sucesiones acotadas, los inversos (1 — \B)~%, (1 — X\oB)~L,...,(1 = A\,B)!
existen, permitiendo que la ecuacién en diferencia

(1-MB)-...-1=XNB)yr =w; , (2.25)

se pueda escribir como
yy=(1-MB) 'l -2B) . (1=)\B) lw - (2.26)
Siempre que los eigenvalores A1, A2, ..., A, sean todos distintos, el polinomio asociado

con el operador del lado derecho de (2.26) se pueden expandir con fracciones parciales:

1 C1

(1 _ )\12’)(1 _ )\22) (1 — )\pz) (1 — /\1z) + -+ (1f§pz) ’

asi,

L=c1(1= A7) (1= AsAT ) - (1= A2\ h)
o equivalentemente
—1
N ‘
(AL = A2) (A1 = Ag) -+ (Ar = Ap)

Para z = )\271’”. ,)\;1, se tiene

(2.27)

Cl1 —
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Ap—!
€27 oD (e—ra)—(ha—Ap)’

Cpr = D .
p (Ap=A1)(Ap—A2)-+(Ap—Ap-1)

Obsérvese que de nuevo estas expresiones son idénticas a la expresion (2.13). Para
concluir, (2.26) se puede escribir como

c1 co Cp
Yy = 1_)\le,5+ 1_)\2Bwt+...+mwt
=c(1+MB+XNB?>+ . )w + (1 4+ B+ X3B>+ .. )w,
+ ot eI+ B+ NB 4+ )w

yr=lc1 4+ ...+ plwr + [aad Feade + . F pAplwit
+ A + A3+ .+ pAlwr—at
+[aA] + A5+ A wi o .. (2.28)

De nuevo el multiplicador dinamico esta dado por

0Yt4j

Oy klA{‘%CQA%‘+---4‘CPA%]'

Una forma conveniente para determinar el efecto de w sobre el valor presente de y, es
através del uso de la representacion con operadores de retraso, en efecto, escribiendo
(2.2.6) como

Y = Yows + Yrwp—1 + Yowp 2 + Y3wp-3 + ..., (2.29)
donde

bj =X + e+ .+ ] -

Al reescribir (2.29) en notacion de operadores de retraso se tiene

yr = Y(B)wr (2.30)

donde ¥ (B) denota un polinomio de orden infinito en el operador de retraso

Y(B) = o+ 1B+ oB? + B3+ ... -
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El efecto de wy sobre el valor presente de y estd dado por
82;.;0 B Yi+j _ i Bj 8yt+j
Wt 8wt
7=0
© .
=) By (2.31)

J=0

Pensando en 9(z) como un polinomio real en z,
Y(2) = o + 1z + b2 + b3 + ...

la expresion (2.31) es simplemente el polinomio ¢(z) evaluado en z = f3;

0 Z;io 5j Yt+j
ﬁwt

=P(B) = o+ 918+ B + 3B+ ... (2:32)
Comparando (2.30) con (2.25), se hace evidente que
$(B) = [(1 = MB)(1 = AsB)... (1= A,B)] ",

de (2.22) lo anterior significa que

Y(B) =[(1—¢1B—¢oB* —... — B,
por lo que se concluye que

W(z) =[(1— 1z — g2 — ... — $p2?]7" - (2.33)

Para cualquier valor de z, en particular, para z = 8

V(B) =11 = d18 - 6B — ... — B,
finalmente, se sustituye (2.33) en (2.32), para obtener

9 Z]oio el Yt+j 1

Doy T 18— e — . — B




26

2.3. Funcién de autocovarianza y funcién de autocorre-
lacién

Definicion 2.6 Si {X;} es un proceso tal que E(X?) < oo para cadat € T, entonces
la funcion de autocovarianza vx(-,-) de {X;} se define por

v (r,8) = Cov(Xy, X,) = E[(X, — E[X,]) (Xs — E[X,])], rseT -

Definicion 2.7 La serie de tiempo { X} con conjunto de indices T = {0,£1, £2,...}
es débilmente estacionaria si

1. E|X?| < <.
2. E[Xi] =m, para todo t € Z.
3. vx(r,s) =7, (r+t,s+1t), para todo r,s,t € Z.

Observacion 2.4 Si {X;} es estacionaria, entonces v, (r,s) = v (r — s,0) para
todo r,s € Z. En efecto, por ser {X;} estacionaria, se cumple la Condicion 3 de la
Definicion 2.7, luego tomando t = —s, se tiene v, (r,s) = v, (r —s,0). Por lo tanto,
es conveniente redefinir la funcion de autocovarianza de un proceso como funcion de
una sola variable.

Definiciéon 2.8 Si {X;} es una serie de tiempo débilmente estacionaria, se define
Y (h) =74 (h,0) = Cov(Xy4n, Xt), YV heZ ,
como la funcion de autocovarianza de {X;} y a

_ x(h)
V5 (0)

px (h)

como la funcién de autocorrelacion de {X}.

Observacion 2.5 Si {X;} es una serie de tiempo débilmente estacionaria, entonces
la funcion de autocovarianza es independiente de t, y estd dada por Cov(Xypyp, Xt) -

La funcién 7, () tiene las siguientes propiedades:

1. v,(0) > 0.
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2. [rx ()] < 74 (0).
3. vx (h) = % (=h).
Demostracion.
1. 7, (0) = E[(X; — E[Xy))?] = Var(X;) > 0.

2 ﬂ;{jﬁﬁ?\ <1 = Py ()] < 74 (0), i 75 (0) > 0.

3. Vx(h) = Cov(Xyyn, Xi) = Cov(Xy, Xetn) = v (—h)
|

Definicion 2.9 Una funcidn k con valores reales definida sobre los enteros, es defi-

nida no negativa si
n

Z a;ik(i —jla; >0 -
ij=1

Para todo entero positivo n y vectores a = (a1, as, ..., ay) .

Teorema 2.1 Una funcidn con valores reales definida sobre los enteros es la funcidn
de autocovarianza de una serie de tiempo estacionaria si y sélo si es par y definida
no negativa.

Demostraciéon.=) Sea 7, (-) una funcion tal que v, (-) es la funcién de autocova-
rianza de una serie de tiempo {X}}, por propiedades de la funcion, v, (-) es par. Sea
a = (ai,...,a,)" cualquier vector con componentes reales, X, = (X1,...,X,) v
Iy = (045),4,5 = 1,2,...,n, la matriz de covarianza de X,,.

n
Var(d'X,)=dT,a = Z aiy(i—j)a; >0,
ij=1

de lo anterior, v, (-) es definida no negativa.

<) Sea k : Z — R una funciéon par y definida no negativa. Se debe demostrar
que existe un proceso estacionario con k(-) como su funcion de autocovarianza, para
esto se usard el Teorema de Kolmogorov ([3| p.11). Para cada entero n y cada t =
(t1,...,tn) € Z™ tal que t; < to < ... < t,. Sea F; la funcion de distribucion
sobre R™ con funcion caracteristica ®(u) = e*E%/2 donde ' = (ui,...,u,) €
R" y K = [k(t; — t;)]}';=1, como k es definida no negativa, la matriz K también
es definida no negativa y consecuentemente ¢; es la funcién caracteristica de una
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distribuciéon multinormal con n variables con media cero y matriz de covarianza K,
luego utilizando la notacién del Teorema de Kolmogorov,

limu, 0Pt (w) = ¢y (u(i))

es decir, las funciones F; son consistentes, luego por el Teorema de la pagina 11 de
[3], existe una serie de tiempo {X;} con funciones de distribucién F; y funciones
caracteristicas ¢¢,t € #. En particular la distribucién conjunta de X; y X; es la
distribucién normal bivariada con media 0 y matriz de covarianza

£(0)  K(i—7)
k(i—3j)  w(0) ]’

lo cual demuestra que Cov(X;, X;) = k(i — j). [ |

Definicion 2.10 La serie de tiempo {X;} se dice estacionaria estricta si las dis-
tribuciones conjuntas de (X¢y,...,Xe,) v (Xty4h,-- -, Xt,4n)" son las mismas para
todos los enteros positivos k y para todo t1,...,tp, h € Z.

Propiedades de series de tiempo estrictamente estacionarias

1. Las variables aleatorias {X;} son idénticamente distribuidas.
2. (Xt, Xen) = (X1, X14p)" en distribucion, V ¢t € Z, h € Z.
3. Si BE(X?) < 00,{X;} es débilmente estacionaria.

4. Una sucesion independiente e idénticamente distribuida (iid) es estacionaria
estricta.

Demostracién. Sea {X;} una serie estacionaria estricta.

1. Por la definicién de estacionaridad estricta, las variables aleatorias {X;} son
idénticamente distribuidas.

2. Por la Propiedad 1, (X¢, X¢1n) = (Xianr, Xpanan) en distribucion, en parti-
cular si b’ = 1—t, entonces, (X¢, Xp1n) = (Xep1—t, Xevns1-¢) = (X1, X140)'

3. Supongamos que E(X?) < oo, V t € Z, como {X;} es un conjunto de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, F(X;) es independien-
te de t y por la Propiedad 2, Cov(Xy, X¢1p) = Cov(X1, X14p) también es
independiente de ¢, de donde se tiene que {X;} es débilmente estacionaria.
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4. Sea {X:} una sucesion iid de variables aleatorias con distribucion comun F,
R . ) ,
entonces la distribucion conjunta de (X, ..., Xy, )y (Xt - Xepqn) cla-
ramente son las mismas, independientemente de h, esto es, la sucesién es esta-
cionaria estricta.

Observacion 2.6 FEstacionaridad débil no implica estacionariedad estricta. En efec-
to, sea {Z;} ~ 1id N(0,1) y definase

Z st tespar
X = ,
z2 -1 . ‘
v 0 S t es impar -
ElZ] =0, st tes par ,
BRG] = zZ -1
E[tji]:O, st es impar -
E[Z3] =1, st tespar
Var[X] = S0 N2
E[( t?/% )]:1 , si tesimpar -
ElZinZi] =0 st tyh son pares ,
p(h) = E[ZynZi =0 si tesimpary h es par ,

2 _
E[Ziy, <%)] =0, si tesimparyh esimpar -

Lo que demuestra que {X;} es una sucesion de variables aleatorias con media 0 y
varianza 1 que es débilmente estacionaria pero que no es estrictamente estacionaria
puesto que {X;} no es idénticamente distribuida para todo t.

Observacion 2.7
2

i. A una serie de tiempo {X;} que es no correlacionada, con media 0 y varianza o
se le conoce como una serie de ruido blanco y se denota como Z; ~ WN (0, 02).
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ii. Una manera simple de construir una serie de tiempo estrictamente estacionaria
{X:} es filtrar una sucesion iid de variables aleatorias, para esto, sea {Z;} una
sucesion iid que por la propiedad (4) es estrictamente estacionaria y defina

Xe=9(Z, Zp, - - -, thq) :
Para alguna funcién con valores reales g(-,...,-). Entonces {X;} es estaciona-
ria, como (Ziyh, -5 Ziyh—q) = (Zt, ..., Zi—q)" en distribucion, para todos los
enteros h, se sigue de la ecuacion (2.3) que {X;} es ¢—dependiente, esto es,

Xs y X son independientes siempre que |t — s| > ¢. De igual manera, se dice
que una susesion es g—correlacionada si y(h) = 0 siempre que |h| > gq.

2.4. Propiedades de la media muestral y la funcién de
autocorrelaciéon

El primer momento muestral de un proceso estacionario es la media muestral
Xp=n"YX1+...+X,) ,

el cual es un estimador insesgado de la media u del proceso. El error cuadrado medio
de X, es

EX,—p)?=Var(X,)

=n2 i iC’ov(Xi,Xj)

i=1 j=1
=n2 ) (n—li—j)y(i—7)
i—j=1
R Al
=n —— | ~(h) ,
hz—:n< " >

Ahora, si y(h) — 0 cuando h — oo, E(X,, — u)? converge a 0 y si

o

Y )<,

h=—00

entonces limy, o Var(X,) = Z\h|<oo v(h).
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Estimacion de ~(-) y p(-)

Se define la funcién de autocovarianza muestral y autocorrelacién muestral como

n—|h|
y(h) = nt Z (Xt+|h| —yn) (Xt _yn)
t=1
' 3(h)
Sy = V()
p(h) = 50)

respectivamente, en donde n es el tamano de la muestra. Estos dos estimadores son
sesgados. La funcién de autocovarianza muestral tiene la propiedad de que para cada
k > 1, la matriz de covarianza muestral es de dimenson k y es definida no negativa [2].

30 AW e k-

LA A0 e A2

Fk - : : e : ’
Gk=1) Ak=2) - 3(0)

De manera intuitiva, una serie de tiempo es estacionaria si las propiedades estadisti-
cas como la media y la varianza de la serie de tiempo son esencialmente constantes
a través del tiempo. Si se tienen n valores observados yi1, %o, ..., Yy, de una serie de
tiempo se puede usar una grafica de estos valores en funcién del tiempo para deter-
minar si la serie de tiempo es estacionaria. Si los n valores flucttian con variaciéon
constante respecto de una media constante p, es razonable pensar que la serie de
tiempo es estacionaria, en caso contrario, se puede pensar que la serie de tiempo no
es estacionaria.

Si la serie de tiempo resulta ser no estacionaria, algunas veces se puede transformar
la serie de tiempo no estacionaria, en valores de una serie de tiempo estacionaria
mediante las primeras o segundas diferencias.

Las primeras diferencias de los valores de una serie de tiempo y1,¥y2, . . ., Yn SON
*
Y =Yt _yt—lyt = 2,3,...,71.

En ocasiones al obtener las primeras diferencias se transforman los valores de la serie
de tiempo no estacionaria en valores de una serie de tiempo estacionaria, pero en
otras ocasiones esto no ocurre por lo que se recomienda generar las segundas dife-
rencias de los valores originales de la serie de tiempo.
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Las segundas diferencias de los valores de una serie de tiempo y1,yo, ..., Y son

vi = W —ye—1) — -1 — Ye—2)
=Yt — 2Yp—1 + Yp—2 -

Los modelos de pronéstico de Box-Jenkins se identifican en forma tentativa exa-
minando el comportamiento de la funcién de autocorrelacion muestral (FAM) y la
funcion de autocorrelacion muestral parcial (FAMP) para los valores de una serie
de tiempo estacionaria y;, vy, q,---,Yn, donde yi, i =b,0+1,...,n pueden ser los
valores originales de la serie de tiempo o los valores transformados.

Definicion 2.11 Considérese la serie de trabajo, yp, Yy, 1, .-, Y. Se define la fun-
cion de autocorrelacion muestral (FAM) en el desfasamiento k como

—k _ —
i Wi =9 Wi — v)

T = — )
>yt = v)
donde,
7= S Vi .
n—b+1
Definicion 2.12 Dada la serie de trabajo,yy,yp 1,---,Yn, S€ define la funcion de

autocorrelacion muestral parcial (FAMP )en el desfasamiento k como

71, st k=1,
Tk = .
er?:} Th1,Tk—1 .
= —, 51 k=23,...,
1_2]':1 Tk—1,JTj
donde ryj = rR_1; Tp-1k—j, para j=1,2,... k-1

Con el objeto de aplicar la metodolgia de Box-Jenkins, se puede demostrar que para
datos no estacionales,

1. Si la FAM de los valores y;, v, 1,---, ¥y, de la serie de tiempo se corta clara-
mente con rapidez o si se corta rapidamente, entonces se debe considerar que
los valores de la serie de tiempo son estacionarios.

2. Si la FAMP de los valores de la serie de tiempo y;, Yy, 1, - -, Yp, se cortan con
lentitud extrema, entonces se deben considerar que los valores de la serie de
tiempo son no estacionarios.
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2.5. Ejemplos de procesos estacionarios no estacionales

Un proceso es ergddico para la media siempre que la funcién de autocovarianza
v; — 0 suficientemente rapido conforme j es suficientemente grande.

2.5.1. Procesos de medias moéviles (M A)

Procesos de Medias Méviles de Primer orden (MA(1))

Definicion 2.13 Sea {Z;} ~ iid WN(0,0?), el proceso
Xo=p+2,+07Z_q, con u,0,€ R.

Es una serie de tiempo de medias mdviles de primer orden.

Es fécil verificar que E(X;) = pu, Var(X;) = o?(1+62) y

Cov(Xt, Xp—1) = B[(Xt — p)(Xe—1 — )]

E[(Zt+62t 1)(Zt 1+0Zt 2)]

E[ZtZt \FOZE 027 o+ 077 17y o]
Ho>

ademas

Cov(Xy, Xi—j) = E[(X¢y — p)(Xi—j — p)]
= E[(Zt + Gthl)(thj + QZt,jfl)}
=0, para j > 1 -

De lo anterior

o2(14+6%), si h=0,
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Procesos de Medias Méviles de orden q (M A(q))

Definicion 2.14 {X;} es un proceso de medias mdviles de orden q si
X :M—i—Zt—&—Gth_l +-"+0th—q .

donde {Z;} ~ iid WN(0,0?) y 01,...,0, son constantes.
De manera similar a un proceso MA(1), E(X;) =py

Var(Xt) E[(Xt )]
=E(Zy+ 01 Z1 + 02210+ ...+ 0,Z4)°

1+Z¢92 o2, Paraj =1,2....q
ademas

COU(Xt, Xt—j) = E[(Zt + 0121+ ...+ Hth—q)(Zt—j + HIZt—j—l + ...+ qut—j—q)}
= E(0;Z} ;4 0510127 ;1 + 05420227 ; 5+ ...+ 0404577 ) -

Asi,
0, si h=0,
V(h) = [9h9h+191 + 0h+292 +...+ quh—q] 027 st j=12,...,q,
0, si h>q -

Procesos de medias méviles de orden infinito (M A(c0)).

El proceso M A(q) se puede escribir como

q
=u+ Z Hth_j s
j=0

con Ay = 1. Al considerar el proceso que resulta cuando g — oo,
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[e.9]
Xo=p+) ¥iZi (2:34)
j=0

el cual describe un proceso M A(o0).

Observacion 2.8 La sucesion infinita descrita en (2.34) genera un proceso de co-
varianza estacionaria siempre que

D pf < oo - (2.35)
=0

Para esto, se demostrard que sumabilidad absoluta de coeficientes de promedios de
medias moviles implica sumabilidad cuadrdtica.

Supdngase que {1;} es absolutamente sumable, entonces existe N < oo tal que |¢;| <
1 para todo j > N, lo que implica 1[)]2 < |9j| para todo j > N. Entonces

o) —1 [e%) N-1 [e%)
DAT=D Wi Y i< Y Uil
j=0 §=0 j=N §=0 j=N

Pero Z;'io %2' es finita, porque N es finito, y Z;‘;O || es finita, pues {1;} es absolu-
tamente sumable. Asi, E;’io %2 < 00, luego sumabilidad absoluta implica sumabilidad
cuadrdtica.

Ahora se demostrard que sumabilidad cuadrdtica de coeficientes de medias mdoviles
implica que un proceso M A(oo) en la representacion (2.34) genera una variable alea-
toria convergente en media cuadrdtica. Para esto hay que recordar el significado de
convergencia de una suma determanistica tal como Z?io a; donde {a;} es solo una
sucesion de nimeros.

o ‘ T P .

Un criterio para determinar cuando ijo a; converge a algin nidmero finito confor-
. . o0 . P

me T — oo es el Criterio de Cauchy, el cual afirma que Zj:O a; converge sty solo

st, para cuolquier € > 0, existe un entero N tal que para cualquier entero M > N,

M N
\Zaj—Zaj |<e - (2.36)

§=0 §=0
Para un proceso estocdstico como (2.56), el interés de la comparacion es cuando
ZJT:O Y Zi_j converge en media cuadrdtica a alguna variable aleatoria Y; conforme
T — oco. En este caso, el criterio de Cauchy asequra que Z;io Y2y converge si Yy
solo st, para cualquier € > 0, existe un entero N tal que para cualquier entero M > N
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2

M N
E\Y 4iZi—j =Y ¥iZij| <ec- (2.37)
§=0 §=0

Ahora el lado izquierdo de la expresion (2.37)es simplemente

ErmZent + a1 Ze-prin + -+ UOn1 Zenoa)’ = (Vi + Va1 + -+ URp) 07
M N
D U= Wit
j=0 =0

Ahora, si Z;‘io wjz- converge como se requeria por (2.35), entonces aplicando el cri-
terio de Cauchy, el lado derecho de la expresion anterior, éste se puede hacer tan
pequenio como se quiera eligiendo un entero N adecuado. Ast, la serie infinita en
(2.34) converge en media cuadrdtica con lo que se demuestra que (2.87) se cumple.

Finalmente, se demostrard que la sumabilidad absoluta de coeficientes de medias
moviles implica que el proceso es ergodico para la media. Para esto, se expresa

o
v =02 ikt -
k=0

Entonces
o0
il = o?| Z¢j+k1/)k| :
k=0

Luego por propiedades de valor absoluto,

oo
75l < UzZWjJrkwM ;
k=0

STl <303 [ann] =
j=0

§=0 k=0

=0® > > Wil vl

§=0 k=0

= 0® > |kl Y il -
k=0

k=0
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Pero existe un M < oo tal que Y22 ;] < M, y por lo tanto, 3772 [Yj4k] < M
para k=0,1,2,..., lo que significa que

o (o.]
> il <o®> - M| < 0 M? < oo -
§=0 k=0

Un proceso M A(oo) con coeficientes absolutamente sumables tiene autocovarianzas
absolutamente sumables, por lo tanto, un proceso M A(oo) que satisface Z;‘io ;| <
oo es ergbdico para la media. |

2.5.2. Modelos autorregresivos (AR)

Procesos Autorregresivos de primer orden (AR(1))

Un proceso autorregresivo de primer orden AR(1), es un proceso estacionario de la
forma

Xi=c+ X1+ 2, (2.38)
donde {Z;} ~ iid WN(0,0?) -

Se observa que (2.38) toma la forma de una ecuacion en diferencia en donde w; =
c+ Z; y se sabe del analisis realizado en la seccion 2.2 que si |¢| > 1, el multiplicador
dindmico %LJ crece exponencialmente por lo que no existe un proceso de covarianza
estacionario { X;} con varianza finita que satisfaga (2.38). Si |¢| < 1 existe un proceso
estacionario {X;} que satisface (2.38) y su solucion estable de este proceso estd dada
por (2.2), es decir

Xe=(c+2Z) +dlc+ Zio1) + pa(c+ Zi—2) + ...

_ [;A + Zi+ T + 2o + . ..

Lo anterior se puede visualizar como un proceso M A(oco) como en (2.34) con v; dada
por ¢/. Cuando |¢| < 1, la condicién

Sl =319 = 1=
=0 =0

se cumple.
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Calculando la esperanza de (2.38), se observa

Cc

BIX) = 7 .

(2.39)

c
L—=¢
La varianza de un proceso AR(1) esta dada por
Y(0) = ElZi+ ¢Zi1 + ..
=(1+¢*+¢* +6°+...)0°

0.2

T

asi, p =

(2.40)

la j-ésima autocovarianza es

Y(j) = E(Xy — pu)(Xi—j — )
=EZi+¢Zy 1+ .. A F T+ 2+ T2 o]
X Zpj+ &7 1+ P Zyj o+ .. ]
= (¢ + ¢+ ¢+ )o?
=1+ +¢r+.. )02
J
— [1i’¢2] o, (2.41)
de (2.40) y (2.41), se obtiene

pj=¢ -

El cual sigue un patron decreciente. Obsérvese que la funcién de autocorrelacion
(2.5.2) para un proceso estacionario AR(1) coincide con el multiplicador dindmico
(2.2.1), luego el efecto por el incremento de una unidad de Z; sobre X;; es igual a
la correlacion entre X; y X;y;. Asi, un valor positivo de ¢ implica una correlacion
positiva entre X; y X;4; y un valor negativo de ¢ implica una ecuacién en diferencia
de primer orden negativa pero autocorrelacion de segundo orden positivo (Ver Figura
2.1 incisos (a) y (b)).

Procesos autorregresivos de orden ¢ (AR(q))

Definicién 2.15 Un proceso autorregresivo de orden q denotado como AR(q), sa-
tisface

Xt =c+ d)lXt—l + ¢2Xt_2 +...+ (qut—q + Zt.
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Es posible apreciar que un proceso autorregresivo de orden ¢ es en realidad una
ecuacion en diferencia mas un elemento aleatorio (en este caso un ruido blanco).

Un proceso autorregresivo puede ser estacionario o no, dependiendo de los valores
que tomen las rafces de la ecuacién caracteristica

L— @A — X — ... — g\ =0, (2.42)

la cual dicta el comportamiento del proceso autorregresivo. Al recordar el caso general
de una ecuacion en diferencia (ver subseccion 2.2.6), se sabe que ¢(B) =1 —¢1B —
$oB? — ... — pqB? se puede escribir como

$(B) = (1—MB)(1—XB)...(1—\B) -

De tal manera que el proceso autorregresivo definido por ¢(B) sera estacionario siem-
pre y cuando |\;| < 1 para ¢ =1,2,...,q, es decir, si y solo si las raices de (2.42) se
encuentran fuera del circulo unitario en el plano no complejo.

2.5.3. Procesos autorregresivos de medias méviles de orden (p,q)
(ARMA(p, q))

Definiciéon 2.16 Un proceso ARM A(p,q) es un proceso de la forma
(1—¢1B—¢B*—...—¢,B)Xy =c+ (1+6,B+60:B>+...+0,B)Z; , (2.43)
siempre que las rafces de

1—¢1z—¢oz? — ... — 2! =0 ,

estén fuera del circulo unitario. Tomando ambos lados de la expresion (2.43), pueden
dividirse por (1 — ¢1B — ¢2B? — ... — ¢, BP) para obtener

Xt:lu—i_’l/}(B)Zt )

donde
14+6,B+60,B>+...+6,B?
W(B) = 2 i
1—¢1B—¢aB2—...— ¢,BP
C
I

Tl ...~y
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Asi, la estacionariedad de un proceso ARM A depende enteramente de los parame-
tros autorregresivos (¢1, ¢2, ..., ¢p) y no de los parametros de los promedios moviles
(01,02,...,04).

2.5.4. Identificacion tentativa de modelos Box-Jenkins no estacio-
nales

Dada una serie de tiempo no estacional y estacionaria, es posible identificar un pro-
ceso estacionario que se ajuste a los datos a través del comportamiento de la FAM y
la FAMP, lo cual se resume en la Tabla 2.1.

Modelo Comportamiento

fam famp
MA(q) Se trunca después | Se extingue.
del desfasamiento

q.
AR(p) Se extingue. Se trunca después
del desfasamiento
.
ARMA(p,q)| Se extingue Se extingue.

Tabla 2.1: Identificaciéon de los modelos por medio del comportamiento de las funciones
fam y famp

2.6. Invertibilidad

Los procesos autorregresivos estacionarios también pueden representarse como pro-
cesos de promedios moviles y algunos procesos de promedios moéviles como ocurre
con los procesos M A(1) pueden representarse de manera autorregresiva siempre que
6] < 1.

En general cuando un proceso de promedios méviles puede presentarse como un
proceso autorregresivo, se dice que dicho proceso es invertible, lo cual significa que
tiene como posible representacion a

W(B)Xt = Zt s

donde, 7(B) =1—m B —mB — ..., es un polinomio de retraso que cumple 7(z) =
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1 — "2, mz" converge dentro o sobre el circulo unitario |z| < 1.

Considérese un proceso AR(1) estacionario de la forma (2.38), si |¢| < 1 entonces
(1 — ¢B)Xy = Z; se transforma en

o0

Xe=(1-¢B) "' Z =D (¢B) | Z

§=0
=Zi+ 021+ T+ ... -

De manera general un proceso estacionario AR(q) se puede representar como una
suma ponderada de choques aleatorios, esto es

Xy =Zi— 1 Zpy — 02Ty — ... — (2.44)

con Z;‘io |thi| < oo. Los coeficientes 1, i = 1,2,..., pueden obtenerse a partir del
hecho de que un proceso estacionario AR(q) se debe poder expresar como

d(B)Xi =2y vy Xi=9Y(B)Z;

es decir, 1 = ¢(B)¢(B), donde ¢(B) =1 - ¢1B — 2B — ... — ¢¢B.
Luego,
1=(1—¢1B—¢2B%—...— ¢B?) (1= 1B — 1 B% — ... — 1, BY)
=1—(¢1+v1)B — (2 — 1b1 + ¢2)B* — ...
— (Vg — P1g—1 — P2tPg—2 — ... — Pg) BT — ... - (2.45)

Para que la expresion (2.45) se cumpla se requiere

P = —9¢1
Yo = P11 — @2

Vg = P10g—1 + G2g—2+ ... + p_19P1 — @q -

La expresion (2.44) no serd util si todos los coeficientes 11, 1o, . . ., son distintos de ce-
ro, sin embargo, en ocasiones dichos coeficientes son distintos de cero hasta un cierto
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Yj, j € N a partir del cual todos los 1; son cero, esto es 1 # 0,192 # 0,...,9; # 0,
Yji41 =Yjr2=...=0 ,[11] -

De lo anterior se puede concluir que un proceso M A(1) tiene una representacion en
términos de un proceso autorregresivo siempre que |0| < 1. En efecto, considérese el
proceso M A(1)

Siempre que |f| < 1, ambos lados de la expresion (2.46) se pueden multiplicar por
(14 6B)~! para obtener

(1—=61B—60:B% — 0B — .. )(X; —p) =7 ,
la cual se puede considerar como un proceso AR(c0).
En general si un proceso de promedio méviles admite una representacién en términos

de un proceso autorregresivo, se dice que dicho proceso es invertible, esto es, que
admite una representacion de la forma

W(B)Xt = Zt 5
donde 7(B) = 1 —m B — mB? — ... es un polinomio de retraso el cual debe cumplir
que m(z) =1 — > 72, ma* converge dentro o sobre el circulo unitario.

Si un proceso M A(q) es invertible, admite la representacion

W(B)Xt =1- 7T1Xt_1 —7T2Xt_2 T ey

de donde los valores de 7;, j € N pueden obtenerse de la representacion 7(B)§(B) =
1 y siguiéndose un proceso similar como en (2.45).

La importancia de la invertibilidad de un proceso radica en que todo proceso inver-
tible est4 determinado de manera tinica por su FAM lo cual no ocurre con procesos
que no sean invertibles [11] -

2.7. Procesos Lineales

Definicion 2.17 Una serie de tiempo {X;} es un proceso lineal si se puede repre-
sentar como

Xi= Y %iZiy, (2.47)
Jj=—00

para todo t, donde {Zi} ~ iidW N (0,02) y 1 es una sucesion de constantes con
Z;c:)_oo @Z)j < Q0.
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Observacion 2.9 i. La condicion Y 72 |j] < oo asegura que la suma en la
ecuacion (2.47) converge y como E|Zy| < oy

o0

EIXi| < > (9lEIZis) < | D) [l | o<oo -

j:—oo ]2700

También asequra que z;’;foo %2' < 00 y por lo tanto, la serie de tiempo (2.47)
converge en media cuadrdtica.

it. En términos del operador de retraso B, la expresion (2.47) se puede reescribir
como

o
Xi= Y ;BZ -

j=—o0

wi. De la observacion anterior, si ¢; = 0 Vj < 0, el proceso lineal es llamado
proceso lineal de medias méviles o M A(x0).

Proposicion 2.2 Sea {Y;} una serie de tiempo estacionaria con media cero y fun-

cion de covarianza v, . Si 3372 |[¥;] < oo, entonces la serie de tiempo

oo
Xy = Z ViV ,

j==o0

es estacionaria con media 0 y funcion de autocovarianza

)= > D ey, (bt k—j) -

j=—00 k=—00

En el caso en que {X;} es un proceso lineal,
o
Yx(h) = Wity no” -
— o0

Demostracion. Como E(|Y:|) < /70, entonces > 22 [1h;]E|Y;| < oo, lo que im-
plica que > 322 9;Y; es convergente.

Como E(Y;) = 0 se tiene que

EX) =B Y Yy | = > ;BYiy)=0,

j=—o00 j=—00
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E(XinXe) = E | D ¥Yipn (Z katk)

jzfoo k=—oc0

= > > UE Yien—Yis)

j=—00 k=—o0

= D> Yibyh—j+k) -

Jj=—00 k=—o0

Si {Y:} es una sucesion de ruido blanco {Z;}, entonces

o0
X = Z ViZe—j, ¥

j=—o00

Yo (h) = D ipno” -

j=—o0

2.8. Pronéstico de series de tiempo estacionarias

En las siguientes dos secciones se presentan dos formas de estimar parametros de
los modelos de series de tiempo mediante minimos cuadrados y por méxima verosi-
militud, aunque en la aplicacién se trabaja sélo con los estimadores obtenidos por
maxima verosimilitud por ser ésta herramienta la que se encuentra integrada en R.

Se considera el problema de predecir los valores X,,11, h > 0 de una serie de tiempo
estacionaria con media p conocida y funcién de autocovarianza en términos de los
valores {X,, ..., X1}, el objetivo es encontrar la combinacion lineal de 1, X,,,..., X3
que pronostique X, 45 con el menor error cuadrado medio posible. El mejor predictor
lineal en términos de 1, X, ..., X; se denota por P, X, 4 el cual tiene la forma

P/,LXn+h =agt+ a1 Xy +...+a, X1 - (248)

Por lo que resta determinar los coeficientes a;, ¢ =0,1,...,n, que minimicen

2
n
S(ao, ceey an) =F <Xn+h —ap — Z aan+1_i) : (249)

i=1
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Como S es una funcién cuadratica de a;, ¢ =0,1,...,n, que es acotada inferiormente
por 0, es claro que hay por lo menos un valor de (ag,...,a,) que minimiza S y que
satisface las ecuaciones

9S((ag,...,an))
Baj

=0, j=0,1,...,n -

Realizando los calculos correspondientes se obtiene que

n
E | Xpin —ag — Z aanHi] =0 - (2.50)
=1
n
E (Xn+h —ag — ZaanH_i) Xn+1_j] =0, j=1,2,...,n - (2.51)

=1

Las cuales pueden ser escritas como

ap = it (1 - Zai> , (2.52)
i=1

Inha, =vn(h) , (2.53)
donde

an = (ay,...,an)'; Tn=[(i =5z ¥,

Yn(h) = (v(h),y(h+1)...,y(h+n—-1)) -

Por lo tanto,

n
P Xpip=pn+ Z a; (Xng1-i — 1)

i=1

donde a,, satisface (2.53) -

Propiedades de P, X,

1. PoXpin =p+ Yy ai(Xnp1—; — p) donde @y, = (a1, ..., ay) satisface (2.53).

2. B(Xth — PuXuin)? = 4(0) — alyya(h), donde vu(h) = (v(h),3(h+ 1) + ...
—I—’y(h +n— 1))’

3. E(Xn+h - Pan+h) - 0
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4, E[(Xn+h - Pan+h)Xj] = 0, j = 1, o

Demostraciéon. Primero se demostraran la expresiones (2.52) y (2.53) bajo las su-
posiciones correspondientes en (2.50), por lo que se tiene

E[Xppn) —a0— Y _ E[Xni1-i] =0
=1

M—GO—MZGZ‘ =0
i=1
n

ao ZM—MZ% :
i=1

Por otro lado,

E[Xn+th+1—j] - CLOE n+1— ] Zaz n+1 —1 n+1—j] - 0 para .7 - 1 2 y 1

(2.54)

Ademas,
Cov(Xny1-j, Xn1-5) = B [Xny1-j Xnp1-5] — 1,

luego para cada j en (2.54) se tiene

a1Cov(Xp, Xp) + ... + an,Cov(X,, X1) + ©? Z ai — 2 + app = Cov(Xpin, Xn)
i=1

n
a1Cov(Xy—1, X)) + ...+ a,Cov(Xp_1, X1) + ©? Z ai — P2 + app = Cov(Xpth, Xn—1)
i=1

n
a1Cov(X1, X)) + ...+ a,Cov(X1, Xy) + u? Zai — 12+ app = Cov(Xyin, X1) -
i=1
(2.55)

Reduciendo términos en (2.55), se tiene
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[ Cov(X,, Xn) Cov(Xp, Xpn-1) ... Cov(X,,Xy) | “ [ Cov(Xpin, Xn) |
Cov(Xp-1,Xpn) Cov(Xp-1,Xpn-1) ... Cov(X,_1,X7) @2 Cov(Xpin, Xn—1)

| Cou(X1, Xy) Cov(X1,Xp-1) -+ Cou(X1,X1) | G | Cov(Xpin, X1) |
Considerando la siguiente notacion

[ Cov(X,, Xp) Cov(Xp, Xpn-1) -+ Cov(Xp,X1) |

Cov(Xp-1,Xpn) Cov(Xp-1,Xpn-1) -+ Cov(X,_1,X1)

T, =
| Cov(X1,X,,) Cov(X1,Xp—1) -+ Cov(Xy1,X1) |

an = (alaa2a s aan)/ Y

Yu(h) = (v(h),y(h +1),...,y(h+n—1)) -

Se tiene que

Ihan = 'Yn(h) ) (2'56)

1. Como el mejor predictor lineal P, X, 5, en términos de 1, X,,..., X tiene la
forma P, X,4n = ao+ a1 Xp + ...+ an Xy, donde los a;, ¢ = 1,2,...,n, estan
determinados por (2.52) y (2.53), luego

n n
PoXpyh=p—p Z a; + Z a; Xnt1—
=1 =1

n
=p+ Z ai(Xpy1— — ) -
i—1
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Xpgnh — PuXpon = Xpgn —ap — a1 Xy — ... —ap Xy

n
pero ag = p — E ailt, asi,
i=1

2

n n
(Xontn — Pan+h)2 = (Xntn —p) + Z aift — Z aj Xnt1—j
i=1 j=1

2
n n n n
= (Xngn — 1> 4+ 2 (Xpan — ) Z aift — Z a;j Xny1-j | + (Z aiph — Z aan+1—i>
=1 j=1 i=1 i=1

n n n
= X2 —2Xynp+ p? 42 Z PXpth — 2 Z aj Xn1—jXntn — 2 Z a;pi?
=1 =1 =1

n n n n n
+2 Z a;puXnt1—j + Z Z aa;pu’® — 2 Z Z a; i Xny1—i
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

n n
+ Z ZaiannH_anH_j.
i=1 j=1

Luego,

n
E[Xnn — Pan+h]2 = Cov(Xpih, Xnyn) — 2 Z a;Cov(Xni1-j, Xnyn)
j=1

n n
+ Z Z aiCov(Xpy1-is Xnt1—5)a; = v(0) — alyn(h) -
=1 j—1

. Por la expresion (2.50) se cumple E (X1 —ao — Y iy @iXnt1-i] = 0, pero
Pan+h = ag — Z?:l aanJrl,i, asi

n

E[Xnth — PaXpsn]l = B | Xpyn —a0— Y _aiXni1-i| =0 -
i=1
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4. Por la expresion (2.50) se cumple E [(Xp4n — a0 — g @i Xnt1-i) Xnt1—j] =
0, para j =1,2,...,n, ademas,

n
P, Xyih = ap — Z @i Xnt1—i »
i1

luego

E [(XnJrh - Pan+h) Xn-l-l—j} =F

(XWL s ZaiX”“_i) Xn+1—j] =0

i=1
paraj=1,2,....n -

2.9. Estimacién por maxima verosimilitud

Considérese un proceso ARMA(p,q), Yy =c+o1Yeioi+...+ Yo p+ 20+ 601Zi 1 +
02Z—o+ ...+ 0,Z_q, con {Z;} ~ iid WN(0,02). En esta seccion se presenta como
estimar los valores (¢, g1, ¢2, - - ., ¢p, 01,02, ..., 0,4, 0%) a partir de datos observados de
la variable aleatoria Y, utilizando estimacién por maxima verosimilitud, para esto se
asume que {Z;} ~ iid N(0,0?)y se consideraa 8 = (¢, ¢1,d2, ..., ¢p, 01,02, ...,04,02)
como el vector de parametros poblacionales.

2.9.1. Funcién de verosimilitud para un proceso gaussiano AR(1)

Considérese el proceso gaussiano AR(1) dado por Y; = ¢+ ¢Y;—1 + Zy, con Z; ~ iid
2
N(0,02). Se sabe de (2.39) y (2.40) que E(Y;) = ﬁ v B(Y, — p)? = 1%&

Como {Z;} es gaussiano, Y7 también lo es, por lo tanto, la densidad de la distribucion
de donde proviene la primera observacién toma la forma

N (T
Ny e 202/(1- %) |

ahora, Ya = ¢+ ¢Y] + Zs, entonces (Ya2|Y1 = y1) ~ N(c + ¢y1,02), es decir,

fyi(y1;0) = (2.57)
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1 —(y2 — ¢ — gpn)?
fvava (Y2ly1;0) = P 5 :

asi,
Tyavi (¥2,91;0) = fvi (y1;0) fro vy (42]y1;6) -
Similarmente, Y3 = c+ @Yo+ Z3 y (Y3]Y2 = y2, Y1 = y1) ~ N(c+ dy2, 02), por tanto

fvsvavi (U3, 92, 9130) = fyvava,vi (Usly2, ¥150) fra vy (Y2, 91;6) -
En general, (Y;|Y;_1,Y;_2,...Y1) ~ N(c+ ¢y;_1,02), esto es
fYt|Yz_1,Yt_2,...,Y1 (Yelye—1,ye—2, ..., y1;0) = fth_l(yt|yt—1;9)

_ 1 —(yt — ¢ — dyi—1)?
V2ro? 202 ’

(2.58)

asi, la funcién de densidad conjunta de las primeras t observaciones estd dada por

vivion o Welye-1, - v1) = fravie, Welye-130) fri oy vion v (Ue—1, Y2, -+ -, 9150),

de forma que la funcién de verosimilitud de la muestra completa es
T
Iy oWl ys e y1) = fra(y1;0) Hfth_l(Z/t\yt—ne) :
=2

La funcién logaritmo de verosimilitud se determina por

T

Z(0) = log fv, (y1;0) + Zlog (fvipvi, (welye-150)) - (2.59)
=2

Sustituyendo (2.57) y (2.58) en (2.59), la funciéon logaritmo de verosimilitud para
una muestra de tamano 7' de un proceso gaussiano AR(1) se expresa por



51

2(0) = —%log(%r) - %log L o (A - {y12;2[%1(1__¢f))]}2 - [T; 1} log(2r)
_ [Tz_l} logo® — i [(yt — 02775)%_1)2] : (2.60)

Forma matricial de la funcion de verosimilitud

Seay = (y1,¥2,--.,yr) una muestra de tamano T de un proceso gaussiano AR(1).
Este vector puede verse como una realizacién simple de una distribucién gaussiana
T—dimensional con vector de medias

/L:E(Y) = [E(Yl)aE(}/é)va(YT)]/ = (luhuv"'nu)/ )

c . .
donde p = i y matriz de covarianzas

Q= (Y - p)(Y - p)) = [EY: — 0)(Y; — )]], para i,j=1,2,....T -

o
De la Seccion 2.5.2, se sabe que E[(Y; — p)(Yi—j — p)] = 10_(;22’ por lo que
Q=5V ,
donde
1 o ¢ . Tt
S T R SR
o l-¢? | : P
(z)T—l ¢T—2 ¢T—3 .. 1

Visualizando la muestra observada y como una realizaciéon de la distribucién normal
multivariada N (p,Q), la funcién de verosimilitud se puede expresar como

_ _ 1 _
Fr(y:0) = (2x) 2100 2eap |~ (y — /0y — )|
con funcion logaritmo de verosimilitud

2(0) =~ 1og(2m) + 5logl@ 7~ Sy - W G- p) - (261)



Resta demostrar que (2.61) y (2.60) representan la misma funcion de (y1,y2, .. .

para esto, se define

—¢ 1 0 0 0
Lyyr = :
0 0 0 —¢ 1
Se puede demostrar que
LL=v~,
por lo que
Q! =s"2L'L -

Sustituyendo (2.62) en (2.61), se tiene que

T 1 1 B
Z(0) = —log(2m) + Sloglo *L'L| - S (y — p)'o *L'L(y — ) -

Se define el vector

y=L(y—p)
[(V1—¢2 0 0 --- 0 0] [y1—n
e 10 0 o) {mes
] 0 0(')..._'¢in'_”
[ V1—¢%(y1 —p)
(y2 — 1) — d(y1 — 1)
= | (y3—p)—d(y2 — )
(yr — 1) — Oy, — 1)

El altimo término de (2.63) se puede escribir como

52

7yT)7

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)
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el término medio de (2.63) es

1 1
§log|072L/L] = §l0g {072T]L'L|}

— —%log(UQ) + log(1 — ¢?) - (2.66)

Considerando que p = ¢/(1 — ¢) en (2.64) y sustituyendo (2.64), (2.65) y (2.66) en
(2.63), se verifica la igualdad de (2.61) y (2.60).

La estimacién por maxima verosimilitud € es el valor para el cual (2.60) se maxi-
miza. En principio, esto requiere diferenciar (2.60) e igualar a cero el resultado. En
la practica cuando ésto se logra, el resultado es un sistema no lineal de ecuaciones

en 0y (y1,y2,...,yr) por lo que no hay una solucién simple para @ en términos
de (y1,y2,...,yr) por lo que en ocasiones se requiere de iteracion o procedimientos
numéricos.

Una alternativa a la maximizacién numérica de la funcién de verosimilitud es consi-
derar el valor de y; como deterministico y maximizar la funciéon logaritmo de vero-
similitud condicionada sobre la primera observacion, asi

Iy, v, o

T
Y2|Y1 (Yrs Yp_ys -5 Y2ly130) = H fYT|YT71 (Yelyi—1;0) -
t=2

Por lo que ahora el objetivo es maximizar

T-1 T—-1
longT,YTil,...,YﬂYl (yTa Yr_15- - 7y2|y170) - - 2 lOg(27T) - 109(0-2)
T
(ye — ¢ — dyr_1)?
_ [ — (2.67)
t=2

Maximizar la expresién anterior con respecto a ¢ y ¢ es equivalente a minimizar

ZT: {(yt —c—qbytl)Q] . (2.68)

202
=2

Al realizar el proceso de minimizaciéon de (2.68), se tiene

E: T-1 zly” zfzzyt]

T T T
Di—a Yt—1 Do yf—1 D o Yt—1Yt




54

derivando (2.67) respecto de o e igualando a cero, se tiene

T ~ o~
. (yr — C— ¢y—1)?
O_QZZ[ t T_ltl ]

t=2

Observacion 2.10 El EMV condicional es el promedio de los residuales al cuadrado
del estimador MCO de regresion.

2.10. Funcién de verosimilitud para un proceso gaussiano
AR(p)

Consideremos el proceso autorregresivo AR(p), Vi = ¢+ ¢1Yi—1 + ¢2Yio+ ... +
OpYi—p + Zt, con {Z;} ~iid N(0,02). Supéngase que se tiene una muestra de ta-
maifio 7" para un proceso de AR(p) y que las primeras p observaciones de la muestra
{y1,92,...,yp} son colectadas en un vector y, de tamano p x 1 el cual se puede ver
como una realizacién de una variable gaussiana de dimensién p.

Es facil demostrar que la media de este vector es el vector de tamano p X 1, u,, en
el que cada entrada de éste es de la forma

c
l—¢r—p2—...—¢p .
Sea 0%V, la matriz de varianzas y covarianzas de (Y1, Ys,...,Y;), dada por
0 71 Y2 Tp—1
o2V, Moo M )
'7p;1 ’Yp;2 ’7p;3 T 7.0

donde «; es la j— ésima autocovarianza para un proceso AR(p). La densidad de las
primeras p observaciones es entonces N ~ (i, 02Vp). Para el resto de las observacio-
nes en la muestra (yp+1, Yp+2, - - -, Yy ), condicionando las primeras ¢t — 1 observaciones
entonces, la t-ésima observacién es gaussiana con media ¢+ ¢1y4—1 + Payp—2 + ... +
GpYi—p Y Varianza o2. Unicamente las p observaciones més recientes influyen en esta
distribucién, por lo tanto, para t > p,

IV Yico, i Welye—1, Y2, -, 9130) = friyviiy vioovie, WtlYe—1, -« o Yt—p; 0)

1 —(yy — ¢ — g — g e — _)?
_ exp (yt C— P1Yi—1 — P2Yt—2 ¢pyt p)

V2oro? 202
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La funcién de verosimilitud para la muestra completa es

fYTVYT—17YT—27"'7Y1 (yT7 Yr_ 15+ ylaa) = pr,Yp—l,-le (yp7 yp7 tee 7y170)
T

X H Yo Yoo Yoo, WtlYt—1,Y1—2, - -+ Y13 0)
t=p+1

con funcion logaritmo de verosimilitud

T T 1 _
Z() = —5109(27r) — §log(02) + 510g|Vp 4

1 _
- ﬁ(yp - .up)lvp l(yp - “p)
T
(ye — ¢ — pryp—1 — app—2 — ... — Ppiyr—p)? 92.69
-y oo : (2.69)
t=p+1

La expresion (2.68) requiere de vV, 1. Se denota por v¥ al elemento del renglén i y
la columna j de Vp_l, y

i1 pi—j
V(p) =D Okbrrizi— . Okbrri—i|
k=0 k=p+1—j

para 1 <i<j<pycon ¢y=—1][6]

Para maximizar la funciéon logaritmo de verosimilitud exacta para un proceso AR(p),
la expresion (2.10) debe resolverse a través de métodos numéricos, mientras que la
maximizacién de la funcién de verosimilitud de la funcién logaritmo de verosimilitud
condicionada sobre las primeras p observaciones asume la forma simple

10gfy, Y, Vo1 VoY 1Yy Urs Yrors -+ Yp+1Ups Yp—1, - -, 91, 0)

T — T —
=— plog(?w) - plOQ(UQ)

2 2
T 2
(Ye —c— d1ys—1 — P2vt—2 — - . — OpYi—p)
- Z . (2.70)
202
t=p+1

Los valores de ¢, ¢1, ..., ¢, que maximizan (2.70) son aquellos que minimizan
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T
Z (?/t —Cc—Q1Yt—1 — P2Yt—2 — ... — ¢pyt—p)2
202
t=p+1

Asi, la estimacion de los pardmetros de la funcion logaritmo de verosimilitud condi-
cional (2.70) se puede obtener mediante una regresion lineal de y; sobre una constante
v sus p valores de retraso.

Se puede demostrar que la estimaciéon de o2 de la funcién logaritmo de verosimilitud
condicional (2.70) es

T
1 - ~ ~

~2 s B o 2

=, t—Ep—i-l(yt C— P1yt—1 — P2yt—2 — - .. — PpYt—p)

2.11.  Funcién de verosimilitud para un proceso gaus-
siano M A(1)

Considérese un proceso gaussino M A(1),Y; = p+2Z;+0Z;_1, con {Z¢} ~ iid N(0,0?).
Sea @ = (i, 0,02) que denota a los parametros poblacionales a estimar. Si los valores
de Z;_1 fueran conocidos, entonces

—(yt — i — 0Z41)>
fYt|Zt71(yt|Zt—1,0): (yt K t 1) :| ’

exp [ 252

1
2002
Supéngase que Zy = 0, entonces (Y1|Zy = 0) ~ N(u,0?). Dada la observacion yi,
y1 = Z1 — p 'y de nuevo,

1 —(y2 —n—021)
fYQ\YhZo:O(yQ‘ylv Zy = 0,0) = \/Wexp I: 202 )

y como Zp es conocido, entonces Zy se puede estimar como
Zy=1ys—pu—02 -

Procediendo de manera similar, partiendo de la suposicién Zg = 0, se puede calcular
la sucesion completa {Z1,Zs,...,Zp} a partir de los valores {y1,y2,...,yr} por
iteracion sobre

Zy=y—pu—0Z_1, para t=0,1,...,T -

Asi la funcion de densidad condicional de la t—ésima observacion estd dada por

fYt|Yt—1,Yt—27--~7Y1,Zo=0(yt’yt—1? Y1, 20 =0; 0) =
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De forma que, la funcién de verosimilitud estaria dada por el producto de las fun-
ciones anteriores de densidad individuales, esto es,

quYzfl,Y15727--~7Y1\Zo=0(yt7yt—l? 1|20 =0;0) =
T

Fiize=011Z0 = 0:0) T T Frapvi s i vt z0=0 (il Y1, - 91, Zo = 06) -
t=2

Con logaritmo de verosimilitdud condicional

T
2(0) = —glog(Qﬂ) _ glog(GQ) Sy 2 (2.71)

2.12. Funcién de verosimilitud para un proceso gaussiano
M A(q)

Considérese un proceso gaussino MA(q), Vi = p+ Z +61Zi—1 + ... + 0,244 con
{Z:} ~iid N(0,0%). Sea 8 = (u,01,...,0,,0%) que denota a los pardmetros pobla-
cionales a estimar.

Una forma de aproximar la funcién de verosimilitud condicional, es suponer que
Zy=Z_1 =...=Z_g41 =0y considérese el vector €9 = (Zo,Z_1,...,Z_¢11).
Realizando un proceso similar al calculo de la funcién de maxima verosimilitud de
un proceso gaussiano M A(1), se puede demostrar que

T
T T Z?
Z0) = —§log(27r) - §log(a2) - E T‘tz : (2.72)
t=1

Observacion 2.11 La expresion (2.72), es 4til siempre que todos los valores de z
para los cuales 1 + 012 + ...+ 0424 = 0 estén fuera del circulo unitario.

2.13. Funcién de verosimilitud para un proceso
ARMA(p, q)

Un proceso gaussiano ARM A(p, q), toma la forma V; = c+ ¢1Yi—1 + ¢2Yio+ ...+
OpYip+ 21+ 01211+ 02219+ ...+ 0,7, donde Z; ~ iid N(0,0?). El objetivo
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es estimar el vector de parametros 8 = (¢, ¢1, ¢2,...,¢q,01,02,...,60,)".

Una aproximacién comin a la funcién de verosimilitud de un proceso ARM A(p, q)

es condicionar y's y Z’s. Tomando los valores iniciales para yo = (Yo, Y1, -- -, Yp+1) ¥
20 = (Zo,Z-1,...,Z_q41) como valores dados, la sucesion {Z1, Z, ..., Zr} se puede
calcular de {y1,¥2,...,y,} por iteracién sobre
Zi =Y —C— P1Ye—1 — P2Yt—2 — - .. — OpYi—p
— L1 — 027 9 — ... — Hth,q, t=1,2,...,T.

La funcién logaritmo de verosimilitud condicional se puede expresar como

g(o) = longT,YT_h...,Yl\yo,zO (yT7 Yr_1s--- 7y1‘y07z070)
T

T T , 7Z?
En [6], se recomienda elegir Z, = Z, 1 = ... = Zy_44+1 = 0 y considerar los p valores
actuales de y, esto es y1, %2, ..., Yp, asi la funcién de verosimilitud calculada es

logf(yTvyT_la" . 7yp+l‘yp7yp—l>' . 'ayl)Zp = Ovzp—l = Oa’ . 'aZp—Q‘i‘l = 0)
T

T-p T—p, . z

= log(2m) — 5 log(c®) — Z %97
t=p+1

Como en el caso de los procesos de medias méviles, estas aproximaciones deben
ser utilizada siempre y cuando los valores de Z satisfagan que las soluciones de
14+6,Z+60:,2%+ ...+ 0,29 = 0 y estén fuera del circulo unitario.

2.14. Ejemplos de procesos estacionales

Dada una serie estacional no estacionaria con n observaciones 41,2, . - -, Yn, S€ pre-
sentan a continuacién tres transformaciones que se pueden realizar para transformar
la serie de tiempo en una serie de tiempo estacional y estacionaria.

Primeros valores diferenciados regulares. La transformacion

Yl =Yt — Yi—1,
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produce los primeros valores diferenciados regulares, se utiliza la palabra regular para
distinguir estas diferencias de los valores obtenidos por primera diferencia estacional.

Primeros valores diferenciados estacionales. Se denota por L el ntimero de
estaciones en un ano (L = 12 para datos mensuales, L = 52 para datos semanales,
etc.). La transformacion

y;fk =Yt — Yt—L ,

genera los primeros valores diferenciados estacionales.

Los primeros valores diferenciados regulares y los primeros valores dife-
renciados estacionales se generan con la transformacion

Y = (Wt — Y1) — -1 — Ye—1-1)
=Yt — Y1~ Yt—L t Yt—1-1 -

Para determinar si una transformacién particular es adecuada, se examina el com-
portamiento de la FAM y FAMP de los valores y;, y; 1, - - -, ¥, que produce la trans-
formacién en el nivel no estacional y en el nivel estacional.

2.14.1. Procesos de promedios méviles estacionales de orden ()

El modelo
Xe=0+2Zi — 0124 — 0207t 21, — ... — 0Q,.2:—QL

se denomina modelo de promedio moévil estacional de orden Q.

2.14.2. Procesos autorregresivos estacionales de orden P

El modelo
Xe=0+Zi + 1,0 X1 — o2, 1. Xt—or, + ...+ 0P Xs—pL
se llama modelo autorregresivo estacional de orden P.

Debido a que la FAM y la FAMP de los valores y;, 5, 1, - - - , Yy, estacionarios estacio-
nales de la serie de tiempo manifiestan con frecuencia un comportamiento tanto en
el nivel no estacional como en el nivel estacional, se recomienda el siguiente proce-
dimiento de tres pasos para identificar, en forma tentativa, un modelo que describa
estos valores.

A continuacién se presenta el procedimiento para ajustar modelos SARIM A.
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1. Analizar de la FAM y FAMP en el nivel no estacional para identificar en forma
tentativa, un modelo no estacional que describa los valores de la serie de tiempo.

2. Utilizar el comportamiento de la FAM y FAMP en el nivel estacional para
identificar en forma tentativa, un modelo estacional que describa los valores de
la serie de tiempo.

3. Combinar los modelos obtenidos en los dos pasos anteriores para llegar a un
modelo global identificado tentativamente.

Si Los datos son

estacionales

A\ 4

Eliminar la estacionalidad de los

datos utilizando alguna trans-
formacion

Realizar alguna transformacion
| de los datos para lograr
estacionaridad en estos

Los datos son
estacionarios

Determinar el modelos ARMA
0 SARIMA por medio del comporta-
mignto de a FAM y la FAVIP

Figura 2.3: Diagrama de flujo



CAPITULO 3

Redes Neuronales

Las redes neuronales artificiales (RNA) se basan en el comportamiento y funcion del
cerebro humano, en particular del sistema nervioso, el cual estd compuesto por redes
de neuronas biolégicas que poseen bajas capacidades de procesamiento, sin embargo,
toda su capacidad cognitiva se sustenta en la conectividad de éstas.

La unidad de una red neuronal artificial es un procesador elemental llamado neurona
que posee la capacidad limitada de calcular, en general, una suma ponderada de sus
entradas y luego le aplica una funcion de activacion para obtener una senal que seréd
transmitida a la proxima neurona. Estas neuronas artificiales se agrupan en capas
o niveles y poseen un alto grado de conectividad entre ellas, conectividad que es
ponderada por los pesos. A través de un algoritmo de aprendizaje supervisado o no
supervisado, las RNA ajustan su arquitectura y parametros de manera que puedan
minimizar alguna funcién de error que indique el grado de ajuste a los datos y la
capacidad de generalizacion de las RNA.

Antecedentes de las redes neuronales

Los primeros tedricos que concibieron los fundamentos de la computacién neuronal
fueron Warren McCulloch, un neurofisi6logo, y Walter Pitts, un matemaético, quie-
nes, en 1943, lanzaron una teoria acerca de la forma de trabajar de las neuronas (Un
Calculo Logico de la Inminente Idea de la Actividad Nerviosa). Ellos modelaron una
red neuronal simple mediante circuitos eléctricos |7].

En 1949 Donald Hebb, fue el primero en explicar los procesos del aprendizaje (que

61
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es el elemento bésico de la inteligencia humana) desde un punto de vista psicologico,
desarrollando una regla de como el aprendizaje ocurrfa. En 1957, Frank Rosenblatt,
comenz6 el desarrollo del Perceptron. Esta es la red neuronal més antigua; utilizan-
dose hoy en dia para aplicacion como identificador de patrones |7].

Para 1969, Marvin Minsky y Seymour Papert probaron (matematicamente) que el
perceptréon no era capaz de resolver problemas relativamente faciles, tales como el
aprendizaje de una funcién no lineal lo que llevé a demostrar que el perceptrén era
muy débil, dado que las funciones no-lineales son extensamente empleadas en compu-
tacion y en los problemas del mundo real. Para 1985, comienza el renacimiento de
las redes neuronales con la publicacion del libro: Computaciéon neuronal de decisio-
nes en problemas de optimizacién por John Hopfield, y en 1986, David Rumelhart
vy G. Hinton, redescubrieron el algoritmo de aprendizaje de propagacion hacia atrés
(back-propagation)|7].

A partir de 1986, el panorama fue alentador con respecto a las investigaciones y
el desarrollo de las redes neuronales. En la actualidad, son numerosos los trabajos
que se realizan y publican entorno a las redes neuronales pues son un método para
resolver problemas, de forma individual o combinadas con otros métodos, para aque-
llas tareas de clasificacion, identificacion, diagnéstico, optimizacién o prediccidén en
las que el balance datos/conocimiento se inclina hacia los datos y donde, adicional-
mente, puede haber la necesidad de aprendizaje en tiempo de ejecucién y de cierta
tolerancia a fallos. En estos casos las RNA se adaptan dindmicamente reajustando
constantemente los pesos de sus interconexiones [7].

3.1. Definiciones basicas de redes neuronales

Desde el punto de vista biolégico, las redes neuronales son el principal elemento del
Sistema Nervioso y estdn compuestas por un gran ntmero de elementos llamados
neuronas. Una neurona es una célula compuesta por un cuerpo o soma, un nimero
de extensiones llamadas dendritas, que sirven de entradas, y una larga extensién
llamada axén que acttia como salida. La sinapsis conecta el axén de una neurona
a las dendritas de las otras neuronas. Las neuronas estan dispuestas en capas. En
general, las neuronas de una capa reciben entradas desde otra capa y envian sus
salidas a neuronas de una tercera. Dependiendo de la aplicacién también es posible
que las neuronas de una capa reciban entradas y provean salidas a neuronas de la
misma capa (Figura 3.1).
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Sinapsis Sinapsis

- Sinapsis Dendritas

Dendritas

Sinaps{. \ f \b

Figura 3.1: Esquema de una red neuronal biolégica

3.2. Redes neuronales artificiales

Una neurona es una unidad de procesamiento de informacién para el funcionamiento
de una red neuronal. En un modelo de redes neuronales se pueden identificar tres
elementos basicos

1. Un conjunto de sinapsis o enlaces de conexién, cada uno de los cuales es carac-
terizado por un peso. Especificamente una senial z; en la entrada de sinapsis j
conectada a la neurona k es multiplicada por el peso sinaptico wy; .

2. Un sumador para agregar las senales de entrada ponderado por las respectivas
sinapsis de la neurona (las operaciones descritas aqui constituyen una combi-
nacion lineal).

3. Una funcién de activacién para limitar la amplitud de la salida de una neurona
(Figura 3.2).

Sesgo
by

Funcis
O / b
Sefiales de i i
NET Salida
entrada . Wy, Z @ (X )H Y,

Pesos
sinapticos

Suma ponderada
de las entradas
de lared

Figura 3.2: Esquema de una red neuronal artificial

En términos matematicos se puede describir una neurona k mediante el siguiente par
de elementos
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m
U = Zwkja:j y (3.1)
J=1

Yk = plug +by) , (3.2)

donde x1, z2, . .., x,, son las senales de entrada, wgy, Wi, - * , Wi SoN 10s pesos sindp-
ticos de la neurona k, u; es la salida de la combinacién lineal debido a las senales de
entrada, by, es el sesgo, ¢(+) es la funcion de activacion y yi es la salida de activacion
de la neurona. El uso de la ganancia by, tiene el efecto de aplicar una transformacién
afin a la salida uy de la combinacion lineal del modelo mostrado en la Figura 3.2, el
cual es llamado entrada neta de la red y esta dada por

nety = up + by - (3.3)

En particular, dependiendo si el sesgo by es positivo o negativo, la relacién entre
el campo inducido local o el potencial de activacion y, de la neurona k y de la
combinacion lineal de la salida wu; es modificado en la forma que se ilustra en la
Figura 3.3.

Yk
b>0
b,=0
s
7/
/
7
//
7/ bk<0
s/
7
s/
/
710 u
// k
7
/
s
s/
7
s
7

Figura 3.3: Transformacién afin producida por la presencia del sesgo

3.3. Tipos de funcién de activacién

La funcién de activacion, denotada por ¢(net), define la salida de una neurona en
términos del campo local inducido net. A continuacion se presentan tres tipos de
funciones de activacion basicas.
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Funcién umbral. Este tipo de funcién estd definida por

1, si net>0,

(net) = (3.4)
0, si net<O -

Funcién lineal a trozos,

0, si net < —% ,
p(net) =< met+3 , si —i<net<i, (3.5)
1, si net > % .

Funcién sigmoidal. Este tipo de funcién es la mas usada en la construccion de redes
neuronales artificiales. Un ejemplo de la funcién sigmoidal es la funcién logistica la
cual se define como

1

plnet) = oo nel) (3.6)

donde a es el pardmetro de la pendiente de la funcién sigmoidal.

97(net) g’(net)
2

0.5

- . - 2
-4 2 0 2 4 net net
a) b)

net

Figura 3.4: Funciones de activacién: a) Funcién umbral, b) Funcién lineal a trozos, c)
Funcién logistica
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3.4. Redes neuronales vistas como grafos dirigidos

Un grafo dirigido es una red de enlaces dirigidos que son interconectados en ciertos
puntos llamados nodos. Un nodo j se encuentra asociado a otro nodo con senal x; .
Un enlace dirigido se origina en el nodo j y termina en el nodo k; tiene una funcién
de transferencia asociada que especifica la forma en que la sefial y; en el nodo k
depende de la sefial z; en el nodo j. Las senales de flujo de la red en todas las partes
del grafo estan indicadas por tres reglas:

1. Una senal fluye a lo largo de un enlace sé6lo en la direccién definida por una
flecha en el enlace (Figura 3.5 incisos (a) y (b)).

2. La senal de un nodo es igual a la suma algebraica de todas las seniales que
entran en el nodo pertinente a través de los enlaces entrantes (Figura 3.5 inciso

().

3. Lasenal de un nodo es transmitida a cada enlace de salida de aquel nodo con la
funcion de activacion totalmente independiente de las funciones de activaciéon
de los enlaces salientes (Figura 3.5 inciso (d)).

(’)I\'j- (/)(- )
XJO+Oyk_(:)kj.\f Xj Ye=9(%))
(a) (b)
A

Figura 3.5: Reglas basicas para la construccién de grafos dirigidos

En base a las reglas anteriores y a la Figura 3.6, se puede definir matematicamente
a una red neuronal como sigue.

Definicion 3.1 Una red neuronal es un grafo con nodos dirigidos con interconezio-
nes sindpticas, enlaces de activacion y se encuentra caracterizada por las siguientes
cuatro propiedades
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1. Cada neurona es representada por un conjunto de enlaces sindpticos lineales, un
sesgo aplicado externamente y posiblemente un enlace de activacion no lineal.
El sesgo es representado por un enlace sindptico conectado a una entrada fija
en +1.

2. Los enlaces sindpticos de una neurona pondera sus respectivas senales de en-
trada.

8. La suma ponderada de las senales de entrada define el campo local inducido de
la neurona en cuestion.

4. El enlace de activacion transforma el campo local de una presentacion de la
neurona para producir unae salida.

Xo = +1
X1
Wi, = by
(,L)k1
wie. Ve (p(l k)
X2o = oYk
: wkm
.
xm

Figura 3.6: Grafico de flujo de sefial de una neurona

3.5. Arquitectura de una red neuronal

La forma en que las neuronas de una red neuronal son estructuradas esta intimamente
ligada con el algoritmo de aprendizaje utilizado para entrenar la red. En general, se
pueden identificar tres tipos de arquitecturas de redes neuronales.

3.5.1. Red de alimentacién directa de una sola capa

En una red neuronal en capas las neuronas estan organizadas en forma de capas. En
la forma maés simple de una red en capas, tenemos una capa de entrada de nodos de
origen que se proyecta sobre una capa de salida de las neuronas (nodos de célculo),
pero no viceversa (Figura 3.7).
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© \_/
Capa de entrada Capa de salida
de nodos de origen de las neuronas

Figura 3.7: Representacién grafica de una red de una sola capa

3.5.2. Red de alimentaciéon directa multicapa

Este tipo de redes neuronales se distinguen por la presencia de una o méas capas ocul-
tas cuyos nodos de calculo se conocen como neuronas ocultas o unidades ocultas. La
funcién de estas neuronas ocultas es intervenir entre la entrada externa y la salida
de la red de alguna forma util.

La senal de entrada en la capa de entrada de la red proporciona respectivamente
patrones de activacién las cuales constituyen la senal de entrada aplicada a la neu-
rona en la segunda capa (es decir, la primera capa oculta). La senial de salida de la
segunda capa es usada como entrada en la tercer capa y asi sucesivamente para las
demés capas de la red. Las neuronas en cada capa de la red tienen como entrada
la senal procedente de la capa inmediata anterior. Luego, el conjunto de senales de
salida final en la capa oculta de la red lo constituyen las respuestas totales de ac-
tivacion, las cuales fueron proporcionadas por la sefial de entrada en la primera capa.

En la Figura 3.8 se muestra el disefio de una red multicapa para el caso de una capa
oculta. Para abreviar la red de la Figura 3.8, el lector se puede referir a ésta como
una 10 — 4 — 2 red porque tiene 10 nodos de origen, 4 neuronas ocultas y 2 neuronas
de salida.

3.5.3. Redes recurrentes

Este tipo de red se distingue de las redes con conexién hacia adelante porque existe al
menos un bucle o ciclo de retroalimentacién. Por ejemplo, una red recurrente puede
consistir de una red de una sola capa cuya senal de salida es senal de entrada para
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Capa de entrada Neuronas de la Capa de neuronas
de nodos de origen capa oculta de salida

Figura 3.8: Representaciéon grafica de una red multicapa

las demés neuronas. De manera general este tipo de red es aquella cuya senal de
entrada es también de salida para la red (ver Figura 3.9).

3.6. Representacion del conocimiento de una red neuro-
nal
Definicion 3.2 Se entiende por conocimiento de una red a la informacidn histdrica

o modelos usados por una persona o mdquina para interpretar, predecir y responder
apropiadamente al mundo exterior.

La representacion del conocimiento de una red neuronal es complicada, sin embargo,
existen cuatro reglas generales:

1. Entradas similares de clases iguales deben producir representaciones semejantes
dentro de la red neuronal y por lo tanto, deben representarse como pertene-
cientes de la misma categorifa. Dos medidas con las que se puede determinar la
similaridad entre entradas son:

a) Distancia euclidiana. Sea z; un vector de tamano m x 1

T; = [561'1,5612,"' ,mim]/ :
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=] Operadores de la
Y| 1""“ unidad de retraso

Figura 3.9: Red neuronal recurrente sin bucles de autoalimentacién y sin neuronas

ocultas

La distancia euclidiana entre dos vectores de tamano m x 1, z;, x; se define
por

m 1/2
d(xi,x5) = ||z — 5] = | ) (wa — 21)° ; (3.7)
k=1

donde x;, y 2 son los elementos k—ésimos de los vectores x; y ; res-
pectivamente. Asi mientras mas pequena sea la distancia euclidiana entre
estos elementos mayor seré la similitud entre éstos.

Producto interior. Dados dos vectores de tamano m x 1, z;, x;, se define
su producto interior como

((L‘i,iL‘j) = Zl'ik$jk : (3.8)
k=1

Asi, mientras mas grande sea el producto interior de estos vectores mayor seréd
la similaridad entre z; y x;.

2. Articulos que sean clasificados como clases separadas deben tener diferentes
representaciones en la red.
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3. Si alguna caracteristica es importante, entonces debe haber un gran ntmero
de neuronas implicadas en la representaciéon de esa caracteristica en la red
neuronal.

4. Estipular la informaciéon previa y las variaciones, deben ser incorporadas en el
diseno, para no tener que incorporarlas en su proceso de aprendizaje.

3.7. Procesos de aprendizaje de una red neuronal

Dentro del contexto de redes neuronales, se puede definir el aprendizaje como sigue.

Definicion 3.3 El aprendizaje es un proceso por el cual los pardmetros libres de
una red neuronal son adaptados a través de un proceso de simulacion.

El tipo de aprendizaje estd determinado por la manera en que los cambios de los
parametros libres tienen lugar. El conjunto de reglas bien definidas para la solucién
de un problema de aprendizaje es llamado algoritmo de aprendizaje.

A continuacién se describen de manera general algunos procesos de aprendizaje para
redes neuronales.

3.7.1. Aprendizaje error-correcciéon

Considérese el caso de una neurona k constituida por el Gnico nodo computacional
en la capa de salida de una red como en la Figura 3.10. La neurona k es impulsada
por un vector £(n) producido por una o mas capas de neuronas ocultas las cuales son
a su vez impulsadas por un vector de entrada aplicado a los nodos de origen de la
red neuronal. El argumento n denota tiempo discreto, es decir; el tiempo de paso de
un proceso iterativo que participa en el ajuste de los pesos sinépticos de la neurona k.

La sefial de salida de una neurona yi(n) se compara con una respuesta deseada o
salida destino di(n). Una senal de error egx(n) = d, (k) —yn(k), acciona un mecanismo
de control, su propésito es la aplicacién de una secuencia de ajustes correctivos los
cuales estan diseniados para hacer que la senal de salida yy(n) se acerque a la respuesta
deseada dg(n) paso a paso. Este objetivo se consigue minimizando la funcion de costo

1
£(n) = serln) | (3.9)
donde &(n) es un valor instantaneo del error de energia. El ajuste de los pesos
sindpticos de la neurona k, realizado paso a paso, se continia hasta que el sistema
alcanza un estado de equilibrio. En particular la minimizacion de la funcion &(n)
lleva a aplicar una regla de aprendizaje conocida como Regla Delta [12].
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Vector de II> g::az ?eés % Salida de
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Figura 3.10: Representaciéon grafica del aprendizaje de error-correccién

3.8. Aprendizaje basado en memoria

En el aprendizaje basado en memoria, las experiencias pasadas se almacenan de
forma explicita en un gran insumo de entrada-salida correctamente clasificado, por
ejemplo: {(z;, di)}i]\i1 donde x; denota un vector de entrada y d; la correspondiente
respuesta deseada. Sin pérdida de generalidad, se restringen las respuestas deseadas
a un escalar.

Cuando se requiere la clasificacion de un nuevo vector Ziest, €l algoritmo responde
retrocediendo y analizando el tratamiento de los datos en una vecindad local de &
(Figura 3.11). Todos los algoritmos basados en memoria, involucran dos cosas:

1. Criterio utilizado para definir la vecindad local del vector Zies:.

2. Una regla de aprendizaje utilizada para entrenar ejemplos en la vecindad local
de Tiest-

Los algoritmos difieren unos de otros en la forma en que éstos dos ingredientes se
definen. Una forma simple pero eficaz del aprendizaje basado en memoria se conoce
como la regla del vecino mas cercano. Se define una vecindad local como el ejemplo
de entrenamiento que se encuentra en la vecindad inmediata del vector xiest.
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En particular se dice que el vector

mI]V € {m17m27'” 7$N} 5 (310)

es la vecindad mas cercana de Zjes Si

minid(mi,mtest) = d(:l:'N,mtest) y (311)
donde d(z;, Ztest) es la distancia euclideana entre los vectores &; y @test-

00
00, 00
/,;-~~\ 000 0
K o0
1 \\ 0
I 1
\
1\ od /,
Valor/\\% ,/
atipico 111\\ -1

e

1
1111
1

-

Figura 3.11: Representaciéon grafica del aprendizaje basado en memoria

3.8.1. Aprendizaje Hebbiano

Esta regla de aprendizaje es la méas antigua y la més utilizada de todas las reglas de
aprendizaje y estd basada en las siguientes dos partes:

1. Si dos neuronas en cada lado de una sinapsis (conexion) se activan simultéanea-
mente, entonces la fuerza de sinapsis se incrementa selectivamente.

2. Si dos neuronas en cada lado de una sinapsis se activan de forma asincro-
na, entonces esa sinapsis se debilita o se elimina selectivamente. Una sinapsis,
es llamada una sinapsis Hebbiana siempre que ésta dependa del tiempo, con
un mecanismo local, interactivo y fuerte para aumentar la eficiencia sinpti-
ca como una funcién de la correlaciéon entre las actividades presinapticas y
postsinapticas.

En términos matematicos consideremos un peso sindptico wj; de una neurona k
con senales presindpticas y postsindpticas denotada por x; y yj respectivamente. El
ajuste aplicado al peso sindptico wj, en el instante n se expresa en forma general
como

Awygj(n) = F(z;(n), yx(n)), (3.12)
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donde F(-,-) es una funcion de la senal presinaptica y postsindptica. Las senales
zj(n) y yr(n) se tratan algunas veces sin dimensiones.

La expresion (3.12), admite muchas formas las cuales se clasifican como Hebbianas
(Ver [12]).

3.8.2. Aprendizaje competitivo

En este tipo de aprendizaje, las neuronas de salida de una red neuronal compiten
entre éllas para llegar a estar activas. Mientras que en una red neuronal basada en
el aprendizaje Hebbiano muchas neuronas de salida pueden estar activas simulta-
neamente, en el aprendizaje competitivo sélo una neurona de salida estd activa en
cualquier instante. Esta caracteristica hace que el aprendizaje competitivo sea muy
adecuado para descubrir caracteristicas estadisticamente sobresalientes que se pue-
den utilizar para clasificar un conjunto de patrones de entrada.

Elementos basicos de la regla del aprendizaje competitivo:

1. Un conjunto de neuronas que sean todas iguales a excepcién de algunos pesos
sindpticos distribuidos al azar, vy respondan de manera diferente a un determi-
nado conjunto de patrones de entrada.

2. Un limite impuesto a la fuerza de cada neurona.

3. Un mecanismo que permita a las neuronas competir por el derecho a responder
a un subconjunto de entradas dado, de tal forma que inicamente una neurona
de salida o solamente una neurona por grupo, esti activa en cada instante.

Para una neurona k activa, su campo local es inducido por vy y éste, debe ser el méas
grande que cualquier otra neurona, para un patron de entrada x especificado. A la
senal de salida y; de la neurona ganadora k se le asigna el valor 1. A las sefiales de
salida de todas las neuronas que perdieron la competencia le es asignado el valor de
cero. Asi se tiene:

1, si v >v; Vg, j#FE
Yk =
0, en otro caso -

Aqui se entiende como campo local inducido a un conjunto de acciones combinadas
del avance y retroalimentacién de todas las entradas a la neurona k.

Sea wy; el peso sinéptico de la conexién del nodo j ala neurona k. Supéngase que cada
neurona tiene asignada una cantidad fija de pesos sindpticos, el cual es distribuido
entre sus nodos de entrada como
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Zwk]— =1, para todo k - (3.13)
J

Asi una neurona aprende por el intercambio de pesos sindpticos de sus nodos de
entrada inactivos a sus nodos de entrada activos. Si una neurona no responde a un
patrén de entrada en particular no hay aprendizaje en esa neurona.

Si una neurona en particular gana la competencia, cada nodo de entrada de esa
neurona renuncia a una parte de sus pesos sinapticos, para ser distribuido en partes
iguales entre todos los nodos de entrada activos. De acuerdo a la regla de aprendizaje
competitivo, el cambio Awy; aplicado al peso sindptico wy; es definido por

n(xj —wkj) , silaneurona k gana la competencia |,
Awyj = (3.14)
0, si la neurona k pierde la competencia -

Donde 7 es el parametro de tasa de aprendizaje. Esta regla de aprendizaje tiene el
efecto global de mover el vector de peso sindptico wy, de la neurona ganadora k hacia
el patréon de entrada z.

3.9. Perceptrones de una sola capa

El perceptrén es la forma mas simple de una red neuronal la cual es utilizada para
la clasificacién de patrones que se dicen linealmente separables. De manera general,
el perceptron consiste de una neurona con pesos sindpticos, un sesgo y una funcién
umbral. En esta seccién, se describe el modelo de perceptron y el teorema de con-
vergencia del perceptron.

El perceptrén de una sola capa, produce una salida igual a 41 si la entrada de
la funcién umbral es positiva y —1 si es negativa. Considérese la senal de flujo de
la Figura 3.12, se denota por wi,wa,...,wy a los pesos sindpticos del perceptroén,
x1,%2,...,Tym denotan las entradas aplicadas al perceptrén y b el sesgo aplicado.
Del modelo, se observa que la entrada de la funcién umbral también conocida como
campo local inducido de la neurona es

m
v= Zwixi +b - (3.15)
i=1
El objetivo del perceptrén es clasificar correctamente el conjunto x1,xa,..., T, en

dos clases €1 o %>, la regla de decisién para esta clasificaciéon es asignar los puntos
representados por x1,x2, ..., Ty a las clases € si la salidan del perceptrén es +1 y
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Entrada, _
fia Y0~

Funcién
umbral

Entradas <

Combinacion
lineal

Figura 3.12: Representacién grafica de un perceptrén

a la clase %> si la salida del perceptron es —1. En la forma mas simple, el perceptrén
tiene dos regiones de decision separadas por el hiperplano definido por

> wii+b=0 - (3.16)
=1

La Figura 3.13, ilustra una region de decision para el caso de dos variables de entrada
x1, To, para las cuales la frontera de decisién toma la forma de una recta.

Para el caso mas general del perceptrén, los pesos sindpticos wy,ws, - - -, wy, del per-
ceptron se pueden adaptar en una base iteracion por iteracién, por medio de la regla
de aprendizaje de error-correccién, conocida como Algoritmo de convergencia
del perceptron.

Para derivar el algoritmo de aprendizaje de error-correccién para el perceptron, se
considera trabajar con una modificacién del perceptron de la Figura 3.12, la cual se
muestra en la Figrua 3.14.

En esta modificacion, el sesgo es tratado como un peso sindptico estipulado por
una entrada fija igual a +1, asi, se puede definir el vector de entrada de tamaitio
((m+1) x 1), ze(n) = (1,21(n),x2(n),...,zm(n)), donde n denota la iteracién en
la aplicacion del algoritmo, de igual forma se define el vector de tamano ((m+1) x 1)
de pesos sinapticos wx(n) = (b,wi(n),wa(n),...,wmn(n))".

Para el perceptron, las dos clases deben ser linealmente separables, ésto significa que
los patrones deben ser suficientemente separados unos de otros para asegurar que
la regién de decisiéon consista de un hiperplano, para el caso de dos dimensiones, lo
anterior se muestra en la Figura 3.15.
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Clase

%

Clase
=
G,

Frontera de decision
Wy + W, + b =0

Figura 3.13: Regla de decisién para un perceptrén con dos entradas z1, T2

—

X0

X, Sesgo, b
N o)
O (o]
Entradas — Funcioén Saliday
umbral
X

Figura 3.14: Representacién grafica del perceptrén equivalente a la Figura 3.12

Frontera de
/ decision

b)

Figura 3.15: Regla de clasificacién. a) Clases linealmente separables, b) Clases no
linealmente separables

Supongase que las variables de entrada del perceptrén provienen de dos clases lineal-
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mente separables. Sea .77 el subconjunto de vectores x1(1),22(2), ..., que pertenecen
a la clase €1, y 74, el subconjunto de vectores £1(1),22(2),..., que pertenecen a la
clase 65.

Dados los subconjuntos de vectores 54 y 23, para clasificar el proceso de tratamien-
to, se debe ajustar del vector de peso w de tal forma que las clases %1, y %2 sean
linealmente separables, esto es, existe un vector de peso w tal que

w,'z > 0; para cada vector de entrada que pertecene a la clase %).

w,’z < 0;para cada vector de entrada que pertecene a la clase %5. (3.17)

Dados los subconjuntos de vectores de tratamiento 4 y 4%, el problema ele-
mental del perceptrén es encontrar un vector de peso w tal que las dos desigualdades
en (3.17) se satisfagan.

El algoritmo para adaptar el vector de peso se puede formular como sigue:

1. Si el n—ésimo miembro del conjunto de tratamiento, 2(n), es correctamente
clasificado por el vector de peso w(n) calculado en la n—ésima iteracion del
algoritmo, no se realiza ninguna correccién al vector de peso del perceptron,
esto es:

wi(n + 1) =ws(n) si wiz(n) >0 y z(n) € €,
we(n+1) =ws(n) si wiz(n) <0 y z(n) €6 - (3.18)

2. En otro caso, el vector de peso del perceptrén se actualiza de acuerdo con la
regla:

We(n +1) =ws(n) —n(n)z(n) si wix(n) >0 y x(n) €% ,
We(n +1) =ws(n) +n(n)xz(n) si wix(n) <0 y z(n) €€ , (3.19)

donde la tasa del parametro de aprendizaje n(n) controla el ajuste aplicado al
vector de peso en la iteracién n.

3.10. Perceptrén multicapa

Una red multicapa de alimentaciéon hacia adelante consiste de un conjunto de uni-
dades sensoriales 0 nodos de origen que constituyen la capa de entrada, una o més
capas ocultas de nodos de célculo y una capa de salida de nodos de céalculo. La senial
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de entrada se propaga a través de la red, en direccién hacia adelante capa por capa.
Para resolver problemas con esta herramienta se utiliza el algoritmo back-propagation
el cual estd basado en la regla de aprendizaje de error correccién.

Un perceptrén multicapa se distingue por tres caracteristicas:

1. El modelo de cada neurona en la red incluye una funcion de activacion no lineal
diferenciable en cualquier punto.

2. La red contiene una o més capas ocultas de neuronas que no son parte de la
entrada o salida de la red. Estas neuronas ocultas permiten a la red apren-
der tareas complejas por extraccién progresiva de hechos significativos de los
patrones de entrada (vectores).

3. La red muestra un alto grado de conectividad determinada por la sinapsis
de la red. Un cambio en la conectividad de la red requiere un cambio en las
conexiones sinipticas o los pesos de la poblacién.

Se considera una red completamente conectada siempre que una neurona en cual-
quier capa de la red esté conectada a todos los nodos o neuronas de la capa anterior,
como se muestra en la Figura 3.16.

Sefales de
—_—

Sefales de salida

=
entrada

-

Capa de Primer capa Segunda capa
entrada oculta oculta

Figura 3.16: Red completamente conectada

De la Figura 3.16, se pueden identificar dos tipos de senales:

1. Senal de entrada. Una senal de entrada comienza en el extremo de la entrada
de la red, se propaga hacia adelante neurona por neurona a través de la red y
emerge en el extremo de la salida de la red como una senal de salida.

2. Senal de error. Se origina en la salida de una neurona de la red y se propaga
hacia atrés capa por capa a través de la red.
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Las neuronas de salida o nodos de calculo constituyen las capas de salida de la red.
El resto de las neuronas (también nodos de calculo), constituyen capas ocultas de
la red. Asi, las unidades ocultas no son parte de la salida o entrada de la red (de
aqui su designacion como oculta). Cada neurona oculta o de salida de un perceptron
multicapa esté designado a desarrollar dos célculos:

1.

Fl calculo de la senal de entrada apareciendo en la salida de una neurona, el
cuél se expresa como una funcién continua no lineal de la senal de entrada y
los pesos sindpticos asociados con esa neurona.

. El calculo de una estimaciéon de un vector gradiente el cual es requerido para

el paso hacia atras a través de la red.

Para describir el algoritmo back-propagation, se hace uso de la siguiente notaciéon:

Los indices i, j y k, referiran diferentes neuronas en la red, con senales de
propagacion a través de la red de izquierda a derecha. Asi la neurona j, se
encuentra en una capa a la derecha de la neurona ¢ y a la izquierda de la
neurona k, cuando la neurona j es una unidad oculta.

En la iteracién n, el n—ésimo patrén de tratamiento se presenta a la red.

El simbolo &(n) se refiere a la suma instantanea del cuadrado de los errores en
la iteracion n. El promedio de &(n) sobre todos los valores de n, es el promedio
del cuadrado de los errores y se denota por &g,.

El simbolo e;(n) se refiere a la sefial de error en la salida de la neurona j en la
iteracion n.

El simbolo d;(n) se refiere a la respuesta deseada de la neurona j y se usa para
calcular e;.

El simbolo y;(n) se refiere a la sefial de entrada que aparece en la salida de la
neurona j en la iteracién n.

El simbolo wj;(n) denota la conexion del peso sindptico a la salida de la neurona
1 a la entrada de la neurona j en la iteracién n. La correccién aplicada a este
peso en la iteracién n se denota por Awj;(n).

El campo local inducido (suma ponderada de los pesos sinapticos de todas las
entradas sinapticas mas un sesgo) de la neurona j en la iteracién n, se denota
por v;(n); este campo constituye la sefial aplicada a la funcién de activacion
asociada con la neurona j.

La funcién de activaciéon que describe la relacién funcional de entrada-salida
de la no linealidad asociada con le neurona j se denota por ¢;(-).
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= El sesgo aplicado a la neurona j se denota por b;. Este efecto esta representado
por un peso sindptico w;o = b; conectado a una entrada fija igual a +1.

» El i—ésimo elemento del vector de entrada se denota por x;(n).
» El k—ésimo elemento del vector completo de salida se denota por og(n).
= El parametro de la tasa de aprendizaje es denotado por 7.

= El simbolo m; denota el tamaino en la capa ! del perceptrén multicapa: [ =
0,1,...,L. Donde L es la profundidad de la red. Asi, mgy denota el tamatio de
la capa de entrada, m; denota el tamano de la primer capa oculta y my, denota
el tamano de la capa de salida.

3.11. Algoritmo Back-propagation

La senal de error en la salida de la neurona j en la iteracién n estd definida por

ej(n) =d;j(n) — y;j(n),donde la neurona j es de salida. (3.20)

Se define el error energético para la neurona j como +e?(n). Respectivamente, &(n)

27
denota el error energético total y se define por

Em) =23 e2(n) - (3.21)

jec

Donde C' es el conjunto que incluye a todas las neuronas en la capa de salida de la
red. Sea N el total de patrones contenidos en el conjunto de tratamiento. El promedio
de los cuadrados de los errores energéticos se obtiene como

1
b = > &(n) - (3.22)

Observacion 3.1 Obsérvese que &(n) y &gy, dependen de los pardmetros libres de
la red.

Para un conjunto de tratamientos dado, &, representa la funcién de costo como una
medida del rendimiento de aprendizaje, donde el objetivo del proceso de aprendizaje
es ajustar los parametros libres de la red para minimizar &, .

Considérese la Figura 3.17, la cudl describe la neurona j siendo alimentada por un
conjunto de senales de entrada producidas por una capa de neuronas a su izquierda.
El campo local inducido v;(n) producido en la entrada de la funcién de activacion
asociada con la neurona j es



vj(n) = iji<n>yi<n>
i=0

Neurona j

q
OCD
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(3.23)

Figura 3.17: Representacién grafica de una neurona destacando los detalles de la neu-

rona de salida j

Donde m es el total de entradas (excluyendo el sesgo) aplicadas a la neurona j. El
peso sindptico wjg es igual al sesgo b; aplicado a la neurona j. La senal de entrada

yj(n) que aparece en la salida de la neurona j en la iteracién n es

yi(n) = ¢(vj(n)) -

(3.24)

El algoritmo back-propagation, aplica correccién de Awj;(n) al peso sinaptico wj;(n),

6&)]'1' (TL)

el cual es proporcional a , es decir,

0& (n) _ 0&(n) Oej(n) 0y;(n) dv;(n)
dwji(n)  Oej(n) dy;j(n) dvj(n) Ow;i(n)
9p;j(vj(n))

= —ej(n)Wyi(n) :

Asi, la correccion Awj;(n) aplicado a wj; se define por la regla delta

98 (n)

Awji(n) = —n D)

(3.25)

(3.26)
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donde 7 es el pardmetro de la tasa de aprendizaje del algoritmo back-propagation.

La expresion (3.26) se puede representar como

Awji(n) = §;(n)yi(n) ,

donde §;(n) se define como

(3.27)

(3.28)

De las ecuaciones (3.27) y (3.28) el factor clave para el calculo del peso ajustado
Awji(n) es la senial de error e; en la salida de la neurona j. En este caso se pueden

identificar los siguientes casos:

1. La neurona j es un nodo de salida. Cuando la neurona j esta localizada
en una capa de salida de la red, se suple con la respuesta deseada de esta
neurona. Se puede utilizar la ecuacion (3.20) para calcular la senal de error

ej(n) asociada con esta neurona.

2. La neurona j es un nodo oculto. En este caso, la senal de error puede
determinarse de manera recursiva en términos de las senales de error de todas
las neuronas para las cuales la neurona oculta esta conectada de manera directa.
Para describir esto con méas detalle, considérese la Figura 3.18 la cual describe

una neurona j como un nodo oculto de la red.

De acuerdo a la ecuacioén (3.28), se debe redefinir 0;(n) para la neurona oculta

j como

~ y;(n)
0&(n)
Y

Para calcular la derivada parcial 3

de la Figura 3.18 se observa

¢j(vj(n)) -

) S€ procede como sigue:
J

(3.29)

(3.30)
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Neurona j Neurona k

Figura 3.18: Representacién grafica de una neurona destacando los detalles de la neu-
rona k conectada a la neurona oculta j

luego por regla de la cadena

Q

vi(n
yj(n)

0& (n) Zek(n)&ek(n (3.31)
k

ayj (n) - avk (n

Q

de la Figura 3.18 se observa que
ex(n) = di(n) —yr(n) = dp(n) — @) (vi(n)), con k un nodo de salida. (3.32)

Por lo tanto,

)= —¢'(vx(n)) , (3.33)
con
m
ve(n) = wii(n)y;(n) (3.34)
§=0
y m el total de entradas (excluyendo el sesgo) aplicadas a la neurona k.

Observacion 3.2 De nuevo, el peso sindptico wio(n) = bi(n).
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Diferenciando la ecuacion (3.34) se tiene

~—

Ovg(n
9y;(n)

al utilizar las ecuaciones (3.33) y (3.35) en la ecuacion (3.31) se tiene

= wij(n) | (3.35)

o0& (n ,
i) = ~ Kk
= Y ey (n) (3.36)
k

Al utilizar la ecuacion (3.36) en la ecuacion (3.28) se tiene la expresion (3.37),
la cual se conoce como la formula back-propagation para §;(n).

dj(n) = ¢ (vi(n Z(Sk n)wgj(n), con j una neurona oculta. (3.37)

Observacioén 3.3 Observe que ¢);(vj(n)) depende solamente de la funcion de acti-
vacion asociada con la neurona oculta j. El resto de los factores involucrados en la
ecuacion (3.37), depende de los términos dx(n) (el cual requiere del conocimiento de
las seniales de error ex(n) de todas las neuronas que viven en la capa inmediata a la
derecha de la neurona oculta j y que estdn directamente conectados con ella) y de

wr;(n).
Dentro del algoritmo back-propagation se distinguen dos pasos de calculo:
1. Paso hacia adelante. Aqui los pesos sindpticos y las senales de entrada de

la red se calculan neurona por neurona. La senal de entrada que aparece en la
salida de la neurona j se calcula como

yj = p(vi(n)) , (3.38)

donde v;(n) es el campo local inducido de la neurona j definida por
= iji(”)yz‘(”) ) (3.39)
i=0

con m el total de entradas (excluyendo el sesgo) aplicadas a la neurona j, wj;(n)
los pesos sindpticos que conectan la neurona i con la neurona j y y;(n) la sefial
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que aparece en la salida de la neurona 3.

Si j es la primer capa oculta de la red, m = mg y el indice ¢ se refiere a la
i—ésima entrada de la red. Si ésto ocurre, entonces

yi(n) = zi(n) , (3.40)

donde z;(n) es el i—ésimo elemento del vector de entrada. Por otro lado, si la
neurona j es una capa de salida de la red, m = mp y el indice j se refiere a la
j—ésima salida terminal de la red, por lo tanto, se escribe

yj(n) = o0j(n) , (3.41)

donde 0;(n) es el j—ésimo elemento del vector salida, esta salida se compara-
r4 con la respuesta deseada d;(n) para obtener el error e;(n) en la j—ésima
neurona de salida.

2. Paso hacia atras. Este paso empieza en la capa de salida haciendo pasar la
sefial de error hacia la izquierda a través de la red capa por capa y recursi-
vamente calculando el valor de § para cada neurona. Este proceso recursivo,
permite a los pesos sinapticos de la red someterse a cambios de acuerdo con la
regla delta de la ecuacion (3.42).

.. Parametro ) Senal de
Correccion Gradiente
de la tasa entrada de la
de peso | de aprendizaje local neurona j
Awii(n 0i(n
() ; () o)

(3.42)

Para una neurona localizada en la capa de salida, § es igual a la sefial de error
de esta neurona multiplicada por la primer derivada de la funcién no lineal.
Se utiliza la ecuacion (3.42), para calcular los cambios a los pesos de todas las
conexiones de alimentacién en la capa de salida. Dados los § para las neuronas
de la capa de salida, se utiliza le ecuacion (3.41) para calcular los §’s de todas
la neuronas en la pentltima capa y por lo tanto, los cambios de los pesos de
todas las conexiones de alimentacién dentro de ésta. El calculo recursivo se
contintia capa por capa a través de la propagacién de los cambios de todos lo
pesos sindpticos en la red.

El céalculo de § para cada neurona de un perceptron multicapa, requiere el conoci-
miento de la derivada de la funcion de activacion ¢(-). A continuacion se presentan
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dos funciones de activacién no lineales continuamente diferenciables utilizadas fre-
cuentemente en los perceptrones multicapa [12].

1. Funcidn logistica. En su forma més general se define como

_ 1
1+ exp(—avj(n))’

yj(n) = ¢;(vj(n)) a>0, y—oo<wvjn) <oo, (3.43)

donde v;(n) es el campo local inducido de la neurona j. Es sencillo demostrar
que 0 <yj(n) <1y

Op;(vj(n)) _ aexp(—av;(n))
dvj(n) [1 + ezp(—avj(n))]?
= ay;(n)[1 —y;(n)] - (3.44)

Para cada neurona j localizada en la capa de salida, y;(n) = oj(n), por lo que
se puede expresar a d;(n) como

0j(n) = e;(n)¢' (vj(n))
= ald;j(n) — oj(n)]oj(n)[1 — 0j(n)], con j un nodo de salida - (3.45)

Donde oj(n) es la sefial de entrada en la neurona de salida j y d;(n) es la
respuesta deseada para j. Para una neurona oculta arbitraria, J;(n) se expresa
como

8j(n) = ¢'(vj(n)) Y S (n)wy(n)

k
= ay;(n)[1 —y;(n)] Z 0k (n)wy;(n), para j una neurona oculta.
k

(3.46)
2. Funciéon tangente hiperbdlica. Esta funcién es de la forma

yi(n) = ¢;(n) = atanh(bvj(n)) , (3.47)
con a y b constantes positivas. Es sencillo verificar que

P (u5(n) = o~ y(m)la + ys(n)] - (3.48)
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Luego, para una neurona j localizada en la capa de salida se puede expresar a
d;(n) como

dj(n) = ej(n)¢’(vi(n))
b

= - 1d;j(n) — o;(n)lla — 0j(n)][a + 0;(n)] - (3.49)

Para una neurona j en una capa oculta, se tiene que

8j(n) = @' (v5(n)) > 6(n)wr;(n)
k

= g[a —y;(n)][a +y;(n)] Z 8p(n)wgj(n), j es una neurona oculta.

k
(3.50)

A continuacién se presenta el algoritmo back-propagation de manera sintetizada.

1. Inicializar los pesos y umbrales con valores pequenos.

2. Presentar las entradas X, = {z1, 22, - ,z,} y las salidas

T, = to,t1, -+ ,t;m—1, donde n es el nimero de nodos de entrada

y m el ntmero de nodos de salida. Elegir wg = —0 y 2o = 1.

3. Calcular la salida actual

Para cada capa, calcular:

Ypj = [ {Z?:_ol wm}

y pasar yp; como entrada a la siguiente capa.

4. Adaptar los pesos.

Empezar con la capa de salida y trabajar hacia atras

wij (t +1) = wij(t) + 10p;0p;

donde w;j(t) representa los pesos del nodo ¢ al nodo j en el tiempo
t, n es la tasa de aprendizaje y d,; es un término de error del
patrén p en el nodo j.

Para unidades de salida

Opj = kop;j (1 — 0p;)(tp; — 0p;)

Para unidades ocultas

Opj = kop; (1 — 0pj) 3 Opkwik

donde la suma, es sobre los k nodos de la capa de arriba del nodo j
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El algoritmo de Levenberg-Marquardt es una alternativa popular para el método de
Gauss-Newton para encontrar el minimo de una funciéon f(z) que es una suma de
cuadrados no lineales, es decir, f(z) = %Z;Lzl [f(z;)]?. El algoritmo tiene un exce-
lente desempeno en el entrenamiento de redes neuronales donde el rendimiento de la
red esté determinado por el error cuadréatico medio [12].

El método de Newton para optimizar el rendimiento e(x) es

—1
Tp1 =2 — A gk,

donde A = 7%€(2) |z, ¥ 9k = V€(2)|z=a;, -

Suponiendo que e(x) es una suma de funciones cuadraticas

efa) = 3 v? = (o)) .

luego el j—ésimo elemento del gradiente se expresa como

v le(@);] =

e(r) - L\ Ovi(x)
8xj _2;%(1") a.%'j

por lo que el gradiente puede ser escrito como

ve(z) = 27 (z)v(z) .

con
r Qv (z)
ox1

Ova(x)
Ox1

J(z) =

Ovp ()
0x1

la matriz Jacobiana.

Ov1 (z)
Oxo

Ova(z)
Oxo

(91)7; (z)

Oxao

Oy (x) 7
83771,

Ova ()
89371,

Ovp ()
Oxn

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Ajustando el método de Newton, se obtiene el algortimo de Levenberg-Maquardt,

para ésto se toma

Tha1 = 2k — [ (@) I (zr) + wd] T T (@e)v(zi) |

(3.56)
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o bien,

Az = — [ (@) (zx) + |~ T (zr)v(zr) - (3.57)

La nueva constante g determina la tendencia del algoritmo, cuando pj se incremen-
ta, este algoritmo se aproxima al algoritmo de pasos descendientes para factor de
aprendizaje pequeiio; cuando uy disminuye, este algoritmo se convierte en el método
de Gauss - Newton.

El algoritmo comienza con un valor pequeno para pi (por lo general 0.01), si no
se alcanza el valor para e(z) entonces el paso se repite con i multiplicado por un
factor ¥ > 1. Si se ha escogido un valor pequenio de paso en la direcciéon de paso
descendiente, e(x) deberia decrecer. Si un paso produce un pequeiio valor para e(z),
entonces el algoritmo tiende al método de Gauss - Newton, el cual garantiza una
rapida convergencia.

Lo principal del algoritmo de Levenberg-Marquardt es el calculo de la matriz Jaco-
biana, pero en el algoritmo back-propagation se calculan las derivadas de los errores
al cuadrado con respecto a los pesos y ganancias de la red, por lo que para el calculo
de la matriz Jacobiana se realiza el cdlculo de las derivadas de los errores en lugar
de las derivadas de los errores al cuadrado.

De lo anterior, sea el vector de error v’ definido como

v = (Ul,vz, ceey UN) = (6171, €21,---,€69M 1,€12," " ,651\47(2) s (3.58)

y, el vector de parametros

2 = (v1,29,...,7,)
= (whiwlor e whp b bl wd wla, o 00 ) L (3.59)
donde N=Q x SM yn=SYR+1)+ S?R(S* +1) +--- + SM(SM-1 1 1) .

Sustituyendo en (3.60), la matriz Jacobiana para el entrenamiento de un perceptron
multicapa queda expresado por
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[ Oein Oe1 1 . Oen Jei 1 7
Owy 4 Owy o 8‘”;1 R Bb%
Oez 1 Oez 1 o Odea | Oez 1
ow; 4 BwiQ &uél R Bb%
J(z) = : (3.60)
degm 1 Begm 4 o degM 1 Beapn
80.)%71 80.)%72 Bwél R 8b%
Oe1 2 Oe1 2 . Ode1 2 Oe1,2
Bwil Bwiz ‘9“{191 R obl

cada elemento del Jacobiano se puede calcular como

ov, e
I =72 =22, 3.61
T = G = 5 (3.61)
luego haciendo uso de la regla de la cadena se tiene
e e onl"
L (3.62)
Ow"s Owyt 0wy
donde 57" = ag—i_ corresponde a la sensitividad de la red.
¥
Se define la sensitividad del algoritmo de Levenberg-Maquardt como
a'l)h
Sih = o (3.63)

donde h = (¢—1)S™+k, por lo tanto, los elementos de Jacobiano se pueden calcular
como

J éek q C{ek q n;nq am
— ) — ) ) — f . . 4
[ ]h” 8w2} on % Ow Fish (3.64)

l?q Z7-]

Para la sensitividad del algoritmo de la dltima capa se tiene
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_ (3.65)

(3.66)

Para cada nueva entrada presentada en la red, los vectores de sensitividad son propa-
gados hacia atras, ésto se debe a que se ha calculado cada error en forma individual,
en lugar de derivar la suma al cuadrado de los errores. Para cada entrada aplicada a
la red habra SM errores, uno por cada elemento de salida de la red y por cada error
se generard una fila de la matriz Jacobiana.

El algortimo de Levenberg-Maquardt puede resumirse en los siguientes pasos:

1. Se presentan todas las entradas a la red, se calculan las correspondientes sali-
das y cada uno de los errores segin eq = t4 — ag’f , después se calcula la suma
de los errores cuadrados para cada entrada e(z).

2. Calcular las sensitividades individuales y la matriz sensitividad total y con
éstas, se calculan los elementos de la matriz Jacobiana.

3. Obtener Axy.

4. Se recalcula la suma de los errores cuadrados usandoxy + Axy, .
Si esta nueva suma es méas pequeiia que el valor calculado en el paso 1 entonces
se divide p por ¥, se calcula xy11 = x + Axg y regresar al paso 1.
Si la suma no se reduce entonces se multiplica p por ¥ y se regresa al paso 3.



cAPiTULO 4

Caso de estudio

El Estado de Tlaxcala se localiza geograficamente en la region centro-oriental de
la Republica Mexicana entre los 97°37'07" y los 98°42'51” de longitud oeste y los
19°05'43" y los 19°44’07” de latitud norte situado en las tierras altas del eje neovol-
canico, sobre la meseta de Andhuac, colinda al norte con los estados de Hidalgo y
Puebla; al este y sur con el estado de Puebla; al oeste con los estados de Puebla, Mé-
xico e Hidalgo. Su extensién territorial es de 4060.93 km?, lo que representa el 0.2 %
del territorio nacional, siendo el estado de la Federacién con menor superficie. Su
altitud media es de 2230 m sobre el nivel del mar, con clima templado-subhtimedo,
semifrio- subhumedo y frio.

En este trabajo de investigacion se cuenta con informacion de 5 estaciones meteoro-
légicas no autométicas del estado de Tlaxcala, las cuales se encuentran a cargo del
Sistema Meteorologico Nacional (SMN) a través de la Comision Nacional del Agua
(CONAGUA) y so6lo registran datos numéricos sobre temperatura maxima, tempe-
ratura minima y precipitacion.

Para el ajuste de modelos por medio de la metodologia de Box y Jenkings, se dispone
de informacién diaria de temperatura maxima, temperatura minima y precipitaciéon
de 5 estaciones meteorologicas ubicadas en los municipios de Atlangatepec, Hua-
mantla, Tlaxco, Espanita y el Carmen Teuexquitla (Figurad.l).

93
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ESTACIONES CLIMATOLOGICAS
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

19.70

"TLAXCO

19.50{ ATLANGATEPEC

19.404 ESPANITA

EL CARMEN TEQ
1930

19.204

19.10 T T T T T T T T T T T
-98.70 -98.60 -98.50 -98.40 -98.30 -98.20 -98.10 -98.00 -97.90 -97.80 -97.70

Figura 4.1: Ubicacién geografica de las 5 estaciones meteorolégicas estudiadas

Estacion Periodo

Atlangatepec 1/1/1961 al 31/12/2012
Huamantla 1/1/1990 al 31/12/2012
Tlaxco 1/1/1989 al 31/12/2012
Espaiiita 4/3/1989 al 31/12/2012

El Carmen Tequexquitla 1/1/1992 al 31/12/2012

Tabla 4.1: Periodos de informacién para 5 estaciones del estado de Tlaxcala

4.1. Analisis de los datos utilizando la metodologia de
Box-Jenkins

En la Tabla 4.1 se presentan los periodos de informacién obtenidos para cada una
de las estaciones. Los datos analizados presentaron problemas de calidad en relacién
a datos faltantes, éstos fueron completados con el promedio diario de 10 anos de
registro del mismo mes y del mismo dia, cabe mencionar que el procedimiento pa-
ra la estimacion de datos faltantes es heuristico y que existen otros procedimientos
6ptimos y/o software para la estimacion de datos faltantes (ver [10], [14]). Para un
mejor tratamiento de la informacién, una vez estimados los datos faltantes se decidié
trabajar con el promedio semanal y con la finalidad de realizar prondstico de datos,
se omitieron los tltimos 6 datos de las nuevas bases de datos.

Para identificar ciclos estacionales y obtener informacién sobre observaciones extre-
mas, se graficaron los diagramas de caja de las variables estudiadas para cada una
de las estaciones meteorologicas (Figura 4.2). De la Figura 4.2, se observa que en
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todas las estaciones estudiadas, la temperatura méaxima tiende a tener un mayor
aumento durante los meses de marzo a junio. La temperatura minima tiende a bajar
més durante los meses de noviembre a febrero salvo la temperatura minima para
Espanita, Tlaxcala, en la cual la temperatura minima tiene un comportamiento muy
similar en los meses de febrero a noviembre y se tiene una disminucién de la tempe-
ratura bastante notoria para los meses de diciembre y enero. Los meses con mayor
precipitacién, comprenden de junio a septiembre y en municipios como Huamantla
y Tlaxco también se registra precipitacién hasta el mes de octubre.

Temperatura Maxima Mensual
(°c)

Temperatura Maxima Mensual
(°c)

Temperatura Maxima Mensual

E. Atlangatepec

—T
ene

T

—— T T
mar may jul sep MOV

E. Huamantla

e

ene

—T 7T

mar may jul sep MOV

E. Tlaxco

ene

mar  may jul  sep nov

Temperatura Minima Mensual
(°c)

(°c)

Temperatura Minima Mensual

Temperatura Minima Mensual

E. Atlangatepec

E. Tlaxco

Precipitaciion Mensual

Precipitaciion Mensual

Precipitaciion Mensual

E. Atlangatepec

E. Tlaxco

Figura 4.2: Diagramas de caja para la temperatura maxima, minima y precipitacién
de Atlangatepec, Huamatla y Tlaxco

Para observar el comportamiento de los datos se graficaron las series de tiempo co-
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Figura 4.3: Diagramas de caja para la temperatura maxima, minima y precipitacién
de Espanita y El Carmen Tequexquitla

rrespondientes a la temperatura maxima, temperatura minima y precipitaciéon, ade-
més de graficar su funcién de autocorrelacién y su funcién de autocorrelacion parcial
con la finalidad de identificar estacionaridad de las series de datos (Figuras 4.4 y 4.5).

De las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6, se tienen las siguientes observaciones:

Para la temperatura minima de las estaciones de Atlangatepec, Huamantla, Tlaxco,
Espanita y El Carmen Tequexquitla, la funcién de autocorrelacion correspondiente
decrece lentamente en forma de senos y cosenos y, su funciéon de autocorrelaciéon
parcial se trunca rapidamente, por esta razén no se puede concluir la estacionari-
dad de las series de tiempo y se debe realizar una transformacion de los datos para
transformar cada una de las series de esta variable climatolégica, en series de tiem-
po estacionarias. Para la temperatura maxima de las estaciones de Atlangatepec,
Huamantla, Tlaxco y Espaiita la funcién de autocorrelacién correspondiente decre-
ce lentamente en forma de senos y cosenos y, su funcién de autocorrelacién parcial
se truncan riapidamente, por esta razén no se puede concluir la estacionaridad de las
series de tiempo y se debe realizar una transformacién de los datos para transformar
cada una de las series, en series de tiempo estacionarias.

Para la serie de temperatura méaxima de la estacién de El Carmen Tequexquitla, la
funcién de autocorrelacién, decrece lentamente en forma exponencial y su funcién de
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Serie de tiempo de la precipitacion
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E. Tlaxco, Tlaxcala
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Figura 4.5: Series de tiempo y funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial
para las estaciones meteorologicas de Tlaxco, Espanita
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E. El Carmen Tequexuitla, Tlaxcala
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Figura 4.6: Series de tiempo y funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial
para la estaciéon meteorolégica El Carmen Tequexquitla

autocorrelaciéon parcial se trunca de manera répida por lo que tampoco es posible
concluir la estacionaridad de la serie y se debe realizar una transformacién de los
datos para garantizar la estacionaridad de la serie.

Para la serie de datos sobre precipitacion, la funcién de autocorrelacion decrece de
manera lenta para las estaciones de Atlangatepec, Huamantla, Tlaxco, Espanita y
El Carmen Tequexquitla y, la funcién de autocorrrelaciéon parcial decrece de manera
lenta para las estaciones de Atlangatepec, Huamantla, Tlaxco y El Carmen Tequex-
quitla y solo para la serie de datos de la estacion de Espanita, Tlaxcala, la funciéon
de autocorrealcién parcial se trunca de manera rapida. Dado el comportamiento de
las funciones de autocorrelacion y autocorrelacion parcial para la serie de datos de
las variables estudiadas no se concluye la estacionaridad de los datos.

En las siguientes secciones se trabaja con mas detalle con cada una de las series de
tiempo mostrando la transformaciéon de los datos realizada, el modelo propuesto que
se ajusta a los datos y el pronostico realizado. Para la informacién de cada una de
las estaciones se probaron distintos modelos de series de tiempo y sélo se muestra el
mejor modelo elegido bajo el Criterio de Informacion de Akaike [15].

4.1.1. Estaciéon de Atlangatepec, Tlaxcala

El municipio de Atlangatepec, se ubica en el Altiplano central mexicano a 2500 m so-
bre el nivel del mar, se sittia en un eje de coordenadas geograficas entre los 19°31'51"
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latitud norte y 98° 12’ 30" longitud oeste. En el municipio prevalece el clima tem-
plado subhiimedo con lluvias en verano.

Temperatura minima

Para la serie de datos de temperatura minima de la estacién ubicada en Atlangatepec,
Tlaxcala se realiz6 la primer diferencia de los datos obteniéndose una nueva serie cuyo
comportamiento se muestra en la Figura 4.7.
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Figura 4.7: Serie de tiempo transformada, funcién de autocorrelacién y funcién de au-
tocorrelaciéon parcial para los datos de temperatura minima de Atlangatepec, Tlaxcala

De la Figura 4.7, se observa que la funcién de autocorrelacién para la serie de datos
transformada se extingue de manera rapida y su funcién de autocorrelacién parcial
se extingue en forma exponencial por lo que se propone un modelo no estacional
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ARIMA(1,1,2).

Para identificar un modelo estacional en la serie mostrada en la Figura 4.7, se realizé
una diferencia de un periodo (L = 52), se graficé la serie que resulta de la trans-
formacién, ademas de la funcién de autocorrelacion y la funciéon de autocorrelaciéon
parcial de forma que del analisis del comportamiento de estas dos dltimas funciones
se determina o identifica un posible modelo estacionario para la parte estacional, ver
Figura 4.8.
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Figura 4.8: Serie de tiempo, funcién de autocorrelacién y funcién de autocorrelacién
parcial para los datos de temperatura minima de Atlangatepec, Tlaxcala, con una
diferencia en el nivel no estacional y una diferencia en el nivel estacional
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De la Figura 4.8, se observa que la funcién de autocorrelacion se extingue de manera
rapida y su funcién de autocorrelacion parcial se extingue en forma exponencial para
el modelo estacional, por lo tanto, el modelo estacionario que integra el comporta-
miento estacional se propone como SARIM A(1,1,2)(1,1,3).

Al combinar los modelos propuestos para modelar la temperatura minima de Atlan-
gatepec, Tlaxcala se tiene

Yi =Yt — Yt—1 — Yt-52 + Yt—53 (4.1)

donde y; representa una observacion de la temperatura minima en el tiempo ¢. Asi,
para el nivel no estacional se propone el modelo

Vi = Q1Y + 2zt + 0121 + 02212 - (4.2)

Para el nivel estacional se propone
* *
Y = d152Y1 1 — 2 — b1 5220—1 — O 5022 — O3 5023 - (4.3)

Finalmente, el modelo integrado es

Vi = O1yi_1 + 2t + 012¢—1 + O22e—2 + 152U 50
— 01,502 — B2, 5020104 — 0324156 + D101,52Y;_53
— 0101 522t—53 — 0102 5224105 — 0103 5221157
— 0201 522454 — 6262 5021 106 — 0203 522t 10s- (4.4)

Para estimar los pardmetros por méaxima verosimilitud en el modelo (4.4) se utilizo
el software R. Para verificar qué modelo SARIMA se ajusté mejor a los datos fue ne-
cesario observar el Criterio de Informacion de Akaike y los p-valores de la estadistica
de Ljung-Box [15].

arl mal ma2 sarl smal sma?2 sma3d  intercepto
0.8001 -1.5978 0.6583 0.8001 -0.6835 -0.2049 -0.1116  -0.0001
e.s 0.2081 0.0815 0.0573 0.2082 0.0392 0.0249 0.0309 0.0001

o2 estimado: 4.66, logaritmo de verosimilitud = —5813.59, AIC = 11645.19.

Tabla 4.2: Estimacién de los pardmetros para el modelo (4.4)

Al sustituir los valores estimados de los parametros (Tabla 4.2), el modelo propuesto
para pronosticar la temperatura minima de Atlangatepec, Tlaxcala queda expresado
de la siguiente manera:
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i = 0.8001y" | + 2z — 1.59782_1 + 0.65832_5 + 0.8001y;" s,
+0.68352—52 + 0.20492;_104 + 0.11162_156 + 0.64016y; 55 + 1.0922_53

+ 0.32732,5_105 — 0.17832t_157 — 0-449927&—54 — 0.13482:,5_106 — 0‘07342t—108~
(4.5)

En la Figura 4.9 se muestran los resultados de la prueba de Ljung-Box aplicados a los
datos y, en la Tabla 4.3 se presenta el valor observado y los pronésticos del modelo
estacional SARIMA(1,1,2)(1,1,3) para los datos de la temperatura minima para
Atlangatepec, Tlaxcala.

Valor observado Valor pronosticado

0.57143 1.7215190
-0.42857 0.6916233
-0.71429 -2.9139462
-2.6429 -1.3504657
0.71429 -0.9344342

0 -0.8066220

Tabla 4.3: Valor observado y pronosticado para la temperatura minima de Atlangate-
pec, Tlaxcala

La Tabla 4.4 muestra algunos modelos probados para los datos.

Modelo AIC
SARIMA(1,1,3)(0,1,3) 11645.55
SARIMA(1,1,3)(1,1,3) 11646.6
SARIMA(1,1,2)(1,1,3) 11645.19

Tabla 4.4: Modelos que fueron propuestos para la temperatura minima de Atlangate-
pec, Tlaxcala

Temperatura maxima

Para la serie de datos de temperatura maxima de la estaciéon ubicada en Atlanga-
tepec, Tlaxcala se obtuvo la primer diferencia, obteniéndose una nueva serie cuyo
comportamiento se muestra en la Figura 4.10.

De la Figura 4.10, se observa que la funcién de autocorrelacién para la serie de datos
transformada se extingue de manera rapida y su funcién de autocorrelacién parcial
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Figura 4.9: Resultados de la prueba de Ljung-Box, para los datos de la serie de tiempo
de la temperatura minima de Atlangatepec, Tlaxcala
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Figura 4.10: Serie de tiempo transformada, funcién de autocorrelacién y funcién de
autocorrelaciéon parcial para los datos de temperatura maxima de Atlangatepec, Tlax-
cala
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también se extingue rapidamente en forma sinusoidal por lo que para el nivel no
estacional se propone un modelo ARIMA(1,1,3).

Para identificar un modelo estacional, se realiz6 una diferencia de un periodo (L =
52) y, se grafico la funcion de autocorrelacion y la funcion de autocorrelacion parcial
de la nueva serie ( Figura 4.11).

E. Atlangatepec
Temperatura maxima

10
1

T T T T
o S00 1000 1500 2000 2500

diferencia en el nivel estacional

Serie transformada con una

ACF
T
i
i
T
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00 02 04
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04

Figura 4.11: Serie de tiempo, funcién de autocorrelacién y funcién de autocorrelacién
parcial para los datos de temperatura maxima de Atlangatepec, Tlaxcala, con una
diferencia en el nivel no estacional y una diferencia en el nivel estacional

De la Figura 4.11, se observa que la funcién de autocorrelacion se extingue de manera
rapida y su funcién de autocorrelacién parcial se extinge en forma exponencial, por
lo tanto se propone un modelo estacional ARIM A(0,1,3).

Al combinar los modelos propuestos para modelar la temperatura maxima de Atlan-
gatepec, Tlaxcala se tiene

Yi =Yt — Y1 — Yt—52 + Yt—53 , (4.6)

con Y, una observacion de la temperatura maxima en el tiempo t. Asi, para el nivel
no estacional se propone el modelo
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Yi = ¢1yp 1 + 2+ 01201 + 022 o+ 0323 - (4.7)
Para el nivel estacional se propone
yi = 2zt — 01522152 — Oa5220 104 — 03522t 156 - (4.8)

Finalmente el modelo integrado propuesto es

* *
Vi =01y 1+ 2+ 0121 + 02242 + 0323 — 01 502452 — 025221104
— 03522i—156 — 0101 522¢—53 — 0102 5021105 — 0103 5021157 — 0201 522¢—54
— 0202 5021106 — 02035221108 — 0301 522¢—55 — 0302 5021107 — 0303 5021159 -
(4.9)

Para estimar los parametros en el modelo (4.9) se utilizo el software R. Para verificar
qué modelo SARIM A se ajusté mejor a los datos fue necesario observar el Criterio
de informaciéon de Akaike y los p—valores de la estadistica de Ljung-Box.

arl mal ma?2 maJj smal sma?2 sma3d intercepto

0.9105 -0.8679 0.0639 —0.0372 —0.7616 —0.2450 0.0066 0.0001

es 0.0342 0.4734 0.4053 0.0613 0.4589 0.3542  0.1247 0.0001

o2 estimado: 6.252, logaritmo de verosimilitud = —201 : 44, AIC = 12420.89.

Tabla 4.5: Estimacién de los paradmetros para el modelo (4.9)

Al sustituir los valores estimados de los parametros (Tabla 4.5), el modelo propuesto
para pronosticar la temperatura maxima de Atlangatepec, Tlaxcala queda expresado
de la siguiente manera:

y; =0.9105y; ; + 2 — 0.8679z—1 + 0.06392;_2 — 0.03722;_3 + 0.76162;_52
+ 0.24502¢_104 — 0.000662;_156 + 0.66092¢_53 + 0.21262¢_105 — 0.00572¢_157
—0.04862¢_54 — 0.01562,_106 + 0.00042:—108 + 0.0283 2155 + 0.00912;_197
— 0.00022¢_159. (4.10)
En la Figura 4.12 se muestran los resultados de la prueba de Ljung-Box aplicados a
los datos y en la Tabla 4.6 se presentan el valor observado y los pronésticos del modelo

estacional SARIM A(1,1,3)(0,1,3) para los datos de la temperatura maxima para
Atlangatepec, Tlaxcala.

La Tabla 4.7 muestra algunos modelos propuestos para los datos.
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Figura 4.12: Resultados de la prueba de Ljung-Box, para los datos de la serie de tiempo
de la temperatura maxima de Atlangatepec, Tlaxcala

Valor observado Valor pronosticado

18.143 20.02774
19.143 23.14753
21.143 18.61019

19 23.02930
21.571 21.16136
21.714 19.72227

Tabla 4.6: Valor observado y pronosticado para la temperatura maxima de Atlanga-
tepec, Tlaxcala



109

Modelo AIC
SARIMA(0,1,2)(0,1,3)  12435.9
SARIMA(1,1,3)(0,1,3)  12420.89
SARIMA(1,1,3)(1,1,3) 12422.76

Tabla 4.7: Modelos que fueron propuestos para la temperatura maxima de Atlangate-
pec, Tlaxcala

Precipitacion

Para la serie de datos de precipitacion de la estaciéon ubicada en Atlangatepec, Tlax-
cala se obtuvo la primer diferencia, obteniéndose una nueva serie cuyo comporta-
miento se muestra en la Figura 4.13.

De la Figura 4.13, se observa que la funcién de autocorrelacion para la serie de datos
transformada se extingue de manera rapida y su funcién de autocorrelacién parcial
se extingue en forma exponencial, por lo tanto, se propone un modelo no estacional

ARIMA(1,1,1).

Para identificar un modelo estacional, se realizé una diferencia de un periodo (L = 52)
y, se grafico la serie, la funcion de autocorrelacion y la funcién de autocorrelacion
parcial para tratar de identificar un modelo (Figura 4.14).

Al combinar los modelos propuestos para modelar precipitacion de Atlangatepec,
Tlaxcala se tiene

Yi =Yt — Yt—1 — Yt—52 + Yt—53 - (4.11)

Donde y; una observacion de la precipitacion en el tiempo t. Asi, para el nivel no
estacional se propone el modelo

yi = 01yi_1 + 2+ 0121 (4.12)
Para el nivel estacional se propone
Y = 2z — 1522050 — 2502104 — 035221156 - (4.13)
Finalmente, el modelo propuesto es
Vi =01yi_1 + 2z + 01z — 01502052 — 02522104 — 035221 —156
— 0101 522153 — 0102 5224105 — 0103 522t 157 - (4.14)

Para estimar los parametros en el modelo (4.14) se utilizo el software R. Para verificar
qué modelo ARIM A se ajusté mejor a los datos fue necesario observar el Criterio
de informaciéon de Akaike y los p—valores de la estadistica de Ljung-Box.



110

E. Atlangatepec
precipitacion

Serie transformada
con una diferencia
0 10 20

-20
1

ACF

Lag

o _-----’»-’»-r-l--}-L-l-I------'--‘----'------'--'----I--L-L-'--l-l-J--[-J-J-J--I--l--]---

Partial ACF
0.2
1

-04
1

Lag

Figura 4.13: Serie de tiempo trasnformada, funcién de autocorrelacién y funcién de
autocorrelaciéon parcial para los datos de la precipitacion de Atlangatepec, Tlaxcala

arl mal smal sma2 smaJd  intercepto
-0.4692 -0.4343 0.1818 -0.2706 -0.1718 0.0000
es 0.1377 0.1261 0.1270 0.1003  0.0250 0.0137

o2 estimado: 6.275, logaritmo de verosimilitud = —6324 : 85, AIC' = 12663.7.

Tabla 4.8: Estimacién de los parametros para el modelo 4.14
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Al sustituir los valores estimados de los parametros (Tabla 4.8), el modelo propuesto
para pronosticar la precipitacion de Atlangatepec, Tlaxcala queda expresado de la
siguiente manera:

y; = —0.4692y; | + 2z — 0.43432;_1 — 0.18182;_52 — 0.27062;_104 — 0.17182;_15¢6
— 0.1886215_53 — 0.11752’15_105 — 0.0746Zt_157 : (4.15)

En la Figura 4.15 se muestran los resultados de la prueba de Ljung-Box aplicados a
los datos y en la Tabla 4.9 se presentan el valor observado y los pronésticos del mo-
delo estacional SARIMA(1,1,1)(0,1,3) para los datos de la precipitacion en Atlan-
gatepec, Tlaxcala. Lia Tabla 4.10 muestra algunos modelos propuestos para los datos.

Valor observado Valor pronosticado

3.1429 4.120890
4.8857 4.332434
7.5714 5.504828
7.5714 7.248522
2.5714 5.692316
4.3571 5.264610

Tabla 4.9: Valor observado y pronosticado para la precipitacién de Atlangatepec, Tlax-
cala

Modelo AIC
SARIMA(0,1,1)(0,1,3) 12666.12
SARIMA(0,1,2)(0,1,3) 12666.08
SARIMA(1,1,2)(0,1,3) 12665.67
SARIMA(1,1,1)(0,1,3)  12663.7
SARIMA(1,1,1)(1,1,3) 12665.46
SARIMA(1,1,2)(1,1,3) 12667.43

Tabla 4.10: Modelos que fueron propuesto para la precipitaciéon de Atlangatepec, Tlax-
cala

Huamantla se sitia en un eje de coordenadas geograficas entre los 19°18'41" latitud
norte y 97° 55 24" longitud oeste. Su clima se considera semiseco templado, con
régimen de lluvias en los meses de mayo, junio, agosto y septiembre. Los meses més
calurosos son marzo, abril y mayo.

El municipio de Tlaxco se encuentra ubicado en el Altiplano central mexicano a
2600 m sobre el nivel del mar, se sitiia en un eje de coordenadas geograficas entre
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Figura 4.15: Resultados de la prueba de Ljung-Box, para los datos de la serie de tiempo
de la precipitacion de Atlangatepec, Tlaxcala
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los 19°36'50" latitud norte y 982 7' 7" longitud oeste. En el municipio, se considera
un clima templado subhtimedo, con régimen de lluvias en los meses de junio a sep-
tiembre. Los meses mas calurosos son de marzo a mayo.

De acuerdo al Instituto Nacional de Estadistica Geografia e Informatica, la posiciéon
geogréfica de Espadiita, Tlaxcala es 19°27'41" latitud norte y 98° 25° 23" longitud
oeste. El clima del municipio es templado frio, con régimen de lluvias en los meses
de julio a septiembre.

El Carmen Tequexquitla, se sitia en un eje de coordenadas geograficas entre los
19°19’ latitud norte y 97° 39’ longitud oeste, su clima se considera templado subhi-
medo con lluvias en verano.

Para la base de datos de las otras cuatro estaciones, se siguié la misma metodologia
aplicada a los datos de la estacion de Atlangatepec, Tlaxcala. En la Tabla 4.11 se
presenta el mejor modelo encontrado para cada variable analizada y en la Tabla 4.12
se presenta el valor observado y el valor pronosticado.

Estacion Variable Mejor modelo SCE
yi = 2 — 0.80022¢—1 + 0.31652¢_2
temperatura | —0.17942;_50 + 0.40492;_104 + 0.39262;_156
minima +0.19832; 908 + 0.14352; 53 — 0.3224 2,105 441
_0~31412t—157 - 0.1586Zt_209 — 0.0567Zt_54
+0.12812; 106 + 0.12422; 158 + 0.06272¢_21¢
Yy = 0.7900y;_; + 2zt — 0.70572;—1
40.007372t_9 — 0.36812;_3 + 0.78532¢_59 13.48
temperatura | 4+0.2344z;_104 + 0.33092¢—156 — 0.55412;_53
Huamatla maxima, —0.16542157105 + 0.23512157157 — 0.0290Zt754
+0-01722t—106 - 0.0243Zt_158
—0.2890z¢_55 — 0.08622; 197 + 0.12182;_159
yi = 2 +0.27452_1 — 0.19832_2
precipitacion | +0 — 7386252 — 0.034324_104 + 0.029572_156 22.18
—0.2027Zt_53 + 0.0094Zt_105 — 0.08112t_157
—0.1464Zt_54 + 0.0682,5_106 — 0.058632,5_158
y;f =Zt — 0.872427571 + 0.3778%72 — 0.1738215752
temperatura | 4+0.45362:—104 + 0.53002¢—156 + 0.1901 2203
minima +0.151624_53 — 0.395724_105 — 0.46232;_157 35.34
—0.16582;_209 — 0.06562z;_54 + 0.17132¢_106
+0.20032¢—158 + 0.0718z:_210
y; = —0.4894y; | — 0.9379y; o + 2z
temperatura | —0.6698z,_1 — 0.16542;_o — 0.00097z;—_3
Tlaxco maxima —0.48592; 50 — 2104 + 0.30732_53 19.10
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Estacion Variable Mejor Modelo SCE
4+0.66982: _105 — 0.07592;_54
40.16542; 106 + 0.00472;_55 + 0.0097 2,107
vy =2z —0.421721 + 0.56162¢_52
precipitacion | 4+0.2025z:—104 + 0.23592¢_156 — 0.23682;_53 94.77
—0.08532757105 — 0.09942157157
temperatura | y; = 0.5038y;_; + 0.1833y;_, + 0.0661y; 5 3.66
minima 2z — 21
y; = 0.7667y;_, + 0.1082y;_, + 2
temperatura | —0.80172;_1 4+ 0.39852;_50 + 0.391524_104 25.43
Espanita maxima 4+0.212¢_156 — 0.31942;_53 — 0.03192;_105
—0.1683Zt_157
yi = 2 +0.33072¢—1 + 0.96712_59
precipitacion | —0.1553z¢_104 + 0.18822; 156 374.77
+0.31982; 53 — 0.05132;_105 + 0.06222; _157
temperatura | yf = 2z — 0.58232;_1 — 0.30642;_2
minima, —0.4198y;_59 — 0.33482¢_52 + 0.19492; 53 17.45
El 40.10252; 54
Carmen temperatura | y; = 2 +0.07602¢—1 + 0.76102¢_52 16.64
Tequexquitla | maxima +0.0628z2; 1094 — 0.05782¢_53 + 0.0047 24105
precipitacion | y; = 2z — 0.26272¢_1 4+ 0.9102_52 180
40.3092¢_104 — 0.18152;_53 — 0.081124_105
Tabla 4.11: Mejor modelo y suma del cuadrado de los errores
de predicién
Temperatura Temperatura Precipitacion
Estacion minima maxima
V. O. V.P| V.O. V. P. V. O. V. P.
4.4286 | 4.4282879 | 20.429 | 22.29531 | 6.1143 | 1.7113017
1.7143 | 0.7434613 | 20.429 | 21.03791 | 0.65714 | 1.900622
Huamantla 2.4286 | 2.4808470 | 21.286 | 21.40124 | 10.771 | 3.836428
1.7143 | 2.5952023 | 21.429 | 18.63371 1.3143 | 1.479240
4.2857 | 2.6581274 | 22.429 | 21.63324 1.3 | 10.822152
3| 2.8002909 | 22.286 | 21.20478 | 2.4571 | 0.7364535
4.7857 | 4.9959468 | 20.571 | 23.87766 | 1.3429 | 2.6882866
2.7143 | 5.3840089 | 20.714 | 22.82184 3.2 | 1.7364943
Tlaxco 2.3571 | -0.6164397 | 22.429 | 22.16891 | 4.6857 | 1.7934649
1.2143 | 0.9131620 | 21.714 | 23.29916 | 7.6714 | 5.4076355
4.7857 | 0.4493721 | 23.857 | 23.77909 | 0.15714 | 8.8789060
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Temperatura Temperatura Precipitacion

Estacion minima maxima

V. O. V.P| V.O. V. P V. O. V. P.
Tlaxco 2.5 1.840886 23 | 24.06419 | 1.4714 | 0.3502466

7.2857 5.786217 | 22.714 | 20.95363 | 16.457 | 14.628920

6.1429 5.764986 21 | 20.67117 | 4.8571 | 10.816500
Espafita 6.1429 5.736557 | 21.714 | 18.53215 | 9.4286 | 11.010197

5.4286 5.716324 20 | 17.66128 | 8.7143 | 24.829147

5.4286 5.699410 | 20.286 | 17.74430 | 10.286 | 18.830864
4.7143 5.685203 | 19.714 | 19.30077 | 8.1429 7.299247
4.1429 | 3.3485148 | 19.571 | 21.72158 | 5.8571 | 1.2317796
0.71429 | 1.1953804 20 | 18.65420 0 ] 2.0623586
El Carmen T. -0.637 | -3.5046050 | 20.429 | 22.36348 | 7.6429 | 3.1339280
-2.199 | -0.3549704 | 20.429 | 20.64627 | 5.4286 | 0.4912674
0.857 | -1.3504528 | 23.143 | 20.78707 0 | 2.6342668
-0.471 | -0.7751810 | 20.714 | 21.64186 | 0.28571 10.42004
Tabla 4.12: Valor observado y valor pronosticado en cada una

de las estaciones para las variables estudiadas, utilizando series
de tiempo

4.2. Andlisis de los datos utilizando redes neuronales

Las redes neuronales fueron programadas en el software matlab utilizando una me-
jora del algoritmo de back-propagation conocido como el algoritmo de Levenverg-
Marquard (descrito en el capitulo anterior). En la programacion, se tienen como
datos de entrada el ano y la semana y como datos de salida cada una de las variables
estudiadas. Debido a que el contradominio de las funciones de activacion utilizadas
es [—1, 1], los valores de la capa de salida de la redes utilizadas se dividieron entre el
valor méas grande de todo el conjunto de datos de cada una de las variables estudia-
das, para lograr que el conjunto de datos de salida estuviera en el rango de valores
adecuado.

En todas las redes fue necesario utilizar dos capas ocultas. Se observé que cada vez
que compilaban las redes en Matlab, éste daba un pronéstico distinto aunque cercano
a prondsticos realizados con anterioridad, por lo que se compilé 500 veces cada una
de las redes y se promediaron los pronésticos obtenidos, dejando este promedio como
el pronostico final de la red. A continuacion se muestran los prondsticos encontrados
para cada una de las estaciones mediante redes neuronales.
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4.2.1. Estacién de Atlangatepec, Tlaxcala
Temperatura minima

Para la estacion de la temperatura minima de la estacion se eligié una red 2,14, 7,1,
por ser ésta con la que se obtuvieron los mejores pronésticos. Para esta red, se tuvo
como datos de entrada el ano y la semana, dos capas ocultas con 14 y 7 neuronas,
respectivamente y como salida la temperatura minima, las funciones de activacién
utilizadas en cada capa oculta fueron tangentes sigmoidales.

La Tabla 4.13 muestra el valor observado y pronosticado de la temperatura minima
de la estacion.

Valor observado Valor pronosticado

0.57143 0.77192
-0.42857 1.002
-0.71429 1.2486
-2.6429 1.5325
0.71429 1.8677
0 2.2549

Tabla 4.13: Valor observado y pronosticado para la temperatura minima de Atlanga-
tepec, Tlaxcala, utilizando redes neuronales

Temperatura maxima

Para la estacion de la temperatura maxima de la estacion se eligié una red 2, 18, 16, 1,
en donde las dos entradas fueron el ano y la semana, dos capas ocultas con 18 y 16
neuronas, respectivamente y como salida la temperatura méxima, las funciones de
activacion utilizadas en cada capa oculta fueron tangentes sigmoidales.

La Tabla 4.14 muestra el valor observado y pronosticado de la temperatura maxima
de la estacion.

Precipitacion

Para la estacion de la precipitacion de la estacion se eligié una red 2,1,1,1, en donde
las dos entradas fueron el ano y la semana, dos capas ocultas con 2 neuronas cada
una y como salida la precipitacién, las funciones de activacién utilizadas en cada
capa oculta fueron tangentes sigmoidales.

La Tabla 4.15 muestra el valor observado y pronosticado de la temperatura méaxima
de la estacion.
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Valor observado Valor pronosticado

18.143 19.776
19.143 20.32
21.143 20.93

19 21.37
21.571 21.739
21.714 22.063

Tabla 4.14: Valor observado y pronosticado para la temperatura maxima de Atlanga-
tepec, Tlaxcala, utilizando redes neuronales

Valor observado Valor pronosticado

3.1429 2.5374
4.8857 2.4158
7.5714 2.2518
7.5714 2.0472
2.5714 1.8156
4.3571 1.5992

Tabla 4.15: Valor observado y pronosticado para la precipitacién de Atlangatepec,
Tlaxcala, utilizando redes neuronales

En la Tabla 4.16 se presenta el pronéstico obtenido en cada una de las estaciones
restantes. La red neuronal utilizada para el analisis de los datos de cada estacién se
puede encontrar en el Apéndice 3.

Temperatura Temperatura Precipitacion
Estacion minima maxima

V. O. V.P.| V.O.| V.P. V.0O.| V.P
4.4286 | 4.4205 | 20.429 21.8 6.1143 | 2.3645
1.7143 | 4.6838 | 20.429 | 22.298 0.65714 | 2.1625
Huamantla 2.4286 | 4.8475 | 21.286 | 22.939 10.771 | 1.9047
1.7143 | 4.9899 | 21.429 | 23.586 1.3143 | 1.5969

4.2857 | 5.1512 | 22.429 | 24.103 | 1.3 1.3332
3| 5.3716 | 22.286 | 24.51 2.4571 | 1.1615
47857 | 3.4203 | 20.571 | 24.616 1.3429 | 3.0405
2.7143 | 3.6087 | 20.714 | 24.885 3.2 | 2.7825
Tlaxco 2.3571 | 3.7432 | 22.429 | 25.252 4.6857 | 2.4468
1.2143 | 3.8656 | 21.714 | 25.611 7.6714 | 2.0621
4.7857 4.018 | 23.857 | 25.922 0.15714 | 1.669
2.5 | 4.2537 23 | 26.186 1.4714 | 1.336




Temperatura Temperatura Precipitacion
Estacion minima maxima

V. O. V.P.| V.O.| V.P. V.0O.| V.P
7.2857 | 5.5988 | 22.714 | 20.541 16.457 | 3.4117
6.1429 | 5.8541 21 | 20.628 4.8571 | 3.4115
Espanita 6.1429 | 6.0356 | 21.714 | 20.714 9.4286 | 3.412
5.4286 | 6.1434 20 | 20.794 8.7143 | 3.4147
5.4286 | 6.2087 | 20.286 | 20.863 10.286 | 3.4186
4.7143 6.256 | 19.714 | 20.91 8.1429 | 3.4228
4.1429 | 0.93839 | 19.571 | 21.498 5.8571 | 1.4516
0.71429 | 1.1121 20 | 21.899 0] 1.449
El Carmen T. -0.637 | 1.1936 | 20.429 | 22.357 7.6429 | 1.4483
-2.199 | 1.2574 | 20.429 | 22.786 5.4286 | 1.4475
0.857 | 1.3649 | 23.143 | 23.19 0| 1.447
-0.471 | 1.5835 | 20.714 | 23.535 0.28571 | 1.4466

Tabla 4.16: Valor Observado y valor pronosticado en cada una
de las estaciones para las variables estudiadas, utilizando redes

neuronales
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CAPITULO B

Analisis de Resultados

Para aplicar 1la metodologia de Box-Jenkins, fué necesario eliminar la estacionalidad
de los datos mediante segundas diferencias. Con la nueva serie obtenida, se propuso
un modelo que se ajustara a los datos.

Una herramienta til para determinar estacionalidad en las series de tiempo fueron
los graficos boxplot de cada variable analizada, de donde ademaés, se observaron e
identificaron datos atipicos los cuales se describen en forma mas precisa a continua-
cion.

Estacion de Atlangatepec Tlaxcala. Los datos atipicos observados para la tem-
peratura minima son: en el mes de enero 3.4516°C' en el ano 1964, abril de 2012 con
una temperatura minima de 2.06667°C', el mes de junio con 5.6667°C'y 5.9°C' en los
anos 2006 y 2008 respectivamente, el mes de agosto con 4.3871°C en 2009 y octubre
con 1.663°C', 1.129°C y 1.6774°C para los anos 2008, 2010 y 2012, respectivamente.
Para la temperatura maxima de esta estaciéon, se observaron los siguientes datos:
15.919°C' y 21.871 en el mes de enero para los afios 1981 y 1963, respectivamente. De
24°C' y 23.448°C para el mes de febrero en los anos 1962 y 1964, respectivamente.
De 27.548°C en el mes de mayo de 1998, 24.367°C' y 25.033°C' en junio para los
anos 1969 y 1998, respectivamente. De 23.081°C y 22.613°C' para agosto de 1962
v 1964, respectivamente. De 16.65°C' para septiembre de 1984 y 21.871°C para di-
ciembre de 1970. Para la precipitacion se registraron los siguientes datos: 1.33 mm,
1.029 mm, 2.1097 mm y 1.8548 mm para el mes de enero en los afios 1967, 1980,
1992 y 2010, respectivamente. De 1.4786 mm y 3.3714 mm para febrero durante los
anos 2007 y 2010, respectivamente. De 1.6 mm y 1.7387 mm para marzo de los
afios 1978 y 1997, respectivamente. De 3.74 mm y 3.3567 mm para abril de 1968 y
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2010 respectivamente, 8.8387 mm para julio de 2010, 9.1516 mm en agosto de 1995,
4.3613 mm, 5.9355 mm y 5.1645 mm para octubre de 1992, 1999 y 2005 respec-
tivamente, 2.91 mm y 1.65 mm para noviembre de 1980 y 1997, respectivamente,
finalmente para el mes de diciembre se registraron 1.5548 mm y 0.96774 mm en
diciembre de 1995 y 2009.

Estacion de Huamantla Tlaxcala. Para la temperatura minima se observaron los
siguientes datos atipicos: —0.55357°C', 5.5517°C' y 5.6897°C' para febrero de 1998,
2008 y 2012, respectivamente De 4.4032°C' en mayo de 2006, de 10.783 para junio de
2003 y 8.7097°C, en octubre del 2009. Para la temperatura maxima los datos atipicos
observados fueron: 17.774°C' en enero de 1992 y 24.919°C en octubre de 2006. Para
la precipitacion los datos atipicos observados fueron: de 2.0323 mm y 0.82581 mm
para enero de 1992 y 2010, respectivamente, en febrero los datos atipicos fueron de
2.2857 mm, 2.7107 mm y 1.5103 mm para 2007, 2010 y 2012, respectivamente, en
marzo se registré una precipitacion de 2.3258 mm en 1997, 7.5452 mm en julio del
2010, 7.3935 mm en agosto de 1995, 7.1233mm y 6.5167 mm en agosto de 1998 y
2009 respectivamente. En noviembre de 1992, se tuvo una precipitacion de 2.7 mm
y de 1.7516 mm en diciembre de 1995.

Estacion de Tlaxco Tlaxcala. Para la temperatura minima: 7.8167°C en abril
de 2003, 10.097°C y 6.5484°C' en agosto de 1995 y 1997. De 11.3°C' en septiembre
de 1998, de —1.529°C' para diciembre de 2010. Para la temperatura maxima, los
datos atipicos fueron: 20.742°C, 21.387°C', 25.726°C' y 20.387°C' para enero de 1992,
2003, 2007 y 2010. De 20.929°C para febrero del 2010, 23.516°C y 33.194°C para
mayo de 1992 y 1998. De 30.483°C en junio de 1998, de 26.952°C' en julio de 1998,
de 25.583°C' en septiembre de 1996, de 20.677°C' en octubre de 1999, y 19.089°C
en diciembre de 2009. Para la precipitacién, se observaron los siguientes datos ati-
picos: 2.4774 mm en enero de 1992, 2.0586 mm en febrero del 2012, 1.8194 mm,
1.7355 mm y 1.3419 mm en marzo de 1997, 2004 y 2012, 3.7667 mm en abril de
1991, 0.52667 mm, 6.97 mm y 10.54 mm en junio de 1998, 2003 y 2008, 7.529 mm
en agosto de 1995, 7.1233 mm en septiembre de 1998, 8.671 mm en octubre de 1991,
1.9533 mm en noviembre del 2002 y 1.6 mm y 1.1581°C' para diciembre de 1995 y
1996.

Estacion de Espanita Tlaxcala. Los datos atipicos observados para la tempera-
tura minima fueron: —0.90323°C' en enero de 2005, 9.1742°C, 8.3871°C' y 4.7419°C
en marzo de 1993, 1996 y 2001 respectivamente, 4.7533°C en abril de 1993, 8.7742°C'
y 2.4968°C en julio de 1998 y 2012, 3.9367°C en septiembre de 2002. Para la tempe-
ratura maxima, los datos atipicos observados fueron: 24.857°C' en febrero del 2003,
28.083°C en abril de 1998, 19.923°C' en mayo del 2009, 27.133°C' en junio del 2005,
19.452°C, 22.903°C' vy 24.181°C' en agosto de 1995, 2002 y 2009, 18.9°C' 24.772°C
en septiembre de 1991 y 2009, 17.484°C' en diciembre de 2010. Para la precipitacion,
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los datos atipicos fueron 4.4452 mm, 1.7484 mm y 1.5484 mm en enero de 1992,
1995 y 2010, 2.6786 mm, 2.3103 mm en febrero de 2010 y 2012, 2.4903 mm en mar-
zo de 1997, 5.6548 mm, 9.9387 mm y 6.5774 mm en mayo de 1990, 1992 y 2004,
22.847 mm en septiembre de 1991, 5.3667°C', 1.3233°C' y 5.811 mm en noviembre
de 1992, 1998 y 2009 y 0.761290323 mm, 1.4097 mm, 2.7032 mm, 5.9387 mm en
diciembre de 1989, 1995, 1997 y 2009.

Estacion de El Carmen Tequexquitla Tlaxcala. Los datos atipicos observados
para la temperatura minima fueron 4.2581°C en agosto de 1996. Para la temperatura
maxima los datos atipicos observados fueron: 17.286°C' en febrero de 1997, 18°C y
28.71°C' en marzo de 1997 y 2007, 19.9°C' en abril de 1997, 21.097°C' en mayo de
1997, 28.968°C' y 28.29°C' en julio de 2006 y 2007. Para la precipitacién, los datos
atipicos fueron: 1.6774 mm y 1.4516 mm en enero de 1992 y 1995, 0.92857 mm
1.1429 mm y 1.6607 mm en febrero de 1993, 2007 y 2010, 0.74194 mm en marzo
de 1997, 3.5333 mm, 2.43 mm en abril de 1997 y 2010, 4.7419 mm y 4.629 mm
en mayo de 1992 y 2006, 6.9333 mm en junio de 2008, 7.55 mm en septiembre de
2009, 4.5484 mm 4.6613 mm en octubre de 1999 y 2005, 2.4 mm y 1.6667 mm en
noviembre de 1992 y 2006, 1.4194 mm en diciembre de 1995.

Para encontrar una explicacion a los datos atipicos se revisé la pagina de Climate
Prediction Center |4], y se encontraron las siguientes caracterizaciones:

El ano 1962 fue catalogado como un ano neutral, 1963 fue ano neutral hasta el mes
de mayo donde se empezd a registrar un evento de Nino y que dur6 hasta febrero de
1964 y al cual procedi6 un evento de Nina. El afio 1968 inicié como un ano neutro
hasta el mes de Julio, donde se present6é un evento de Nifio y que continué asi hasta
febrero de 1970 y enseguida hubo un evento de afno neutro para continuar un evento
de Nina a partir del mes de julio.

Los anos 1980 y 1981 se clasificaron como anos neutros, el ano 1989, inicié como afio
de Nina hasta el mes de junio para continuar después como un afio normal, los anos
siguientes fueron anios normales hasta mayo de 1991 que continué con un evento de
Nino hasta julio de 1992 después de este mes, 1992, 1993 y los primeros 7 meses de
1994 se consideraron anos neutros. A partir de Agosto de 1994 y hasta el primer cua-
trimestre de 1995 se consideré evento de Nino, después de este periodo, le prosiguid
un evento de ano neutro para finalizar con un evento de Nina hasta marzo de 1996.
A partir de marzo de 1996, le continu6 un evento de afio neutro hasta mayo de 1997.
A partir de mayo de 1997, se empez06 a registrar un evento de Nino que duro hasta
mayo de 1998, después de mayo, se present6 un evento de Nina el cual durd hasta
abril del 2001.

El ano 2002 empez6é como neutro hasta abril donde inicié un evento de Nifno el cual
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dur6 hasta enero del 2003, después de enero del 2003, el afio se consider6 afio neutro
hasta Julio del 2004 donde se presenté un evento de Nino el cual terminé en febrero
del 2005. Aunque 2005 inicié con un evento de Nifio, después se presentd un evento
neutro y a partir de octubre inicié un evento de Ninia el cual dur6é hasta abril del
2006, después de esto, 2006 tuvo un periodo corto de afio neutro y a partir de junio
se presentd un ano de Nifio el cual se extendi6é hasta el primer trimestre del 2007.

El ano 2008 inici6é y terminé como un ano de Nina, 2009 inici6 como ano de Nifa,
sin embargo, a partir de junio se presenté un evento de Nifio el cual duré hasta abril
del 2010. A partir de junio del 2010 y hasta la fecha, los afios se han considerado
como anos Neutros con poca presencia de eventos de Nifia y sin ninguna presencia
de eventos de Nifio.

De acuerdo a la descripcién anterior, es posible explicar el comportamiento de los
datos atipicos observados en los graficos boxplot de la Figura 4.2. En el caso de los
datos atipicos sobre temperatura méaxima, la mayoria de éstos, ocurren en meses
donde se registré un evento de Nifio. Los datos atipicos sobre temperatura minima
y precipitacién ocurrieron en anos con eventos de Nifia y afios neutros.

En general, los pronésticos realizados con series de tiempo a través de la metodo-
logia Box-Jenkins para la temperatura minima y la temperatura maxima de las 5
estaciones meteorologicas estudiadas, se obtuvieron valores cercanos a los valores ob-
servados, esto, visto a través del calculo del error absoluto, en este sentido, los errores
menos acertados se obtuvieron para la temperatura méaxima de Atlangatepec y la
temperatura minima de Tlaxco. Para el caso de la precipitaciéon en la mayoria de las
estaciones estudiadas no se obtuvieron pronésticos cercanos a los valores observados
salvo la estacion de Atlangatepec donde se tiene buen pronéstico.

Para aplicar la metodologia de redes neuronales fue necesario normalizar los datos de
salida (en este caso, temperatura minima, maxima y precipitacion) antes de progra-
mar la red neuronal para cada base de datos ya que las salidas de redes neuronales
estan dentro del intervalo [—1, 1]. Para la mayoria de las variables estudiadas de cada
estacion, fue necesario una red con distinto nimero de capas y distinto nimero de
neuronas dentro de cada capa.

Del anélisis de la temperatura minima y maxima de las 5 estaciones a través de redes
neuronales, el peor pronéstico se obtuvo para la temperatura maxima de Tlaxco y el
mejor pronéstico fue para la temperatura méxima de Atlangatepec y la temperatura
minima de Espanita. Los prondsticos para la precipitacién no estuvieron cercanos a
los valores observados para la mayoria de los datos de las estaciones estudiadas.

Al comparar las dos metodologias estudiadas se observa que en estaciones como Tlax-
co para la temperatura minima, el prondstico con redes neuronales es mejor que el
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pronéstico con series de tiempo y el prondstico realizado con series de tiempo para
la precipitacion de Atlangatepec, temperatura minima de Huamantla Tlaxcala es
mejor que el pronéstico obtenido con redes neuronales. En general, para todas las
estaciones estudiadas, el prondéstico obtenido a través de series de tiempo es mejor
en algunos datos observados pero en otros, el pronéstico es mejor con el analisis por
redes neuronales, de forma que no es posible dar una recomendacién general para
alguno de los métodos aplicados en este trabajo.



Conclusiones

En el analisis de los datos, los graficos boxplot fueron de utilidad para determinar
estacionalidad y observar datos atipicos, ademéas de esta herramienta estadistica, fue
necesario revisar la pagina de Climate Prediction Center en la que se encuentra la
caracterizacion de los afios ( anos de Nifia, anos de Nino, o anos neutrales) la cual,
fue de ayuda para explicar el comportamiento de las series de datos analizadas y la
presencia de los datos atipicos.

De los pronésticos realizados para la temperatura minima y méaxima en las estaciones
estudiadas, en general, se obtuvieron pronésticos aceptables con el anélisis de series
de tiempo y redes neuronales. Al comparar las dos metodologias aplicadas se observa
que en algunos casos los pronodsticos realizados con series de tiempo fueron mejores
que los prondsticos obtenidos con redes neuronales. En el caso de la precipitacion,
aunque en general no se obtuvieron resultados aceptables con ambas metodologias,
los resultados obtenidos con redes neuronales se vieron superados con el estudio de
series de tiempo. Una posible explicacion a este hecho, puede ser que para la preci-
pitacién, la red neuronal utilizada aprendié el cero, observacién con mayor presencia
en los datos observados.

Es importante un andlisis de valores extremos que permita realizar pronoéstico de

estos, asf, como aplicar otras metodologias como la de los Waweletes para realizar
pronéstico en general y comparar los resultados con las metodologias aplicadas.
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Apéndice 1

Definicion 5.1 La funcion de verosimilitud de n variables aleatorias X1, Xo, ..., X,
de define como la funcidn de densidad de probabilidad conjunta de las n variables
aleatorias, esto es, L(0;x1,%2,...,2n) = [x1 Xo,..Xn(T1,22, - ,2p;0) la cual se
considera una funcion de 0.

Definicion 5.2 Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con fun-
cion de densidad f(x;0) el estimador de mdzima verosimilitud 0= X1, Xo,..., X,
de 0, es la variable aleatoria tal que para cada realizacion (r1,2,...,z,) de (X,
Xo, ..., Xy) el valor correspondiente 0 de © mazimiza a L(0,x1,x9,...,x,).

Propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud

Teorema 5.1 Sea O el estimador de mdzima verosimilitud de 0 en la densidad
f(z;0). Si 7(-) es una funcion con inversa, entonces el estimador de mdzima ve-

rosimilitud de 7(0) es @ =7(0).

Teorema 5.2 Los estimadores de mdrima verosimilitud (é\l, é\g, e é\k) de los pa-
rémetros (01,0 ...,60k) basados en una muestra aleatoria de tamarno k de f(x; 61,
02, ...,0r) son para k grande distribuidos aproximadamente como una normal de
dimension k con vector de medias 01,0, . ..,0; y matriz de varianzas-covarianzas %
en donde V=R ' yR= rij, tal que

62
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Apéndice 2

En este apartado se presentan las lineas de c6digo en R que fueron compiladas para
el analisis de las series de tiempo de cada una de las estaciones con la metodologia
de Box-Jenkins.

RS
#Atlanga TMin#
SRS

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO

SERIES DE TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\atlangatminsem.csv")
attach(d)

serie<-ts(d[,3])

transi<-diff(serie,1)

trans2<-diff (trans1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(transl, type=’0?)

acf (transil,lag.max=200)

pacf(transl,lag.max=200)

plot(trans2, type=’0’)

acf(trans2,lag.max=300)

pacf (trans2,lag.max=300)
fit<-arima(trans2,order=c(1,0,2),seasonal=1ist(order=c(1,0,3)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred

#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)
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#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=serie[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1961,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[2699:2704]

HEHH
#Atlanga TMAX#
B

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO SERIES DE
TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\atlangatmaxsem.csv'")
attach(d)

serie<-ts(d[,3])

transi<-diff(serie,1)

trans2<-diff (trans1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(serie, type=’0’)

acf(serie)

pacf (serie)

plot(transl, type=’0’)

acf(transl, lag.max=200)

pacf(transl, lag.max=200)

plot(trans2, type=’0’)

acf(trans2, lag.max=300)

pacf(trans2, lag.max=300)
fit<-arima(trans2,order=c(1,0,3),seasonal=1ist(order=c(0,0,3)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)

#x.completada

xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=serie[1])

x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1961,frequency=52)

x.reconstruida

x.reconstruida[2699:2704]
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HufH RS
#Atlanga PCP#
RS

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA\\
TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO SERIES

DE TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\atlangapcpseml.csv")
attach(d)

transi<-ts(d[,3])

trans2<-diff(transi,1)

trans3<-diff (trans2,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot (transl, type=’0?)

acf (transl)

pacf (transl)

plot(trans2, type=’0’)

acf (trans2)

pacf (trans?2)

plot (trans3, type=’0?)

acf (trans3,lag.max=200)

pacf (trans3,lag.max=200)

fit<-arima(trans2,order=c(0,0,1),seasonal=1ist(order=c(0,0,3)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans3,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans2[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=transi[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1961,frequency=52)
#x.reconstruida

x.reconstruida[2699:2704]

R T
#thuamantla TMin#
S



d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO CON SERIES
DE TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\huamantlatminsem.csv")
attach(d)

serie<-ts(d[,3])

par (mfrow=c(3,1))

plot(serie, type=’0?)

acf(serie)

pact (serie)

trans<-log(ts(d[,3])+5)

transi<-diff(serie,1)

trans2<-diff (trans1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot (transl, type=’0’)

acf (transi)

pacf (transl)

par (mfrow=c(3,1))

plot(trans2, type=’0’)

acf(trans2,lag.max=300)

pacf (trans2,lag.max=300)

fit<-arima(trans2,order=c(0,0,2),seasonal=1ist(order=c(0,0,4)))

fit

tsdiag(fit)
prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=serie[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1961,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1192:1197]

H# i H S S
#huamantla TMAX#
i ST

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
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\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\DATOS ESTIMADOS\\huamantlatmaxseml.csv'")

attach(d)
trans<-ts(d[,3])



transi<-diff(trans,1)
trans2<-diff(transi1,52)
par (mfrow=c(3,1))

plot (transl, type=’0’)
acf (transil,lag.max=200)
pacf(transl,lag.max=200)
plot(trans2, type=’0’)
acf(trans2,lag.max=200)
pacf (trans2,lag.max=200)

fit<-arima(trans2,order=c(1,0,3),seasonal=1ist(order=c(0,0,3)))

fit

tsdiag(fit)
prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=trans[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1990,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1192:1197]

T
#thuamantla PCP#
HH# S HAH RS

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO SERIES
DE TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\huamantlapcpseml.csv")
attach(d)
transi<-ts(d[,3])
trans2<-diff(transi,1)
trans3<-diff (trans2,52)
par (mfrow=c(3,1))
plot (transl, type=’0?)
acf (transil,lag.max=200)
pacf(transl,lag.max=200)
par (mfrow=c(3,1))
plot (trans2, type=’0?)
acf (trans2,lag.max=100)
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pacf(trans2,lag.max=100)

par (mfrow=c(3,1))

plot (trans3, type=’0’)

acf (trans3,lag.max=200)

pacf (trans3,lag.max=200)
fit<-arima(trans3,order=c(0,0,2),seasonal=1ist (order=c(0,0,3)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans3,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans2[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=transi[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1990,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1197:1197]

HEH S HAH S
#tlaxco tmin#
HE S HAH ST

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\DATOS ESTIMADOS\\tlaxcotminsem.csv'")
attach(d)

serie<-ts(d[,3])

par (mfrow=c(3,1))

plot(serie, type=’0?)

acf (serie)

pact (serie)

t1<-diff(serie,1)

£2<-diff(t1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(tl, type=’0’)

acf(tl,lag.max=150)

pacf(tl,lag.max=150)

plot(t2, type=’0’)

acf (t2,lag.max=300)

pact (t2,lag.max=300)
fit<-arima(t2,order=c(0,0,2),seasonal=1ist(order=c(0,0,4)))
fit
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tsdiag(fit)
prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(t2,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=t1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=serie[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1989,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1243:1248]

H A T
#tlaxco TMAX#
i T

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\DATOS ESTIMADOS\\tlaxcotmaxsem.csv")
attach(d)

trans<-ts(d[,3])

transi<-diff(trans,1)

trans2<-diff(trans1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(transl, type=’0’)

acf(transl,lag.max=100)

pacf(transl,lag.max=100)

plot(trans2, type=’0’)

acf(trans2,lag.max=200)

pacf (trans2,lag.max=200)
fit<-arima(trans2,order=c(2,0,3),seasonal=1ist (order=c(0,0,2)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred

#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=trans[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1989,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1243:1248]
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S ST
#ttlaxco PCP#
R

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO SERIES

DE TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\tlaxcopcpsem2.csv")
attach(d)

transi<-ts(d[,3])

trans2<-diff(transi,1)

trans3<-diff (trans2,52)

par(mfrow=c(3,1))
plot(trans2, type=’0’)
acf(trans2,lag.max=100)
pacf (trans2,lag.max=100)

plot(trans3, type=’0’)
acf(trans3,lag.max=150)
pacf (trans3,lag.max=150)

fit<-arima(trans3,order=c(0,0,2),seasonal=1ist(order=c(0,0,3)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred

#prediccion

x.completada<-c(trans3,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans2[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=transi[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1989,frequency=52)
#x.reconstruida

x.reconstruida[1243:1248]

#HRSHSHHHHRARS
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#espafiita tmin#

HudH R Y
d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\DATOS ESTIMADOS\\espanitatminsem.csv")
attach(d)

t<-ts(d[,3])

t1<-diff(t,1)

t2<-diff(t1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(t, type=’0’)

acf (t,lag.max=200)

pacf (t,lag.max=200)

par (mfrow=c(3,1))

plot(tl, type=’0’)

acf(tl,lag.max=200)

pacf (t1,lag.max=200)

plot(t2, type=’0’)

acf(t2,lag.max=200)

pacf(t2,lag.max=200)
fit<-arima(tl,order=c(3,0,1))#,seasonal=1list (order=c(0,0,1)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred

#prediccion

x.completada<-c(tl,prediccion)
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=1,xi=t[1])
x.reconstruida<-ts(xinvl,start=1989,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruidal[1192:1197]

i
#espafiita TMAX#
i

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA

\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\DATOS ESTIMADOS\\espanitatmaxsem.csv")
attach(d)

trans<-ts(d[,3])

transi<-diff(trans,1)

trans2<-diff(trans1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(transl, type=’0’)



acf(transl,lag.max=200)
pacf (transl,lag.max=200)
plot(trans2, type=’0’)

acf(trans2,lag.max=200)
pacf (trans2,lag.max=200)

fit<-arima(trans2,order=c(2,0,1),seasonal=1list (order=c(0,0,3)))

fit

tsdiag(fit)
prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=trans[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1989,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1192:1197]

i
#espafiita PCP#
B

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO SERIES
DE TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\espanitapcpsem2.csv")
attach(d)

transi<-ts(d[,3])

trans2<-diff(transi,1)

trans3<-diff(trans2,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(transl, type=’0?)

acf (transi,lag.max=100)

pacf(transl,lag.max=100)

par (mfrow=c(3,1))

plot (trans2, type=’0’)

acf(trans2,lag.max=100)

pacf (trans2,lag.max=100)

par (mfrow=c(3,1))

plot (trans3, type=’0’)

acf(trans3,lag.max=180)

pacf (trans3,lag.max=180)
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fit<-arima(trans3,order=c(2,0,2),seasonal=1ist(order=c(0,0,3)))

fit

tsdiag(fit)
prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans3,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans2[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=transi[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1989,frequency=52)
#x.reconstruida

x.reconstruida[1192:1197]

i T
t#tcarmen tmin#

#idudH R AR RS

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA

\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\DATOS ESTIMADOS\\carmentminsem.csv'")

attach(d)
trans<-ts(d[,3])
transi<-diff(trans,1)
trans2<-diff(transi1,52)
par(mfrow=c(3,1))
plot(transl, type=’0’)
acf (transil,lag.max=100)
pacf(transl,lag.max=100)
plot(trans2, type=’0’)
acf(trans2,lag.mx=100)
pacf (trans2,lag.max=100)

fit<-arima(trans2,order=c(0,0,2),seasonal=1ist(order=c(1,0,1)))

fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=trans[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1992,frequency=52)
#x.reconstruida

x.reconstruida[1087:1092]
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H S S
ttcarmen TMAX#
S ST

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\DATOS ESTIMADOS\\carmentmaxsem.csv")
attach(d)

trans<-ts(d[,3])

transi<-diff(trans,1)

trans2<-diff(trans1,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot(transl, type=’0’)

acf(transl,lag.max=100)

pacf(transl,lag.max=100)

par (mfrow=c(3,1))

plot (trans2, type=’0?)

acf (trans2,lag.max=100)

pacf(trans2,lag.max=100)
fit<-arima(trans2,order=c(0,0,1),seasonal=1list(order=c(0,0,2)))
fit

tsdiag(fit)

prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred

#prediccion

x.completada<-c(trans2,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans1[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=trans[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1992,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1087:1092]

Hi i
t#tcarmen PCP#
A

d<-read.csv("C:\\Users\\Silvia\\Documents\\MAESTRIA
\\TRATAMIENTO DE LOS DATOS\\TRATAMIENTO SERIES

DE TIEMPO\\DATOS ESTIMADOS\\carmenpcpsem2.csv')
attach(d)
transi<-ts(d[,3])
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trans2<-diff(transi,1)

trans3<-diff (trans2,52)

par (mfrow=c(3,1))

plot (trans2, type=’0’)

acf (trans2,lag.max=200)

pacf (trans2,lag.max=200)

plot (trans3, type=’0’)

acf(trans3,lag.max=200)

pacf (trans3,lag.max=200)
fit<-arima(trans3,order=c(0,0,1),seasonal=1ist(order=c(0,0,3)))
fit

tsdiag(fit)
prediccion<-predict(fit,n.ahead=6)$pred
#prediccion

x.completada<-c(trans3,prediccion)

#x.completada
xinvi<-diffinv(x.completada,lag=52,xi=trans2[1:52])
#xinvl

xinv2<-diffinv(xinvl,lag=1,xi=trans1[1])
x.reconstruida<-ts(xinv2,start=1992,frequency=52)
x.reconstruida

x.reconstruida[1087:1092]

A continuacién se presentan las series de tiempo transformadas de las estaciones
de Huamantla, Tlaxco, Espanita y El Carmen Tequexquitla, las cuales no fueron
mostradas las secciones correspondientes en el capitulo 4.
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(a) Serie de tiempo con una diferencia
en el nivel no estacional para la tempe-
ratura minima de Huamantla Tlaxcala
junto con sus funciones ACF y PACF.
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(c) Serie de tiempo con una diferencia
en el nivel no estacional para la tempe-
ratura maxima de Huamantla Tlaxcala
junto con sus funciones ACF y PACF.
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(b) Serie de tiempo con una diferencia
en el nivel no estacional y una diferen-
cia en el nivel estacional para la tempe-
ratura minima de Huamantla Tlaxcala
junto con sus funciones ACF y PACF.
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(d) Serie de tiempo con una diferencia
en el nivel no estacional y una diferen-
cia en el nivel estacional para la tempe-
ratura maxima de Huamantla Tlaxcala
junto con sus funciones ACF y PACF.
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(e) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional para la
precipitacion de Huamantla Tlax-
cala junto con sus funciones ACF
y PACF.

o 0 P a0 0 1000 1200
T
2 o]
R o S S P
N T T T T
o ) 100 1%

7
M) 1N
A AL ¥ L

" o

1Ll Al " I

- LALIALLAN
1

Partial ACF
01 00 01

03

(g) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional pa-
ra la temperatura minima de Tlax-
co Tlaxcala junto con sus funciones
ACF y PACF.
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(f) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional y
una diferencia en el nivel estacio-
nal para la precipitacion de Hua-
mantla Tlaxcala junto con sus fun-
ciones ACF y PACF.
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(h) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional y una
diferencia en el nivel estacional pa-
ra la temperatura minima de Tlax-
co Tlaxcala junto con sus funciones
ACF y PACF.
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(i) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional pa-
ra la temperatura maxima de Tlax-
co Tlaxcala junto con sus funciones

ACF y PACF.
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(k) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional para
la precipitacion de Tlaxco Tlaxca-
la junto con sus funciones ACF y

PACF.
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(j) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional y una
diferencia en el nivel estacional pa-
ra la temperatura maxima de Tlax-
co Tlaxcala junto con sus funciones
ACF y PACF.
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(1) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional y una
diferencia en el nivel estacional pa-
ra la precipitaciéon de Tlaxco Tlax-
cala junto con sus funciones ACF y

PACF.
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(m) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional para
la temperatura minima de Espani-
ta Tlaxcala junto con sus funciones
ACF y PACF.
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(1) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional para
la temperatura maxima de Espani-
ta Tlaxcala junto con sus funciones

ACF y PACF.
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(n) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional y una
diferencia en el nivel estacional pa-
ra la temperatura minima de Espa-
nita Tlaxcala junto con sus funcio-
nes ACF y PACF.
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(o) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional y una
diferencia en el nivel estacional pa-
ra la temperatura maxima de Espa-
nita Tlaxcala junto con sus funcio-

nes ACF y PACF.
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(p) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional para
la precipitaciéon de Espanita Tlax-
cala junto con sus funciones ACF y

PACF.
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(r) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional pa-
ra la temperatura minima de El
Carmen Teugexquitla Tlaxcala jun-
to con sus funciones ACF y PACF.
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(q) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional y
una diferencia en el nivel estacio-
nal para la precipitaciéon de Espani-
ta Tlaxcala junto con sus funciones
ACF y PACF.
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(s) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional y
una diferencia en el nivel estacional
para la temperatura minima de El
Carmen Tequexquitla Tlaxcala jun-
to con sus funciones ACF y PACF.
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(v) Serie de tiempo con una diferen-
cia en el nivel no estacional para
la precipitacion de El Carmen Te-
quexquitla Tlaxcala junto con sus

funciones ACF y PACF.
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(u) Serie de tiempo con una dife-
rencia en el nivel no estacional y
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para la temperatura maxima de El
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to con sus funciones ACF y PACF.
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con sus funciones ACF y PACF.



Apéndice 3

En este apartado se presentan la programacion de cada una de las redes neuronales
utilizadas para hacer el prondstico de temperatura minima, temperatura maxima y
precipitaciéon para las estaciones de Atlangatepec, Huamantla, Tlaxco, Espanita y El
Carmen Tequexquitla

data=load(’c:\atlangatminsem.txt’);
P=(data(1:2608,1:2))7;
T=(data(1:2608,3))°;
minimo=min(data(1:2704,3));
t2=T-minimo;
maximo=max(data(1:2704,3));
T1=t2/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
%estructura de la red
net=newff (P,T1,[14,7,1],{’logsig’,’logsig’, ’purelin’}, trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-5;
net.trainparam.epochs=1500;
net.trainparam.lr=0.02;
[net,tr]=train(net,P,T1);

estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];

datos=[4.2857 3.1429 0.42857 0 1.1429 1.7143 0.57143

-0.42857 -0.71429 -2.6429 0.7142 0];
pronostico=[];
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pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));

for i=7:12
X=sim(net,prueba(:,i));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=(pronostico*maximo)+minimo;
matriz(:,k)=pronostico;
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;

for i=1:500

suma=suma+matriz(k,i);
i=i+1;

end
promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\atlangatmaxsem.txt’);
P=(data(1:2698,1:2))7;
T=(data(1:2698,3))°;
maximo=max(data(1:2704,3));
T1=T/maximo;

matriz=zeros(6,500);

for k=1:500
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net=newff (P,T1,[18,16,1],{’tansig’,’tansig’, ’purelin’}, ’trainlm?’);

net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.2;
[net,tr]=train(net,P,T1);

estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];

datos=[19.514 19.857 21.571 23.429 18.714 17.857
18.143 19.143 21.143 19 21.57 21.714];
pronostico=[];

pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));

for i=7:12
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X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;

k=k+1;
disp(k)
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+tmatriz(k,i);
i=i+1;
end

promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;

end

disp(mf)

data=load(’c:\atlangapcpseml.txt’);
P=(data(1:2177,1:2))7;
T=(data(1:2177,3))°;
maximo=max(data(1:2183,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
net=newff (P,T1,[2,1,1],{’tansig’, ’tansig’, ’purelin’}, *trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=500;
net.trainparam.lr=0.2;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[0.1 0 4.5714 6.2143 1.3571 8.5714
3.1429 4.8857 7.5714 7.5714 2.5714 4.3571];

pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronosotico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12

X=sim(net,estimacion(:,1));
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pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronosico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp(k)
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+tmatriz(k,i);
i=i+1;
end
promedio=suma/500;
nf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\huamantlatminsem.txt’);
P=(data(1:1190,1:2))7;
T=(data(1:1190,3))°;
maximo=max(data(1:1196,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
net=newff (P,T1,[20,10,1],{’tansig’, ’tansig’, ’purelin’}, *trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=500;
net.trainparam.lr=0.2;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[6.8571 6.5714 4.4286 3.2857 6.1429 3.8571
4.4286 1.7143 2.4286 1.7143 4.2857 3];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
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end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
k=k+1;
#disp (k)
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=i+l;
end
promedio=suma/500;
nf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end

data=load(’c:\huamantlatmaxsem.txt’);
P=(data(1:1190,1:2))7;
T=(data(1:1190,3))°;
maximo=max(data(1:1196,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
net=newff(P,T1,[20,10,1],{’tansig’, ’tansig’, ’purelin’}, ’trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=500;
net.trainparam.lr=0.2;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[21.286 22.143 24.429 24 20.714 19.571 20.429
20.429 21.286 21.429 22.429 22.286];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1i));
pronostico=cat(2,predichol,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;



hdisp (k) ;
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=i+l;
end
promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\huamantlapcpseml.txt’);
P=(data(1:1190,1:2))7;
T=(data(1:1190,3))°;
maximo=max(data(1:1196,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
net=newff(P,T1,[2,2,1],{’tansig’, ’tansig’,’purelin’}, ’trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.2;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[0.1 0 4.5714 6.2143 1.3571 8.5714
3.1429 4.8857 7.5714 7.5714 2.5714 4.3571];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp(k);
k=k+1;
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end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=+1;
end
promedio=guma/500;
nf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\tlaxcotminsem.txt’);
P=(data(1:1242,1:2))7;
T=(data(1:1242,3))°;
maximo=max(data(1:1248,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
net=newff (P,T1,[18,16,1],{’tansig’,’tansig’, ’purelin’}, ’trainlm?’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.2;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[5.5714 6.2143 4.2857 7.3714 5.2143 4.7143
4.7857 2.7143 2.3571 1.2143 4.7857 2.5];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1i));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
% disp(k)
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
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for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i) ;
i=i+l;
end
promedio=guma/500;
nf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

clear
clc
data=load(’c:\tlaxcotmaxsem.txt’);
P=(data(1:1242,1:2))7;
T=(data(1:1242,3))°;
maximo=max(data(1:1248,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500) ;
for k=1:500
net=newff (P,T1,[10,5,1],{’tansig’, tansig’, ’tansig’,’purelin’}, ’trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-5;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.2;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[22.714 24.429 25.214 24.671 21.5 21.714 20.571
20.714 22.429 21.714 23.857 23];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1i));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp(k)
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);



for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=i+l;
end
promedio=suma/500;
nf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\tlaxcopcpseml.txt’);
P=(data(1:1242,1:2))7;
T=(data(1:1242,3))?;
maximo=max(data(1:1248,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500)
for k=1:500
net=newff (P,T1,[2,1],{’tansig’,’purelin’}, ’trainim’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1le-4;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.1;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012

2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];

datos=[0 0 0.42857 8.0286 0.14286 4.1714 1.3429
3.2 4.6857 7.6714 0.15714 1.4714];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp (k) ;
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
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suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=i+1;
end
promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\espanitatminsem.txt’);
P=(data(1:1190,1:2))7;
T=(data(1:1190,3))°;
maximo=max(data(1:1196,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
net=newff (P,T1,[10,4,1],{ tansig’, ’tansig’, ’purelin’}, ’trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1le-4;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.1;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[6.1429 6.4286 6.8571 5.8571 5.5714 6 7.2857
6.1429 6.1429 5.4286 5.4286 4.7143];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp (k)
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500



suma=suma+matriz(k,i);
i=i+1;
end
promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\espanitatmaxsem.txt’);
P=(data(1:1190,1:2))7;
T=(data(1:1190,3))°;
maximo=max(data(1:1196,3));
T1=T/maximo;

matriz=zeros(6,500);

for k=1:500

net=newff(P,T1,[17,13,1],{’tansig’,’tansig’,’purelin’}, ’trainlm’);

net=init(net);

net.trainparam.goal=1le-4;
net.trainparam.epochs=1000;

net.trainparam.lr=0.1;

[net,tr]=train(net,P,T1);

estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[21.143 21.714 22.714 20.286 20.571

21.714 22.714 21 21.714 20 20.286 19.714];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12

X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);

end

pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;

disp (k)

k=k+1;

end
mf=zeros(6,1);

for k=1:6

suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=i+1;
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end
promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;

end

disp(mf)

data=load(’c:\espanitapcpsem.txt?’);
P=(data(1:1190,1:2))7;
T=(data(1:1190,3))’;

maximo=max(data(1:1196,3));

T1=T/maximo;

matriz=zeros(6,500);

for k=1:500
net=newff(P,T1,[1,1,1],{ tansig’, ’tansig’,’purelin’}, ’trainim’);
net=init(net);

net.trainparam.goal=le-4;

net.trainparam.epochs=1000;

net.trainparam.lr=0.1;

[net,tr]=train(net,P,T1);

estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];

datos=[0 0 5.4286 0 14.714 5.6586 16.457 4.8571 9.4286 8.7143 10.286 8.1429 ];
pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,i));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp(k)
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=i+l;
end
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promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;

end

disp(mf)

data=load(’c:\carmentminsem.txt?’);
P=(data(1:1086,1:2))7;
T=(data(1:1086,3))°;
%T1=T;
maximo=max(data(1:1086,3));
minimo=min(data(1:1086,3));
t2=T-minimo;
T1=t2/maximo;
matriz=zeros(6,500) ;
for k=1:500
net=newff (P,T1,[18,9,1],{’tansig’, tansig’,’purelin’},’trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1le-3;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.02;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];

datos=[6 4.1429 3.5714 2.1429 4.7143 1.1429 4.1429
0.71429 -0.637 -2.199 0.857 -0.471];

pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=(pronostico*maximo)+minimo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp (k)
k=k+1;
end
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);



i=i+1;
end
promedio=suma/500;
nf (k,1)=promedio;
k=k+1;
end
disp(mf)

data=load(’c:\carmentmaxsem.txt?’);
P=(data(1:1086,1:2))7;
T=(data(1:1086,3))°;
maximo=max(data(1:1086,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500);
for k=1:500
net=newff(P,T1,[9,3,1],{’tansig’,’tansig’, ’purelin’}, trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.02;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[21.286 21.857 23 22 19.714 20 19.571
20 20.429 20.429 23.143 20.714];
pronostico=[];
pronostico=cat (2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,k)=pronostico;
disp (k)
k=k+1;
end
mf=zeros(6,1);
for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+matriz(k,i);
i=i+1;
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end
promedio=suma/500;
mf (k,1)=promedio;
k=k+1;

end

disp(mf)

data=load(’c:\carmenpcpsem.txt’);
P=(data(1:1086,1:2))7;
T=(data(1:1086,3))7;
maximo=max(data(1:1086,3));
T1=T/maximo;
matriz=zeros(6,500) ;
for j=1:500
net=newff (P,T1,[1,1,1],{’tansig’,’tansig’, ’purelin’}, trainlm’);
net=init(net);
net.trainparam.goal=1e-3;
net.trainparam.epochs=1000;
net.trainparam.lr=0.02;
[net,tr]=train(net,P,T1);
estimacion=[2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012 2012
2012 2012 2012 2012; 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52];
datos=[0 0 1.5714 1 4.95 8.5714 5.8571 0 7.6429 5.4286 0 0.28571];

pronostico=[];
pronostico=cat(2,pronostico,sim(net,estimacion(:,6)));
for i=7:12
X=sim(net,estimacion(:,1i));
pronostico=cat(2,pronostico,X);
end
pronostico=pronostico*maximo;
matriz(:,j)=pronostico;
3=3+Ls

end

mf=zeros(6,1);

for k=1:6
suma=0;
for i=1:500
suma=suma+tmatriz(k,i);
i=i+1;
end
promedio=suma/500;
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mf (k,1)=promedio;
k=k+1;

end

disp(mf)



