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Resumen

El modelo de Rabi es uno de los modelos más sencillos y básicos
encontrados dentro de la óptica cuántica pero a pasar de su simplici-
dad para expresar el comportamiento de un átomo con solo dos niveles
dentro de una cavidad interactuando con un campo de radiación no ha
sido resulto anaĺıticamente de forma exacta. Dentro de la literatura se
encuentran modelos similares pero restringidos bajo ciertas condiciones
o despreciando términos del modelo original. Un modelo conocido es
el modelo de Jaynes-Cummings propuesto para resolver este problema
limitado a un pequeño régimen validez dentro de factor de acoplamien-
to. En este trabajo se propone resolver el modelo de Rabi desde una
perspectiva diferente utilizando Teoŕıa de Perturbaciones con un trata-
miento puramente mecánico-cuántico. Planteamos que si nos fijamos en
el ĺımite donde la diferencia entre los dos niveles de enerǵıa del átomo
tienden a cero permitiendo tomar este valor como un parámetro per-
turbativo. Mediante este parámetro obtendremos las soluciones tanto a
las eigenenerǵıas como a los eigenestados en serie de potencias. Com-
pararemos el uso de este método con los resultados conocidos por le
modelo de Jaynes-Cummings y los valores numéricos diagonalizando el
Hamiltoniano respectivo a modelo de Rabi y analizaremos la validez de
nuestra soluciones para tomarse como los valores del modelo de Rabi.
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Introducción

La interacción entre el campo de radiación con la materia ha sido el
principal tema de estudio dentro de la Óptica Cuántica, la cual es una
rama de la f́ısica que ha progresado bastante tanto en la teoŕıa como
en la parte experimental. Incluso se puede considerar como una base
importante para temas actuales como la computación cuántica. El estu-
dio de sistemas campo-átomo dentro de una cavidad ha tenido un gran
avance en la parte experimental poniendo como ejemplo circuitos elec-
tromagnéticos cuánticos (circuit-QED) [8], cavidades en electrodinámica
cuántica (cavity QED) [9] y simulaciones cuánticas en átomos neutros
y iones atrapados [10], algunos por mencionar.

El Modelo de Rabi [1] describe la interacción de luz con la materia
a través del acoplamiento de un campo de radiación electromagnética
(campo bosónico) con el sistema atómico más básico: un sistema de dos
niveles [1]. Este problema puede ser tratado desde el marco de la f́ısi-
ca clásica como de la mecánica cuántica. Sin embargo, con el manejo
de una puede en especial se logra una mayor riqueza en los resultados.
Inicialmente se trataba el problema clásicamente utilizando campos elec-
tromagnéticos que satisfacen las ecuaciones de Maxwell hallando aśı el
Hamiltoniano de interacción del sistema campo-átomo. Pero la falta de
relación con los resultados que se obteńıan experimentalmente llevo a la
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viii Introducción

necesidad de tratar al problema desde otro formalismo. La predicción de
emisión y absorción espontánea de enerǵıa en el sistema no lograba ser
explicado empleando f́ısica clásica, de este modo, el uso de los conceptos
de la mecánica cuántica ajustaba los resultados obtenidos y observa-
dos de mejor forma. El modelo de Rabi brinda una manera sencilla de
abordar el estudio cuántico de la interacción entre radiación y materia.

A pesar de ser el Modelo de Rabi “un modelo sencillo”no ha logrado
ser resuelto de forma anaĺıtica debido a la falta de una segunda cantidad
conservada. Un primer intento, conocido y estudiado en la literatura, fue
propuesto originalmente en 1963 por E. T. Jaynes y F. W. Cummings. El
Modelo de Jaynes-Cummings consiste en reducir al sistema a un pequeño
régimen de acoplamiento comparado con la frecuencia del campo, de
modo que es posible despreciar términos en las expresiones, un proceso
totalmente mecánico cuántico. La exclusión de los términos en el modelo
es conocida como Aproximación de Onda Rotante (RWA por sus siglas
en ingles) que favorece a diagonalizar el Hamiltoniano del sistema y
producir una cantidad conservada distinta a la enerǵıa. De esta forma
el modelo es soluble para calcular tanto eigenvalores como eigenestados
de manera anaĺıtica.

Otra solución introducida en 2011 fue presentada por D. Braak pro-
poniendo un criterio para la integrabilidad cuántica mostrando que el
modelo de Rabi es integrable debido a la presencia de una simetŕıa dis-
creta [5]. Braak propone la integrabilidad del espectro de enerǵıas que
consiste de dos partes, el espectro regular y el espectro excepcional, da-
dos por los ceros de la función trascendental G±(x) en la variable x. El
espectro de enerǵıas regular es dado por las ráıces de la función G±(x)
mientras el espectro excepcional son valores especiales en parámetros
de la función que no corresponden a ráıces de G±. En este documento,
Braak encuentra la solución para obtener el espectro de enerǵıas, sin
embargo, no menciona nada de los eigenestados del modelo de tal ma-
nera que podamos calcular observables como la inversión de población
encontrada en distintos textos.

Aśı, el modelo de Rabi aun no cuenta con una solución exacta y las
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soluciones que se encuentran se permiten bajo ciertas condiciones, para
esto, el propósito de este trabajo es resolver de manera anaĺıtica el Mo-
delo de Rabi mediante el uso de Teoŕıa de Perturbaciones. Proponemos
en fijarnos en el ĺımite donde la diferencia entre los dos niveles de enerǵıa
del átomo tiende a cero y ser el parámetro perturbativo. Hallaremos los
eigenvalores y eigenestados hasta segundo y tercer orden, y mostrare-
mos una comparación con los eigenvalores y estados numéricos de Rabi
y anaĺıticos de Jaynes-Cummings. Calcularemos anaĺıtica y numérica-
mente la observable de inversión de población W (t) utilizando nuestras
soluciones con teoŕıa de perturbaciones y las compararemos con los re-
sultados obtenidos diagonalizando numéricamente el Hamiltoniano de
Rabi.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. El primer caṕıtulo
contiene fundamentos para la cuantización del campo electromagnéti-
co, asimismo, se escribe algunos conceptos matemáticos que nos ayu-
daran a la diagonalización del Hamiltoniano de Rabi. En el segundo
caṕıtulo se desarrolla el Hamiltoniano de Rabi aśı como algunas pro-
piedades conocidas del modelo. Resolvemos y calculamos el modelo de
Jaynes-Cummings y describimos algunas propiedades conocidas para el
modelo de Rabi. En el tercer caṕıtulo estará la aplicación del méto-
do perturbativo al modelo hallando las correcciones a los eigenvalores
y eigenestados perturbados hasta segundo y tercer orden, mostrando la
comparación del método con los valores numéricos del modelo de Rabi y
Jaynes-Cummings. Para el cuarto caṕıtulo mostramos la dinámica de los
estados numéricos y anaĺıticos de JCM, RM y teoŕıa de perturbaciones,
respectivamente, y analizamos el colapso y resurgimiento de las proba-
bilidades en las oscilaciones e Rabi. Finalmente, en el quinto caṕıtulo
contendrá las conclusiones seguido de la referencias bibliográficas.
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CAṔITULO 1

Fundamentos del campo electromagnético cuantizado

1.1. Campo electromagnético cuantizado

Una forma de cuantizar el campo electromagnético es comenzar con
el caso más simple y conveniente donde tomaremos a un campo de un
solo modo confinado en una cavidad unidimensional de longitud L a lo
largo del eje ẑ [2]. La cavidad esta compuesta por paredes perfectamente
conductoras en z = 0 y z = L como se muestra en la figura 1.1 Dentro
de la cavidad, asumimos que no hay fuentes de radiación, es decir, sin
corrientes ni cargas y ningún medio dieléctrico en la cavidad. Conside-
rando estas caracteŕısticas, podemos suponer que dentro de la cavidad
hay espacio libre y aprovechar las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo,
ecs. (1.1) - (1.4), escritas en unidades del Sistema Internacional. Estas
ecuaciones relacionan los campos vectoriales eléctricos y magnéticos, y
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2 Caṕıtulo 1. Fundamentos del campo electromagnético cuantizado

Figura 1.1: Cavidad de longitud L con paredes conductoras. El campo elec-
tromagnético esta polarizado a lo largo del eje x̂.

se leen de la forma:

∇ · E = 0 (1.1)

∇ ·B = 0 (1.2)

∇× E = −∂B

∂t
(1.3)

∇×B = µ0ε0
∂E

∂t
(1.4)

donde E = E(r, t) y B = B(r, t), son los campos eléctricos y magnéticos,
respectivamente, µ0ε0 = c−2 con c como la velocidad de la luz en el
vaćıo, ε0 y µ0 son la permitividad y permeabilidad en el espacio libre,
respectivamente.

Para simplificar los cálculos, conviene tomar la dependencia espacial
del campo eléctrico a lo largo del eje ẑ alineado con la cavidad reso-
nante. En los ĺımites de la cavidad, imponemos que las condiciones de
frontera se disipe el campo eléctrico. Además, el campo eléctrico estará



1.1. Campo electromagnético cuantizado 3

polarizado linealmente en dirección x̂, es decir, E(r, t) = x̂Ex(z, t). Por
lo tanto, el campo para un solo modo que satisface las ecuaciones de
Maxwell y las condiciones de frontera dentro de la cavidad se lee como:

Ex(z, t) =

(
2ω2

V ε0

)1/2

x(t) sin(kz) (1.5)

donde x(t) es un factor dependiente del tiempo con dimensiones de lon-
gitud. La frecuencia del modo viene descrita por ω, el numero de onda
k = ω/L y V = LA es el volumen de la cavidad (A es el área transversa
del resonador óptico) [19]. De acuerdo con la onda electromagnética,
la componente del campo magnético que no es cancelada dentro de la
cavidad podemos obtenerla de la ecuación (1.10), conseguimos que By

se escribe como:

By(z, t) =

(
2ω2

V ε0

)1/2
ẋ(t)

kc2
cos(kz). (1.6)

De manera clásica, el Hamiltoniano para el campo electromagnético
de un modo es:

H =
1

2
ε0

∫
V

dτ
(
E2
x + c2B2

y

)
(1.7)

donde la integración es sobre el volumen de la cavidad. Sustituyendo en
la ecuación (1.7) las expresiones de Ex y By nos queda que H es:

H =
1

2

(
ω2x2 + ẋ2

)
=

1

2

(
p2 + ω2x2

)
.

(1.8)

De esta última ecuación (1.8) obtenemos el Hamiltoniano del campo de
radiación para un solo modo que impĺıcitamente es equivalente al Ha-
miltoniano del oscilador armónico por unidad de masa donde los campos
eléctrico y magnético toma los papeles de posición y momento canónico
para un sistema clásico [2]. Para pasar al enfoque de la mecánica cuánti-
ca, simplemente usamos la regla de correspondencia para reemplazar por
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sus equivalentes operadores p̂ y x̂. Estos operadores deben satisfacer la
relación de conmutación canónica:

[x̂, p̂] = i~1 ; [x̂, x̂] = [p̂, p̂] = 0. (1.9)

Los campos eléctricos y magnéticos escritos como operadores quedaran
como:

Êx(z, t) =

(
2ω2

V ε0

)1/2

x̂(t) sin(kz) (1.10)

y

B̂y(z, t) =

(
2ω2

V ε0

)1/2
p̂(t)

kc2
cos(kz). (1.11)

con ẋ = p el momento canónico. Por tanto, el Hamiltoniano se transfor-
ma en:

Ĥ =
1

2
(p̂2 + ω2x̂2) (1.12)

1.2. Oscilador armónico

En mecánica cuántica podemos encontramos la expresión del Hamil-
toniano para el oscilador armónico unidimensional como:

H =
p̂2

2m
+
mω2x̂2

2
, (1.13)

aqúı p̂ = ~
i
∂
∂x

y x̂ = x̂ son operadores, ω la frecuencia angular del oscila-
dor clásico relacionada con la constante de Hooke, k. Más adelante omi-
tiremos la distinción en la notación de los operadores por simplicidad.
Para simplicidad de notación despreciaremos el signo de operadores.

Definiendo a x
.
= mωx, de tal forma que

H =
1

2m
(p2 + x2), (1.14)

y tratando de expresar la suma de cuadrados como una multiplicación
de términos lineales:

p2 + x2 → (x+ ip) (x− ip) = p2 + x2 + i (px− xp) ,
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resulta que este problema puede resolverse muy fácilmente de manera
“algebraica”por un truco descubierto por P. A. M. Dirac [18]. Definimos:

a
.
=

1√
2m~ω

(mωx+ ip) (1.15)

a†
.
=

1√
2m~ω

(mωx− ip) (1.16)

operadores diferenciales de aniquilación y creación, respectivamente. En-
tonces,

a†a|ψ〉 =
1

2~ω
(mωx− ip) (mωx+ ip) |ψ〉

=
1

2~ω
(
p2 +m2ω2x2 −m~ω

)
|ψ〉

=
1

2~mω
(
p2 +m2ω2x2

)
|ψ〉 − 1

2
|ψ〉,

análogamente

aa†|ψ〉 =
1

2~ω
(
p2 +m2ω2x2

)
|ψ〉+

1

2
|ψ〉,

aśı, el Hamiltoniano referente al oscilador armónico se escribe de la for-
ma:

H = ~ω
(
a†a+

1

2

)
= ~ω

(
aa† − 1

2

)
(1.17)

De la ecuación (1.17) podemos ver que las relaciones de conmutación
entre a y a† son semejantes a las de x y p:

[a, a†] = 1 (1.18)

[a, a] = 0 = [a†, a†]. (1.19)

En términos de a y a†, los campos eléctricos y magnéticos para un
solo modo, ecs. (1.10) y (1.11), son transformados en operadores:

Ex(z, t) = ε
(
a+ a†

)
sin (kz) (1.20)
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By(z, t) =
β

i

(
a− a†

)
cos (kz) , (1.21)

donde ε = (~ω/ε0V )1/2 y β = (µ0/κ) (ε0~ω3/V )
1/2

contiene las dimen-
siones de campo eléctrico y magnético respectivamente.

Tomemos ahora el Hamiltoniano de la expresión (1.17) para un solo
modo y denotemos un eigen-estado de enerǵıa para un fotón como |n〉 re-
ferente al oscilador armónico, y su eigen-valor de enerǵıa, En, quedando
la ecuación de eigen-valores como:

H|n〉 = En|n〉 (1.22)

o bien,

~ω
(
a†a+

1

2

)
|n〉 = En|n〉, (1.23)

donde |n〉 puede tomar los valores de 0, 1, . . . , n. Aplicando el operador a
en ambos lados por la izquierda y reagrupando los términos, obtenemos:

~ω
(
aa† +

1

2

)
a|n〉 = Ena|n〉

o bien,
Ha|n〉 = (En − ~ω) a|n〉. (1.24)

Por otro lado, podemos obtener algo análogo a (1.24) aplicando ahora
el operador a† sobre la otra expresión para H, ec. (1.17):

Ha†|n〉 = (En + ~ω) a†|n〉. (1.25)

Estas expresiones (1.24) y (1.25) implican que a|n〉 y a†|n〉 tam-
bién son eigen-estados de H con valores discretizados por un cuanto de
enerǵıa ∓~ω, respectivamente.

Al producto de los operadores a†a también es conocido como el ope-
rador de número, es decir:

N
.
= a†a (1.26)
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de esta forma, tenemos una importante relación entre el operador de
número (ó operador numérico) y el Hamiltoniano:

H = ~ω
(
N +

1

2

)
. (1.27)

H ahora es función lineal delN yN puede ser diagonalizable simultánea-
mente con H.

Tomando nuevamente el eigen-estado de enerǵıa |n〉, y el valor de
enerǵıa n,

N |n〉 = n|n〉,

de la expresión (1.27) se puede ver claramente que:

H|n〉 =

(
n+

1

2

)
~ω|n〉,

resultando que los eigen-valores de la enerǵıa son dados por:

En =

(
n+

1

2

)
~ω. (1.28)

Conviene notar que los resultados que conseguimos para el campo
con un solo modo dentro de una cavidad puede ser generalizado para
un campo de radiación multimodo. Para esto, debemos tener en cuenta
las mismas suposiciones que tomamos anteriormente con el campo en el
espacio libre, ver [19]. Por lo tanto, la enerǵıa del oscilador armónico por
unidad de masa, ec. (1.27), para campos de radiación de multimodos es
escrita de la forma:

H =
1

2

∑
j

~ωj
(
Nj +

1

2

)
(1.29)

y un estado de número de fotones multimodo es el producto de los
estados numéricos de todos los modos:

|n1〉|n2〉|n3〉 · · ·
.
= |n1, n2, n3, . . . 〉 = |{nj}〉. (1.30)
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La ecuación de eigen-estados para H, ec. (1.29), son tales que:

H|{nj}〉 = E|{nj}〉, (1.31)

donde las eigen-enerǵıas vienen dadas por:

En =
∑
j

~ωj
(
nj +

1

2

)
. (1.32)

En el estudio del acoplamiento del campo con la materia, la mayoŕıa
de las veces se hace a través del campo eléctrico que interactúa con un
momento dipolar. La expresión para el campo eléctrico de una onda
plana de un sólo modo viene dada como:

E(r, t) = i

(
~ω

2ε0V

)1/2

ex[âe
ik·r+iωt − â†e−ik·r+iωt] (1.33)

donde k es el vector de onda y ex el vector de polarización de la onda [19].
En gran parte de la óptica cuántica, las dimensiones entre la variación
espacial del campo y el sistema atómico pueden ser muy grandes. Para
radiación óptica, la longitud de onda, λ, es del orden de miles de Å, es
decir:

λ

2π
=

1

|k|
� |ra|, (1.34)

donde |ra| es la longitud propia del tamaño del átomo. De este modo
podemos aproximar la exponencial como:

e±ik·r ≈ 1, (1.35)

aśı el operador de campo eléctrico quedará escrito como:

E(r, t) ≈ E(t) = i

(
~ω

2ε0V

)1/2

ex[âe
−iωt + â†eiωt], (1.36)

la naturaleza del operador de campo eléctrico se presenta en los opera-
dores de creación y aniquilación.
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1.3. Estado coherente

Los estados coherentes fueron discutidos por primera vez por Erwin
Schrödinger como una solución especial a la ecuación de Schrödinger in-
dependiente del tiempo del oscilador armónico mecánico y se convirtie-
ron en la base de la Óptica Cuántica, [3]. Además, los estados coherentes
tienen la caracteŕıstica de ser estados con incertidumbre mı́nima para el
oscilador armónico, es decir, se cumplen la igualdad en la relación del
principio de incertidumbre de Heisenber, [22]. Un estado coherente |α〉
es un eigen-estado del operador a, es decir:

a|α〉 = α|α〉. (1.37)

Es importante recordar que a† 6= a, a no es Hermı́tico, de modo que los
eigenvalores α no necesariamente serán reales (α ∈ C). Para encontrar
la expresión de los estados coherentes |α〉, será equivalente a encontrar
los coeficientes Cn en:

|α〉 =
∞∑
n=0

Cn|n〉, (1.38)

donde los coeficientes Cn que acompañan al conjunto de vectores {|n〉}
del oscilador armónico forman una base completa del espacio de Hilbert.
Aśı, cualquier vector puede escribirse como una combinación lineal de
los vectores de la base.

Recordando que la acción del operador a sobre un estado |n〉 es de
la forma:

a|n〉 =
√
n|n− 1〉 (1.39)

y la ecuación que tenemos que plantear es:

a
∞∑
n=0

Cn|n〉 = α
∞∑
n=0

Cn|n〉

o bien,
∞∑
n=0

Cn
√
n|n− 1〉 =

∞∑
n=0

αCn|n〉.
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Si expandimos e igualáramos los términos correspondientes a cada esta-
do |n〉 obtendŕıamos la relación de recurrencia para Cn:

Cn
√
n = αCn−1. (1.40)

Teniendo en cuenta que para el estado base a|0〉 = 0, es fácil ver que cada
Cn dependerá únicamente del primer valor C0 de la expresión (1.40), es
decir, cuando n = 1. Aśı, despejando a Cn la relación de recurrencia se
escribirla como:

Cn =
αn√
n!
C0. (1.41)

Con esto, el estado coherente |α〉 queda de la forma:

|α〉 = C0

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉. (1.42)

Solo faltaŕıa encontrar el coeficiente C0, pero para ello utilizamos la
condición de normalización de |α〉 de tal manera que:

1 = 〈α|α〉 =
∞∑
n=0

|α|2n

n!
|C0|2 = e|α|

2|C0|2.

Tomando ráız cuadrada en los lados extremos de la ultima ecuación y
despejando |C0| se encuentra:

|C0| = e−
1
2
|α|2 . (1.43)

Podemos considerar, sin perdida de generalidad, que C0 es real. Dicho
de otra forma, la fase que pueda tener será global y no es una observable,
entonces:

C0 = e−
1
2
|α|2 . (1.44)

Por lo tanto, un estado coherente puede ser de la forma:

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉. (1.45)
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Por ahora, |α〉 es un eigenestado del operador a y solo parece una cu-
riosidad matemática. A continuación, veremos que un estado coherente
puede ser escrito como la aplicación del operador unitario de desplaza-
miento al estado base del oscilador armónico. Este es un resultado muy
importante ya que si queremos construir un estado coherente, podemos
actuar sobre el estado de enerǵıa más bajo el operador desplazamiento
(|α〉 = D(α)|0〉).

1.4. Operador de desplazamiento

Introducimos al operador desplazamiento por ser otra forma de de-
finir a un estado coherente mediante la aplicación de este operador uni-
tario sobre el estado de mı́nima enerǵıa del oscilador armónico cuántico.
Para entender el uso de este operador, será importante comprender la
operación que éste produce sobre los operadores de posición x y momen-
to p del oscilador.

Comencemos escribiendo a x y p en términos de los operadores de
creación y aniquilación que podemos obtener fácilmente de las ecuacio-
nes (1.16) y (1.15):

x =

√
~

2mω
(a+ a†) (1.46)

p =

√
~mω

2
(a− a†). (1.47)

Como el nombre lo indica para el operador desplazamiento, si tenemos
al operador de posición x, lo que queremos hacer es una cierta operación
que transforme a este operador en:

x −→ x− x0.

donde x0 = x0 ·1. Para saber como se transforma el operador x debemos
multiplicar por un operador unitario D y obligar a obtener:

DxD† = x− x0 (1.48)
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que será justo desplazar x. Además, también queremos desplazar al ope-
rador p análogo a (1.48):

DpD† = p− p0. (1.49)

Si sustituimos los valor de la ec. (1.46) (y ec. (1.47)) sobre la ecuación
(1.48) (y ec. (1.49)), respectivamente, llegamos a que:

D(a+ a†)D† = a+ a† − x0

√
2mω

~
(1.50)

D(a− a†)D† = a− a† − p0i

√
2

~mω
. (1.51)

Con estas ecuaciones podemos averiguar lo que hace D. Sumando las
ecs. (1.50) y (1.51):

DaD† = a− α, (1.52)

donde α =
√
mω/2~ (x0 + ip0/mω). Si nos fijamos en este valor, α es

semejante a la expresión para a, ecuación (1.16), sin embargo α ∈ C.
La expresión a análoga para a† es obtenida simplemente aplicando el
Dagger a la ec. (1.52):

Da†D† = a† − α∗. (1.53)

Podemos comenzar a sacar algunas propiedades importantes dedu-
cidas de las ecuaciones (1.52) y (1.53) que son:

[a,D] = αD (1.54)

[a†, D†] = −α∗D†. (1.55)

Otra propiedad importante de notar es la acción del conmutador (1.54)
sobre el estado base |0〉:

[a,D]|0〉 = aD|0〉 = αD|0〉,
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habiendo tomado en cuenta la expresión (1.39) para a. Claramente es de
la misma forma que la expresión (1.37) para la ecuación de eigen-estados
del operado a, por lo tanto:

|α〉 = D|0〉. (1.56)

Un estado coherente |α〉 es precisamente el operadorD aplicado sobre
el estado |0〉. Este resultado es importante porque si queremos construir
un estado coherente, hacemos actuar sobre el estado de mı́nima enerǵıa
el operador D. Además, necesariamente D = D(α). Asimismo, si α = 0:

|0〉 = D(0)|0〉 = 1|0〉 (1.57)

esto es, D(α = 0) = 1

Definimos al operador desplazamiento, D (α), como:

D (α) = eαa
†−α∗a (1.58)

y vemos que la forma del operador D(α) cumple con los requisitos que
hemos impuesto. Una forma distinta de convencerse que el estado cohe-
rente (1.56) es equivalente a un eigen-estado de la ec. (1.37) para a es
usando el teorema de Baker-Campbell-Hausdorff para el producto de
operadores[23]:

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−[Â,B̂]/2 (1.59)

donde Â y B̂ satisfacen la relación de conmutación:

[Â, [Â, B̂]] = [B̂, [B̂, Â]] = 0.

Cuando usamos el teorema de Baker-Campbell-Hausdorff sobre el estado
coherente (1.56):

|α〉 = e−
1
2
|α|2eαa

†
e−α

∗a|0〉

la relación a|0〉 = 0 implica que:

|α〉 = e−
1
2
|α|2eαa

†|0〉.



14 Caṕıtulo 1. Fundamentos del campo electromagnético cuantizado

Utilizando la expresión de la exponencial en forma de serie obtenemos:

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn

n!
a†n|0〉 = e−

1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn

n!

√
n!|n〉

o bien,

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 (1.60)

concordando con la representación del estado coherente en términos de
estados del número de fotón.[3]

Por lo tanto, el efecto de aplicar el operador en una transformación
de similitud a los operadores de escalera, resulta en su desplazamiento:

D† (α) aD (α) = a+ α

D (α) aD† (α) = a− α
(1.61)

Otras propiedades del operador son:

1. D† (α) = D−1 (α) = D (−α)

2. D† (α) aD (α) = a+ α

3. D†
(
α†
)
a†D (α) = a† + α∗

4. D (α + β) = D (α)D (β) e−Im(αβ∗)

5. D† (α) a†aD (α) =
(
a† + α∗

)
(a+ α)



CAṔITULO 2

Interacción luz-átomo

2.1. Modelo Rabi

La interacción de un campo de radiación con la materia es encon-
trado en distintas partes dentro de la literatura. Se trata primero el
problema utilizando f́ısica clásica pero este procedimiento no suele ser el
más conveniente. Existen diversos experimentos donde no es suficiente
este tratamiento para explicar y predecir los resultados observados expe-
rimentalmente y para esto es conveniente tratar al problema desde otra
perspectiva utilizando la mecánica cuántica que también se encuentra
en la literatura. Esto puede ser observado, por ejemplo, en la emisión
espontánea en un sistema atómico.

Es importante notar que aún con el sistema más básico que se apli-
ca a la interacción de un campo de radiación de un modo normal del
campo electromagnético con un átomo de dos niveles, se puede obtener

15
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Figura 2.1: Diagrama de enerǵıa atómica tomando como origen el centro de
los dos niveles.Figura toma de [19]

una mayor riqueza en los resultados tratando el problema con mecánica
cuántica. Por un lado con la teoŕıa clásica conseguimos las oscilaciones
de Rabi para la inversión atómica [2], mientras la teoŕıa cuántica da
resultados más generales prediciendo fenómenos de colapso y resurgi-
miento.

Hasta este punto solo hemos cuantizado los campos de luz y utilizado
herramientas matemáticas para reescribirlos a una forma más convenien-
te, además de la ausencia de alguna interacción con la materia. Ahora,
analizaremos los efectos cuánticos que surgen en la interacción del cam-
po de radiación cuantificado con el sistema atómico de dos niveles y para
hacer esto, primero acoplaremos un átomo a una onda electromagnética
utilizando el método de aproximación de dipolo y aproximación de onda
rotante (RWA por sus siglas en inglés).

Consideremos al átomo como un dipolo con momento dipolar P
.
= e~r,

donde ~r indica la posición relativa del electrón respecto del protón [3]. La
aproximación dipolar indica que el cambio del campo electromagnético,
Ê, sobre el tamaño del átomo no cambia y tiene una enerǵıa potencial
del dipolo dado por:

H~r·Ê = −e~r · Ê (2.1)

Considerando la presencia de un átomo sobre un campo, por senci-
llez, ocupamos un que cuenta con un núcleo y un electrón de equivalencia
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y suponiendo que solo tiene dos niveles atómicos para estar en resonan-
cia con el campo, aśı, la interacción del campo de radiación Ê es descrita
por el Hamiltoniano:

H = HA +HF +H~ṙ̂E (2.2)

donde HA y HF son las enerǵıas del átomo y el campo de radiación,
respectivamente, y ~r el vector de posición del electrón.

El Hamiltoniano respectivo al campo de radiación HF esta escrito
en términos de los operadores de creación y destrucción:

HF = ~ω
(
a†a
)

(2.3)

donde el termino cero de enerǵıa en HF se ha eliminado por no contribuir
en la dinámica del sistema.

Denotemos el nivel superior de enerǵıa Ee
.
= ~ωe por el estado |e〉

y nivel de enerǵıa bajo Eb
.
= ~ωb con el estado |b〉. Donde los estados

{|e〉, |b〉} forman un conjunto completo de eigen-estados de enerǵıa del
Hamiltoniano HA del átomo, esto es,

∑
j |j〉〈j| = 1, con j = e, b [3].

Entonces:

HA =
∑
j

Ej|j〉〈j|, (2.4)

tomando la representación de los vectores de la forma:

|e〉 .=
(

1
0

)
(2.5)

y

|b〉 .=
(

0
1

)
(2.6)

la representación matricial de HA del átomo toma la forma:

HA = E1 +
1

2
~Ω

(
1 0
0 −1

)
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donde E
.
= 1

2
(Ee +Eb) y Ω

.
= ωe− ωb indica la frecuencia de transición.

Olvidaremos la constante E del Hamiltoniano HA semejante a la cons-
tante del Hamiltoniano del campo HF . Este termino equivale a un cam-
bio de origen de enerǵıas, pues se ha tomado el origen de enerǵıas en el
centro de transición atómica, figura 2.1, aśı:

HA =
1

2
~Ωσz (2.7)

donde hemos tomado la definición de las matrices de Pauli.

Retomando nuevamente la enerǵıa de interacción del campo de radia-
ción, podemos expresar e~r en términos de los operadores de transición:

e~r =
∑
i,j

e|i〉〈i|~r|j〉〈j| =
∑
i,j

Pijσij (2.8)

donde σij = |i〉〈j| y Pij = e〈i|~r|j〉 son los elementos de matriz de
transición del dipolo eléctrico. Por sencillez, asumiremos que Pij es real
[2]. Considerando la aproximación dipolar, evaluamos el operador de
campo eléctrico, para un solo modo, en la posición del centro de masa
del átomo. De esta forma, de la expresión para el operador de campo
eléctrico (1.36) evaluado en la posición del átomo en el origen obtene-
mos:

Ê = i

(
~ω

2ε0V

)1/2

~e
(
â+ â†

)
(2.9)

donde hemos tomado nuevamente a Ê polarizado linealmente por sen-
cillez en los cálculos. Sustituyendo las expresiones para HA, HF , e~r y Ê
en la ecuación (2.2), el Hamiltoniano de la interacción del operador de
campo eléctrico viene siendo de la forma:

H = ~ωa†a+
1

2
~Ωσz +

∑
i,j

gijσij
(
a+ a†

)
(2.10)

donde

gij = −Pij · E~e
~

(2.11)
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es la constante de acoplamiento y E = (~ω/2ε0V )1/2. Para Pij = Pji,
expresamos:

gij = gji
.
= g (2.12)

de esta forma escribimos el Hamiltoniano total del sistema interacción
campo-átomo (2.10) como:

H = ~ωa†a+
1

2
~Ωσz + ~g (σ− + σ+)

(
a+ a†

)
(2.13)

donde hemos tomado la notación de:

σz = σee − σbb = |e〉〈e| − |g〉〈g|, (2.14)

σ+ = σeb = |e〉〈b|, (2.15)

σ− = σbe = |b〉〈e| (2.16)

expresadas en forma matricial y que satisfacen el álgebra:

[σ+, σ−] = σz, (2.17)

[σ−, σz] = 2σ−. (2.18)

La acción del operador σ+ sobre el estado base del átomo, |b〉, es llevarlo
al estado excitado |e〉 del átomo y el operador σ− toma al estado excitado
|e〉 para llevarlo al estado base |b〉 del átomo.

La ecuación (2.13) es conocida como el Hamiltoniano del modelo de
Rabi. En caṕıtulos posteriores retomaremos esta expresión lo cual será
el propósito principal de esta tesis por resolver en forma anaĺıtica recu-
rriendo a un método de aproximación utilizado dentro del formalismo
de la mecánica cuántica. Ahora veremos una solución al Modelo de Rabi
la cual incorpora la Aproximación de Onda Rotante (RWA) reduciendo
el Hamiltoniano de la parte de interacción sistema campo-átomo, ec.
(2.13). El Hamiltoniano resultante de aplicar este procedimiento, es co-
nocida como Modelo de Jaynes-Cummings y se presenta como referencia,
pues es el más conocido en la literatura.
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2.2. Modelo de Jaynes-Cummings

Uno de los modelos más importantes en óptica cuántica es el modelo
de Jaynes-Cummings (JCM por sus siglas en ingles). El modelo fue pro-
puesto originalmente por E. T. Jaynes y F. W. Cummings en 1963 para
aclarar los efectos del comportamiento de los átomos que interactúan con
un campo electromagnético en un proceso totalmente mecánico cuántico
[21]. Como se ha mencionado antes, JCM considera un único modo del
campo electromagnético con un único átomo de dos niveles encerrado
en el interior de una cavidad óptica de dimensiones tales que sólo existe
en su interior un modo capaz de interaccionar con la transición atómica
elegida.

El hamiltoniano de Jaynes-Cummings se obtiene utilizando la apro-
ximación de onda rotante al Hamiltoniano del sistema campo-átomo,
ecuación (2.13), espećıficamente al término de la interacción:

H~r·Ê = ~g
(
σ−a+ σ+a+ σ−a

† + σ+a
†) .

La aproximación desprecia los términos σ+a
† y σ−a en la parte de

interacción y, para respaldar esta justificación, debemos pasar primero
a un marco de interacción con respecto al Hamiltoniano de referencia,
denotada como:

H0 = ωa†a+
Ω

2
σz (2.19)

a través de la transformación unitaria:

U(t) = eiH0t (2.20)

afectando tanto a vectores de estado como a operadores en la siguiente
manera:

|Ψ̄〉 = U |Ψ〉
H̄~r·Ê = UH~r·ÊU

† (2.21)

definiendo a H̄ como el marco de interacción. Escribiendo al Hamilto-
niano total de la forma:

H = H0 +H~r·Ê, (2.22)
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H y los estados |Ψ〉 satisfacen la ecuación de Schrödinger:

i
∂

∂t
|Ψ〉 = H|Ψ〉, (2.23)

ahora bien, derivando respecto al tiempo los estados en el marco de
interacción:

i| ˙̄Ψ(t)〉 = iU(iH0)|Ψ〉+ iU |Ψ̇(t)〉
= U(t)[H −H0]|Ψ(t)〉 = U(t)H~r·ÊU

†(t)U(t)|Ψ(t)〉
de esta forma, la ecuación de Schrödinger es valida luego de la transfor-
mación, es decir:

i
∂

∂t
|Ψ̄〉 = H̄~r·Ê|Ψ̄〉 (2.24)

la cual depende ahora del Hamiltoniano de interacción. Para ver como
se transforma expĺıcitamente la acción H̄~r·Ê, sustituyamos el valor de
H0 en la transformación unitaria, esto es:

H̄~r·Ê = geiΩtσz/2(σ+ + σ−)e−iΩtσz/2eia
†aωt(a+ a†)e−ia

†aωt (2.25)

notando que los operadores de campo y atómicos conmutan.

Calculando primero la parte atómica utilizando la representación de
matrices de Pauli 2x2, un termino será:

eiΩtσz/2σ+e
−iΩtσz/2 =

(
eiΩt/2 0

0 e−iΩt/2

)(
0 0
1 0

)(
e−iΩt/2 0

0 eiΩt/2

)
=

(
0 0

e−iΩt 0

)
= σ−e

−iΩt.

Por lo tanto, la parte del átomo queda de manera:

eiΩtσz/2(σ+ + σ−)e−iΩtσz/2 = σ+e
iΩt + σ−e

−iΩt. (2.26)

Para los operadores de campo, a y a†, podemos utilizar un resultado
válido para operadores no conmutativos conocido como lema de Baker-
Campbell-Hausdorff [23]:

eia
†aωtae−ia

†aωt =a+ [ia†aωt, a] +
1

2!
[ia†aωt, [ia†aωt, a]] + · · ·

=ae−iωt,
(2.27)
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y similarmente para a† obtendremos:

eia
†aωtae−ia

†aωt = aeiωt. (2.28)

Juntando estas ultimas ecuaciones, llegamos a:

eiωa
†at(a+ a†)e−iωa

†at = ae−iωt + a†eiωt. (2.29)

Por lo tanto, el Hamiltoniano H̄~r·Ê en el marco de interacción se trans-
forma como:

H̄ = g
(
σ−ae

−i(ω+Ω)t + σ+ae
iδt + σ−a

†e−iδt + σ+a
†ei(ω+Ω)

)
(2.30)

donde δ
.
= Ω − ω es llamado desintońıa. Notemos que en la ecuación

(2.30) aparecen términos con suma de frecuencias Ω + ω y otros con
diferencias, Ω−ω. Cuando consideramos que la frecuencia de transición
atómica Ω es cerca a la frecuencia del modo de la cavidad ω, es decir, si
se cumple que ||Ω−ω|| � ω+ Ω, entonces los términos con restas en la
exponencial son altamente resonante, mientras que los términos con la
suma no lo son. La aproximación de onda rotante consiste en omitir los
términos con suma de frecuencias, ya que su contribución a la dinámi-
ca es despreciable [16]. Además, dado que la ecuación de Schrödinger es
una ecuación diferencial de primer orden en el tiempo, podemos integrar
respecto al tiempo trayendo sumas y restas de frecuencias en el deno-
minador y los factores que contengan restas serán los que contribuirán.

Por lo tanto, tomando en cuenta la contribución dominante, podemos
aproximar el Hamiltoniano de interacción por:

H̄~r·Ê ' H~r·Ê = g(σ−a
†eiδt + σ+ae

−iδt). (2.31)

Este Hamiltoniano corresponde al Hamiltoniano de interacción en
nuestro marco original. De esta manera, el Hamiltoniano total lo rees-
cribimos como:

HJC = ωa†a+
Ω

2
σz + g(a†σ− + aσ+). (2.32)
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Existen diferentes maneras de resolver en forma anaĺıtica el Hamil-
toniano de JCM. Una forma habitual es encontrar los estados propios y
para esto, comencemos considerando que los términos de interacción de
HJC causan la transición de un solo tipo:

|e〉|n〉 ⇐⇒ |b〉|n+ 1〉 (2.33)

o bien,
|e〉|n− 1〉 ⇐⇒ |b〉|n〉 (2.34)

Para un n dado, los estados del sistema están dentro del dominio de
un sub-espacio bidimensional delimitado por los elementos del produc-
to {|e〉|n − 1〉, |b〉|n〉} o {|e〉|n〉, |b〉|n + 1〉} que forman una base [19].
Tomemos los segundos estados del sistema definiendo a:

|E(1)
n 〉

.
= |e〉|n〉 (2.35)

|E(2)
n 〉

.
= |b〉|n+ 1〉 (2.36)

Es claro ver que 〈E(j)
n |E(i)

n 〉 = δij. Teniendo nuestra base, calculamos la
representación matricial de HJC , quedando de la forma:

H(n) =

(
nω + 1

2
Ω g

√
n+ 1

g
√
n+ 1 (n+ 1)ω − 1

2
Ω

)
(2.37)

Si cambiáramos al primer sub-espacio de estados, la dinámica que co-
necta los estados cambia sólo el numero de fotones por ±1. Aśı, diago-
nalizando la matriz Hn podemos hallar los eigen-valores:

E±(n) =

(
n+

1

2

)
ω ± 1

2
Ωn(δ) (2.38)

donde
Ωn(δ) =

√
δ2 + (2g)2(n+ 1) (2.39)

es la frecuencia conocida como frecuencia de Rabi. Los eigen-estados
|n,±〉 asociados con los eigen-valores de enerǵıa están dados por:

|n,+〉 = cos

(
φn
2

)
|E1

n〉+ sin

(
φn
2

)
|E2

n〉

|n,−〉 = sin

(
φn
2

)
|E1

n〉+ cos

(
φn
2

)
|E2

n〉
(2.40)
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donde el ángulo φn es definido como:

φn = tan−1

(
2g
√
n+ 1

δ

)
(2.41)

Cuando se habla del modelo de Jaynes-Cummings, se trata con va-
lores cercanos a la desintońıa del átomo, es decir, se requiere que los
átomos estén a una transición cercana a ω (ω ≈ Ω). Además, existirá
otra limitante en el modelo, los valores despreciados por la RWA comen-
zaran a tener efecto cuando g/ω ya no sea pequeño, (1 > g/ω).

2.3. Algunas propiedades conocidas del mo-

delo de Rabi

Previamente analizamos y resolvimos el Hamiltoniano referente al
Modelo de Jaynes-Cummings obteniendo las enerǵıas y estados de este
modelo. Para conseguir la solución, frecuentemente es utilizada la RWA
para simplificar el modelo al costo de reducirnos a un pequeño régimen
de acoplamiento donde la frecuencia de transición atómica Ω es muy
cercana a la frecuencia del modo de la cavidad ω. Sin embargo, cuando
la interacción crece, la RWA deja de ser válida y los valores despreciados
comienzan a tener efecto. La necesidad de conocer de manera detallada el
espectro y la dinámica del Modelo de Rabi (RM por sus siglas en ingles)
más allá de RWA ha sido requerida debido a la posibilidad de alcanzar
experimentalmente estos reǵımenes, aśı como algunas extensiones para
el estudio espectral en cavidades cruzadas [17] y el desplazamiento de
estados entrelazados [7]. Una solución anaĺıtica propuesta para resolver
y obtener el espectro del RM surgió en Agosto de 2011 por D. Braak.
Braak presenta una solución anaĺıtica considerando la cuestión de in-
tegrabilidad de sistemas cuánticos que no poseen un ĺımite clásico, es
decir, el número de grados de libertad de un sistema cuántico contiene
un espacio de Hilbert de dimensión infinita. De esta manera, Braak pro-
pone que el modelo de Rabi logra ser integrable debido a la presencia de
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una simetŕıa discreta y el espectro de enerǵıas viene dado por las ráıces
de la función trascendental G±(x) [5].

Como se comentó, la ecuación (2.13) representa, quizá, el sistema
f́ısico más simple más allá del oscilador armónico. Las aplicaciones del
modelo en las que se ha desarrollado va desde la óptica cuántica y la
resonancia magnética hasta el estado sólido y la f́ısica molecular. Exis-
ten también aplicaciones recientes en temas actuales como cavidades y
circuitos en electrodinámica cuántica, algunas por mencionar. Por esta
razón, el requerimiento de una comprensión teórica es necesaria para
el entendimiento y desarrollo de las aplicaciones y a pesar de haberse
introducido hace más de 70 años, el modelo aun sigue sin resolverse de
manera exacta [11, 12, 13, 14, 15], debido a la falta de una segunda
cantidad conservada, además de la enerǵıa, y dificulta el desarrollo de
una solución anaĺıtica, lo que ha llevado a la opinión de ser un siste-
ma no integrable como se refiere Braak. En cambio, en el modelo de
Jaynes-Cummings se puede definir el operador:

N
.
= ωa†a+

1

2
Ωσz (2.42)

y haciendo el conmutador con HJC :

[HJC , N ] = 0, (2.43)

implicando este resultado que existe otra cantidad conservada propor-
cionando una solución anaĺıtica.

El objetivo de este trabajo es presentar una solución al modelo de
Rabi fijándonos en el ĺımite donde la diferencia entre los dos niveles de
enerǵıa del átomo sea cercana a cero. Esta condición para ser válida
la solución es independiente si nos encontramos cerca de la desintońıa
del átomo o, si el parámetro de acoplamiento es pequeño o tiene valores
espećıficos como en el caso de la integrabilidad de Braak. Para comenzar
con nuestra solución, conviene primero reescribir el Hamiltoniano de
Rabi a una forma más adecuada utilizando la ecuación (2.13) dividiendo
todo sobre ~ω y usando que:

σ+ + σ− =

(
0 1
1 0

)
= σx,
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aśı, podemos definir a Hr como el Hamiltoniano de Rabi adimensional
de la forma:

Hr
.
=
HR

~ω
= a†a+ λσz +

g

~ω
σx(a+ a†), (2.44)

donde λ
.
= Ω/2~ω. Por sencillez, tomamos ~ = 1 y ω = 1, asimismo, la

ec. (2.44) será apropiado separar en dos componentes de la forma:

Hr = H0 + λH
′

(2.45)

donde
H0 = a†a+ gσx

(
a+ a†

)
, (2.46)

y
H
′
= σz. (2.47)

Los estados propios de H ′ se encuentran fácilmente en cambio, los esta-
dos propios para H0 estarán degenerados y mediante el uso del operador
unitario de desplazamiento D(α) logrará ser diagonalizable llevándolo a
un oscilador armónico.

2.3.1. Diagonalización mediante el operador des-
plazamiento

Aplicar una transformación unitaria a un sistema con valores pro-
pios, dejara invariante tanto eigenvalores como eigenestados, además,
el nuevo sistema obtenido por la transformación describirá los mismos
resultados desde otro escenario semejante. Por esta razón, aplicaremos
una transformación lineal del operador D(α), ec. (1.58), sobre el Hamil-
toniano H0 para mandarlo a la forma del oscilador armónico, ec. (1.17),
que son conocidos sus valores propios. Realizando la acción de D(α)
sobre H0, quedara de la forma como:

D† (α)H0D (α) = D† (α)
(
a†a+ gσx

(
a+ a†

))
D (α)

= D†(α)a†aD(α) + gσxD
†(α)

(
a+ a†

)
D(α)

= a†a+ (α∗ + gσx) a+ (α + gσx) a
† + |α|2 + (α + α∗) gσx.
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Para llegar a algo análogo a la expresión para el oscilador armónico, ec.
(1.17), se debe cumplir que:

α + gσx = 0⇐⇒ α = −gσx = α† (2.48)

α sea un operador, derivándose que:

α2 = g21 ∧
(
α + α†

)
gσx = −2g2. (2.49)

Considerando estos elementos para realizar la transformación de H0:

H̃
.
= D† (α)H0D (α) = a†a− g2. (2.50)

Anteriormente denotamos a los eigenestados referentes al oscilador
armónico de la forma |n〉 y a los eigenestados del átomo como {|e〉, |b〉}.
Ahora, denotaremos los eigen-estados de σx de la forma:

|±〉 =
|e〉 ± |b〉√

2
. (2.51)

Entonces, del oscilador armónico sabemos que:

a†a|n〉|±〉 = n|n〉|±〉,

y actuando por el lado izquierdo el operador D† (gσx), llegamos a la
ecuación de eigenestados:

D† (gσx) a
†a|n〉|±〉 = D† (gσx)n|n〉|±〉. (2.52)

Desarrollando el lado izquierdo de esta ultima ecuación usando que el
operador D es unitario, D†D = 1, quedara escrita como:

D† (gσx) a
†aD (gσx)D

† (gσx) |n〉|±〉
=
(
a† + g∗σx

)
(a+ gσx) |n〉|±〉

=
(
a†a+ gσx

(
a+ a†

)
+ g2

)
D† (gσx) |n〉|±〉

=
(
H0 + g2

)
D† (gσx) |n〉|±〉.

(2.53)
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Por otro lado, la acción del operador D†(gσx) sobre los estados |n〉|±〉
sera:

D†(gσx)|n〉|±〉 = D†(gσx)|±〉|n〉 = D†(g(±1))|±〉|n〉
= D†(±g)|n〉|±〉,

(2.54)

tomando como referencia que:

D(gσx) = egσxa
†−gσxa

y que para todo operador A con eigen-estado |a〉 y eigen-valor a cumple:

eA|a〉 = ea|a〉.

Además, la acción del operador D† sobre los eigenestados del oscilador:

D† (±g) |n〉|±〉 = | ∓ g, n〉|±〉 (2.55)

donde |∓g, n〉 son llamados estados numéricos desplazados. Por lo tanto,
juntando el resultado de ec.(2.53) y ec. (2.55), reescribimos a la ecuación
(2.52) como:

H0|E±n 〉 = E±n |E±n 〉 (2.56)

donde
E±n

.
= En =

(
n− g2

)
, (2.57)

y
|E±n 〉 = | ∓ g, n〉|±〉. (2.58)

Aśı, hemos encontrado la ecuación de eigen-estados correspondientes a
H0 pero existiendo degeneración en la enerǵıa para los estados |E+〉 y
|E−〉. Si tomamos un estado más general para H0 de la forma:

|Ē±〉 .= |E
+〉 ± |E−〉√

2
, (2.59)

y nos fijamos en los elementos de matriz para H ′, es fácil ver que:

〈Ē±m|σz|Ē±n 〉 = 0 (2.60)
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y para elementos cruzados:

〈Ē∓m|σz|Ē±n 〉 6= 0. (2.61)

Este resultado nos señala que los estados, en general, ec. (2.59), se hallan
acoplados mediante el operador σz, lo cual seŕıa conveniente encontrar
estados de tal forma que:

1.
〈Ẽ±m|σz|Ẽ±n 〉 6= 0, (2.62)

2.
〈Ẽ∓m|σz|Ẽ±n 〉 = 0, (2.63)

y separar H0 en dos subespacios de Hilbert que no estén conectados
entre śı. De esta forma, H0 la separaremos en un subespacio positivo y
otro subespacio negativo, es decir:

H0 = H+ +H− (2.64)

con
H+ =

∑
n

E+
n |Ẽ+

n 〉〈Ẽ+
n | (2.65)

y

H− =
∑
n

E−n |Ẽ−n 〉〈Ẽ−n | (2.66)

2.3.2. Estados desacoplados

Encontrar estados |Ẽ±n 〉 de tal forma que elimine el acoplamiento
con σz permite separar H0 en dos términos independientes, positivos y
negativos, y conseguir aplicar el método perturbativo para el caso sin
degeneración. Propongamos que los estados sean de la forma:

|Ẽ+
n 〉 = αn|E+

n 〉+ βn|E−n 〉 (2.67)
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|Ẽ−n 〉 = βn∗|E+
n 〉 − α∗n|E−n 〉 (2.68)

además, considerando que σz|±〉 = |∓〉 y:

〈E±m|σz|E±n 〉 = 0

〈E±m|σz|E∓n 〉 6= 0.

Calculando los elementos de matriz con las expresiones de los estados:
(2.67) y (2.68):

〈Ẽ+
m|σz|Ẽ+

n 〉 =
[
α∗m〈E+

m|+ β∗m〈E−m|
]
σz
[
αn|E+

n 〉+ βn|E−n 〉
]

= α∗mβn〈m|D(2g)|n〉+ β∗mαn〈m|D(−2g)|n〉
(2.69)

〈Ẽ−m|σz|Ẽ−n 〉 =
[
βm〈E+

m| − αm〈E−m|
]
σz
[
β∗n|E+

n 〉 − α∗n|E−n 〉
]

= −αmβ∗n〈m|D(−2g)|n〉 − βmα∗n〈m|D(2g)|n〉
(2.70)

〈Ẽ−m|σz|Ẽ+
n 〉 =

[
βm〈E+

m| − αm〈E−m|
]
σz
[
αn|E+

n 〉+ βn|E−n 〉
]

= βmβn〈m|D(2g)|n〉 − αmαn〈m|D(−2g)|n〉
(2.71)

donde 〈m|D(±2g)|n〉 = 〈∓g,m| ± g, n〉

Para encontrar los valores de los coeficientes, αn y βn, debemos cal-
cular primero el valor de los elementos de matriz 〈m|D(±2g)|n〉, cuando
m ≥ n de acuerdo con [6]. Para esto, primero expresemos el operador
de desplazamiento en su forma exponencial y, utilizando la fórmula de
Baker-Campbell-Hausdorff, ecuación (1.59), podemos escribir al opera-
dor D(α) de la forma:

D(α) = eαa
†−α∗a = e−

|α|2
2 eαa

†
e−α

∗a, (2.72)

ahora, expresando la exponencial en serie de potencias y aplicando por
la derecha e izquierda el estado de enerǵıa del fotón |n〉 y 〈m|, respecti-
vamente, obtenemos:

e−α
∗a|n〉 =

∞∑
k=0

(−α∗)kak

k!
|n〉 (2.73)
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〈m|eαa† =
∞∑
i=0

〈m|α
ia†i

i!
, (2.74)

por tanto, utilizando las ecuaciones (2.72), (2.73) y (2.74)

〈m|D(α)|n〉 = e−
|α|2
2

∞∑
i=0

αi

i!
〈m|a†i

∞∑
k=0

(−1)k
(α∗)k

k!
ak|n〉. (2.75)

Para saber el resultado de aplicar el operador a k-veces usamos el hecho
de que el operador de aniquilación aplicado a un estado

a|n〉 =
√
n|n− 1〉

⇒ ak|n〉 =
√
nak−1|n− 1〉 = · · · =

√
n!

(n− k)!
|n− k〉

habiendo considerado que a|0〉 = 0, donde |0〉 es el estado base de mı́ni-
ma enerǵıa del oscilador armónico. De igual forma para:

〈m|a†i =

√
m!

(m− i)!
〈m− i|

quedando la ecuación (2.75) como.

〈m|D(α)|n〉 = e−
|α|2
2

m∑
i=0

n∑
k=0

(−1)k
αi

i!

(α∗)k

k!

√
m!n!

(m− i)!(n− k)!
δm−i,n−k

= e−
|α|2
2 αm−n

√
m!n!

m∑
k=0

(−1)k
(|α|2)k

k!(n− k)!(m− n+ k)!

m!

m!

= e−
|α|2
2 αm−n

√
n!

m!
Lm−nn

(
|α|2
)

(2.76)

donde Ln−mn (|α|2) son los polinomios asociados de Laguerre. Es fácil
notar que de la ecuación (2.76):

〈m|D(−α)|n〉 = (−1)n−m〈m|D(α)|n〉. (2.77)
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Una vez encontrando el aspecto de los elementos de matriz del opera-
dor D, ec. (2.76), y la propiedad descrita en la ecuación (2.77) podemos
hallar ahora los valores a los coeficientes αn y βn. Para esto de la con-
dición que hemos propuesto, ecuación (2.63), y el resultado obtenido en
(2.71):

0 = (−αnαm + (−1)n−mβnβm)

aśı:
αnαm = (−1)n−mβnβm.

Además, recordemos que los αn y βn deben satisfacer:

1 = |α|2 + |β|2,
y quedan como:

αn =
1√
2

(2.78)

βn =
(−1)n√

2
(2.79)

Por lo tanto, los estados desacoplados por σz, ecs. (2.67) y (2.68) son de
la forma:

|Ẽ±n 〉 =
1√
2
|E+

n 〉 ±
(−1)n√

2
|E−n 〉. (2.80)

Hasta ahora hemos logrado diagonalizar el termino H0 del Hamilto-
niano de Rabi:

Hr = H0 + λH ′ = a†a+ gσx
(
a+ a†

)
+ λσz,

encontrando los eigen-estados y eigen-enerǵıas desacoplados con σz es-
critos como:

|Ẽ±n 〉 =
1√
2
|E+

n 〉 ±
(−1)n√

2
|E−n 〉.

contribuyendo a separar H0 de manera que:

H0 =
∑
n

E+
n |Ẽ+

n 〉〈Ẽ+
n |+

∑
n

E−n |Ẽ−n 〉〈Ẽ−n |

.
=H+ +H−,

y aplicar fácilmente el método de Teoŕıa de Perturbaciones no degene-
rada.



CAṔITULO 3

Teoŕıa de Perturbaciones en el Modelo de Rabi

Hasta ahora, hemos explicado el Hamiltoniano que describe la inter-
acción campo-átomo conocido como Modelo de Rabi. Después, estudia-
mos una solución particular a este modelo mediante el uso de la RWA
hallando los volares de las enerǵıas y estados anaĺıticos.

En este caṕıtulo, aplicaremos los resultados de Teoŕıa de Perturba-
ciones independiente del tiempo [4] para hallar una solución anaĺıtica al
Modelo de Rabi. Hemos propuesto que es posible encontrar las enerǵıas
y estados anaĺıticos al modelo y que pueden ser comprobado modifi-
cando un solo parámetro yendo a ordenes pequeños en la constante de
acoplamiento obteniendo las mismas soluciones del Modelo de Jaynes-
Cummings.

33



34 Caṕıtulo 3. Teoŕıa de Perturbaciones en el Modelo de Rabi

3.1. Teoŕıa

Comencemos considerando el problema con el Hamiltoniano escrito
de siguiente forma:

H = H0 + λH
′

(3.1)

donde H
′

es una ”perturbación”en algún sentido pequeña y H0 es un
Hamiltoniano cuyos eigen-estados y eigen-valores conocemos, es decir,
conocemos los valores exactos de |E0

n〉 y E0
n que cumplen

H0|E0
n〉 = E0

n|E0
n〉.

Nuestra intención será encontrar eigen-estados y eigen-valores aproxi-
mados para el Hamiltoniano completo H. El conjunto {|E0

n〉} es un con-
junto completo en el sentido de que 1 =

∑
n |E0

n〉〈E0
n| es válido. Como

parte del proceso nos fijamos en el parámetro λ es un parámetro real y
tanto los eigen-estados como los eigen-valores de H se desarrollan como
series en λ:

∆n = λ∆1
n + λ2∆2

n + . . .

|En〉 = |E0
n〉+ λ|E1

n〉+ λ2|E2
n〉+ . . .

(3.2)

donde definimos ∆n
.
= En − E0

n como el cambio de la enerǵıa para el
n-ésimo nivel. El parámetro λ puede variar continuamente entre 0 y 1, el
caso λ = 0 corresponde al problema no perturbado y λ = 1 corresponde
al problema total. Tomando la ecuación de eigen-valores

H|En〉 = En|En〉 (3.3)

o bien, escrita de la forma

(E0
n −H0)|En〉 = (λH

′ −∆n)|En〉 (3.4)

Podŕıamos dividir por el factor E0
n−H0 toda la expresión , pero la acción

sobre el estado |E0
n〉 esta definida y el operador inverso 1/(E0

n −H0) no
estará definido. Sin embargo, (λH

′ −∆n)|En〉 no tiene una componente
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a lo largo de |E0
n, esto es, si multiplicamos por la izquierda a ambos

lados de la igualdad por 〈E0
n|

0 = 〈E0
n|λH

′ −∆n|En〉 = 〈E0
n|(λH

′ −∆n)|En〉 (3.5)

Definamos al operador de proyección complementario como

φn
.
= 1− |E0

n〉〈E0
n| =

∑
k 6=n

|E0
k〉〈E0

k | (3.6)

y ahora el operador inverso 1/(E0
n −H0) esta definido cuando multipli-

quemos por la derecha φn, esto es

1

E0
n −H0

φn =
∑
k 6=n

1

E0
n − E0

k

|E0
k〉〈E0

k |. (3.7)

Asimismo de (3.5) y (3.6), se puede ver que

(λH
′ −∆n)|En〉 = φn(λH

′ −∆n)|En〉. (3.8)

Podŕıamos ahora despejar al estado |En〉 como

|En〉 =
1

E0
n −H0

φn(λH
′ −∆n)|E0

n〉 =
φn

E0
n −H0

(λH
′ −∆n)|En〉.

Sin embargo, cuando λ −→ 0, debe ocurrir que |En〉 −→ |E0
n〉 y ∆n −→

0. No obstante, aun para λ 6= 0, podemos agregar a |En〉 una solución a
la ecuación homogénea, Cn|E0

n〉, donde Cn = Cn(λ) = 〈E0
n|En〉 = 1 [4].

Por lo que, una forma adecuada será

|En〉 = |E0
n〉+

φn
E0
n −H0

(λH
′ −∆n)|En〉 (3.9)

Podemos notar que de la ecuación (3.5)

∆n = λ〈E0
n|H

′ |En〉. (3.10)
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Con estas dos ecuaciones (3.9) y (3.10) podemos sustituir las expresiones
en serie de potencias para |En〉 y En, ec. (3.2), e igualar los coeficientes
apropiados correspondientes a potencias de λ, obteniendo aśı:

∆1
n = 〈E0

n|H
′ |E0

n〉
∆2
n = 〈E0

n|H
′ |E1

n〉
...

∆N
n = 〈E0

n|H
′ |EN−1

n 〉
...

(3.11)

Expandiendo ahora la expresión (3.9):

|E0
n〉+ λ|E1

n〉+ λ2|E2
n〉+ · · ·

=|E0
n〉+

φn
E0
n −H0

(λH
′ − λ∆1

n − λ2∆2
n − · · · )

× (|E0
n〉+ λ|E1

n〉+ · · · )

(3.12)

igualando los coeficientes en potencias de λ, tenemos que

|E1
n〉 =

φn
E0
n −H0

H
′|E0

n〉 =
∑
m 6=n

〈E0
m|H

′ |E0
n〉

E0
n − E0

m

|E0
m〉, (3.13)

donde φn∆N
n |E0

n〉 = 0. Habiendo encontrado |E1
n〉 podemos encontrar el

valor de la segunda corrección a la enerǵıa

∆2
n = 〈E0

n|H
′ φn
E0
n −H0

H
′ |E0

n〉 =
∑
m6=n

|〈E0
m|H

′|E0
n〉|2

E0
n − E0

m

. (3.14)

Conociendo el valor de ∆2
n, podemos hallar el termino correspondiente

a λ2 para el eigen-estado quedando de la siguiente manera

|E2
n〉 =

∑
m6=n

∑
k 6=n

〈E0
k |H

′ |E0
n〉〈E0

m|V |E0
k〉

(E0
n − E0

m)(E0
n − E0

k)
|E±(0)

m 〉

−
∑
m6=n

〈E0
n|V |E0

n〉〈E0
m|V |E0

n〉
(E0

n − E0
m)2

|E±(0)
m 〉

(3.15)
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y aśı sucesivamente. La correcciones a tercer orden tanto para la enerǵıa
como para los estados expresado de la forma

∆(3)
n =

∑
m 6=n

∑
k 6=n

VknVmkVnm
(E0

n − E0
m)(E0

n − E0
k)

−
∑
m6=n

VnnVmnVnm
(E0

n − E0
m)2

(3.16)

|E(3)
n 〉 =

∑
m 6=n

∑
k 6=n

∑
l 6=n

VknVlkVml
(E0

n − E0
m)(E0

n − E0
k)(E

0
n − E0

l )
|E(0)

m 〉

− 2
∑
m 6=n

∑
k 6=n

VnnVknVmk
(E0

n − E0
m)2(E0

n − E0
k)
|E(0)

m 〉

+
∑
m6=n

VmnV
2
nn

(E0
n − E0

m)3
|E(0)

m 〉

−
∑
m6=n

∑
k 6=n

Vmn|Vkn|2

(E0
n − E0

m)2(E0
n − E0

k)
|E(0)

m 〉

(3.17)

respectivamente, donde Vij = 〈i|H ′ |j〉

3.2. Rabi

Hemos escrito de una forma particular el Hamiltoniano del modelo
de Rabi, ec. (2.44) como:

Hr =a†a+ λσz + gσx(a+ a†)

=H0 + λH ′

tomando a:
H0 = a†a+ gσx(a+ a†),

y
H
′
= σz, (3.18)
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donde definimos a λ = Ω/2~ω. Tomando en cuenta la dificultad para
resolver en forma exacta este hamiltoniano, conviene emplear teoŕıa de
perturbaciones por ser un método de expansión sobre el modelo. Para
nuestro caso, hemos demostrado que podemos separar al Hamiltoniano
H0 en una parte positiva y una negativa para eludir la degeneración en
las enerǵıas ecs. (2.65) y (2.66), esto es:

H0 = H+ +H− (3.19)

de esta forma, utilizando el método perturbativo, hemos separamos las
enerǵıas de igual manera. Ahora bien, tomando en consideración esto,
prosigamos a calcular las eigen-enerǵıas y eigen-estados perturbadas.

Para la corrección a primer orden al valor de la eigen-enerǵıa, utiliza-
mos el resultado obtenido en la ecuación (3.11) y sustituimos los valores
correspondientes de H

′
, ec. (2.47), En y |E0

n〉

E0
n = En = n− g2

|Ẽ±(0)
n 〉 =

1√
2
|E+

n 〉 ±
(−1)n√

2
|E−n 〉

quedándonos ∆1
n como:

∆±(1)
n = 〈Ẽ±(0)

n |σz|Ẽ±(0)
n 〉

= ±(−1)n

2
(〈n|D(±2g)|n〉+ 〈n|D(∓2g)|n〉)

= ±(−1)n〈n|D(2g)|n〉 = ±(−1)ne−2g2Ln(4g2),

(3.20)

donde los elementos de matriz para 〈n|D(2g)|n〉 son expresados por
la ecuación (2.76) y empleamos la propiedad de imparidad (2.77). La
corrección a primer orden en los eigen-estados, ecuación (3.13), queda
de la forma:

|Ẽ±(1)
n 〉 =

∑
m6=n

〈Ẽ±(0)
m |σz|Ẽ±(0)

n 〉
E0
n − E0

m

|Ẽ±(0)
m 〉

= ±(−1)n
∑
m 6=n

〈m|D(2g)|n〉
n−m

|Ẽ±(0)
m 〉

(3.21)
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Las correcciones a segundo orden en la eigen-enerǵıa, ecuación (3.14),
se leen como:

∆±(2)
n =

∑
m6=n

|〈Ẽ±(0)
m |σz|Ẽ±(0)

n 〉|2
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n!

m!

(Lm−nn (4g2))2

n−m

(3.22)

y los eigen-estados, ecuación (3.15), de la forma:

|Ẽ±(2)
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∑
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)
(3.23)

donde hemos simplificado la notación omitiendo el argumento a los po-
linomios asociados de Laguerre.

Las correcciones a tercer orden tanto a la enerǵıa como a los estados
quedaran de la forma:

∆±(3)
n =±

∑
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∑
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,

(3.24)
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(3.25)

Por lo tanto, el valor de la eigen-enerǵıa viene escrita como

E±n =En + λ∆±(1)
n + λ2∆±(2)

n + λ3∆±(3)
n +O(λN)

=n− g2 ± e−2g2(−1)nLnλ

+ e−4g2
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(3.26)

donde O(λ4) representa los términos de potencias de λ mayores a 3 < N .
Los eigen-estados quedan como:

|Ẽ±n 〉 = |Ẽ±(0)
n 〉+ λ|Ẽ±(1)

n 〉+ · · ·

= |Ẽ±(0)
n 〉 ± (−1)nλ

∑
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n 〉+ · · · (3.27)

donde

|Ẽ±(0)
n 〉 =

1√
2
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n 〉 ±
(−1)n√

2
|E−n 〉
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y

|E±n 〉 = | ∓ g, n〉|±〉.

3.3. Resultados

En esta sección comenzaremos haciendo un análisis en la contribu-
ción de segundo orden de la ecuación (3.22), posteriormente obtendre-
mos las gráficas de las eigenenerǵıas hasta segundo orden con TP com-
parando con los volares numéricos del Hamiltoniano Hr y los valores
anaĺıticos del modelo de JC para diferentes valores en la constante de
acoplamiento y el parámetro perturbativo. Mostraremos el ĺımite cuan-
do nos encontramos a un régimen de acoplamiento pequeño y grande
analizando los efectos que surgen para cada modelo y el uso de Teoŕıa
de Perturbaciones.
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Figura 3.1: Gráfica de la función fnm, ec. (3.28), para n = 0, . . . , 5 y g =
1.9, 0.8, 0.1, 0.01 que representan los términos de la suma para la corrección

a segundo orden de la enerǵıa ∆
±(2)
n . Cada color representa el mismo valor

particular de n para las cuatro gráficas. Recorremos a m entre 0 ≤ m ≤ 60.

De la ec. (3.22), definiremos el término dentro de la sumatoria como:
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Figura 3.2: Espectro de Rabi numérico y perturbativo para λ = 0.4, ω = 1
y 0 ≤ g ≤ 0.8. Las lineas rojas y azules muestra en los valores exactos
correspondientes a los valores propios positivos y negativos, respectivamente,
del Hamiltoniano de Rabi. Las lineas posteriores indican las correcciones en
primer y segundo orden de la enerǵıa positivas y negativas calculadas por
Teoŕıa de Perturbaciones.

fnm
.
=
|〈m|D(2g)|n〉|2

n−m
. (3.28)

param 6= n. Como demostramos en el caṕıtulo 2, los elementos de matriz
correspondientes al operador D(α), ec. (2.76), resultan ser polinomios
de Laguerre multiplicados por una exponencial. Graficando la función
fnm para los primeros 5 niveles del espectro de enerǵıas tomando valores
de m grandes respecto a nuestra dimensión, figura 3.1, la contribución
de fnm a la corrección de la enerǵıa ∆2

n se encuentra para valores bajos
de m, al rededor de m = 30. Además, en esta figura se puede notar el
orden donde detener la adición de los términos de m para una g dada.

Ahora, para probar los resultados de las enerǵıas obtenidas por teoŕıa
de perturbaciones, es conveniente analizar el rango de valores que to-
man los dos parámetros que tenemos. Para el caso de la constante de
acoplamiento g, normalizada sobre ω, puede tomar valores de g > 0.
Mientras g sea muy cercano a 0 estaremos dentro del modelo de Jaynes-
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Figura 3.3: Eigenvalores de enerǵıa en función de nivel energético tomando
como valores λ = 0.4 y g = 0.8. Los puntos rojos muestran los valores numéri-
cos diagonalizando el Hamiltoniano de Rabi, los puntos negros representan
los distintos niveles energéticos del modelo de JC y los puntos verdes y azules
señalan la enerǵıa perturbada a primer y segundo orden.

Cummings y para valores grandes de g será completamente Rabi. Para
el caso de λ podemos verlo de la siguiente manera. Hemos denotado a
λ, por (para el caso general en ω y ~ = 1):

λ =
Ω

2ω
=
ω + δ

2ω
,

sumando y restando un factor conveniente y la desintońıa denotada co-
mo:

δ = Ω− ω.

Si la frecuencia de transición Ω es igual a ala frecuencia de radiación
ω, entonces δ = 0 encontrándonos en el caso resonante. Para el caso
donde la diferencia de frecuencias en los niveles del átomo es igual a
cero, Ω = 0, la desintońıa tendrá el valor de δ = −ω. Luego, tomando
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a ω = 1, −1 ≤ δ ≤ 0. Por lo tanto, lo valores en los que estará λ serán
0 ≤ λ ≤ 1/2.
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Figura 3.4: Gráfica de eigen-valores de enerǵıa anaĺıticos del Modelo de
Jaynes-Cummings y de Teoŕıa de Perturbaciones para primer y segundo or-
den, tanto positivos y negativos. Hemos tomado a 0 ≤ g ≤ 0.1 y λ = 0.4.
En la gráfica se puede notar el ĺımite donde es válido el modelo de Jaynes-
Cummings y comienzan a ser Rabi.

En la figura 3.2 presentamos las enerǵıas que obtenemos al calcular
numéricamente los eigenvalores del modelo de Rabi y los comparamos
con los resultados a los eigenvalores con teoŕıa de perturbaciones a pri-
mer y segundo orden en λ. Para las enerǵıas del RM, hemos diagona-
lizado numéricamente el Hamiltoniano Hr, ec. (2.44), y graficamos los
eigenestados en función de la constante de acoplamiento g. Los valores
que hemos tomado en esta gráfica para λ y g son los mismos que se pre-
sentan en [5], para reproducir el resultado que presenta Braak para la
parte baja del espectro de enerǵıas. Con esta gráfica podemos observar
que las lineas que representan las correcciones a la enerǵıa positivas y
negativas tienden al valor numérico conforme aumentamos la potencia
de λ. Las lineas rosas y azul claro señalan las correcciones, positivas y
negativas, a primer orden, mientras las lineas verde y negro indican la
corrección a segundo orden positivas y negativas, respectivamente. Es
claro de percatar que aumentando el orden de aproximación en λ ire-
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mos consiguiendo cada vez más el valor exacto al modelo de Rabi pero
incluso a primer orden se alcanza una buena aproximación.
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Figura 3.5: Espectro de Rabi numérico y perturbativo para λ = 0.4, ω = 1 y
0 ≤ g ≤ 1.2. Etiquetamos los valores de enerǵıas positivas y negativas para
cada método. En esta imagen nos encontramos completamente en Rabi y
cercanos al caso particular de la desintońıa.
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Figura 3.6: Valores propios en función del nivel energético para modelo de
JC y teoŕıa de perturbaciones. Hemos tomado λ = 0.4 y g = 0.1. Los puntos
rojos representan la enerǵıa de JC, los puntos verdes y azules los distintos
niveles energéticos perturbados a primer y segundo orden.
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Cabe mencionar que nos encontramos fuera del régimen aceptado
para le modelo de Jaynes-Cummings. Podemos ver en la figura 3.3 que
los puntos rojos que indican el modelo de Jaynes-Cummings quedan
alejados de los valores numéricos-exactos del modelo de Rabi, puntos
azules. Mientras los valores para Teoŕıa de Perturbaciones a primer y
segundo orden, puntos amarillo y negro respectivamente, se acercan ca-
da vez a los puntos azules con un error en λ2 y λ3 conforme aumente la
corrección, es decir, para los eigenvalores E±(λ2)(n) tendremos un error
de orden λ3. Los valores numéricos para el modelo de Rabi en esta figura
se calcularon de igual forma diagonalizando el Hamiltoniano Hr toman-
do solo los primeros 40 niveles energéticos y, para valores n > 40, fueron
excluidos ya que presentaban errores numéricos debido a que estamos
trabajando en un espacio de Hilbert de dimensión finita. Si necesitamos
diagonalizar una matriz en este espacio numéricamente debemos trun-
car nuestro espacio a una dimensión finita, por esta razón los errores
numéricos se deben al efecto de tamaño finito del espacio (o la matriz).
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Figura 3.7: Espectro de enerǵıas para λ = 0.01 y 0 ≤ g ≤ 1.2. En esta imagen
mostramos los resultados de TP a primer y segundo orden junto con valores
numéricos del RM. Dado el valor de λ, los niveles energéticos del átomo son
cercanos uno del otro, es decir, serán los mismos.

Podemos también comprobar nuestros resultados fijándonos en un
entorno donde el acoplamiento es pequeño válido para el modelo de
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JC, y grande donde estemos completamente en Rabi para los primeros
niveles del espectro de enerǵıas. En la figura 3.4 mostramos el intervalo
donde JC es válido y luego comienza a perder valides conforme aumenta
g. Hemos graficado los resultados anaĺıticos de JC y los resultados de
TP a primer y segundo orden. Al estar en un acoplamiento bajo, las
correcciones tanto a primer y segundo orden coinciden con los resultados
anaĺıticos de JC. Para la figura 3.5 tenemos los eigenvalores numéricos de
Rabi y los eigenvalores perturbados a un valor de la constante g grande.
En esta figura vemos que los estados perturbados conforme aumenta el
orden en λ se van acercando a los valores numéricos de Rabi.
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Figura 3.8: Espectro de enerǵıa de Rabi para eigenvalores numéricos y con
TP positivas y negativas para el caso en resonancia, λ = 0.5 y constante
de acoplamiento 0 ≤ g ≤ 1.2. Para el régimen donde el modelo de Jaynes-
Cummings es válido existe degeneración en las enerǵıas

Otra forma de ver este efecto, se observa en la figura 3.6 donde
se muestra una parte de los niveles energéticos para una constante g
pequeña. Esta y la figura 3.3 pueden ser léıdas como un corte vertical
en g = 0.1 y g = 0.8 en los espectros de enerǵıas de la figura 3.4 y la
figura 3.2, respectivamente, y observadas desde un costado de la gráfica.
Además, podemos notar que la aproximación a segundo orden se junta
más al valor numérico de Rabi mientras el modelo de Jaynes-Cummings
comienza a desviarse y ya no ser válido para g = 0.1 como se esperaba.
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Figura 3.9: Espectro de Rabi utilizando TP y diagonalización numérica de
Hamiltoniano con valores 0 ≤ g ≤ 1.2 y λ = 0.15 para la imagen de arriba y
λ = 0.3 para la imagen de abajo. Para ambos casos las ĺıneas rojas etiquetan
las enerǵıas positivas y las ĺıneas azules etiquetan las enerǵıas negativas de
los resultados numéricos. La ĺıneas rosas y verde representan las enerǵıas
positivas mientras que las ĺıneas azul y negro a las enerǵıas negativas de TP.

Por lo tanto, para una constante de acoplamiento entre 0 ≤ g ≤ 0.01, la
expresión para la enerǵıa obtenida por TP, ecuación (3.26), reproduce
los mismos resultados que el modelo de Jaynes-Cummings y más en
general, para el modelo de Rabi.
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Para las figuras 3.7 y 3.8 hemos tomado los valores ĺımite para el
parámetro perturbativo λ. Para la primer imagen nos encontramos en
el caso donde la diferencia de frecuencias en los niveles energéticos del
átomo es cercano a cero Ω ≈ 0, y para la gráfica de la segunda imagen
nos encontramos en el caso donde la desintońıa es cero δ = 0, es decir,
el caso resonante.
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Figura 3.10: Espectro de Rabi numérico y perturbativo para λ = 0.9, ω = 1
y 0 ≤ g ≤ 1.2. Las lineas rojas y azules muestra en los valores exactos
correspondientes a los valores propios positivos y negativos, respectivamen-
te, del Hamiltoniano de Rabi mientras que las lineas posteriores indican las
correcciones en primer y segundo orden de la enerǵıa positivas y negativas
calculadas por Teoŕıa de Perturbaciones.

Para el primer caso, los eigenvalores aproximados llegan a ser los
mismo que los eigenvalores numéricos del modelo de Rabi.Este situa-
ción concuerda con los resultados teóricos en TP para el valor de E±n ya
que comienza a tener mayor impacto el termino −g2 conforme se incre-
menta g representando una parábola decreciente. Mientras que para el
caso resonante con g = 0.5 obtenemos una buena aproximación en los
resultados.
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Figura 3.11: Diferencial porcentual entre los valores numéricos exactos del
Modelo de Rabi y Teoŕıa de Perturbaciones a primer orden y segundo orden,
respectivamente, dentro del régimen de Jaynes-Cummings para los primeros
niveles energéticos. Se tomaron a 0 ≤ λ ≤ 0.5 y g=0.01. La nomenclatura
que en la gráfica es ∆n,±

.
= ERMn,± − ETPn,±.

Por último, si nos fuéramos a un valor de λ = 0.9 que este fuera del
intervalo aceptado, figura 3.10, los resultados con Teoŕıa de Perturba-
ciones comienza a dejar de ser válidos. Esto se debe a que la distancia
en las enerǵıas del átomo será cercana a 2Ω y TP comenzará a perder
fuerza bajo estas condiciones.
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Figura 3.12: Diferencial porcentual entre los valores numéricos exactos del
Modelo de Rabi y Teoŕıa de Perturbaciones a primer orden y segundo or-
den, respectivamente, dentro del régimen de Rabi para los primeros niveles
energéticos. Se tomaron a 0 ≤ λ ≤ 0.5 y g=1.2. La nomenclatura que en la
gráfica es ∆n,±

.
= ERMn,± − ETPn,±.
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CAṔITULO 4

Dinámica

En este caṕıtulo haremos una comparación de la dinámica entre el
modelo de JC y el modelo de Rabi utilizando nuestras soluciones con
teoŕıa de perturbaciones y la solución numérica del hamiltoniano de Ra-
bi. Las diferencias en la evolución predichas por los distintos modelos
son graficadas y mostraremos el colapso y resurgimiento de probabilida-
des para ambos casos, un efecto puramente mecánico cuántico. Para las
soluciones obtenidas con TP, será necesario hallar el factor de normali-
zación de nuestros estados perturbados quedándonos solo hasta primer
orden por sencillez al cálculo y posteriormente hallar el estado evolucio-
nado.

53
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4.1. Modelo de Jaynes-Cummings

Una forma de obtener la dinámica del JCM es mediante los estados
estacionarios calculados anteriormente, ec. (2.40). Estos estados |n,±〉
a menudo son llamados ”estados vestidos” (dressed states) que tienen
asociado el valor de enerǵıa E±(n), ec. (2.38), respectivamente [3][19].
Comencemos considerando el caso espećıfico donde el estado inicial del
campo esta en la superposición de estados numéricos, es decir, un estado
coherente y el átomo preparado en el estado inicial |e〉. Aśı, el estado
inicial del campo-átomo es de la forma:

|ψ(0)〉 = |e, α〉 =
∞∑
n=0

e−
|α|2
2
αn√
n!
|e, n〉 (4.1)

De las ecuaciones (2.40) podemos obtener el estado |e, n〉 en términos
de los estados vestidos como:

|e, n〉 = cos(
φn
2

)|n,+〉+ sin(
φn
2

)|n,−〉

|b, n+ 1〉 = sin(
φn
2

)|n,+〉 − cos(
φn
2

)|n,−〉,
(4.2)

quedando el estado inicial de la forma:

|ψ(0)〉 =
∞∑
n=0

e−
|α|2
2
αn√
n!

[
cos(

φn
2

)|n,+〉+ sin(
φn
2

)|n,−〉
]

(4.3)

donde φn = tan−1(2g
√
n+ 1/δ). El vector de estado para tiempos t > 0

se consigue aplicando el operador de evolución sobre el estado inicial [4],
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esto es:

|ψ(t)〉 = e−iHJCt|ψ(0)〉

=
∞∑
n=0

e−
|α|2
2
αn√
n!

(
cos(

φn
2

)e−iE+(n)t|n,+〉+ sin(
φn
2

)e−iE−(n)t|n,−〉
)

=
∞∑
n=0

e−
|α|2
2
αn√
n!
e−i(n+ 1

2
)ωt[

(
cos(

Ωn

2
t)− i δ

Ωn

sin(
Ωn

2
t)

)
|e, n〉

− i

√
1− δ2

Ω2
n

sin(
Ωn

2
t)|b, n+ 1〉].

(4.4)

Por lo tanto, el estado |ψ(t)〉 es el estado evolucionado a cualquier tiempo
t > 0.
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Figura 4.1: Transición de población para un estado inicial del átomo en |e〉 y
un estado coherente para campo de radiación con número medio de fotones
〈n〉 = 10. Se presentan resultados numéricos y anaĺıticos para el modelo de
Rabi y el modelo de Jaynes-Cummings, respectivamente. La constante de
acoplamiento es de g = 0.01 mientras que λ = 0.4. El resultado para RM fue
diagonalizando numéricamente la matriz Hr.

Una cantidad importante de considerar es la inversión de población
W (t) definida como la diferencia en las poblaciones del estado excitado
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y el estado base:

W (t)
.
= 〈ψ(t)|σz|ψ(t)〉 = |Pe(t)|2 − |Pb(t)|2, (4.5)

donde las expresiones |Pe|2 y |Pb|2 representan las probabilidades de
que, en el tiempo t, el campo tenga n fotones presentes y el átomo esté
en los niveles |e〉 o |b〉, respectivamente [2]. El operador σz puede ser
remplazado por la expresión (2.14) y de esta forma:

W (t) = 〈ψ(t)|e〉〈e|ψ(t)〉 − 〈ψ(t)|b〉〈b|ψ(t)〉. (4.6)

Calculando el termino de probabilidad para el estado |e〉 quedara de la
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Figura 4.2: Transición de población para g = 0.01, λ = 0.2 y 〈n〉 = 10,
representando los resultados con Teoŕıa de Perturbaciones, Modelo de Rabi
y Modelo de JC con las lineas azul rojo y amarillo, respectivamente.

siguiente forma:

|Pe|2 =|〈e|ψ(t)〉|2 = 〈ψ(t)|e〉〈e|ψ(t)〉

=
∞∑
n=0

e−|α|
2αn

n!

(
cos2(

Ωn

2
t) +

δ2

Ωn

sin2(
Ωn

2
t)

)
,

(4.7)

y análogamente para el estado |b〉:

|Pb|2 =
∞∑
n=0

e−|α|
2αn

n!

(
1− δ2

Ωn

)
sin2(

Ωn

2
t). (4.8)
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Juntando estos dos resultados, llegamos a que la transición de población
para el modelo de JC es:

W (t) =
∞∑
n=0

e〈n〉
〈n〉n

n!

(
δ2

Ω2
n

+ (1− δ2

Ω2
n

) cos(Ωnt)

)
(4.9)

donde 〈n〉 = |α|2 es llamado el número medio de fotones en un estado
coherente. La suma se extiende hasta infinito y no cuenta con una expre-
sión anaĺıtica conocida pero la importancia f́ısica de la suma representa
en una escala entre +1 y −1 el grado de excitación de un sistema de
dos niveles [24]. Este resultado comparado con las predicciones con un
desarrollo con teoŕıa semiclásica es drásticamente diferente. Con teoŕıa
semiclásica, la transición de un estado a otro no es posible en la ausencia
de un campo de radiación. En cambio, con el tratamiento de la mecánica
cuántico, la transición del estado |e〉 al estado |b〉 es posible debido a la
emisión espontánea de luz [2].

Para tiempos cortos y grande el número medio de fotones, la suma en
(4.9) se comporta como cos(Ωnt). Cummings primero mostró que, cuan-
do ω = Ω, las oscilaciones del coseno “colapsan”[24], es decir, resonancia
cero, y para valores distinto la probabilidad de transición disminuye con-
forme la diferencia de separación en los niveles atómicos decrece.

En la figura 4.1 graficamos la función de transición de población con
una normalización al tiempo gt. El valor para la resonancia en esta fi-
gura es δ = −0.2 y la transición para este caso será casi cero quedando
el átomo en el estado inicial |e〉 conforme pase t, más aún, la probabili-
dad de cambiar al estado base del átomo bajará conforme λ disminuya.
El la figura 4.2 presentamos la transición W (t) tomando λ = 0.2. En
esta figura agregamos los resultados con TP, como estudiaremos en la
siguiente sección, y vemos que el átomo continuara en el estado inicial
conforme transcurra el tiempo y con probabilidad cercana a cero de pa-
sar al estado base. A la envolvente en las oscilaciones de las gráfica es
conocida en la literatura como oscilaciones de Rabi. (Una mejora en la
función de colapso de JC, válido para δ arbitrario fue propuesta por
Eberly, Narozhny y Mondragon en 1979 [24]).
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En textos de óptica cuántica, normalmente se trata el caso donde
contamos con resonancia, es decir, δ = 0 [2][3][19]. Tomando ese valor
en δ, la evolución temporal del estado quedará entonces:

|ψ(t)〉 =
∞∑
n=0

e−
|α|2
2
αn√
n!
e−i(n+ 1

2
)ωt[cos(

√
n+ 1gt)|e, n〉

− i sin(
√
n+ 1gt)|b, n+ 1〉],

(4.10)

y la probabilidad de encontrar a un átomo que ha cambiado al estado
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Figura 4.3: Transición de población con un estado inicial |e〉 y estado cohe-
rente 〈n〉 = 10 para el caso resonante. La linea azul representa el modelo de
Rabi y la linea roja representa el modelo de JC. La constante de acoplamiento
es de g = 0.01 y λ = 0.5.

base en un momento posterior t será:

|Pb|2 = |〈b|ψ(t)〉|2 =
∞∑
n=0

e−|α|
2 |α|2n

n!
sin2(
√
n+ 1gt)

=
∞∑
n=0

e−〈n〉
〈n〉n

n!
sin2(
√
n+ 1gt),

(4.11)
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y la probabilidad de permanecer en el estado |e〉 es:

|Pe|2 =
∞∑
n=0

e−〈n〉
〈n〉n

n!
cos2(

√
n+ 1gt), (4.12)

quedando la transición de probabilidad como:

W (t) =
∞∑
n=0

e−〈n〉
〈n〉n

n!
cos(2

√
n+ 1gt). (4.13)

En la figura 4.3 se muestra esta esta dinámica, anaĺıtica y numéri-
ca de los modelos JC y Rabi, respectivamente. La linea roja expresa la
expresión (4.11) mientras la linea azul es el resultado numérico de la
evolución de los estados para el modelo de Rabi diagonalizando el Ha-
miltoniano HRM . Para este caso particular es posible notar el comporta-
miento de colapso y reavivamiento en las probabilidades de transición.
Primero, al tiempo t = 0, el átomo se encuentra en un estado definido y
todos los términos en la suma están correlacionados. Conforme aumenta
el tiempo, las oscilaciones de Rabi asociadas con diferentes excitaciones
tienen diferentes frecuencias y no están relacionadas rećıprocamente,
conduciendo a un colapso de la inversión. A medida que aumenta t, se
restablece la correlación y se produce un avivamiento [2].

Las expresiones para los tiempos asociados con las oscilaciones sinu-
soidales de Rabi tales como el tiempo de periodo tR de Rabi, el tiempo
de colapso tc y el tiempo de reavivamiento (o resurgimiento) tr, pueden
obtenerse de la ec. (4.9) en el ĺımite donde 〈n〉 � 1, [2]. El tiempo de
periodo tR de las oscilaciones de Rabi viene dado como el inverso de la
frecuencia Ωn de Rabi, ec. (2.39), en n = 〈n〉, es:

tR ∼
1

Ω〈n〉
=

1√
δ2 + 4g2〈n〉

. (4.14)

Estas oscilaciones se mantendrán hasta un tiempo tc cuando las oscila-
ciones asociadas con diferentes n no estén correlacionadas. El tiempo de
colapso, viene expresado como, ver [2]:

tc ∼
1

2g

√
1 +

δ2

4g2〈n〉
. (4.15)
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Para valores altos en 〈n〉, tc decrece y para resonancia δ = 0, el tiempo
de colapso es independiente del promedio de número de fotones, 〈n〉.
El intervalo entre resurgimientos en las probabilidades, tr, tienen lugar
cuando las fases en las oscilaciones de Rabi entre dos términos cercanos
difieren en un múltiplo de 2π, ver [2], quedando que:

tr =
2πk

Ω〈n〉 − Ω〈n〉−1

'
2πk

√
〈n〉

g

√
1 +

δ2

4g2〈n〉
, (4.16)

donde k = 1, 2, . . . . Los resurgimientos en las probabilidades estarán en
intervalos regulares.

Es importante mencionar que la dinámica hallada para el modelo
de Rabi se obtuvo numéricamente y por tanto, en cada gráfica de esta
sección tienen efecto los términos despreciados por RWA apareciendo
las dos frecuencias del modelo, Ω − ω y Ω + ω. Además, hacer una
comparación del modelo de JC con nuestros resultados con TP no es
favorable con nuestros estados debido a que, para un valor de λ y g
muy pequeña, los elementos de matriz del operador de desplazamiento
(2.76) serán muy cercanos a cero y esencialmente 〈m|D(α)|n〉 ∼ δmn.
Entonces, las correcciones a nuestra solución con TP tendrán valores
muy pequeños conforme aumente la potencia en λ haciendo converger
la serie demasiado lento al resultado y para encontrarse en el régimen
de JC necesitaremos incorporar más términos a nuestro eigenestado.

4.2. Estados con teoŕıa de perturbaciones

Para la dinámica con los estados obtenidos de TP, tomamos hasta
primer orden para facilitar el calculo. Comencemos primero normalizan-
do el estado de la ec. (3.27), es decir, sea el estado:

|Ẽ±n 〉N = A1/2
n |Ẽ±n 〉 (4.17)

con N〈Ẽ±n |Ẽ±n 〉N = 1. Multiplicando por la izquierda 〈Ẽ±(0)
n | al estado

normalizado ec. (4.17), nos queda que:

〈Ẽ±(0)
n |Ẽ±n 〉N = A1/2

n (4.18)
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Figura 4.4: Evolución temporal de la inversión de población con los valores
g = 1.5, λ = 0.2 y 〈n〉 = 10 para las tres imágenes. La primer imagen
corresponde para una dimensión del sistema 30, la segunda imagen a 50 y
para la tercera una dimensión de 80 para MR numérico, respectivamente.
Mientras que para los resultados con T.P. se tomo fija la dimensión con valor
de 50.
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Además, notando que:

1 = An〈Ẽ±n |Ẽ±n 〉,

entonces

A−1
n = 〈Ẽ±n |Ẽ±n 〉 = 1 + (−1)2nλ2

∑
m6=n

|〈m|D(2g)|n〉|2

(n−m)2
.

El segundo termino debe entenderse como la probabilidad de escape
a estados distintos de |Ẽ±(0)

n 〉, además de que An ≤ 1. Haciendo una
expansión de potencias sobre el binomio y quedándonos hasta el segundo
término, podemos aproximar factor An como:

An = 1− λ2
∑
m 6=n

〈m|D(2g)|n〉
(n−m)2

, (4.19)

y el estado normalizado quedara finalmente escrito de la forma:

|Ẽ±n 〉N = A1/2
n

(
|Ẽ±(0)

n 〉+ λ|Ẽ±(1)
n 〉

)
(4.20)

con eigen-enerǵıa:

E±n = n− g2 ± (−1)nλe−2g2Ln(4g2).

Para la dinámica, un estado inicial del sistema podemos tomarlo tal
como en el caso para el modelo de JC, es decir:

|ψ(0)〉 = |e, α〉 =
∞∑
n=0

e−
|α|2
2
αn√
n!
|e, n〉, (4.21)

el producto de une estado coherente y el átomo en el estado excitado
|e〉. Aplicando nuevamente el operador de evolución al estado inicial:

|ψ(t)〉 = e−iHt|ψ(0)〉 =
∑
n,±

e−iE
±
n t
N〈Ẽ±n |e, n〉|Ẽ±n 〉N (4.22)
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Recordando que el estado |Ẽ±n 〉N expandido se escribe como:

|Ẽ±n 〉N =A1/2
n {D(−g)|n〉|e〉+ |b〉

2
± (−1)nD(g)|n〉 |e〉 − |b〉

2

± (−1)nλ
∑
m 6=n

〈m|D(2g)|n〉
n−m

[ D(−g)|m〉 |e〉+ |b〉
2

± (−1)mD(g)|m〉 |e〉 − |b〉
2

] }.

Por lo tanto, el estado evolucionado a un tiempo t lo escribimos de la
forma:

|ψ(t)〉 =
∑
+,−

∑
m 6=n

e−
|α|2
2 e−iE

±
n t
αn√
n!

|An|
4
βn{ [D(−g)± (−1)nD(g)] |n, e〉

+ [D(−g)∓ (−1)nD(g)] |n, b〉

± (−1)nλ
∑
m 6=n

〈m|D(2g)|n〉
n−m

[D(−g)± (−1)mD(g)] |m, e〉

± (−1)nλ
∑
m 6=n

〈m|D(2g)|n〉
n−m

[D(−g)∓ (−1)mD(g)] |m, b〉 }

(4.23)

con

βn = (1± (−1)n)〈n|D(g)|n〉 ± (1± 1)λ
∑
m 6=n

〈m|D(2g)|n〉∗〈m|D(g)|n〉
n−m

.

Teniendo calculado es estado |ψ(t)〉, podemos calcular el producto
interior entre 〈e|ψ(t)〉 que finalmente quedará como:

〈e|ψ(t)〉 =
∑
+,−

∑
m 6=n

(1± (−1)n)e−
|α|2
2 e−iE

±
n t
αn√
n!

|An|
4
βn{〈n|D(−g)|n〉

±λ
∑
m6=n

(−1)m
〈m|D(2g)|n〉〈n|D(g)|m〉

n−m
},

(4.24)
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Figura 4.5: Evolución temporal de la inversión de población W (t) para la
solución con Teoŕıa de Perturbaciones y valores numéricos del modelo de Rabi.
Los valores en la constante de acoplamiento y el parámetro perturbativo son:
g = 0.8, λ = 0.2. Número medio de fotones 〈n〉 = 10. Para ambas figuras se
tomo fija la dimensión 50 para los resultados con T.P. mientras que para lo
numérico de Rabi se tomaron dimensiones de 40 y 80.
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llegando a que la probabilidad de obtener el estado |e〉, quedándonos
con los términos a primer orden en λ, será:

|Pe|2 =
∑
+,−

∑
m6=n

(1± (−1)n)e−〈n〉
2 〈n〉n

n!

|An|2

16
|βn|2 {

|〈n|D(g)|n〉|2 ± λ〈n|D(g)|n〉
∑
m6=n

(−1)m [
〈m|D(2g)|n〉〈n|D(g)|m〉

n−m

+
〈n|D(2g)|m〉〈m|D(g)|n〉

n−m
] }.

(4.25)

Haciendo algo análogo para la probabilidad del estado |b〉, |Pb|2 nos
queda como:

|Pb|2 =
∑
+,−

∑
m 6=n

(1∓ (−1)n)e−〈n〉
2 〈n〉n

n!

|An|2

16
|βn|2 {

|〈n|D(g)|n〉|2 ± λ〈n|D(g)|n〉
∑
m6=n

(−1)m [
〈m|D(2g)|n〉〈n|D(g)|m〉

n−m

+
〈n|D(2g)|m〉〈m|D(g)|n〉

n−m
] }.

(4.26)

Por lo tanto, la transición de población para teoŕıa de perturbaciones,
W , se leerá como:

W (t) =
∑
+,−

∑
m6=n

(±2(−1)n)e−〈n〉
2 〈n〉n

n!

|An|2

16
|βn|2 {

|〈n|D(g)|n〉|2 ± λ〈n|D(g)|n〉
∑
m 6=n

(−1)m [
〈m|D(2g)|n〉〈n|D(g)|m〉

n−m

+
〈n|D(2g)|m〉〈m|D(g)|n〉

n−m
] }.

(4.27)
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Figura 4.6: Dinámica de transición de población atreves del tiempo escalado
con gt para T. P., modelo de Rabi y modelo de J. C. En la primer imagen
se muestra la evolución de W con λ = 0.4, y la segunda imagen el mismo
comportamiento pero tomando λ = 0.1. En ambos casos la constante de
acoplamiento es de g = 2 y un número medio de fotones 〈n〉 = 10. Para ambas
gráficas agregamos la dinámica que presenta el modelo de Jaynes-Cummings
valido como un modelo cuántico y no como interacción átomo-fotón.

Para comenzar nuestro análisis con Teoŕıa de Perturbaciones, en la
figura 4.4 graficamos tres resultados tomando las mismas variables en g
y λ pero con diferentes dimensiones del espacio. Hemos mencionado que
los resultados presentados para el modelo de Rabi se obtiene de manera
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numérica truncando el espacio un valor finito. En la primer imagen se
muestra la inversión de población para un espacio de dimensión 30.
La linea azul representa el calculo de la ec. (4.27) mientras la linea
roja los valores numéricos del RM. Como primera impresión se observa
una diferencia en los resultados coincidiendo en pocos valores. Para la
segunda figura aumentamos el espacio del sistema a una dimensión de
50 y notamos que los resultados numéricos del RM comienzan a pegarse
a los resultados con TP en tanto que los valores azules no cambian
incrementando la dimensión. Aumentando nuevamente la dimensión del
sistema a un valor de 80 para RM mientras que para nuestra solución
permanecemos con una dimensión de 50, los resultados de diagonalizar
el sistema numéricamente se van empalmando con nuestra solución de
TP. La comparación de estas tres gráficas nos permite expresar que
para tener resultados convenientes en el modelo de Rabi, necesitamos
un número de fotones grande, pero con Teoŕıa de Perturbaciones no es
necesario un valor alto, es decir, con TP nos acercamos más rápido a
la respuesta en la transición de probabilidad que numéricamente con el
modelo de Rabi.

0 2 4 6 8 10gt
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0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

  
W

(t
)

 J. C. M.

 T. P.

 R. M.

Figura 4.7: Dinámica de transición de probabilidad con TP, modelo de Rabi
y modelo de JC para los valores de g = 0.1, λ = 0.1 y 〈n〉 = 10.

En la figura 4.5 mostramos el mismo efecto en la diferencia de las
dimensiones pero para un valor en la constante de acoplamiento g = 0.8
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y el mismo para λ. A este régimen de acoplamiento nos encontramos
dentro del modelo de Rabi y a pesar de contar solo con los resultados
a primer orden en la corrección de los eigenestados, conseguimos una
buena aproximación en los resultados debidos con un número menor en
la dimensión.

Fijándonos ahora en el cambio del parámetro perturbativo, λ, para
valores próximos y lejanos a resonancia, el resultado cambia si λ ∼ 0.5
como se muestra en la figura 4.6, aun teniendo una dimensión grande
en los dos resultados, la solución con TP no corresponde del todo a la
solución numérica del RM, este efecto es debido a que el valor en λ
esta cercano a la máxima perturbación del sistema y nuestra solución
propuesta en estos resultados consideramos solo hasta primer orden. De
este modo para corregir esta diferencia y conseguir el valor correcto será
necesario incluir más términos a nuestro eigenestado con TP. En esta
imagen agregamos de igual forma, usando los mismos parámetros para la
solución calculada en ec. (4.9), la transición W (t) para JC. Puesto que ya
no es valido como modelo de interacción campo-átomo a este régimen de
acoplamiento continua siendo valido como un modelo cuántico y, tanto
Rabi como Jaynes-Cummings, predicen resurgimientos.

Finalmente, presentamos un gráfica donde nos hallamos entre en el
ĺımite donde el dominio de JC ya no será valido y comenzaran a ser los
resultados puramente de RM, figura 4.7. En esta gráfica mostramos la
dinámica de inversión de población para TP, RM y JC. Para este caso
los resultados con TP no coinciden con JC mientras que con RM obtene-
mos una buena aproximación tomando solo primer orden en corrección
con TP. Estos resultados expresan que este método es más eficaz para
valores grandes en g y no para el régimen de Jaynes-Cummings donde
el acoplamiento es pequeño y δ cercano a resonancia.
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Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un alternativa para resolver el
Modelo de Rabi utilizando un método de aproximación conocido co-
mo Teoŕıa de Perturbaciones. Con esta teoŕıa es posible calcular tan-
to anaĺıtica como numéricamente el espectro de enerǵıas y los eigen-
estados del modelo. Además, utilizando estos últimos, es posible hallar
las transición de población para un régimen grande abarcado por RM.
Como primer resultado favorable del uso de TP, restringimos al sistema
a solo dos variables independientes, el parámetro perturbativo λ y la
constante de acoplamiento g, lo cual, para este proceso, es conveniente
jugar con los valores de la constante para comparar los resultados en
los limites del Modelo de Rabi y el Modelo de Jaynes-Cummings que ha
sido bien estudiado este ultimo. En segundo lugar, la corrección a segun-
do orden logra ser una conveniente aproximación al valor exacto en las
enerǵıas del modelo y, aunque es claro que a mayor orden de afinación
la solución perturbativa tendera al valor exacto, no deja de ser un resul-
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tado favorable. En las gráficas presentadas en la sección de resultados,
analizamos esta declaración y observamos que estando dentro del domi-
nio donde es válido el Modelo de Jaynes-Cummings, los resultados en la
enerǵıa con Teoŕıa de Perturbaciones coinciden completamente con los
valores exactos. Para valores grandes de g donde no es válido el JCM, la
enerǵıa a segundo orden produce una buena aproximación a los valores
exactos-numéricos del Modelo de Rabi teniendo un error de orden λ3.

Para el caso de los eigenestados obtenidos con TP, es posible calcular
la transición de población de los estados de átomo. Esta observable es
comúnmente calculada para el modelo de Jaynes-Cummings y con una
desintońıa iguala a 0, para el caso del modelo de Rabi no se encuentra
mucha información sobre esta observable y en algunos casos no se men-
ciona nada de los eigenestados y solo se enfatiza en las enerǵıas como
en el caso de [5]. En cambio, nuestra propuesta para resolver el modelo,
comparamos nuestros resultados con TP y los valores numéricos diago-
nalizando el Hamiltoniano de Rabi. Una primer ventaja que notamos fue
que alcanzamos el valor esperado contando con un corto numero de fo-
tones mientras que para la parte numérica de Rabi, es necesario utilizar
una numero grande de fotones, es decir, una dimensión alta. Este mismo
efecto o error numérico debido al efecto de tamaño finito del sistema es
visto cuando calculamos el espectro de enerǵıas.

Otra virtud de nuestra solución es la aproximación a los valores
numéricos de Rabi. Aun cuando se tomo a primer orden de corrección
en las enerǵıas como en los estados, es favorable considerarse como so-
lución del sistema contando con régimen de acoplamiento grande y para
cualquier valor en la desintońıa. Comparar esto dentro de JC no fue
realizable debido a que nos hallamos con g � 1 y las correcciones pa-
ra los estados que dependen de los elementos de matriz del operador
D(α) son cercanos a cero. Para mejorar esto será necesario considerar
términos mayores en la serie de λ pero el calculo para un orden superior
al primero se vuelve cada vez más complicado y tardado para la parte
numérica.

Calculamos el valor de corrección a la enerǵıa hasta tercer orden y
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en los estados hasta segundo orden anaĺıticamente pero no fueron im-
plementados en las gráficas presentadas en este trabajo. Al incorporar
estos cálculos a los resultados se presentan distintas dificultades para
evaluarlo numéricamente. De esta forma, para el caso de la dinámica de
los modelos, tomamos a primer orden en λ los eigenestados y eigene-
nerǵıas perturbadas para una mayor simplicidad en la evolución de los
estados y en las expresiones. Sin embargo, no deja de ser una mejora y
una extensión para una continuación del estudio de este modelo.
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