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Resumen

El modelo de Rabi es uno de los modelos méas sencillos y bésicos
encontrados dentro de la optica cuantica pero a pasar de su simplici-
dad para expresar el comportamiento de un atomo con solo dos niveles
dentro de una cavidad interactuando con un campo de radiacién no ha
sido resulto analiticamente de forma exacta. Dentro de la literatura se
encuentran modelos similares pero restringidos bajo ciertas condiciones
o despreciando términos del modelo original. Un modelo conocido es
el modelo de Jaynes-Cummings propuesto para resolver este problema
limitado a un pequeno régimen validez dentro de factor de acoplamien-
to. En este trabajo se propone resolver el modelo de Rabi desde una
perspectiva diferente utilizando Teoria de Perturbaciones con un trata-
miento puramente mecanico-cuantico. Planteamos que si nos fijamos en
el limite donde la diferencia entre los dos niveles de energia del atomo
tienden a cero permitiendo tomar este valor como un parametro per-
turbativo. Mediante este pardametro obtendremos las soluciones tanto a
las eigenenergias como a los eigenestados en serie de potencias. Com-
pararemos el uso de este método con los resultados conocidos por le
modelo de Jaynes-Cummings y los valores numéricos diagonalizando el
Hamiltoniano respectivo a modelo de Rabi y analizaremos la validez de
nuestra soluciones para tomarse como los valores del modelo de Rabi.



vi

Resumen



Introduccion

La interaccién entre el campo de radiacion con la materia ha sido el
principal tema de estudio dentro de la Optica Cuantica, la cual es una
rama de la fisica que ha progresado bastante tanto en la teoria como
en la parte experimental. Incluso se puede considerar como una base
importante para temas actuales como la computacion cuantica. El estu-
dio de sistemas campo-atomo dentro de una cavidad ha tenido un gran
avance en la parte experimental poniendo como ejemplo circuitos elec-
tromagnéticos cudnticos (circuit-QED) []], cavidades en electrodindmica
cudntica (cavity QED) [9] y simulaciones cuénticas en atomos neutros
y iones atrapados [10], algunos por mencionar.

El Modelo de Rabi [I] describe la interaccién de luz con la materia
a través del acoplamiento de un campo de radiacion electromagnética
(campo bosénico) con el sistema atémico més basico: un sistema de dos
niveles [I]. Este problema puede ser tratado desde el marco de la fisi-
ca clasica como de la mecédnica cuantica. Sin embargo, con el manejo
de una puede en especial se logra una mayor riqueza en los resultados.
Inicialmente se trataba el problema clasicamente utilizando campos elec-
tromagnéticos que satisfacen las ecuaciones de Maxwell hallando asi el
Hamiltoniano de interaccion del sistema campo-atomo. Pero la falta de
relacion con los resultados que se obtenian experimentalmente llevo a la
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viii Introduccion

necesidad de tratar al problema desde otro formalismo. La prediccién de
emisién y absorcion espontdanea de energia en el sistema no lograba ser
explicado empleando fisica clédsica, de este modo, el uso de los conceptos
de la mecanica cuantica ajustaba los resultados obtenidos y observa-
dos de mejor forma. El modelo de Rabi brinda una manera sencilla de
abordar el estudio cuantico de la interaccién entre radiacion y materia.

A pesar de ser el Modelo de Rabi “un modelo sencillo”no ha logrado
ser resuelto de forma analitica debido a la falta de una segunda cantidad
conservada. Un primer intento, conocido y estudiado en la literatura, fue
propuesto originalmente en 1963 por E. T. Jaynes y F. W. Cummings. El
Modelo de Jaynes-Cummings consiste en reducir al sistema a un pequenio
régimen de acoplamiento comparado con la frecuencia del campo, de
modo que es posible despreciar términos en las expresiones, un proceso
totalmente mecanico cuantico. La exclusiéon de los términos en el modelo
es conocida como Aproximacién de Onda Rotante (RWA por sus siglas
en ingles) que favorece a diagonalizar el Hamiltoniano del sistema y
producir una cantidad conservada distinta a la energia. De esta forma
el modelo es soluble para calcular tanto eigenvalores como eigenestados
de manera analitica.

Otra solucién introducida en 2011 fue presentada por D. Braak pro-
poniendo un criterio para la integrabilidad cuantica mostrando que el
modelo de Rabi es integrable debido a la presencia de una simetria dis-
creta [5]. Braak propone la integrabilidad del espectro de energias que
consiste de dos partes, el espectro regular y el espectro excepcional, da-
dos por los ceros de la funcién trascendental G (x) en la variable x. El
espectro de energias regular es dado por las raices de la funcién G (z)
mientras el espectro excepcional son valores especiales en parametros
de la funcién que no corresponden a raices de G.. En este documento,
Braak encuentra la solucién para obtener el espectro de energias, sin
embargo, no menciona nada de los eigenestados del modelo de tal ma-
nera que podamos calcular observables como la inversion de poblacion
encontrada en distintos textos.

Asi, el modelo de Rabi aun no cuenta con una solucién exacta y las
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soluciones que se encuentran se permiten bajo ciertas condiciones, para
esto, el proposito de este trabajo es resolver de manera analitica el Mo-
delo de Rabi mediante el uso de Teoria de Perturbaciones. Proponemos
en fijarnos en el limite donde la diferencia entre los dos niveles de energia
del atomo tiende a cero y ser el pardmetro perturbativo. Hallaremos los
eigenvalores y eigenestados hasta segundo y tercer orden, y mostrare-
mos una comparacion con los eigenvalores y estados numéricos de Rabi
y analiticos de Jaynes-Cummings. Calcularemos analitica y numérica-
mente la observable de inversion de poblacion W (t) utilizando nuestras
soluciones con teoria de perturbaciones y las compararemos con los re-
sultados obtenidos diagonalizando numéricamente el Hamiltoniano de

Rabi.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. El primer capitulo
contiene fundamentos para la cuantizacién del campo electromagnéti-
co, asimismo, se escribe algunos conceptos matematicos que nos ayu-
daran a la diagonalizaciéon del Hamiltoniano de Rabi. En el segundo
capitulo se desarrolla el Hamiltoniano de Rabi asi como algunas pro-
piedades conocidas del modelo. Resolvemos y calculamos el modelo de
Jaynes-Cummings y describimos algunas propiedades conocidas para el
modelo de Rabi. En el tercer capitulo estara la aplicacién del méto-
do perturbativo al modelo hallando las correcciones a los eigenvalores
y eigenestados perturbados hasta segundo y tercer orden, mostrando la
comparacion del método con los valores numéricos del modelo de Rabi y
Jaynes-Cummings. Para el cuarto capitulo mostramos la dinamica de los
estados numéricos y analiticos de JCM, RM y teoria de perturbaciones,
respectivamente, y analizamos el colapso y resurgimiento de las proba-
bilidades en las oscilaciones e Rabi. Finalmente, en el quinto capitulo
contendra las conclusiones seguido de la referencias bibliograficas.
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CAPITULO 1

Fundamentos del campo electromagnético cuantizado

1.1. Campo electromagnético cuantizado

Una forma de cuantizar el campo electromagnético es comenzar con
el caso mas simple y conveniente donde tomaremos a un campo de un
solo modo confinado en una cavidad unidimensional de longitud L a lo
largo del eje z [2]. La cavidad esta compuesta por paredes perfectamente
conductoras en z = 0 y z = L como se muestra en la figura Dentro
de la cavidad, asumimos que no hay fuentes de radiacion, es decir, sin
corrientes ni cargas y ningtin medio dieléctrico en la cavidad. Conside-
rando estas caracteristicas, podemos suponer que dentro de la cavidad
hay espacio libre y aprovechar las ecuaciones de Maxwell en el vacio,
ecs. - (|1.4)), escritas en unidades del Sistema Internacional. Estas
ecuaciones relacionan los campos vectoriales eléctricos y magnéticos, y

1



2 Capitulo 1. Fundamentos del campo electromagnético cuantizado

Figura 1.1: Cavidad de longitud L con paredes conductoras. El campo elec-
tromagnético esta polarizado a lo largo del eje .

se leen de la forma:

V.E=0 (1.1)
V-B=0 (1.2)
0B
oF
VxB= /,L()EOE (14)

donde E = E(r,t) y B = B(r, ), son los campos eléctricos y magnéticos,
respectivamente, e = ¢ 2 con ¢ como la velocidad de la luz en el
vacio, €y y o son la permitividad y permeabilidad en el espacio libre,
respectivamente.

Para simplificar los calculos, conviene tomar la dependencia espacial
del campo eléctrico a lo largo del eje Z alineado con la cavidad reso-
nante. En los limites de la cavidad, imponemos que las condiciones de
frontera se disipe el campo eléctrico. Ademas, el campo eléctrico estara



1.1. Campo electromagnético cuantizado 3

polarizado linealmente en direccién &, es decir, E(r,t) = xFE,(z,t). Por
lo tanto, el campo para un solo modo que satisface las ecuaciones de
Maxwell y las condiciones de frontera dentro de la cavidad se lee como:

E,(2,t) = (zv—i)mx(t) sin(kz2) (1.5)

donde z(t) es un factor dependiente del tiempo con dimensiones de lon-
gitud. La frecuencia del modo viene descrita por w, el numero de onda
k=w/LyV = LA es el volumen de la cavidad (A es el drea transversa
del resonador 6ptico) [19]. De acuerdo con la onda electromagnética,
la componente del campo magnético que no es cancelada dentro de la
cavidad podemos obtenerla de la ecuacion , conseguimos que B,
se escribe como:

W\ 4
By(z,ﬂ:(‘z/—q]) %Cos(kz). (1.6)

De manera clasica, el Hamiltoniano para el campo electromagnético

de un modo es: .
H= e / dr (2 + *B?) (1.7)
1%

donde la integracién es sobre el volumen de la cavidad. Sustituyendo en
la ecuacién (|1.7)) las expresiones de E, y B, nos queda que H es:

% (w2x2 + x’z)
1 (1.8)
2

De esta ultima ecuacién obtenemos el Hamiltoniano del campo de
radiacion para un solo modo que implicitamente es equivalente al Ha-
miltoniano del oscilador armoénico por unidad de masa donde los campos
eléctrico y magnético toma los papeles de posicién y momento canénico
para un sistema cldsico [2]. Para pasar al enfoque de la mecénica cuénti-
ca, simplemente usamos la regla de correspondencia para reemplazar por



4 Capitulo 1. Fundamentos del campo electromagnético cuantizado

sus equivalentes operadores p y 2. Estos operadores deben satisfacer la
relacién de conmutacion canoénica:

@5 =ihl ;  [@,d] = [p.p] =0. (1.9)

Los campos eléctricos y magnéticos escritos como operadores quedaran
como:

. w2 1/2
E.(z,t) = (‘2/—60) Z(t) sin(kz) (1.10)
y
R (,4)2 1/2 A
By(z,t) = (‘2/—60) ]% cos(kz). (1.11)

con & = p el momento canénico. Por tanto, el Hamiltoniano se transfor-
ma en:

.1
H = 5(;52 + w?3?) (1.12)

1.2. Oscilador armonico

En mecanica cuantica podemos encontramos la expresion del Hamil-
toniano para el oscilador armoénico unidimensional como:
~2 242
D mwx
H=—+ ,
2m 2
aqui p = %a% y & = & son operadores, w la frecuencia angular del oscila-
dor clasico relacionada con la constante de Hooke, k. Mas adelante omi-
tiremos la distincién en la notacion de los operadores por simplicidad.

Para simplicidad de notacién despreciaremos el signo de operadores.

(1.13)

Definiendo a x = mwz, de tal forma que

1
H=_—@p" +2* 1.14
(), (114)
y tratando de expresar la suma de cuadrados como una multiplicacién
de términos lineales:

P’ 4 2% = (x+ip) (v —ip) = p* + 2% + i (pr — p),



1.2. Oscilador armoénico 5)

resulta que este problema puede resolverse muy facilmente de manera
“algebraica” por un truco descubierto por P. A. M. Dirac [1§]. Definimos:

1
a=——(mwx +1 1.15
N P) (1.15)
1
T :
a' = — (mwx — 1 1.16
Zme( p) ( )

operadores diferenciales de aniquilacién y creacién, respectivamente. En-
tonces,

alaly) = hw (mwx — ip) (mwz + ip) |¢)

:ﬁ (p* + m*w’x® — mhw) )
1
o (5 4+ muta?) ) — 2y,

analogamente

aa’p) = 21 (p* + mPw?a?) |v) + %|¢>7

asi, el Hamiltoniano referente al oscilador arménico se escribe de la for-
ma: . .
H = hw (aTa + 5) = hw (aaT - 5) (1.17)

De la ecuacion (|1.17) podemos ver que las relaciones de conmutacién
entre a y al son semejantes a las de z y p:

[a,a'] =1 (1.18)

[a,a] = 0= [a',a']. (1.19)

En términos de a y aT los campos eléctricos y magnéticos para un
solo modo, ecs. (1.10) y (1.11)), son transformados en operadores:

Ey(z,t) = ¢ (a+a') sin (kz) (1.20)
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By(z,t) = g (a — a') cos (k2), (1.21)
donde & = (hw/eaV)"? v B = (10/k) (eohw3/V)1/2 contiene las dimen-
siones de campo eléctrico y magnético respectivamente.

Tomemos ahora el Hamiltoniano de la expresion para un solo
modo y denotemos un eigen-estado de energia para un fotén como |n) re-
ferente al oscilador armonico, y su eigen-valor de energia, F,,, quedando
la ecuacién de eigen-valores como:

Hn) = E,|n) (1.22)
o bien,
1
hw (aTa + 5) In) = E,|n), (1.23)
donde |n) puede tomar los valores de 0, 1, ..., n. Aplicando el operador a

en ambos lados por la izquierda y reagrupando los términos, obtenemos:

1
Fuw (anr + 5) alny = E,aln)
o bien,
Haln) = (E, — hw) a|n). (1.24)

Por otro lado, podemos obtener algo andlogo a ({1.24]) aplicando ahora
el operador a' sobre la otra expresién para H, ec. (1.17):

Halln) = (E, + hw) a'|n). (1.25)

Estas expresiones (1.24) y (1.25) implican que aln) y af|n) tam-

bién son eigen-estados de H con valores discretizados por un cuanto de
energia Fhw, respectivamente.

Al producto de los operadores a'a también es conocido como el ope-
rador de ntmero, es decir:

N =ad'a (1.26)
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de esta forma, tenemos una importante relaciéon entre el operador de
nimero (6 operador numérico) y el Hamiltoniano:

H:hw(N—l—%). (1.27)

H ahora es funcion lineal del N y N puede ser diagonalizable simultanea-
mente con H.

Tomando nuevamente el eigen-estado de energia |n), y el valor de
energia n,
Nln) = nln),

de la expresién (1.27]) se puede ver claramente que:

Hin) = (n - %) fw|n),

resultando que los eigen-valores de la energia son dados por:

E, = (n + %) hew. (1.28)

Conviene notar que los resultados que conseguimos para el campo
con un solo modo dentro de una cavidad puede ser generalizado para
un campo de radiacion multimodo. Para esto, debemos tener en cuenta
las mismas suposiciones que tomamos anteriormente con el campo en el
espacio libre, ver [19]. Por lo tanto, la energia del oscilador arménico por
unidad de masa, ec. , para campos de radiacién de multimodos es
escrita de la forma:

e LY h (Nj i %) (1.29)

y un estado de nimero de fotones multimodo es el producto de los
estados numéricos de todos los modos:

[n1)[n2)|nsg) - - = ni,me,ms, ... ) = [{n;}). (1.30)



8  Capitulo 1. Fundamentos del campo electromagnético cuantizado

La ecuacion de eigen-estados para H, ec. (1.29)), son tales que:

H[{n;}) = E[{n;}), (1.31)

donde las eigen-energias vienen dadas por:
E, =) hw 1), (1.32)
; J J 9

En el estudio del acoplamiento del campo con la materia, la mayoria
de las veces se hace a través del campo eléctrico que interactia con un
momento dipolar. La expresién para el campo eléctrico de una onda
plana de un s6lo modo viene dada como:

o \ Y2 o o
E(r,t) =i ( 260‘/) T (1.33)

donde k es el vector de onda y e, el vector de polarizacién de la onda [19].
En gran parte de la éptica cuantica, las dimensiones entre la variacién
espacial del campo y el sistema atémico pueden ser muy grandes. Para
radiacién éptica, la longitud de onda, A, es del orden de miles de A, es

decir: ) .
AN S 1.34
2t K| > ra| ( )

donde |r,| es la longitud propia del tamafio del 4tomo. De este modo
podemos aproximar la exponencial como:

etkT ], (1.35)
asi el operador de campo eléctrico quedara escrito como:

hw
2€0V

1/2
E(r,t) ~ E(t) =1 < ) egfae™ ™t + afe™, (1.36)

la naturaleza del operador de campo eléctrico se presenta en los opera-
dores de creacion y aniquilacion.
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1.3. Estado coherente

Los estados coherentes fueron discutidos por primera vez por Erwin
Schrodinger como una solucion especial a la ecuacion de Schrodinger in-
dependiente del tiempo del oscilador arménico mecanico y se convirtie-
ron en la base de la Optica Cuadntica, [3]. Ademads, los estados coherentes
tienen la caracteristica de ser estados con incertidumbre minima para el
oscilador arménico, es decir, se cumplen la igualdad en la relacion del
principio de incertidumbre de Heisenber, [22]. Un estado coherente |o)
es un eigen-estado del operador a, es decir:

ala) = ala). (1.37)

Es importante recordar que a' # a, a no es Hermitico, de modo que los
eigenvalores a no necesariamente seran reales (a € C). Para encontrar
la expresién de los estados coherentes |a), serd equivalente a encontrar
los coeficientes C,, en:

) =) " Culn), (1.38)

donde los coeficientes C,, que acompanan al conjunto de vectores {|n)}
del oscilador armonico forman una base completa del espacio de Hilbert.
Asi, cualquier vector puede escribirse como una combinacion lineal de
los vectores de la base.

Recordando que la accién del operador a sobre un estado |n) es de
la forma:

aln) = /nln — 1) (1.39)

y la ecuacion que tenemos que plantear es:

ai()’n\m = ai Ch|n)
n=0 n=0

o bien,

i Cpov/nln — 1) = i aCpn).
n=0 n=0
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Si expandimos e igualaramos los términos correspondientes a cada esta-
do |n) obtendriamos la relacién de recurrencia para Cp:

Cov/n = aC,_;. (1.40)

Teniendo en cuenta que para el estado base a|0) = 0, es facil ver que cada
C,, dependerd unicamente del primer valor Cj de la expresién (|1.40)), es
decir, cuando n = 1. Asi, despejando a C), la relacién de recurrencia se

escribirla como:
an

e

Con esto, el estado coherente |a) queda de la forma:

C, = ——C. (1.41)

a) = ooz%\‘;‘—%m). (1.42)

Solo faltaria encontrar el coeficiente Cj, pero para ello utilizamos la
condicién de normalizacién de |a) de tal manera que:

(6 al?
1= (aa) = Z" ICol? = P |G
n=0 '

Tomando raiz cuadrada en los lados extremos de la ultima ecuacién y
despejando |Cy| se encuentra:

Co| = e 2loP. (1.43)

Podemos considerar, sin perdida de generalidad, que Cjy es real. Dicho
de otra forma, la fase que pueda tener sera global y no es una observable,
entonces:

Co = ezl (1.44)

Por lo tanto, un estado coherente puede ser de la forma:

V=e szm (1.45)
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Por ahora, |a) es un eigenestado del operador a y solo parece una cu-
riosidad matematica. A continuacion, veremos que un estado coherente
puede ser escrito como la aplicacién del operador unitario de desplaza-
miento al estado base del oscilador arménico. Este es un resultado muy
importante ya que si queremos construir un estado coherente, podemos
actuar sobre el estado de energia mas bajo el operador desplazamiento

(la) = D(a)[0)).

1.4. Operador de desplazamiento

Introducimos al operador desplazamiento por ser otra forma de de-
finir a un estado coherente mediante la aplicacién de este operador uni-
tario sobre el estado de minima energia del oscilador arménico cuantico.
Para entender el uso de este operador, sera importante comprender la
operacién que éste produce sobre los operadores de posicion  y momen-
to p del oscilador.

Comencemos escribiendo a  y p en términos de los operadores de
creaciéon y aniquilacién que podemos obtener facilmente de las ecuacio-

nes (L16) y (L19):

T = QTzw(a +a") (1.46)
p= /" 0~ at). (1.47)

Como el nombre lo indica para el operador desplazamiento, si tenemos
al operador de posicién z, lo que queremos hacer es una cierta operacion
que transforme a este operador en:

T — T — Xg.

donde xg = - 1. Para saber como se transforma el operador  debemos
multiplicar por un operador unitario DD y obligar a obtener:

DaD' =z — xg (1.48)
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que serd justo desplazar x. Ademds, también queremos desplazar al ope-

rador p andlogo a (|1.48)):
DpD' = p — py. (1.49)

Si sustituimos los valor de la ec. (|1.46]) (y ec. (1.47))) sobre la ecuacién
(11.48) (y ec. (1.49)), respectivamente, llegamos a que:

2
D(a+a" D' =a+a" — % (1.50)
D(a—a")D" = a —a' — pyi i (1.51)
himw

Con estas ecuaciones podemos averiguar lo que hace D. Sumando las

ecs. (L50) v (L51):
DaD' =a — a, (1.52)

donde a = y/mw/2h (z + ipy/mw). Si nos fijamos en este valor, a es
semejante a la expresién para a, ecuacién (|1.16)), sin embargo a € C.
La expresion a analoga para a' es obtenida simplemente aplicando el

Dagger a la ec. (1.52)):
Da'D' = af — o*. (1.53)
Podemos comenzar a sacar algunas propiedades importantes dedu-
cidas de las ecuaciones ((1.52)) y ((1.53) que son:

la, D} = aD (1.54)

[a", D' = —a* DT, (1.55)

Otra propiedad importante de notar es la accién del conmutador ((1.54)
sobre el estado base |0):

la, D]|0) = aD|0) = aD|0),
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habiendo tomado en cuenta la expresién (1.39)) para a. Claramente es de
la misma forma que la expresién (1.37)) para la ecuacién de eigen-estados
del operado a, por lo tanto:

la) = D|0). (1.56)

Un estado coherente |« es precisamente el operador D aplicado sobre
el estado |0). Este resultado es importante porque si queremos construir
un estado coherente, hacemos actuar sobre el estado de minima energia
el operador D. Ademds, necesariamente D = D(«). Asimismo, si a = 0:

10) = D(0)0) = 10) (1.57)
estoes, Dia=0)=1

Definimos al operador desplazamiento, D («), como:
D (q) = @' —o7e (1.58)

y vemos que la forma del operador D(«) cumple con los requisitos que
hemos impuesto. Una forma distinta de convencerse que el estado cohe-

rente (1.56]) es equivalente a un eigen-estado de la ec. (1.37)) para a es

usando el teorema de Baker-Campbell-Hausdorff para el producto de
operadores[23]:
eAtB = eApB e~ ABl/2 (1.59)

donde A y B satisfacen la relacién de conmutacion:
[A,[A,B]] = [B.[B, A = 0.

Cuando usamos el teorema de Baker-Campbell-Hausdorff sobre el estado

coherente (|1.56)):

la) = e’%‘o‘|2ea“Te’a*“|O>

la relacién a|0) = 0 implica que:

o) = e zlole2al| ),
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Utilizando la expresion de la exponencial en forma de serie obtenemos:

o)

|a>:e_%‘“|22n, a0y = e 2\0422 \/_!n

n=0

o bien,
ja) = e 31"y T ) (1.60)

concordando con la representacién del estado coherente en términos de
estados del nimero de fotén.[3]

Por lo tanto, el efecto de aplicar el operador en una transformacion
de similitud a los operadores de escalera, resulta en su desplazamiento:

(1.61)

Otras propiedades del operador son:

1. Dt (a) = D' (a) = D (~a)

2. D' (a)aD (@) = a+a

3. Dt (af) afD (a) = af +a*

4. D(a+f) =D (a)D(B)emas)

5. D (a)afaD (o) = (at + 0*) (a + a)



CAPITULO 2

Interaccion luz-atomo

2.1. Modelo Rabi

La interaccién de un campo de radiaciéon con la materia es encon-
trado en distintas partes dentro de la literatura. Se trata primero el
problema utilizando fisica clasica pero este procedimiento no suele ser el
mas conveniente. Existen diversos experimentos donde no es suficiente
este tratamiento para explicar y predecir los resultados observados expe-
rimentalmente y para esto es conveniente tratar al problema desde otra
perspectiva utilizando la mecanica cudntica que también se encuentra
en la literatura. Esto puede ser observado, por ejemplo, en la emisién
espontanea en un sistema atémico.

Es importante notar que atin con el sistema mas basico que se apli-
ca a la interaccién de un campo de radiacion de un modo normal del
campo electromagnético con un atomo de dos niveles, se puede obtener

15
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le) : hw, = E,
he2
_________________________ E
|b) hwy, = Ey

Figura 2.1: Diagrama de energia atémica tomando como origen el centro de
los dos niveles.Figura toma de [19]

una mayor riqueza en los resultados tratando el problema con mecanica
cuantica. Por un lado con la teoria clasica conseguimos las oscilaciones
de Rabi para la inversién atémica [2], mientras la teorfa cudntica da
resultados mas generales prediciendo fenémenos de colapso y resurgi-
miento.

Hasta este punto solo hemos cuantizado los campos de luz y utilizado
herramientas matematicas para reescribirlos a una forma més convenien-
te, ademds de la ausencia de alguna interaccién con la materia. Ahora,
analizaremos los efectos cuanticos que surgen en la interaccion del cam-
po de radiacion cuantificado con el sistema atémico de dos niveles y para
hacer esto, primero acoplaremos un atomo a una onda electromagnética
utilizando el método de aproximacién de dipolo y aproximacion de onda
rotante (RWA por sus siglas en inglés).

Consideremos al atomo como un dipolo con momento dipolar P = er,
donde 7'indica la posicién relativa del electron respecto del protén [3]. La
aproximacién dipolar indica que el cambio del campo electromagnético,
E, sobre el tamaifio del 4tomo no cambia y tiene una energia potencial
del dipolo dado por:

~

Considerando la presencia de un dtomo sobre un campo, por senci-
llez, ocupamos un que cuenta con un nicleo y un electrén de equivalencia



2.1. Modelo Rabi 17

y suponiendo que solo tiene dos niveles atémicos para estar en resonan-
cia con el campo, asi, la interaccion del campo de radiacién E es descrita
por el Hamiltoniano:

H=Hy+ Hp+ Hz, (2.2)

donde H4 y Hp son las energias del atomo y el campo de radiacién,
respectivamente, y 7 el vector de posicién del electron.

El Hamiltoniano respectivo al campo de radiacién Hp esta escrito
en términos de los operadores de creacion y destruccion:

Hp = hw (a'a) (2.3)
donde el termino cero de energia en Hr se ha eliminado por no contribuir
en la dindmica del sistema.

Denotemos el nivel superior de energia E, = fuw, por el estado |e)
y nivel de energia bajo E, = hwj, con el estado |b). Donde los estados
{le), |b)} forman un conjunto completo de eigen-estados de energia del
Hamiltoniano Hy4 del dtomo, esto es, > [j)(j| = 1, con j = e,b [3].
Entonces:

Ha= > Eili)l, (24

tomando la representacién de los vectores de la forma:

0= (o) (2.5
=) 26

la representacién matricial de H4 del atomo toma la forma:

1. (1 0
Hy = BL+ Sh (0 _1>
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donde E = 1(E. + E,) y © = w. — w, indica la frecuencia de transicion.
Olvidaremos la constante E del Hamiltoniano H 4 semejante a la cons-
tante del Hamiltoniano del campo Hp. Este termino equivale a un cam-
bio de origen de energias, pues se ha tomado el origen de energias en el
centro de transicién atémica, figura [2.1} asi:

1
HA = §hQO'Z (27)

donde hemos tomado la definicion de las matrices de Pauli.

Retomando nuevamente la energia de interaccién del campo de radia-
cién, podemos expresar er en términos de los operadores de transicién:

e = 3 eli)lili) il = 3 P (23

donde o;; = |9)(j| y Pi; = e(i|r]j) son los elementos de matriz de
transicion del dipolo eléctrico. Por sencillez, asumiremos que P;; es real
[2]. Considerando la aproximacion dipolar, evaluamos el operador de
campo eléctrico, para un solo modo, en la posiciéon del centro de masa
del atomo. De esta forma, de la expresién para el operador de campo
eléctrico evaluado en la posicién del atomo en el origen obtene-

mos: /
- hw \ 2
E= z( ) é(a+a (2.9)

2€0V

donde hemos tomado nuevamente a E polarizado linealmente por sen-
cillez en los calculos. Sustituyendo las expresiones para Ha, Hp, er’'y E
en la ecuacion , el Hamiltoniano de la interaccién del operador de
campo eléctrico viene siendo de la forma:

1
H = hwa'a + ihﬁaz + izjgijo-ij (a + aT) (2.10)
donde > es
i. . e
gy =~ (211)
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es la constante de acoplamiento y & = (hw/26V)"?. Para Pii = P
expresamos:

9ij = 9ji =9 (2.12)
de esta forma escribimos el Hamiltoniano total del sistema interaccién
campo-atomo ([2.10) como:

1
H = hwa'a + EhQaz +hg(o-+04) (a+al) (2.13)

donde hemos tomado la notacién de:

0. = Oce — ow, = |e) (e[ — 9)(yl; (2.14)
o4 =0 = |e)(bl, (2.15)
o_ = ope = |b){e] (2.16)
expresadas en forma matricial y que satisfacen el algebra:
[J+7 U—] = 0z (217)
lo_,0.] =20_. (2.18)

La accién del operador o sobre el estado base del atomo, |b), es llevarlo
al estado excitado |e) del 4&tomo y el operador o_ toma al estado excitado
le) para llevarlo al estado base |b) del atomo.

La ecuacién es conocida como el Hamiltoniano del modelo de
Rabi. En capitulos posteriores retomaremos esta expresiéon lo cual sera
el propodsito principal de esta tesis por resolver en forma analitica recu-
rriendo a un método de aproximacion utilizado dentro del formalismo
de la mecanica cudntica. Ahora veremos una solucién al Modelo de Rabi
la cual incorpora la Aproximacion de Onda Rotante (RWA) reduciendo
el Hamiltoniano de la parte de interaccién sistema campo-atomo, ec.
(2.13). El Hamiltoniano resultante de aplicar este procedimiento, es co-
nocida como Modelo de Jaynes-Cummings y se presenta como referencia,
pues es el mas conocido en la literatura.
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2.2. Modelo de Jaynes-Cummings

Uno de los modelos mas importantes en 6ptica cuantica es el modelo
de Jaynes-Cummings (JCM por sus siglas en ingles). El modelo fue pro-
puesto originalmente por E. T. Jaynes y F. W. Cummings en 1963 para
aclarar los efectos del comportamiento de los &tomos que interactian con
un campo electromagnético en un proceso totalmente mecanico cuéntico
[21]. Como se ha mencionado antes, JCM considera un tinico modo del
campo electromagnético con un tnico dtomo de dos niveles encerrado
en el interior de una cavidad 6ptica de dimensiones tales que solo existe
en su interior un modo capaz de interaccionar con la transicién atéomica
elegida.

El hamiltoniano de Jaynes-Cummings se obtiene utilizando la apro-
ximacion de onda rotante al Hamiltoniano del sistema campo-atomo,
ecuacion (2.13]), especificamente al término de la interaccion:

H.p=hg (a,a +o,ato_a+ O'+CLT) .

La aproximacién desprecia los términos o a’ y o_a en la parte de
interaccién y, para respaldar esta justificacién, debemos pasar primero
a un marco de interaccién con respecto al Hamiltoniano de referencia,
denotada como:

Q
Hy = wa'a + 50 (2.19)
a través de la transformacién unitaria:
Ul(t) = 't (2.20)

afectando tanto a vectores de estado como a operadores en la siguiente
manera:

¥) = U|P) 591
H..=UH.:U' (2:21)
rE rE

definiendo a H como el marco de interaccién. Escribiendo al Hamilto-
niano total de la forma:

H = Hy+ H,p, (2.22)
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H y los estados |W¥) satisfacen la ecuacién de Schrodinger:
0

—|U) = H|W 2.2

= |0) = H|D), (223)
ahora bien, derivando respecto al tiempo los estados en el marco de
interaccion:

i[0(1)) = iU (iHo) W) + iU (1))
= U(t)[H — Hol|¥(t)) = U(t)HpU"' (1)U ()| V(1))

de esta forma, la ecuacién de Schrodinger es valida luego de la transfor-
macién, es decir:

) (2.24)

o - _
1—|W) = H. »
la cual depende ahora del Hamiltoniano de interacciéon. Para ver como

se transforma explicitamente la accién Hj, sustituyamos el valor de
Hj en la transformacién unitaria, esto es:

HFE‘ _ geiQtaz/2(o_+ + J_>6—iQtaz/26iaTawt(a + aT>€—iaTawt (225)
notando que los operadores de campo y atémicos conmutan.

Calculando primero la parte atémica utilizando la representacion de
matrices de Pauli 2x2, un termino sera:

) ) iQt/2 0 0 0 —iQt/2 0
iQto, /2 —iQte./2 _ [ € e
€ g+€ = ( 0 e—z‘Qt/Q) (1 O) ( 0 eiQt/Q)

= (e—gm 8) =g e

Por lo tanto, la parte del atomo queda de manera:

eiQtaz/2(O_+ + O__)e—iQtO'z/Q _ O_+ez'Qt + U_e_iQt. (2.26)

Para los operadores de campo, a y af, podemos utilizar un resultado
valido para operadores no conmutativos conocido como lema de Baker-
Campbell-Hausdorff [23]:

, . 1
elelavtgeiatat —o 4 igtawt, a] + a[icﬂawt, liaTawt, a)] + - - (2.27)
:ae—iwt’
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y similarmente para a' obtendremos:

. -‘- _ T .
67,a awtae a’awt — CL@ZWt. (228)

Juntando estas ultimas ecuaciones, llegamos a:
eiwa*at(a + aT)e—iwaTat — ae—iwt + a’[eiwt‘ (229)

Por lo tanto, el Hamiltoniano H . en el marco de interaccién se trans-
forma como:

H=g (O',Cleii(w+ﬂ)t + U+a€z’6t +o_ale ™ 4 U+aTei(w+Q)) (2.30)

donde 6 = Q — w es llamado desintonia. Notemos que en la ecuacién
aparecen términos con suma de frecuencias {2 + w y otros con
diferencias, {2 —w. Cuando consideramos que la frecuencia de transicién
atémica €2 es cerca a la frecuencia del modo de la cavidad w, es decir, si
se cumple que || — w|| < w + 2, entonces los términos con restas en la
exponencial son altamente resonante, mientras que los términos con la
suma no lo son. La aproximacion de onda rotante consiste en omitir los
términos con suma de frecuencias, ya que su contribucion a la dinami-
ca es despreciable [16]. Ademas, dado que la ecuacién de Schrodinger es
una ecuacion diferencial de primer orden en el tiempo, podemos integrar
respecto al tiempo trayendo sumas y restas de frecuencias en el deno-
minador y los factores que contengan restas seran los que contribuiran.

Por lo tanto, tomando en cuenta la contribucién dominante, podemos
aproximar el Hamiltoniano de interaccién por:
ist

p~ H.p=glo_a'e® + o ae™™). (2.31)

Este Hamiltoniano corresponde al Hamiltoniano de interaccion en
nuestro marco original. De esta manera, el Hamiltoniano total lo rees-
cribimos como:

Q
Hc = wala + 50z +g(a'o_ +aoy). (2.32)
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Existen diferentes maneras de resolver en forma analitica el Hamil-
toniano de JCM. Una forma habitual es encontrar los estados propios y
para esto, comencemos considerando que los términos de interaccién de
H ;o causan la transicién de un solo tipo:

le}|n) <= [b)|n + 1) (2.33)

o bien,
le)|n — 1) <= [b)|n) (2.34)

Para un n dado, los estados del sistema estan dentro del dominio de
un sub-espacio bidimensional delimitado por los elementos del produc-
to {le)ln — 1),|b)|n)} o {|e)|n),|b)|n + 1)} que forman una base [19].
Tomemos los segundos estados del sistema definiendo a:

BD) = le)ln) (2.35)

n

|ED) = 1b)|n +1) (2.36)

Es claro ver que (ET(L] )|E}(f)) = §. Teniendo nuestra base, calculamos la
representacién matricial de H o, quedando de la forma:

1
(n) _ (7w + 58 gvn—+1
" <9\/n—+1 (n+ 1w — 10 (237)

Si cambidramos al primer sub-espacio de estados, la dindmica que co-
necta los estados cambia sélo el numero de fotones por +1. Asi, diago-
nalizando la matriz H"™ podemos hallar los eigen-valores:

Ei(n) = (n + l) wt %Qn@) (2.38)

2
donde

= /02 + (n+1) (2.39)

es la frecuencia conomda €como frecuenma de Rabi. Los eigen-estados
|n, +) asociados con los eigen-valores de energia estan dados por:

In, +) = cos <¢“> |EL) + sin <¢“> |E2)

o) =sin (5 ) B2+ cos () 12

(2.40)
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donde el dngulo ¢,, es definido como:

by = tan~! (29— ”i;“) (2.41)

Cuando se habla del modelo de Jaynes-Cummings, se trata con va-
lores cercanos a la desintonia del atomo, es decir, se requiere que los
atomos estén a una transicion cercana a w (w ~ ). Ademas, existird
otra limitante en el modelo, los valores despreciados por la RWA comen-
zaran a tener efecto cuando g/w ya no sea pequeno, (1 > g/w).

2.3. Algunas propiedades conocidas del mo-
delo de Rabi

Previamente analizamos y resolvimos el Hamiltoniano referente al
Modelo de Jaynes-Cummings obteniendo las energias y estados de este
modelo. Para conseguir la solucion, frecuentemente es utilizada la RWA
para simplificar el modelo al costo de reducirnos a un pequeno régimen
de acoplamiento donde la frecuencia de transiciéon atémica €2 es muy
cercana a la frecuencia del modo de la cavidad w. Sin embargo, cuando
la interaccion crece, la RWA deja de ser valida y los valores despreciados
comienzan a tener efecto. La necesidad de conocer de manera detallada el
espectro y la dindmica del Modelo de Rabi (RM por sus siglas en ingles)
mas alld de RWA ha sido requerida debido a la posibilidad de alcanzar
experimentalmente estos regimenes, asi como algunas extensiones para
el estudio espectral en cavidades cruzadas [I7] y el desplazamiento de
estados entrelazados [7]. Una solucién analitica propuesta para resolver
y obtener el espectro del RM surgié en Agosto de 2011 por D. Braak.
Braak presenta una solucién analitica considerando la cuestion de in-
tegrabilidad de sistemas cuanticos que no poseen un limite clasico, es
decir, el nimero de grados de libertad de un sistema cuantico contiene
un espacio de Hilbert de dimensién infinita. De esta manera, Braak pro-
pone que el modelo de Rabi logra ser integrable debido a la presencia de



2.3. Algunas propiedades conocidas del modelo de Rabi 25

una simetria discreta y el espectro de energias viene dado por las raices
de la funcién trascendental G (z) [5].

Como se comentd, la ecuacion representa, quiza, el sistema
fisico mas simple mas alla del oscilador arménico. Las aplicaciones del
modelo en las que se ha desarrollado va desde la éptica cuantica y la
resonancia magnética hasta el estado sélido y la fisica molecular. Exis-
ten también aplicaciones recientes en temas actuales como cavidades y
circuitos en electrodinamica cuéantica, algunas por mencionar. Por esta
razon, el requerimiento de una comprension tedrica es necesaria para
el entendimiento y desarrollo de las aplicaciones y a pesar de haberse
introducido hace mas de 70 anos, el modelo aun sigue sin resolverse de
manera exacta [I1], 12, 13|, 14, [I5], debido a la falta de una segunda
cantidad conservada, ademés de la energia, y dificulta el desarrollo de
una solucién analitica, lo que ha llevado a la opinion de ser un siste-
ma no integrable como se refiere Braak. En cambio, en el modelo de
Jaynes-Cummings se puede definir el operador:

1
N = wala + 500 (2.42)
y haciendo el conmutador con H ;¢:
[Hjc, N] =0, (2.43)

implicando este resultado que existe otra cantidad conservada propor-
cionando una solucién analitica.

El objetivo de este trabajo es presentar una solucién al modelo de
Rabi fijandonos en el limite donde la diferencia entre los dos niveles de
energia del dtomo sea cercana a cero. Esta condiciéon para ser valida
la solucién es independiente si nos encontramos cerca de la desintonia
del atomo o, si el parametro de acoplamiento es pequeno o tiene valores
especificos como en el caso de la integrabilidad de Braak. Para comenzar
con nuestra solucién, conviene primero reescribir el Hamiltoniano de
Rabi a una forma més adecuada utilizando la ecuacion dividiendo
todo sobre hw y usando que:

01
oy t+o_ = 10 = Oy,
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asi, podemos definir a H, como el Hamiltoniano de Rabi adimensional
de la forma:
H
H, = ER =dala+ \o. + %am(a +al), (2.44)
donde A = Q/2hw. Por sencillez, tomamos h = 1 y w = 1, asimismo, la
ec. ([2.44)) serd apropiado separar en dos componentes de la forma:

H, = Hy+ \H' (2.45)
donde
Hy=d'a+ go, (a+d'), (2.46)
y ’
H =o,. (2.47)

Los estados propios de H' se encuentran facilmente en cambio, los esta-
dos propios para Hj estaran degenerados y mediante el uso del operador
unitario de desplazamiento D(«) logrard ser diagonalizable llevédndolo a
un oscilador armonico.

2.3.1. Diagonalizacion mediante el operador des-
plazamiento

Aplicar una transformacién unitaria a un sistema con valores pro-
pios, dejara invariante tanto eigenvalores como eigenestados, ademas,
el nuevo sistema obtenido por la transformacién describira los mismos
resultados desde otro escenario semejante. Por esta razén, aplicaremos
una transformacién lineal del operador D(a), ec. (1.58)), sobre el Hamil-
toniano H, para mandarlo a la forma del oscilador armdénico, ec. (L.17),
que son conocidos sus valores propios. Realizando la acciéon de D(«)
sobre Hy, quedara de la forma como:

D' (a) HyD (a) = D' (a) (a'a + go, (a + a')) D (a)
= D'(a)a'aD(a) + go,D'(a) (a + a') D(«)
=da'a+ (" + goy)a+ (a+ goy)a +|af* + (a + a*) go,.
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Para llegar a algo analogo a la expresion para el oscilador arménico, ec.

, se debe cumplir que:
a+go,=0+=a=—go, =a (2.48)
a sea un operador, derivandose que:
?>=¢1 A (a+al)go, =—24% (2.49)

Considerando estos elementos para realizar la transformacién de Hy:

H = D' (a) HyD (o) = a'a — ¢°. (2.50)

Anteriormente denotamos a los eigenestados referentes al oscilador
armoénico de la forma |n) y a los eigenestados del atomo como {|e), |b) }.
Ahora, denotaremos los eigen-estados de o, de la forma:

le) £ [b)
7

Entonces, del oscilador arménico sabemos que:

1+) = (2.51)

alaln)|£) = nln)|+),

y actuando por el lado izquierdo el operador D' (go,), llegamos a la
ecuacion de eigenestados:

D' (go,) alaln)|£) = D' (go,) nln)|). (2.52)

Desarrollando el lado izquierdo de esta ultima ecuacion usando que el
operador D es unitario, DD = 1, quedara escrita como:

D' (go.)a'aD (go.) D' (go.) [n)|+)
= (a' + g*02) (a+ goy) [n)|+)
= (afa+ go, (a+af) + ¢%) DY (go.) In)|£)
— (Ho+¢°) D' (g0) I£).

(2.53)
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Por otro lado, la accién del operador DT(go,) sobre los estados |n)|+)
sera:

DY(go,)In)|£) = D'(gou)|£)[n) = D'(g(£1))|£)In)

_ Di(tg)ln) L), (254)

tomando como referencia que:
D(ga,) = comeo oo
y que para todo operador A con eigen-estado |a) y eigen-valor a cumple:

etla) = e%a).

Ademss, la accién del operador D' sobre los eigenestados del oscilador:

D' (+g) [n)|£) = | F g,n)|£) (2.55)

donde | Fg, n) son llamados estados numéricos desplazados. Por lo tanto,
juntando el resultado de ec.(2.53)) y ec. (2.55]), reescribimos a la ecuacién
(2.52)) como:

HolEy) = E|EY) (2.56)
donde
E, =E,=(n—g%), (2.57)
Y =+
|E) =1 F g, m)|£). (2.58)

Asi, hemos encontrado la ecuacién de eigen-estados correspondientes a
Hy pero existiendo degeneracién en la energia para los estados |[ET) y
|E~). Si tomamos un estado més general para H, de la forma:

=y - BN £|ET)
|E+) = R

y nos fijamos en los elementos de matriz para H’, es facil ver que:

(2.59)

(Elo:|Ey) =0 (2.60)
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y para elementos cruzados:
(Eqlo-|Er) # 0. (2.61)

Este resultado nos seniala que los estados, en general, ec. (2.59)), se hallan
acoplados mediante el operador o, lo cual seria conveniente encontrar
estados de tal forma que:

(Enmloz|Ex) # 0, (2.62)

(ET|o.|EX) =0, (2.63)

y separar Hy en dos subespacios de Hilbert que no estén conectados
entre si. De esta forma, Hj la separaremos en un subespacio positivo y
otro subespacio negativo, es decir:

HO == H+ + H_ (264)

con ~ _
H, =S EfENNE] (2.65)

y ~ ~
H_ =Y E,|E,){E,| (2.66)

2.3.2. Estados desacoplados

Encontrar estados |E%) de tal forma que elimine el acoplamiento
con o, permite separar Hy en dos términos independientes, positivos y
negativos, y conseguir aplicar el método perturbativo para el caso sin
degeneracion. Propongamos que los estados sean de la forma:

) = anlET) + Bal E;) (2.67)
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B} = Bur| BY) — g By ) (2.68)
ademads, considerando que o,|+) = |F) y:

(Elo:|Ey) =0

(Enlo:|ET) # 0.

Calculando los elementos de matriz con las expresiones de los estados:

y ([2:69):
(Ef|o. B = [ (B + Bi(Bnl] 0. [an| ED) + B4 E;)]

= 0y, B (m|D(29)|n) + .00 (m| D(=2g)[n) .
(Enlo=|E) = [Bu(Br| - am(Epl] o= [BIET) - allED] o 1)

= — B (m|D(=2g)|n) — Bnal(m|D(2g)|n)
(Bnloul B = [0ntBf] = am(Bl] o2 [aal BD + B ED] o)

= B fn(m|D(2g)|n) — aman(m|D(=2g)[n)
donde (m|D(£2g)|n) = (Fg,m| + g,n)

Para encontrar los valores de los coeficientes, «,, v 3,, debemos cal-
cular primero el valor de los elementos de matriz (m|D(£2g)|n), cuando
m > n de acuerdo con [6]. Para esto, primero expresemos el operador
de desplazamiento en su forma exponencial y, utilizando la férmula de
Baker-Campbell-Hausdorff, ecuacién , podemos escribir al opera-
dor D(«) de la forma:

la|?

D(a) = @'~ = =5 ol gmata (2.72)

Y

ahora, expresando la exponencial en serie de potencias y aplicando por
la derecha e izquierda el estado de energia del fotén |n) y (m|, respecti-
vamente, obtenemos:

oy = 3 SV (2.73)

k!
k=0
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o [ ¢
(mle! =" (m| . (2.74)

i=0
por tanto, utilizando las ecuaciones (2.72)), (2.73)) y (2.74)

(m|D(a)|n) = e*# (;—;(m|a“2(—l)k%ak|n>. (2.75)
=0 k=0

Para saber el resultado de aplicar el operador a k-veces usamos el hecho
de que el operador de aniquilacion aplicado a un estado

aln) = vl - 1)
n!

= d*n) = Vnad n —1) = .- = (n_k)!\n—@

habiendo considerado que a|0) = 0, donde |0) es el estado base de mini-
ma energia del oscilador armoénico. De igual forma para:

m)!
(m —i)!

quedando la ecuacién ([2.75)) como.

o m!n!
<m‘D( ‘n =e H ZZ Z' \/(m—@)'(n—k)'ém_z’n_k

1=0 k=0

(mla = (m — i

e \/Tnz (laf*)® m!
S o s il

a2 !
= e_%ozm_”w %Lg‘” (|oz|2)

donde L"™™ (|a|?) son los polinomios asociados de Laguerre. Es ficil
notar que de la ecuacién (2.76)):

(2.76)

(m|D(=a)ln) = (=1)"""(m|D()|n). (2.77)
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Una vez encontrando el aspecto de los elementos de matriz del opera-

dor D, ec. (2.76)), y la propiedad descrita en la ecuacién (2.77)) podemos
hallar ahora los valores a los coeficientes «,, y 3,. Para esto de la con-

dicién que hemos propuesto, ecuacién , y el resultado obtenido en
(2.71)):
0= (—anam + (=1)"""B,0m)
asi:
A = (=) B B

Ademas, recordemos que los «,, y 3, deben satisfacer:
L=la]* + 8P,

y quedan como:

Qa, = % (2.78)
_=n”
bn=""% (2.79)

Por lo tanto, los estados desacoplados por o, ecs. (2.67) y (2.68)) son de

la forma:

sy _ Loy (=™
]En>_\/§|En>i 7 |E). (2.80)

Hasta ahora hemos logrado diagonalizar el termino H, del Hamilto-
niano de Rabi:
H, = Hy+ ) \H =dala+ go, (a + aT) + Ao,

encontrando los eigen-estados y eigen-energias desacoplados con o, es-
critos como:

1 (=)™
—|E + E).
\/§| n) NG E,)
contribuyendo a separar Hy de manera que:
Hy=) ENENES|+Y B, |E)NE,|

n

Ex) =

iH—l— + H—>

y aplicar facilmente el método de Teoria de Perturbaciones no degene-
rada.



CAPITULO 3

Teoria de Perturbaciones en el Modelo de Rabi

Hasta ahora, hemos explicado el Hamiltoniano que describe la inter-
acciéon campo-atomo conocido como Modelo de Rabi. Después, estudia-
mos una solucién particular a este modelo mediante el uso de la RWA
hallando los volares de las energias y estados analiticos.

En este capitulo, aplicaremos los resultados de Teoria de Perturba-
ciones independiente del tiempo [4] para hallar una solucién analitica al
Modelo de Rabi. Hemos propuesto que es posible encontrar las energias
y estados analiticos al modelo y que pueden ser comprobado modifi-
cando un solo parametro yendo a ordenes pequenos en la constante de
acoplamiento obteniendo las mismas soluciones del Modelo de Jaynes-
Cummings.

33
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3.1. Teoria

Comencemos considerando el problema con el Hamiltoniano escrito
de siguiente forma:

H=H"+\H (3.1)

/ ., , . ~
donde H' es una ”perturbacién”en algtin sentido pequenia y H® es un
Hamiltoniano cuyos eigen-estados y eigen-valores conocemos, es decir,
conocemos los valores exactos de |E?) y E° que cumplen

HOED) = | E°).

Nuestra intencion sera encontrar eigen-estados y eigen-valores aproxi-
mados para el Hamiltoniano completo H. El conjunto {|E2)} es un con-
junto completo en el sentido de que 1 = > |E9)(E?| es vélido. Como
parte del proceso nos fijamos en el pardmetro A es un parametro real y
tanto los eigen-estados como los eigen-valores de H se desarrollan como
series en \:

A, = AAL 4+ VA2 +

3.2
B, = [EO) + A|EL) + A2 E2) + ... (3:2)

donde definimos A,, = F,, — E° como el cambio de la energfa para el
n-ésimo nivel. El pardmetro A puede variar continuamente entre 0 y 1, el
caso A = 0 corresponde al problema no perturbado y A = 1 corresponde
al problema total. Tomando la ecuacién de eigen-valores

H|E,) = E,|E,) (3.3)

o bien, escrita de la forma
(B — Ho)|En) = (AH — A,)|Ey) (3.4)
Podriamos dividir por el factor E? — Hj toda la expresion , pero la accién

sobre el estado |EY) esta definida y el operador inverso 1/(E° — Hy) no
estard definido. Sin embargo, (AH — A,,)|E,,) no tiene una componente
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a lo largo de |E?, esto es, si multiplicamos por la izquierda a ambos
lados de la igualdad por (E?|

0= (EYAH — Ay|E,) = (E)|(AH — A)|E,) (3.5)
Definamos al operador de proyecciéon complementario como

on = 1= [ED(ED =Y [E)(E (3.6)
k#n

y ahora el operador inverso 1/(E° — Hy) esta definido cuando multipli-
quemos por la derecha ¢, esto es

1 1
eI e il (37)
Asimismo de (3.5) y (3.6)), se puede ver que
AH — A)|E,) = ¢n(VH — A)|EL). (3.8)

Podriamos ahora despejar al estado |E,,) como

| En) On(AH — A,)|Bp) = (AH' — A)|Ey).

EY — H,

n

SR

Sin embargo, cuando A — 0, debe ocurrir que |E,) — |E%) y A, —
0. No obstante, aun para A # 0, podemos agregar a |E,) una solucién a
la ecuaciéon homogénea, C,|E%), donde C,, = C,,(\) = (EY|E,) = 1 H].
Por lo que, una forma adecuada sera

¢

E) = |E%) + ——"—

(AH' = A)|E,) (3.9)

Podemos notar que de la ecuacion (3.5))

A, = ME’|H'|E,). (3.10)
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Con estas dos ecuaciones (3.9) y (3.10]) podemos sustituir las expresiones
en serie de potencias para |E,) y E,, ec. (3.2), e igualar los coeficientes
apropiados correspondientes a potencias de A, obteniendo asi:

A, = (B)|H |Ep)
AL = (E|H'|E,)
: (3.11)
AY = (E)H|EYT)

Expandiendo ahora la expresién ((3.9):
|E) + Al Ey) + NIE) +
=|E)) + E0¢ HO()\H —AAL = NAZ — ) (3.12)
< (|Bn) + AlEy) + )

igualando los coeficientes en potencias de A, tenemos que

E? |H |E?
) = gt 8 = 3 S By g
m#n

donde ¢, AN |E?) = 0. Habiendo encontrado |E}) podemos encontrar el
valor de la segunda correccién a la energia

m#n

82 = (BRI

Conociendo el valor de A2, podemos hallar el termino correspondiente
a A2 para el eigen-estado quedando de la siguiente manera

EOH EO EO V|E}
|E2 ZZ | \ >< ml |EO)>|E$(O)>
_Z E°|V\E°><E°!V|E°>
- Ep)?

(3.15)
EEO)

m

m#n
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y asi sucesivamente. La correcciones a tercer orden tanto para la energia
como para los estados expresado de la forma

an mk Vnm
=D D) DR LU

0 _ FK0)2
2 (- )
=S5 e me e aem
Vnndank
-2 2%
§§ L= BB~ B
5 el o
m;én
mn|vk’n| 0
- [EY)
ZZ = 2D

respectivamente, donde V;; = (i|H'|5)

3.2. Rabi

Hemos escrito de una forma particular el Hamiltoniano del modelo
de Rabi, ec. (2.44]) como:
H, =a'a + Mo, + go(a+ a')
=Hy+ \H'

tomando a:
Hy = d'a+ go.(a+ al),

’

H =o,, (3.18)
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donde definimos a A = /2hw. Tomando en cuenta la dificultad para
resolver en forma exacta este hamiltoniano, conviene emplear teoria de
perturbaciones por ser un método de expansién sobre el modelo. Para
nuestro caso, hemos demostrado que podemos separar al Hamiltoniano
Hy en una parte positiva y una negativa para eludir la degeneracion en
las energias ecs. (2.65)) y (2.66)), esto es:

Hy=H,+H_ (3.19)

de esta forma, utilizando el método perturbativo, hemos separamos las
energias de igual manera. Ahora bien, tomando en consideracién esto,
prosigamos a calcular las eigen-energias y eigen-estados perturbadas.

Para la correccion a primer orden al valor de la eigen-energia, utiliza-
mos el resultado obtenido en la ecuacion (3.11)) y sustituimos los valores

correspondientes de H', ec. (2.47), E, v |EP)
EO =F,=n-— 92

Lien+ e

\/_

quedéndonos Al como:

A:I:(l <E:t 0)|O_Z|E:i: 0)>

= 0 (@mip20)m) + (1D G29)I) (320)
— (1 DRy ) = £(— 1) L (4g?),

donde los elementos de matriz para (n|D(2g)|n) son expresados por
la ecuacién y empleamos la propiedad de imparidad (2.77). La
correccién a primer orden en los eigen-estados, ecuacion (3.13)), queda
de la forma:

‘E;:(WZZ( o Ex >‘Ei(0)>

EO — EO "
mn (3.21)
= +(-1) Z <mf(2§lr2’”>|E$(o)>
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Las correcciones a segundo orden en la eigen-energia, ecuaciéon (|3.14)),
se leen como:

Ex")| |(m| D (2g) |n)|?
AT@) — | |Uz|
nO=3 =) —

m
mn m7en (3.22)

i N gty ! (T (47)?
B DL e

y los eigen-estados, ecuacién (3.15)), de la forma:

Tor) Z Z m (k|D(2g)[n) (m|D(29) k) B0

i (n—m)(n —k)
I nID(Qg()T\lnzﬁTzl)?(?g)lm‘ )
m#n
4y vmengo men | L Y S
(3.23)

donde hemos simplificado la notacion omitiendo el argumento a los po-
linomios asociados de Laguerre.

Las correcciones a tercer orden tanto a la energia como a los estados
quedaran de la forma:

1(3 (k|D(2g)|n)(m|D(2g)|k)(n|D(2g)|m
AE®) — izz [D(29)| <—|m()(i)‘—>/§)| (29)|m)
m#n k#n

(n|D(2g)|n)(m|D(2g)|n){n|D(2g)|m
iz |D(2g)[n)( <|71_(§3)‘2><| (29)|m) 5.20

m#n

_ LE-npp=kpn=m L,Lm—nLr-m
e (ZZ n—m)n B —Zw>v
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- | kanLlkam—l
E:t — 4 —6g2 2 n n l E(O)
1o e D 29" \/ n—m)(n—k)(n—l)| k)

m#n k#n l#n
! LOLk an k
260" 29) " B
Pt Y3 Y[ B
m#n k#n l#n
| n! Lm—n(Lk—n)Z
—6g? 2 m—n 4 n Tl e n E(O)
+e ZZ 9) (497) kl (n—m)Q(n—k)’ k)
642 _ Lm™"(L,)?
+e % 2g)" " | — | B
3 ) Vo )
(3.25)

Por lo tanto, el valor de la eigen-energia viene escrita como
EF =E, + AATD £ X2AF?) 1 N3AFE) L 0\
=n—¢>+e 2 (=1)"L,\

! men)2
_492 4 2 m—nn_( n )\2
te (Z( 9) m! n—m )

m#n
Lk an kLn m L. [m—n]n—m
+ —6g2 nn m /\3

+ 00\
(3.26)

donde O(A*) representa los términos de potencias de A mayores a 3 < N.
Los eigen-estados quedan como:

) = |1EXO) + A EZW) + -

= n (m|D(2g)|n) = 3.27
=B = (-1) AZLE—ml)mf(O)H... (3.27)
m#n
donde ) 1y
B20) = —|B}) + L |E;)

V2
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Ey) = | F g,n)|£).

3.3. Resultados

En esta seccion comenzaremos haciendo un anélisis en la contribu-
cién de segundo orden de la ecuacion , posteriormente obtendre-
mos las gréaficas de las eigenenergias hasta segundo orden con TP com-
parando con los volares numéricos del Hamiltoniano H, y los valores
analiticos del modelo de JC para diferentes valores en la constante de
acoplamiento y el parametro perturbativo. Mostraremos el limite cuan-
do nos encontramos a un régimen de acoplamiento pequeno y grande
analizando los efectos que surgen para cada modelo y el uso de Teoria
de Perturbaciones.

, «1073 g:0.01 g:0.1 02
“~0 V/@\X/l 0 Jom
-2 Sim
0 5 10 15 20 25 O 5 10 15 20 25_0.2 me
. g:0.8 g:19 — S
l A 0.05— f,.
0 V\&Qf@)—— ) fs
0.2 \/ -0.05
0 5 10 15 20 25 10 20m 30 40

m

Figura 3.1: Gréfica de la funcién fy,, ec. (3.28), paran = 0,...,5y g =
1.9,0.8,0.1,0.01 que representan los términos de la suma para la correccién

a segundo orden de la energia ATiL @ Cada color representa el mismo valor
particular de n para las cuatro graficas. Recorremos a m entre 0 < m < 60.

De la ec. (3.22)), definiremos el término dentro de la sumatoria como:
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5 — __ut
ERM

— Epm

+
EJC
EJC

+

—E')

E,

— E;()\z)

- ] 1 1 1 1 1 1 1 - E— (AZ)
0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 n

8

Figura 3.2: Espectro de Rabi numérico y perturbativo para A = 0.4, w = 1
y 0 < g < 0.8. Las lineas rojas y azules muestra en los valores exactos
correspondientes a los valores propios positivos y negativos, respectivamente,
del Hamiltoniano de Rabi. Las lineas posteriores indican las correcciones en
primer y segundo orden de la energia positivas y negativas calculadas por
Teoria de Perturbaciones.

[{m D2g)[n)*

Jom =

para m # n. Como demostramos en el capitulo 2, los elementos de matriz
correspondientes al operador D(a), ec. , resultan ser polinomios
de Laguerre multiplicados por una exponencial. Graficando la funcién
fnm para los primeros 5 niveles del espectro de energias tomando valores
de m grandes respecto a nuestra dimension, figura [3.1] la contribucién
de fum a la correccién de la energfa A2 se encuentra para valores bajos
de m, al rededor de m = 30. Ademas, en esta figura se puede notar el
orden donde detener la adicién de los términos de m para una g dada.

(3.28)

Ahora, para probar los resultados de las energias obtenidas por teoria
de perturbaciones, es conveniente analizar el rango de valores que to-
man los dos parametros que tenemos. Para el caso de la constante de
acoplamiento ¢, normalizada sobre w, puede tomar valores de g > 0.
Mientras g sea muy cercano a 0 estaremos dentro del modelo de Jaynes-
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ol ]
® Exm (00)
5. ® Ec 00

fw

2
<100 BV o0

E
3

0 10 20 30 40
n

Figura 3.3: Eigenvalores de energia en funcién de nivel energético tomando
como valores A = 0.4y g = 0.8. Los puntos rojos muestran los valores numéri-
cos diagonalizando el Hamiltoniano de Rabi, los puntos negros representan
los distintos niveles energéticos del modelo de JC y los puntos verdes y azules
senalan la energia perturbada a primer y segundo orden.

Cummings y para valores grandes de g sera completamente Rabi. Para
el caso de A podemos verlo de la siguiente manera. Hemos denotado a
A, por (para el caso general en wy h = 1):

5\ Q  w+o
2w 2w ]

sumando y restando un factor conveniente y la desintonia denotada co-

mo:

0= —w.

Si la frecuencia de transicion €2 es igual a ala frecuencia de radiacion
w, entonces & = 0 encontrandonos en el caso resonante. Para el caso
donde la diferencia de frecuencias en los niveles del atomo es igual a
cero, €2 = 0, la desintonia tendrd el valor de § = —w. Luego, tomando
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aw=1,—1<04 <0. Por lo tanto, lo valores en los que estara A seran
0<A<1/2.

5
8 B +
4 — B¢
3 3¢ 1 — B
N —E,®
2t T EW
+,12
N 1B
—E )
0 1 1
0 0.2 0.6 0.1

8

Figura 3.4: Gréfica de eigen-valores de energia analiticos del Modelo de
Jaynes-Cummings y de Teoria de Perturbaciones para primer y segundo or-
den, tanto positivos y negativos. Hemos tomado a 0 < g < 0.1 y A = 0.4.
En la grafica se puede notar el limite donde es valido el modelo de Jaynes-
Cummings y comienzan a ser Rabi.

En la figura [3.2] presentamos las energias que obtenemos al calcular
numéricamente los eigenvalores del modelo de Rabi y los comparamos
con los resultados a los eigenvalores con teoria de perturbaciones a pri-
mer y segundo orden en A. Para las energias del RM, hemos diagona-
lizado numéricamente el Hamiltoniano H,, ec. , y graficamos los
eigenestados en funcion de la constante de acoplamiento g. Los valores
que hemos tomado en esta grafica para A y g son los mismos que se pre-
sentan en [5], para reproducir el resultado que presenta Braak para la
parte baja del espectro de energias. Con esta grafica podemos observar
que las lineas que representan las correcciones a la energia positivas y
negativas tienden al valor numérico conforme aumentamos la potencia
de \. Las lineas rosas y azul claro senalan las correcciones, positivas y
negativas, a primer orden, mientras las lineas verde y negro indican la
correccién a segundo orden positivas y negativas, respectivamente. Es
claro de percatar que aumentando el orden de aproximacion en A ire-
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mos consiguiendo cada vez mas el valor exacto al modelo de Rabi pero
incluso a primer orden se alcanza una buena aproximacion.

5
4r - -
2

—E O
E, (V)

—E'0Y)

—E )

_2 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

8

Figura 3.5: Espectro de Rabi numérico y perturbativo para A=0.4, w=1y
0 < g < 1.2. Etiquetamos los valores de energias positivas y negativas para
cada método. En esta imagen nos encontramos completamente en Rabi y
cercanos al caso particular de la desintonia.

20+ ......“ ]
15 ] ...... |
3 ..00.. ° EJjEC
o= 10] ...00“ 1o EF O‘i(n)
5 o 1 EE )
o’....
0 ,.00.. |
0 10 20 30 40 50
n

Figura 3.6: Valores propios en funcién del nivel energético para modelo de
JC y teoria de perturbaciones. Hemos tomado A = 0.4 y g = 0.1. Los puntos
rojos representan la energia de JC, los puntos verdes y azules los distintos
niveles energéticos perturbados a primer y segundo orden.
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Cabe mencionar que nos encontramos fuera del régimen aceptado
para le modelo de Jaynes-Cummings. Podemos ver en la figura [3.3] que
los puntos rojos que indican el modelo de Jaynes-Cummings quedan
alejados de los valores numéricos-exactos del modelo de Rabi, puntos
azules. Mientras los valores para Teoria de Perturbaciones a primer y
segundo orden, puntos amarillo y negro respectivamente, se acercan ca-
da vez a los puntos azules con un error en A\? y A\* conforme aumente la
correccion, es decir, para los eigenvalores Ei(’\2)(n) tendremos un error
de orden A\3. Los valores numéricos para el modelo de Rabi en esta figura
se calcularon de igual forma diagonalizando el Hamiltoniano H, toman-
do solo los primeros 40 niveles energéticos y, para valores n > 40, fueron
excluidos ya que presentaban errores numéricos debido a que estamos
trabajando en un espacio de Hilbert de dimension finita. Si necesitamos
diagonalizar una matriz en este espacio numéricamente debemos trun-
car nuestro espacio a una dimension finita, por esta razon los errores
numéricos se deben al efecto de tamano finito del espacio (o la matriz).

+
ERM

\ —Eg,
\ E;c
= \ Eic
! | —E
0 \ E.0)
-1r \ —E;(f)

_2 | | = 2
0 0.4 0.8 1.2 B,

5
4 ]
3
2

E/w

Figura 3.7: Espectro de energias para A = 0.01 y 0 < g < 1.2. En esta imagen
mostramos los resultados de TP a primer y segundo orden junto con valores
numéricos del RM. Dado el valor de A, los niveles energéticos del atomo son
cercanos uno del otro, es decir, seran los mismos.

Podemos también comprobar nuestros resultados fijaindonos en un
entorno donde el acoplamiento es pequeno valido para el modelo de
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JC, vy grande donde estemos completamente en Rabi para los primeros
niveles del espectro de energias. En la figura mostramos el intervalo
donde JC es vélido y luego comienza a perder valides conforme aumenta
g. Hemos graficado los resultados analiticos de JC y los resultados de
TP a primer y segundo orden. Al estar en un acoplamiento bajo, las
correcciones tanto a primer y segundo orden coinciden con los resultados
analiticos de JC. Para la figura[3.5 tenemos los eigenvalores numéricos de
Rabi y los eigenvalores perturbados a un valor de la constante g grande.
En esta figura vemos que los estados perturbados conforme aumenta el
orden en A se van acercando a los valores numéricos de Rabi.

> +
— — Erm
‘L S —— | _ .
D I - RM
3 _——— e E+C
e 2 ————— 7\ . EJC
o————

I T —E®
1 e B
_2 L | . _ E;l()\z)

0 0.4 g 0.8 1.2

Figura 3.8: Espectro de energia de Rabi para eigenvalores numéricos y con
TP positivas y negativas para el caso en resonancia, A = 0.5 y constante
de acoplamiento 0 < g < 1.2. Para el régimen donde el modelo de Jaynes-
Cummings es valido existe degeneracién en las energias

Otra forma de ver este efecto, se observa en la figura donde
se muestra una parte de los niveles energéticos para una constante g
pequena. Esta y la figura 3.3 pueden ser leidas como un corte vertical
en g = 0.1 y g= 0.8 en los espectros de energias de la figura y la
figura[3.2] respectivamente, y observadas desde un costado de la grafica.
Ademas, podemos notar que la aproximacion a segundo orden se junta
mas al valor numérico de Rabi mientras el modelo de Jaynes-Cummings
comienza a desviarse y ya no ser valido para g = 0.1 como se esperaba.
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Figura 3.9: Espectro de Rabi utilizando TP y diagonalizacién numérica de
Hamiltoniano con valores 0 < g < 1.2 y A = 0.15 para la imagen de arriba y
A = 0.3 para la imagen de abajo. Para ambos casos las lineas rojas etiquetan
las energias positivas y las lineas azules etiquetan las energias negativas de
los resultados numéricos. La lineas rosas y verde representan las energias
positivas mientras que las lineas azul y negro a las energias negativas de TP.

Por lo tanto, para una constante de acoplamiento entre 0 < g < 0.01, la
expresion para la energia obtenida por TP, ecuacién , reproduce
los mismos resultados que el modelo de Jaynes-Cummings y més en
general, para el modelo de Rabi.
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Para las figuras y hemos tomado los valores limite para el
pardametro perturbativo A. Para la primer imagen nos encontramos en
el caso donde la diferencia de frecuencias en los niveles energéticos del
atomo es cercano a cero §2 &~ 0, y para la gréafica de la segunda imagen
nos encontramos en el caso donde la desintonia es cero § = 0, es decir,
el caso resonante.

Figura 3.10: Espectro de Rabi numérico y perturbativo para A =0.9, w =1
y 0 < g < 1.2, Las lineas rojas y azules muestra en los valores exactos
correspondientes a los valores propios positivos y negativos, respectivamen-
te, del Hamiltoniano de Rabi mientras que las lineas posteriores indican las
correcciones en primer y segundo orden de la energia positivas y negativas
calculadas por Teoria de Perturbaciones.

Para el primer caso, los eigenvalores aproximados llegan a ser los
mismo que los eigenvalores numéricos del modelo de Rabi.Este situa-
cién concuerda con los resultados tedricos en TP para el valor de E ya
que comienza a tener mayor impacto el termino —g? conforme se incre-
menta ¢ representando una parabola decreciente. Mientras que para el
caso resonante con g = 0.5 obtenemos una buena aproximacién en los
resultados.
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Figura 3.11: Diferencial porcentual entre los valores numéricos exactos del
Modelo de Rabi y Teoria de Perturbaciones a primer orden y segundo orden,
respectivamente, dentro del régimen de Jaynes-Cummings para los primeros
niveles energéticos. Se tomaron a 0 < A < 0.5 y g=0.01. La nomenclatura

que en la grafica es A, y = EFAM — TP

Por tltimo, si nos fuéramos a un valor de A = 0.9 que este fuera del
intervalo aceptado, figura [3.10] los resultados con Teoria de Perturba-
ciones comienza a dejar de ser vélidos. Esto se debe a que la distancia
en las energias del atomo serd cercana a 22 y TP comenzara a perder
fuerza bajo estas condiciones.
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Figura 3.12: Diferencial porcentual entre los valores numéricos exactos del
Modelo de Rabi y Teoria de Perturbaciones a primer orden y segundo or-
den, respectivamente, dentro del régimen de Rabi para los primeros niveles
energéticos. Se tomaron a 0 < A < 0.5 y g=1.2. La nomenclatura que en la
grafica es A, 4 = Ef']f - Egi
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CAPITULO 4

Dinamica

En este capitulo haremos una comparacién de la dinamica entre el
modelo de JC y el modelo de Rabi utilizando nuestras soluciones con
teoria de perturbaciones y la solucién numérica del hamiltoniano de Ra-
bi. Las diferencias en la evoluciéon predichas por los distintos modelos
son graficadas y mostraremos el colapso y resurgimiento de probabilida-
des para ambos casos, un efecto puramente mecanico cuantico. Para las
soluciones obtenidas con TP, serd necesario hallar el factor de normali-
zacién de nuestros estados perturbados quedandonos solo hasta primer
orden por sencillez al calculo y posteriormente hallar el estado evolucio-
nado.

53
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4.1. Modelo de Jaynes-Cummings

Una forma de obtener la dindmica del JCM es mediante los estados
estacionarios calculados anteriormente, ec. (2.40). Estos estados |n, %)
a menudo son llamados ”estados vestidos” (dressed states) que tienen
asociado el valor de energfa F,(n), ec. (2.3§), respectivamente [3][19].
Comencemos considerando el caso especifico donde el estado inicial del
campo esta en la superposicion de estados numéricos, es decir, un estado
coherente y el dtomo preparado en el estado inicial |e). Asi, el estado
inicial del campo-atomo es de la forma:

9(0)) = |e, @) = Z S le.m) (4.1)

De las ecuaciones (2.40) podemos obtener el estado |e,n) en términos
de los estados vestidos como:

e.n) = cos(22)n, +) +sin(%)}n, -) "
|b,n+1) = sm(é")]n +) — cos(gb;)m,—),

quedando el estado inicial de la forma:

|¢<o>>=Ze‘2—{cos< Yin, 4 +sin( @ o) @)

n=0 m

donde ¢, = tan'(2gy/n + 1/§). El vector de estado para tiempos ¢t > 0
se consigue aplicando el operador de evolucién sobre el estado inicial [4],
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esto es:

> a2 n . .
=> g (cosﬁ)e-ﬂ“"ﬁm, +) +sin<%>e-ﬂ<n>t|n,—>)

s n! 2
X e a® o Q, 5
=2 T %el(nﬂ)wt[(cos(?t) —ig sin(7t>> le, n)

(4.4)

Por lo tanto, el estado [1)(t)) es el estado evolucionado a cualquier tiempo
t > 0.

— Modelo de Rabi
095 — Modelo de JC i
= 09
0.85 1
0.8 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

gt

Figura 4.1: Transicién de poblacién para un estado inicial del 4tomo en |e) y
un estado coherente para campo de radiacién con nimero medio de fotones
(n) = 10. Se presentan resultados numéricos y analiticos para el modelo de
Rabi y el modelo de Jaynes-Cummings, respectivamente. La constante de
acoplamiento es de g = 0.01 mientras que A = 0.4. El resultado para RM fue
diagonalizando numéricamente la matriz H,.

Una cantidad importante de considerar es la inversién de poblacion
W (t) definida como la diferencia en las poblaciones del estado excitado
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y el estado base:

W(t) = (()|o-]v(t)) = [P.()] = |B(t)], (4.5)
donde las expresiones |P.|? y |P|* representan las probabilidades de
que, en el tiempo t, el campo tenga n fotones presentes y el atomo esté
en los niveles |e) o |b), respectivamente [2]. El operador o, puede ser

remplazado por la expresion y de esta forma:
W(t) = (b(t)]e)elv(t)) — ((t)[b) (bl (1)). (4.6)

Calculando el termino de probabilidad para el estado |e) quedara de la

A #\W

09851t I T p
0.98 - —DModelo de Rabi |
Modelo de J.C.
0975 : L 1 | | | ) ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

gt

Figura 4.2: Transicién de poblacién para g = 0.01, A = 0.2 y (n) = 10,
representando los resultados con Teoria de Perturbaciones, Modelo de Rabi
y Modelo de JC con las lineas azul rojo y amarillo, respectivamente.

siguiente forma:

[Pel* =|{el ()7 = (b (t)]e) el (1)
:;ew%’; (COSQ(%t) N g—isinz(%ﬂ) | (4.7)
y andlogamente para el estado |b):

= s 5 Qy,
1B = Z ela? (1 — Q_) sinQ(Tt). (4.8)

n=0
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Juntando estos dos resultados, llegamos a que la transicion de poblacion
para el modelo de JC es:

W(t) = Z el <Z>‘n (g—% +(1—- g—%) COS(Qnt)) (4.9)

n=0

donde (n) = |a|? es llamado el niimero medio de fotones en un estado
coherente. La suma se extiende hasta infinito y no cuenta con una expre-
sién analitica conocida pero la importancia fisica de la suma representa
en una escala entre +1 y —1 el grado de excitacion de un sistema de
dos niveles [24]. Este resultado comparado con las predicciones con un
desarrollo con teoria semiclasica es drasticamente diferente. Con teoria
semiclasica, la transiciéon de un estado a otro no es posible en la ausencia
de un campo de radiacion. En cambio, con el tratamiento de la mecéanica
cudntico, la transicién del estado |e) al estado |b) es posible debido a la
emisién espontanea de luz [2].

Para tiempos cortos y grande el nimero medio de fotones, la suma en
se comporta como cos({2,t). Cummings primero mostré que, cuan-
do w = Q, las oscilaciones del coseno “colapsan”[24], es decir, resonancia
cero, y para valores distinto la probabilidad de transicién disminuye con-
forme la diferencia de separacién en los niveles atémicos decrece.

En la figura|4.1| graficamos la funcién de transiciéon de poblacién con
una normalizacién al tiempo gt. El valor para la resonancia en esta fi-
gura es 0 = —0.2 y la transicion para este caso sera casi cero quedando
el 4tomo en el estado inicial |e) conforme pase ¢, mds ain, la probabili-
dad de cambiar al estado base del atomo bajara conforme A disminuya.
El la figura presentamos la transicién W (t¢) tomando A = 0.2. En
esta figura agregamos los resultados con TP, como estudiaremos en la
siguiente seccion, y vemos que el atomo continuara en el estado inicial
conforme transcurra el tiempo y con probabilidad cercana a cero de pa-
sar al estado base. A la envolvente en las oscilaciones de las grafica es
conocida en la literatura como oscilaciones de Rabi. (Una mejora en la
funcién de colapso de JC, valido para ¢ arbitrario fue propuesta por
Eberly, Narozhny y Mondragon en 1979 [24]).
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En textos de éptica cudntica, normalmente se trata el caso donde
contamos con resonancia, es decir, § = 0 [2][3][19]. Tomando ese valor
en J, la evolucion temporal del estado quedara entonces:

2

Ze_% o o—iln+3 wt[cos(\/ﬁgt)\e n)
—1 SlH(\/n—Hgt)|b’ n+1)],

(4.10)

y la probabilidad de encontrar a un atomo que ha cambiado al estado

1 ‘

— Modelo de Rabi
— Modelo de JC
0.5 :
= 0
-0.5 :
-1 I I I I
0 10 20 30 40 50

gt

Figura 4.3: Transicién de poblacién con un estado inicial |e) y estado cohe-
rente (n) = 10 para el caso resonante. La linea azul representa el modelo de
Rabi y la linea roja representa el modelo de JC. La constante de acoplamiento
esde g =0.01 y A =0.5.

base en un momento posterior t sera:

R = o) =3 e U (v Ign

(4.11)

= Z e~ (n>' sin?(vn + 1gt),
n!

n=0
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y la probabilidad de permanecer en el estado |e) es:

|P.|*> = Z e=(m () cos?(v/n + 1gt), (4.12)
—~ n!

quedando la transiciéon de probabilidad como:

o0

Wi(t) = e_<”>% cos(2vn + 1gt). (4.13)

n=0

En la figura se muestra esta esta dinamica, analitica y numéri-
ca de los modelos JC y Rabi, respectivamente. La linea roja expresa la
expresién (4.11) mientras la linea azul es el resultado numérico de la
evolucién de los estados para el modelo de Rabi diagonalizando el Ha-
miltoniano Hg),. Para este caso particular es posible notar el comporta-
miento de colapso y reavivamiento en las probabilidades de transicion.
Primero, al tiempo ¢ = 0, el 4&tomo se encuentra en un estado definido y
todos los términos en la suma estan correlacionados. Conforme aumenta
el tiempo, las oscilaciones de Rabi asociadas con diferentes excitaciones
tienen diferentes frecuencias y no estan relacionadas reciprocamente,
conduciendo a un colapso de la inversiéon. A medida que aumenta ¢, se
restablece la correlacién y se produce un avivamiento [2].

Las expresiones para los tiempos asociados con las oscilaciones sinu-
soidales de Rabi tales como el tiempo de periodo ¢z de Rabi, el tiempo
de colapso t. y el tiempo de reavivamiento (o resurgimiento) t,, pueden
obtenerse de la ec. en el limite donde (n) > 1, [2]. El tiempo de
periodo tg de las oscilaciones de Rabi viene dado como el inverso de la
frecuencia §2,, de Rabi, ec. , enn = (n), es:

1 1
tg~ —— = (4.14)

Qny /02 + 4¢%(n)
Estas oscilaciones se mantendréan hasta un tiempo t. cuando las oscila-
ciones asociadas con diferentes n no estén correlacionadas. El tiempo de
colapso, viene expresado como, ver [2]:

(4.15)
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Para valores altos en (n), t. decrece y para resonancia § = 0, el tiempo
de colapso es independiente del promedio de niimero de fotones, (n).
El intervalo entre resurgimientos en las probabilidades, ¢,, tienen lugar
cuando las fases en las oscilaciones de Rabi entre dos términos cercanos
difieren en un multiplo de 27, ver [2], quedando que:

2rk 21k/ 92
to— T RV — (4.16)
iy — Yy 9 4g*(n)
donde £ =1,2,.... Los resurgimientos en las probabilidades estardn en

intervalos regulares.

Es importante mencionar que la dinamica hallada para el modelo
de Rabi se obtuvo numéricamente y por tanto, en cada grafica de esta
seccién tienen efecto los términos despreciados por RWA apareciendo
las dos frecuencias del modelo, Q — w y Q + w. Ademas, hacer una
comparacion del modelo de JC con nuestros resultados con TP no es
favorable con nuestros estados debido a que, para un valor de XA y ¢
muy pequena, los elementos de matriz del operador de desplazamiento
seran muy cercanos a cero y esencialmente (m|D(a)[n) ~ 0.
Entonces, las correcciones a nuestra solucién con TP tendran valores
muy pequenos conforme aumente la potencia en A haciendo converger
la serie demasiado lento al resultado y para encontrarse en el régimen
de JC necesitaremos incorporar mas términos a nuestro eigenestado.

4.2. Estados con teoria de perturbaciones

Para la dinamica con los estados obtenidos de TP, tomamos hasta
primer orden para facilitar el calculo. Comencemos primero normalizan-

do el estado de la ec. , es decir, sea el estado:

By = AP|E) (4.17)
con n(E|E)y = 1. Multiplicando por la izquierda (Ex”| al estado
normalizado ec. , nos queda que:

(EsO\ED) N = A (4.18)
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Figura 4.4: Evoluciéon temporal de la inversién de poblaciéon con los valores
g =15 X =02y (n) = 10 para las tres imagenes. La primer imagen
corresponde para una dimensién del sistema 30, la segunda imagen a 50 y
para la tercera una dimension de 80 para MR numérico, respectivamente.
Mientras que para los resultados con T.P. se tomo fija la dimensién con valor

de 50.
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Ademas, notando que:
1= A (EL|EY),

entonces

(m|D(2g)[n)|?
(n —

-1 _ /iy 21y 2 ‘
A = (BT =1+ (=1)™A Wg )2

El segundo termino debe entenderse como la probabilidad de escape
a estados distintos de \E >, ademés de que A, < 1. Haciendo una
expansion de potencias sobre el binomio y quedandonos hasta el segundo
término, podemos aproximar factor A,, como:

An—l—AQZ%, (4.19)

m#n

y el estado normalizado quedara finalmente escrito de la forma:

ES)y = A2 (IEE0) + N D)) (4.20)
con eigen-energia:

Ef=n— g+ (=1)"xe 2 L,(4¢°).

Para la dinamica, un estado inicial del sistema podemos tomarlo tal
como en el caso para el modelo de JC, es decir:

o0

() = le,ay = 3 e f}\e ), (4.21)

n=0

el producto de une estado coherente y el atomo en el estado excitado
le). Aplicando nuevamente el operador de evolucién al estado inicial:

(1)) = e*|9(0) Ze Ry (BEle,n) B )y (4.22)
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Recordando que el estado |E7f) ~ expandido se escribe como:

le) + 16)

EE)y =AY D(=g)ln) L (—1)"D(g)m) 9 - )

£ -1y Y PCID gy 21D

m#n

£ (-1 D(g)my Ly

Por lo tanto, el estado evolucionado a un tiempo t lo escribimos de la
forma:

\a\ it " AL .
N=2.2 ¢ =1 Ol [D(=0) £ (1" D(g)] In.¢)

+ [D(=g) F (<1)"D(g)] [n, )
1y 3 PR s (D) e

n—m
m#n

”ZW[ D(=g) F (=1)"D(g)] m, b) }
m#n

(4.23)

con

B = (1 (—1))(n|D(g)n) = (1 £ a3 LIPCARIPl)n)

n—m
m#n

Teniendo calculado es estado [¢(t)), podemos calcular el producto
interior entre (e[t)(t)) que finalmente quedard como:

=Y Y ax (—1))e % im0 " A ’Bn{< |D(—g)|n)

+,— m#n \/_' 4
Y (DN Dlgy
m#n

(4.24)
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Figura 4.5: Evolucién temporal de la inversién de poblacién W(t) para la
solucién con Teoria de Perturbaciones y valores numéricos del modelo de Rabi.
Los valores en la constante de acoplamiento y el parametro perturbativo son:
g = 0.8, A = 0.2. Nimero medio de fotones (n) = 10. Para ambas figuras se
tomo fija la dimensién 50 para los resultados con T.P. mientras que para lo
numérico de Rabi se tomaron dimensiones de 40 y 80.
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llegando a que la probabilidad de obtener el estado |e), queddndonos
con los términos a primer orden en \, sera:

R =Y Sk (e o A g

+,— m#n
(nD(g)|m) 2 £ An|D(g)n) 3 (=1)™ | <mlD<29>n|@ <Z|D(g>|m>
m#n
1 (oD@ ) D(g)n) 1

(4.25)

Haciendo algo andlogo para la probabilidad del estado |b), |P,|* nos
queda como:

A= LB e A
(0| D(g)In)? £ AMn|D(g)n) 3" (=1)™ | <m‘D<29>717’2<:1\D(9)|m>
m#n
(oD m (m{Dig))

(4.26)

Por lo tanto, la transicion de poblacién para teoria de perturbaciones,
W, se leerd como:

= Y 3 a1y oAy

+,— m#n
(| D(g) )2 £ M| D(g)n) 3 (1) | <m|D<2gQ@<Z|D<g>|m>
m#n
} (D@ ml Digln) 1

(4.27)
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Figura 4.6: Dinamica de transicién de poblacién atreves del tiempo escalado
con gt para T. P., modelo de Rabi y modelo de J. C. En la primer imagen
se muestra la evolucién de W con A = 0.4, y la segunda imagen el mismo
comportamiento pero tomando A = 0.1. En ambos casos la constante de
acoplamiento es de g = 2 y un nimero medio de fotones (n) = 10. Para ambas
graficas agregamos la dinamica que presenta el modelo de Jaynes-Cummings
valido como un modelo cudntico y no como interaccién atomo-fotén.

Para comenzar nuestro analisis con Teoria de Perturbaciones, en la
figura [4.4) graficamos tres resultados tomando las mismas variables en g
y A pero con diferentes dimensiones del espacio. Hemos mencionado que
los resultados presentados para el modelo de Rabi se obtiene de manera
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numérica truncando el espacio un valor finito. En la primer imagen se
muestra la inversiéon de poblaciéon para un espacio de dimension 30.
La linea azul representa el calculo de la ec. mientras la linea
roja los valores numéricos del RM. Como primera impresién se observa
una diferencia en los resultados coincidiendo en pocos valores. Para la
segunda figura aumentamos el espacio del sistema a una dimensiéon de
50 y notamos que los resultados numéricos del RM comienzan a pegarse
a los resultados con TP en tanto que los valores azules no cambian
incrementando la dimension. Aumentando nuevamente la dimensién del
sistema a un valor de 80 para RM mientras que para nuestra solucién
permanecemos con una dimension de 50, los resultados de diagonalizar
el sistema numéricamente se van empalmando con nuestra soluciéon de
TP. La comparacion de estas tres graficas nos permite expresar que
para tener resultados convenientes en el modelo de Rabi, necesitamos
un numero de fotones grande, pero con Teoria de Perturbaciones no es
necesario un valor alto, es decir, con TP nos acercamos més rapido a
la respuesta en la transicion de probabilidad que numéricamente con el
modelo de Rabi.

1.2

z o0

0 2 4 ot 6 8 10

Figura 4.7: Dindmica de transicion de probabilidad con TP, modelo de Rabi
y modelo de JC para los valores de ¢ = 0.1, A = 0.1 y (n) = 10.

En la figura mostramos el mismo efecto en la diferencia de las
dimensiones pero para un valor en la constante de acoplamiento g = 0.8
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y el mismo para A. A este régimen de acoplamiento nos encontramos
dentro del modelo de Rabi y a pesar de contar solo con los resultados
a primer orden en la correcciéon de los eigenestados, conseguimos una
buena aproximacién en los resultados debidos con un ntmero menor en
la dimension.

Fijandonos ahora en el cambio del parametro perturbativo, A, para
valores préximos y lejanos a resonancia, el resultado cambia si A ~ 0.5
como se muestra en la figura 4.6 aun teniendo una dimension grande
en los dos resultados, la solucién con TP no corresponde del todo a la
solucién numérica del RM, este efecto es debido a que el valor en A
esta cercano a la maxima perturbaciéon del sistema y nuestra solucién
propuesta en estos resultados consideramos solo hasta primer orden. De
este modo para corregir esta diferencia y conseguir el valor correcto sera
necesario incluir mas términos a nuestro eigenestado con TP. En esta
imagen agregamos de igual forma, usando los mismos parametros para la
solucién calculada en ec. , la transicién W (t) para JC. Puesto que ya
no es valido como modelo de interaccién campo-atomo a este régimen de
acoplamiento continua siendo valido como un modelo cuantico y, tanto
Rabi como Jaynes-Cummings, predicen resurgimientos.

Finalmente, presentamos un grafica donde nos hallamos entre en el
limite donde el dominio de JC ya no serd valido y comenzaran a ser los
resultados puramente de RM, figura [4.7] En esta gréfica mostramos la
dindmica de inversién de poblacién para TP, RM y JC. Para este caso
los resultados con TP no coinciden con JC mientras que con RM obtene-
mos una buena aproximacién tomando solo primer orden en correccién
con TP. Estos resultados expresan que este método es mas eficaz para
valores grandes en g y no para el régimen de Jaynes-Cummings donde
el acoplamiento es pequeno y d cercano a resonancia.
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Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un alternativa para resolver el
Modelo de Rabi utilizando un método de aproximacion conocido co-
mo Teoria de Perturbaciones. Con esta teoria es posible calcular tan-
to analitica como numéricamente el espectro de energias y los eigen-
estados del modelo. Ademds, utilizando estos ltimos, es posible hallar
las transicién de poblacion para un régimen grande abarcado por RM.
Como primer resultado favorable del uso de TP, restringimos al sistema
a solo dos variables independientes, el pardmetro perturbativo A y la
constante de acoplamiento g, lo cual, para este proceso, es conveniente
jugar con los valores de la constante para comparar los resultados en
los limites del Modelo de Rabi y el Modelo de Jaynes-Cummings que ha
sido bien estudiado este ultimo. En segundo lugar, la correccién a segun-
do orden logra ser una conveniente aproximacion al valor exacto en las
energias del modelo y, aunque es claro que a mayor orden de afinacién
la solucién perturbativa tendera al valor exacto, no deja de ser un resul-

69



70 Capitulo 5. Conclusiones

tado favorable. En las graficas presentadas en la secciéon de resultados,
analizamos esta declaracién y observamos que estando dentro del domi-
nio donde es valido el Modelo de Jaynes-Cummings, los resultados en la
energia con Teoria de Perturbaciones coinciden completamente con los
valores exactos. Para valores grandes de g donde no es valido el JCM, la
energia a segundo orden produce una buena aproximacion a los valores
exactos-numéricos del Modelo de Rabi teniendo un error de orden A3.

Para el caso de los eigenestados obtenidos con TP, es posible calcular
la transicion de poblacion de los estados de atomo. Esta observable es
comunmente calculada para el modelo de Jaynes-Cummings y con una
desintonia iguala a 0, para el caso del modelo de Rabi no se encuentra
mucha informacion sobre esta observable y en algunos casos no se men-
ciona nada de los eigenestados y solo se enfatiza en las energias como
en el caso de [5]. En cambio, nuestra propuesta para resolver el modelo,
comparamos nuestros resultados con TP y los valores numéricos diago-
nalizando el Hamiltoniano de Rabi. Una primer ventaja que notamos fue
que alcanzamos el valor esperado contando con un corto numero de fo-
tones mientras que para la parte numérica de Rabi, es necesario utilizar
una numero grande de fotones, es decir, una dimensién alta. Este mismo
efecto o error numérico debido al efecto de tamano finito del sistema es
visto cuando calculamos el espectro de energias.

Otra virtud de nuestra soluciéon es la aproximacion a los valores
numeéricos de Rabi. Aun cuando se tomo a primer orden de correccién
en las energias como en los estados, es favorable considerarse como so-
lucion del sistema contando con régimen de acoplamiento grande y para
cualquier valor en la desintonia. Comparar esto dentro de JC no fue
realizable debido a que nos hallamos con g < 1 y las correcciones pa-
ra los estados que dependen de los elementos de matriz del operador
D(«v) son cercanos a cero. Para mejorar esto serd necesario considerar
términos mayores en la serie de A pero el calculo para un orden superior
al primero se vuelve cada vez mas complicado y tardado para la parte
numérica.

Calculamos el valor de correccién a la energia hasta tercer orden y
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en los estados hasta segundo orden analiticamente pero no fueron im-
plementados en las graficas presentadas en este trabajo. Al incorporar
estos céalculos a los resultados se presentan distintas dificultades para
evaluarlo numéricamente. De esta forma, para el caso de la dindmica de
los modelos, tomamos a primer orden en A los eigenestados y eigene-
nergias perturbadas para una mayor simplicidad en la evolucién de los
estados y en las expresiones. Sin embargo, no deja de ser una mejora y
una extension para una continuacion del estudio de este modelo.
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