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Resumen

En este trabajo se exploran las propiedades dindmicas de un modelo cosmolégico
que incluye efectos viscosos en el sector de materia oscura de las ecuaciones de flui-
do para un espaciotiempo espacialmente plano de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW). Los efectos viscosos del “bulk”se describen por una extensién no
lineal del esquema completo de Israel - Stewart, que es un modelo causal para la
descripcion de fluidos relativistas. Se permite el intercambio de energia en el sector
oscuro y esto se describe mediante un término de interacciéon denotado por Q). Se es-
tablece el sistema dinamico correspondiente a la ecuacion de Friedmann y el conjunto
de ecuaciones de fluido asociadas al modelo, incluida una ecuacién de transporte pa-
ra la evoluciéon de la presion de viscosidad del bulk y se estudia la estabilidad lineal
de sus puntos criticos. De dicho andlisis, se muestra que aparece un punto critico ca-
racterizando a un universo de De Sitter en los casos con interaccién y sin interaccién
por lo que se enfoca nuestro estudio en analizar la estabilidad de dicho punto critico
en una gran region del espacio de pardametros y se derivan soluciones linealizadas a
su alrededor. Estas soluciones aproximadas y analiticas son potencialmente capaces
de describir la expansién del universo, ya que existen en la proximidad de una solu-
cién estacionaria de De Sitter. Dentro de este esquema y para el caso en que existe
interaccién en el sector oscuro, se estudia la existencia de regiones en el espacio de
parametros donde dicho punto critico es estable y describe el comportamiento de la
energia oscura como quintaesencia, constante cosmolégica y fluido de tipo fantasma.
Se realiza una comparacion entre soluciones numéricas y linealizadas en la vecindad
del punto critico dentro del régimen completamente no lineal y se contrastan con el
modelo ACDM. Se encuentra que el régimen completamente no lineal es favorecido

por las observaciones de la tasa de Hubble y el modelo de concordancia, debido a

12



Resumen 13

la magnitud distinta de cero del parametro j, que caracteriza los efectos no linea-
les de la viscosidad del “bulk”. Se muestra que, de hecho, a valores muy bajos del
corrimiento al rojo, la razén de expansion asociada al régimen completamente no
lineal es practicamente indistinguible del modelo AC DM . Finalmente, se estudia el
parametro de desaceleracion, el cual exhibe una transicién para la expansion césmica

de desacelerada a acelerada.



Introduccion

La historia de las ideas acerca de la estructura y origen del universo muestra
que la humanidad siempre se ha puesto en el centro de la creacion. Al irse acumu-
lando diversa evidencia astronémica estas convicciones antropocéntricas se han ido
abandonando una por una. Desde la idea de que la tierra estda en reposo y todos
los cuerpos celestes orbitan alrededor de nosotros, hemos llegado al entendimiento
de que habitamos un planeta de tamano promedio, que orbita un Sol tipico; que
el Sistema Solar esta en la periferia de una galaxia rotante de tamano promedio,
moviéndose a cientos de km/s hacia un destino desconocido en un universo inmenso,

que contiene millones de galaxias similares.

Vivimos en la época dorada de la cosmologia. Debido a la enorme cantidad de
datos que se recopilan diariamente en todo el mundo, ha cambiado su forma de
estudio y, por ende, se ha vuelto una ciencia totalmente multidisciplinaria. A pesar
de tener origenes simamente tedricos, que datan desde la propisicion de la relatividad
general de Einstein, hoy en dia para su estudio se utilizan herramientas y enfoques

muy diversos.

Los resultados més impactantes que se han obtenido tras el analisis de datos
observacionales tienen que ver con el contenido energético del universo como un to-
do, ya que mediciones astronémicas muy precisas indican que cerca del 25% de su
contenido corresponde a la llamada materia oscura (MO), la cual es responsable de
dar explicacion a la formacion de estructuras a gran escala y cuya evidencia observa-
cional fue reportada por Vera Rubin en 1970 al estudiar la velocidad de rotacion de
las galaxias, sin embargo se han encontrado otras evidencias de su existencia [1, 4].
Por otro lado, también sabemos que otro 70 % corresponde a la llamada energia

oscura (EO), componente desconocida que provoca la expansién acelerada césmica,

14



Introduccion 15

reportada observacionalmente en el afio 1998 por el High-Z Supernova Search Team,
utilizando mediciones de supernovas Ia. Cabe mencionar que el primer hallazgo ob-
servacional sobre la expansién del universo fue reportado por Edwin Hubble con la

ley que lleva su nombre [5].

A pesar de que han pasado varias décadas desde que se propusieron por prime-
ra vez estos conceptos, siguen siendo un tema de frontera, al formar parte de los

misterios mas fascinantes para la comunidad cientifica.

Se han propuesto diversos modelos, desde los méas sencillos hasta algunos muy
complicados para abordar los problemas de MO y EO. El més sencillo consiste en
agregarle una constante cosmoldgica a las ecuaciones de campo de Einstein, la cual
sera la responsable de provocar la expansion acelerada del universo. Este modelo
recibe diversos nombres, tales como modelo de concordancia, modelo Lambda Cold

Dark Matter (ACDM) o simplemente modelo estandar de cosmologia.

El origen fisico de la constante cosmoldgica es un misterio. De acuerdo con rela-
tividad general, si el universo esta compuesto de materia ordinaria, materia oscura
y radiacion, la gravedad darfa lugar a una expansion desacelerada del universo. Sin
embargo, se ha observado lo contrario. Mediante el uso de mediciones de Supernovas
de tipo Ta (SNIa) como candelas esténdar, se ha evidenciado observacionalmente que
el universo estd en una época de expansion acelerada. Las primeras constricciones
que llevaron al descubrimiento de la energia oscura fueron obtenidas usando dichas
técnicas para medir la relacién distancia-corrimiento al rojo [6], ya que muestran una
luminosidad reproducible, de modo que son lo suficientemente brillantes para medir
distancias. Esto quiere decir que las curvas de luz de las SNIa estan estrechamente
relacionadas entre si y podrian tener relacién con una plantilla comin. Lo anterior
permite calcular con bastante precision su magnitud absoluta, la cual a su vez es un

parametro necesario para el calculo de distancias.

Para explicar la expansion acelerada existen dos posibilidades. La primera es que
el 75 % de la densidad de energia de la especie dominante en el universo actual existe
de forma que ejerce una presion negativa, la segunda es que la relatividad general

falle a escalas cosmoldgicas y deba ser reemplazada por una teoria més completa [7].

A pesar de ser el modelo mas aceptado, la constante cosmolégica acarrea distintos

problemas, uno de ellos es el llamado “problema de concordancia césmica”, el cual
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cuestiona por qué vivimos en una época privilegiada, tal que las contribuciones de
MO y EO son del mismo orden de magnitud. De igual forma, el “problema de la
constante cosmologica” consiste en que el valor inferido de dicha constante a partir de
observaciones es varios érdenes de magnitud menor que el valor de la energia de vacio
calculado a partir de teorias fundamentales. Ello ha llevado a los fisicos a proponer
modelos distintos a constante cosmolégica. Como ejemplo podemos mencionar al
“modelo de quintaesencia”[7, 8], el cual consiste en anadir un campo escalar a las
ecuaciones de campo de Einstein, a modo de obtener una ecuacién de estado cuyo
factor de proporcionalidad sea dinamico y no una constante. Existen otros modelos
que han intentado dilucidar las fallas de la constante cosmoldgica, sin embargo, hoy
en dia, continua siendo el modelo cuya explicacién es la mas apegada a los datos

observacionales y la razén por la que se sigue prefiriendo es su sencillez.

Muchos de los procesos involucrados en la evolucién de nuestro universo se pueden
describir con buena aproximacién al asumir que su contenido de materia y energia
se comporta como un fluido perfecto [9]. Sin embargo, esta suposiciéon no considera
algunos procesos fisicos, tales como transferencia de calor o cambios en la entropia,
por lo que dicho esquema esta incompleto. A pesar de que se han obtenido resulta-
dos aceptables con la descripciéon de fluidos perfectos, la cosmologia requiere de una
descripcion més detallada para la dindmica de fluidos, con el fin de que podamos
entender nuestro universo observable. Trabajos recientes han mostrado que la pro-
duccién de entropia podria explicar la expansion acelerada actual del universo sin
la necesidad de considerar fluidos con ecuacién de estado negativa [10, 11]. En cos-
mologia de fluidos, la propuesta méas simple para explicar la produccion de entropia
no nula estd dada por una viscosidad de bulk [12]. La tinica certeza que tenemos es
que la sustancia responsable de provocar la expansion acelerada del universo es un
misterio, pero las observaciones astrofisicas nos indican que no podemos ignorar su
existencia [1, 4, 13, 14].

En cosmologia, una forma directa de considerar aspectos mas realistas en la
descripcion de un fluido es incluyendo una presién de viscosidad del “bulk”, denotada
por II. El origen de dicha presién de viscosidad del bulk puede deberse a la evolucién
a distintas temperaturas de los subsistemas que conforman al universo [15] y esto es

compatible con la descripcion de un solo fluido. Si el universo se describe mediante un
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fluido como un todo, entonces la densidad total de nimero de particulas n se puede
descomponer en términos de cada componente. El origen de la viscosidad del bulk es
independiente de la interaccion que pudiera existir entre las distintas componentes.

Introducir dicho elemento no es sencillo, hace evidente la necesidad de utilizar ter-
modinamica irreversible. Un primer intento de construir una teoria de termodinamica
irreversible que fuera consistente con la Relatividad General fue introducida por Ec-
kart [16], sin embargo se encontré que la velocidad de las perturbaciones del bulk
viscoso es no causal. Un marco causal para la viscosidad del bulk fue propuesto en
[17]. Este esquema es conocido como teoria de Israel - Stewart y es estable en un
amplio rango de condiciones.

La teoria de Israel - Stewart funciona cuando la magnitud de la presién de vis-
cosidad II no estd muy desviada de la presion en equilibrio p del fluido, es decir, se

debe cumplir la condicién

[} < pl.

A esto se le conoce como el régimen lineal de la Teoria de Israel - Stewart. Podemos
encontrar una gran cantidad de articulos en la literatura cientifica donde se imple-
mentan los modelos de Eckart e Israel - Stewart para describir el comportamiento
del universo a tiempos tardios e incluso se pueden encontrar contrastes con datos
observacionales [18], sin embargo, en algunas situaciones la presién de viscosidad si es
mayor o igual que la presion en equilibrio, por ejemplo en un fluido en expansién
[19, 20].

Posteriormente, se propuso un modelo donde los autores desarrollan una exten-
sién no lineal de la teoria de Israel - Stewart [21] con el fin de relajar la condicién
ITT| < |p| y aplicarla a fluidos en expansién, pero al mismo tiempo manteniendo un
comportamiento causal, por lo tanto, este enfoque es mas adecuado para describir el
comportamiento del universo observable a tiempos tardios que otros escenarios. En
[22] se encontré que las ecuaciones de campo de Einstein acopladas a una versién no
lineal del modelo de Israel - Stewart respetan causalidad, incluyendo efectos viscosos

del bulk en simulaciones numéricas para ondas gravitacionales.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la estabilidad lineal de soluciones

cosmoldgicas que corresponden a modelos en los que las componentes viscosas estan
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descritas por la extensién no lineal del formalismo de Israel - Stewart. Con este
fin, utilizamos un analisis cualitativo de sistemas dinamicos auténomos introducido
por Lyapunov y Poincaré [23]. Aunque el régimen no lineal del modelo de Israel -
Stewart presenta una gran complejidad, es posible estudiar una perspectiva global
de él a través del enfoque de sistemas dindmicos. Como primer paso, extendemos
los resultados presentados por [24] donde el andlisis dindmico del modelo de Israel
- Stewart fue realizado en el régimen lineal. Posteriormente comparamos nuestros
resultados con el modelo ACDM.

Una caracteristica del modelo que se presenta en este trabajo es que se permiten
intercambios de energia entre la componente de energia oscura y la materia oscura
viscosa, es decir, existen interacciones en el sector oscuro, lo cual ofrece una po-
sible solucién al problema de coincidencia. Dicho esquema de interaccién ha sido

considerado en trabajos previos, como [25].

Al realizar el analisis cualitativo del sistema dinamico, se estudia la estabilidad de
sus soluciones estacionarias y también se encuentran soluciones analiticas linealizadas
alrededor de un punto critico especifico con cierta relevancia fisica. Como se vera, el
comportamiento de dichas soluciones linealizadas nos lleva a la conclusién de que la
descripcion no lineal parece ser la propuesta mas adecuada para describir la razén
de expansion de nuestro universo en vez de las soluciones lineales incluso a valores

elevados de corrimiento al rojo.

Posteriormente, se encontraron soluciones numéricas para probar la validez de las

soluciones linealizadas.

La estructura de este trabajo de tesis es como sigue: en el Capitulo 1 presentamos
generalidades del modelo estdndar de cosmologia, en el Capitulo 2 presentamos el
esquema de fluidos viscosos en cosmologia desde el punto de vista de la teoria de
Israel - Stewart en sus versiones lineal y no lineal. En el Capitulo 3 se describen
brevemente las generalidades de la teoria de estabilidad lineal, en el Capitulo 4 se
introduce el modelo cosmoldgico a estudiar, es decir, el conjunto especifico de ecua-
ciones diferenciales que gobernaran la descripcién del fluido y el factor de escala.
Asi mismo se plantea el sistema dindmico a analizar a partir de dichos elementos. Se
encuentran los puntos criticos del sistema dinamico y se explora su estabilidad en los

casos para el sector oscuro con interaccién y sin interaccién. Nos enfocamos en un
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punto critico que caracteriza a un universo de De Sitter y estudiamos su estabilidad
lineal en el espacio de parametros. Posteriormente encontramos soluciones analiticas
de los sistemas dinamicos linealizados alrededor del punto critico. Finalmente en el
Capitulo 5 calculamos algunas cantidades cosmoldgicas relevantes para el modelo,
como el parametro de Hubble y el parametro de desaceleracion. Comparamos dichas
cantidades obtenidas a partir de las soluciones analiticas linealizadas con las obteni-
das del sistema dindmico completo y las correspondientes en el modelo ACDM. El
Capitulo 6 presenta los comentarios finales del trabajo, en el Apéndice A se presenta
el analisis de estabilidad lineal a detalle y en el Apéndice B algunos retratos de fase
para ciertos conjuntos de parametros. En este trabajo se consideran unidades tales

que 87G =c=kp = 1.



Capitulo 1

Conceptos basicos de cosmologia

El presente capitulo estd dedicado a realizar una breve revision de conceptos
utilizados en cosmologia. Sobresale en importancia la discusién fisica de la expansiéon
acelerada del universo y el modelo ACDM. Finalmente se revisan algunos problemas

que tiene el modelo estandar de cosmologia.

1.1. La cosmologia como ciencia

La Cosmologia trata de explicar el origen y la evolucion del contenido total del
universo, sus procesos fisicos y asi obtener un entendimiento mas profundo de las
leyes de la fisica, que asumimos, valen a través de la historia y en todos los puntos del
universo. Desafortunadamente, sélo tenemos un universo para estudiar y no podemos
hacer experimentos con él, s6lo observaciones. Lo anterior pone serios limites sobre

lo que podemos aprender acerca de su origen [26].

Asi pues, la cosmologia estudia la estructura a gran escala y el comportamiento del
universo, es decir, es el estudio del universo como un todo [27]. Debemos entender la
expresion “como un todo” de manera que el universo no es simplemente una coleccion
aleatoria de materia irregularmente distribuida, sino una sola entidad, cada una de

cuyas partes esta relacionada de algin modo con las demas.

20
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1.2. El principio cosmolégico

Actualmente existe evidencia de que el universo es espacialmente plano a gran
escala, lo cual apoya el uso del principio cosmoldgico. Desde los primeros mode-
los cosmolégicos se ha considerado que nuestro universo a gran escala posee dos
propiedades importantes: homogeneidad e isotropia. Homogeneidad establece que el
universo luce igual en cada punto, mientras que isotropia indica que el universo se
ve igual en todas las direcciones [28].

Un punto comévil [29] es tal que se mueve con la expansién del universo, definido
formalmente como la localizaciéon de un observador que mide una densidad de mo-
mento nula. La distancia de un punto comévil dado medida desde nuestra ubicacién
se puede escribir como r(t) = za(t). La constante z se llama distancia comévil y es
igual a la distancia fisica en la época presente. Si el universo es homogéneo e isotro-
po, la distancia entre dos puntos coméviles es proporcional a un factor de escala
universal a(t), donde ¢ es el tiempo cosmolégico o tiempo propio. [30, 31].

Una pieza clave de la evidencia observacional en cosmologia es que casi todo
en el universo parece estarse alejando de nosotros y entre mas lejos algo esta, mas
rapida parece ser su velocidad de recesion. Estas velocidades se miden mediante el
corrimiento al rojo que es béasicamente el efecto Doppler aplicado a ondas de luz.
Si una galaxia se mueve hacia nosotros, las ondas de luz se abultan, aumentando su
frecuencia. Como la luz azul esta en el final de las frecuencias altas para el espectro
visible, esto se conoce como corrimiento al azul. Si la galaxia se estd alejando, las
lineas caracteristicas se mueven hacia el rojo, que es el final de frecuencias bajas para
el espectro visible y el efecto se conoce como corrimiento al rojo.

Esta técnica fue la primera utilizada para medir la velocidad de una galaxia por
Vesto Slipher, alrededor de 1912 y fue aplicada sistematicamente por uno de los
cosmologos mas famosos, Edwin Hubble, en las decadas siguientes. Hubble compren-
di6 que sus observaciones mostraban que la velocidad de recesion era proporcional a

la distancia hacia un objeto desde nosotros:

7= Hy (1.1)

LA veces se usa una variable temporal llamada tiempo conforme, definido como dr = %.
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Esto se conoce como Ley de Hubble [5] y la constante de proporcionalidad Hy se
conoce como constante de Hubble.
A cualquier época, la razon de expansion del universo esta dada por el parametro

o tasa de Hubble, definido como

=-. (1.2)

El valor de la constante de Hubble corresponde al parametro de Hubble evaluado

en el tiempo actual, es decir: Hy = H (tp), con £y el tiempo actual de medicién.

1.3. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Un modelo que describe la geometria del universo bastante aceptado es el de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, el cual funciona si suponemos que el uni-
verso es homogéneo e isétropo, es decir, que obedece el principio cosmolégico [32].

La métrica que describe dicho modelo estd dada como

dr?

ds® = —dt* + a(t)?
s + a(t) T

+ 72(d6? + sen®0d¢?) |, (1.3)

donde a(t) es el factor de escala, una funcién que depende explicitamente del tiempo
y esta relacionada con el tamano del universo. Las coordenadas espaciales r, 8 y ¢ son
coordenadas comoviles y la constante k se denomina constante de curvatura espacial.
Observemos que si k = 0, la parte espacial de la métrica se reduce a un elemento
de linea en coordenadas esféricas de un espacio euclidiano. Si k = 1, tenemos la
métrica de una 3-esfera y si k = —1, la métrica corresponde a un hiperboloide. Este
modelo da tres posibiliades geométricas del universo: plano, cerrado y abierto (0, 1
y -1 respectivamente).

Si el universo es homogéneo e isétropo a un tiempo dado y tiene la métrica
FRW, entonces siempre permanecera homogéneo e isétropo porque una galaxia en
el punto (r,0, ¢) siempre permanecerd en dicho punto y sélo el factor de escala a(t)
cambiara con el tiempo. Los desplazamientos seran dr = df = d¢ = 0 y la ecuacién
de la métrica se reducird a ds?> = —dt?. Por esta razén, uno llama a tal marco en

expansion marco comovil. Un observador en reposo sobre el marco comévil se
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k=0

Figura 1.1: Posibilidades geométricas que posee la métrica de FRW

llama observador fundamental. Si el universo parece ser homogéneo para dicho
observador, debe ser isétropo, pero otro observador localizado en el mismo punto
y en movimiento relativo respecto al observador fundamental no vera al universo
isétropo. Por lo tanto el marco comovil es realmente un marco preferencial y muy

conveniente.

1.4. Relacion entre el factor de escala y el corri-

miento al rojo

Bajo la métrica de FRW, el factor de escala césmico afecta todas las distancias:
por ejemplo la longitud de onda A de la luz emitida a un tiempo t y observada a otro

tiempo ty. Si definimos al factor de escala cosmico en términos de una escala cosmica

R(t)2

sin normalizar a su valor presente J(t), entonces estard dado como a(t) = 7=7,

donde Ry es el valor en el presente, tenemos que:

2Bajo esta definicién, el factor de escala al tiempo actual estd dado como a(tg) = ag = 1.
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Blueshifted

+\/ -H‘J{ -l"k..rﬁ \/ h"tjﬂuf \VAVAVAY

At Rest

< NS NI NS N

Redshifted

Figura 1.2: Corrimiento al rojo de una onda de luz.

A A
2 - 2 (1.4)
Ry  R(t)
por lo tanto,
Ao 1
—_— = —. 1.5
A a(t) (15)
Por otro lado, una aproximacién para a(t) a tiempo ¢ < ty se obtiene al expandir a

primer orden:

donde a(tg) = ap y r = ¢(to — t) para la distancia a la fuente. El corrimiento al rojo

cosmoldgico z se puede aproximar usando
=" —1lra't—-1=~ay-, (1.7)

por lo tanto,

= 1.8
“ 1+ 2 (1.8)

es una medida del factor de escala a(t) al tiempo al que una fuente emitio la radiacién
ya corrida al rojo. La ecuacién (1.8) tiene una gran relevancia en la cosmologia,
debido a que con ella es posible relacionar al factor de escala con una observable
fisica que es posible medir: el corrimiento al rojo [33]. Las longitudes de onda de los
fotones entonces se “estiran” con el universo, como es intuitivamente razonable [34].
Su cambio nos dice qué tanto se ha expandido el universo desde que la luz comenzé a
viajar. Por ejemplo, si la longitud se ha duplicado, el universo debi6 tener la mitad

de su tamaiflo cuando la luz fue emitida [28].
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1.5. Modelo cosmolégico a partir de la relatividad

general

La dinamica del universo, como cualquier modelo de la relatividad general, esta de-

terminada por las ecuaciones de Einstein

1
Guw =Ry — §g,wR = 81GT,,, (1.9)

donde G, es el tensor de Einstein y R, es el tensor de Ricci, los cuales dependen
de la métrica y sus derivadas, I es el escalar de Ricci y T, el tensor de energfa-
momento. Consideremos un fluido perfecto como la fuente del campo gravitacional.
Asi, tenemos

T = (p + p)uptiy + PGy (1.10)

donde p es la densidad de energfa, p la densidad de presién del fluido y u, es la
4 - velocidad de un observador comévil. Entonces, la ecuacién (1.9) da pie a dos

ecuaciones independientes:

.\ 2
H? = (9) _ 86k (1.11)
a 3 a
' k
H= —4nG(p+p) + . (1.12)

donde H es el parametro de Hubble; p y p denotan las densidades de energia y
presién totales de todas las especies presentes en el universo a una época dada. El
tensor de energia-momento es conservado en virtud de las identidades de Bianchi,

llevando a una ecuacion de continuidad
p+3H(p+p) =0. (1.13)

La ecuacién (1.13) se puede derivar a partir de las ecuaciones (1.11) y (1.12), lo

cual significa que dos de las ecuaciones (1.11), (1.12) y (1.13) son independientes.
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Eliminando el término k/a? de (1.11) y (1.12), se obtiene

a 4G
Z__7 1.14
S = o+ 3p), (1.14)

por lo tanto, la expansion acelerada ocurre para p + 3p < 0. A partir de la ecuaciéon
de Friedmann (1.11), podemos obtener la densidad de energia necesaria para que

. . o . 2
el universo sea plano, llamada densidad critica y definida como p. = %. Lo ante-

rior permite introducir el parametro de densidad adimensional 2 = p—pc, con el que
seré posible reescribir la ecuacién (1.11) de la forma
k

A~ 1= (1.15)

De acuerdo a la ecuacién (1.15), la distribucién de materia claramente determina

la geometria espacial del universo, es decir

Q>1 o p>p.—k=+1,
Q=1 o p=p.— k=0,

<1l o p<p.—k=-1

Las observaciones han mostrado que el universo actual estd muy cercano a tener
una geometria espacialmente plana (2 ~ 1)[27, 28, 30, 34], por lo tanto, en este
trabajo de tesis consideraremos que k = 0.

Sabemos que debido a las interacciones que existen entre las particulas de un
fluido, éste debe obedecer una ecuacion de estado. En el caso de un fluido barotrépico,
la ecuacion de estado establece que la presion del fluido depende tnicamente de su
densidad de energia, es decir, p = p(p). A menudo los fluidos perfectos relevantes en

cosmologia obedecen dicha ecuacion de estado, en su forma mas simple dada como

p=wp, (1.16)

en la cual las lineas de presién constante son proporcionales a las lineas de densidad
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constante, donde w es una constante independiente del tiempo. Utilizando la ecuacién

anterior, la conservacion de energia-momento se convierte en

F; a
- =-3(1 - 1.17
P =31 +w), (117)

la cual puede ser integrada para obtener

p oc a3+, (1.18)

De acuerdo al valor de w, tendremos un tipo distinto de contenido en el universo.

1.5.1. Universo dominado por materia

La materia es cualquier conjunto de particulas no relativistas y que no colisionan,
por lo que en promedio tendran presion cero, p,, = 0, es decir, la inica contribucién al
tensor de energia momento estard dada mediante su densidad de energia. Lo anterior
implica que w = 0.

Algunos ejemplos incluyen galaxias y estrellas ordinarias, para las cuales la pre-
sién es despreciable en comparacion con la densidad de energia. La materia también
se conoce como polvo y el universo cuya densidad de energia es principalmente pro-
vocada por materia se conoce como universo dominado por materia. La densidad de

energia en dicho universo se diluye como
Pm O a2, (1.19)

lo que se interpreta como el decremento del niimero de particulas a medida de que

el universo se expande.

1.5.2. Universo dominado por radiacién

La radiacién se puede utilizar para describir tanto radiacion electromagnética
como particulas masivas moviéndose a velocidades relativistas, tales que se vuelven

indistinguibles a los fotones. Para este caso, la ecuacion de estado estara dada por



Capitulo 1. Conceptos bdsicos de cosmologia 28

1
Pr = =pr- (1.20)

3
Un universo en el que la mayor parte de la densidad de energia existe en forma de
radiacién o en el que la mayoria de las particulas son ultra relativistas se conoce
como universo dominado por radiacién. Como se puede ver, la constante ahora toma

el valor w = 1/3, por lo que la densidad de energia de radiacién ahora se diluye como
oy ocat, (1.21)

entonces, para el caso de radiacién, la densidad de energia decae mas rapido que para
la materia, esto es debido a que la densidad de niimero de fotones decrece como la de
las particulas no relativistas, pero los fotones individuales también pierden energia

1

como a~ mientras se corren al rojo.

1.5.3. Universo dominado por energia del vacio

La energia del vacio, descrita como la constante cosmoldgica también toma la

forma de un fluido perfecto cuya ecuacién de estado es

PA = —Pa; (1.22)
es decir, w = —1. La densidad de energia, entonces es constante:
A
=—. 1.23
pr= (1.23)

Como la densidad de energia en materia y en radiacion decrecen mientras el universo
se expande, si existe energia del vacio distinta de cero, tendera a ganar a largo plazo,
mientras el universo no comienze a contraerse. Si esto ocurre, decimos que el universo
se vuelve dominado por energia del vacio. Las soluciones de Sitter y anti-de Sitter

son soluciones de vacio dominante.
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1.6. El modelo ACDM

Muchas observaciones sugieren que la densidad de energia del universo es menor
que la densidad critica [7]. De ser asi, la alternativa a creer que el universo tiene
curvatura espacial negativa es introducir una constante cosmoldgica A que restaure
la planicie espacial. Entonces la ecuacion de Friedmann se vuelve
_8mGp A (1.24)
3 3

En tal universo dominado por la constante cosmolégica, la solucion para el factor de

a(t) oc exp (\/ét) (1.25)

y como ya hemos visto, la densidad de energia permanece constante por definicién.

H2

escala es exponencial

Al introducir la constante cosmolégica, junto con las contribuciones de radiacion
y materia (tanto bariénica como la llamada materia oscura), obtenemos un modelo
muy poderoso para describir al universo. Dicho modelo posee distintos nombres:
modelo de concordancia, modelo Lambda Cold Dark Matter o simplemente modelo
estandar de cosmologia, y consiste en considerar que el universo estd conformado
por la constante cosmoldgica, asociada a la energia oscura, por materia oscura fria
y por materia bariénica, de modo que al considerar los parametros de densidad de

cada una, la suma sea igual a uno, es decir:
Qm + Q.+ Q5 = 1. (1.26)

El modelo emergi6 a finales de los anos 90 y asume que relatividad general es la

teoria correcta de gravedad a escalas cosmoldgicas [29)].

Como ya se dijo, para poder aproximar el contenido de energia del universo
podemos dividirlo en materia sin presién (p oc a™?), radiacién (p oc a™*) y energia
del vacio (p o constante). Las primeras dos nos dicen que la densidad del nimero de
particulas se diluye con la expansion, con fotones también disminuyendo su energia

por corrimiento al rojo. La tercera aplica para la constante cosmolégica.
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En términos del factor de escala, la densidad de energia se escribe:

K

3P = HZ(Qp + Qna™® + Qa7 %), (1.27)

Para algunos propédsitos, esta separacion es innecesaria, ya que la ecuacién de Fried-

mann trata a todas las contribuciones del pardmetro de densidad por igual.

Para el observador, la evolucion del factor de escala es caracterizada directamente
por el cambio respecto al corrimiento al rojo del parametro de Hubble y el parametro
de densidad; la evolucién de H(z) y (z) estd dada por la ecuacién de Friedmann

con constante cosmoldgica en la forma

H? = §p+ % (1.28)
Insertando la dependencia de p sobre a (p, = po/a®, p, = po/a*) y ademas al
considerar A
% =53 Q= ;—f[%, (1.29)
obtenemos:
H? = H3(Qp + Qna™ + Qa™?). (1.30)

La ecuacién (1.30) se utiliza para obtener la relacién entre el corrimiento al rojo y
el parametro de Hubble. Recordando la equivalencia entre el factor de escala y el
corrimiento al rojo, y dado que en realidad lo que se observa es el corrimiento al rojo,

entonces la expresion se convierte en
H? = HZ[Qp + Qo (1 +2)3 + Q. (1 + 2)4] (1.31)

que es la ecuacion mas importante en cosmologia, ya que relaciona observables de

corrimiento al rojo, la constante de Hubble y los parametros de densidad.

En la Figura 1.3 se muestran los contornos de confianza para €2, v {25 obtenidos
de las constricciones dadas por SNe la (Supernovas de tipo Ia), CMB (Radiacién
Césmica de Fondo) y BAO (Oscilaciones Acusticas Baridnicas). Dichos contornos
representan las mejores aproximaciones estadisticas para los parametros de densidad

correspondientes a la materia oscura y a la constante cosmoldgica.
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Supernova Cosmology Project
Suzuki, et al., Ap.J. (2011)
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Figura 1.3: El modelo ACDM: regiones de 68,3 %, 95,4 % v 99,7% de confianza en

el plano (£2,,,,2,) para SNe Ia junto con las constricciones de BAO y CMB. Cada
contorno de confianza incluye errores estadisticos [1].

1.6.1. Problemas del modelo ACDM

El modelo cosmolégico descrito en secciones anteriores ha resistido las pruebas

observacionales. Se ha confirmado por la existencia de la radiacion césmica de fondo,
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abundancia de nucleos ligeros y por la teoria misma, es decir, la relatividad general,
sin embargo presenta algunas dificultades conceptuales que afortunadamente existen
maneras posibles de resolver [35]. Dichas modificaciones necesarias para resolver estos
problemas deberan ser consistentes con el modelo estandar; es decir, el anterior no
debera ser destruido por los desarrollos tedricos modernos, sélo debera ser actualizado

o explicado con mayor detalle.

El principal problema que presenta el modelo definitivamente es que postula a la
energia y materia oscura como principales componentes del universo, pero no se sabe
qué son. Dejando eso aparte, existen algunos otros problemas, como el problema del
horizonte, el problema de la planitud y el problema de la asimetria barionica del

universo.

Esta ultima seccion del capitulo se ocupa de revisar muy brévemente dichos

problemas y sus posibles soluciones.

El problema del horizonte

Surge debido a la dificultad de explicar la homogeneidad observada de regio-
nes causalmente desconectadas del espacio en ausencia de un mecanismo que ajuste
las mismas condiciones iniciales en cualquier lugar. La uniformidad de la radiacién
coésmica de fondo, que varia no mas que una parte en 10,000; donde sea que miremos,
posiciono a éste como uno de los problemas estandar de la cosmologia. Supongamos
que el universo comenzé hace 14 mil millones de anos, si miramos al oeste detec-
taremos radiacion cosmica de fondo y si miramos al oeste también y a la misma
temperatura, pero dichas regiones estan separadas por 28 mil millones de anos luz.
El sentido comin nos dice que ambas regiones no podrian haber estado causalmente

conectadas, porque la informacion no puede viajar mas rapido que la luz.

La soluciéon mas cominmente aceptada es la inflacién césmica, la idea de que el
universo pasé por un breve periodo de expansién extremadamente rapida después del
Big Bang [36]. Debido a dicha expansién acelerada, la regién causal del universo en
esa época era decreciente, por lo que regiones causalmente conectadas en un principio

pudieron haberse desconectado posteriormente.
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El problema de planitud

Tal problema surge de observar que algunas de las condiciones iniciales del uni-
verso parecen estar ligadas a valores especiales, y que variaciones pequenas de dichos
valores podrian tener efectos extremos sobre la geometria del universo al tiempo
actual.

En el caso del problema de planitud, el parametro que parece ligado es la densidad
de materia y energia del universo. Este valor afecta la curvatura del espacio-tiempo,
con un valor muy especifico siendo requerido para un universo plano. La densidad ac-
tual del universo se ha observado muy cercana a dicho valor critico. Como la densidad
total se aleja réapido del valor critico sobre el tiempo césmico, el universo temprano
debid tener una densidad ain méas cercana a la critica. Esto lleva a preguntar como
la densidad inicial se volvié tan cercana a este valor en especifico.

La solucién mds comunmente aceptada es inflacién cdsmica, como en el caso

anterior.

La asimetria bariénica del universo

La fisica de particulas ha encontrado potenciales soluciones a este problema. La
materia existe en el universo en la forma de bariones y no en forma de antimateria
(antibariones). Debemos notar que la antimateria en forma de antineutrinos deberia
ser alrededor del mismo orden que de los neutrinos o del niimero de fotones reliquia
y mayor en comparacion con el numero de bariones.

No es necesario modificar el modelo de Friedmann para resolver esto. La expan-
sién del universo junto con las diferencias de interacciones entre particulas y anti-
particulas (observadas en experimentos) y la no conservacién del nimero bariénico
(predicho por la teorfa) llevan a la solucién de este problema.

Es importante resaltar que a pesar de los problemas que presenta el modelo
estandar de cosmologia y todas las teorias alternativas que han surgido a lo largo de
los dltimos anos, no existen razones fuertes para preferir un modelo sobre otro y el

estandar es el que mejor se ha ajustado a las observaciones gracias a su simplicidad.
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Fluidos relativistas

Hasta este punto, nuestro estudio de la dindmica del universo ha estado basado en
asumir que sus componentes de materia y energia pueden describirse con la ecuacion
de estado de un fluido perfecto. En este capitulo introduciremos un marco de estudio
alternativo, al considerar que en el fluido césmico ocurren procesos irreversibles.

En el caso de considerar fluidos perfectos en equilibrio, la cantidad de entropia
por volumen comévil permanece constante debido a que no hay transferencia de
calor debida a fuerzas disipativas como la friccién, lo cual tiene como consecuencia
que la dindmica de éstos sea irreversible. Para muchos procesos en cosmologia y
astrofisica, un modelo con fluido perfecto es adecuado. Sin embargo, los fluidos reales
tienen comportamiento irreversible, y algunos procesos en cosmologia y astrofisica
no se pueden entender mas que como procesos disipativos, requiriendo asi una teoria
relativista con la que puedan ser descritos.

Una propuesta de una termodinamica de procesos irreversibles es una extension
de la teoria de fluidos Newtonianos a fluidos relativistas y fue introducida por Eckart
en 1940. La teoria de Eckart, asi como una variacién de Landau y Lifshitz en la
década de los 50, comparten el problema de que las perturbaciones se propagan a
velocidades super luminicas, con su contraparte newtoniana [20]. Esta propiedad no-
causal es inaceptable en una teoria relativista, y peor aun, los estados de equilibrio

en dicha teoria son inestables.

Una teoria relativista que respeta causalidad y comportamiento estable bajo

un amplio rango de condiciones fue desarrollada por Israel y Stewart en los 70.

34
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Esta teoria extendida también es conocida como termodinamica causal, termo-
dinamica de segundo orden, etc. En esta tesis se utiliza este marco tedrico para

describir la dindamica del fluido césmico o de alguna de sus componentes.

2.1. ;jPor qué es interesante estudiar procesos di-
sipativos?

Muchos de los procesos involucrados en la evolucién de nuestro universo pueden
describirse adecuadamente asumiendo que el contenido de materia se comporta como
un fluido perfecto formado por especies que estan térmicamente desacopladas entre
si y s6lo interactian gravitacionalmente, sin embargo, en la evolucion del universo
ocurren una secuencia de fenémenos importantes que involucran procesos térmicos

irreversibles fuera del equilibrio, tales como:

» Transiciones de fase en teorfas de gran unificacién (GUT) (¢t ~ 1073s, T ~
107 K).

» Recalentamiento del universo al final de inflacién (alrededor 10732s), cuando
el inflatén o los grados de libertad responsables de generar inflacién decaen en

particulas relativistas.
» Formacion de la reliquia de materia oscura (T = 10" K).

» Desacople de neutrinos del plasma césmico (t ~ 1s, T ~ 10'°K), cuando la
temperatura decayé por debajo del umbral en la que los neutrinos se encuentran
en contacto térmico. El camino libre medio de los neutrinos que iba aumen-
tando lleva a transporte de calor y momento por los neutrinos, y por lo tanto,
amortiguamiento de perturbaciones. Después del desacople, electrones y posi-
trones se aniquilaron, produciendo fotones en un proceso fuera del equilibrio,

por el cual se inyect6 calor al plasma cosmico.

» Nucleosintesis (formacién de nicleos ligeros) a partir del confinamiento de pro-

tones y neutrones por medio del intercambio de gluones (¢ ~ 100s).
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» Desacople de fotones de la materia durante la era de recombinacién (¢ ~ 10'?s,
T ~ 10°K), cuando los electrones se combinaron con protones y asi, no hubo
mas dispersion de fotones. El creciente camino libre medio de los fotones lleva

a transporte de calor y momento y por lo tanto, amortiguamiento.
Por otro lado, algunos procesos disipativos astrofisicos son:

= Colapso gravitacional de inhomogeneidades locales para formar estructuras

galdcticas, cuando la viscosidad y el calentamiento llevaron a disipasion.

= Colapso de estrellas radiantes a estrellas de neutrones o agujeros negros, cuan-
do la emisiéon de neutrinos es responsable del flujo disipativo de calor y la

viscosidad.

= Acrecion de materia alrededor de una estrella de neutrones o agujero negro.

En cosmologia, una forma de considerar dichos procesos irreversibles en la descrip-
cién fisica de los fluidos es introducir una presién de viscosidad del bulk!, denotada
IT y denominada simplemente como presién de viscosidad. Su origen puede ser atri-
buido a la evolucién a diferentes temperaturas de los subsistemas que conforman
al universo [15]. Adicionalmente, el origen de II es independiente de si existe o no
interaccién entre las diferentes especies que conforman al universo.

Como ya se menciono anteriormente, para describir los efectos generados al intro-
ducir la presién de viscosidad, es necesario un esquema de termodindmica irreversible
que considere los efectos disipativos de II. Un primer intento para resolver este proble-
ma fue realizado por Eckart en los 40 y posteriormente se propuso la termodinamica
causal o teoria de Israel - Stewart.

La aplicacién de termodinamica causal en cosmologia y astrofisica permanece sin
un gran desarrollo, parcialmente por la complejidad de las ecuaciones de transporte,
porque casi todos los procesos importantes han sido analizados usando la teoria de
Eckart, la teoria cinética o métodos numéricos, sin embargo se ha encontrado que

los efectos de la termodinamica causal pueden tener un impacto significativo y llevar

IE] término bulk hace referencia a la regién de un cuerpo que tiene volumen y drea superficial
finitos donde sus propiedades fisicas no son afectadas por los efectos que ocurran en la superficie
del cuerpo. Es decir, los efectos superficiales en las propiedades fisicas del cuerpo son despreciables.
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a predicciones muy distintas de aquellas obtenidas utilizando la teoria estandar de
Eckart.

2.2. Teoria de Israel-Stewart

Para establecer la teoria de Israel - Stewart se asumira que el universo esta con-
formado por un tnico componente que sera un fluido descrito por su presién p y su

densidad de energia p, obedeciendo la ecuacion de estado barotrépica

P = wp. (2.1)

La teoria que se utilizara es la termodinamica relativista de fluidos imperfectos
que da una descripcién causal, es decir, Israel-Stewart (IS). Para dicho formalismo,

la presién efectiva p.s estd dada como:

Pef =D + 11, (2.2)

donde p es la presién en equilibrio y Il es la presion de viscosidad. Este enfoque
funciona unicamente para la condicién ‘%‘ < 1, lo cual implica que la magnitud de
la presién de viscosidad debe ser menor a la presién en equilibrio del sistema p.

Las ecuaciones de Einstein para dicho fluido en unidades para las que 871G = ¢ =1

y en donde H es el parametro de Hubble, estan dadas como:
3H? = p, (2.3)

H—i—Hz:—é[p—i—B(p—l—H)], (2.4)

asi como la ecuacion de continuidad

p+3H[(1+w)p+1I] = 0. (2.5)

La presion de viscosidad debe obedecer una ecuacién de transporte dada por

711 + (1 + %A) IT = —3CH, (2.6)
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donde

F (T
A=3H+-_-2>2__,
3H + — (T

Aqui el punto denota derivadas respecto al tiempo césmico, 7 es el tiempo de rela-

(2.7)

jacién? para efectos viscosos del bulk y en el limite 7 = 0 la teorfa es no causal, {(p)
es el coeficiente de viscosidad del bulk que depende de la densidad de energia p, por
lo tanto ( > 0 y H es el parametro de Hubble. Dichas funciones en la extensiéon no
lineal de la teoria IS estdn dadas en términos de la densidad de energia del fluido

como sigue [37]:

T = Typait, (2.8)

¢ =Gop”. (2.9)

Ty v (o son constantes y el tiempo de relajaciéon lineal estd dado por

¢ =0 (2.10)

(p+p)r
donde v es la velocidad de las perturbaciones viscosas del bulk (la contribucién no

adiabdtica a la velocidad del sonido V), la velocidad disipativa del sonido esta dada

por V2 = ¢ +v? < 1, cuyo limite asegura causalidad y ¢? = <g—i> es la contribucion

S
adiabdtica. Para la ecuacién de estado barotrépica simplemente ¢? = w y podemos
escribir v? = €(1 — w) con 0 < € < 1 (condicién de causalidad).

Considerando lo anterior, el tiempo de relajacién se convierte en

R S S R
T v2(p+p)  vp(l+w) el —wz)p - (2.11)

Para 0 < w < 1. Combinando las ecuaciones (2.3) y (2.11) se puede escribir

3o _
TH = ——_[*671/2) (2.12)
e(1 —w?) ' '

Para los valores s < 1, s = 1/2 y s < 0 es posible calcular el limite 7 — 0 y obtener

2El tiempo de relajacién es el tiempo que le toma al sistema regresar a su estado de equilibrio.
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un parametro de Hubble positivo. Esto implica que dicho pardametro incrementa y
tendremos que la temperatura de cualquier especie de particulas es decreciente, con el
fin de mantener el equilibrio térmico con el fluido césmico, como sucede en el modelo
estandar de cosmologia. Observemos que tomar el limite cuando 7 — 0 es regresar
al esquema en el estado de equilibrio, donde no existen procesos irreversibles.
Combinando las ecuaciones (2.3), (2.6) y (2.12) obtenemos la ecuacién de trans-
porte de Israel-Stewart, que gobierna la dindmica de un fluido con propiedades disi-

pativas en un universo plano:

] Al -9 o f (L w) o 3
H+[3H(1+w)+§}H+§e(1—w){ o —1}H
e(l—w?) - o1 o 3
Sy £ 0 S § | AH?*=0. 2.13
T=ra + (1 +w) (2.13)

Resumiendo lo anterior, la descripcion del universo se basa en una componente

principal dada por un fluido, con dos propiedades principales [38-40]:

= Obedece una ecuacién de estado (EoS) barotrépica p = wp, con p la presién y
p la densidad de materia-energia del fluido, y el pardmetro w toma valores en

el intervalo [0,1).

= A lo largo de la evoluciéon césmica, hay presentes procesos disipativos.

Ademas, la termodindmica causal estda basada en las siguientes cantidades y leyes

fisicas:

» La conservacion de la 4-corriente de ntimero de particulas n®:

nff):0—>h+3Hn:O.

» La conservacion del tensor de energia-momento 7%%:

T3 =0— p+3H(p+p+1I) = 0.
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» Finalmente, se debe cumplir la segunda ley de la termodindmica (produccién
de entropia positiva):

5% > 0.

En ausencia de disipacién vectorial y tensorial [20], la 4-corriente de entropia
tomard la forma S* = S.yn®, donde n® es la 4-corriente de nimero de particulas

y Ses es la entropia efectiva especifica fuera del equilibrio y estd dada por

_q_ T 2
e (po ) 10

con T y S las variables en equilibrio local. Dicha forma particular para la en-
tropia efectiva asegura que su razén de cambio respecto al tiempo sea positiva,

cumpliéndose asi la segunda ley de la termodindmica [41].

2.3. La extension no lineal de la teoria de Israel-

Stewart

Como se comentd en la seccién anterior, la limitacion de las teorias previas a
Israel-Stewart es que estan basadas en asumir pequenas desviaciones del equili-
brio, de modo que la ecuacién de transporte es lineal en II, es decir, se cumple
IT = —3H( = —(x. Esta expresion relaciona a la presién de viscosidad II con
una “fuerza”termodindmica generalizada x = 3H [21]. Cuando se consideran efec-
tos escalares disipativos, las desviaciones grandes del equilibrio surgen de presio-
nes de viscosidad mayores. Esto se traduce en |II| > p. Mientras que la aproxima-
cién lineal dada por la ecuacién de transporte de primer grado de Israel - Stewart
Il + (1 + %A) IT = —3(H es razonable para algunas situaciones cosmoldgicas y as-
trofisicas, pueden haber procesos que involucran grandes desviaciones del equilibrio,
lo cual conduce a fallas en la teoria. Un ejemplo es el caso de un fluido en expansién
[20].

El régimen no lineal conserva las siguientes propiedades:

= Se aproxima a la teorfa de IS en el régimen lineal (pequenas desviaciones del

equilibrio), asegurando causalidad y comportamiento estable.
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= Asegura produccién de entropia positiva (segunda ley de la termodindmica).

= Se impone un limite superior sobre el tensor de esfuerzos viscoso del bulk,

analogo a la generalizacién no lineal de la ecuacion de flujo de calor.

La generalizacion no lineal de la ecuacién entre la “presién de viscosidad” y la
“fuerza” termodindmica generalizada II = —(x no debe restringir |II|/p a ser menor

que uno y su forma més simple [21] estd dada por

RS
1+ 7x

, (2.15)

con 7, > 0 una escala de tiempo caracteristica para efectos no lineales y se define
COMoO T, = j27'.
De este modo, la ecuacion de transporte mas sencilla en el régimen no lineal para

IT esta dada por

. . T
s ¢ T
-

. T 1
TII {1+ —*H) + (1 4+ 31.H) = —3CH — —7II
( ¢ ( ) ¢ T

2

(1+ %),

(2.16)

Observemos que es una ecuacién diferencial de primer orden para II.
Al considerar estas ideas y tomar las mismas definiciones utilizadas en la teoria

sencilla de Israel - Stewart, la ecuacién se convierte en:

1—2(w+1)\ H?
w—+1 H

) ) ’

J 29 H { .. .
l-——(————)—= | H+3HH

v? (3(w+ 1)1)2) H? - - (

9 3(w + 1)v? V/3¢ok? . (=s) (o 7
+Z(w + 1)H3} + o [1 + (W) H? 1}1{2 1=9)(2H

9
+3(w + 1)H?) — §(w + 1)v*H? =0, (2.17)

que es la ecuacién dindmica fundamental para un bulk viscoso no lineal en un universo
plano. Observemos que el pardmetro j caracteriza los efectos no lineales cuando
ITT| > |p| y que en el caso j = 0 se recupera la ecuacién (2.13). A esta generalizacién

se le conoce como extensiéon no lineal de la teoria de Israel - Stewart. Este
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esquema es mas adecuado para describir el comportamiento del universo observable
que otros escenarios.
En este esquema se han encontrado soluciones en distintos contextos, tales como

cosmologia fantasma e inflacion viscosa.

2.3.1. Solucion tipo de Sitter

Antes de analizar las caracteristicas dindmicas de la ecuacién (2.17), estudiemos
la posibilidad de una solucién de tipo de Sitter, la cudl tiene un parametro de Hub-
ble constante, o en otras palabras, sucede cuando la evolucién respecto al tiempo
cosmolégico del factor de escala es proporcional al factor de escala mismo. De este

modo, al hacer que H = cte # 0, encontramos que

pas | V3G - 1) — k) |7

H =
vt (w+1)

, (2.18)

de donde se puede ver que no habra solucién de Sitter en el caso s = 1/2. De igual
modo se debe evitar el caso w # —1, de modo que debemos buscar que el valor de w
sea negativo pero distinto a —1 para que la expansiéon sea acelerada.

A continuacién haremos una pausa en nuestro estudio de la extensién no lineal
de la teoria de Israel - Stewart con el fin de introducir brevemente las herramien-
tas matematicas que utilizamos para analizar de forma cualitativa la dindmica del

universo que obedece dicho esquema.



Capitulo 3
Sistemas dinamicos

En este capitulo se introduce de manera muy breve la teoria de estabilidad lineal
para sistemas dinamicos, que puede ser utilizada para estudiar el comportamiento
de un sistema fisico alrededor de sus puntos criticos. Podemos pensar en un sistema

dindmico [23] como cualquier sistema abstracto que consiste en dos elementos:

1. Un espacio (espacio de estados o espacio fase) que matemdaticamente corres-

ponde a una variedad diferencial.

2. Una regla matematica que describa la evolucién de cualquier punto en dicho
espacio. Generalmente esta regla matematica corresponde a un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias o bien ecuaciones en diferencias, acopladas entre
si, en general no lineales, cuyas variables son las coordenadas del espacio de

estados.

Cada estado del sistema que estamos interesados en describir esta caracterizado por
un conjunto de cantidades que corresponden a las variables dinamicas del sistema,
también llamadas grados de libertad, y el espacio de estados es el conjunto de todos
los valores posibles de dichas variables. Para ciertos sistemas, elegir las cantidades
que describen su dinamica es directo, pero para otros sistemas mas complicados
(por ejemplo el universo como un todo), la eleccién no es obvia y resulta ttil elegir
variables convenientes.

Existen dos tipos de sistemas dindmicos: los sistemas dinamicos continuos

cuya evolucién esta dada por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias y

43
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los sistemas dinamicos discretos que pueden definirse usando ecuaciones en dife-
rencias. Asi mismo, podemos distinguir los sistemas dinamicos auténomos, que
son los sistemas dinamicos tales que no dependen de la variable independiente, que

en este caso sera el tiempo t.

La forma estandar de un sistema dindmico usualmente se expresa como

7= f(#), (3.1)

donde ¥ es un elemento del espacio de estados, cuyas componentes corresponden a
los valores de cada variable dindmica y f (Z) es un campo vectorial que asocia a cada
punto en el espacio de estados un vector definido en el espacio de estados. El punto
representa diferenciacién respecto a la variable independiente (usualmente el tiempo
t). Nos restringiremos a sistemas con un nimero finito de variables, las cuales toman

valores continuos.

—

La ecuacién auténoma 7 = f(&) tiene un punto critico o punto fijo en 7 = &,
siy solo si f (%) = 6, esto es, puntos donde el campo vectorial se anula y por lo tanto,
asociados a soluciones estacionarias, de las cuales se puede determinar su estabilidad.
En términos simples, un punto fijo Zy del sistema es estable si todas las soluciones
Z(t) iniciando cerca de &y permanecen en su vecindad. El punto serd asintéticamente
estable si es estable y ademas las soluciones se aproximan al punto critico para
todas las condiciones iniciales en su vecindad. Si el punto es inestable, entonces las

soluciones se alejaran de él en al menos una direccion en el espacio fase.

Existen algunos métodos para estudiar las propiedades de estabilidad de puntos

criticos, el mas utilizado es la teoria de estabilidad lineal.

3.1. Teoria de estabilidad lineal

Sea © = f(Z) un sistema dindmico dado con cierto punto critico Zy, vamos a
linealizarlo alrededor de dicho punto. Como f(Z) es un campo vectorial, es decir,

—

flz) = (fi(@), ..., fu(Z)), podemos expandir en serie de Taylor cada f; alrededor de

Zo. A primer orden:
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5]% =

&B] 0)Yj, (3.2)

donde y; = x; — xp;. El objeto ng; es de suma importancia, ya que corresponde a la

matriz Jacobiana del campo vectorial f, definida por:

af%) T Tn
J:( o (3.3)
oz Ofn ... Of

ox1 Oxn

Los eigenvalores de J evaluada en y son los que nos daran la informacion sobre la
estabilidad del sistema dinamico.

Como J es una matriz de n x n, tendrd a lo mas n eigenvalores complejos y la
teoria tendra problemas si uno o mas de los eigenvalores es cero. Un punto critico
se llama hiperbdlico si ninguno de los eigenvalores de J evaluados en T tiene parte
real cero, de otro modo, el punto se llama no hiperbdlico y la teoria de estabilidad
lineal fallara, por lo que se deberan emplear otros métodos.

Para el andlisis de estabilidad, podemos distinguir cuatro casos:

1. Si todos los eigenvalores tienen parte real negativa, el punto critico es estable.

2. Si al menos un eigenvalor tiene parte real positiva, el punto critico correspon-
diente no es estable y serd un punto silla que atrae trayectorias en algunas

direcciones y las repele en otras.

3. Si todos los eigenvalores tienen parte real positiva, todas las trayectorias seran

repelidas. El punto critico es inestable.

4. El determinante de la matriz jacobiana es negativo y la parte real de sus ei-

genvalores es negativa. Este es el caso de una espiral estable.

Aunado a lo anterior, hay que considerar cuando un eigenvalor es cero, ya que si esto
ocurre, como se mencioné anteriormente, la teoria de estabilidad lineal falla, por lo
que no se obtendra informacién y tendremos que utilizar otro método, por ejemplo

el método de variedad central.
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Dinamica de cosmologias viscosas
en el formalismo no lineal de

Israel-Stewart

Elegir una descripciéon basada en fluidos es un camino natural al estudiar la
dinamica de los componentes de energia en el universo. En el enfoque més sencillo,
se asume que dichos componentes obedecen una ecuacién de estado de fluido ba-
rotropico, completamente caracterizados por su densidad de energia p y su densidad
de presién p, junto con el pardmetro w.

Desde el punto de vista de fluidos y las observaciones cosmolégicas actuales, no
hay razones para excluir una configuraciéon més real, donde los fluidos césmicos sean
fluidos imperfectos debido a un bulk viscoso en ellos [24], al contrario, la existencia de
tensiones en el actual modelo estandar motiva a explorar descripciones maés realistas
de la materia en el universo. Si le ocurren procesos disipativos a la viscosidad de

bulk en el fluido, su ecuacién de continuidad toma la forma

p+3H(vp+10) =0, (4.1)

donde el término adicional II representa la presion de viscosidad del fuido y se define
v = 1 + w. La naturaleza de II es determinada por el formalismo adoptado en la
descripcion del fluido viscoso. En general, como se ha comentado anteriormente,

existen dos tipos de formalismos que se utilizan en la descripcion de fluidos viscosos
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en cosmologia, uno de ellos es el formalismo de Eckart, que es no-causal, el otro es
el formalismo causal de Israel-Stewart, que se ha explicado con detalle en secciones

previas. En el régimen no lineal, donde 7, = 527, la presién de viscosidad obedece la

(o)
(4.2)

donde T es la temperatura barotrépica del fluido, ¢ el coeficiente de viscosidad del

ecuacion de transporte

. . T
oY L
-

. Ta 1
TII 1—{——H) + (1 +31.H) = —-3CH — =TIl
( ¢ ( ) ¢ T

2

bulk y 7 el tiempo de relajacion, que es del orden del tiempo de interaccion media.
En principio, radiacion, materia o energia oscura pueden ser un fluido viscoso, pero
como la materia oscura se puede agrupar mientras que la energia oscura no y aparte
ha contribuido de mayor forma a la formaciéon de estructuras en el universo, es
interesante estudiar la viabilidad fisica de la materia oscura como un fluido viscoso
en un universo FRW en expansion. Ademads, el modelo de materia oscura fria a
escalas pequenas presenta algunas posibles inconsistencias como el problema de los
satélites faltantes, el problema del core - cusp, etc [42, 43]. Esto ha motivado a la
comunidad a explorar la posibilidad de que la materia oscura tenga propiedades de
fluidos mas realistas. También debemos considerar que existe la posibilidad de una
interaccion entre la materia y la energia oscura.

En esta seccion se utiliza el enfoque de sistemas dinamicos para investigar la dindmica
de un universo cuyo contenido estd caracterizado por un fluido de materia oscura
viscosa descrita en el régimen no lineal del formalismo causal de Israel - Stewart y un
fluido de energia oscura con densidad de energia constante. El estudio de sistemas
dindamicos juega un rol prominente en cosmologia, ya que permite checar la viabilidad
de un modelo para reproducir la historia térmica del universo y la expansion césmica

actual.

Con el fin de describir la evolucién césmica de un universo en el que los efectos
disipativos estan expresados mediante la extension no lineal del formalismo de Israel
- Stewart (IS), debemos trabajar con la ecuacién (4.2) para la presién de viscosidad
del bulk. A partir de ella es posible obtener una ecuacion diferencial de segundo orden
para el parametro de Hubble H. Dicha ecuaciéon es complicada de resolver, ya que si-

guiendo el procedimiento estandar, necesitariamos dos condiciones iniciales para que
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la solucion quede bien establecida: la primera corresponde al valor del parametro de
Hubble al tiempo actual y la segunda para su derivada respecto al tiempo propio
(H). El valor de Hy, sin embargo, no estd bien caracterizado en el tiempo actual [44].
Por otro lado, la condicién de unicidad para la solucién no esta garantizada, ya que
estamos considerando un modelo cosmoldgico que evoluciona en condiciones muy
lejanas al equilibrio desde el punto de vista termodinamico y en consecuencia estan
involucradas ecuaciones diferenciales no lineales; sin embargo, como se ha comentado
previamente, las condiciones cercanas al equilibrio no son consistentes con un fluido
coésmico en expansion, por lo que el enfoque no lineal para la evolucion del bulk es
mas adecuado si queremos describir las etapas tardias de la evolucién del universo.
Bajo tales condiciones, se debe explorar una forma alternativa para extraer infor-
macion cosmoldgica del modelo completo. Un enfoque de sistemas dinamicos ha
demostrado ser una herramienta poderosa para estudiar las propiedades dinamicas

globales de varios modelos cosmoldgicos en Relatividad General [45].

El uso de sistemas dinamicos es conveniente debido a que sin necesidad de resol-
ver el sistema de ecuaciones dindmicas completamente, se puede obtener informacién
cualitativa de caracteristicas globales importantes del espacio fase, asi como un con-
junto completo de posibles soluciones en términos de los puntos criticos del sistema
y su estabilidad lineal. Ademas, en este trabajo, la técnica de sistemas dindmicos es
util también para determinar la existencia de soluciones que describen universos en

expansion acelerada.

En este contexto, resultan interesantes las soluciones escaladas, que son atrac-
tores en los que la densidad de energia oscura imita la densidad de materia del fondo
cosmoldgico y por lo tanto, proveen una nueva linea de ataque al problema de ajuste
fino (problema de coincidencia cosmolégica de la energia oscura). Dichas soluciones

se caracterizan por la relacién

p_g
Pm

donde C' es una constante distinta de cero [7].
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4.1. Planteamiento del sistema dinamico

Para aplicar el formalismo causal de IS a un fluido césmico viscoso en un escenario
sin alejarse demasiado del modelo estandar de cosmologia, debemos considerar que el
fluido césmico total esta constituido por radiacién, materia oscura y energia oscura,
ademas, debemos considerar que, de acuerdo a la cosmologia estandar, la formacién
de estructuras tuvo su desarrollo més importante durante la época de materia do-
minante y que el universo actual se expande de manera similar a como lo haria un
universo de De Sitter. En un escenario cosmoldgicamente viable, la historia térmica
del universo debe reproducirse, asi como las medidas de distancia y otras observables
cosmoldgicas. A tiempos tempranos, luego de inflacién, el universo estd dominado
por radiacion. Posteriormente sucede una época de materia oscura dominante que
dio lugar a la formacién de estructuras (alrededor de z = 3000) y finalmente llegé a
ser una época de energia oscura dominante, en tiempos tardios equivalentes a z ~ 1.
En lo consiguiente se asume que el fluido de materia oscura es viscoso y responde
al formalismo de IS. Asi, la ecuacién de Friedmann y las ecuaciones de conservacion

estan dadas como

3H® = p, + pm + poE, (4.3)
pr = —4Hp,, (4.4)
pm = —3Hp,, —3HII + Q, (4.5)
ppE = —3HypEppE — Q, (4.6)

donde la densidad de energia total es pr = p,. + pm + ppe cON pr, P vV ppE las
densidades de energia de radiacién, materia y energia oscura, respectivamente. La
materia oscura es un fluido viscoso con II que obedece la ecuacion de transporte (4.2)
en el formalismo IS y @) representa un posible acoplamiento entre la materia oscura
viscosa y la energia oscura. Este término indica que puede haber transferencia de
energia y que la direccién de dicha transferencia es desde la materia oscura viscosa
hacia la energia oscura viscosa.

La densidad de energia total satisface la ecuacién de conservacion pr+3H7efrpr =
0, donde 7eff = 1 4 wesp y el pardmetro efectivo de la ecuaciéon de estado es

Weff = Peff/pr = (pr + II)/pr, tal que pr = p, + pm + Ppr es la presién total
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de las componentes de energia. Al tomar en cuenta que la presién de viscosidad

del bulk del fluido puede ser negativa, la expansién acelerada del universo ocurre si

weps < —3, 0 de forma equivalente, si y.ry < 3. Como es usual, el coeficiente de

3
viscosidad del bulk toma la forma de una ley de potencias dada por ((p,,) = §0P%2
con (p un parametro positivo.

Para estudiar la dindmica del modelo, se introducen las siguientes variables [45]:

PDE
_q - Pm
II
T T 3 (4.9)

En términos de dichas variables, se tiene

1
Weff = Teff —+ = ('YDE_—>ZE+Z——+§. (4.10)

Reescribiendo el conjunto de ecuaciones cosmoldgicas (4.3), (4.4), (4.5) y (4.6) junto

con la ecuacién de transporte (4.2)

dx

N r(3vprr —3VvpE + 32 —y —4x +4) — %, (4.11)
d

—d% = 3vppey +3(y — 1z -y + (1 —da)y + oo,

dz 3yz 1 Jy 5 vy 322 Q =z

— =3 - —1/3 = l—de—y) — — 4+ ——.
dN (s + 2) Y+ 7%z (CO\/;—i_j t 2 7= y) 2y * 6H3y

Aqui se ha introducido la variable N = In a, llamada ntimero de e-foldings, utilizado
para describir la dindmica de la energia oscura, entre otros regimenes cosmolégicos.
Cabe mencionar que utilizar esta variable tiene la ventaja de que las ecuaciones de
continuidad y de transporte se desacoplan de la ecuacion de Friedmann.

Este conjunto de tres ecuaciones diferenciales de primer orden forma un sistema
auténomo para tres variables independientes x, y y z, si podemos escribir al acopla-

miento () en términos de ellas.
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Expansion

Estabilidad
acelerada

Punto z. Ye 2. Existencia Veff

Punto silla para todos

i 4
P 0 0 0 Siempre 3 Nunca Jos valores
Espiral estable para
. vpe < 0, punto silla
P 1 0 0 Siempre YpE YpE < 2/3 para 0 < ypp < % v
% < Ype < 2
Nodo estable pa-
ra EO[ < oy
. . Para —1<2.<0 1-+vV2 < < L
Py 1——== . or Ype YpE <2/3 TDE

vE=1  E-1 ¢ con 1—V2 < ypp <1 Punto silla pa-
ra > Gy

1-V2<ypr<1

Cuadro 4.1: Puntos criticos fisicos del caso () = 0 con sus condiciones de existen-
cia, estabilidad, expansion acelerada y sus valores correspondientes para el parame-

tro de la ecuacién de estado 7erf = werr — 1. Para definir el espacio fase se

consideraron las variables z = Qpg, y = Q, v 2 = 3% También se defi-
.o _ 330V g—2vpe—1)?[(vpe—1)5*+1)? . _ 2(ype—1)

o 2 = 4(vypEe—1) y 6o = V3(vhp—2vpE—1)((vpE—1)52+1)"

4.1.1. Caso ) = 0: Sin interaccién entre materia y energia

oscura

Primero nos vamos a concentrar en el caso donde no existe interacciéon entre
materia y energia oscura, es decir () = 0. Fisicamente, esto implica que no hay energia
en transito entre la materia oscura viscosa y la energia oscura. Para el segundo caso
en el que ) # 0, estudiaremos tres distintos tipos de acoplamiento.

Los puntos criticos (z, ¥e, z.) del sistema dindmico se encuentran al imponer 4% =

AN
j—% = j—]f, = 0. Con el fin de examinar la estabilidad de los puntos criticos, se aplica

el método de estabilidad lineal alrededor de ellos.

El sistema auténomo admite tres puntos criticos, que se muestran en el cuadro
4.1, junto con sus condiciones de existencia, aceleracion y estabilidad. Como se ex-

plico antes, para determinar la estabilidad lineal de las soluciones perturbadas en
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torno a los puntos criticos del sistema se realiza un analisis de su matriz jacobiana

y sus eigenvalores, el cual se encuentra en el apéndice A.

El punto P, existe para todos los valores y corresponde a un universo dominado
por radiacién, con Q, = 1, Q,, = 0, Qpp = 0y Yeyy = %, de modo que nunca
presenta expansion acelerada. Al estudiar sus eigenvalores, se encuentra que es un

punto silla.

El punto P, es una solucién de energia oscura dominante con Qpg =1y vesp =
YpE, por lo que presenta expansion acelerada para vpg < % Del analisis de estabi-
lidad encontramos que para ypg < 0 es una espiral estable, para 0 < ypp < % y

% < 7vpre < 2 es un punto silla y para ypg > 2 es un nodo inestable.

Finalmente, en el punto critico P53 tenemos que coexisten materia oscura viscosa
Zc
Yefr—1 Y

Qpp =1 — szfC_l. Existe para ypp — 1 < 2. < 0 con 1 — V2 < vypor < 1. El

pardametro de estado efectivo es v.rf = vpg, por lo que presenta expansién acelerada

y energia oscura. Esta es una soluciéon escalada, donde €2, = 0, €0, =

cuando Ypg < % Con el fin de facilitar el analisis de existencia y estabilidad, para

este punto critico se definen las siguientes cantidades:

. _ 36 0be = 2ype = 1*[(ype = 1)j* +1J°
‘ 4(vpp — 1)

que se utilizé para escribir las componentes del punto critico (x, y., z.) de una forma

(4.12)

sencilla. Por otro lado se define

. 2(ype — 1)
“ = V3(vhe — 2vpe — 1)((vpe — 1)52 + 1) 413)

que es la constante de viscosidad para un universo dominado por materia oscura

viscosa, siendo este un escenario fisico interesante. pero no se estudiara a fondo en

este trabajo.

4.1.2. Caso ) # 0: Interaccién entre materia y energia oscura

Anadamos el término de acoplamiento a las ecuaciones que conforman sistema

dindmico. Asi,
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dx Q
W I$<3’}/DE$—3’YDE+32—:U—4Q?—|—4>—ﬁ, (414)
dy 2 Q
N = 3vpery +3(y— 1)z —y” + (1 —da)y + I
dz 3yz 1 fy 5 oy 322 Q =z
=3 - —. /2 J l—do—y)— 2 4 2 2
N z2(yprT + 2) - (Q)\/;%—] +z + 2( T —y) 5 +6H3y

Para ello, consideremos tres formas funcionales para (), dadas por

Q = ?)HOCPDE,

Q = 3Hﬂpm’
- )‘pmpDE

Q= T

Los tres términos de acoplamiento considerados previamente han sido ampliamen-
te utilizados en la literatura cientifica para modelar la interacciéon entre materia y
energia oscura, por ejemplo en [46-48]. El término de acoplamiento introduce sélo
una pequena correccion a la historia de la evolucion del universo y la principal razén
de considerar dichas opciones es debido a que cada una de ellas permite que nues-
tro modelo evolucione en regimenes donde la expansién del universo es acelerada,
asi como también ayudan a explorar formas de resolver el problema de coincidencia
[48]. Esto se logra al calcular la razén de densidades de materia y energia oscura
r = pm/ppE- Debido a la interaccién, dicha razén evoluciona en funcién del factor de
escala como r = a7 P, donde p representa a un parametro constante que puede tomar
valores entre [0, 3]. La desviacién de p del cero cuantifica la severidad del problema
de coincidencia. Si p = 3, la solucién corresponde al modelo ACDM, con wg = —1
y @ = 0. Si p =0, entonces r = cte y el problema de coincidencia quedaria resuelto,
pudiendo escribir la densidad de energia de la materia oscura en términos de la de

energia oscura, teniendo asi una solucién escalada.

Opcién 1

Consideremos el caso mas simple para la forma funcional del término de acopla-

miento:
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Q =3Happr = 9Hax. (4.15)

El sistema dinamico queda expresado como

d

d]ff r(3vpex — 3vpe + 32 —y —4dx + 4 — 3a), (4.16)
d

d_]%f =3vppry +3(y — 1)z — v+ (1 — 42)y + 3o,

dz 3yz 1 \/& y) 322 3axz
- =3z r+z)— _ +7+ - )2l -4 —y)— —+ :
dN (o ) y+ 52z (Co 7 ( v) 2y 2y

Al imponer la condiciéon para el método de estabilidad lineal, encontramos que el
tnico punto critico que admite este tipo de interaccién es (0,0, 0), cuyos eigenvalores
son 4, =2y —3(vpg + «) + 4. Esto implica que serd un punto silla para todos los

valores de vYpg v «.

Opcién 2

Tomemos ahora el caso

Q = 3HBp,, = 9H"By. (4.17)

El sistema dindmico tomara la forma

dx

N = x(3vprxr — 3vpE + 32z —y — 4z + 4) — 35y, (4.18)
d
d—;\/] = 3vpray 4+ 3(y — 1)z — y* + (1 — 4z + 38)y,

dz 3yz 1y y 322 3Bz
¢ _3 - 1 -4z —y) - 24202
oy = 3¢(ET +2) T (@\fﬂ + )+z( ) 2 T o

Al realizar el andlisis de estabilidad lineal, se obtienen los puntos criticos (0,0, 0),
(1,0,0) y

BB B B
<_ (36+1)(3y—4)"3(36+1) _)’
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donde
_ GB38 17385 + 57+ 3

36(38 + 1)
El punto (0, 0,0) tiene eigenvalores 4—3vpg, $(—3v/5% + 16+95+4) y (31/3% + 16+
96 +4).
El punto (1,0,0) tiene eigenvalores 3ypg — 4, %(—\/ﬁQ +16+38+4y—4)y

3(VBE+ 16433+ 4y —4).

Los eigenvalores de

B

< 6B B B)

38+ 1)(3y—4)"3(38+1)" 9
no se toman en consideracion dado que incluyen términos con factores de j en el
denominador, por lo que es imposible recuperar el régimen lineal de la teoria de

Israel-Stewart.

Opcion 3

Finalmente, si consideramos que la interaccién se manifiesta a través del producto
entre las densidades de energia de materia oscura viscosa y energia oscura, entonces

tendremos:

APm
Q= % — O\HPxy. (4.19)

Asi, el sistema dindmico se convierte en

d

d_]:f/ = 2(3vprpr — 3vpE + 32 —y — 4o + 4 — 3\y), (4.20)
d

d—]Z\J[ = 3yppry +3(y — 1)z — y* + (1 — 42)y + 3\ay,

dz 3yz 1y oy 322 3wz
L2 _3 - ~ /Y U) 4o —dp—y) = 25 .
dN ppr +2) y+ 7%z ({0\/;—'—] + z + 2 r=) 2y + 2

Nuevamente imponemos j—]ff = j—}\’, = ij, = 0 con el fin de utilizar el método de esta-

bilidad lineal alrededor de los puntos criticos. El sistema admite los puntos (0,0, 0),
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(1,0,0) y (— %, %, O), de los que ninguno depende explicitamente del parametro
j.

Este 1ltimo caso es el de mayor interés fisico, por lo que realizaremos el analisis
de estabilidad lineal a mayor profundidad. El sistema auténomo admite tres puntos
criticos que a continuacion se detallan junto con sus condiciones de existencia, ace-
leracién y estabilidad. El analisis de la matriz de perturbaciones y sus eigenvalores
se encuentra en el apéndice A.

El punto R;(0,0,0) existe para todos los valores de vpg y ademds no depende
del parametro A. Corresponde a un universo dominado por radiacién con €2, = 1,
Ly =0, =0y Y = %, por lo que nunca presenta expansion acelerada. Sus
eigenvalores son 4, —2 y 4 — 3ypg. Al analizarlos, se encuentra que es un punto
silla.

El punto R»(1,0,0) es una solucién de energia oscura dominante con Qpp =

2

1y Yers = 7pE, de modo que presenta expansion acelerada para ypgp < 3. Sus

eigenvalores son

3,}/DE - 47

2(47 — VAT I16+3)—4)

3
T4+ VAT 16430 - 4).

Con el fin de estudiar soluciones del sistema dinamico que posiblemente descri-
ban la expansion del universo a etapas tardias de su evolucion, enfoquemos nuestro
andlisis en el punto critico de tipo De Sitter, ya que las soluciones linealizadas a su
alrededor describiran un universo con expansion acelerada.

La estabilidad lineal de cada punto critico se establece de acuerdo al criterio
de Lyapunov, dependiendo de los signos de la parte real de los eigenvalores de la
matriz jacobiana. De dicho andlisis se obtiene que de acuerdo a los valores que tomen
los parametros A y vpg, el punto critico podra ser nodo estable, punto silla,
nodo inestable y espiral estable. El andlisis detallado en el que se establecen las
condiciones que deben ser satisfechas por los parametros del modelo en cada caso

se encuentra en el Apéndice A.4.3 y la figura 4.1 ilustra el espacio de pardametros
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(\,7pr) para las distintas clasificaciones del punto critico Ry. Podemos observar en
el espacio de pardmetros que existe una cantidad infinita de pares (A, vpg) tales que
corresponden a nodos estables y espirales estables y que cumplen con la condicién
Yerf < 2/3, por lo que dichos pares describen soluciones cosmoldgicas con expansién
acelerada. Estos puntos incluyen valores positivos y negativos para A, asi como el
valor A = 0 que corresponde a la ausencia de interacciéon entre las componentes
de materia oscura viscosa y energia oscura. Es de gran importancia resaltar que
este esquema provee valores para 7.5y que corresponden a un universo en expansion
acelerada sin necesidad de introducir a mano y de forma arbitraria algin valor para el
parametro de la ecuacion de estado que describa dicha evolucién. Como se observa en
el espacio de pardametros, existen valores de 7.¢¢ que corresponden a nodos estables

e incluso espirales estables.

4
\ —_— A= -192

Unstable Node — A =0%52
=== Yoc=4/3

— = 2[.'3
—_— ne=10

27 Saddle Point

Jd T Y~~ 'X"":"""""m’

/
/

_, Stable spiral Stable node

Figura 4.1: Espacio de parametros para diferentes clasificaciones de R,.

En resumen, como se puede ver en la Figura 4.1, las lineas sélidas y la linea
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segmentada representan algunos casos de interés en la descripcion de los fluidos.
La linea segmentada corresponde a radiacién, para el caso ypg = 2/3 comienza
el régimen de quintaesencia y para ypg = 0 tenemos un fluido de tipo constante
cosmoldgica. Finalmente, la parte negativa del eje vertical (eje ypg) esté asociada a
un comportamiento de tipo fantasma. Aqui vale la pena mencionar que dependiendo
del valor del parametro A, la estabilidad del punto critico esta garantizada dentro del
régimen fantasma y que las condiciones de estabilidad no dependen del parametro
(o. En el Apéndice B se presentan proyecciones o retratos de fase que muestran las
lineas de flujo alrededor del punto critico Ry con vpg = 0 y distintos valores de A

para los que Ry es un nodo estable.

T3x 3a
oscura viscosa y energia oscura. Dado que existen denominadores A, R3 no permite

El punto R3< L 4-3A O) es una solucion escalada ya que coexisten materia

regresar al caso sin interaccién y por lo tanto no es una solucién fisica.

4.2. Soluciones linealizadas

Una vez realizado el andlisis de estabilidad lineal, estudiaremos el comporta-
miento de soluciones linealizadas alrededor del punto critico P, = Ry = (1,0,0) que
corresponde a un universo de energia oscura dominante, es decir, el universo de De
Sitter. Este punto critico resulta interesante ya que nos permite analizar la evolucién

del universo a tiempos tardios.

El sistema linealizado estard dado por

dr
=z
N "
donde J es la matriz jacobiana y ¥ = (x,y, z). Recordando que N = Ina tenemos el

sistema linealizado esta dado por:



Capitulo 4. Dindmica de cosmologias viscosas en el formalismo no lineal de

Israel-Stewart 59
dx
— = (Bype—4r— BA+1)y+ 3z, (4.21)
dN
dy
A 1y —
N 3(vpe + A — 1)y — 3z,
dz A
— = — ——1)z.
N 3y+3(’VDE+2 )z

4.2.1. Régimen sin interaccién, () =0

Para el caso sin interaccién, tenemos que A = 0, por lo que el sistema se simplifica

y tenemos:

—_— = —4)x — 4.22
IN (3vpE —4)x —y + 3z, (4.22)
dy

A 1y —

N 3(vpe — 1)y — 3z,

dz

Resolviendo con las condiciones iniciales z(0) = xq, y(0) = yo v 2(0) = 2o, su solucién

esta dada por

1
x(N) = —56_6]\[ [—262N(x0 +10) + e (yo — 20) + yo + zo} , (4.23)
1 _
y(N) = 5™ (goe™ — 20e™ + 4o+ 20) (4.24)
1
2(N) = e (=yoe™ + 20¢" + o + 20) (4.25)

Considerando que N = Ina, reescribimos la solucién anterior utilizando el cambio

1
1427

y = Q,, v 2z = Q, entonces podemos graficar la evoluciéon de los parametros de

de variable a = donde Z es el corrimiento al rojo, y recordando que x = Qpg,

densidad respecto al corrimiento al rojo Z, mostrada en la figura 4.2.
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Q
1.0 Qn
Q
0.8 / m
Qn
0L
J"‘if
04f
0.2} P
1 L L / | 1 1 | 1 1 z
_——T04 02— 0.2 0.4
il .

Figura 4.2: Qvs Z, vpg =0y A = 0.

4.2.2. Regimen con interaccién, () # 0
Para el caso més general, al resolver el sistema 4.21 obtenemos la siguiente solu-
cién:
z(N) = O(N) {2)\3653)‘079)‘74)]\[(130 +yo) + ezroN [4X020 — (A% + XA + 16) o +
+ (=A% + XA —16) yo — 4Xo20 ),
y(N) = O(N) {yo [AQ — AoA+ (A2 XA +16) e3%N 4+ 16} — 4Nz (e%’\ON . 1)} ,
A(N) = O(N) {zo [AQ + A0A + (A2 = Mh+ 16) e3MN 4 16} — hovo (e%)‘ON - 1)} ,

e—%(,\o—3,\+4)N

por simplicidad se han definido las cantidades Ay := v/A2 + 16 y O(N) := o2
Para ambos casos hemos considerado el caso especial vpg = 0, que representa al caso
de la constante cosmologica.

De forma analoga, escribimos la solucién en términos del corrimiento al rojo Z
y elegimos algunos valores para el pardmetro de interacciéon A con el fin de graficar
la evolucién de los parametros de densidad en funcién del corrimiento al rojo Z,

observado en las figuras 4.3 - 4.6:
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1.0

£

Qp

Figura 4.3: Q vs Z, ypg = 0y A = 1/10.

Figura4.4: Qvs Z, ypp =0y A =1/2.
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Q

1.0

0.2 0.4

-05L

Figura 4.5: Q vs Z, ypg =0y A = —1/10.

-05L

Figura 4.6: Qvs Z, ypp =0y A = —1/2.



Capitulo 5
Parametros cosmolégicos

En este capitulo se realiza una comparacion entre parametros cosmolégicos cal-
culados a partir de las soluciones linealizadas del sistema dinamico correspondiente
a un universo con materia oscura viscosa en el esquema no lineal de Israel - Stewart,
soluciones numeéricas del sistema dindmico completo, el modelo de concordancia cos-

moldgica y datos observacionales recopilados de diversas fuentes.

5.1. EIl parametro de Hubble

Podemos reescribir la ecuacién de aceleracion en términos del niimero de e-folds

N de la forma

diN(lnH) +1 = —% (#) (p+ 3per) = —% Qpr + Q4+ 3(=Qpe + Q)]
= 2(N) — Su(N) — 2=(N). (5.1)

Al utilizar las soluciones para x(N), y(N) y z(N) del proceso de linealizacién, po-
demos encontrar una expresién para el parametro de Hubble en términos de N
resolviendo la ecuacién anterior y considerando los valores €2, = ypgp = 0. Notemos
que la solucién obtenida para H lleva incluida la informacién de las variables x, y, z
del sistema dinamico.

Junto con las soluciones numéricas obtenidas del sistema dindmico original, po-
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demos comparar el comportamiento del parametro de Hubble con el modelo de con-
cordancia cosmoldgica y datos observacionales obtenidos de [2, 3]. Se puede observar
de la Figura 5.1 que para valores grandes de j, las soluciones obtenidas se aseme-
jan tanto al modelo de concordancia como a los datos observacionales. Es decir, si
el sistema es altamente no lineal, tenemos una mejor aproximacion tanto a datos
observacionales como a la solucién conocida para H(z). Respecto al pardmetro A,
podemos observar que su variacion no afecta significativamente el comportamiento
del modelo. Al considerar distintos valores, no se observan alteraciones en la natura-
leza de H. El régimen no lineal de Israel - Stewart ofrece un mejor marco de trabajo,
ya que el parametro de Hubble resultante puede ajustar los datos observacionales y
para valores bajos de corrimiento al rojo, es practicamente indistinguible del corres-
pondiente al parametro de Hubble obtenido de ACD M. Notemos que las soluciones
obtenidas del sistema dindamico establecido a partir del régimen no lineal de IS son
muy sensibles a variaciones del parametro j, que caracteriza a los efectos no lineales.
Al aumentar la magnitud de dichos efectos, el parametro de Hubble resultante es
mas parecido al modelo ACDM vy a las observaciones, pero si el valor de j disminuye
(es decir, los efectos no lineales son débiles), el modelo difiere al aumentar el valor
del corrimiento al rojo. Aqui conviene recordar que no estamos realizando un ajuste
de parametros, sino solamente estamos comparando las soluciones obtenidas a par-

tir del esquema no lineal de Israel - Stewart con datos observacionales y el modelo
ACDM.

En la figura 5.2 se presenta el caso ypp = —0,35. Este parametro de la ecuacién de
estado describe un universo en el régimen phantom. Podemos observar que en dicho
régimen, valores grandes de j para las soluciones numéricas considerando el esquema
completamente no lineal de Israel - Stewart nuevamente producen parametro de
Hubblen que se asemeja al modelo de concordancia y a los datos observacionales.
Ademas se observa que para valores de ypg # 0 el parametro de Hubble obtenido a
partir de las soluciones analiticas linealizadas también tiene un comportamiento que

se asemeja al modelo de concordancia.

Se debe enfatizar que en el régimen no lineal, el parametro de Hubble exhibe
un comportamiento decreciente tal y como el modelo ACDM. Esta propiedad es

relevante para describir de manera adecuada la evolucion césmica del universo ob-
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servable.
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Figura 5.1: Pardmetro de Hubble (ypg = 0) y datos observacionales de [2, 3].
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Pardmetro de Hubble (ypr = —0,35) y datos observacionales de [2, 3].
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5.2. El parametro de desaceleracion

Como hemos mencionado previamente, no solo el universo se esta expandiendo,
sino que la razon a la que se expande, dada por el parametro de Hubble, esta variando
con el tiempo. El parametro de desaceleracion ¢ es una manera de cuantificar
esto. Para el modelo AC' DM, dicho parametro como funcion del corrimiento al rojo

z estd dado por

3

q(2) = =1+
1+ 522(1 4+ 2)73]

Si consideramos la definicion estandar del parametro de desaceleracién

H
1+q=—ﬁ

y usamos la expresion calculada para H, obtenemos:

4(N) = 5 (Qop + O+ 3(~Qpp + ) = Zy(N) + 22(N) —2(N). (5.2

En la figura 5.3 se muestra el parametro de desaceleracién como funcién del corri-
miento al rojo z al considerar distintos conjuntos de valores para los parametros
A, 7 ¥ Co- Como se puede ver en el primer pénel (de izquierda a derecha), para va-
lores fijos de j y A, el pardmetro de desaceleracion es idéntico para distintos valores
de (p, el cual caracteriza los efectos viscosos. El panel de enmedio muestra que se
pueden obtener ligeras variaciones en las curvas del pardmetro de desaceleracion al
elegir distintos valores para j, dejando (y y A fijos. Finalmente, en el tercer panel
(de izquierda a derecha) observamos que cada caso se puede distinguir claramente si

consideramos distintos valores de A y fijamos (y y J.

Para los tres casos anteriores, podemos observar la caracteristica de que el parame-
tro de desaceleracion siempre presenta una transicién de positivo a negativo para un
valor de corrimiento al rojo especifico, z;, tal y como el modelo AC'DM. Este com-
portamiento es independiente de los valores asignados a los pardametros del modelo.

Esto implica que el modelo tiene una transicion de expansion desacelerada a ace-
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lerada. Notemos que en todos los casos, z; > 0, es decir, la transicién ocurre en el
pasado. Esto es consistente con la reciente expansion acelerada de nuestro universo
que inicié alrededor de z ~ 0,6, ademaés, en z = 0, el modelo coincide con ACDM y

el valor de z; dependera de los pardametros del modelo: j, A y (p.

— fu=0.50, ]=10.00,A= 220

£ =1.00,=10.00,A=220
— fa=150, ]=10.00,A=2.20
— fu=2.00, ]=10.00, A= 220
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— =010, =7.00,4=220
— § =010, =8.00,A=220
2=0.10, =9.00,A=220
— =010, =10.00,A=2.20

— fu=0.10, ]=10.00, A= 2.00
£=0.10, j=10.00, A= 2.08
— fu=0.10, =10.00,A= 216
— fu=0.10, ]=10.00,A=224
%=0.10,j=10.00,A=232
— Zu=0.10, =10.00, A= 2.40

— oM

— DM

az)

Figura 5.3: Parametro de desaceleracion como funcién del corrimiento al rojo.

5.3. Error numérico de las soluciones para z(N),

y(N)y z(N).

Para concluir esta seccién, se presenta el calculo del error relativo de las soluciones

numéricas para (N), y(N) y z(IN). El error relativo se define:
M?‘ B Mc
M,

donde M, es el valor real de la medida y M. es el valor calculado.

FE =

Consideremos que el valor real de la medida es una solucién calculada con una
resolucion muy alta, con n = 100, 000 siendo n el nimero de particiones en el método
de Runge-Kutta 4. Asi, en la figura 5.4 se comparan los errores relativos para cada
solucion numeérica considerando n = 10, 100, 1000, 10000. Podemos observar que in-
cluso a una resolucién muy baja, el error relativo es del orden de 10~! y entre més

refinada sea la particion, el error relativo sera menor.
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Figura 5.4: Error relativo para (N), y(N) y z(N).




Capitulo 6

Comentarios y perspectivas

6.1. Comentarios finales

En este trabajo hemos incluido efectos disipativos en el sector de materia para la
descripcion de fluidos cosmicos. El enfoque para dichos efectos esta dado a través de
la extension no lineal de la teoria de Israel - Stewart. En dicho esquema, incluimos
también la posibilidad de que las componentes de materia oscura viscosa y energia
oscura del universo interactien a través de un término de acoplamiento.

Se tomo un enfoque de sistemas dindmicos con el fin de establecer una descrip-
cién global del modelo y esto permitié comparar los resultados obtenidos con los
reportados en el régimen lineal de la teorfa de Israel - Stewart [24].

La primera diferencia que se encontré entre los esquemas lineal y no lineal de
la teoria de Israel - Stewart es que en el régimen no lineal, el nimero de puntos
criticos es menor. Sin embargo, los puntos criticos obtenidos para el caso en que las
componentes del sector oscuro no interactian preservan algunas propiedades de los
puntos criticos obtenidos en el régimen lineal para @) = 0.

Al considerar el término de interaccién para el sector oscuro, se observa que la
informacion fisica obtenida de los puntos criticos en el régimen no lineal difiere de la
obtenida en el régimen lineal. En nuestro caso, el punto critico de interés fue Ry y
representa un universo dominado por energia oscura. Un punto de este tipo también
aparece para el caso en que el sector oscuro no interactua.

Los criterios de estabilidad del punto critico Rs no dependen de los pardmetros
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que caracterizan los efectos no lineales j y viscosos (p, sino que la estabilidad para
dicho punto se puede establecer al considerar un espacio reducido de parametros
dado por (A, 7pE), es decir, la estabilidad depende tinicamente del pardmetro que
define la interaccién en el sector oscuro y aparece en el término () asi como del
parametro de la ecuacién de estado para el sector de energia oscura. Para el caso sin
interaccién se observa que la estabilidad del punto critico de De Sitter se determina
unicamente por el valor de ypgp. Como se mostré previamente, dicho punto critico
presenta estabilidad en una gran region del espacio de parametros en los régimenes

de quintaesencia, constante cosmolégica y fluidos de tipo fantasma.

Se considerararon las soluciones numéricas provenientes del sistema dindamico
completo y las soluciones analiticas provenientes del conjunto de ecuaciones diferen-
ciales linealizadas en el caso especial ypg = 0, ya que se utilizaron para comparar
su respectiva tasa de expansion con la obtenida a partir del modelo ACDM. Como
se comenté previamente, el régimen completamente no lineal resulta mas favorecido
por los datos observacionales comparado con las soluciones linealizadas anliticas; se
observa que el parametro j es quien gobierna el ajuste entre los datos observacionales
y la tasa de expansion de Hubble, ya que mientras los efectos no lineales incrementan
(caracterizados por j), obtenemos una mejor coincidencia de nuestro modelo con los
datos observacionales y con el modelo fiducial ACDM. En cambio, el parametro de
Hubble no es sensible a variaciones para los parametros (y y A, que caracterizan los

efectos viscosos y la interaccion del sector oscuro, respectivamente.

También es importante destacar que para valores pequenos de corrimiento al
rojo z, el parametro de Hubble del régimen completamente no lineal y el del modelo
ACDM son practicamente idénticos. Esto implica que incluir efectos viscosos en el
sector de materia oscura descritos por el régimen no lineal de la teoria de Israel -
Stewart puede ser un marco de trabajo viable para explicar la expansion acelerada
que nuestro universo presenta en épocas recientes. Estos aspectos seran explorados

mas a fondo en trabajos futuros.

FInalmente, observamos que el parametro de desaceleraciéon construido a partir
de las soluciones numéricas obtenidas con el sistema dindmico completamente no
lineal presenta un comportamiento deseable, ya que en el pasado es positivo y en

algiin valor especifico z; > 0 se vuelve negativo. Es decir, se describe un universo
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que pasa de tener una expansién desacelerada a una expansion acelerada, tal y como
se espera del modelo ACDM. Dicho valor de transicién para el corrimiento al rojo
estd directamente relacionado con los valores de los parametros A, {y v 7.

Todos los aspectos comentados anteriormente nos motivan a seguir explorando
esta descripcion del universo considerando a la componente de materia oscura como
un fluido viscoso que obedece la extensiéon no lineal de la teoria de Israel - Stewart,
ya que nos presenta un esquema completo que puede ayudar a describir la evolucion
a épocas tardias de nuestro universo observable y en especial, a explicar la época de

expansion acelerada que nuestro universo esta atravesando.

6.2. Perspectiva a futuro

Se pretende seguir explorando el enfoque de describir alguna componente del
universo como un fluido viscoso. Un primer acercamiento sera considerando que las
propiedades viscosas ahora se presentan a través del sector de energia oscura. Tam-
bién se tiene el interés de explorar los efectos de términos de acoplamiento distintos
al utilizado en este trabajo, ya que se ha visto que si se considera que existen inter-
cambios de energia entre la materia y la energia oscura, la descripcién cosmolégica
resultante es aceptable fisicamente.

Por otro lado y continuando del lado de las interacciones en el sector oscuro, es
interesante también estudiar los efectos disipativos a través del decaimiento de cierta
especie de materia - energia del universo. El interés de esta perspectiva esta enfocado
en el decaimiento de materia oscura a radiacién oscura, donde también aparece un
término de acoplamiento (7, que puede ser propuesto mediante un ansatz o calculado

a partir de establecer ciertas condiciones en el sistema.



Apéndice A

Analisis de estabilidad para un

sistema autonomo de dos variables

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones acopladas para las variables x(t)

y y(t) (se puede generalizar ficilmente a mas variables):

f(z,y,1) (A1)
y = g(x, Y, t)

T

donde f y ¢ son funciones en términos de z, y y t. El sistema es auténomo si f y

g no contienen términos que dependan explicitamente del tiempo.

A.1. Puntos fijos o criticos

Un punto (x.,y.) es fijo (o critico) para un sistema auténomo si

(f,9)

Un punto critico se llama atractor si satisface la condicién

(zeye) = 0. (A.2)

(z(t),y(t)) — (ze,ye) para ¢ — oo (A.3)



Apéndice A. Andlisis de estabilidad para un sistema autonomo de dos variables 73

A.2. Estabilidad alrededor de los puntos fijos

Podemos saber si el sistema se aproxima a alguno de los puntos criticos al estudiar
la estabilidad alrededor de dichos puntos. Consideremos pequenas perturbaciones dx

y 0y alrededor del punto critico (z.,y.), es decir,

r =T+ 0T (A.4)
Yy =Ye+0y.

Sustituyendo en el sistema (A.1) se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales

d [ox ox
) e

donde N = Ina es el numero de e-foldings, que es conveniente usar en la dindmica

de energia oscura. La matriz M depende de z. y y. y esta dada por

of of
_ or O
M = <@ 8_3) (A.6)
9z O/ (z=wcy=yc)

M posee dos eigenvalores, 11 v po. La solucién general para la evolucion de pertur-

baciones lineales se puede escribir

or = C’ua“lN + CQG’MQN (A?)
(Sy = 036“1]\7 + C4€M2N’

donde C7, Cy, C5 y Cy son constantes de integracion. Entonces, la estabilidad alre-
dedor de los puntos fijos depende de la naturaleza de los eigenvalores. Generalmente

se utiliza la siguiente clasificacion:
= Nodo estable: 1 <0y ps <O.
= Nodo inestable: p; > 0y puo > 0.

» Punto silla: pg >0y e <0 (0 g <0y pe > 0).
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» Espiral estable: El determinante de M es negativo y la parte real de py y po

es negativa.

De los casos anteriores, sélo el nodo estable y la espiral estable son atractores.

A.3. Analisis de estabilidad para el caso () =0

Las componentes de la matriz de perturbaciones M correspondiente al sistema

dindmico (4.11) estaran dadas por

My =32z — )ypp + 32—y — 8z +4, (A.8)
M12 = —Z,
M13 = 3I,

Mo = (37DE - 4).%
Moy =3yppr +32 — 2y —4dx + 1,

Mg = 3(3/ - 1)7

M3 = (3ype — 4)z,

Moy — VB2l +37%2) 3702 3yly+2%2) 32
P 2y + 5222 (y+s22)2 (y+g22)? 22’

3z \/§y5/2
Mas = BVors— Do +62+1—y— 2= — L2
0= (3%err = 4) YT T Gyt 22)?

Para el punto critico P, los eigenvalores seran

o= =2 (A.9)
py = 4 (A.10)

El punto critico P, es un punto silla.

Para el punto critico P, los eigenvalores seran
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m = 3(ype —2) (A.12)
Mo = B'YDE (A13)
H3 = 3'7DE -4 (A14)

Aqui tendremos los siguientes casos:

Si vpr < 0, tendremos una espiral estable. Esta es la tinica condiciéon para

que exista un atractor en el punto Ps.

Si0<vpp < %, tendremos un punto silla.

Si % < 7vpe < 2, tendremos un punto silla.

Si ypg > 2, tendremos un nodo inestable.
Para el punto P; los eigenvalores son

p = 3vpep—4 (A.15)

\/3('YDE —-1) {_3&? (('YDE - 1)j2 + 1)4 (_712:)}3(226 + 3) + V%E + 'YDE(4ZC - 1) + 2z + 3) + A}

S 200 — 1o (o — 172 + 1)
n 3(vpe — 1)%¢ ((vpe — 1) + 1)2 —/32:(ype — 1)
2(vpe — )¢ (vpe — 1)j2 +1)°
\/3(’YDE —-1) {_3@% (('YDE - 1)j2 + 1)4 (_'712:)}3(220 + 3) + V%E + ’YDE(4ZC - 1) +2z. + 3) + A}
S 2305 — o (1o — D72 + 1)
. 3(vpe — 1)%¢ ((vpe — 1)j% + 1)2 —/3z(ypE — 1)

2(vpE — 1)Go (ype — 1)j2 +1)°
donde se define

A = 2V3¢0Vz(vpe — Dl((vpe — 1D)i* +1)°(31bei® + 1062 = 35° (2. +2))  (A.16)
+ 35%(2e +1) — 3z, — 2)] + 2

_ 36 (vhe — 2vpE — 1)°

“= T -y e DI A
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Para este caso se definio

G = 200z — 1) (A.18)

V3(7he — 2vpe — 1) ((ype — )2+ 1)

que es el valor de la constante de viscosidad para el caso de materia oscura viscosa

dominante.

En el rango de definicién, este punto critico es un nodo estable para (y < (j v
1 -2 <vpg < 1. Para ( > Gyl— V2 < vpg < 1, es un punto silla.

A.4. Analisis de estabilidad para el caso () # 0

A.4.1. Caso (Q =3Happg

Para el primer caso, las componentes de la matriz de perturbaciones M son:

My =322 — 1)ypr +32—y—8x+4— 3a, (A.19)
My = —x,
M13 = 333,

M21 = (3’YDE — 4)y + 3@,
Moy =3vppx + 32z — 2y — 4x + 1,
Moz =3(y — 1),

3az
= (3 —4)z + —
,/\/l31 ( YDE )Z 2y ’

CVByrly+34%2)  35%% Byly +25%2) 32%  3awz

. : . z+ - ==
200(y +5%2)2  (y+5%)2  (y+j%2)? 22 22
3z \/§y5/2 3ax

Mss = Bvers—4)x+624+1—y— — — , )
= (3ers = 4) y  Gly+i%2)? " 2y

MSZ =

Para el punto critico (0,0,0) los eigenvalores son 4, —2,4 — 3ypg y es un punto

silla para todos los valores de vpg.
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A.4.2. Caso () =3HBpnm

En este caso, las componentes de la matriz de perturbaciones M toman la forma:

My =32z — )ypp+ 32—y — 8z +4, (A.20)
Mlg = —T — 35,
M13 = 31’,

Moy = 3ype — 1)y,
Moy = 3vppr + 32 — 2y — 4o + 1 + 30,

Moz =3(y — 1),
M1 = 3ype — 4)z,
May = _\/@Z(?/ +35%2) _ 35422 ~ 3yly + 2j%2) B 32°

Z )
200(y +%2)%  (y+5%2)2 (v +5%2)? 2y
3z V/3yP/? 33

Msz = (37esr —Dr+62+1—y— 2 Y20 4
0= (3ers —4) SR (Y 2 R

El punto critico (0, 0, 0) tiene eigenvalores 4—3vp g, %(—3\/52 + 16+98+4), 1 (34/5? + 16+
98 +4).

El punto critico (1,0,0) tiene eigenvalores 3vpg — 4, %(—\/ A2+ 16+ 30 + 4y —
4),3(V X2+ 16 + 38 + 4y — 4).

_ BGBA-1T2(3652+5%+3)2 G(36-17)2(3852+5°+3)> (3(36—17)2(385%+5+3)>
36(35+1)2(3v7—4) ; 108(38+1)2 ; 324(35+1)

no se toman en consideracién dado que incluyen términos con denominador j sus-

Los eigenvalores de (

ceptibles a indefinirse, por lo que es imposible recuperar el régimen lineal de la teoria

de Israel-Stewart.

A.4.3. Caso Apm%

Finalmente, para este caso, la matriz de perturbaciones M estara dada por
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My =32z — D)ypp+32—y—8x+4—3\y, (A.21)
My = —x — 3]z,
M13 = 31’7

Mo = 3vpe — 4)y + 3y,
Moy = 3yppr + 32 — 2y — 4x + 1 + 3\,

Moz =3(y — 1),
3z
Msy = Bype —4)z + 5
CVByzly +35%2) 3542 3y(y +25%2) 32%

z )

20(y+5%2)2  (w+5%2)? (y+35%2)? 2y°

3z V/3y°/? 3z

Maz = (3YVerr —4)r+62+1—y— — — , + )
0 = (3% = 4) Y T Gyt 2

M32 =

El punto R;(0,0,0) existe para todos los valores de ypr y ademés no depende
del parametro A. Corresponde a un universo dominado por radiacién con €2, = 1,
Ly =0, Qpp =0y Yesr = %, por lo que nunca presenta expansion acelerada. Sus
eigenvalores son 4, —2 y 4 — 3ypg. Al analizarlos, se encuentra que es un punto
silla.

El punto R»(1,0,0) es una solucién de energia oscura dominante con Qpp =

1Y Yeff = 7Ype, de modo que presenta expansién acelerada para ypr < % Sus

eigenvalores son

37DE - 47

3
T4 = VAT 16+ 30— 4)

3
T4+ VAT 16430 - 4).

Del analisis de estabilidad obtenemos las siguientes condiciones:
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= Nodo estable: Para que el punto critico sea un nodo estable se debe cumplir

1 4
ASE(—3—V73) y e <g
O
1 1 VA2 16
A > 6(—3 —V73) y pE < S(4=3) - T+.

En ambos casos se cumple que vpg < %

= Punto silla: Para que el punto critico sea un punto silla se debe cumplir

alguna de las siguientes condiciones.

1 1 1 VA2 + 16 4
S(23-VTB) <A< -(VT3—=3) y -(d—3n-_Y2FTDP . <=
6 6 4 4 3
(se cumple vpgp < 2/3) o
1 1 VA2 + 16 VAZ+16 1
N> —(VTB3=3) y (s YA P YA IO 2 sy,
6 4 4 4 4
(no se cumple vpg < 2/3).
[ ]
1 4 1 VA2 + 16
A< ~(=3-VT3) y = <apm<-(4—3N YLD
6 3 4 4
En este caso tampoco se cumple que ypg < 2/3.
[ ]
1 VAZ+16 1 4
A> (V73 -3) VAT L 2430 <ypp < o
6 4 4 3
En este caso se cumple la condicion vpg < 2/3.
[ ]
1 1 VA2 + 16 VAZ+16 1
A< 6(—3—\/%) y Z(4—3A)—TJr < pp < T++Z(4—3)\)
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6( 3—VT3) <A< (\/_ 3) gy §<7DE<% %(4 3\).

En ninguno de los dos casos se cumple vpg < 2/3.

= Nodo inestable: El punto critico sera un nodo inestable si se cumple alguna

de las siguientes condiciones.

1 VA2+16 1
NS S(VTB=3) y > T+ +7(4-3)
O
1 4
)\>6(\/73—3) Yy 7DE>§-

= Espiral estable: Para que el punto critico sea una espiral estable, se debe

cumplir aparte que

A<é<—\/7_3—3>y<7<il01(4—3>\)_—V}\24+16<7 ”AQH 4(4 3)\)>

371
(6]
)\:%(—\/ﬁ—3>y<'y<§0§<’y i( (\/_+3>+4)
+i\/%<—\/ﬁ—3>2+16)
(6]
é(—¢7_3—3)<A<é(\/ﬁ—3> y (7<%(4—3)\)——M24+16
0§<7<#+i(4—3)\)>
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,M:aV%—B)y7<i<;3—Jﬁ%Ho—i %ﬂ%ﬁ—$2+w 0

1 1 VA2 +16 VA2 +16 1 4
A>6<¢ﬁ—3)y<7<1@—3»— 0 +1@—&w<7<§).

El punto R3< — %, %, O) es una solucion escalada ya que coexisten materia

oscura viscosa y energia oscura. Dado que existen denominadores A, R3 no permite

regresar al caso sin interaccion y por lo tanto no es una solucion fisica.



Apéndice B

Proyecciones de las lineas de flujo

En las figuras B.1 - B.15 se presentan proyecciones de las lineas de flujo en la

proximidad del punto critico Ry con ypp = 0 y distintos valores de A\ para los que

R5 es un nodo estable

A=—-23

w
14
~

Figura B.1: Proyeccién de las lineas de flujo alrededor del punto Ry en el plano zy.
Los valores de los pardmetros ypgp = 0y A = —2,3 corresponden a un nodo estable.
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Los valores de los pardmetros ypg = 0 y A = —1,7 corresponden a un nodo estable.

b

e e —
7/7 =
/e

Figura B.3: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto R, en el plano zy.
Los valores de los pardmetros ypg = 0y A = —1,0 corresponden a un nodo estable.
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Los valores de los pardmetros ypg = 0 y A = —0,3 corresponden a un nodo estable.

Figura B.5: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto R, en el plano zy.
Los valores de los pardmetros ypg = 0y A = —3,0 corresponden a un nodo estable.
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Figura B.6: Proyeccién de las lineas de flujo alrededor del punto Rs en el plano yz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0y A = —3,0 corresponden a un nodo estable.
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Figura B.7: Proyeccién de las lineas de flujo alrededor del punto R, en el plano yz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0 y A = —2,3 corresponden a un nodo estable.
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Figura B.8: Proyeccién de las lineas de flujo alrededor del punto Rs en el plano yz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0y A = —1,7 corresponden a un nodo estable.
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Figura B.9: Proyeccién de las lineas de flujo alrededor del punto R, en el plano yz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0 y A = —1,0 corresponden a un nodo estable.
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Figura B.10: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto Ry en el plano yz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0 y A = —0,3 corresponden a un nodo estable.

A=-30

X =0oc

Figura B.11: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto R en el plano zz.
Los valores de los parametros ypg = 0 y A = —3,0 corresponden a un nodo estable.
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X=0ne

Figura B.12: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto R, en el plano zz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0 y A = —2,3 corresponden a un nodo estable.
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Figura B.13: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto Rs en el plano xz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0y A = —1,7 corresponden a un nodo estable.
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=
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1 3 3

Figura B.14: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto R, en el plano zz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0 y A = —1,0 corresponden a un nodo estable.

[~

/

~

=7

—
—

o

-1

|/ / =

2 3

Figura B.15: Proyeccion de las lineas de flujo alrededor del punto Rs en el plano xz.
Los valores de los pardmetros ypg = 0y A = —0,3 corresponden a un nodo estable.
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