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vida. Sobre que debo y no debo hacer, pero sobre todo por recordarme el mucho amor
que me debo procurar a mi mismo siempre. Gracias por todo.

No menos importantes, a todos los amigos que he hecho a través de DC DancEri. No
caben todos aqui, pero de antemano, les estoy agradecido por los buenos momentos, las
risas, los nervios a la hora de las presentaciones ... En fı́n. Les deseo lo mejor en su desa-
rrollo profesional y en su vida personal. Ojalá y podamos seguir en contacto y disfrutar
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Resumen

La cosmologı́a cuántica se basa en la ecuación de Wheeler-DeWitt, que proviene de la
constricción hamiltoniana, por lo que no permite hallar una función de onda dependiente
del tiempo. En [Ramı̀rez, Vázquez-Báez, 2016] se propone una manera de obtener trayec-
torias para las observables a partir de la ecuación de Wheeler-DeWitt. Para este trabajo,
se propone estudiar las soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt; estas se interpre-
tan como funciones de onda en la representación de la “posición” y a partir de ellas, es
posible hallar una amplitud de probabilidad en el espacio (a, φ), donde a es el factor de
escala y φ es el escalar. Se busca identificar los valores medios del factor de escala con
trayectorias. Si la parametrización es correcta, deberá haber una correspondencia uno a
uno con el tiempo.

Palabras clave: Observable, ecuación, probabilidad, media, escala, escalar.
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2.1. El algoritmo de Dirac para sistemas singulares . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1.1. El principio de mı́nima acción y las ecuaciones de Euler-Lagrange . 3
2.2. Sistemas singulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2.1. Constricciones primarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2.2. El Hamiltoniano canónico H0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.3. Principio de acción del Hamiltoniano primario Hp . . . . . . . . . . 7
2.2.4. Constricciones secundarias, terciarias, etc. . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2.5. Constricciones de primera y segunda clase. . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3. La Lagrangiana de Relatividad General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3.1. La formulación ADM de relatividad general . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3.2. La Lagrangiana reducida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3.3. Análisis canónico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3.4. El campo escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4. Ecuaciones diferenciales parciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4.1. El metodo de diferencias finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3. Solución analı́tica de la ecuación de Wheeler-DeWitt 19
3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2. Solución analı́tica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Capı́tulo 1

Introducción

La mecánica cuántica y la teorı́a de la relatividad (especial y general) fueron las dos
ramas protagonistas de la fı́sica en el siglo pasado; gracias a ellas se comprendió lo que
sucede en el mundo a nivel microscópico como a grandes escalas. En particular, hablan-
do de la relatividad general, dos de sus grandes triunfos han sido la predicción de que el
espacio, bajo la presencia de materia se curva; hecho comprobado por primera vez en la
observación de un eclipse total de Sol hecha por Sir Arthur Eddington en 1919. La otra,
más recientemente en septiembre de 2015 fue la confirmación de la existencia de ondas
gravitacionales hechas por el equipo de LIGO.

Por parte de relatividad general, se presenta análisis a la ecuación de Einstein; el pro-
pio Einstein en 1917 desarrolló un modelo de un universo estático con la introducción de
una constante cosmológica. Un año más tarde, DeSitter muestra que un universo dominado
por una constante cosmológica está en expansión constante. Luego Friedmann (1922), Le-
maı̂tre (1927), Robertson y Walker (1935) hallaron de manera independiente una solución
de la ecuación de Einstein. La peculiaridad de esta solución es que se trataba de un uni-
verso dinámico, es decir, primero pasó por una expansión y dependiendo de su densidad
inicial, continuarı́a en una eterna expansión o llegarı́a a comprimirse, de acuerdo a la lye
de Hubble. En la literatura, se le llama usualmente la solución FRLW. Esta solución es
importante debido a que sobre ella yacen los fundamentos de las teorı́as de la cosmologı́a
clásica moderna, las cuales se combinan con la existencia de una constante cosmológica.
Si bien es cierto que la solución original de Friedmann no describe el universo, es impor-
tante aprender de ello para poder entender las teorı̀as cosmològicas modernas.

El desarrollo de la teorı́a cuántica debida principalmente a Schrödinger, Dirac y Hei-
senberg en la década de 1920 - 1930. Como ya se ha dicho, su desarrollo fue motivado
por comprender que sucede a nivel microscópico, a escala de los átomos y demás parti-
culas conocidas hasta ese entonces. Surge la pregunta ¿Hasta qué escala es aplicable? ¿Al
tamaño de grandes moléculas? ¿Al laboratorio mismo donde se hacen estas pruebas? ¿A
un planeta completo o sistemas planetarios? Es entonces donde se propone estudiar al
Universo mismo. Considerando además la conjetura de un origen singular del universo,
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se llega al dominio de la cosmologı́a cuántica.

La cosmologı́a cuántica es la aplicación de la mecánica cuántica al universo mismo,
visto como un todo; probablemente no surgió como un problema fundamental de estu-
dio, si no como un intento de cuantizar una teorı́a clásica más. Los primeros trabajos
referentes surgieron en la década de 1960 con DeWitt (1967), Misner (1969) y Wheeler
(1963, 1968). Bajo este análisis, la ecuación de Wheeler-DeWitt es el punto de partida en
el estudio de la cosmologı́a cuántica. Es el caso que se considera en esta tesis; esta ecua-
ción está caracterizada por la dependencia del factor de escala a y el campo escalar φ.
Se consideran las soluciones numéricas usando el método de diferencias finitas, ası́ como
una solución analı́tica, para el potencial del campo escalar V (φ) = V0 constante. En el
capı́tulo 2 se presenta el fundamento teórico para comenzar a estudiar este problema. En
el capı́tulo 3 se describe la solución analı́tica de la ecuación de Wheeler-DeWitt y en el
capı́tulo 4 el análisis numérico que se hizo, asi como algunos de los diagramas obtenidos
en el espacio (a, φ). Finalmente en el capı́tulo 5 se dan las conclusiones obtenidas hasta
ahora y el trabajo a futuro con lo que se ha obtenido hasta la fecha. adicionalmente en
el capı́tulo 4, se incluyen las lineas de código en MatLab que se usaron para el análisis
numérico.

2



Capı́tulo 2

Fundamento teórico

2.1. El algoritmo de Dirac para sistemas singulares

2.1.1. El principio de mı́nima acción y las ecuaciones de Euler-Lagrange

Para comenzar a hablar de sistemas con constricciones, se parte del principio de acción
en su forma Lagrangiana.

Las ecuaciones de movimiento de un sistema son aquellas que se derivan a partir de
que la acción1

S[qqq(t)] =

∫ t1

t0

L(qqq(t), q̇qq(t), t)dt (2.1)

es estacionaria (máxima o mı́nima) bajo variaciones δqi(t) de las variables Lagrangia-
nas qi(i = 1, . . . , n), punto de silla las cuales son cero en los puntos t0, t1.

En otras palabras, para un sistema fı́sico, uno puede imaginarse las distintas trayecto-
rias qqq(t) en el espacio de configuración que parten desde qqq(t0) y terminan en qqq(t1), cada
una de ellas lleva a un valor distinto de la acción, pero la trayectoria qqq(t) que tiene rele-
vancia fı́sica es aquella en la que el valor de la acción es estacionario.

Usando los métodos del cálculo variacional, se obtiene que la función qqq(t) que satisface
el principio de Hamilton es la que satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 ; i = 1, 2, ..., n (2.2)

para la acción S[qqq(t)]. A las derivadas ∂L
∂q̇i

se les conoce como los momentos generalizados
mientras que ∂L

∂qi
se conocen como las fuerzas generalizadas.

1A lo largo de este texto, aquellas variables en negritas son considerados vectores; a sus componentes
no se les resalta en las ecuaciones.
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A través de una transformada de Legendre, el sistema de n ecuaciones diferenciales
de Euler-Lagrange de segundo orden pasa a ser un sistema de 2n ecuaciones de primer
orden, llamadas ecuaciones de Hamilton

ṗpp = −∂H
∂qqq

,

q̇qq =
∂H

∂ppp
,

donde H(ppp,qqq, t) = ppp · q̇qq − L(qqq, q̇qq, t) es la transformada de Legendre de la Lagrangiana,
vista como una función de q̇qq.

Ambos sistemas de ecuaciones son equivalentes; el uso de uno u otro depende de la
conveniencia de uno al momento de resolver las ecuaciones de movimiento.

2.2. Sistemas singulares

2.2.1. Constricciones primarias

De manera general, las ecuaciones de Lagrange se pueden reescribir de la siguiente
forma 2:

Wij(q, q̇)q̈
j +Ki(q, q̇) = 0; (i, j = 1, 2, ..., n), (2.3)

donde Ki(q, q̇) =
∂L
∂qi

− ∂L
∂q̇i∂t

− ∂2L
∂q̇i∂qj

q̇j y Wij(q, q̇) =
∂L

∂q̇i∂q̇j
es un elemento de la matriz Hes-

siana. Visto de esta forma, las ecuaciones de Lagrange forman un sistema de ecuaciones
lineales para las aceleraciones de tal manera que, para que exista una solución única a
este sistema, se debe cumplir la condición que:

det(Wij) ̸= 0. (2.4)

A aquellos sistemas que cumplen la condición se les conoce como sistemas regulares. Es-
to significa que las aceleraciones tendrán una solución única y la transformada de Legen-
dre puede realizarse sin mayor problema; los momentos son expresados enuna relación
uno a uno con las velocidades generalizadas y puede hallarse la función hamiltoniana.
En otro caso, si

det(Wij) = 0, (2.5)

se dice que el sistema dinámico es un sistema singular.

A partir de la definición de momentos generalizados, si se cumple la condición (2.4),
los momentos pueden escibirse en términos de las coordenadas y velocidades generali-
zadas. En caso contrario se observa que no todas las velocidades pueden ser expresadas

2Para referirse a esta notaciòn, veáse [Rothe and Rothe, 2010], capitulo 2 y 3.
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como funciones independientes de coordenadas y momentos, por lo que la transformada
de Legendre no se puede realizar y las ecuaciones que definen los momentos se pueden
ver como relaciones entre los momentos y las coordenadas; dichas relaciones a su vez
definen una superficie en el espacio fase que se denota como Σ1. Las relaciones tienen la
forma:

ϕ1
µ(q

i, pi) ≈ 0 µ = 1, 2, ...,M, (2.6)

denominadas constricciones primarias y se derivan de la definición de momento canónico,
el sı́mbolo ≈ significa que las constricciones son nulas en la superficie de constricciones
primarias Σ1 y no en todo el espacio fase. El superı́ndice de ϕ se asocia a las primeras
constricciones que surgen de este algoritmo. Se verá mas adelante que es posible hallar
más constricciones (si el sistema de estudio lo permite) y cómo es que se derivan.

2.2.2. El Hamiltoniano canónico H0

Si las constricciones satisfacen las condiciones de regularidad, se define el hamiltoniano
canónico:

H0 = q̇ipi − L(qi, q̇i). (2.7)

En la ecuación (2.7), debido a la definición de momento generalizado, H0 se puede
ver como una función dependiente de las coordenadas y las velocidades generalizadas.
Considere la variación de H0 en relación a variaciones de las posiciones y las velocidades:

δH0 = q̇iδpi + δq̇ipi − δq̇i
∂L

∂q̇i
− δqi

∂L

∂qi

= q̇iδpi − δqi
∂L

∂qi
. (2.8)

Entonces el Hamiltoniano canónico se puede ver como función de qi y pi. Sin embargo
las variaciones de δqi y δpi en (2.8) no son arbitrarias; tienen que ser tangentes a la superfi-
cie de constricciones primarias Σ1; ası́ el Hamiltoniano canónico está bien definido sobre
Σ1. Se verá más adelante que H0 puede ser extendido fuera de la superficie de constric-
ciones Σ1 a través de una combinación lineal de constricciones

H0 −→ H0 + cµ(q, p)ϕ1
µ. (2.9)

Como H0 es una función dependiente de qi y pi,

δH0 =
∂H0

∂pi
δpi +

∂H0

∂qi
δqi. (2.10)

Entonces, a partir de (2.8) y de (2.10),
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(
∂H0

∂qi
+
∂L

∂qi

)
δqi +

(
∂H0

∂pi
− q̇i

)
δpi = 0 (2.11)

entonces los coeficientes de (2.11) se expresan de la siguiente forma:

q̇i =
∂H0

∂pi
+ uµ

∂ϕ1
µ

∂pi
,

−
(
∂L

∂qi

)
q̇

=

(
∂H0

∂qi

)
p

+ uµ
∂ϕ1

µ

∂qi
. (2.12)

Estas relaciones son importantes porque permiten establecer a las velocidades q̇i a par-
tir de los momentos pi (cuando se cumple ϕ1

µ = 0) y de los parámetros uµ. Estos paráme-
tros extra pueden verse como coordenadas en la superficie de imágenes inversas de una
pi dada.

Si las constricciones son independientes, los vectores ∂ϕ1
µ/∂pi son también indepen-

dientes sobre la superficie ϕ1
µ, consecuencia de las condiciones de regularidad3. Por lo

tanto, no hay dos conjuntos diferentes de u’s que puedan producir las mismas velocida-
des. Esto significa que las u’s pueden ser expresadas, en términos de las coordenadas y
las velocidades resolviendo las siguientes ecuaciones.

q̇i =
∂H0

∂pi
(q, p(q, q̇)) + uµ(q, q̇)

∂ϕ1
µ

∂pi
(q, p(q, q̇)). (2.13)

Definimos la transformada de Legendre partiendo del espacio (q, q̇) hacia la superficie
ϕ1
µ(q, p)

Σ1= 0 del espacio (q, p, u) mediante:

qi = qi,

pi =
∂L

∂q̇i
(q, q̇), (2.14)

uµ = uµ(q, q̇).

Note que esta transformación entre espacios de dimensión 2N es invertible.

qi = qi,

q̇i =
∂H0

∂pi
+ uµ

ϕ1
µ

∂pi
, (2.15)

ϕ1
µ(q, p) = 0.

3Existen diferentes maneras de representar una superficie dada por las relaciones (2.6). A grandes ras-
gos, las condiciones de regularidad se imponen a las constricciones, de tal manera que, al elegir una
representación de la constricción hallada, el rango de la matriz jacobiana sobre la superficie de cons-
tricciones debe permanecer constante en todos los puntos de su dominio. Para más detalles, consulte
[Henneaux and Teitelboim, 2020], capı́tulo 1, páginas 6 y 7.
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Aquı́, las ecuaciones (2.14) dan lugar a las ecuaciones (2.15) y viceversa. Debe men-
cionarse que el desarrollo anterior sólo es válido en regiones cercanas a Σ1. Se asumirá a
partir de ahora que un Hamiltoniano H0 puede ser definido globalmente como una fun-
ción de q’s y p’s.

2.2.3. Principio de acción del Hamiltoniano primario Hp

Las ecuaciones (2.12) pueden escribirse con la ayuda de las ecuaciones de Lagrange en
la forma hamiltoniana. A partir de Hamiltoniano canónico H0, se define el Hamiltoniano
primario como sigue:

Hp := H0 + uµϕ1
µ. (2.16)

Es decir, el hamiltoniano primario es el hamiltoniano canónico más la suma de las com-
binaciones lineales posibles de las constricciones primarias independientes.

2.2.4. Constricciones secundarias, terciarias, etc.

En el método hamiltoniano es necesario que las constricciones primarias se preserven
constantes en el tiempo y esto debe cumplirse para cualquier valor inicial que tomen las
variables dinámicas que se están usando; esta es llamada condición de consistencia sobre
las constricciones primarias. Se verifica que ϕ̇1

µ = dϕ1
µ/dt ≈ 0. Visto de otra manera

ϕ̇1
µ = {ϕ1

µ, H0}+ uν{ϕ1
µ, ϕ

1
ν} ≈ 0 (2.17)

donde {ϕ1
µ, H0}, {ϕ1

µ, ϕ
1
ν} son paréntesis de Poisson y µ, ν = 1, ...,M . Esto se hace con

todas las constricciones primarias halladas en el algoritmo, tanto dependientes como in-
dependientes.

Una vez que se han hallado todas las constricciones, la atención se centra sobre las
condiciones que deben cumplir los multiplicadores de Lagrange. En lo que sigue, a todas
las constricciones en el formalismo Hamiltoniano se les denotará de la forma ϕµ; en caso
de ser necesario en algún procedimiento, se hará la distinción entre constricciones pri-
marias y secundarias. Por consistencia todas las constricciones de cualquier generación
deben cumplir4:

{ϕµ, H0}+ uν{ϕµ, ϕ
1
ν} ≈ 0. (2.18)

Es posible considerar esta ecuación como un conjunto de J ecuaciones lineales no ho-
mogeneas, con M ≤ J , o definiendo P ′

µν = {ϕν , ϕ
1
µ} y h′ν = {ϕν , H0}, la ecuación anterior

nuevamente es vista como un sistema matricial donde es necesario hallar una solución
para el vector uuu. La solución más general a estas ecuaciones es:

uuu = UUU + VVV (2.19)

4Todas las constricciones halladas se evolucionan con el hamiltoniano primario.
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donde UUU es una solución particular al la ecuación homogénea (2.18) y VVV es la solución
más general de la ecuación.

P ′VVV = 000 (2.20)

La solución más general de VVV es una combinación lineal de los vectores nulos lineal-
mente independientes VαVαVα de la matrı́z P ′. Por lo tanto, el vector uuu se escribe como:

uuu = UUU +
∑
α=1

vαVαVαVα (2.21)

donde los coeficientes vα(q, p) son totalmente arbitrarios en el espacio fase. Con el desa-
rrollo anterior, se muestra a los multiplicadores de Lagrange separados en una parte que
esta determinada por las condiciones de consistencia UUU y otra parte que sigue siendo ar-
bitraria

∑
α=1 v

αVαVαVα.

Reescribiendo el hamiltoniano primario ahora con las expresiones para el vector uuu,
este se escribe como sigue:

Hp = H0 + uµϕ1
µ

= H0 + Uµϕ1
µ︸ ︷︷ ︸

H′

+vα V µ
α ϕ

1
µ︸ ︷︷ ︸

ϕ1
α

= H ′ + vαϕ1
α. (2.22)

2.2.5. Constricciones de primera y segunda clase.

Para el algoritmo, no hay diferencia alguna entre las constricciones primarias o secun-
darias; son indistintas. Sin embargo, el procedimiento exige clasificar las constricciones
de acuerdo a su comportamiento con las demás. Para ello se definen los siguientes con-
ceptos.

Definición 2.1. Sean F(q,p) y G(q,p) dos funciones en el espacio fase. Se dice que estas funciones
son débilmente iguales entre sı́ si F − G = cµ(q, p)ϕµ. Es decir, son iguales en la subvariedad
definida por las constricciones ϕµ ≈ 0. Se denota como F ≈ G. Por otro lado, si la igualdad no solo
se restringe a la subvariedad, si no que es válida en todo el espacio fase, entonces ambas funciones
son fuertemente iguales entre sı́ y se denota esto como F = G.

Definición 2.2. Sea F (q, p) una función definida en el espacio fase. F es una función de primera
clase si

{F, ϕµ} ≈ 0 (2.23)

es decir, el paréntesis de Poisson con todas las constricciones halladas es nulo sobre la subvariedad
definida por las constricciones. En otro caso, si existe alguna en la que el paréntesis sea débilmente
diferente de cero se dice que la función F es de segunda clase.

8



Considerando a las constricciones como funciones en el espacio fase, es posible hacer
una clasificación entre ellas. Una constricción será de primera clase si su paréntesis de
Poisson con ella misma y el resto de constricciones es débilmente cero; estas se denotan
como γa. En cambio, a aquellas cuyo paréntesis es no nulo al menos con una de las cos-
tricciones son llamadas constricciones de segunda clase y se denotan como χα. Algunas
veces esta separación no es inmediata, es necesario que se cumplan otras condiciones al
hacer esta separación.5

2.3. La Lagrangiana de Relatividad General

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden obtenerse a partir de la llamada acción
de Einstein-Hilbert dada por

SEH [g] = − 1

2κ

∫
d4x

(√
− det g(R + 2Λ) + Lm

)
, (2.24)

donde Λ es la constante cosmológica, gab es la métrica del espacio-tiempo, κ = 8π en
unidades naturales, Lm la densidad lagrangiana que describe la materia del sistema y
R = gabRab es el escalar de Ricci.

El principio variacional establece que las ecuaciones de movimiento pueden obtenerse
extremizando la acción, es decir:

δS = 0.

Aplicando esta condición a la ecuación (2.24), se obtiene

∫
d4x
√
− det gδgµν

[
1√

− det g

δ
√
− det g

δgµν
(R + 2Λ) +

δgαβ

δgµν
Rαβ + gαβ

δRαβ

δgµν
+ κT µν

]
= 0,

(2.25)
donde

T µν =
2√

− det g

δ(
√
− det gLm)

δgµν
, (2.26)

es el tensor de energı́a-momento en términos de la densidad lagrangiana.

Sabiendo que ∂(det g)/∂gµν = gµν det g, se puede obtener

δ
√
− det g

δgµν
= − 1

2
√
− det g

δ(det g)

δgµν
=

1

2
gµν
√

− det g. (2.27)

5En base a la matriz Pij es posible separar las constricciones que se han hallado y verificar si son inde-
pendientes o son una combinación lineal del resto de constricciones.
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Por otra parte, variando la identidad gαβgβγ = δαγ ,

δ(gαβgβγ) = δgαβgβγ + gαβδgβγ = 0, (2.28)

es posible hallar

δgαβ

δgµν
= −gαµgνβ. (2.29)

Sustituyendo las ecuaciones (2.27) y (2.29) en las ecuaciones (2.25) y (2.26), las expre-
siones para la variación de la acción y el tensor de energı́a momento son∫

d4x
√

− det gδgµν

[
1

2
gµν(R + 2Λ)−Rµν + gαβ

δRαβ

δgµν
+ κT µν

]
= 0, (2.30)

T µν = 2
δLm

δgµν
− gµνLm. (2.31)

Finalmente se calcula la variación del tensor de Ricci. Para ello, se usa

Rαβ = Rγ
αγβ

Rγ
αγβ = Γγ

αβ,γ − Γγ
δβΓ

δ
αγ − Γγ

αγ,β + Γγ
δγΓ

δ
αβ.

Entonces

δRαβ

δgµν
=

(
δΓγ

αβ

δgµν

)
,γ

−
δΓγ

δβ

δgµν
Γδ
αγ − Γγ

δβ

δΓδ
αγ

δgµν
−
(
δΓγ

αγ

δgµν

)
,β

+
δΓγ

δγ

δgµν
Γδ
αβ + Γγ

δγ

δΓδ
αβ

δgµν
(2.32)

Las derivadas “covariantes”de las variaciones δΓγ
αβ y δΓγ

αγ se pueden escribir como

δΓγ
αβ;γ = δΓγ

αβ,γ + Γγ
ηγδΓ

η
αβ − Γη

αγδΓ
γ
ηβ − Γη

γβδΓ
γ
αη,

δΓγ
αγ;β = δΓγ

αγ,β + Γγ
ηβδΓ

η
αγ − Γη

αβδΓ
γ
ηγ − Γη

γβδΓ
γ
αη. (2.33)

y la métrica conmuta con la derivada covariante

gαβδΓγ
αβ;γ = Dγ

(
gαβδΓγ

αβ

)
= Dγ

(
gαβ

δΓγ
αβ

δgµν
δgµν

)
. (2.34)

Si se aplica la última igualdad a las ecuaciones (2.33) y aplicando en la variación (2.32)

gαβ
δRαβ

δgµν
δgµν = Dγ

(
gαβδΓγ

αβ

)
−Dβ

(
gαβδΓγ

αγ

)
= Dγ

(
gαβδΓγ

αβ − gαγδΓβ
αβ

)
. (2.35)

Entonces el tercer término de (2.30) se anula
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∫
dx4
√

− det gδgµνg
αβ δRαβ

δgµν
= 0, (2.36)

pues se trata de una derivada total.
Por último, para que la variación de la acción (2.30) sea cero para cualquier δgµν , se

necesita que

Rµν − 1

2
gµν(R + 2Λ) = κT µν , (2.37)

que son las ecuaciones de campo de Einstein.

2.3.1. La formulación ADM de relatividad general

El formalismo ADM toma foliaciones del espacio-tiempo en hipersuperficies espacia-
les, luego usa proyecciones de la métrica en estas coordenadas para reescribir la acción
gravitacional de manera que de lugar a un Hamiltoniano. Este enfoque Hamiltoniano es
importante para manejar aspectos de gravedad cuántica. Sin embargo, la forma ADM de
la métrica y las ecuaciones de campo tienen mucha más aplicabilidad.

La metrica ADM es

ds2 = −N2dt2 + γij(N
idt+ dxi)(N jdt+ dxj), (2.38)

donde N es la función de lapso y N i es el vector de desplazamiento. La acción (2.24),
sin los términos de materia ni constante cosmológica, puede ser escrita como (se elige
2κ = 1 por conveniencia en esta sección)

S =

∫
dt

∫
d3x

√
γN

(
(3)R +KijK

ij −K2
)
, (2.39)

donde la curvatura extrı́nseca es

Kij =
1

2N

(
γikDjN

k + γjkDiN
k − γ̇ij

)
, (2.40)

Di siendo la derivada covariante definida por γij . La traza es K = γijKij .

La acción es considerada una función de la variable Lagrangiana q = (γij, N,N
i) y q̇,

y la densidad Lagrangiana es

L[q, q̇] = √
γN

(
(3)R +KijK

ij −K2
)
. (2.41)

No hay dependencia dinámica de N , N i, por lo tanto, están asociadas con constric-
ciones. La variable dinámica γij define un momento conjugado por medio de la derivada
variacional
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πij :=
δL
δγij

=
√
γ(Kγij −Kij). (2.42)

Ası́, la densidad Hamiltoniana es

H = πij γ̇ij − L, (2.43)

y el Hamiltoniano

H = −
∫
d3x

√
γ(NC0 − 2N iCi), (2.44)

donde las constricciones son C0 =(3) R − KijK
ij y Ci = −DiK + DjK

j
i . C0 = 0 es la

”constricción de energı́a”, y Ci = 0 es la ”constricción de momento”.

2.3.2. La Lagrangiana reducida

Para una métrica homogénea e isotrópica

ds2 = −N2dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

)
, (2.45)

se puede calcular el escalar de Ricci

R = 6

(
ä

N2a
+

ȧ

N2a2
− ȧṄ

aN3
+
k

a2

)
. (2.46)

Con det g = −r4 sin2(θ)N2a6/(1− kr2), se obtiene la acción gravitacional reducida6

S[a,N ] =
3V0
8πG

∫
dtNa3

(
ä

N2a
+

ȧ

N2a2
− ȧṄ

aN3
+
k

a2

)

= − 3V0
8πG

∫
dt

(
aȧ

N
− kaN

)
. (2.47)

Con ello, se identifica a la Lagrangiana gravitacional reducida7

Lgrav = − 3

8πG

(
aȧ

N
− kaN

)
. (2.48)

Notar que esta Lagrangiana no depende de la derivada temporal de la función de
lapso.

6La constante arbitraria V0 :=
∫
drdθdφr2 sin θ/

√
1− kr2 surge a partir de elegir una región de integra-

ción compacta.
7A partir de aquı́, se considera que V0 = 1. Al final de los cálculos, se puede extender a todo el espacio
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En este caso, no se están usando la forma completa de las ecuaciones de movimiento,
de las que son obtenidas a partir de variar la acción. Con la métrica general, no hay ga-
rantia de que esto sea permitido; la acción reducida en algunos casos, puede no producir
las ecuaciones de movimiento que se obtendrı́an al reducir las ecuaciones completas, Sin
embargo, uno puede seguir haciéndolo de esta manera porque es más sencillo hacerlo
y describe correctamente la cosmologı́a a grandes escalas. Lo anterior sucede también al
cuantizar.

2.3.3. Análisis canónico

En la acción reducida, las funciones del tiempo son a(t) y N(t), lo que da lugar a
las variables canónicas (a, pa;N, pN). Los momentos asociados se obtienen por definición
como

pa =
∂Lgrav

∂ȧ
= − 3

4πG

aȧ

N
, (2.49)

pN =
∂Lgrav

∂Ṅ
= 0. (2.50)

Puesto que Lgrav no depende de Ṅ , el momento pN se hace cero idénticamente y no es
un grado de libertad. Esto representa una constricción primaria en el sistema y su dinámica.
Las constricciones de esta forma están asociadas a la libertad de norma de la acción; pN
corresponde a a la libertad de redefinir el tiempo.

Continuando con el análisis, el Hamiltoniano gravitacional es

H = ȧpa + ṄpN − Lgrav

= −2πG

3

Np2a
a

− 3

8πG
kaN. (2.51)

O, de manera general, añadiendo la contribución del Hamiltoniano de materia Hm y
las constricciones primarias halladas, se tiene el Hamiltoniano total

Htotal = Hgrav +Hm + λpN (2.52)

con λ(t) una función arbitraria del tiempo. Sus ecuaciones de movimiento son

Ṅ =
∂Htotal

∂pN
= λ (2.53)

˙pN = −∂Htotal

∂N
=

2πG

3

p2a
a

+
3

8πG
ka− ∂Hm

∂N
(2.54)

ȧ =
∂Htotal

∂pa
= −4πG

3

Npa
a

(2.55)

ṗa = −∂Htotal

∂a
= −2πG

3

Np2a
a2

+
3

8πG
Nk − ∂Hm

∂a
. (2.56)
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La primera ecuación (2.53) dice que N(t) es completamente arbitrario como función
del tiempo, debido a que λ(t) permanece libre al momento que se agrega la constricción
primaria al Hamiltoniano. La segunda ecuación (2.54) implica la existencia de una cons-
tricción secundaria pues pN = 0 debido a la condición de consistencia. De tal manera que
ṗN = 0, ó

2πG

3

p2a
a

+
3

8πG
ka− ∂Hm

∂N
= 0. (2.57)

La tercera ecuación (2.55) reproduce la definición (2.49) del momento pa, cuya ecuación
de movimiento (2.56) da una ecuación de segundo orden para a.

2.3.4. El campo escalar

Este conjunto de ecuaciones para las variables gravitacionales están acompañadas por
ecuaciones para los grados de libertad de la materia, los cuales de estar presentes pueden
ser deducidos de un Hamiltoniano de materia. Bajo el principio cosmológico, la única
fuente de materia es un campo escalar φ, el cual tiene una acción

Sescalar[φ] = −
∫
d4x
√

− det g

(
1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

)
. (2.58)

Para una métrica isotrópica y φ espacialmente homogeneo, esto se reduce a la Lagran-
giana

Lescalar =
a3

2N
φ̇2 −Na3V (φ), (2.59)

la cual tiene como momento

pφ =
∂Lescalar

∂φ̇
=
a3φ

N
(2.60)

y su Hamiltoniana es

Hescalar =
Np2φ
2a3

+Na3V (φ). (2.61)

Las ecuaciones de Hamilton son

φ̇ =
∂Hescalar

∂pφ
=
Npφ
a3

, (2.62)

que es el mismo resultado de (2.60) y

ṗφ = −∂Hescalar

∂φ
= −Na3V ′(φ). (2.63)

A partir de la ecuación (2.55), uno puede despejar pa y usarla en (2.56) y (2.60). De este
modo se obtienen la ecuación de Friedmann
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(
ȧ

aN

)2

+
k

a2
=

8πG

3a3
∂Hm

∂N
, (2.64)

y la ecuación de Raychaudhuri

(ȧ/N)

aN
= −4πG

3

(
1

a3
∂Hm

∂N
− 1

Na2
∂Hm

∂a

)
. (2.65)

2.4. Ecuaciones diferenciales parciales

Una ecuación diferencial parcial (PDE por sus siglas en inglés) describe la relación que
hay entre las derivadas parciales de una función desconocida. Estas aparecen en varias
áreas de la fı́sica e ingenierı́a, ası́ como en otras áreas de la ciencia como la biologı́a, la
quı́mica o en economı́a. La forma general de una ecuación diferencial parcial es

F (x1, x2, ..., xn, u, ux1 , ux2 , ..., uxn) = 0, (2.66)

donde x1, x2, ..., xn son las variables independientes, u es la función desconocida y
uxi

denota la derivada parcial ∂u/∂xi. La ecuación es generalmente acompañada de esas
variables, de condiciones iniciales (como ocurre en la teorı́a de ecuaciones diferenciales
ordinarias) o condiciones de frontera.

El análisis de ecuaciones diferenciales parciales tiene muchos facetas. El enfoque clási-
co que dominó durante el siglo XIX, permitió el desarrollo de soluciones analı́ticas que
impulsaron el desarrollo significativo de alguna rama de la fı́sica, pero no fue sino hasta
la primera mitad del siglo pasado que se vió uno acelerado progreso con la introducción
de los métodos numéricos, que permiten el uso de computadoras para resolver ecuacio-
nes diferenciales parciales de casi cualquier tipo (al menos en teorı́a; en la práctica aún
existen obstáculos a superar). En este sección se introduce a la solución numérica de PDE
y su utilidad para nuestros objetivos.

2.4.1. El metodo de diferencias finitas

Para introducir el principio de aproximación de diferencias finitas, considere una fun-
ción suave en dos variables u(x, t) definida sobre un rectánguloD = [0, a]×[0, b]. Se define
una partición sobre D, la cual geométricamente formará una rejilla sobre esta región:

(xj, tn) = (j∆x, n∆t) 0 ≤ j ≤ J, 0 ≤ n ≤ N, (2.67)

donde ∆x = a/J y ∆t = b/N . Puesto que es necesario conocer los valores que toma u
en todos estos puntos, es conveniente escribir

Un
j = u(xj, tn).

Usando una expansión de Taylor alrededor del punto (xj, tn) para calcular u(xj+1, tn)
(vea la figura 2.1), se obtiene
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u(xj+1, tn) = u(xj, tn) + ux(xj, tn)∆x+
1

2
uxx(xj, tn)(∆x)

2 +
1

3!
uxxx(xj, tn)(∆x)

3 +O(∆x4).

(2.68)
Considerando los tres primeros términos de la serie, se obtiene la fórmula de diferencia

sucesiva

ux(xj, tn) =
Un
j+1 − Un

j

∆x
+O(∆x) ≈

Un
j+1 − Un

j

∆x
. (2.69)

jj − 1 j + 1

Figura 2.1. Ejemplo de una ((rejilla)) unidimensional

De manera similar, es posible deducir la siguiente fórmula

ux(xj, tn) =
Un
j − Un

j−1

∆x
+O(∆x) ≈

Un
j − Un

j−1

∆x
. (2.70)

El error inducido por la aproximación (2.69) se le llama error de truncamiento. Para
minimizar esta cantidad y obtener una mejor aproximación de la derivada, es necesario
que ∆x sea muy pequeño lo que significa que J debe ser muy grande. Al hacer esto, se
requiere de una cantidad grande de memoria ası́ como de tiempo para obtener resultados.
Por lo tanto, se busca una mejor aproximación para ux. Para esto se usa nuevamente una
expansión de Taylor para u(xj−1, tn) y restando las dos expansiones de Taylor el resultado
es

ux(xj, tn) =
Un
j+1 − Un

j−1

2∆x
+O((∆x)2) ≈

Un
j+1 − Un

j−1

2∆x
(2.71)

A la aproximación anterior se le llama diferencia central finita o simplemente diferencia
central. Similarmente, se puede hallar la diferencia central para ut:

ut(xj, tn) ≈
Un+1
j − Un−1

j

2∆t
. (2.72)

Usando un método similar, se pueden derivar las diferencias centrales de segundo
orden para las segundas derivadas de u

uxx =
Un
j−1 − 2Un

j + Un
j+1

(∆x)2
+O((∆x)2) ≈

Un
j−1 − 2Un

j + Un
j+1

(∆x)2
(2.73)

y
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utt =
Un−1
j − 2Un

j + Un+1
j

(∆t)2
+O((∆t)2) ≈

Un−1
j − 2Un

j + Un+1
j

(∆t)2
(2.74)

Esquema explı́cito para la ecuación de onda

Considere la ecuación de onda

utt − c2uxx = 0 0 < x < 1, t > 0, (2.75)

con las siguientes condiciones de frontera

u(0, t) = u(π, t) = 0 t > 0, u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) 0 ≤ x ≤ 1. (2.76)

Se construye para la ecuación (2.75) un esquema de diferencias finitas de segundo
orden. Para esto, se toma dos enteros J,N > 2 y un número positivo ∆t; sea ∆x := 1/J .
Se define una partición {xj = j∆x} en el intervalo [0, 1] y otra partición {tn = n∆t} sobre
el intervalo [0, T ] con ∆t := T/N . Además definimos la notación Un

j = u(xj, tn) y de esta
manera

Un+1
j − 2Un

j + Un−1
j

(∆t)2
= c2

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

(∆x)2
1 ≤ j ≤ J, 0 ≤ n ≤ N, (2.77)

y por consiguiente

Un+1
j = 2(1− s2)Un

j + s2(Un
j−1 + Un

j+1)− Un−1
j , (2.78)

donde

s =
c∆t

∆x
.

Observe que la ec. (2.78) relaciona los valores aproximados de la solución en los puntos
(xj, tn+1), (xj, tn), (xj−1, tn), (xj+1, tn) y (xj, tn−1). Estos cinco puntos forman un átomo
computacional para el esquema de diferencias (Figura 2.2).
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x

t

xj−1 xj xj+1

tn−1

tn

tn+1

0
0

Figura 2.2. Átomo computacional para la ecuación de onda. Los valores en el nivel (n+1) depen-
den de los dos anteriores, n y n− 1

La ecuación de diferencias (2.78) muestra la solución aproximada en el nodo (xj, tn+1)
en términos de las aproximaciones de los otros cuatro nodos. Ahora, para conocer los
valores en cada nodo, se requieren de las dos primeros renglones temporales (t0 = 0) y
(t1 = ∆t). El renglón t = 0 está dado por la condición inicial u(x, 0) = f(x), entonces se
tiene

U0
j = f(xj), j = 0, 1, 2, ..., J.

Para t = t1 se parte de la condición de velocidad inicial ut(x, 0) = g(x), la cual se halla
a partir de una ecuación de diferencias

U1
j − U0

j

∆t
= g(xj), j =, 1, 2, ..., J − 1.

Los valores de U1
j son los del segundo renglón

U1
j = U0

j +∆tg(xj).

Ahora ya se tiene lo necesario para iniciar el calculo de todos los nodos de la rejilla. Por
otro lado, la presencia de errores de aproximación presentes en (2.78) debido a reemplazar
derivadas por diferencias hace que este esquema no sea siempre una buena referencia.
Resulta que si ∆t es muy grande, se obtendrán resultados inexactos. Esto se resuelve a
través de pedir la condición de estabilidad; que s ≤ 1, ó

c ≤ ∆x

∆t.
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Capı́tulo 3

Solución analı́tica de la ecuación de
Wheeler-DeWitt

3.1. Introducción

Obtener una solución analı́tica de la ecuación de Wheeler-DeWitt puede resultar com-
plicado, si no es que imposible; esto debido a que no es posible resolver la ecuación por
el método de separación de variables. Algunos autores hacen este análisis por el méto-
do WKB, sin embargo, en este caso, se analiza la ecuación considerando un potencial
V (φ) = V0 = const. Bajo esta suposición, es posible proponer una solución Ψ(a, φ) a la
ecuación de onda y de esta manera obtener una solución analı́tica. En este capı́tulo se ha-
ce este análisis y se obtiene una parametrización del factor de escala a en función de un
tiempo cósmico t.

3.2. Solución analı́tica

Considérese la ecuación de Wheeler-DeWitt[
κ2c2ℏ2

12

(
a2∂2a − a∂a + 2α

)
− c2

2
∂2φ − 3k

κ2
a4 + a6V (φ)

]
Ψ(a, φ) = 0. (3.1)

Donde α es un parámetro real que expresa un ordenamiento de los operadores para
que el hamiltoniano sea hermı́tico. Bajo la suposición de que V (φ) = const = V0, se pro-
pone una solución por variables separables de la forma Ψ(a, φ) = Γ(a)Ξ(φ). Sustituyendo
en la ec.(3.1),

κ2c2ℏ2a2

12

d2Γ

da2
Ξ− κ2c2ℏ2

12
a
dΓ

da
Ξ +

κ2c2ℏ2α
6

Ψ− c2

2

d2Ξ

dφ2
Γ− 3ka4

κ2
Ψ+ a6V0Ψ = 0, (3.2)

dividiendo entre Γ(a)Ξ(φ),
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κ2c2ℏ2a2

12

Γ′′(a)

Γ(a)
− κ2c2ℏ2

12
a
Γ′(a)

Γ(a)
+
κ2c2ℏ2α

6
− c2

2

Ξ′′(φ)

Ξ(φ)
− 3ka4

κ2
+ a6V0 = 0. (3.3)

Luego,

κ2c2ℏ2a2

12

Γ′′(a)

Γ(a)
− κ2c2ℏ2

12
a
Γ′(a)

Γ(a)
+
κ2c2ℏ2α

6
− 3ka4

κ2
+ a6V0 =

c2

2

Ξ′′(φ)

Ξ(φ)
= β. (3.4)

A partir de aqui, se obtienen dos ecuaciones diferenciales que pueden resolverse de
manera separada. Para la variable φ, se tiene

Ξ′′(φ)− 2β

c2
Ξ(φ) = 0, (3.5)

y considerando que k = 0,

a2Γ′′(a)− aΓ′(a) + Γ

(
2α +

12V0a
6

κ2c2ℏ2
− 12β

κ2c2ℏ2

)
= 0. (3.6)

Para la ecuación (3.5), se considera que c = 1, su solución es

C1 exp (
√

2βφ) + C2 exp (−
√
2βφ), (3.7)

mientras que para la ecuación (3.6), su solución general está dada por1

C3aJ
√

1−2α+
12β

κ2

3


2

√
3a3
√

V0

κ2

3

+ C4aY
√

1−2α+
12β

κ2

3


2

√
3a3
√

V0

κ2

3

 . (3.8)

Para el caso particular en el que V0 = 0, la solución es

a
1−

√
1−2α+ 12β

κ2

(
C3 + a

2
√

1−2α+ 12β

κ2 C4

)
= a

(
C3a

−
√

1−2α+ 12β

κ2 + C4a

√
1−2α+ 12β

κ2

)
. (3.9)

Supóngase que
√
2β = iω. Haciendo este cambio, las soluciones (3.7) y (3.9) son ahora

C1 exp (iωφ) + C2 exp (−iωφ), (3.10)

a

(
C3a

−
√

1−2α− 6ω2

κ2 + C4a

√
1−2α− 6ω2

κ2

)
. (3.11)

Si α = 1/2, las ecuaciones (3.7), (3.9) y (3.10) son

1Para este caso, solo se analiza cuando V0 = 0. El caso general con V0 ̸= 0 queda pendiente como trabajo
a desarrollar.
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C3J( iω
κ

√
2
3

)
(
2
√
3a3
√
V0
κ2

)
+ C4Y( iω

κ

√
2
3

)
(
2
√
3a3
√
V0
κ2

)
, (3.12a)

C1 exp (iωφ) + C2 exp (−iωφ), (3.12b)

a
(
C3a

−i
√
6ω
κ + C4a

i
√
6ω
κ

)
. (3.12c)

Se considera el cambio de variable N = ln a, de esta manera

∫
|ψω(a, φ)|2dadφ =

∫
|ψω(e

N , φ)|2 da
dN

dNdφ

=

∫ ∣∣∣∣∣ψω(e
N , φ)

√
da

dN

∣∣∣∣∣
2

dNdφ

=

∫
|ψ̃ω(N,φ)|2dNdφ, (3.13)

entonces, poniendo κ = 1, la ecuación de onda queda como

ψ̃ω(N,φ) = ψω(e
N , φ)

√
da

dN
= (C1 exp (iωφ) + C2 exp (−iωφ))(

C3e
( 3
2
−i

√
6ωN) + C4e

( 3
2
+i

√
6ωN)

)
,

Si ω = ω1 + iω2, entonces

ψ̃ω(N,φ) = (C1 exp ((−ω2 + iω1)φ) + C2 exp ((ω2 − iω1)φ))(
C3e

( 3
2
+
√
6(ω2−iω1)N) + C4e

( 3
2
+
√
6(−ω2+iω1)N)

)
,

Esta función de onda debe de estar acotada cuando N −→ ±∞, por lo que la parte
real de ambas exponenciales debe ser cero

Si C3 = 0, entonces ω2 =
√
6
4

; La función queda como

ψ̃ω(N,φ) =
(
C1e

(iω1+
√

6
4
)φ + C2e

−(iω1+
√
6

4
)φ
)(

C4e
(−i

√
6ω1N)

)
(3.14)

Si C2 = 0 y C1 = C4 = 1, la función resultante no es normalizable, por lo que se propo-
ne una función que actúe como paquete de onda. En este caso, es una función gaussiana
que depende de ω1. Para (3.14), el procedimiento es el siguiente2:

2Todos los cálculos siguientes fueron hechos con ayuda de Mathematica. Para más detalles, consulte el
apéndice A
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ψ̃(N,φ) =

∫ ∞

−∞
e(iω1+

√
6

4
)φe−i

√
6ω1Ne−

ω2
1

2d dω1

=
√
2πde−3dN2+

√
6dNφ− 1

4
φ(

√
6+2dφ), (3.15)

donde d es la mitad del ancho de la función gaussiana.

La densidad de probabilidad de encontrar al universo en un determinado estado es
dado por la siguiente relación, donde diréctamente se concibe a φ = t (clásicamente,
existe una relación lineal entre el campo escalar y el tiempo)

|ψ̃(N,φ)|2 −→ |ψ̃(N,φ)|2∫∞
−∞ |ψ̃(N ′, φ)|2dN ′

∣∣∣∣∣
φ=t

= |Ψ(N, t)|2, (3.16)

entonces

Ψ(N, t) =
ψ̃(N,φ)√∫∞

−∞ |ψ̃(N ′, φ)|2dN ′

∣∣∣∣∣∣
φ=t

=

√
2πde

1
4
(−12dN2+

√
6(1+4dN)t−2dt2)√√

2d
3
e
√

3
2
tπ3/2

= e
1
4
(
√
6t−2d(6N2−2

√
6Nt+t2))

√√
de
√

3
2
t

(
6

π

)1/4

. (3.17)

Al calcular el valor medio de la variable N , se obtiene lo siguiente

⟨N(t)⟩ =

∫ ∞

−∞
N |Ψ(N, t)|2dN

=

∫ ∞

−∞
N

[
e

1
4
(
√
6t−2d(6N2−2

√
6Nt+t2))

√√
de
√

3
2
t

(
6

π

)1/4
]2
dN

=
t√
6
. (3.18)

Dado que N = ln a, entonces a = exp t√
6
, de manera que clasicamente para un poten-

cial V0 = 0, se obtiene la solución para un universo de DeSitter (Fig. 3.1).
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t

a(t)

Figura 3.1. Gráfica del factor de escala a(t) para un universo de DeSitter.

Para (3.14), Si C1 = 0 y C2 = C4 = 1, la función resultante tampoco es normalizable;
de igual manera, se usa una función gaussiana como paquete de onda para hallar una
función que sı́ lo sea. El procedimiento es el siguiente:

ψ̃(N,φ) =

∫ ∞

−∞
e−(iω1+

√
6

4
)φe−i

√
6ω1Ne−

ω2
1

2d dω1

=
√
2πde−3dN2−

√
6dNφ− 1

4
φ(

√
6+2dφ), (3.19)

La densidad de probabilidad de encontrar al universo en un determinado estado es
dado por la siguiente relación, donde de nuevo se concibe a φ = t

|ψ̃(N,φ)|2 −→ |ψ̃(N,φ)|2∫∞
−∞ |ψ̃(N ′, φ)|2dN ′

∣∣∣∣∣
φ=t

= |Ψ(N, t)|2, (3.20)

entonces

Ψ(N, t) =
ψ̃(N,φ)√∫∞

−∞ |ψ̃(N ′, φ)|2dN ′

∣∣∣∣∣∣
φ=t

=

√
2πde−3dN2−

√
6dNφ− 1

4
φ(

√
6+2dφ)√∫∞

−∞

(√
2πde−3dN ′2−

√
6dN ′φ− 1

4
φ(

√
6+2dφ)

)2
dN ′

∣∣∣∣∣∣∣∣
φ=t

=

√
2πde−3dN2−

√
6dNt− 1

4
t(
√
6+2td)√√

2d
3
e−

√
3
2
tπ3/2

= e
1
4
(
√
6t−2d(6N2+2

√
6Nt+t2))

√√
de−

√
3
2
t

(
6

π

)1/4

. (3.21)
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Al calcular el valor medio de la variable N , se obtiene lo siguiente

⟨N(t)⟩ =

∫ ∞

−∞
N |Ψ(N, t)|2dN

=

∫ ∞

−∞
N

[
e

1
4
(
√
6t−2d(6N2+2

√
6Nt+t2))

√√
de−

√
3
2
t

(
6

π

)1/4
]2
dN

= − t√
6
. (3.22)

Dado que N = ln a, entonces a = exp −t√
6
, de manera que clasicamente para un poten-

cial V0 = 0, Se obtiene la siguiente solución (Fig. 3.2).

t

a(t)

Figura 3.2. Gráfica del factor de escala a(t) cuando C1 = 0
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Capı́tulo 4

Análisis numérico de la ecuación de
Wheeler-DeWitt

En este capı́tulo se resuelve numéricamente la ecuación de Wheeler-DeWitt. A dife-
rencia del capı́tulo anterior, esta vez se hace con un potencial más general. Se muestran
algunos diagramas obtenidos y como podrı́a ser la evolución del universo, cambiando
las condiciones iniciales de la ecuación diferencial. El análisis que se hace es a través del
método de diferencias finitas visto en el capı́tulo 2. El software usado para este propósito
es MatLab.

4.1. Discretización de la ecuación de WDW

La constricción Hamiltoniana de la relatividad general es H = 0 ó

H =
κp2a
12a

+
3ka

κ
−

p2φ
2a3

− a3V (φ) = 0 (4.1)

Reordenando y promoviendo H a un operador, se obtiene el operador de constricción
Hamiltoniana

Ĥ =
κ

36

(
1

a

∂2

∂a2
+

∂

∂a

1

a

∂

∂a
+

∂2

∂a2
1

a

)
− 3ka

κ
− 1

2a3
∂2

∂φ2
+ a3V (φ). (4.2)

Al actuar el operador Hamiltoniano sobre la función de onda del universo ψ(a, φ), se
tiene que Ĥψ = 0 o de manera más explı́cita cambiando la notación para las derivadas
parciales

κ

12a
ψaa −

κ

12a2
ψa +

κ

18a3
ψ − 3ka

κ
ψ − 1

2a3
ψφφ + a3V ψ = 0, (4.3)

Multiplicando por 12a/κ y reordenando se llega a la ecuación de Wheeler-DeWitt

ψaa −
6

κa2
ψφφ − 1

a
ψa +

2

3a2
ψ − 36ka2

κ2
ψ +

12a4

κ
V (φ)ψ = 0. (4.4)
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Para este caso, se considera un potencial de la forma

V (φ) =
1

2
m2φ2 − 1

24
λφ4, (4.5)

donde m y λ corresponden a la masa y coeficiente de interacción. De tal forma que la
forma final de la ecuación es

ψaa −
6

κa2
ψφφ − 1

a
ψa +

2

3a2
ψ − 36ka2

κ2
ψ +

12a4

κ

(
1

2
m2φ2 − 1

24
λφ4

)
ψ = 0, (4.6)

ó

ψφφ − κa2

6
ψaa +

κa

6
ψa −

κ

9
ψ +

6ka4

κ
ψ − 2a6

(
1

2
m2φ2 − 1

24
λφ4

)
ψ = 0. (4.7)

Se usará la forma 4.7 para hallar los criterios de convergencia.
Para usar el método de diferencias finitas en la ecuación de WDW, es necesario esta-

blecer un dominio acotado y condiciones de frontera a este problema. Estas son

0 ≤ a ≤ af 0 ≤ φ ≤ φf af , φf > 0,

ψ(0, φ) = ψ(a1, φ) = 0 0 ≤ φ ≤ φf ,

ψ(a, 0) = f(a) , ψφ = g(a) 0 ≤ a ≤ af . (4.8)

Se genera la rejilla con los nodos aj = j∆a y φn = n∆φ, j = 0, 1, 2, .., J , n = 0, 1, 2, ..., N
donde J y N es el número de intervalos en los que se ha dividido el 0 ≤ a ≤ af y
0 ≤ φ ≤ φf respectivamente y ∆a = af/J , ∆φ = φf/N .

Para la ecuación (4.7), el término v2 = κa2

6
corresponde a la rapidez de onda al cua-

drado, por lo que al aplicar el método de diferencias finitas, este se convierte en v2j =
κa2j
6

.
Definiendo sj =

vj∆φ

∆a
y considerando las aproximaciones para las derivadas parciales

presentes en la ecuación de WDW, se llega a la siguiente expresión

Ψn+1
j = {2(1− s2j) +

∆as2j
aj

+
2(∆a)2s2j

3a2j
−

36k(∆a)2s2ja
2
j

κ2

+
12(∆a)2s2ja

4
j

κ

(
1

2
m2φ2

n −
1

24
λφ4

n

)}
Ψn

j + s2j

[
Ψn

j−1 +Ψn
j+1

(
1− ∆a

aj

)]
(4.9)

− Ψn−1
j

}
.

Este esquema es el mismo usado para la ecuación de onda. Para hallar el criterio de
convergencia, se pide que s ≤ 1. Se propone que sj ≤ 1 ó para este caso en particular

φf − φi = φf ≤
√

6

k

n

j
. (4.10)
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4.2. Resultados: Diagramas de la función de onda

4.2.1. Primer caso

Las condiciones de frontera usadas para este caso fueron 0 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2, J = 20
y N = 40. Las funciones usadas como condición fueron

f(a) = 0, (4.11)
g(a) = a(1− a). (4.12)

De manera general, se incluyen aquı́ los las lineas de código usadas para obtener los
diagramas que se muestran a continuación. Para este caso, se fija el parámetro de curva-
tura k = 0. En lo que sigue, se muestra la variación de los parámetros m y l,

function WheelerDeWitt_I
am=1; J=20; da=am/J; tm=2; N=40; dt=tm/N; K=1; k=0; m=0; l=0;
U=zeros(J+1,N+1);
V=zeros(J+1,N+1);
g=@(a) a.*(1-a);
for j=1:J+1; U(j,1)=0; end
for j=1:J+1; U(j,2)=U(j,1)+dt*g((j-1)*da); end
for n=2:N
for j=2:J
U(j,n+1)=(2+(K*dtˆ2)/9+(K*dtˆ2*j)/6-(K*dtˆ2*jˆ2)/3- ...
(6*k*dtˆ2*(da*j)ˆ4)/K+2*dtˆ2*(da*j)ˆ6*((m*dt*n)ˆ2/2-...
(l*(dt*n)ˆ4)/24) )*U(j,n)+(K*(dt*j)ˆ2/6 )*U(j-1,n)+...
((K*dtˆ2*j)/6*(j-1))*U(j+1,n)-U(j,n-1);
end
end
for n=1:N+1 % Aqui empiezan los cambios
for j=1:J+1
V(j,n)=(U(j,n))ˆ2;
end
end % Aqui terminan los cambios
[X,T]=meshgrid(0:da:am,0:dt:tm);
figure(1)
mesh(T’,X’,V,’EdgeColor’,’blue’)
ylabel(’Scale factor’,’FontSize’,14),
xlabel(’Scalar field’,’FontSize’,14)
title(’Diagrama con f(a)=0, g(a)=a(1-a)’)
figure(2)
pcolor(T’,X’,V), shading interp;
%Cambia U por V y tienes resultados anteriores
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ylabel(’Scale factor a’,’FontSize’,14),
xlabel(’scalar field’,’FontSize’,14)
title(’k=0, m=4, l=16 ’)

Figura 4.1. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(1 − a),
k = 0,m = 0, l = 0
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Figura 4.2. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(1 − a),
k = 0,m = 0, l = 0. Vista superior

4.2.2. Segundo caso

Las condiciones de frontera usadas para este caso fueron 0 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 9, J = 100
y N = 300. Las funciones fueron

f(a) = a(1− a), (4.13)

g(a) =
1

σ
√
2π
e

−(a−µ)2

2σ2 , . (4.14)

Algunos de los diagramas obtenidos son los siguientes; estos representan la distribu-
ción de la función de onda al cuadrado en el dominio [0, af ] × [0, φf ]. Se han cambiado
los valores de los parámetros m, λ, J , N , σ y µ. Los dos últimos son parámetros de la
distribución normal (4.14)

function WheelerDeWitt_II
mu=0.2; s=0.1; %Parametros de la funcion gaussiana
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Figura 4.3. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(1 − a),
k = 0,m = 3, l = 9

am=1; J=100; da=am/J;
tm=9; N=600; dt=tm/N;
%Parametros iniciales de la ecuacion de WheelerDeWitt
K=1; k=1; m=0; l=0; %parametros del potencial V
U=zeros(J+1,N+1);
V=zeros(J+1,N+1);
f=@(a) (1/s*sqrt(2*pi))*exp(-(a-mu)ˆ2/(2*sˆ2));
% Definida de acuerdo a M. Spiegel, estadistica
g=@(a) a.*(1-a);
for j=1:J+1; U(j,1)=g((j-1)*da ); end
for n=1:N+1; U(1,n)=0; end %Sobre a=0, la funcion de onda es cero
for j=1:J+1; U(j,2)=U(j,1)+dt*f((j-1)*da); end
for n=2:N
for j=2:J
U(j,n+1)=(2+(K*dtˆ2)/9+(K*dtˆ2*j)/6-(K*dtˆ2*jˆ2)/3- ...
(6*k*dtˆ2*(da*j)ˆ4)/K+2*dtˆ2*(da*j)ˆ6*(-(m*dt*n)ˆ2/2+ ...

30



Figura 4.4. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(1 − a),
k = 0,m = 3, l = 9. Vista superior

(l*(dt*n)ˆ4)/24) )*U(j,n)+ ...
(K*(dt*j)ˆ2/6 )*U(j-1,n)+((K*dtˆ2*j)/6*(j-1))*U(j+1,n)-U(j,n-1);
end
end
for n=1:N+1
for j=1:J+1
V(j,n)=(U(j,n))ˆ2;
end
end % Aqui terminan los cambios
%subplot(1,2,1)
[X,T]=meshgrid(0:da:am,0:dt:tm);
figure(1)
%mesh(X’,T’,V,’EdgeColor’,’blue’)
%Cambia U por V y tienes resultados anteriores
plot3(T’,X’,V);
ylabel(’Factor de escala ’,’FontSize’,14),
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Figura 4.5. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(1 − a),
k = 0,m = 4, l = 16.

xlabel(’Campo escalar’,’FontSize’,14)
title(’\psiˆ2 y f función normal’)
%subplot(1,2,2)
figure(2)
pcolor(T’,X’,V), shading interp;
%Cambia U por V y tienes resultados anteriores
ylabel(’Scale factor a’,’FontSize’,14),
xlabel(’scalar field’,’FontSize’,14)
title(’m=2, l=5, \sigma =0.1, \mu = 0.1’)
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Figura 4.6. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(1 − a),
k = 0,m = 4, l = 16. Vista superior

4.2.3. Tercer caso

Las condiciones de frontera usadas para este caso fueron 0 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 9, J = 100
y N = 300. Las funciones fueron

f(a) =
1

σ
√
2π
e

−(a−µ)2

2σ2 , (4.15)

g(a) = f(a). (4.16)

Algunos de los diagramas obtenidos son los siguientes; estos representan la distribu-
ción de la función de onda al cuadrado en el dominio [0, af ] × [0, φf ]. Se han cambiado
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Figura 4.7. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 − a), g(a) =
1

σ
√
2π

exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 0, l = 0.

los valores de los parámetros m, λ, J , N , σ y µ. Los dos últimos son parámetros de la
distribución normal (4.15)

function WheelerDeWitt_III
mu=0.5; s=0.1; %Parametros de la funcion gaussiana
am=1; J=100; da=am/J;
tm=9; N=900; dt=tm/N;
%N debe ser mucho mayor que J para mantener las condiciones de estabilidad
%Parametros iniciales de la ecuacion de WheelerDeWitt
K=1; k=0; m=0; l=0; %parametros del potencial V
U=zeros(J+1,N+1);
V=zeros(J+1,N+1);
f=@(a) (1/s*sqrt(2*pi))*exp(-(a-mu)ˆ2/(2*sˆ2));
% Definida de acuerdo a M. Spiegel, estadistica
%g=@(a) a.*(1-a);
for j=1:J+1; U(j,1)=f((j-1)*da ); end
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Figura 4.8. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 − a), g(a) =
1

σ
√
2π

exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 0, l = 0. Vista superior

for n=1:N+1; U(1,n)=0; end %Sobre a=0, la funcion de onda es cero
for j=1:J+1; U(j,2)=U(j,1)+dt*f((j-1)*da); end
for n=2:N
for j=2:J
U(j,n+1)=(2*(1-(dt/da)ˆ2*(K*(da*j)ˆ2/6))+K*j*dtˆ2/6 +K*dtˆ2/9 -...
6*k*dtˆ2*(da*j)ˆ4/K +...
2*(dt)ˆ2*(da*j)ˆ6*(-1/2*mˆ2*(dt*n)ˆ2 + 1/24*l*(dt*n)ˆ4))*U(j,n) +...
(dt/da)ˆ2*(K*(da*j)ˆ2)/6*(U(j-1,n) + (1-1/j)*U(j+1,n) ) -U(j,n-1);
end
end
for n=1:N+1 % Aqui empiezan los cambios
for j=1:J+1
V(j,n)=(U(j,n))ˆ2;
end
end % Aqui terminan los cambios
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Figura 4.9. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 − a), g(a) =
1

σ
√
2π

exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 2, l = −13.

%subplot(1,2,1)
[X,T]=meshgrid(0:da:am,0:dt:tm);
figure(1)
%mesh(T’,X’,V,’EdgeColor’,’blue’);
plot3(T’,X’,V);
%Cambia U por V y tienes resultados anteriores
ylabel(’Factor de escala ’,’FontSize’,14),
xlabel(’Campo escalar’,’FontSize’,14)
title(’\psiˆ2 y g función normal’)
%subplot(1,2,2)
figure(2)
pcolor(T’,X’,V), shading interp;
%Cambia U por V y tienes resultados anteriores
ylabel(’Scale factor a’,’FontSize’,14),
xlabel(’scalar field’,’FontSize’,14)
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Figura 4.10. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 − a), g(a) =
1

σ
√
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exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 2, l = −13. Vista superior

title(’m=20, l=25, \sigma =0.1, \mu = 0.1’)
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Figura 4.11. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 − a), g(a) =
1

σ
√
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exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 4, l = −6.
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Figura 4.12. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 − a), g(a) =
1

σ
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exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 4, l = −6. Vista superior
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Figura 4.13. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g(a), g(a) =
1
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exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 0, l = 0.
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Figura 4.14. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g(a), g(a) =
1
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exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 0, l = 0. Vista superior
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Figura 4.15. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g(a), g(a) =
1
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exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 3, l = −14.
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Figura 4.16. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g(a), g(a) =
1
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2σ2 , k = 0,m = 3, l = −14. Vista superior
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Figura 4.17. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g(a), g(a) =
1
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2σ2 , k = 0,m = 8, l = −14.
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Figura 4.18. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g(a), g(a) =
1
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exp −(σ−µ)2

2σ2 , k = 0,m = 8, l = −14. Vista superior
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Capı́tulo 5

Conclusiones

Para la solución exacta de la ecuación de Wheeler-DeWitt, se ha visto que al suponer
un potencial del campo escalar V (φ) = V0 constante, es posible aplicar el método de va-
riables separables para encontrar una solución analı́tica. En el caso que V0 = 0, al calcular
el valor medio del factor de escala a, se llega a dos soluciones; una que corresponde a un
universo de DeSitter y la otra puede verse como resultado de la invariancia ante inversio-
nes temporales.

Respecto al análisis numérico hecho en este trabajo, se ha trabajado en encontrar gráfi-
cas de la función de densidad de probabilidad de la solución numérica a la ecuación de
Wheeler-DeWitt. Para el primer caso, los máximos se obtienen cuando φ −→ 2 en el do-
minio. Cuando se calcula la solución para el caso V0 = 0, no se observa algo que indique
un crecimiento exponencial como el reportado en la solución exacta. Para el segundo ca-
so, cuando se ha cambiado el dominio de φ y las funciones f y g bajo la condición V0 = 0,
tampoco se observa correspondencia a un crecimiento exponencial. Para el caso 3, don-
de ahora se supone que f(a) = g(a), los máximos de la función están próximos cuando
φ −→ 0. Al cambiar ahora por un potencial V (φ) ̸= 0, hay ocasiones en las que se mani-
fiestan más de dos máximos en la gráfica 3D, como en la vista superior. Hasta el momento,
no se ha encontrado algo que se haya reportado en la literatura.

Para la solución exacta, en el caso de un potencial constante distinto de cero; a pesar de
haber hallado una solución que depende de funciones de Bessel, se tiene que determinar
aún las condiciones iniciales de manera que se observe una solución fı́sicamente viable, es
decir, determinar el valor de las constantes C1-C4, ası́ como el valor de α y ω. De manera
similar, se espera encontrar el valor medio del factor de escala a. En cuanto a la solución
numérica, es necesario cambiar las condiciones de frontera y las condiciones iniciales,
asimismo tambien las funciones f(a) y g(a) para encontrar más gráficas de la función de
densidad de probabilidad.
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Apéndice A

Cálculos de Mathematica

Estos son los calculos hechos en Mathematica para la función (3.14); se analizan los
casos cuando C2 = 0 y C1 = 0 asimismo se ha hecho el cambio ω1 −→ ω, N −→ n y
φ −→ ϕ. En todo momento se supone que d ∈ R+.
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4
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)
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CASO C1 = 0, e−i
√
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