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Resumen

La cosmologia cudntica se basa en la ecuacién de Wheeler-DeWitt, que proviene de la
constricciéon hamiltoniana, por lo que no permite hallar una funcién de onda dependiente
del tiempo. En [Ramirez, Vazquez-Béez, 2016] se propone una manera de obtener trayec-
torias para las observables a partir de la ecuacion de Wheeler-DeWitt. Para este trabajo,
se propone estudiar las soluciones de la ecuacién de Wheeler-DeWitt; estas se interpre-
tan como funciones de onda en la representacién de la “posiciéon” y a partir de ellas, es
posible hallar una amplitud de probabilidad en el espacio (a, ¢), donde a es el factor de
escala y ¢ es el escalar. Se busca identificar los valores medios del factor de escala con
trayectorias. Si la parametrizacion es correcta, deberd haber una correspondencia uno a
uno con el tiempo.

Palabras clave: Observable, ecuacion, probabilidad, media, escala, escalar.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecénica cuéntica y la teoria de la relatividad (especial y general) fueron las dos
ramas protagonistas de la fisica en el siglo pasado; gracias a ellas se comprendi6 lo que
sucede en el mundo a nivel microscépico como a grandes escalas. En particular, hablan-
do de la relatividad general, dos de sus grandes triunfos han sido la prediccién de que el
espacio, bajo la presencia de materia se curva; hecho comprobado por primera vez en la
observacion de un eclipse total de Sol hecha por Sir Arthur Eddington en 1919. La otra,
mas recientemente en septiembre de 2015 fue la confirmacién de la existencia de ondas
gravitacionales hechas por el equipo de LIGO.

Por parte de relatividad general, se presenta andlisis a la ecuacién de Einstein; el pro-
pio Einstein en 1917 desarroll6 un modelo de un universo estatico con la introduccién de
una constante cosmoldgica. Un afio més tarde, DeSitter muestra que un universo dominado
por una constante cosmoldgica estd en expansion constante. Luego Friedmann (1922), Le-
maitre (1927), Robertson y Walker (1935) hallaron de manera independiente una solucién
de la ecuacién de Einstein. La peculiaridad de esta solucién es que se trataba de un uni-
verso dindmico, es decir, primero pasé por una expansién y dependiendo de su densidad
inicial, continuaria en una eterna expansion o llegaria a comprimirse, de acuerdo a la lye
de Hubble. En la literatura, se le llama usualmente la solucién FRLW. Esta solucién es
importante debido a que sobre ella yacen los fundamentos de las teorias de la cosmologia
clasica moderna, las cuales se combinan con la existencia de una constante cosmolégica.
Si bien es cierto que la solucién original de Friedmann no describe el universo, es impor-
tante aprender de ello para poder entender las teorias cosmologicas modernas.

El desarrollo de la teoria cudntica debida principalmente a Schrodinger, Dirac y Hei-
senberg en la década de 1920 - 1930. Como ya se ha dicho, su desarrollo fue motivado
por comprender que sucede a nivel microscopico, a escala de los &tomos y demds parti-
culas conocidas hasta ese entonces. Surge la pregunta ;Hasta qué escala es aplicable? ;Al
tamafio de grandes moléculas? ;Al laboratorio mismo donde se hacen estas pruebas? ;A
un planeta completo o sistemas planetarios? Es entonces donde se propone estudiar al
Universo mismo. Considerando ademas la conjetura de un origen singular del universo,
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se llega al dominio de la cosmologia cuantica.

La cosmologia cudntica es la aplicacién de la mecanica cudntica al universo mismo,
visto como un todo; probablemente no surgié como un problema fundamental de estu-
dio, si no como un intento de cuantizar una teoria cldsica mdas. Los primeros trabajos
referentes surgieron en la década de 1960 con DeWitt (1967), Misner (1969) y Wheeler
(1963, 1968). Bajo este andlisis, la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt es el punto de partida en
el estudio de la cosmologia cudntica. Es el caso que se considera en esta tesis; esta ecua-
cién estd caracterizada por la dependencia del factor de escala a y el campo escalar .
Se consideran las soluciones numéricas usando el método de diferencias finitas, asi como
una solucién analitica, para el potencial del campo escalar V(¢) = V; constante. En el
capitulo 2 se presenta el fundamento tedrico para comenzar a estudiar este problema. En
el capitulo 3 se describe la solucién analitica de la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt y en el
capitulo 4 el andlisis numérico que se hizo, asi como algunos de los diagramas obtenidos
en el espacio (a, ¢). Finalmente en el capitulo 5 se dan las conclusiones obtenidas hasta
ahora y el trabajo a futuro con lo que se ha obtenido hasta la fecha. adicionalmente en
el capitulo 4, se incluyen las lineas de cédigo en MatLab que se usaron para el andlisis
numérico.



Capitulo 2

Fundamento tedrico

2.1. El algoritmo de Dirac para sistemas singulares

2.1.1. Elprincipio de minima accién y las ecuaciones de Euler-Lagrange

Para comenzar a hablar de sistemas con constricciones, se parte del principio de accién
en su forma Lagrangiana.
Las ecuaciones de movimiento de un sistema son aquellas que se derivan a partir de

que la acci(’)

t1
Sla®) = [ Lg(o).a(0). )i eB
to
es estacionaria (méxima o minima) bajo variaciones d¢‘(t) de las variables Lagrangia-
nas ¢'(i = 1,...,n), punto de silla las cuales son cero en los puntos ¢, ¢;.

En otras palabras, para un sistema fisico, uno puede imaginarse las distintas trayecto-
rias ¢(t) en el espacio de configuraciéon que parten desde g() y terminan en ¢(¢;), cada
una de ellas lleva a un valor distinto de la accién, pero la trayectoria g(t) que tiene rele-
vancia fisica es aquella en la que el valor de la accion es estacionario.

Usando los métodos del calculo variacional, se obtiene que la funcién ¢(t) que satisface
el principio de Hamilton es la que satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d (0L oL

— ) —=— =0 ; =12 .. 2.2

dt (aql) aqz Y ? = Y n ( )
para la accién S[q(t)]. A las derivadas qui se les conoce como los momentos generalizados

oL
aqt

mientras que 5= se conocen como las fuerzas generalizadas.

1A 1o largo de este texto, aquellas variables en negritas son considerados vectores; a sus componentes
no se les resalta en las ecuaciones.



A través de una transformada de Legendre, el sistema de n ecuaciones diferenciales
de Euler-Lagrange de segundo orden pasa a ser un sistema de 2n ecuaciones de primer
orden, llamadas ecuaciones de Hamilton

. OH
P = _8_q’
. oH
q = %;

donde H(p,q.t) =p-q — L(q,q.t) es la transformada de Legendre de la Lagrangiana,
vista como una funcién de q.

Ambos sistemas de ecuaciones son equivalentes; el uso de uno u otro depende de la
conveniencia de uno al momento de resolver las ecuaciones de movimiento.

2.2. Sistemas singulares

2.2.1. Constricciones primarias

De manera general, las ecuaciones de Lagrange se pueden reescribir de la siguiente
forma P

donde K;(q, ) = 5% — 5% — 8?5;(] ¢’y Wij(4,4) = 525 es un elemento de la matriz Hes-

siana. Visto de esta forma, las ecuaciones de Lagrange forman un sistema de ecuaciones
lineales para las aceleraciones de tal manera que, para que exista una solucién tnica a
este sistema, se debe cumplir la condicién que:

A aquellos sistemas que cumplen la condicién se les conoce como sistermas requlares. Es-
to significa que las aceleraciones tendran una solucién tinica y la transformada de Legen-
dre puede realizarse sin mayor problema; los momentos son expresados enuna relaciéon
uno a uno con las velocidades generalizadas y puede hallarse la funcién hamiltoniana.
En otro caso, si

det(W;;) = 0, (2.5)
se dice que el sistema dindmico es un sisterma singular.
A partir de la definicién de momentos generalizados, si se cumple la condicién (2.4),

los momentos pueden escibirse en términos de las coordenadas y velocidades generali-
zadas. En caso contrario se observa que no todas las velocidades pueden ser expresadas

2Para referirse a esta notacion, vedse [Rothe and Rothe, 2010], capitulo 2 y 3.
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como funciones independientes de coordenadas y momentos, por lo que la transformada
de Legendre no se puede realizar y las ecuaciones que definen los momentos se pueden
ver como relaciones entre los momentos y las coordenadas; dichas relaciones a su vez
definen una superficie en el espacio fase que se denota como ;. Las relaciones tienen la
forma:

denominadas constricciones primarias y se derivan de la definicién de momento canénico,
el simbolo =~ significa que las constricciones son nulas en la superficie de constricciones
primarias ¥; y no en todo el espacio fase. El superindice de ¢ se asocia a las primeras
constricciones que surgen de este algoritmo. Se vera mas adelante que es posible hallar
mas constricciones (si el sistema de estudio lo permite) y cémo es que se derivan.

2.2.2. El Hamiltoniano canénico H,

Si las constricciones satisfacen las condiciones de regularidad, se define el hamiltoniano
canoénico:

Hy = {'pi — L(q',¢"). (2.7)

En la ecuacién (2.7), debido a la definicién de momento generalizado, H, se puede
ver como una funcién dependiente de las coordenadas y las velocidades generalizadas.
Considere la variacién de H en relacién a variaciones de las posiciones y las velocidades:

) . .OL 0L
0Hy = ¢'0pi +94'pi —0q' - — 0q"
a¢" oq
9 ;0L
= {'0p; — dq EPE (2.8)
q

Entonces el Hamiltoniano canénico se puede ver como funcién de ¢' y p;. Sin embargo
las variaciones de d¢' y dp; en (2.8) no son arbitrarias; tienen que ser tangentes a la superfi-
cie de constricciones primarias ¥;; asi el Hamiltoniano canénico estd bien definido sobre
2. Se verd més adelante que H, puede ser extendido fuera de la superficie de constric-
ciones X; a través de una combinacion lineal de constricciones

Hy — Ho + C“(qap)%l;- (2.9)
Como H, es una funcién dependiente de ¢' y p;,

0H, 0H,
Hy = P
) 0 apl 5}9 + qu

Entonces, a partir de y de (2.10),

5q'. (2.10)




0OHy, OL . 0H, .
: ) 64 —qi | op; = 2.11
<8q2 +8q1)5q+(8p¢ q>5p ’ @11)

entonces los coeficientes de (2.11) se expresan de la siguiente forma:

i a]——,O ,ua(b/li
¢ = Op; T 3_1%7
oL 8H0) 96!
(=) = 0) 4 yr2t, 2.12
(aqz)q (aqz Ty 12

Estas relaciones son importantes porque permiten establecer a las velocidades ¢ a par-
tir de los momentos p; (cuando se cumple ¢}, = 0) y de los parametros u*. Estos parame-
tros extra pueden verse como coordenadas en la superficie de imdgenes inversas de una
p; dada.

Si las constricciones son independientes, los vectores d¢,,/Jp; son también indepen-
dientes sobre la superficie ¢, consecuencia de las condiciones de regularidadﬂ Por lo
tanto, no hay dos conjuntos diferentes de u’s que puedan producir las mismas velocida-
des. Esto significa que las u’s pueden ser expresadas, en términos de las coordenadas y
las velocidades resolviendo las siguientes ecuaciones.
., O0H,

21

‘=, (¢.0(q,4)) + u*(q,q) apj (¢.2(q:9))- (2.13)

Definimos la transformada de Legendre partiendo del espacio (¢, ¢) hacia la superficie

¢, (¢, p) =L 0 del espacio (g, p, u) mediante:

¢ = d,

oL
i = —I(q,9), 2.14
p W(q q) (2.14)
u' = uf(q,q).

Note que esta transformacion entre espacios de dimension 2N es invertible.

¢ = d,

y 0Hy |, 9,

- Rl 2.15

1 Op; T 32%’ ( )
¢u(¢,p) = 0.

SExisten diferentes maneras de representar una superficie dada por las relaciones . A grandes ras-
gos, las condiciones de regularidad se imponen a las constricciones, de tal manera que, al elegir una
representacion de la constricciéon hallada, el rango de la matriz jacobiana sobre la superficie de cons-
tricciones debe permanecer constante en todos los puntos de su dominio. Para mds detalles, consulte
[Henneaux and Teitelboim, 2020], capitulo 1, paginas 6 y 7.
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Aqui, las ecuaciones dan lugar a las ecuaciones y viceversa. Debe men-
cionarse que el desarrollo anterior sélo es valido en regiones cercanas a ¥;. Se asumird a
partir de ahora que un Hamiltoniano H,, puede ser definido globalmente como una fun-
cibnde ¢'sy p’s.

2.2.3. Principio de acciéon del Hamiltoniano primario 7,

Las ecuaciones pueden escribirse con la ayuda de las ecuaciones de Lagrange en
la forma hamiltoniana. A partir de Hamiltoniano canénico H, se define el Hamiltoniano
primario como sigue:

H, = Hy + u¢),. (2.16)

Es decir, el hamiltoniano primario es el hamiltoniano canénico més la suma de las com-
binaciones lineales posibles de las constricciones primarias independientes.

2.2.4. Constricciones secundarias, terciarias, etc.

En el método hamiltoniano es necesario que las constricciones primarias se preserven
constantes en el tiempo y esto debe cumplirse para cualquier valor inicial que tomen las
variables dindmicas que se estdn usando; esta es llamada condicién de consistencia sobre
las constricciones primarias. Se verifica que gblﬂ = d¢, /dt =~ 0. Visto de otra manera

ol = {¢), Ho} + u’{g). d,} ~ 0 (2.17)

donde {¢,, Ho}, {¢,,¢,} son paréntesis de Poisson y y,v = 1,..., M. Esto se hace con
todas las constricciones primarias halladas en el algoritmo, tanto dependientes como in-
dependientes.

Una vez que se han hallado todas las constricciones, la atencién se centra sobre las
condiciones que deben cumplir los multiplicadores de Lagrange. En lo que sigue, a todas
las constricciones en el formalismo Hamiltoniano se les denotara de la forma ¢,,; en caso
de ser necesario en algtin procedimiento, se hard la distincién entre constricciones pri-

marias y secundarias. Por consistencia todas las constricciones de cualquier generacién
deben cumplir}

{¢u, Ho} + u"{¢n, ¢} = 0. (2.18)

Es posible considerar esta ecuaciéon como un conjunto de J ecuaciones lineales no ho-
o e 1 ., .
mogeneas, con M < J, o definiendo P, = {¢,,¢,} y h, = {¢,, Ho}, 1a ecuacién anterior
nuevamente es vista como un sistema matricial donde es necesario hallar una solucién
para el vector u. La solucién mds general a estas ecuaciones es:

u=U+V (2.19)

“Todas las constricciones halladas se evolucionan con el hamiltoniano primario.
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donde U es una solucién particular al la ecuaciéon homogénea (2.18) y V' es la solucién
mads general de la ecuacion.

PV =0 (2.20)

La solucién mas general de V' es una combinacién lineal de los vectores nulos lineal-
mente independientes V,, de la matriz P’. Por lo tanto, el vector u se escribe como:

w=U+Y 'V, (2.21)
a=1

donde los coeficientes v*(g, p) son totalmente arbitrarios en el espacio fase. Con el desa-

rrollo anterior, se muestra a los multiplicadores de Lagrange separados en una parte que

esta determinada por las condiciones de consistencia U y otra parte que sigue siendo ar-
bitraria > _, v*Va.

Reescribiendo el hamiltoniano primario ahora con las expresiones para el vector u,
este se escribe como sigue:

Hp = Ho + u”gzﬁL
= Hy+U"¢, +0" Vi),
——— ~——
H’ o1
= H' +0%¢.. (2.22)

2.2.5. Constricciones de primera y segunda clase.

Para el algoritmo, no hay diferencia alguna entre las constricciones primarias o secun-
darias; son indistintas. Sin embargo, el procedimiento exige clasificar las constricciones
de acuerdo a su comportamiento con las demds. Para ello se definen los siguientes con-
ceptos.

Definicién 2.1. Sean F(q,p) y G(q,p) dos funciones en el espacio fase. Se dice que estas funciones
son débilmente iguales entre si si F' — G = c*(q,p)¢,. Es decir, son iguales en la subvariedad
definida por las constricciones ¢, ~ 0. Se denota como F' ~ G. Por otro lado, si la iqualdad no solo
se restringe a la subvariedad, si no que es vdlida en todo el espacio fase, entonces ambas funciones
son fuertemente iguales entre si y se denota esto como F = G.

Definicién 2.2. Sea F'(q, p) una funcion definida en el espacio fase. F' es una funcion de primera
clase si

{F. ¢} =0 (2.23)

es decir, el paréntesis de Poisson con todas las constricciones halladas es nulo sobre la subvariedad
definida por las constricciones. En otro caso, si existe alguna en la que el paréntesis sea débilmente
diferente de cero se dice que la funcién F es de segunda clase.

8



Considerando a las constricciones como funciones en el espacio fase, es posible hacer
una clasificacién entre ellas. Una constriccion serd de primera clase si su paréntesis de
Poisson con ella misma y el resto de constricciones es débilmente cero; estas se denotan
como 7,. En cambio, a aquellas cuyo paréntesis es no nulo al menos con una de las cos-
tricciones son llamadas constricciones de segunda clase y se denotan como x,. Algunas
veces esta separacion no es inmediata, es necesario que se cumplan otras condiciones al
hacer esta separaciénﬂ

2.3. LaLagrangiana de Relatividad General

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden obtenerse a partir de la llamada accién
de Einstein-Hilbert dada por

Spulgl = —i / d'z (\/— det g(R + 2A) + ,cm> , (2.24)

donde A es la constante cosmolégica, g, es la métrica del espacio-tiempo, £ = 87 en
unidades naturales, £,, la densidad lagrangiana que describe la materia del sistema y
R = g™ R, es el escalar de Ricci.

El principio variacional establece que las ecuaciones de movimiento pueden obtenerse
extremizando la accién, es decir:

05 =0.
Aplicando esta condicién a la ecuacion (2.24), se obtiene

1 0y/—det g §g°8 0 Rap
d'z/ = det ggu | ———— (R+2A) + Rog + g™ =22 + kT™| =0,
8 - detg 59,“/ (5gw, (ng,

(2.25)
donde

2 6(v/—detgLl,,) (2.26)
V—detyg 89 ’ '

es el tensor de energia-momento en términos de la densidad lagrangiana.

T =

Sabiendo que J(det g)/0g,,, = g"* det g, se puede obtener

0/ —detg 1 o(detg) 1 ,
_ = —g"™\/—detq. 2.27
0G 2y/—detg dgu g g ( )

°En base a la matriz P;; es posible separar las constricciones que se han hallado y verificar si son inde-
pendientes o son una combinacién lineal del resto de constricciones.
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Por otra parte, variando la identidad g*’gs, = o,

5(9*°gp) = 09*" gay + g*"0gs, = 0, (2.28)
es posible hallar
Y
I _gong8, (2.29)
0w

Sustituyendo las ecuaciones (2.27) y (2.29) en las ecuaciones (2.25) y (2.26), las expre-

siones para la variaciéon de la accién y el tensor de energia momento son

1 0Rq
/d4x\/ —det g0 g, §g‘“’(R +2A) — R™ + gafj# + kT | =0, (2.30)
|72
o~ 9%Em g (2.31)
0w

Finalmente se calcula la variacion del tensor de Ricci. Para ello, se usa

Rog = R ayp

_ 2l Y 9 v
R ayp = Lapy = Tiglay = Layg

Y 170
Y + Févraﬁ‘

Entonces

S 1)
0Rap ((TZ‘B ) Y 1 0y _ ( 511%) + O3, o, +17 Olas (2.32)
59!“’ 59}“’ Y 69/W 7 o (5g/ﬂ/ 5guu B 5guu op o 6g;w

Las derivadas “covariantes”de las variaciones 61"} ; y dI'7,, se pueden escribir como

0opy = Olagy + 10,0005 — T0,010s — 105015,
OTY o = o0 5+ T 6T — T 6T) —TV.8T7,. (2.33)

y la métrica conmuta con la derivada covariante

or?
«Q «Q « af

Si se aplica la dltima igualdad a las ecuaciones (2.33) y aplicando en la variacién (2.32)

SR, ) ) ) )
of 5_ng 8gus = Do (9°°8T7 ) — Dy (¢°%6T1.) = D, <g 56T, — g 75F§B>  23)

Entonces el tercer término de (2.30) se anula
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R,
/dm4\/— det gég,wgo"8 5 A 0, (2.36)

1L

pues se trata de una derivada total.
Por dltimo, para que la variacion de la accién (2.30) sea cero para cualquier g, se
necesita que

1
R — 2g" (R4 2) = wT", (2.37)

que son las ecuaciones de campo de Einstein.

2.3.1. Laformulacién ADM de relatividad general

El formalismo ADM toma foliaciones del espacio-tiempo en hipersuperficies espacia-
les, luego usa proyecciones de la métrica en estas coordenadas para reescribir la accién
gravitacional de manera que de lugar a un Hamiltoniano. Este enfoque Hamiltoniano es
importante para manejar aspectos de gravedad cudntica. Sin embargo, la forma ADM de
la métrica y las ecuaciones de campo tienen mucha més aplicabilidad.

La metrica ADM es

ds? = —N2dt* + ~;;(N'dt + da") (N dt + da?), (2.38)

donde N es la funcién de lapso y N es el vector de desplazamiento. La accién (2.24),
sin los términos de materia ni constante cosmoldgica, puede ser escrita como (se elige
2k = 1 por conveniencia en esta seccion)

S = / dt / dPr/AN (PR + Ky K7 — K?) (2.39)
donde la curvatura extrinseca es
1 .
Kij = N (4D N* 4 v DiN* — 435) | (2.40)

D; siendo la derivada covariante definida por v;;. La traza es K = y7 K.

La accién es considerada una funcién de la variable Lagrangiana ¢ = (v;;, N, N') y 4,
y la densidad Lagrangiana es

Llg,d) = VAN (PR + K;; K7 — K?). (2.41)

No hay dependencia dindmica de N, N, por lo tanto, estdn asociadas con constric-
ciones. La variable dindmica v;; define un momento conjugado por medio de la derivada
variacional

11



rim OE V(KA — K9). (2.42)
07

Asi, la densidad Hamiltoniana es

H =749 — L, (2.43)

y el Hamiltoniano
H=— / d*x\/7(NCy — 2N'Cy), (2.44)
donde las constricciones son Cy =) R — K;;K y C; = —D;K + D;K}. Cy = 0 es la

”constriccion de energia”, y C; = 0 es la ”constriccién de momento”.

2.3.2. LaLagrangiana reducida

Para una métrica homogénea e isotrépica

2

1 — kr?

ds® = —N2dt* + a2(t) ( +7?(d6* + sin’ 9dw2)) : (2.45)

se puede calcular el escalar de Ricci

R:6<a b ¢ +£). (2.46)

N2a  NZ2g2 aN3 @2

Con det g = —r*sin®(9) N2a5/(1 — kr?), se obtiene la accién gravitacional reduciddf]
3V4 i a aN  k
Nl = —~ [ dtNa’® - &
Sla, V] 87 ¢ <N2a * N2a?  aN3 * a2>
3V aa

Con ello, se identifica a la Lagrangiana gravitacional reducida/]
Lovww = ——— (% _ kN (2.48)
oo = TG \N ) '

Notar que esta Lagrangiana no depende de la derivada temporal de la funcién de
lapso.

®La constante arbitraria Vy := [ drdfdeor? sinf/+/1 — kr? surge a partir de elegir una region de integra-
cién compacta.
7 A partir de aqui, se considera que V = 1. Al final de los calculos, se puede extender a todo el espacio
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En este caso, no se estdn usando la forma completa de las ecuaciones de movimiento,
de las que son obtenidas a partir de variar la accién. Con la métrica general, no hay ga-
rantia de que esto sea permitido; la acciéon reducida en algunos casos, puede no producir
las ecuaciones de movimiento que se obtendrian al reducir las ecuaciones completas, Sin
embargo, uno puede seguir haciéndolo de esta manera porque es mas sencillo hacerlo
y describe correctamente la cosmologia a grandes escalas. Lo anterior sucede también al
cuantizar.

2.3.3. Anadlisis canOnico

En la accién reducida, las funciones del tiempo son a(t) y N(t), lo que da lugar a
las variables canénicas (a, p,; NV, pn). Los momentos asociados se obtienen por definicién
como

OL grav 3 aa

Po = T84 T TGN’ (2.49)
aLgrav

— g _ 2.50

PN N ( )

Puesto que L., no depende de N, el momento py se hace cero idénticamente y no es
un grado de libertad. Esto representa una constriccion primaria en el sistema y su dindmica.
Las constricciones de esta forma estan asociadas a la libertad de norma de la accién; py
corresponde a a la libertad de redefinir el tiempo.

Continuando con el analisis, el Hamiltoniano gravitacional es

H = apa + NpN - Lgrav
2rG Np? 3

= Tt kal. (2.51)

O, de manera general, afiadiendo la contribucién del Hamiltoniano de materia H,, y
las constricciones primarias halladas, se tiene el Hamiltoniano total

Htotal = Hg'rav + Hm + >\pN (252)

con A(t) una funcién arbitraria del tiempo. Sus ecuaciones de movimiento son

a[—Itoml

N = e = A (2.53)
Q= 02[;?1 _ _47;G Nfa (2.55)
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La primera ecuacion dice que N (t) es completamente arbitrario como funcién
del tiempo, debido a que A(t) permanece libre al momento que se agrega la constriccién
primaria al Hamiltoniano. La segunda ecuacién implica la existencia de una cons-
triccién secundaria pues py = 0 debido a la condicién de consistencia. De tal manera que
pn =0,0

271G p? 3 oH,,
3 E+87era_ N = 0. (2.57)

La tercera ecuacion (2.55) reproduce la definicién (2.49) del momento p,, cuya ecuacién
de movimiento (2.56) da una ecuacién de segundo orden para a.

2.3.4. El campo escalar

Este conjunto de ecuaciones para las variables gravitacionales estdn acompafadas por
ecuaciones para los grados de libertad de la materia, los cuales de estar presentes pueden
ser deducidos de un Hamiltoniano de materia. Bajo el principio cosmolégico, la tnica
fuente de materia es un campo escalar ¢, el cual tiene una accién

1
Sescalar|0] = — | d*z\/—detyg (gg“”(%w&,@ + V(gp)) ) (2.58)

Para una métrica isotrépica y ¢ espacialmente homogeneo, esto se reduce a la Lagran-
giana

3

a
Lescalar = W()OQ - N(]J?’V(QO), (259)

la cual tiene como momento

3
o aLescalar a~p

- 2.
y su Hamiltoniana es
oo =N sy 261
escalar — 2@3 + a (SO) ( . )
Las ecuaciones de Hamilton son
. a}Iescalar Npso
— — 2.62
" . 3 (2.62)
que es el mismo resultado de (2.60) y
. 8]——,escala'r 3y 7/
p,=—————=—Na’V'(p). (2.63)

A partir de la ecuacion (2.55), uno puede despejar p, y usarla en (2.56) y (2.60). De este

modo se obtienen la ecuacién de Friedmann
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.\ 2
a k. 8rGOH,,
(w) @ 3 ON (2.64)
y la ecuacion de Raychaudhuri
(a/N)  4nG (1 0H, 1 0H,
aN 3 \a 90N Na? 0a )’ (2.65)

2.4. Ecuaciones diferenciales parciales

Una ecuacioén diferencial parcial (PDE por sus siglas en inglés) describe la relacién que
hay entre las derivadas parciales de una funcién desconocida. Estas aparecen en varias
areas de la fisica e ingenieria, asi como en otras dreas de la ciencia como la biologia, la
quimica o en economia. La forma general de una ecuacién diferencial parcial es

F (21,9, ooy Ty Uy Uy, Ugyy ey Uz, ) = 0, (2.66)

donde z1, s, ..., z,, son las variables independientes, v es la funcién desconocida y
u,, denota la derivada parcial du/0x;. La ecuacién es generalmente acompanada de esas
variables, de condiciones iniciales (como ocurre en la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias) o condiciones de frontera.

El analisis de ecuaciones diferenciales parciales tiene muchos facetas. El enfoque clasi-
co que dominé durante el siglo XIX, permiti6 el desarrollo de soluciones analiticas que
impulsaron el desarrollo significativo de alguna rama de la fisica, pero no fue sino hasta
la primera mitad del siglo pasado que se vi6 uno acelerado progreso con la introduccién
de los métodos numéricos, que permiten el uso de computadoras para resolver ecuacio-
nes diferenciales parciales de casi cualquier tipo (al menos en teoria; en la practica atn
existen obstdculos a superar). En este seccién se introduce a la solucién numérica de PDE
y su utilidad para nuestros objetivos.

2.4.1. El metodo de diferencias finitas

Para introducir el principio de aproximacién de diferencias finitas, considere una fun-
cién suave en dos variables u(z, t) definida sobre un rectangulo D = [0, a] x [0, b]. Se define
una particion sobre D, la cual geométricamente formard una rejilla sobre esta region:

(xj,t,) = (JAz,nAt) 0<j<J, 0<n<N, (2.67)

donde Az = a/J y At = b/N. Puesto que es necesario conocer los valores que toma u
en todos estos puntos, es conveniente escribir

Uj' = u(xj,t,).

Usando una expansion de Taylor alrededor del punto (x;,t,) para calcular u(z;41,t,)
(vea la figura[2.1)), se obtiene
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1 1
W@y, tn) = w(xj, ty) + ug(zj, tn) Az + §um(xj, t,)(Ax)* + gumx(%, t.)(Ax)® + O(Az?).
' (2.68)
Considerando los tres primeros términos de la serie, se obtiene la férmula de diferencia
sucesioa

Ur. —yn Ur. —ynr
Uy (T, 1) = % + O(Az) = %. (2.69)

j—1 J J+1

Figura 2.1. Ejemplo de una «rejilla» unidimensional

De manera similar, es posible deducir la siguiente férmula

n_yn n_yn

U’

Ax

El error inducido por la aproximacién se le llama error de truncamiento. Para
minimizar esta cantidad y obtener una mejor aproximacién de la derivada, es necesario
que Az sea muy pequefio lo que significa que J debe ser muy grande. Al hacer esto, se
requiere de una cantidad grande de memoria asi como de tiempo para obtener resultados.
Por lo tanto, se busca una mejor aproximacion para u,. Para esto se usa nuevamente una
expansion de Taylor para u(z;_1,t,) y restando las dos expansiones de Taylor el resultado
es
ur, U Ur, —Up

J j—1 2\ o j—1
A T O((Ar)) =~ (2.71)

A la aproximacion anterior se le llama diferencia central finita o simplemente diferencia
central. Similarmente, se puede hallar la diferencia central para u;:

Ux(.ibj, tn) -

Un-i-l _ Un—l
(T, 1) & # (2.72)

Usando un método similar, se pueden derivar las diferencias centrales de segundo
orden para las segundas derivadas de u

Ur, —207 + Uy Ur,—2Ur+Up
Jj—1 J Jj+1 2\ o ~J-1 J Jj+1
(A + O((Az)?) ~ L (2.73)

Uge =
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urt —2ur 4+ Uit urt —20r 4+ urtt
: I o((At)?) =~ 2 1 2.74
e +O((At)) e (2.74)

Uy =

Esquema explicito para la ecuacién de onda

Considere la ecuacién de onda

Uy — Py =0 0<a<1, t>0, (2.75)

con las siguientes condiciones de frontera

uw(0,t) =u(mt)=0 t>0, wu(x,0)=f(z), u(z,0)=g(x) 0 <z <1 (2.76)

Se construye para la ecuacién (2.75) un esquema de diferencias finitas de segundo
orden. Para esto, se toma dos enteros J, N > 2 y un namero positivo At; sea Az := 1/.J.
Se define una particién {z; = jAz} en el intervalo [0, 1] y otra particién {¢, = nAt} sobre
el intervalo [0, 7] con At := T'/N. Ademaés definimos la notaciéon U}' = u(x;,t,) y de esta
manera

U _(ZAZJ;JF U 2 _<2AU:;J;+ Uit <j<J 0<n<N, (2.77)
y por consiguiente
Urtt =21 = U+ s*(U, + USy) = UPY, (2.78)
donde
s At
Az’

Observe que la ec. (2.78) relaciona los valores aproximados de la solucién en los puntos
(@), tnt1), (z5,t0), (xj—1,t0), (Tj41,t0) ¥ (z5,t,—1). Estos cinco puntos forman un adtomo
computacional para el esquema de diferencias (Figura [2.2).
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0 Tj—1 Tj Tj41 T

Figura 2.2. Atomo computacional para la ecuacién de onda. Los valores en el nivel (n + 1) depen-
den de los dos anteriores, n y n — 1

La ecuacion de diferencias muestra la solucién aproximada en el nodo (z;,¢,1)
en términos de las aproximaciones de los otros cuatro nodos. Ahora, para conocer los
valores en cada nodo, se requieren de las dos primeros renglones temporales (t, = 0) y
(t1 = At). El renglon ¢t = 0 estd dado por la condicién inicial u(z,0) = f(x), entonces se
tiene

U) = f(z;), =012,

Para t = t; se parte de la condicién de velocidad inicial u;(x,0) = g(z), la cual se halla
a partir de una ecuacién de diferencias
1 0

At
Los valores de U} son los del segundo renglén

=g(x;), Jj=,1,2,..,J—1

U = U; + Atg(x;).

Ahora ya se tiene lo necesario para iniciar el calculo de todos los nodos de la rejilla. Por
otro lado, la presencia de errores de aproximacién presentes en debido a reemplazar
derivadas por diferencias hace que este esquema no sea siempre una buena referencia.
Resulta que si At es muy grande, se obtendran resultados inexactos. Esto se resuelve a
través de pedir la condicién de estabilidad; que s <1, 6

c< BT
- At
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Capitulo 3

Solucidon analitica de la ecuacidon de
Wheeler-DeWitt

3.1. Introduccion

Obtener una solucién analitica de la ecuacion de Wheeler-DeWitt puede resultar com-
plicado, si no es que imposible; esto debido a que no es posible resolver la ecuacién por
el método de separacién de variables. Algunos autores hacen este andlisis por el méto-
do WKB, sin embargo, en este caso, se analiza la ecuacién considerando un potencial
V(e) = Vo = const. Bajo esta suposicion, es posible proponer una solucién V¥(a, ) a la
ecuacion de onda y de esta manera obtener una solucién analitica. En este capitulo se ha-
ce este andlisis y se obtiene una parametrizacién del factor de escala a en funcién de un
tiempo cosmico ¢.

3.2. Solucién analitica

Considérese la ecuacion de Wheeler-DeWitt

K22 h?

12

2 3k
(a0 — ad, + 2a) — %83) - Ea‘l +a®V(p)| ¥(a,p) = 0. (3.1)

Donde a es un pardmetro real que expresa un ordenamiento de los operadores para
que el hamiltoniano sea hermitico. Bajo la suposicién de que V (¢) = const =V}, se pro-
pone una solucién por variables separables de la forma ¥ (a, ¢) = I'(a)=(yp). Sustituyendo

en la ec.(3.1),

k22h2a? d2T Kk2c2R? dI K2R 2 d?= 3ka*
= —= |/ —— U+ a0 =0 32
12 da? 2 "4t 6 Y e ah 682

dividiendo entre T'(a)Z(¢p),
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Luego,

K22h%a? T (a) - /<c202h2ar’(a) 222 - ﬁE_”(@ B 3ka* = 0 (3.3)
12 T(a) 12 " T(a) 6 2 E(p) K2

KA T (a) ch2ﬁ2arl(a> K*h’a 3ka 4V = C_QEH”@O) _ 3. (3.4)
12 T(a) 12 I(a) 6 K2 2 E(p)

A partir de aqui, se obtienen dos ecuaciones diferenciales que pueden resolverse de
manera separada. Para la variable ¢, se tiene

= ()

y considerando que k = 0,

- _‘:(()0) =0, (35)

12VoaS 128
a2F//(a) — aF/(a) +T (204 + chsiﬁ — /1262h2> =0. (3.6)
Para la ecuacion (3.5), se considera que ¢ = 1, su solucién es
Chrexp (v/26¢) + Cyexp (—/26¢), (3.7)

mientras que para la ecuacién (3.6), su solucion general estd dada por]|

2v/3a3

Vi3 2V3a*\ /1%
Caat ; —mr\ | —a— — . (3.8)
( 12a+'€2) 3

3

+C4CLY s +125
—20+5 3
()

Para el caso particular en el que V; = 0, la solucién es

—/1—2ay 128 /120y 128 _f1—2as 128 /190y 128
GV (03+Cl2 1 2+~QC’4):a<Cga 1-20+5 ¥ Cha 1 2+N2>‘ (3.9)

Supéngase que /23 = iw. Haciendo este cambio, las soluciones (3.7) y (3.9) son ahora

Ch exp (iwy) + Cy exp (—iwyp), (3.10)

a <cgav”a655 + C4av”“55) . (3.11)
Si a = 1/2, las ecuaciones (3.7), y (3.10) son

!Para este caso, solo se analiza cuando Vj = 0. El caso general con V; # 0 queda pendiente como trabajo

a desarrollar.
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(7 7 <2f \/>)+C4 i /) (2\/§a3 g) (3.12a)

C exp (iwp) + Cyexp (—iwep), (3.12b)

a (Cga’i‘/éf + C4ai‘/6%) . (3.12¢)

Se considera el cambio de variable N = In a, de esta manera

/ (e, ) Pdadp = / (e )P N dy

2
d
= /%(eN,sa) ﬁ dNdy
- / (N, ) PdNdg, (3.13)

entonces, poniendo x = 1, la ecuacién de onda queda como

~ d
buN,g) = e o o

= (Cyexp (iwp) + Cyexp (—iwyp))
(Cge(%fi\/éwN) n C4€(g+¢\/éwzv)) ’

Siw = w; + iwy, entonces

Yu(N, ) = (Crexp((—ws +iwi)p) + Cyexp (w — iwn)p))
(03€(g+\/6(w2—iw1)N) + 046(%+\/6(—w2+iw1)N)> ’

Esta funcién de onda debe de estar acotada cuando N — o0, por lo que la parte
real de ambas exponenciales debe ser cero

Si C5 = 0, entonces wy = \/Té ; La funcién queda como

Du(N, ) = (Crelir 0 4 Cpe (i1t 3007) (Cyel-ivBam) (3.14)

SiCy =0y C, = Cy =1, 1a funcién resultante no es normalizable, por lo que se propo-
ne una funcién que acttie como paquete de onda. En este caso, es una funcién gaussiana
que depende de w;. Para (3.14), el procedimiento es el siguientef}

2Todos los calculos siguientes fueron hechos con ayuda de Mathematica. Para mas detalles, consulte el
apéndice A
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V(N @) = / ol oo VBaNe= 3 g

_ o rde 34N +VBAN - o(v/G+2dp) (3.15)

donde d es la mitad del ancho de la funcién gaussiana.

La densidad de probabilidad de encontrar al universo en un determinado estado es
dado por la siguiente relacién, donde diréctamente se concibe a ¢ = t (cldsicamente,
existe una relacion lineal entre el campo escalar y el tiempo)

BT
10V, )2

[O(N, ) = [T(N, 1), (3.16)

p=t

entonces

V(N )
VI v g)pant|
\/ﬁe%(—12dN2+\/€(1+4dN)t—2dt2)

S/ K5t

6 1/4
— i (VBt-2d(6N?—2VBNt+12)) \/36\/% (_) ) (3.17)
™

Al calcular el valor medio de la variable N, se obtiene lo siguiente

(N(t)) = / N|W(N, t)|2dN

_ /OON

t
- = (3.18)

o1 (V6t—2d(6N?~2V/6N1+1%)) VeVt

Dado que N = Ina, entonces a = exp \/ié, de manera que clasicamente para un poten-
cial Vy = 0, se obtiene la solucién para un universo de DeSitter (Fig. .
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/

t

Figura 3.1. Gréfica del factor de escala a(t) para un universo de DeSitter.

Para (3.14), Si C; = 0y Cy = C4 = 1, la funcién resultante tampoco es normalizable;
de igual manera, se usa una funcién gaussiana como paquete de onda para hallar una
funcién que si lo sea. El procedimiento es el siguiente:

I e T

_ /—Zﬂ_dedeN?—\/édNapfigo(\/éJergo)’ (3.19)

La densidad de probabilidad de encontrar al universo en un determinado estado es
dado por la siguiente relacién, donde de nuevo se concibea ¢ = ¢

~ b(N 2
PN — 7= %EN;%’P —| —lep (320)
entonces .
YN = DN, ¢)

VI ) pant|

\/_def&lNQf\/édN«pfin(\/éJerap)

\/f 2Wde—3dN'2 V6dN'p— @(\/é+2dgp))2dN/

2ﬂ.d€—3dN2 V6dNt—1(v/6+2td)

\/\/ %de_\/gtﬂz”ﬂ
1/4
—  oi(VBt—2d(6N?+2VEN1+1%)) m(ﬁ) : (3.21)
™
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Al calcular el valor medio de la variable NV, se obtiene lo siguiente

(N(t)) = /OON|\II(N,t)|2dN

) / = 76\ 4]
_ / N 61(\/6t72d(6N2+2\/6Nt+t2)) \/Ee—\/;t <_> ]dN
o T

t
= -7 (3.22)

Dado que N = Ina, entonces a = exp —z, de manera que clasicamente para un poten-
cial Vj = 0, Se obtiene la siguiente solucién (Fig. 3.2).

a(t)

\

Figura 3.2. Gréfica del factor de escala a(t) cuando C; =0

t
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Capitulo 4

Analisis numérico de la ecuacion de
Wheeler-DeWitt

En este capitulo se resuelve numéricamente la ecuacion de Wheeler-DeWitt. A dife-
rencia del capitulo anterior, esta vez se hace con un potencial més general. Se muestran
algunos diagramas obtenidos y como podria ser la evolucion del universo, cambiando
las condiciones iniciales de la ecuacion diferencial. El analisis que se hace es a través del
método de diferencias finitas visto en el capitulo 2. El software usado para este propdsito
es MatLab.

4.1. Discretizacion de la ecuacién de WDW
La constriccién Hamiltoniana de la relatividad generales H = 06

_ kp: | 3ka pi,
126 K 2a3

Reordenando y promoviendo H a un operador, se obtiene el operador de constriccién
Hamiltoniana

—a*V(p) =0 (4.1)

]:_]—KV 1824_81&4_8_21 _%_LGQ ()
36 \ada?  Oaada Oda’a K 2a3 0p? e
Al actuar el operador Hamiltoniano sobre la funcién de onda del universo ¢ (a, ¢), se

tiene que Hvy = 0 o de manera més explicita cambiando la notacién para las derivadas
parciales

(4.2)

K K K 3ka 1 3
aa a - A 2 Vi = 0, 4.3
oatae " g Vet gl T T ¥ T gplee TAVY (43)

Multiplicando por 12a/x y reordenando se llega a la ecuacién de Wheeler-DeWitt

36k5a2¢ N 12&4‘/(@)1/1 _o (4.4)

K2 K

6 1 2
%w - E%Jr le -

¢aa -

Ka?
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Para este caso, se considera un potencial de la forma

1 1
Vip) = §m2902 - ﬁ)\904, (4.5)

donde m y A corresponden a la masa y coeficiente de interaccién. De tal forma que la
forma final de la ecuacién es

6 1 2 36ka? 12a* /1 9 9 1 4
waa - Ewgogo - awa + @w - 2 ¢ + p (§m @ — ﬁAS@ ) ¢ = O, (46)
() 2 ]{5 4
Ka Ka K 6ka 61l o o 1 4 B
1/}4,04,0 6 ¢aa + 6 1/111 9'¢ + - 77b 2a (2m (2 24)\@ 1/) = 0. (47)

Se usara la forma 4.7 para hallar los criterios de convergencia.
Para usar el método de diferencias finitas en la ecuacién de WDW, es necesario esta-
blecer un dominio acotado y condiciones de frontera a este problema. Estas son

0<ac<ay 0<p<r ayp,pr>0,
V(0,0) =v(a,p) = 0 0<9<ypy,
¢(a70) = f((l) ) ?/&p - g(a') 0 <a< Qy. (48)

Se genera la rejilla conlosnodos a; = jAay ¢, =nAyp,j=0,1,2,..,J,n=0,1,2,.... N
donde J y N es el nimero de intervalos en los que se ha divididoel 0 < a < ayy
0 < ¢ < g respectivamente y Aa = ay/J, Ap = ps/N.

.2 2 . 2 .
Para la ecuacion @), el término v? = %& corresponde a la rapidez de onda al cua-
2
. 2 . . o . . raz
drado, por lo que al aplicar el método de diferencias finitas, este se convierte en v? = <.
Definiendo s; = % y considerando las aproximaciones para las derivadas parciales

presentes en la ecuacion de WDW, se llega a la siguiente expresion

Aas?  2(Aa)’s? B 36k(Aa)?s3a?

Ut = {2(1- 57
J 20 =)+ a; + 3a; K2
12(Aa)*s?at (1 1 Aa
4+ T (—ngoi _ _)\(pi) } " g2 l\l/” + U (1 — —)] (4.9)
K 9 24 J J| 71 J+i a;
-y

Este esquema es el mismo usado para la ecuacion de onda. Para hallar el criterio de
convergencia, se pide que s < 1. Se propone que s; < 1 6 para este caso en particular

6n

wf — @i =@f < E; (4.10)
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4.2. Resultados: Diagramas de la funcion de onda

4.2.1. Primer caso

Las condiciones de frontera usadas para este caso fueron 0 < a < 1,0 < ¢ <2,.J =20
y N = 40. Las funciones usadas como condicién fueron

fla) = 0, (4.11)
gla) = a(l—a). (4.12)

De manera general, se incluyen aqui los las lineas de c6digo usadas para obtener los
diagramas que se muestran a continuacion. Para este caso, se fija el pardmetro de curva-
tura £ = 0. En lo que sigue, se muestra la variacién de los parametros my [,

function WheelerDeWitt_ I

am=1; J=20; da=am/J; tm=2; N=40; dt=tm/N; K=1; k=0; m=0; 1=0;
U=zeros (J+1,N+1);

V=zeros (J+1,N+1);

g=@(a) a.x(l-a);

for 3=1:J+1; U(j,1)=0; end

for 3=1:J+1; U(3,2)=U(7j,1)+dtxg((j-1)+*da); end

for n=2:N

for j3=2:J

U(j,n+1l)=(2+ (K*xdt"2) /9+ (K*xdt "2x3) /6— (Kxdt"2%35"°2) /3— ...
(6xk+xdt "2« (dax]j) "4) /K+2+dt " 2* (dax]J) "6+ ( (mxdt*n) "2/2—. ..
(1x (dt*n) "4)/24) )*U(j,n)+(Kx(dt+7J)"2/6 )*«U(j-1,n)+...
((K*dt"2%3) /6% (j=1)) *U(3+1,n) -U (3, n-1) ;

end

end

for n=1:N+1 % Agqui empiezan los cambios

for j=1:J+1

V(3,n)=(U(J,n)) " 2;

end

end % Aqui terminan los cambios

[X, T]=meshgrid(0:da:am, 0:dt:tm) ;

figure (1)

mesh (T’ ,X’,V,’EdgeColor’, " blue’)

ylabel (' Scale factor’,’FontSize’,14),

xlabel (' Scalar field’,’FontSize’,14)

title('Diagrama con f(a)=0, g(a)=a(l-a)’)

figure (2)

pcolor (T’ ,X’,V), shading interp;

%$Cambia U por V y tienes resultados anteriores
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ylabel (' Scale factor a’,’FontSize’,14),
xlabel (' scalar field’,’FontSize’,14)
title("k=0, m=4, 1=16 ')

Diagrama con f(a)=0, g(a)=a(1-a)

0.2 ~

0.15 -

0.1

0.05 4

Scale factor 0 0 - Scalar field

Figura 4.1. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(l — a),
k=0,m=0,l=0
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k=0, m=0, I=0

Scale factor a

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 s
scalar field

Figura 4.2. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(l — a),
k =0,m = 0,1l = 0. Vista superior

4.2.2. Segundo caso

Las condiciones de frontera usadas para este caso fueron0 < a < 1,0 < ¢ <9, J = 100
y N = 300. Las funciones fueron

fla) = a(l—a), (4.13)

1 —tew?
gla) = e . (4.14)

o\ 2T

Algunos de los diagramas obtenidos son los siguientes; estos representan la distribu-
cién de la funcién de onda al cuadrado en el dominio [0, as| x [0, ¢f]. Se han cambiado
los valores de los pardmetros m, A, J, N, o y p. Los dos tltimos son pardmetros de la
distribucién normal

function WheelerDeWitt TIT
mu=0.2; s=0.1; %Parametros de la funcion gaussiana
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Diagrama con f(a)=0, g(a)=a(1-a)

Scale factor 0 0 - Scalar field

Figura 4.3. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(l — a),
k=0,m=3,1=9

am=1; J=100; da=am/J;

tm=9; N=600; dt=tm/N;

%$Parametros iniciales de la ecuacion de WheelerDeWitt
K=1; k=1; m=0; 1=0; S%$parametros del potencial V
U=zeros (J+1,N+1);

V=zeros (J+1,N+1);

f=Q@(a) (1/s*sqrt(2+pil))+exp(—(a-mu) "2/ (2xs72));

% Definida de acuerdo a M. Spiegel, estadistica
g=@(a) a.x(l-a);

for 3=1:J+1; U(3j,1)=g((j-1)=*da ); end

for n=1:N+1; U(l,n)=0; end %Sobre a=0, la funcion de onda es cero
for J=1:J+1; U(3,2)=U(]j,1)+dt+«f£((J-1)*da); end

for n=2:N

for 3=2:J

U(j,n+1)=(2+ (K*dt"2) /9+ (Kxdt "2x7) /6— (Kxdt"2x3"2) /3—
(6xkxdt "2 (da*7j) "4) /K+2+dt "2+ (dax]J) "6+ (- (m*xdt*n) "2/2+
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k=0, m=3, |=9

Scale factor a

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
scalar field

Figura 4.4. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(l — a),
k=0,m = 3,1 = 9. Vista superior

(1% (dt+n) "4)/24) )+U(j,n)+

(Kx (dt+]j) "2/6 )*U(J=1,n)+ ((Kxdt"2+73) /6% (j-1))*«U(j+1,n)-U(j,n-1);
end

end

for n=1:N+1

for j=1:J+1

V(j,n)=(U(3j,n)) "2;

end

end % Aqui terminan los cambios

$subplot (1,2,1)

[X, T]=meshgrid(0:da:am, 0:dt:tm) ;

figure (1)

$mesh (X', T’ ,V,"EdgeColor’, "blue’)

%$Cambia U por V y tienes resultados anteriores
plot3 (T’ ,X",V);

ylabel (' Factor de escala ’',’FontSize’,14),
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a) = a(l — a),

g

7

0

Scalar field

)

14

"FontSize’,14),

Diagrama con f(a)=0, g(a)=a(1-a)
xlabel (' scalar field’,’FontSize’,14)

shading interp;

%$Cambia U por V y tienes resultados anteriores

Scale factor

Figura 4.5. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) =

k=0,m=4,l=16.
xlabel (' Campo escalar’,’FontSize’,14)

title("\psi”2 y f funcidén normal

%$subplot (1,2,2)

figure (2)
ylabel (' Scale factor a’,

pcolor (T’ ,X’,V),

0.1, \mu = 0.1")

\sigma

=)

1

:2,

title('m
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k=0, m=4, =16

Scale factor a

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
scalar field

Figura 4.6. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = 0, g(a) = a(l — a),
k =0,m = 4,1 = 16. Vista superior

4.2.3. Tercer caso

Las condiciones de frontera usadas para este caso fueron0 < a < 1,0 < ¢ <9, J = 100
y N = 300. Las funciones fueron

1 —(a=w)?
fla) = e A" (4.15)

gla) = f(a). (4.16)

Algunos de los diagramas obtenidos son los siguientes; estos representan la distribu-
cién de la funcién de onda al cuadrado en el dominio [0, af| x [0, ¢f]|. Se han cambiado
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1,!12 y g funcion normal

10000 -

8OO0 -

6000

4000 -

2000 -

10

0.5
4

Factor de escala g Campo escalar

Figura 4.7. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(l — a), g(a) =
L_ exp _(U_M)Z,k =0,m=0,l=0.

oV 2 202

los valores de los pardmetros m, A, J, N, 0 y p. Los dos tdltimos son pardmetros de la

distribucion normal (4.15)

function WheelerDeWitt ITIT

mu=0.5; s=0.1; %Parametros de la funcion gaussiana
am=1; J=100; da=am/J;

tm=9; N=900; dt=tm/N;

%N debe ser mucho mayor que J para mantener las condiciones de estabilidad
%Parametros iniciales de la ecuacion de WheelerDeWitt
K=1; k=0; m=0; 1=0; S%$parametros del potencial V
U=zeros (J+1,N+1);

V=zeros (J+1,N+1);

f=@ (a) (1/s*sqrt(2+pi))+exp (- (a-mu) "2/ (2%s72));

% Definida de acuerdo a M. Spiegel, estadistica
$g=Q@(a) a.x(l-a);

for 3=1:J+1; U(3j,1)=f((j-1)+*da ); end
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m=0, 1=0, & =0.1, .= 0.2

Scale factor a

0 1 2 3 4 5
scalar field

Figura 4.8. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(l — a), g(a) =

1 —(o=w)? 4 _ —0 7= : :
/5= €XD 552k =0,m = 0,1 = 0. Vista superior

for n=1:N+1; U(l,n)=0; end %Sobre a=0,

for n=2:N
for j=2:J

la funcion de onda es cero
for 3=1:J+1; U(3,2)=U(j,1)+dtxf£((j-1)+*da); end

U(j,n+l)=(2* (1-(dt/da) "2+« (Kx (dax]J) "2/6) ) +K+xj*dt"2/6 +K*dt"2/9 —...

6xkxdt "2« (daxj) "4/K +...

2% (dt) "2% (dax]j) "6*x (=1/2xm" 2% (dt*n) "2 + 1/24x1x(dt+*n)"4))*U(j,n) +...
(dt/da) "2x (K% (daxj) "2) /6% (U(j-1,n) + (1-1/3)*U(j+1,n)

end

end

for n=1:N+1 % Aquil empiezan los cambios
for j=1:J+1

V(Jj,n)=(U(J,n)) " "2;

end

end % Aqui terminan los cambios
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—;[;2 y f funcion normal

"1{“:”]-&.

3000

2000 -

1000 -

10

0.5
4

Factor de escala g Campo escalar

Figura 4.9. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(l — a), g(a) =
L oxp 2@ k0 m=2,1=—13.

oV 2 202 7/

%subplot (1,2,1)

[X, T]=meshgrid(0:da:am, 0:dt:tm);

figure (1)

¥mesh (T’ ,X’,V,"EdgeColor’,’blue’);
plot3 (T’ ,X",V);

%$Cambia U por V y tienes resultados anteriores
ylabel (' Factor de escala ’',’FontSize’,14),
xlabel (' Campo escalar’,’FontSize’,14)
title(’\psi”2 y g funcidén normal’)

subplot (1,2, 2)

figure (2)

pcolor (T’ ,X’,V), shading interp;

%$Cambia U por V y tienes resultados anteriores
ylabel (' Scale factor a’,’FontSize’,14),
xlabel (' scalar field’,’FontSize’,14)
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m=2, I=-13, ¢ =01, .= 0.2

Scale factor a

0 1 2 3 4 5 6 Fx 8 9
scalar field
Figura 4.10. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 — a), g(a) =
= 127T exp _(3;2“)2, k =0,m = 2,1 = —13. Vista superior

title ('m=20, 1=25, \sigma =0.1, \mu = 0.1")
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102 y f funciéon normal

3000 -

2500

Eﬂm"‘

1500 ~

1000 -

10

0.5
4

Factor de escala i Campo escalar

Figura 4.11. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(l — a), g(a) =
L_ exp _(U_“)Q, k=0,m=4,l=—6.

o2 202
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m=4, |I=6, & =0.1, p=0.2

Scale factor a

0 1 2 3 4 4] 6 i z] 9
scalar field
Figura 4.12. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = a(1 — a), g(a) =
- 127T exp _(3;2“)2, k =0,m = 4,1 = —6. Vista superior
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wz, f y g funciones normales

1200 -

1000 -

Eﬂﬂ"‘.

10

0.5
4

Factor de escala i Campo escalar

Figura 4.13. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g¢g(a), gla) =
L_ exp _(U_“)Q,k:0,m:O,l:0.

o2 202
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m=0, I=0, & =0.1, : = 0.1

Scale factor a

0 1 2z 3 4 5 & i 8 g9
scalar field

Figura 4.14. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g¢g(a), gla) =

()2
- 127T exp (202”) ,k=0,m = 0,l = 0. Vista superior
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1};2, f y g funciones normales

5000 -
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2000 -

1000

10

0.5

4

Factor de escala Hi Campo escalar

Figura 4.15. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g¢g(a), gla) =
L_ exp _(U_“)Q, k=0,m=3,l=—14.

o2 202
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m=3, I=-14, ¢ =01, p=0.2

Scale factor a

0 1 2 3 4 4] 6 i z] 9
scalar field
Figura 4.16. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g¢g(a), g(a) =
- 127T exp _(3;2“)2, k = 0,m = 3,1 = —14. Vista superior
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1};2, f y g funciones normales

EDM'!-.

2500 -

Enm"‘

1500 -

1000

Eﬂﬂ"‘

10

0.5
4

Factor de escala i Campo escalar

Figura 4.17. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g¢g(a), g(a) =
L_ exp _(U_“)Q, k=0,m=38,l=—14.

o2 202
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m=8, |I=-14, ¢ =01, p=0.2

Scale factor a

0 1 2 3 4 4] 6 i z] 9
scalar field
Figura 4.18. Diagrama de densidad de probabilidad con condiciones f(a) = g¢g(a), gla) =
- 127T exp _(3;2“)2, k = 0,m = 8,1 = —14. Vista superior
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Capitulo 5

Conclusiones

Para la solucién exacta de la ecuacion de Wheeler-DeWitt, se ha visto que al suponer
un potencial del campo escalar V() = V|, constante, es posible aplicar el método de va-
riables separables para encontrar una solucion analitica. En el caso que V{, = 0, al calcular
el valor medio del factor de escala a, se llega a dos soluciones; una que corresponde a un
universo de DeSitter y la otra puede verse como resultado de la invariancia ante inversio-
nes temporales.

Respecto al andlisis numérico hecho en este trabajo, se ha trabajado en encontrar grafi-
cas de la funcién de densidad de probabilidad de la solucién numérica a la ecuacién de
Wheeler-DeWitt. Para el primer caso, los méximos se obtienen cuando ¢ — 2 en el do-
minio. Cuando se calcula la solucién para el caso V; = 0, no se observa algo que indique
un crecimiento exponencial como el reportado en la solucién exacta. Para el segundo ca-
so, cuando se ha cambiado el dominio de ¢ y las funciones f y g bajo la condicién V; = 0,
tampoco se observa correspondencia a un crecimiento exponencial. Para el caso 3, don-
de ahora se supone que f(a) = g(a), los maximos de la funcién estdn préximos cuando
¢ — 0. Al cambiar ahora por un potencial V' (¢) # 0, hay ocasiones en las que se mani-
tiestan més de dos maximos en la gréafica 3D, como en la vista superior. Hasta el momento,
no se ha encontrado algo que se haya reportado en la literatura.

Para la solucién exacta, en el caso de un potencial constante distinto de cero; a pesar de
haber hallado una solucién que depende de funciones de Bessel, se tiene que determinar
aun las condiciones iniciales de manera que se observe una solucién fisicamente viable, es
decir, determinar el valor de las constantes C';-C}, asi como el valor de o y w. De manera
similar, se espera encontrar el valor medio del factor de escala a. En cuanto a la solucién
numérica, es necesario cambiar las condiciones de frontera y las condiciones iniciales,
asimismo tambien las funciones f(a) y g(a) para encontrar mds graficas de la funcién de
densidad de probabilidad.
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Apéndice A
Calculos de Mathematica

Estos son los calculos hechos en Mathematica para la funcién (3.14); se analizan los
casos cuando C, = 0y C; = 0 asimismo se ha hecho el cambio w; — w, N — ny
¢ — ¢. En todo momento se supone que d € R,.

CASO C = 0, ¢—Vonwe (7 +4)¢
(foooo 6_%(e"'\/g’“‘“e<§“°")‘]5 dw)
ConditionalExpression [\/%\/E exp (—3dn? — V6dng — 16 (2d¢ + V6)) , R(d) > O]
(ffooo (@\/aexp (=3dn? — V6dne — 1¢ (2dp + \/6)))2 dn)
ConditionalExpression [\/gﬁ/ 2/deV'39, R(d) > 0}
(yg\/mm exp (& (=6 — 2d (617 — 2v/Gno + ¢2))))

\/ﬂ\/gexp(f?)anf\/édmj)fi¢(2d¢+\/é)) ]

Simplify [

(ffooo n (ﬁ\/ VdeV3® exp (1 (—v6¢ — 2d (6n* — 2v/6n¢ + ¢2))))2 dn)

Conditional Expression [\%, R(d) > 0}

Plot|e 5, {6, ~26, 2v/6}
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CASO C, = 0, gV~ (i)

(ffooo e~ e ivonw~ (T H)o dw)

ConditionalExpression [\/%\/E exp (—3dn?® — V6dng — 16 (2d¢ + V6)) , R(d) > 0}

(ffooo V2V dexp (—3dn? — 6dng — 1¢ (2dp + \/6))2 dn)
ConditionalExpression [\/gw?’/ 2\/de~ V'3, R(d) > O}

(ﬁ/gmexp (3 (V69 —2d (6n” + 2v/6n¢ + ¢>2>>))

V2mV/d exp(—3dn2 —V6dno— %¢(2d¢+\/g) ) ]

(foooo n (ﬁ\/ Vde V3% exp (3 (V6¢ — 2d (6n* + 2v/6n¢ + ¢2))))2 dn)

Conditional Expression [—\%, R(d) > 0}
Plot [5% {6, -2V, 2\/6}}

Simplify [
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