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Resumen

El proposito general de este trabajo de tesis es conocer como el estudio del
concepto de variedad diferenciable o suave generaliza el calculo diferencial en R™.
A lo largo de los tres capitulos que contiene esta tesis enunciaremos los conceptos
necesarios para esta tarea.

En el primer capitulo se dan definiciones de topologia general y de teoria
de conjuntos; tales como espacio topolégico y subespacio topologico, base de
una topologia, continuidad, compacidad, conexidad ademas se complementa con
ejemplos. Para dar la definiciéon de variedad topologica las nociones de segundo
axioma de numerabilidad o 2-numerable, espacio topologico de Hausdorff y el de
homeomorfismo son de gran importancia.

Los teoremas 1.0.1, 1.0.2, 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4, 1.1.5, 1.1.6, 1.1.7,
1.1.8, los lemas 1.1.1, 1.1.2 y los corolarios 1.1.1, 1.1.2 tratan sobre teoria de
conjuntos y topologia general, se dejan sin demostraciéon porque solo se pretende
recordar las propiedades que se enuncian y aplicarlas en definiciones, teoremas,
proposiciones y ejemplos de los capitulos 2 y 3.

Siguiendo a los autores Prieto de Castro en la referencia [9] , y a Tu en la
referencia [10] las proposiciones 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, las enunciaremos pero no se
ofreceré la demostracion, como posteriormente veremos , seran tutiles para entender
los ejemplos de variedades topoléogicas y diferenciables.

En el segundo capitulo se enuncian los teoremas de invariancia como son el
teorema de invariancia de dominio, que ademés deriva al teorema de invariancia
de dimensién . Posteriormente se da la definicién de espacio localmente Euclidiano
necesario para definir variedad topoléogica, los teoremas de invariancia menciona-
dos anteriormente le dan buen sentido a esa definiciéon. Enseguida se establecen
definiciones que surgen a partir de variedad topologica como el de carta, sistema
de coordenadas, funciéon de transicion. Posteriormente se presentan ejemplos de
variedades topologicas.

El teorema 2.0.1 no se demostrara porque como indica Prieto de Castro en la
referencia [9], requiere de conocimientos de topologia algebraica, pero nos sera ttil

para probar el teorema 2.0.2.

XI



XI1I Resumen

En el tercer capitulo nos interesamos en definir variedad diferenciable, subva-
riedades, suavidad de una funcién de valor real, suavidad de un mapeo entre dos
variedades diferenciables, difeomorfismo entre dos variedades diferenciables o C'°,
y més resultados que nos seran de gran utilidad para poder estudiar por ejemplo el
teorema de la funcion inversa aplicada a variedades diferenciables.

La propiedad 3.0.1 es interesante tenerla en cuenta, pero siguiendo a la referencia
[5] se deja sin demostracion, del teorema 3.0.1 solo nos interesa tener presentes sus
propiedades.

Culminamos todo este trabajo con un corolario que es consecuencia del teorema de
la funcién inversa para variedades.

Palabras clave: Espacio topolégico, Subespacio topolégico, Continuidad, Ho-
meomorfismo, Espacio topolégico Hausdorff, Espacio localmente Euclidiano, Segun-
do axioma de numerabilidad o axioma 2-Numerable, Invariancia de dominio, In-
variancia de la dimensiéon, Variedad topolégica, Carta, Sistema coordenado, Atlas,
Atlas maximal, Difeomorfismo entre variedades diferenciables, Funciones de tran-
sicion, Suavidad de funciones de valor real, Suavidad entre mapeos de variedades
diferenciables, Teorema de la funcién inversa para variedades.



Introduccion

Como muchos conceptos fundamentales en matematicas, el de variedad no se
debe a una sola persona, més bien fue producto de anos de trabajo de diversos
matematicos, por nombrar a algunos, el matematico aleman Carl Friedriech Gauss
us6 libremente coordenadas en superficies y tuvo la idea de carta, es mas, al pare-
cer fue el primero en considerar una superficie como un espacio abstracto que existe
por derecho propio, independientemente de una incrustacion particular en un espacio
Euclidiano en su trabajo "Disquisitiones generales circa superficies curvas” (Disquisi-
ciones generales alrededor de superficies curvas) publicada en 1827. Por otro lado, la
idea de variedad diferenciable fue introducida por otro matemético aleman llamado
Bernhard Riemann, motivado por el estudio de funciones de variable compleja desde
el punto de vista geométrico establecio los fundamentos de la geometria diferencial
de dimensiones altas en Gotinga en su tesis doctoral ” Uber die hypothesen welche
der Geometrizu grunde lige” (Sobre las hipotesis que fundamentan la geometria)
en el ano 1854. Por supuesto, la palabra variedad es una traducciéon de la palabra
alemana "Mannigfalgtiekeit” la cual Riemann utiliz6 para describir los objetos que
estudid, luego esa idea fue trabajada por otros matematicos al final del siglo X1X
y a principios del siglo XX. La formalizacion de variedad diferenciable requirié de
la teorfa de conjuntos de Georg Cantor y del aporte de muchos otros matematicos
entre los cuales se encuentra Poincaré. En dichos trabajos los espacios Euclidianos
locales figuraron prominentemente. En 1931 se encontrd la definicion moderna de
variedad diferenciable (c.f.)[10] basada en la topologia de conjuntos y un grupo de
funciones de transicion que estudiaremos con entusiasmo a través de esta tesis; los
cuales generalizaron las ideas introducidas por Gauss en el estudio de superficies
diferenciables quien ademas fue el director de tesis doctoral de Riemann. Intuiti-
vamente, una variedad diferenciable es una generalizacion de curvas y superficies a
dimensiones altas, pero como veremos en el desarrollo de esta tesis, una variedad
suave puede ser incluso el grupo general lineal.

Una variedad es localmente Euclidiana en el sentido de que en cada punto tiene una
vecindad llamada carta, homeomorfa a un subconjunto abierto de R”. Las coorde-
nadas en una carta permiten llevar a cabo célculos en un espacio FEuclidiano, por
lo que conceptos de R™ como diferenciabilidad de funciones pueden ser definidas en
variedades, lo cual generaliza el célculo diferencial en R™ a el calculo en variedades
diferenciables. (Tu, 2011, p.47)

Las variedades diferenciables son de gran relevancia en fisica-matematica, ademas
hoy dia se aplican en campos de estudio relativamente nuevos como en sistemas di-
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X1V Introduccion

namicos y la ciencia de datos cuando se estudia anélisis multidimensional de datos.



Capitulo 1
Topologia

En este primer capitulo nos interesa enunciar definiciones, teoremas, proposi-
ciones que se estudian en libros de topologia general y que nos seran ttiles para
abordar un estudio de variedades topologicas en el segundo capitulo y variedades
diferenciables en el tercer capitulo.

Definiciéon 1.0.1. Un conjunto S es finito si existe un natural m y una biyec-
cion f entre Sy {1..m}, a m se le llama el nimero de elementos de S.

Definicion 1.0.2. Un conjunto S es numerable si es finito o hay una biyeccion
f:N—S.

La relacién que existe entre las operaciones | J, (] y complemento se describen
en el siguiente teorema y se conocen como las leyes de De Morgan .

Teorema 1.0.1. Suponga que X es un conjunto, S es un subconjunto de X, I es un
conjunto de indices vy, para cada o € I, A, es un subconjunto de X, entonces:

1L X\ HAp:ael} ={X\A,:a €I}
2. X\({As:ael}={X\A, : a € T}.
3. 8N U{As:acl}={SNA,: A, €I}
4. SUMNAs:ael}=N{SUA,:a e}

Demostracion. O

Teorema 1.0.2. 1. Cada subconjunto de un conjunto finito es finito y la union
de dos conjuntos finitos es un conjunto finito.

2. Cada subconjunto de un conjunto numerable es numerable y la union de una
coleccion numerable de conjuntos numerables es numerable.

1



Topologia
1.1 Topologia

3. Un producto de dos conjuntos numerables es numerable.
Demostracion. O

1.1. Topologia

Definicion 1.1.1. Una topologia en un conjunto X es una coleccion T de subcon-
juntos de X que satisfacen las siguientes condiciones:

1. X,0er.
2. La union de cualesquiera elementos de 7 es elemento de T.
3. La interseccion finita de elementos de T es elemento de 7.

La pareja (X, 7) se llama un espacio topoldgico, y si no hay posibilidad de
confusion respecto a la topologia T referida, se escribird unicamente X en vez de
(X, 7).

La condicion 3 de la definicion anterior es equivalente a requerir que

BN By € T para cualesquiera By, Bo € 7. Luego, al usar el principio de induccion

n
se establece que, si B; € T para todo i € {1,2,...,n}, entonces (| B; € T.

Los elementos de la coleccion T se denominan conjuntos T-ab%e;"tos o simplemente
conguntos abiertos si la topologia T se sobrentiende. Ademds, los conjuntos cuyos
complementos son T-abiertos se llaman conjuntos T-cerrados o simplemente
conjuntos cerrados, si no es necesario indicar la topologia.

Ejemplo 1.1.1. Sea X = {a,b,c},
1. Hallar todas las topologias de X.

2. Encontrar una familia de subconjuntos de X, que contenga a X y a () pero que
no sea topologia de X.

3. Observar que hay por lo menos dos topologias de X cuya union no es topologia.

Demostracion. 1. El conjunto potencia de X esta conformado por todos los sub-
conjuntos, es decir:

P(X) ={X,0,{a},{b},{c} {a, b}, {b,c} {a, c}}

Ahora, una topologia es un subconjunto de P(X) el cual debe cumplir con las
3 propiedades de la definicién de espacio topologico por lo que la cantidad de
topologias posibles se reduce. Asi, obtenemos las siguientes:

= {X7®}
2 = {X7®7 {a}}
73 ={X,0,{b}}

71 =1{X,0,{c}}




Topologia
1.1 Topologia

5 =1{X,0,{a,b}}

76 ={X,0,{b,c}}

7 ={X,0,{a,c}}

75 ={X,0,{a},{a,b}}

T = {X7®7 {CI,}? {bv C}}

Ti0 = {X7® {a}a {CL?C}}

T11 = {X,(Z) {b} {(Z b}}

T12 = {X,@, {b} {b C}}

T3 = {X7®7{b} {CL C}}

T ={X,0,{c} {a,b}}

Ti5 = {Xa @, {C} {b C}}

Ti6 = {Xv @, {C} {CL C}}

mir ={X,0,{a},{a, b} {a,c}}
118 = {X,0,{b},{a,b}, {b,c}}
m19 ={X,0,{c} . {a,c}, {b,c}}
720 = {X,0,{a}, {0}, {a,b}}

1 ={X,0,{a}, {0}, {a, b}, {b, c}}
T2 = {X,0,{a}, {0}, {a, b}, {a, c}}
723 = {X,0,{a},{c}, {a,c}}

T2 ={X,0,{a},{c}, {a,c},{a,b}}
725 = {X,0,{a},{c}, {a, c} {b,c}}
726 = {X, 0, {b}, {c}, {b, c}}

o7 = {X,0,{b},{c}. {b,c}, {a, b}}
128 = {X, 0, {b}, {c}, {b, c}, {a, c}}
129 = {X,0,{a}, {b},{c}, {a,b},{b,c}, {a,c}}

2. Sea 7 = {X,0,{a},{a,b},{b,c}} una familia de subconjuntos de X la cual
contiene a X y (). Sin embargo, {a,b} N {b,c} = {b} ¢ 7, por lo que esta no es
una topologia de X.

3. Consideremos a 7 y 73:
7 =1{X,0,{a}} y 3 = {X,0,{b}}. Luego, U3 = {X,0,{a}, {b}}. Conside-
remos, {a} U {b} = {a,b} ¢ 7 U T3, por lo que esta no es una topologia.
O]

Ejemplo 1.1.2. La coleccion T de todos los subconjuntos de un conjunto no vacio X
satisface las 3 condiciones de la definicion de topologia, por tanto T es una topologia
en X y (X, 1) se denomina espacio topoldgico discreto.

Ejemplo 1.1.3. La coleccion 7 = {0,X} con X # 0 es una topologia de X
llamada la topologia indiscreta de X por tanto, (X, 7) es el espacio topolégico
indiscreto.

Ejemplo 1.1.4. La coleccion T de todos los subconjuntos A de un conjunto X tales
que X\ A es finito, junto con el conjunto 0, es una topologia para X y se llama la
topologia cofinita en X. En efecto, dado que X\X = 0 y el conjunto O es finito,
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Topologia
1.1 Topologia

X € 7, y por la definicion de T se tiene que ) € 7; ademds, si A, estd en T para
cada o € I, entonces X\ A, es finito, para toda o € I; por tanto, por leyes de De
Morgan

X\([JA40) = [(X\Aa) € X\Ao, Vo e 1.

ael acl
Por lo tanto por 1 del teorema 1.1, X\ |J A, es finito, por lo que |J A, estd en

ael Oée[
7. Andlogamente , si Ay y Ag estin en T, entonces X\ Ay y X\ Az son conjuntos

finitos y por leyes de De Morgan

En consecuencia, por 1 del teorema 1.1 X\(A1NAs) es finito, y por tanto AyNAy €
7. Por lo tanto, T = {A C X : X\A es finito } U{D} es una topologia en X.

Ejemplo 1.1.5. (Topologia inducida por una métrica).
Como los conjuntos abiertos en un espacio métrico (X,d) satisfacen:

1. Una union arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
2. Una interseccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
3. 0, X son abiertos.

La coleccion 14 de todos los subconjuntos abiertos de un espacio métrico (X,d)
satisface las condiciones de la definicion de topologia en un conjunto X, entonces 74
es una topologia llamada la topologia inducida por d, por lo que (X, 74) es un espacio
topoldgico.

Definicion 1.1.2. A continuacion enunciaremos algunos subconjuntos de espacios
FEuclidianos que usaremos en el desarrollo de esta tesis, cada uno es considerado un
espacio topologico con la topologia inducida por la métrica Fuclidiana.

Sea un entero n > 0.

= Fl antervalo unitario es el subconjunto I C R definido por

[=[0,1]={zeR:0<z<1}.

= La bola unitaria abierta de dimension n es el subconjunto B C R" for-
mado por todos los vectores de longitud menor estricto a 1:
B = {z e R": |z| < 1}.
En caso de que n=2, usualmente lo llamamos el disco unitario abierto B2 .

s La bola unitaria cerrada de dimension n es el subconjunto B" C R™ for-
mado por todos los vectores de longitud menor o iqual a 1:

B" ={zr e R": |z] <1}

En caso de que n=2, usualmente lo llamamos el disco unitario cerrado B>




Topologia
1.1 Topologia

» La circunferencia unitaria es el subconjunto S' C R? formado por vectores
unitartos en el plano:

S'= {z € R?: |z| = 1}.

» La m-esfera unitaria es el subconjunto S* C R que esta formado por
vectores unitarios en R":

S" = {z e R"™! : |z = 1}.

Definicion 1.1.3. Sea (S,7) un espacio topologico y A un subconjunto de S. Defi-
nimos T4 como la coleccion de subconjuntos

A ={UNAU € 7}

por la propiedad distributiva de union e interseccion,

LaJU NA) = (UU)

OU nA) (ﬂU) N A,

Lo cual muestra que T4 es cerrado bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas.
Ademds, 0, A € T4. Asi que T4 es una topologia en A llamada subespacio topold-
gico o topologia relativa de A en S, y los elementos de T4 son llamados abiertos en
A. Para enfatizar el hecho de que un conjunto abierto U en A no necesita ser abierto
en S, también podemos decir que U es un abierto relativo de A o relativamente
abierto en A. El subconjunto A de S con el subespacio topoldgico T4 es llamado
subespacio topoldgico de S.

St A es un subconjunto abierto de un espacio topoldgico S, entonces un subconjunto
de A es relativamente abierto en A si y solo si es un abierto en S.

Definicién 1.1.4. La topologia 74 o T|A de la definicion anterior se llama la
topologia relativa de A, y al espacio (A,74) se le llama subespacio de (S,T).
Porlo que V € TA si y solo si existe U € T tal que V =U N A.

Definicion 1.1.5. 1. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Un subconjunto U de
X es una vecindad de x si y solo si hay un conjunto abierto V de X tal que
zreV CU.

2. El conjunto V, de todas las vecindades de x se llama sistema de vecindades
en x.
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1.1 Topologia

Definiciéon 1.1.6. Una coleccion B, C V, es una base local o base de vecindades
en un punto = de un espacio topologico X st V € V, implica que existe B € B, tal
quex € BCV.

FEs facil establecer que, si B, es una base local en x, entonces {U C X: B C U
para algin B € B,} es el conjunto V, de todas las vecindades de x. Ademds, en un
espacio topologico (X, 7) la coleccion 7, = {U € 7 : x € U} es una base local (de
conjuntos abiertos) en .

Definicion 1.1.7. Sea X un espacio topologico y x € X. Una familia B, de vecin-
dades de x en X se denomina base de vecindades de x , si dada cualquier vecindad
U de z, existe una vecindad V en B, tal que V- C U. A los elementos de B, se les
llama vecindades bdsicas de .

Definicion 1.1.8. Un espacio topologico X satisface el primer axioma de numerabi-
lidad o es primero numerable o a menudo abreviado como 1-numerable si tiene
una base local numerable en cada uno de sus puntos.

Es evidente que en un espacio discreto (X, 7), para cada x € X, la familia B, =
{{z}} es una base de vecindades en x; por lo tanto, la topologia discreta en cualquier
conjunto X es primero numerable.(Benitez Lopez & Wilson Roberts, 2017, p.49)

Definicion 1.1.9. Una base de una topologia T es una subcoleccion B de T si para
cada ) # U € 7 hay una subcoleccion A de B tal que

U=|J{B:BecA}}.

Es decir, B es una base de T si cada conjunto abierto mo vacio es la union de
elementos de B.

Obuviamente una topologia es una base de si misma. Ademds, es fdcil establecer que
B es una base de T si y solo si para cada conjunto abierto U € 7 y x € U existe
un B € B tal que x € B C U. A los elementos de una base B de T se les llama
conjuntos abiertos bdsicos del espacio X.

Ejemplo 1.1.6. Si (X,d) es un espacio métrico, por definicion de la topologia
metrica T4, los discos abiertos forman una base de t4. En consecuencia, la coleccion
de todos los intervalos abiertos (a,b) € (R, ||) es una base de la topologia Euclidiana
T € R, pues (a,b) = B(“TH’, b_Ta) Ademds, existe una base numerable de esta topo-
logia en R. Se sabe que Q es numerable y, por lo tanto B ={(p,q) : p,q € Q,p < ¢}
también lo es, y constituye una base de (R, 7). Para ver esto, basta notar que,
si U es abierto con x € U, existe € > 0 tal que x € (r —e,x +¢€) C U, y en-

tonces existenp € (r—e,2)NQ y q € (x,x+€)NQ. Por consiguiente, x € (p,q) C U.

Definicion 1.1.10. Un espacio topologico (X, T) satisface el sequndo axioma de
numerabilidad o sequndo numerable o usualmente abreviado 2-numerable si
existe una base numerable de la topologia T.
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1.1 Topologia

Teorema 1.1.1. R" satisface el sequndo axioma de numerabilidad.
Demostracion. [

Ejemplo 1.1.7. En un espacio discreto (X, T) es primero numerable tal que B =
{{z} :€ X} esuna base de 7, por lo que si B es cualquier base del espacio topoldgico
(X, 7), entonces B C B, pues para cada x se tiene x € {x} € T, y puesto que B~
es una base, existe B € B’ tal que, v € B C {z}, claramente B = {x} € B". En
consecuencia, X es sequndo numerable si X es numerable.

Proposicion 1.1.1. Un subespacio A de un espacio 2-numerable S es 2-numerable.
Demostracion. O

Ejemplo 1.1.8. (Todo subconjunto abierto N de un espacio topologico X
segundo numerable es también segundo numerable).

Si tomamos una base numerable para X, pero no nos fijamos en todos los conjuntos
de bases que mo estdn contenidos en N, entonces es facil ver que los conjuntos de
bases restantes forman una base numerable para la topologia de N.

Definicién 1.1.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A C X con xy € A.
Decimos que xy es punto interior de A si y solo si 3 U € 7 tal que: xg € U y
UCA.

Al conjunto de puntos interiores del conjunto A se le llama el interior de A y
es usualmente denotado como A°.

Definicién 1.1.12. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A C X con xp € X
decimos que xy es punto de adherencia de A si y solo si YU € 71 tal que
rg €U = ANU % 0.

Al conjunto de puntos de adherencia de A lo llamamos la cerradura o clausura
de A y se denota por A.

Definicion 1.1.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A C X con xg € X

decimos que o es punto frontera de de A si y solo st VU € 1 tal que xo € U =
ANU#D#ANX\A

Al conjunto de puntos de frontera de A lo llamamos la frontera de A y se denota
por OA.

Definicién 1.1.14. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A C X con xop € X
decimos que xy es punto de acumulacion de A si y solo si Yu € T tal que xo €

Al conjunto de puntos de acumulacion de A lo llamamos el conjunto derivado
A y se denota por A”.
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Definicién 1.1.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A C X con xog € X
decimos que xy es punto aislado de A si y solo si g € A pero no es punto de
Acumulacion de A.

Definicion 1.1.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A C X con o € XA
decimos que x es punto exterior de A si y solo si AU € 7 tal que:

1. .I()GU.
2. U C X\A.

Al conjunto de puntos exteriores del conjunto A se le llama el exterior de A y
es usualmente denotado como ext(A).

Definiciéon 1.1.17. Sea A C X con la topologia relativa . En este caso, llamamos a
la aplicacion continua i : A — X simplemente inclusion (a la que frecuentemente
denotaremos por A — X ); a los abiertos de A se les nombra abiertos relativos, a
los cerrados de A, cerrados relativos.

Definicién 1.1.18. Sean (X,7,) y (Y, 7,) espacios topoldgicos. Una funcion f :
X — Y es continua en un punto vy € X st para cada conjunto abierto V' con
f(zo) € V' existe un conjunto abierto U tal que xo € U y f(U) C V. Una funcion f
es continua (en X) si f es continua en todo punto de x € X.

Teorema 1.1.2. Sean X, Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion, entonces
los siguientes incisos son equivalentes:

1. f es continua.
2. Para cada conjunto abierto Ven Y, f~1(V) es abierto en X.
3. Para cada conjunto cerrado H en Y, f~ (H) es cerrado en X.
4. Para cada A C X, f(clx(A)) C cly(f(A)).
5. Para cada B CY, clx(f~'(B)) C f~(cly(B)).
Demostracion. O

Corolario 1.1.1. St X|Y y Z son espacios topologicos, f : X =Y yg:Y = Z
son funciones continuas. Entonces, go f : X — Z es continua.

Demostracion. O

Definicion 1.1.19. Si f : X — Y es una funcion y A C X la restriccion de f a
A se escribe f|A y se define como:
(flA)(z) = f(z) para todo x € A.
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Teorema 1.1.3. i AC X y f: X — Y es continua, entonces (f|A) : A —- Y
es continua. Ademds, si f : X — Y es continua y Z es un subconjunto de Y tal
que f(X) C Z, entonces f : X — Z es continua; en particular, f: X — f(X) es
continua.

Demostracion. O
Definicion 1.1.20. Sean X y Y espacios topologicos. Una funcion continua
f : X — Y. Es un homeomorfismo si f es biyectiva y f~' es continua. Una
funcion f : X =Y es una itnmersion si f es inyectiva y f define un homeomorfismo
de X a f(X); en este caso, se dice que X estd inmerso en Y. Si f: X = Y es un
homeomorfismo, los espacios X y Y son homeomorfos, lo cual se escribe X =Y.

Un homeomorfismo entre dos espacios es una correspondencia biunivoca no so-
lo entre los puntos del conjunto, sino también entre las topologias de los dos espacios.

Teorema 1.1.4. 5@ X y Y son espacios topologicos, G C X y f : X — Y es
biyectiva, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.
2. U es abierto en X si y solo si f(U) es abierto en Y.
3. C es cerrado en X si y solo si f(C) es cerrado en Y.
Demostracion. O

Teorema 1.1.5. Sean X y Y espacios topoldgicos. f : X — Y es una funcion
biyectiva y continua, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. f~1 es continua, o sea, f es un homeomorfismo.
2. f es abierta.
3. f es cerrada.

4. f~1 es un homeomorfismo.

Demostracion. O

Definicion 1.1.21. Decimos que una funcion f : X — Y entre dos espacios topold-
gicos es un homeomorfismo local si cada punto x € X tiene una vecindad U C X
tal que f(U) es un subconjunto abierto de Yy f|y : U — f(U) es un homeomorfismo.

Teorema 1.1.6. (Propiedades de homeomorfismos locales).
1. Todo homeomorfismo es un homeomorfismo local.
2. Todo homeomorfismo local es continuo y abierto.

3. Todo homeomorfismo local biyectivo es un homeomorfismo.
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Demostracion. O

Definiciéon 1.1.22. Una propiedad P es una propiedad topologica si cada vez que
un espacio topoldgico (X, 1) posee la propiedad P, cualquier otro espacio topoldgico
Y homeomorfo a (X, 7) también posee la propiedad P.

Definicion 1.1.23. Un espacio topoldgico (X, 1) es de Hausdorff o un espacio T,
st para cada par de puntos distintos x,y € X existen conjuntos abiertos U,V € T
tales que UNV =0 conx e U yy € V.

Proposicion 1.1.2. Cualquier subespacio A de un espacio topoldgico de Hausdorff
S, es de Hausdorff.

Demostracion. O

Proposicion 1.1.3. En un espacio Hausdorff todo punto es un conjunto cerrado.

Demostracion. OJ

Ejemplo 1.1.9. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces (X, ;) es Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y € X con x # y, sea r = @ > (), es decir tomamos
la mitad de la distancia de x a y como radio de las bolas abiertas: U=B(x,r) y
V=B(y,r), como el centro de una bola siempre pertenece a la bola, entonces x € U
y € V y ademas UNV = (), porque si tuviéramos un punto z € U NV, entonces
z € Uy z eV pero por la manera en que definimos U y V, tenemos que:

dlz,y) <ryd(xz,z)<r

Aplicando la desigualdad del tridangulo tenemos que

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < 2r =d(z,y) lo cual es una contradiccion.

Asi pues encontramos dos abiertos x € U y y € V, cuya interseccion es ajena, como
X y y se tomaron arbitrariamente se concluye que (X, 74) es Hausdorff.

]

Ejemplo 1.1.10. (Todo subconjunto abierto de un espacio de Hausdorff es
también de Hausdorff).

Esto se debe a que si tomamos un conjunto abierto N C X, cuyos puntos p y q son
distintos en N, entonces hay en X subconjuntos abiertos U, y U, que separan a los
puntos p y q, ademds las intersecciones U, "N y U, N N contienen a p y a q, son
disjuntas y también abiertas en N.

Ejemplo 1.1.11. (Un espacio no Hausdorff).

Sea X cualquier conjunto infinito equipado con la topologia cofinita. Sean x,y € X
con x # y . Sean U,V abiertos en X tal que x e U yy € V.
Supongamos que U NV = (), entonces, X\UNV = X\ = X
entonces, por leyes de De Morgan (X\U) U (X\V) =X
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Por otra parte como U y V son abiertos no vacios en X y como X esta equipado con
la topologia cofinita

entonces, X\U y X\V son finitos

entonces, (X\U) U (X\V) = X porque la uniéon de dos conjuntos finitos es un
conjunto finito

entonces, X es finito, lo cual es una contradicciéon porque habiamos tomado a X
como un conjunto infinito,

entonces, UNV = ()

por lo tanto (X, 7) no es Hausdorff.

Definiciéon 1.1.24. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Se dice que C' = {U, C
XI|XA € A} es una cubierta abierta de A en X si |Jyc, Ux D A. Definimos la
cubierta C' como abierta si Uy es abierto o como cerrada si éste es cerrado en X
para toda A € A. Si C°C C y C’es también una cubierta, entonces decimos que
C’ es una subcubierta de C. En particular, afirmamos C’es o bien finita o bien
numerable si como conjunto C’es finito o numerable, respectivamente.

Definicion 1.1.25. Un espacio topoldgico (X, T) es compacto si cada cubierta
abierta F de X tiene una subcubierta finita.

Lema 1.1.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A C X y 74 la topologia relativa en
A. El espacio (A, Ta) es compacto si y solo si siempre que F C 7 y|JF 2D A existe
un conjunto finito G C F tal que | JG 2 A.

Demostracion. O

Teorema 1.1.7. Teorema(Heine-Borel-Lebesgue). En R™, un conjunto A es
cerrado y acotado si y solo si toda cubierta abierta de A contiene una subcubierta
finita.

Demostracion. O

Definicion 1.1.26. Un espacio topoldgico X es conexo si los unicos conjuntos
abiertos y cerrados en X son el conjunto vacio () y el espacio total X. Un subconjunto
Y de un espacio topoldgico (X, T) es conexo si el subespacio (Y, T|Y) es un espacio
topologico conexo. Un espacio X es disconexo si no es conexo.

De este modo observamos que si X es conexo y homeomorfo a Y, entonces Y es
COMELO.

Lema 1.1.2. Un espacio es disconexo si y solo si es la union de conjuntos abiertos
no vacios y disjuntos.

Demostracion. O

11



Topologia
1.1 Topologia

Teorema 1.1.8. La imagen continua de un espacio conexo es conero.

Demostracion. O

Teorema 1.1.9. Sean X,Y espacios topoldgicos y sea f: X — Y continua. Si X
es compacto y Y es de Hausdorff, entonces f es cerrada, ademds si f es sobreyectiva,
entonces f es una identificacion.

Demostracion. Sea A C X cerrado. Por ser X compacto , A es compacto, y por ser
f continua, f(A) es compacto . Ya que Y es un espacio de Hausdorff, entonces f(A)
es cerrado, Por lo tanto, tenemos que f es cerrada.

Supongamos ahora que, ademas, f es sobreyectiva y sea B C Y, tal que f~!(B) es
cerrado. Por ser f cerrada, B = ff~!(B) es cerrado. Esto demuestra que f es una
identificacion. O]
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Capitulo 2
Introduccion a las variedades

Las siguientes definiciones y resultados nos ayudaran a comprender la definiciéon
de variedad topolbgica para posteriormente abordar en el siguiente capitulo el
estudio de las variedades diferenciales.

Teorema 2.0.1. (Invariancia de dominio).
Sean X,Y C R", tales que X es homeomorfo a Y. Entonces, si X es abierto en
R™, Y también lo es.

Teorema 2.0.2. (Invariancia de la dimension). Si m # n, entonces R™ 2
R S™ £ S y B™ % B

Demostracion. Sea m < n , entonces R™ C R"™ no es abierto en R”; sin embargo,
R™ C R™ si es abierto en R™, por lo que, por el teorema de invariancia de dominio,
R™ y R™ no pueden ser homeomorfos.

Si suponemos que que hay un homeomorfismo ¢ : S — S", entonces, si quita-
mos de ambas esferas un punto, digamos p € S™, ¢ = ¢(p) € S", por restriccion
obtenemos un homeomorfismo ¢’ : S™ — p — S™ — ¢. A través de las proyecciones
estereogréficas:

p:S"— N — R
donde N = (0,0...,0,1) € S c R*"!, dada por

— T z"
p@) = (o T )
donde x = (z1,9,...,2,.1) € S® — N. La aplicacién p es un homeomorfismo
con inversa dada por

) = (e W
2+ 1777 2+ 17 |y2 4+ 1

donde y = (y1,...,yn) € R™

13
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La proyeccion estereografica muestra que R™ y S™ son casi iguales, pues, salvo
por un punto, son homeomorfos. Sin embargo, R"” y S™ no son homeomorfos.

Por ejemplo, en el caso n=0 esto es claro, pues R? es solo un punto, mientras
que S° consta de dos puntos. Para n > 0, R" no es compacto, pues no es acotado,
mientras que S"” es compacto pues puede verse como un conjunto cerrado y acotado
en R™. (Por cierto, S" es la compactacion de un punto de R™).

¢=S"—S —R"

la, proyeccion estereogréfica, pero desde el polo sur S = (0,0,...,0,—1) € S" C
R"*! donde q esta dada por,

I 1+xn+17“" 1+xn+1

Asi pues ¢’ determina un homeomorfismo ¢ : R™ = R”, por lo que m=n en
vista de lo ya probado.

Finalmente, sea m < n, y ¢ : B™ — R" un homeomorfismo. Por lo tanto,
B” C R" es abierto y homeomorfo a o~ '(B") C B™ C R™ C R" que no es
abierto en R", lo que contradice al teorema de invariancia de dominio.

]

Definiciéon 2.0.1. Un espacio topologico M es localmente FEuclidiano de dimen-
sion n si cada punto p en M tiene una vecindad U tal que hay un homeomor-
fismo ¢ de U sobre un subconjunto abierto de R™. Llamamos carta a la pareja
(U,¢ : U — R"), vecindad coordenada a U o conjunto abierto coordenado, y a
¢ un mapeo coordenado o un sistema coordenado en U.

Decimos que una carta (U, ¢) es centrada en p en U si ¢(p) = 0.

Para algunos propositos, es util ser mas especificos acerca del tipo de subconjunto
abierto que usamos para caracterizar localmente espacios Euclidianos. El siguiente

lema muestra que podriamos haber remplazado conjunto abierto por bola abierta o
por R™ mismo. (Lee, 2011, p.38)

Lema 2.0.1. Un espacio topologico M es localmente Fuclidiano de dimension n si
y solo si se cumple alguna de las siqguientes propiedades

1. Cada punto de M tiene una vecindad homeomorfa a una bola abierta de R™.

2. Cada punto de M tiene una vecindad homeomorfa a R™ .

Demostracion. Es inmediato que cualquier espacio con la propiedad 1 o 2 es local-
mente Euclidiano de dimension n.

Procedemos por contradiccion, supongamos que M es localmente Euclidiano de di-
mension n. Dado que cualquier bola abierta en R™ es homeomorfa a R”, es decir sea

B"™ C R™ la bola unitaria y definimos el mapeo F': B" — R” por F(z) = 1—$|r\
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Asi pues un mapeo G : R" — B" definido por G(y) = y%‘y' es el mapeo inverso de

F y por tanto F es biyectiva, ya que F y F~! = G son continuas, F es un homeomor-
fismo y por tanto R™ es homeomorfo a B". Las propiedades 1 y 2 son equivalentes,
asi que solo necesitamos probar 1.
Dado un punto p € M, dada una vecindad U de p que admite un homeomorfismo
¢ : U — V, donde V es un subconjunto abierto de R". El hecho de que V es
abierto en R™ significa que hay alguna bola abierta B alrededor de ¢(p) que esté
contenida en V, y si f : X — Y es un homeomorfismo y U C X es abierto en Y
y la restriccion f|y es un homeomorfismo de U a f(U) se prueba que ¢~'(B) es una
vecindad de p homeomorfa a B.

O

Definicion 2.0.2. Suponga que M es localmente Fuclidiano de dimension n. Si
U C M es un subconjunto abierto que es homeomorfo a un subconjunto abierto de
R", entonces U es llamado un dominio coordenado, y cualquier homeomorfismo
¢ de U a un subconjunto de R™ es llamado un mapeo coordenado. La pareja (U, ¢)
es llamado carta coordenada (o solo carta de M).

Un dominio coordenado que es homeomorfo a una bola en R™ es llamada una bola
coordenada. (Cuando M es de dimension 2, usamos el término disco coordenado.

El lema anterior muestra que cada punto en un espacio localmente Euclidiano
es contenido en una bola coordenada. Si p € M y U es un dominio coordenado
que contiene a p, decimos que U es una vecindad coordenada o una vecindad
Euclidiana de p.

La definiciéon de espacio localmente Fuclidiano tiene sentido incluso cuando n=0.
Porque R? es un singulete, la parte (2) del lema anterior implica que un espacio es
localmente Fuclidiano de dimensiéon 0 si y solo si cada punto tiene una vecindad

homeomorfa a un punto en el espacio, en otras palabras si y solo si el espacio es
discreto.(Lee, 2011, p.38)

A continuacion se dara la definicién de variedad topologica en términos de espacio
localmente Euclidiano que se usara de ahora en adelante en esta tesis.

Definicion 2.0.3. Una wvariedad topoldgica es un espacio topologico M de
Hausdorff, 2-numerable y localmente un espacio FEuclidiano. Se dice que es de
dimension n si es localmente Fuclidiano de dimension n.

Para que la dimension de una variedad topologica este bien definida, necesitamos
saber que para n # m un subconjunto abierto de R"” no es homeomorfo a un subcon-
junto abierto de R™, este hecho es llamado teorema de invariancia de la dimension.
(Tu, 2011, p.48)

Proposicion 2.0.1. Cada subconjunto abierto de una n-variedad es una n-variedad.

Demostracion. Dada una n-variedad M y dado un subconjunto V abierto de M.
Cualquier p € V tiene una vecindad en M que es homeomorfa a un subconjunto
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abierto de R™, la interseccion de esta vecindad con V sigue siendo abierta,

todavia homeomorfa a un subconjunto abierto de R™ y es contenida en V, asi V es
localmente Euclidiano de dimensién n. Como se comento anteriormente, cualquier
subconjunto abierto de un espacio Hausdorff es Hausdorff y cualquier subconjunto
abierto de un espacio segundo numerable es segundo numerable y por tanto V es
una n-variedad.

]

En este trabajo de tesis primero hemos hablado de variedades topologicas, para
poder definir posteriormente variedad diferenciable. Usualmente las llamaremos
variedades n-dimensionales o n-variedades o usualmente variedades si la dimension
es sobrentendida . El termino variedad topologica es frecuentemente utilizado
tunicamente para enfatizar el tipo de variedad bajo consideracion es del tipo
que aqui hemos usado, en contraste con otro tipo de variedades que pueden ser
definidas, como las variedades de complejas, variedades algebraicas, variedades de
Riemann etcétera, como veremos en el siguiente capitulo, una variedad diferenciable
o variedad C'*° o simplemente variedad suave es una variedad topoldgica con una
estructura diferenciable.

Una manera corta de escribir a una variedad topoldgica M de dimensién n o
n-dimensional es simplemente escribir M", no debemos confundir esta notacién con
el n-esimo producto cartesiano M"™ = M x M x ... x M. (Lee, 2011, p.39)

Cartas compatibles.

Supongamos que (U,¢ : U — R™) y (V.9 : V — R") son dos cartas de
una variedad topoloégica. Dado que U NV es abierta en Uy ¢ : U — R" es un
homeomorfismo en un subconjunto abierto de R", la imagen ¢(U N'V') también sera

un subconjunto abierto de R™. Analogamente (U N'V') es un subconjunto abierto
de R™.(Tu, 2015, p.49)

Definicion 2.0.4. Dos cartas (U, : U — R") y (V,¢0 : V. — R") de una
variedad topologica son C'*™°-compatibles si los dos mapeos:

s pop i p(UNV) — d(UNV)
» Yol p(UNV) —p(UNV)

son C, estos dos mapeos son llamados funciones de transicion entre las
cartas. St U NV es vacia, entonces las dos cartas son automdticamente C -
compatibles, como se observa en la Figura 2.1.
Para simplificar la notacion, escribimos algunas veces Ung para Uy, N Ug y Uapy
para U, NUg N U,.

Ya que estabamos interesados unicamente en cartas C™ - compatibles, usualmente
omitimos mencionar C*™ y decimos simplemente que son cartas compatibles.
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M

Do o

. g o (/5{:1 : (,f)(,(U(t n Uﬂ) — (jﬁﬁ(Un NUg)

(/bn o (ﬁEl : (bﬁ((ju N (Jﬁ} — qsu((ju N bfﬂ)
(,ba(Uﬂ) C R (f)ﬁ(”ﬁ) c R

Figura 2.1: Funciones de transicion ¢, o qS;}l y ¢p o ¢! definidas en ¢, (Uy NUg) y ¢5(Us N Up)

Definicion 2.0.5. Un atlas C* o simplemente un atlas en un espacio local-
mente Euclidiano M es una coleccion 30 = {(U,, o)} de pares de cartas C*-
compatibles que cubren a M, es decir que M =, U,.

Definicién 2.0.6. Un atlas diferenciable es una familia de cartas {(Uy, da)}
sobre M si cada carta de transicion ¢p o ¢5' : ¢o(Us N Up) — ¢(Us N Ug) son
diferenciables de clase C™ (en caso de que U, NUsz #0).

Una carta es compatible con un atlas diferenciable si al anadir esta carta al atlas
nos produce nuevamente un atlas diferenciable.

Una Variedad diferenciable de dimension n es una variedad junto con una
estructura diferenciable.

Lema 2.0.2. Sea {(U,, ¢a)} un atlas en un espacio localmente Euclidiano. Si dos
cartas (V ) y (W, o) son ambas compatibles con el atlas {(Uy, ¢o)}, entonces son
compatibles entre si.

Demostracion. Sea p € V N W. Necesitamos mostrar que o o ¢~ es C™ en (p).
Ya que {(Uy, ¢o)} es un atlas para M, p € U, para algin «, entonces p esta en la
triple interseccion VN W N U,.

De lo anterior co9)™! = (go¢ ') o (da0t™!) es C* en (V NW NU,), por lo tanto
en ¥ (p). Dado que p fue un punto arbitrario de V N W, esto prueba que o o)~ es
C™ en (V. NW), andlogamente para ¢ oo~' es C* en o(V NW). ]

Ejemplo 2.0.1. El espacio FEuclidiano R™ es cubierto por una sola carta (R™, 1gna),
donde 1gn: R" — R™ es el mapeo identidad, todo subconjunto abierto de R"™ es
también una variedad topolégica con la carta (U,1u), la condicion de que sea 2-
numerable y Hausdorff son heredadas a subespacios, un subespacio de un espacio
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Hausdorff es Hausdorff y un subespacio de un espacio 2-numerable es 2-numerable
ast cualquier subespacio de R™ es en automdtico Hausdorff y 2-numerable.

Ejemplo 2.0.2. La grdfica de y = 25 en R? es una variedad topologica, en virtud
de ser un subespacio de R?, las propiedades de ser espacios topoldgicos Hausdorff
y sequndo numerable son heredadas, también es localmente Fuclidiano, porque es
homeomorfo a R via (z,23) — x.

Ejemplo 2.0.3. Una cruz en R? con la topologia de subespacio no es localmente
Euclidiano en la interseccion p y no puede ser una variedad topoldgica.
Demostracion.

Supongamos que la cruz es localmente Euclidiana de dimension n en el punto p,
entonces p tiene una vecindad U homeomorfa a una bola abierta B := B(0,¢) C R™
donde p esta mapeado en 0.

El homeomorfismo U — B se restringe a un homeomorfismo U —{P} — B —{0}.
Ahora B — {0} es conexo sin > 2 o tiene dos componentes conexas si n=1. Dado
que U — {p} tiene 4 componentes conexas, no puede haber un homeomorfismo de
U — {0} a B — {0} lo cual es una contradiccion, lo cual prueba que la cruz no es
localmente FEuclidiana en p.

Ejemplo 2.0.4. La esfera S™ es una variedad. Tenemos un atlas con dos cartas; a
saber Vi =S"— N y Vo =S"— S, donde N=(0,0,...,1) es el polo norte y S=(0,0,...,-
1) es el polo sur. El homeomorfismo ¢y : Vi — R™ es la proyeccion estereogrifica p
definida arriba, y ¢ = ¢1 0 a, donde a : Vo — Vi es la aplicacion antipoda, tal que

a(r)=-z.
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Capitulo 3
Variedades diferenciables.

Definicién 3.0.1. Para mapeos entre (subconjuntos abiertos de) espacios vectoriales
de dimension finita, la nocion mas general de derivada es la derivada total.

Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita, los cuales asumiremos que estdn
dotados con normas. St U C V' es un subconjunto abierto y a € U, un mapeo
F U — W se dice diferenciable en a si existe un mapeo lineal L : V — W tal
que

lim |F(a+v) — F(a) — Lv| 0 (3.1)
v—0 |U|

La norma en el numerador de esta expresion es la de W, mientras la norma en
el denominador es la de V. Dado que todas las normas en un espacto vectorial de
dimension finita son equivalentes, la definicion es independiente de la eleccion de
ambas normas.
Si F es diferenciable en a, el mapeo lineal L satisface la expresion (3.1), es denotada
por DF(a) y es llamada la derivada de F en a. La condicion (3.1) puede ser
escrita de la siguiente manera:

F(a+wv) = F(a) + DF(a)v + R(v). (3.2)

Donde el residuo es el término R(v) = F(a + v) — F(a) — DF(a)v, y satisface

% — 0 cuando v — 0. Por lo tanto, la derivada total representa “la mejor

aprozimacion lineal” a F(a +v) — F(a) cerca de a.

Al hablar de conjuntos abiertos, las propiedades como compacidad, continuidad,
convergencia no dependen de la norma si no de la topologia que generan la coleccion
de conjuntos abiertos.

La siguiente definicién es apta para mapeos entre espacios Euclidianos.

Definiciéon 3.0.2. Suponga un subconjunto abierto U C R™ y que f : U — R es una
funcion real-valuada. Para cualquier a = (a*,...,a™) € U y cualquier j € {1,...,n},
la 3-ésima derivada parcial de f en a se define como la derivada ordinaria de f
con respecto a x7, mientras se mantienen fijas las demds variables:

of flat,....;a? + h,...,a") — f(a',....;d’, ...,a™) fla+ hej) — f(a)

503 (@) = Jim h = lim h
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Si el limite existe.

Generalizando mds, para una funcion vectorial-valuada F' : U — R™, podemos escri-
bir las coordenadas de F(x) como F(z) = (F'(z),..., F"™(z)). Esto define m funcio-
nes F1, ..., F™ : U — R llamadas las funciones componentes de F Las derivadas
parczales de F se definen simplemente como las derivadas parczales - de sus fun-

ciones componente . La matriz (8 J) de derivadas parciales es llamada la matriz
jacobiana de F, y su determinante es llamado el determinante jacobiano de
F.

Si F: U — R™ es una funcion para la cual cada derivada parcial existe en cada
punto en Uy las funciones ‘gF] U — R asi definidas son todas continuas, entonces
F es llamada de clase C* o continuamente diferenciable. Si es el caso, pode-
mos diferenciar las funcwnes = para obtener derivadas paraciales de segundo

orden, es decir:
O?Fi 0 OF!
dxkdzi  Oxk \ Oxd )’

st existen. Siguiendo este razonamiento nos conduce a las derivadas parciales
de orden superior, es decir las derivadas paraciales de F de orden k son las
(primeras) derivadas parciales de aquellas de orden k-1, cuando existen.
En general, si U C R™ es un subconjunto abierto y k > 0, una funcion F : U — R™
se dice de clase C* o k veces continuamente diferenciable si todas las deri-
vadas parciales de F de orden menor o igual a k existen y son funciones continuas
en U. (Por lo tanto una funcion de clase C° es solo una funcion continua). Esto
debido a que la existencia y la continuidad de derivadas son propiedades locales, cla-
ramente F es C* si y solo si tiene esa propiedad en una vecindad de cada punto en U.

Una funcion que es de clase C* para cada k > 0 se dice que es de clase C*°, suave
o infinitamente diferenciable. Si U y V son subconjuntos abiertos de espacios
Fuclidianos, una funcion F: U — V es llamada un difeomorfismo si es suave y
biyectiva y su funcion inversa es también suave.

Definicion 3.0.3. Un mapeo f de un subconjunto abierto U de RP a un subconjunto
abierto V en R? es un difeomorfismo C* si admite un mapeo C* inverso, en dicho
caso decimos que U y V son difeomorfos.

Denotamos al mapeo inverso por g. La regla de la cadena aplicada a go f y fog
nos dice que st a € U, las aplicaciones lineales df, y dgy.) son mutuamente inversas,
en particular, esto fuerza a que p = q por el teorema de invariancia de dominio.

Tenemos el siguiente diccionario que relaciona conceptos del calculo diferencial y
el algebra lineal.
Funciéon suave — mapeo lineal.
Difeomorfismo local — mapeo local invertible.
Subvariedad — subespacio vectorial. (Lafontaine, 2015, p.1)
Este diccionario es necesario para entender la proposicion 3.0.1, el teorema 3.0.1
y la definicion definiciéon 3.0.5.
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Definicién 3.0.4. = Una carta de una variedad topolégica X es un par or-
denado (U, ¢) que consiste de un subconjunto abierto U de X (el dominio de la
carta) y un homeomorfismo ¢ de U a un subconjunto de R™.

» Un atlas de X es una familia (U;, ¢;)icr (no necesariamente finito) de cartas,
tal que los dominios U; cubren a X.

Algunas veces no mencionaremos el dominio de la carta. La expresién sistema
local de coordenadas es un sinénimo comun de una carta. Esta terminologia habla
por si misma, por ejemplo la superficie de la tierra es una esfera S? que podemos
considerar como una variedad de dimension 2.

Las cartas son representaciones planas, necesariamente parciales (un espacio com-
pacto) no puede ser homeomorfo a un subconjunto abierto de R™), es necesario un
atlas si queremos representar la tierra entera.

Ahora bien un punto puede pertenecer al dominio de muchas cartas, entonces la
siguiente propiedad es clara:(Lafontaine, 2015, p.52)

Propiedad 3.0.1. Si dos cartas (U, ¢) y (V,4) tal que: UNV #£ 0, entonces el
mapeo Yo ¢! H(UNV) — »(UNV) es un homeomorfismo.

Definicion 3.0.5. Un subconjunto M C R™ es una subvariedad p-dimensional
de R™ si para todo x € M, existen vecindades abiertas U y V de x y 0 en R"
respectivamente, y un difeomorfismo f : U — V tal que:

fUNM))=Vn(R?x {0}).
Entonces decimos que M es de codimension n-p en R™.

Observacion En esta definicion podemos remplazar a 0 y R? x {0} por cualquier
otro punto y cualquier subespacio afin de dimension p.

En la practica una subvariedad puede definirse localmente por un sistema de
ecuaciones o por parametrizaciones, hablando vagamente, si el nimero real de
parametros es igual a la dimension del espacio ambiente, entonces una subva-
riedad p-dimensional serd formada por n-p ecuaciones. Como en &lgebra lineal
llamaremos n-p la codimensién, ahora reformularemos esta aclaraciéon cuidadosa-
mente. (Lafontaine, 2015, p.22)

Teorema 3.0.1. Suponga que M es un subconjunto de R™. Las siguientes propieda-
des son equivalentes:

1. M es una subvariedad de dimension p en R™.

2. Para toda a en M, existe un subconjunto abierto U de R™ conteniendo a a y
una submersion g : U — R"P tal que UN M = g~1(0);
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3. Para toda a en M, existe un subconjunto abierto U en R™ conteniendo a, y un
subconjunto abierto 2 en RP conteniendo 0, un mapeo h : @ — R™ el cual es
simultaneamente una inmersion en R™ y es un homeomorfismo de €2 en UNM.

4. Para todo a € M, existe un subconjunto abierto U en R™ conteniendo a a, un
subconjunto abierto V en RP conteniendo (a',...,aP) y un mapeo suave G de V
a R"7P tal que después de permutar las coordenadas U N M es igual a la grafica

de G.

En el caso de una subvariedad de un espacio Fuclidiano, podemos decir mucho
mds, el mapeo de la propiedad 3.0.1 es un difeomorfismo. Esta es una consecuen-
cia inmediata de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.0.1. Sea M C R"™ una subvariedad de dimension p, y sean (21, g1)
y (Qa,92) 2 parametrizaciones entonces,

95 091 U Ngr(92(D2) — Q2N gy (g1(N))

es un difeomorfismo.

Demostracion. Dado m € g1(€21) N g2(€22) no hay nada que probar si esta intersec-
cion es vacia). Por la Definicién 3.0.4 existe un subconjunto abierto U conteniendo
m y un difeomorfismo f de U a R™ tal que f(UNM) = f(U)N ({0} x R?). Entonces
fogiy fogoson inmersiones de €21 y 25 a R™ Ahora si consideramos estos mapeos
como mapeos con valores en RP, obtenemos homeomorfismos suaves con diferencia-
bles invertibles y por tanto estos mapeos son difeomorfismos. El mismo argumento
aplicado a

(fog)o(fom)=9s'om
]

Como a menudo pasa en matematicas tomamos una propiedad verificada en su
configuracion natural y se eleva a axioma. (Lafontaine, 2015, p.53).

Definicion 3.0.6. 1. Dos cartas (U, ¢1) y (Ua, ¢2) de una variedad topolo-
gica M son compatibles de orden k (1 < k < 00) si (U1 NUs =0) o si el
mapeo

ng o ¢1_1 : ¢1(U1 N Ug) — ¢2(U1 N UQ)

(llamado funcién de transicion) es un difeomorfismo C*.

2. Un atlas C* de un espacio topoldgico M es un atlas (Us, ¢;)icr de M tal que
cualesquiera dos cartas son compatibles de orden k.
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Definicion 3.0.7. Un difeomorfismo entre 2 variedades M y N es una biyec-
cion con C* inversa.

Definicién 3.0.8. 1. Un atlas C* de una variedad topoldgica M es llamado ma-
ximal si contiene cada carta compatible con las cartas en el atlas (en la litera-
tura también se usan las palabras “completo” y “saturado”). Tal atlas también
es llamado una estructura diferenciable C*.

2. Una variedad diferenciable de clase C* es una wvariedad topoldgica
equipada con una estructura diferenciable de clase C*

Cada atlas es claramente contenido en tnico atlas maximal, obtenido por agregar

todas las posibles cartas compatibles. Por ejemplo por la Proposicién 3.0.1 una
subvariedad suave de R" tiene una estructura suave natural. Esta estructura es
obtenida por tomar el atlas formado por las inversas de cada parametrizacion.
En la practica definimos una estructura diferenciables tomando un atlas que no
es muy grande: la estructura diferenciable es dada por el correspondiente atlas
maximal. Ya procedimos de esta forma para subvariedades de R"™.(Lafontainte,
2015, p.54)

Un altas 91 en un espacio localmente Euclidiano es llamado maximal si no es
contenido en un atlas més grande; en otras palabras si 4 es cualquier otro atlas que
contiene a 9, entonces L = M. (Tu, 2011. p.52)

Definiciéon 3.0.9. Una variedad suave C*> es una variedad topologica M con un
atlas mazimal. El atlas maximal también es llamado estructura diferenciable en M.
Una variedad tiene dimension n si todas sus componentes conexas tienen dimen-
ston n. Una 1-variedad dimensional es llamada curva, una 2-variedad es llamada
superficie y una variedad n-dimensional es llamada n-variedad.

Proposicion 3.0.2. Cualquier atlas 4 = {(Uy, ¢a)} en un espacio localmente Eu-
clidiano esta contenido en inico atlas maximal.

Demostracion. Adjuntamos al atlas i todas las cartas (V,1);) compatibles con LI,
por el Lema 2.0.2, las cartas (V;, ;) son compatibles una con la otra. Asi la colec-
cion mas grande de cartas es un atlas. Cualquier carta compatible con el nuevo atlas
debe ser compatible con el atlas original 4l y por construccion pertenece al nuevo
atlas. Esto prueba que el nuevo atlas es maximal.

Sea M el atlas maximal que contiene a 4 que acabamos de construir. Si 9" es
cualquier otro atlas maximal que contiene a 4, entonces las cartas en 91" son com-
patibles con i y por construccion deben pertenecer a 9 forzosamente, esto prueba
que M C M. Dado que ambas eran maximal, 9" = M, asi pues el altas maximal
que contiene il es tnico.

[]

En sintesis si queremos demostrar que un espacio topolégico M es una variedad
C® | es suficiente verificar
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= M es Hausdorff y segundo numerable
= M tiene un atlas C'*° (no necesariamente maximal).(Tu, 2011, p.53)

Dicho lo anterior, por variedad de ahora en adelante entenderemos que estamos
hablando de una variedad diferenciable o suave o lisa o C*°; es decir son sinénimos
y los usaremos intercambiadamente en lo que resta de este trabajo de tesis.

En contexto de variedades, dado que las funciones coordenadas estandar en R™ son
funciones r* : R® — R, denotamos las coordenadas estandar en R” como ', 72, ...r".
Si (U,¢: U — R™) es una carta de una variedad, podemos también definir las fun-
ciones coordenadas locales en U como 2 : U — R cuya regla esta dada por la
siguiente composicion. x° = r’ o ¢ por lo que z*(p) = r*(¢(p)) donde z° es la i-ésima
componente en U, por lo que si escribimos a la carta también de la siguiente manera,
(U, ¢) = (U, 2", ..., z").

Por tanto, para p € U, (z*(p),...,2"(p)). Las funciones z', ..., " son llamadas fun-
ciones coordenadas o coordenadas locales en U. Por abuso de notacion, algunas veces
omitimos la p. Asf que la notaciéon (x!,...,2™) representa alternativamente coorde-
nadas locales en el conjunto abierto U. Por una carta (U, ¢) sobre p en una variedad

M, entenderemos que una carta en la estructura diferenciable de M tal que p € U.

M

T Je——— & f
L, =T 00,

d)(l ( {"I‘u) C R"

Figura 3.1: Diagrama de composicién de la iésima componente de z,.

Ejemplo 3.0.1. Es un hecho conocido que el espacio topologico R"™ es seqgundo nume-
rable y también es un espacio topoldgico de Hausdorff, ademds de que es homeomorfo
a st mismo bajo el mapeo identidad Id, por lo tanto es una variedad topologica.
Ahora bien consideremos el mapeo identidad Id en R™

Id:R" — R",
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y consideremos a la pareja (R",Id) es una carta y si consideramos la coleccion
{(R™, Id)} de una sola carta es un atlas en R™ y por lo tanto es una variedad de
dimension n, ademds dicha carta también puede representarse mediante las coorde-
nadas estindar de R™ es decir, (R",r',...,r").

Ejemplo 3.0.2. (Todo subconjunto abierto N de una variedad diferenciable
de dimension n es también una variedad de dimension n diferenciable).
Supongamos a una variedad M de dimension n y a un subconjunto abierto N en M,
ademds consideremos que la carta (Uy, o) que a su vez forma es un atlas, es decir,
A ={(U,, ¢o)|cx € 1}.

Sabemos que todo subconjunto abierto N de un espacio topologico M sequndo nume-
rable es también sequndo numerable, no solo eso, también todo subconjunto abierto
de un espacio topologico de Hausdorff es también de Hausdorff.

Por la topologia de subespacio consideremos abiertos U, en el espacio topologico M
y tomemos a V,, = N NU,, es decir intersecciones de abiertos en la variedad M y
el subconjunto abierto de N de M, dicha interseccion es abierta en M. Por lo que
podemos considerar a la carta (Vy, o) = (Us NN, ¢po(Uy N N)) en N.

Por lo que la coleccion de cartas (Vy, ¢o) forma un atlas en N, es decir, {(Uq, ¢a)},
escrito de otra forma {(Uy, N N, po(Us N N)} donde ¢po(Uo N N) : Uy, NN — R" y
la coleccion {(Vy, ¢o)} cubre a N, es decir,

Uva=n

ael

Ejemplo 3.0.3. Sabemos que R™ es una variedad topoldgica n dimensional por lo
que podemos suponer un atlas A = {(R",Id)}. Que consiste inicamente de una
carta abierta. pero ya sabemos que R™ es abierto en si mismo, también que el mapeo
identidad en R™ es un homeomorfismo por lo que en efecto forma un atlas A. Para
saber si es diferenciable tenemos que darnos cuenta que R™ NR™ y el mapeo de
transicion serd la identidad, es decir Id o Id™' = Id y ademds Id o Id™' es un
difeomorfismo por lo tanto tenemos un atlas diferenciable. Ademds podemos darnos
cuenta que para una variedad puede haber mds de un atlas diferenciable, esto depende
del homeomorfismo, por lo que si cambiamos el homeomorfismo cambiamos el atlas,
consideremos ahora el mapeo F : R — R dado por la regla F(x) = 23, la potencia
de z es 3, dicho mapeo es un homeomorfismo, ademds todas las potencias impares
positivas son homeomorfismos, son mapeos biyectivos y continuos, asi pues podemos
decir que (R, F) es una carta, ya que si R se cubre asi mismo, decimos que la
coleccion B = {(R, F)} es un atlas en R, como probamos que F es diferenciable
pues tenemos que RNR y tenemos el homeomorfismo F o F~' que no es otra cosa
que el mapeo identidad que es diferenciable por lo que B también es diferenciable.

Ejemplo 3.0.4. La circunferencia unitaria esta definida por la siguiente expresion:
St ={(z,y) € R*|2* +¢y* = 1} C R%

Sabemos que los conjuntos abiertos en el espacio topoldgico R? con la topologia Eu-
clidiana son bolas abiertas de dimension 2 o también llamados discos abiertos, por lo
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que los conjuntos abiertos en la topologia subespacio que se hereda a la circunferencia
unitaria son la interseccion de dichos discos abiertos con S', es decir los conjuntos
abiertos del subespacio topoldgico S* son arcos abiertos. Es un hecho conocido que
R? es un espacio topoldgico sequndo numerable y de Hausdorff.

Como S' es un subespacio topologico de R? por el teorema 1.2.2 y la proposicion
1.2.1, S es un espacio topoldgico de Hausdorff y también 2 numerable.

Ahora bien, consideremos 4 conjuntos abiertos en el subespacio topologico S* que
cubran a S* y cuyos extremos no toquen a S*, denotdindolos por U, = {(x,y) €
Sty > 0}, que es el arco superior de S*, Uy = {(z,y) € S'ly < 0} que es el arco
inferior de S*, Uz = {(x,y) € S|z > 0} que es el arco derecho de S* y finalmente
Uy = {(z,y) € S'|z < 0} que es el arco izquierdo de S*. Asi pues la union de estos
cuatro conjuntos abiertos cubren a S', es decir:

4
U Uz - Sl
i=1

Lo siguiente que hay que encontrar son homeomorfismos correspondientes a cada
uno de estos conjuntos abiertos para formar cartas, los candidatos para ello son
mapeos que proyecten los arcos, es decir para los arcos de S* superior e inferior
proyectados al intervalo abierto (-1,1) del eje © y para los arcos izquierdo y derecho
de S proyectarlos al intervalo abierto (-1,1) del eje y.

Por lo que definimos a:

¢1IU1—>(—1,1)CR
¢1($,y) =

¢21U2 — (—1,1) CcR
¢2(‘rvy> =T

¢3:Us — (—1,1) CR
P3(z,y) =y

¢y U — (—1,1) CR
Pa(z,y) =y
como podemos observar en la Figura 3.2; Dichos mapeos son biyectivos y bi-
continuos en su dominio, por lo que obtenemos las cartas (Uy, ¢1), (Us, ¢2), (Us, ¢3),

(Uy, ¢4). Las cuales forman un atlas A = {(Ur, 1), (Uz, ¢2), (Us, ¢3), (Us, d4)} en
St
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Stc R?

Figura 3.2: Proyeccion de S a subconjuntos abiertos de R.

Como los subconjuntos abiertos del rango de los homeomorfismos son subconjun-
tos abiertos de R y su dimension es 1, decimos que S* es una variedad de dimension
1.

Dado que la interseccion de los conjuntos abiertos Uy NUs = ) = Us NUy en
su dominio es vacia automdticamente son C*-compatibles forman un atlas C*°-
compatible.

No obstante también existe el caso en el que si hay interseccion entre conjuntos
abiertos en S* como es el caso de Uy N Uz = {(x,y) € S*|z > 0,y < 0} en S*, los
mapeos de transicion correspondientes son ¢, o ¢§1 Y @30 (}51’1.

Tenemos que ¢1(x,y) = x y ¢3(x,y) =y y ademds consideremos que x y y estdn
relacionados por la ecuacion de la circunferencia unitaria, es decir:

r=+1-—19>

y=v1-— a2

Por lo que si ¢\(x,y) = x, entonces ¢; ' (x) = (x,y) = (x,v/1 — 22), andloga-
mente para ¢s(x,y) =y, entonces ¢3(y) = (z,y) = (V1= 9> y).

Asi pues,
¢1O¢§1 : (071) — (071>

Dicha composicion opera a un nimero t entre 0y 1, es decir:

brod; () = (VI Bt) = VI

por lo que ¢ envia coordenadas a x, por lo tanto
¢105 (1) = V1~ 12
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O 0. @]

—00

p1(U1nU;) CR o3} O(;')gl o3(UrNUz) CR

Figura 3.3: Estructura diferenciable de la circunferencia unitaria S*

Este mapeo es diferenciable excepto cuando t=1, pero t=1, ya se ha excluido
cuando se definieron los conjuntos abiertos Us, es decir ¢y 0 ¢3 " es diferenciable en
cada punto de su dominio por lo que es C* o diferenciable. Ademds dichos mapeos
de transicion forman un difeomorfismo dado que uno es inverso de otro.

Este andlisis se cumple para las otras 3 intersecciones de conjuntos abiertos en
S1, por lo que podemos concluir que A es un atlas diferenciable o suave o C™.

Ejemplo 3.0.5. No ejemplo de variedad diferenciable.

Consideremos las siguientes cartas en R, ((=1,1),Id : R — R) y
((—3.,2),¢(x)), donde ¢(x) = a* nos prequntamos json compatibles?. Para
saberlo consideremos a la interseccion Uy NUs y calculemos 1 o Id~'(z) = 23, en el

intervalo (—3,1) y en efecto es suave o C*.
No obstante 1 o Id~*(x) = x3 en el intervalo (—%,1) no es diferenciable

en origen, es decir el mapeo 1 o Id~' no es un difeomorfismo entre subconjuntos
abiertos de R y por lo tanto, estas dos cartas no son compatibles, es decir no son C*.

Ejemplo 3.0.6. Espacios vectoriales de dimension finita.

Comencemos suponiendo un espacio vectorial V de dimension finita sobre R, y
afirmamos que a dicho espacio vectorial V podemos darle una estructura diferen-
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ctable. Sabemos que cualquier norma en un espacio vectorial de dimension finita
produce una topologia que es independiente de la eleccion de la norma. Asi pues con
esta topologia, V es una variedad topologica n dimensional, y naturalmente tiene una
estructura diferenciable o suave, esto puede determinarse de la siguiente manera:
Como supusimos al espacio vectorial V de dimension finita, por el teorema de exis-
tencia de bases podemos suponer ahora que o = {vy,...,v,}, es una base ordenada
de V; Ahora bien si tomamos un vector arbitrario v en V, podemos expresarlo de
manera unica como combinacion lineal de elementos de la base «, es decir

UV = QU1+, AU+, ..., +QpUy

Y si usamos a la base candnica {e;|1 < i < n} de R™, es decir los vectores que tienen
un 1 en la posicion i y ceros en las demds posiciones y procedemos a construir la
aplicacion:

Co:V —R"

Dicha aplicacion lineal va de del espacio vectorial a R™, ademds esta aplicacion
lineal es un isomorfismo porque manda bases en bases.

Asi pues, cuando le aplicamos el isomorfismo anterior al vector v descrito de
manera unica por su combinacion lineal, tenemos que:

Co(v) = Cylayvy + agve, +, ..., +a,v,,)
= a1C,(v1)+, ..., +a,Co () (3.3)
= aie; + agea+, ..., +aney

Que es el vector de coordenadas de ese vector arbitrario respecto a la base «,
por lo que Cp es el isomorfismo de coordenadas que a cada vector le extrae sus
coordenadas, ademds es un homeomorfismo por lo que podemos formar la carta
(V. Ca).

De manera andloga, para el mismo espacio vectorial V mediante otra base ordenada
B = {v1,vs,...,v,} podemos formar el isomorfismo de coordenadas Cs que va del
espacio vectorial V en R", que también es un homeomorfismo y podemos formar a

la carta (V,Cp).

Por lo cual, si consideramos a la aplicacion identidad IV @V — V para la
base v en el dominio y la base B en el codominio, dicha aplicacion tiene una unica
matriz asociada [IV]?, que ademds es invertible, por lo que el mapeo de transicion
esta dado de la siguiente forma:

S=Cs0lIVoCa ' S:R" — R",

Si e; € R™, que es un vector de la base candnica aplicado a C;'(e;), es de-
cir tomamos un vector canonico y lo regresamos al vector correspondiente por lo que:
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S(e:) = Cp(IV(Caler)))

= CH(IV () (34)

Que es el vector de coordenadas de T'(v;) respecto a la base B, que son n vectores
columna de n renglones, por lo que resulta un matriz de n X n, asi obtenemos una
estructura diferenciable..

Ejemplo 3.0.7. Matrices.

El espacio de matrices M(n x m,R) con coeficientes en los reales es un espacio
vectorial de dimension n x m sobre la suma y la multiplicacion por un escalar, del
ejemplo 3.0.6, por ser un espacio de dimension finita es una variedad diferencia-
ble, por notacion cuando n=m escribimos dicho espacio vectorial como M (n,R)

Ejemplo 3.0.8. Grupo general lineal GL(n,R).

Para cualesquiera 2 enteros positivos m y n, tenemos que R™*™ es el espacio
vectorial de las matrices m x n, con coeficientes en R, como R™ ™ es isomorfo a
R™ y ademds como R™ " es un espacio vectorial de dimension finita todas sus
normas son equivalentes y generan una topologia.

Ahora bien, si consideramos solo las matrices cuadradas de n por n, podemos darle
la topologia de R™™ q R por lo que colocando los renglones de la matriz uno tras
otro mediante

T:R™" — R™
de tal forma que,

T(A) = (all, ey A1y A2y ooy A2y cvvy eeey ooey A, ...,ann) c R™

2
obtenemos el homeomorfismo R™"™ = R™".

Sabemos que el grupo general lineal es por definicion:

GL(n,R) := {A € R"™"|detA # 0} = det™ (R\{0})

Y ya que la funcion determinante estd dada por

detg : M(n,R) — R, A+ det(A)

es una funcion continua porque es una funcion polindmica y ademds es diferen-
ciable cuando es no nula y cuando la derivada es no nula tiene inversa y esa inversa
es diferenciable.

Como R\{0} = (—00,0) U (0,00), tenemos que el subconjunto:

GL(n,R) = detz'(R\{0})
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Es abierto porque la union de conjuntos abiertos es un conjunto abierto y pre-
imdgenes de conjuntos abiertos son conjuntos abiertos por lo que (GL(n,R) es una
subvariedad de dimension n?.

Ejemplo 3.0.9. La n-esfera unitaria o esfera unitaria de dimension n, S™ C R
esta definida por la ecuacion
n
St
=0

podemos darle una estructura diferenciable de la siguiente forma:
Si denotamos al polo sur por S y al polo norte por N tenemos que S=(-1,0,...,0)
y N=(1,0...,0), los singuletes {S} y {N} son conjuntos cerrados porque como S™
es un un espacio de Hausdorff y todo singulete en un espacio de Hausdorff es un
conjunto cerrado, por lo que obtenemos a los conjuntos abiertos:

Up=S"\{N} y Uy=5"{S}

Tanto Uy y Uy son la n-esfera menos el polo norte y la n-esfera sin el polo sur,
dichos conjuntos son abiertos porque su complemento es un conjunto cerrado. Por
lo que podemos obtener homeomorfismos, denotados por in y is, de Uy y Us que
relacionan al polo norte o sur respectivamente con cualquier punto x en la n-esfera
y ademds lo hacen coincidir con el hiperplano xo = 0 homeomorfo a R™.

Llamamos la proyeccion estereogrdfica del polo norte o sur asignando a cada uno
x € Uy o x € Uy la interseccion de la linea recta pasando a través de x y N(i=1) o
S(i=2) con el hiperplano xo. Explicitamente,

in(o) = Eirtal g g (g) = (gt

Por lo que nos genera un atlas A = {(iN,U;), (iS,Us)} con estas dos cartas.
Y ) ?
La interseccion de Uy con Uy nos genera a la n-esfera unitaria sin los polos norte
y sur, dicha interseccion de conjuntos abiertos mos genera un conjunto abierto
porque se estd dando en un espacio topologico, por o cual podemos establecer que los

homeomorfismos iN e iS mapean este conjunto abierto S"\{S, N} a subconjuntos
abiertos de R".

Se puede verificar que:

(||y||2 - 17 2917 ceey Qyn)
(Iyl*+1)

i (y) =

(_HyH2 + 17 2y17 ceey 2yn)
(I[yl*+1)

is'(y) =
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. is(r)

.
s

Figura 3.4: La n-esfera vista como variedad.

Son sus inversas, por lo que ahora se puede establecer el siguiente difeomorfismo
dado por la regla:
15 © Z']_Vl : iN(Ul N UQ) — is(Ul N UQ)

Considerando R™"\{0} tenemos que y — WE:

Ejemplo 3.0.10. Grdfica de funciones suaves.

Para un subconjunto abierto U de R™ y suponemos que la funcion f: U — R™
es de clase C*°, la grdfica de f esta definida como el subconjunto:

D(f) = {(x, /() € U x R"}.
entonces los mapeos:
w ¢ :T(f) — U, donde (z,(f(x)) — x.
» o' (1, f): U — T(f), donde x — (z, f(x)).

Son continuos e inversos uno del otro y por tanto forman un homeomorfismo, la
grifica de T'(f) de una funcion f : U — R™ de clase C*° tiene una sola carta
(D'(f),®) y es por tanto una variedad.

De lo anterior muchas superficies que se estudian en cdlculo como el paraboloide
eliptico son variedades.

Definicion 3.0.10. Sea M una variedad suave de dimension n. Una funcion f :
M — R es llamada C*™ o suave en un punto p en M si existe una carta (U, ¢)
sobre p en M tal que f o o=, una funcion definida en un subconjunto abierto ¢p(U)
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iN(U}) C R iS(Us) C R

Figura 3.5: Diagrama de composicion de la estructura diferenciable de la n-esfera unitaria que
dimos.

de R™, es C* en ¢(p). (Ver Figura 3.6). La funcion f es llamada C™ en M si es
C* en cada punto de M.

Observacion 3.0.1. La definicion de suavidad de una funcion f en un punto es
independiente de la carta (U, ¢), por si fod™! es C® en ¢(p) y (V,9) es cualquier
otra carta sobre p en M, entonces en (U NV),

fov ™ =(fod ) o(dov™),

la cual es C™ en 1p(p) como se observa en la Figura 3.7.

En la Defincion 3.0.10 , f : M — R no se asume que es continua. Como
sea, si f es C en p € M, entonces fo ¢! : p(U) — R, siendo una funcion
C>en el punto ¢(p) en un subconjunto abierto de R™, es continua en ¢(p). Como
una composicion de funciones continuas, f = (f o ¢~ 1) o ¢ es continua en p. Ya
que estamos interesados solo en funciones que son suaves en un conjunto abierto,
no hay perdida de generalidad al suponer desde el principio que f es continua.

Definiciéon 3.0.11. Sean N y M wvariedades de dimension n y m respectivamente.
Un mapeo continuo entre variedades F : N — M es C'° en un punto p en N
si ezisten cartas (U, ¢) sobre p en Ny (V,1)) sobre F(p) en M tal que la composicion
o Fo¢™! es un mapeo de un subconjunto abierto ¢(F~(V)NU)) de R a R™, es
C> en ¢(p), es decir:

F:o(F'(V)NU)CR" — R™
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M

foo™!
o(p)
o(U) C R™

Figura 3.6: Verificando que una funcion f es C*° en p mediante un diagrama de espacios topologicos
y aplicaciones continuas llamado cuadrado cartesiano o pullback a R™

Como se ilustra en la Figura 3.8 , el mapeo continuo F': N — M se dice que es
C* si es C en cada punto de N.

Asumimos que F : N — M es continuo para asequrar que F~1(V') es un conjunto
abierto en N. Por lo tanto, mapeos C™ entre variedades son por definicion continuos.

Observacion 3.0.2. (Mapeos continuos en R™).

En caso de que M = R™, tomamos (R™, Idgm) como carta sobre F(p) en R™. De
acuerdo a la Definicion 3.0.11, F : N — R"™ es C* enp € N si y solo si existe
una carta (U, ¢) sobre p en N tal que Fo ¢t : ¢p(U) — R™ es C™ en ¢(p).

En caso de que m=1, obtenemos la definicion de que una funcion sea C* en un
punto.

Proposicion 3.0.3. Suponga FF: N — M es C*® enp € N. Si (U, ¢) es cualquier
carta sobre p en Ny (V,1)) es cualquier carta sobre F(p) en M, entonces o F o¢p~!
es C™ en ¢(p).

Demostracion. Ya que F es C* en p € N, hay cartas (U,,¢,) sobre p € N y
(Vi,15) sobre F(p) en M tal que ¢50 F o ¢! es O en ¢, (p). Por la compatibilidad
O de cartas en una estructura diferenciable, tanto ¢, 0 ¢! y 9 o ¢[;1 son C'™° en
subconjuntos abiertos de espacios Euclidianos. Por lo tanto la composicion

¢poFog ™t =(poygl)o(goFod™)o(paop™)
es C™ en ¢(p) O

Proposicion 3.0.4. (Suavidad de un mapeo en términos de cartas). Sean
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P

doy! N o(p)

Figura 3.7: Una funcion f es C'™ en p via dos cartas.

N y M wvariedades suaves y F : N — M un mapeo continuo. Lo siguiente es
equivalente:

(i) El mapeo F': N — M es C*.
(i1) Hay atlas 4 de N y B de M tal que para toda carta (U, ¢) en h y (V, ) en B,

el mapeo

YpoFo¢ t:p(UNFHV)) — R™
es C*°.
(111) Para toda carta (U, ¢) en Ny (V,4) en M, el mapeo
YoFogt:p(UNFYV)) — R™
es C*.

Demostracion. (ii) = (i). Sea p € N. Suponga que (U, ¢) es una carta sobre p en
Uy (V,9) es una carta sobre F(p) en B. Por (ii), ) o F o ¢! es C* en ¢(p). Por
definicién de mapeo C*°, F': N — M es C'*™ en p. Ya que p fue un punto arbitrario
en N, el mapeo F': N — M es C*.

(i) = (iii). Suponga que (U, ¢) y (V, ) son cartas en N y M respectivamente, tal
que UNFYV) # (. Seap e UNF~ (V). Entonces (U, ¢) es una carta sobre p y
(V,1) es una carta sobre F(p). Por la Proposiciéon 3.0.3, Yo F o ¢! es C™ en
o(p). Ya que ¢(p) fue un punto arbitrario de ¢(U N F~1(V)) el mapeo 1o Fop~!:
HUNF V) — R™ es C*.

(iii) = (ii) Es obvio. O

Definicion 3.0.12. Un difeomorfismo entre variedades es una mapeo biyectivo
C® F: N — M cuyo mapeo inverso F~! también es C>
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N M

F F(p)
[ ]

a(p) ® .

YpoFodp b :p(FY(V)NU) — (V) CR™
o(U) C R™ P(V) C R™

Figura 3.8: El mapeo F': N — M es C* en p.

En las siguientes dos proposiciones, los mapeos coordenados son difeomorfismos
y por el contrario, todo difeomorfismo de un subconjunto abierto de una variedad
con un subconjunto abierto de un espacio Euclidiano puede funjir como una funciéon
coordenada.(Tu, 2011. p.63)

Proposicion 3.0.5. Si (U,¢) es una carta en una variedad M de dimension n,
entonces la funcion coordenada

¢:U— ¢(U)CR"
es un difeomorfismo.

Demostracion. Por definicidon, ¢ es un homeomorfismo, asi que es suficiente verificar
que tanto ¢ como ¢! son lisos. Para verificar la lisura de ¢ : U — ¢(U) usamos el
atlas {(U, ¢)} con una sola carta en U y el atlas {(¢(U),idgw))} con una sola carta
en ¢(U). Ya que el mapeo

idgwy 0o ¢~ H(U) — ¢(U)
es el mapeo identidad, es C'. Por la proposicion 3.0.4 (ii) = (i), ¢ es C*°.
Para verificar la suavidad de ¢! : ¢(U) — U, usamos los mismos atlas como
anteriormente.

Ya que ¢ o ¢! oidyuny = idgwy : $(U) — ¢(U), el mapeo ¢, es también C*°.
]
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Proposicion 3.0.6. Sea U un subconjunto abierto de una variedad M de dimension
n. Si F:U — F(U) CR" es difeomorfismo sobre un subconjunto abierto de R™,
entonces (U,F) es una carta en la estructura diferenciable de M.

Demostracion. Para cualquier carta (U,, ¢,) en el atlas maximal de M, tanto ¢, y
o5 son C*, por la Proposicion 3.0.5. Como Fog¢ 'y ¢, 0 F~! son composiciones
de mapeos C'*°, son C'*°. Por tanto, la carta (U,F) es compatible con altas maximal.
Por la maximalidad del atlas, la carta (U,F) esta en el atlas.

O

Como ya habiamos mencionado anteriormente, las coordenadas estdndar estéan
definidas en R™ como (r!,...,r™), dichas coordenadas también estan disponibles para
ese subconjunto, ademas las coordenadas globales en el conjunto abierto U de la
variedad M de dimension n estan dadas de la siguiente forma: (x!,...,2") tal que
x'=r'oo.

El concepto de derivada parcial no tiene sentido en espacios arbitrarios, por lo cual
si queremos hablar de derivada parcial fijamos un punto p en M, lo mapeamos a R"”,
y como en R” si estan definidos conceptos como limite o derivada parcial, hacemos
operaciones en R" y regresamos a la variedad lo operado, siempre y cuando f o ¢*
sea una funcion suave de valor real. La siguiente definicion aterriza todas estas ideas.

Definicién 3.0.13. En una variedad M de dimension n, sea (U, ¢) una carta y
f una funcion C*. Como funcion en R", ¢ tiene n componentes z',...,x™. Esto
significa que si rt,...,r™ son las coordenadas estindar en R", entonces x* = r' o ¢.
: : 1 Of i :
Para p € U, definimos la derwada parcial 5% de f con respecto a z* en p como:

O _Of 0o O
ol 1= G0 = TS 0l = | (ree™

Dado que p = ¢~ 1(¢(p)), esta ecuacion puede ser reescrita de la siguiente manera:

Y66 = 20 o)),

Por lo tanto, asi como funciones en ¢(U),

a_f o ¢—1 — a(f © ('b_l)
Oxt ort

of

La derivada parcial 5% es C* en U porque su pullback (gji)ogzﬁ*l es C* en ¢(U).

Definicion 3.0.14. Sean F : N — M un mapeo suave y (U,¢) = (U, z', ..., z")
y (V) = (V,yb,..,y™) cartas para N y M respectivamente tal que F(U) C V.
Denotemos la i-ésima componente de F en la carta (V,v) como:

Fl=y'oF=r'otpoF:U—R
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Entonces la matriz [gf;] es llamada la matriz Jacobiana de F relativa a las
cartas (U,¢) y (V V). En caso de que N y M tengan la misma dimension, el de-

terminante det[25] es llamado el determinante Jacobiano de F relativo a las

Ox)
dos cartas, el determinante Jacobiano también se puede escribir de la siguiente
forma O F)

o(zl,....am)

Cuando M y N son subconjuntos abiertos de espacios Euclidianos y las cartas
Ut )y (Vort, ™), la matriz Jacobiana [S5], donde F' = r'o F es la
matriz Jacobiana usual del cdlculo.

Teorema 3.0.2. (Teorema de la funcion inversa para R").
Sea F: W — R"™ un mapeo C*° definido en un subconjunto abierto W de R".

Para cualquier punto p en W, el mapeo F' es localmente invertible en p si y solo si
el determinante Jacobiano es distinto de cero es decir, det[aFl( )} # 0.

Teorema 3.0.3. (Teorema de la funcion inversa para variedades).

Sea ' : N — M un mapeo C* entre dos variedades de la misma dimension,
y p € N, supongamos las cartas (U,¢) = (U, 2, ...,2") sobre p en N y (V,1)) =
(V,y',...,y™) sobre F(p) en M, con F(U) C V y ademds F' = y' o F es la i-
ésima componente de I, entonces F es localmente invertible en p si y solo si su
determinante Jacobiano es distinto de cero es decir, det[%(p)] # 0.

N M™

v
F(U)
F
Fi=yoF=riopoF:U R

Yy =r‘o

\

woFogp !
o(U) C R™ CR"

i~
=

-
1%

Figura 3.9: La funcién F es localmente invertible en p porque 1 o F o ¢! es localmente invertible

en ¢(p).

Demostracion. Ya que F' = y' o F = r’ 01) o F, la matriz Jacobiana de F relativa a
las cartas (U, ¢), (V) es :
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250]- [55200] - o5

La cual es precisamente la matriz Jacobiana en ¢(p) del mapeo
YpoFog ' :R"D(U) — (V) CR"
Entre dos subconjuntos abiertos de R™, por el teorema de la funcién inversa de R",

det| G| = aer| T2 D ] 0

Si y solo si ¢ o F o ¢~! es localmente invertible en ¢(p). Ya que ¢ y ¢ son di-
feomorfismos por la Proposicion 3.0.5, este ultimo enunciado es equivalente a la
invertibilidad local de F en p como vemos en la Figura 3.10. O]

Usualmente el teorema de la funcién inversa se aplica de la siguiente manera.

Corolario 3.0.1. Sea N una variedad de dimension n. Un conjunto de n funciones
lisas F1, ..., F™ definidas en una vecindad coordenada (U, zt,..,2™) de un punto p €
N forma un sistema de coordenadas sobre p si y solo si el determinante Jacobiano

es distinto de 0 es decir, det [%(p)} # 0.

Demostracion. Sea F = (F',...,F") : U — R", entonces
det[%(p)] #0

<= F : U — R" es localmente invertible en p (por el teorema de la funcién
inversa) <= hay una vecindad W de p en N tal que FF : W — F(W) es un
difeomorfismo (por definicién de invertibilidad local) <= (W, F',..., F") es una
carta coordenada sobre p en la estructura diferenciable de N por la Proposicién

3.0.6
O
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