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Introduccion

En la primera mitad del siglo XIX, el intento de George Boole por la
formalizacion de la logica proposicional condujo al concepto de algebras boo-
leanas. Por otro lado, Charles S. Peirce y Ernst Schroder encontraron a este
concepto 1util para introducir el concepto de reticula. Independientemente, la
investigacion de Richard Dedekind en ideales de nimeros algebraicos condujo
al mismo concepto. De hecho, Dedekind también introdujo la modularidad
(para ideales), una forma debilitada de distributividad. Aunque algunos de
los primeros resultados de estos matematicos y de Edward V. Huntington
son muy elegantes y lejos de ser triviales, no lograron atraer la atenciéon de
la comunidad matematica.

Fue el trabajo de Garrett Birkhoff a mediados de los anos treinta lo que
inici6 el desarrollo de la teoria de reticulas. En una brillante serie de articulos
demostré la importancia de esta teoria y mostré que proporciona un marco
unificador entre disciplinas de la matematica aparentemente no relacionadas.
El propio Birkhoff, Valere Glivenko, Karl Menger, John von Neumann, Oys-
tein Ore y otros habian desarrollado lo suficiente en este nuevo campo para
que Birkhoff intentara presentarlo a la comunidad matemaética, lo que hizo
con un éxito asombroso en la primera edicion de su Lattice Theory.

Historicamente, la teoria de reticulas comenzé con las reticulas distribu-
tivas (booleanas); como resultado, la teorfa de reticulas distributivas es el
capitulo més extenso y satisfactorio en la historia de la teoria de reticulas,
mismas que han proporcionado la motivaciéon para muchos resultados de la
teoria general de reticulas. Muchas condiciones sobre reticulas, sobre elemen-
tos e ideales de reticulas son formas “debilitadas” de distributividad. Por lo
tanto, un conocimiento profundo sobre reticulas distributivas es indispensa-
ble para el trabajo en teoria de reticulas. Ademés, en muchas aplicaciones
se impone la condicién de distributividad sobre las reticulas que surgen en
varias areas de la matematica, especialmente el algebra.

Posteriormente a Dedekind, Emmy Noether y Emil Artin generalizaron
algunos teoremas de descomposicion y estructura de anillos para aquéllos
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que satisficieran las condiciones abstractas de cadena ascendente y descen-
dente, respectivamente. Con todo esto, el estudio de las reticulas, por parte
de los algebristas, se hizo cada vez mas frecuente sobretodo a partir de 1970,
como lo afirma Grigore Calugareanu, cuando se volvié cada vez mas habi-
tual, para cada libro de teoria de moédulos, enunciar y demostrar algunas
generalizaciones de reticulas (en su mayoria modulares). Esto era justificado
por la percepcion, hoy en dia ampliamente aceptada, de que la estructura
de un modulo sobre un anillo se entiende mejor en términos de la estructu-
ra reticular que forman sus submoédulos, més atin, algunos resultados de la
teoria de modulos se pueden probar usando inicamente la teoria de reticulas.

Por ejemplo, el Teorema de Jordan-Holder, andlogamente el Teorema Fun-
damental de la Aritmética, establece la unicidad, en cierta forma, de descom-
poner un grupo en grupos simples indescomponibles. Tanto el enunciado del
teorema como el tratamiento de su demostracion y los principales conceptos
involucrados, como el de serie de composicion, hablan de propiedades de la
reticula de submodulos, grupos, etc. y no propiamente de propiedades de las
operaciones algebraicas del objeto en cuestion.

Las reticulas, aunque pueden ser estudiadas por si solas, tienen una aplica-
cion fundamental en el estudio de las estructuras algebraicas, ya que propor-
cionan informacion de su estructura interna y ademaés brindan otro enfoque
en el estudio de la mismas. En general a cada reticula se le puede asociar
una subestructura a la que llamaremos zoclo, que cuando no es trivial, nos
permite entender a la reticula en términos de cadenas cuyos eslabones abar-
can a todos los dtomos intermedios.

El objetivo principal del presente trabajo se centra justamente en descri-
bir esta subestructura, dar algunas de sus propiedades y aplicaciones, para
posteriormente definir las llamadas reticulas de torsion dar algunas de sus
propiedades elementales, ademés de ciertas condiciones necesarias y suficien-
tes para que una reticula tenga torsion y con ello mostrar la gran utilidad
de entender los aspectos puramente reticulares envueltos en el estudio de las
estructuras algebraicas en general, a través de resultados clésicos y ejemplos.
Con este fin en el capitulo 1 abordamos las nociones de conjuntos parcialmen-
te ordenados y morfismos de orden, ademas de dar algunas propiedades de
éstos. Introducimos las definiciones de reticula, reticula completa, modular,
distributiva y continua superiormente, ademas de dar ejemplos y demostrar
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algunas propiedades que seran de utilidad para el desarrollo de los capitulos
posteriores. En el capitulo 2 se introduce la definiciéon de reticula compacta-
mente generada, se habla sobre series de composicion y acerca de elementos
especiales en algunas retéulas particulares, entre otras cosas, se prueba que
toda reticula compactamente generada es continua superiormente. Finalmen-
te en el capitulo 3 abordamos la nocién de zoclo y mostraremos algunas de
sus propiedades elementales para posteriormente definir cuando una reticula
tiene torsion y dar algunas condiciones necesarias y suficientes para que esto
OCUITA.
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Capitulo 1

Preliminares

Mientras que las propiedades aritméticas del conjunto de ntimeros reales,
R, pueden ser expresadas en términos de la adiciéon y la multiplicacion, las
propiedades de orden; y por tanto las propiedades topologicas, pueden ser
expresadas en términos de la relacion de orden, <. Existen ademéas muchos
otros ejemplos de relaciones binarias que satisfacen las mismas propiedades
que la relacién de orden en R, més atin, numerosos resultados que se satis-
facen en R, pueden ser probados para todas aquellas relaciones binarias que
satisfacen las mismas propiedades que la relaciéon de orden en el conjunto de
nimeros reales.

Como hemos mencionado en la introduccion, existe una conexién intima
entre los conjuntos parcialmente ordenados y los conjuntos con operaciones
binarias dada mediante la asociacion a un objeto algebraico de su reticula de
subobjetos, la cual nos da informacién sobre propiedades del objeto mismo.
En este capitulo desarrollamos los conceptos y herramienas bésicos de la
teoria de conjuntos parcialmente ordenados y reticulas, en particular de las
modulares, que son de gran interés para el Algebra.

1.1. Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicion 1.1.1. Un sistema (Ay, ..., A R) con A, i € {1,...,n}, con-
guntos arbitrarios y R C Ay x -+ X A,, es llamado relacion n-aria entre los
elementos de Ay,..., A,. Si Ay = Ay =--- = A, el sistema (A,...,A;R) se
llama homogeneo, cuando n = 2 se llama relacion binaria.
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Definiciéon 1.1.2. Una relacion binaria (A, A; R) se llama:

(R) Reflexiva si para todo a € A se cumple que (a,a) € R.

(T') Transitiva si para todo a,b,c € A, (a,b), (b,c) € R, implica (a,c) € R.
(A) Antisimétrica si para todo a,b € A, (a,b), (b,a) € R, implica a = .

Definicion 1.1.3. Un preorden o relacion de preorden es una relacion
binaria que satisface (R) y (T). Una relacion de orden parcial es un
preorden que satisface (A).

Observacion 1.1.4. Dada una relacion binaria (A, A; R) podemos definir
una nueva relacion binaria, (A, A; R™1) donde R™' = {(b,a)|(a,b) € R},
a la que llamamos relacion binaria inversa. Ademds si (A, A; R) es una
relacion de orden parcial, entonces (A, A; R™) es relacion de orden parcial.

Demostracion. Sean a, b, c € A.

Es claro que (a,a) € A, por lo que (A, A; R™1) satisface (R).

Si (a,b), (b,c) € R~! entonces (b,a), (¢,b) € R, como R es transitiva (c,a) €
R y por lo tanto (a,c) € R, asi que (A, A; R™1) satisface (7).

Finalmente, si (a,b), (b,a) € R~! entonces (b,a), (a,b) € R, como R es anti-
simétrica a = b y por lo tanto (A, A; R™!) satisface (A). O

Notacion 1.1.5. Si (A, A; R) es una relacion de orden parcial, denotaremos
mediante el simbolo “<” al conjunto R C Ax A, ademds escribiremos “a < b”
en lugar de (a,b) € R. Al conjunto R~ C A x A de la relacion inversa lo
denotamos por “>"y escribimos “a > b” en lugar de (a,b) € R~ .

Definicion 1.1.6. Si X es un conjunto donde estd definida una relacon de
orden parcial (X, X; <), entonces diremos que (X, <) o simplemente X es
un conjunto parcialmente ordenado (COPO).

Para un COPO (X, <) podemos escribir las propiedades (R), (T') y (A)

de la siguiente forma:

(R) Para todo a € X se cumple que a < a.
(T")Para todo a,b,c € X,sia<byb<c, entonces a < c.
(A) Para todo a,b € X, sia <byb< a, entonces a = b.

Sia < b decimos que a es menor o igual que b, note ademas que a < b
equivale a b > a. Si b > a decimos que b es mayor o igual que a.
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Ejemplo 1.1.7.

(1) Dado un conjunto X, el conjunto potencia de X, P(X) ={A| A C X},
ordenado por contencion es un COPO.

(2) (N, <) es un COPO, donde < es el orden usual.
(3) (N,|) es un COPO, donde “|” es la relacion “divide a”.

(4) Dado un grupo G denotaremos por Sub(G) al conjunto de todos los
subgrupos de G. Sub(G) ordenado por contencion es un COPO.

(5) Dados R un anillo con uno y M un R-mddulo izquierdo, denotaremos
por Sr(M) al conjunto de todos los submddulos de M. Sg(M) ordenado
por contencion es un COPO.

(6) (Z,]) claramente satisface (R) y (T), sin embargo no satisface (A) ya
que 3, —3 € Z, 3| — 3 y —3|3 pero 3 # —3, ast que (Z,]) es un conjunto
preordenado, pero (Z,|) no es un conjunto parcialmente ordenado.

Definicion 1.1.8. Sean (A, <) un COPO y B C A. Entonces B es llamado
subconjunto parcialmente ordenado de A si B estd ordenado parcial-
mente por restriccion de la relacion <, esto es,

Va,be B:a<gpb<s a<,b.

Definicion 1.1.9. En un COPO decimos que dos nociones o propiedades
son duales si una se obtiene a partir de la otra mediante la permutacion
de la relacion dada, por su relacion inversa. El término autodual se define
para aquellas nociones o propiedades que no presentan cambios luego de hacer
dichas permutaciones.

Definicion 1.1.10. Sea (A, <) un COPO.

(1) a,b € A son llamados comparables si a < b o bien b < a. En caso
contrario diremos que a y b son incomparables y esto se denota por
allb.

(2) C C A es un conjunto totalmente ordenado o cadena si cuales-
quiera dos de sus elementos son comparables.

Ejemplo 1.1.11. (1) (N, <) es claramente una cadena.
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(2) (N,|) es un COPO pero no una cadena ya que 3,5 € N, 315 y 513,

es decir, 3 || 5.
Definicion 1.1.12. Sean (A, <) un COPO, X CAym e X.

(1) m se llama elemento mayor de X, si v < m para cada x € X.

(2) m se llama mdximo en X si para cada x € X, m < x implica m = x.
De manera dual obtenemos las nociones de elemento menor y minimo.
Observacion 1.1.13.

(1) Todo elemento mayor es mdzximo.

(2) No todo mdzimo es elemento mayor.

Demostracion. En efecto, considere A = {{n}|n € N} ordenado por con-
tension, para cada n € N se tiene que {n} es maximo en A ya que si {m} € A
es tal que {n} C {m}, entonces m = n, es decir, {m} = {n}. Sin embargo, si
k # n, entonces {k} Z {n} lo cual nos dice que {n} no es elemento mayor.
U

Observacion 1.1.14. Si un elemento mayor existe es unico.

Demostraciéon. Sean (A, <) un COPO y X C A. Supongamos que mj y
ms son elementos mayores de X, como m; es elemento mayor, se cumple que
mo < mq, ademas ms también es elemento mayor y por tanto m; < mso, asi
que, por la propiedad antisimétrica, m; = mo. U

Dualmente: Si el elemento menor existe es tnico.

Ejemplo 1.1.15. Consideremos 1(Z) = {nZ|n € N,n > 2} ordenado por
contension. Si p € N es primo, entonces pZ es mdzximo en (1(Z),C).

Demostracion. Supongamos que p € N es primo. Sea n € N tal que
nZ € I(Z)y pZ C nZ, entonces n|p por lo que n = 1 o n = p, como
nZ € 1(7Z) se tiene que n # 1 y por tanto n = p, asi que nZ = pZ. U

Notamos que pZ es maximo en (I(Z), C) pero no es elemento mayor, ademas
el ejemplo anterior muestra que los elementos maximos no necesariamente
son Unicos.
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Definicion 1.1.16. Sean (A, <) un COPO y X C A. Un elemento a € A
se llama cota superior de X si para cada x € X se cumple que v < a.
Dualmente definimos cota inferior de X.

Notacién 1.1.17. Sean (A, <) un COPO y X C A. Denotaremos por X'
al conjunto de todas las cotas superiores de X y por X| al conjunto de todas
las cotas inferiores de X.

Definicion 1.1.18. Sean (A, <) un COPO y X C A. Un elemento a € A se
llama supremo o yunta de X sia es el elemento menor de XT. Al supremo
del conjunto X lo denotaremos por \| X o supX. Dualmente definimos al
infimo o cuna de X al cual denotaremos por \ X o infX.

Observacion 1.1.19. De 1.1.14 obtenemos que si un supremo existe, éste
es unico. Dualmente si un infimo existe es unico

Notacién 1.1.20. Si (A, <) es un COPO y X = {x;}ic;r € A es una fa-
milia de elementos de A usaremos \/;c; %i, \/,cx © 0 simplemente \/ x; pa-
ra denotar al supremo de X. Andlogamente para el infimo. En particular,
st X = {xy1,x9,...,2,} al supremo y al infimo de X lo denotaremos por
1V V- - Va, yri ANxs N\ N\x,, respectivamente.

Definicion 1.1.21. Todo COPO con la propiedad de que cada uno de sus
subconjuntos no vacios tiene al menos un elemento mdximo se llama nete-
riano. Dualemnte, un COPO en el que todo subconjunto no vacio tiene al
menos un elemento minimo se llama artiniano.

Definicién 1.1.22. Un COPO A se llama bien ordenado si es artiniano
y totalmente ordenado.

En el presente escrito se asume el axioma de eleccion y por tanto todas
sus equivalencias. El axioma de eleccién garantiza que podemos “elegir” un
elemento de cada conjunto de una familia arbitraria de conjuntos no va-
cios, con el fin de precisar lo anterior recordemos que dado un conjunto
A una funcion selectora de A es una funcion f : P'(A) — A tal que
VB € P'(A): f(B) € B, donde P'(A) = P(A) — {o}.

Azxioma de Eleccion : Todo conjunto no vacio tiene una funcion selectora.

Algunas equivalencias del axioma de eleccién son:
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Lema de Zorn : Si toda cadena C en un COPO A tiene cota superior en
A, entonces A tiene al menos un elemento mdximo.

Principio de Hausdorff: Toda cadena en un COPO A se puede extender
a una cadena mdxima en A.

Teorema de Zermelo : Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Definicion 1.1.23. Diremos que un COPO A satisface la condicion de la
cadena ascendente, para abreviar (CCA) (respectivamente, descendente
(CCD)) si para toda familia {a;}ien< € A tal que ay < ag < -+ < a, < -
(respectivamente, a; > ay > -+ > a, > --- ), existe k € N* tal que ap =
Qg1 =---, es decir, la sucesion es estacionaria.

Notacion 1.1.24. En un COPO (A,<), si a,b € A son tales que a < b y
a # b entonces diremos que a es menor que b o bien que b es mayor que a,
este hecho lo denotaremos por a < b o bien b > a.

Teorema 1.1.25. Un COPO (A,<) es neteriano (respectivamente, arti-
niano) si y solo si (A,<) satisface CCA (respectivamente, CCD).

Demostracion.

[=] Sea {a;}ien- € A tal que a3 < ay < --- < a, < -+, como (A4, <)
es neteriano, existe k& € N* tal que a; es elemento maximo en € {a;}iens,
claramente la sucesion {a;};en+ se estaciona en ay.

[«<] Supongamos que (A, <) satisface CCA. Sea B C A con B # @. Haciendo
uso del axioma de eleccidon escogemos a; € B, si a; es elemento méximo en
B terminamos, en otro caso By = {b € Bla; < b} no es vacio y por tanto
podemos escoger as € B, si as es maximo en B terminamos, en otro caso
By = {b € Blas < b} no es vacio, continuando este proceso se construye una
sucesion a; < as < --- < ap < ape1 < --- que no es estacionaria, lo cual
contradice que (A <) satisface CCA, a menos que encontremos un elemento
maximo en B. Dualmente para el caso artiniano. U

Definiciéon 1.1.26. Sean (a, <) un COPO y a,b € A. Sia < b y no existe
c € A tal que a < ¢ < b, entonces diremos que a es cubierto por b o que b
cubre a a, este hecho lo denotaremos por a < b.

Notacion 1.1.27. Escribiremos a =< b cuando a < b o a = b.
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Muchos conjuntos parcialmente ordenados, sobre todo los finitos, pueden
ser representados mediante graficas a las que se les conoce como diagrama
de Hasse, méas precisamente tenemos:

Definicion 1.1.28. El diagrama de Hasse asociado a un COPO (A, <)
es una grafica donde cada elemento en A es representado mediante un inico
circulo pequeno (o) y donde la relacion x < y es representada por una linea
(o lineas) descendente que une a x con y.

Ejemplo 1.1.29. Los siguientes diagramas de Hasse representan ordenes
distintos para un conjunto de 5 elementos.

Observacion 1.1.30. En un diagrama de Hasse asociado a un COPO el

s

hecho de que un crculo que representa a un elemento “x” esté “por debajo” de
19

otro circulo que represente a un elemento “y” no garantiza que x < y, mds
atn, x|y a menos que exista una linea (o lineas) descendente que los una.

Con el fin de precisar cuando dos conjuntos parcialmente ordenados poseen
la misma estructura de orden introducimos la siguiente:

Definicion 1.1.31. Sean (A, <,) y (B, <p) conjuntos parcialmente ordena-
dosy f: A— B una funcion.

(1) f se llama morfismo de orden siVa,be A:a <,b= f(a) <p f(b).

(2) Si fes un morfismo de orden inyectivo, entonces f se llama morfismo
de orden estricto.

(3) Si f es morfismo de orden biyectivo tal que la funcion inversa de f es
morfismo de orden, entonces f se llama tsomorfismo de orden. En
este caso diremos que A y B son isomorfos.
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Observacion 1.1.32. Un morfismo de orden biyectivo no necesariamente es
un tsomorfismo de orden.

Demostracion. Consideremos a (N, <) y (N,|). Sea f : (N,|) — (N, <)
definida por: f(n) = n, para cada n € N.

Claramente f es biyectiva con inversa f~! : (N, <) — (N,|) dada por:
f~Yn) =n, ¥n € N. Ademas, si n|m, entonces f(n) =n <m = f(m) y por
tanto f es morfismo de orden. Sin embargo 3,5 € N, 3 <5y f71(3) =3+¢
5= f71(5), es decir, f~! no es morfismo de orden. 0O

Observacion 1.1.33. Dos conjuntos finitos parcialmente ordenados son iso-
morfos si y solo st son representados por el mismo diagrama de Hasse.

1.2. Reticulas

La teoria de reticulas centra su estudio en una clase especial de conjuntos
parcialmente ordenados, mismos que aparecen en distintas ramas de la ma-
tematica tales como el anélisis, topologia, logica, algebra y geometria. Por lo
tanto un estudio general de esa clase de conjuntos parcialmente ordenados
proporciona un marco unificador y conduce a un mejor entendimiento sobre
el comportamiento de numerosos ejemplos que surgen en la matemaética.

Definiciéon 1.2.1. Sea (L, <) un COPO.

(1) Llamamos a L reticula si para cualesquiera a,b € L existen inf{a, b}
y sup{a,b}.

(2) Llamamos a L reticula completa si para cualquier X C L existen
infX y supX.

Observacién 1.2.2.

(1) Es evidente que inf{la,b} = inf{b,a} y sup{a,b} = sup{b,a}, asi que,
acorde a nuestra notacion, tenemos aANb =bAa yaVb=0bVa. También
es claro queNYa € L:aVa=a=ala.

(2) En la definicion anterior no es necesario que \ X € X o que \/ X € X.

(8) Podemos proceder inductivamente para ver que en toda reticula, cual-
quiera de sus subconjunto finitos tiene supremo e infimo.



1.2 Reticulas 9

(4) Toda reticula completa es una reticula, pero no toda reticula es una
reticula completa.

Ejemplo 1.2.3.

(1) Si X es un conjunto, (P(X),C) es una reticula completa, donde pa-
ra cualquier A = {Aitier € P(X), Ve Ai = Uier 4 v Nict A =
ﬂiel A;.

(2) (N,|) es una reticula, donde para cualesquiera m,n € N, m V n =
mem(m,n) y mAn = med(m,n).

(3) (N, <) es reticula pero no es completa pues no existe el supremo de N.

(4) Si G es en grupo. (Sub(G),C) es una reticula completa, donde para
cualquier A = {H;}ier € Sub(G), NA=Nic; Hi y VA= (Uie; Hi)-

(5) Si M es un R-mddulo, (Sgp(M), C) es una reticula completa, donde para
cualquier A = {N;}ier € Sr(M), NA=Nic; Ni yVA=2.c; Ni.

(6) El COPO representado por el siguiente diagrama de Hasse no es una
reticula pues no existe el supremo ni el infimo de {a,b}.

Ejemplo 1.2.4. Los conjuntos parcialmente ordenados representados por los
siguientes diagramas de Hasse son reticulas.

Figura 1 Figura 2
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La reticula en la figura 1 es conocida como reticula diamante. La reticula
en la figura 2 es conocida como reticula pentdgono.

Lema 1.2.5. Sean (L, <) una reticula y a,b € L. Son equivalentes:

(1) a<b
(2) anb=a
(3) aVb=0b.

Demostracion. [(1) = (2)] a < by a < a implican que a es cota inferior de
{a,b} y por tanto a < a A b, por otro lado es claro que a A b < a, asi, por la
propiedad antisimétrica, a A b = a.
[(2) = (3)]a=aAb<byb<bimplican que b es cota superior de {a,b} y
por tanto a Vb < b, por otro lado es claro que b < a V b, asi, por la propiedad
antisimétrica, a V b = b.
[(3) = (1)] aVb=bnos dice que b es el supremo de {a, b} y por tanto a < b.
O

Dada una reticula se puede definir un dglgebra universal con dos operacio-
nes binarias que satisfacen ciertas propiedades. Un dlgebra universal es un
par (A;{fa}tacr) donde A es un conjunto y {f,}aes es una familia de ope-
raciones n,-arias, n, € N, es decir, {f, : A" — A},es es una familia de
funciones. En particular, si n, = 2 la operacién se llama binaria.

Reciprocamente, un algebra universal (A;{V,A}) con dos operaciones
binarias que satisfacen ciertas propiedades define una reticula (A, <). Asi
que se establece una especie de “equivalencia” entre reticulas y cierto tipo de
algebras universales.

Teorema 1.2.6.

(1) Toda reticula (A, <) define un dlgebra universal (A;{V,A}) con dos
operaciones binarias asociativas, conmutativas y que satisfacen la ley
de absorcion: Va,be A: (aVb)ANa=(aAb)Va=a.

(2) Toda dlgebra universal (A;{V,A}), con dos operaciones binarias aso-
ciativas, conmutativas y que satisfacen la ley de absorcion, define una
reticula (A, <) cuyo orden parcial estd dado como sigue: Ya,b € A :
a<b<s aAb=a. Ademds inf{la,b} =a ANb y sup{a,b} =a V0.
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Demostracion.

[(1)] Sea (A, <) una reticula. Se definen:
V:AxA— Apor V(iab) =aVb=sup{a,b} Va,b e A;
N:Ax A— Apor Ala,b) =aNb= inf{a,b} Ya,b € A.
Como (A, <) es reticula siempre existe el supremo y el infimo de {a, b}, ade-
mas la unicidad del supremo y el infimo garantiza que V y A estan bien
definidas y por lo tanto son operaciones binarias, asi (A4;{V,A}) es un alge-
bra universal.
Claramente V y A son conmutativas. Veamos que son asociativas y satisfacen
la ley de absorcion.
Sean a,b,c € A. Comoa < aV (bVe)yb<bVe<aV(bVc) entonces
aV (bV c) es cota superior de {a,b} y por lo tanto a Vb < aV (bV c),
ademés ¢ < bVe<aV(bVc),asi que aV (bV c) también es cota superior
de {a V b,c} luego (aVb)Ve<aV(bVc). De forma analoga obtenemos
aV(bVe) < (aVb) Ve, concluimos por antisimetria que (aVb)Ve =aV (bVe).
Dualmente se obtiene que (a Ab) Ac=aA (bAc).
Como a < a V b entonces, por el Lema 1.2.5, (a V b) A a = a, por otro lado
a A b < a, nuevamente gracias al Lema 1.2.5 (a Ab) Va = a.

[(2)] Sea (A;{V,A}) una algebra universal, con dos operaciones binarias
asociativas, conmutativas y que satisfacen la ley de absorcion.
Veamos que la relacion dada por a < b < aAb = a para cualesquiera a,b € A
es un orden parcial sobre A.
Sean a,b,c € A.
(R) Por la ley de absorcion y la conmutatividad tenemos que a = aV (a A a),
entonces a Aa=aAfaV (aAa) = a, entonces a A a = a, es decir, a < a.
(T) Sia < byb < centonces, por definicion de la relacion, a Ab = a 'y
b A c=b, luego por la propiedad asociativa

aNc=(aNb)ANc=aAN(bAc)=aAb=ua

y por lo tanto a < c.
(A) Sia < byb < aentonces, por definicion de la relacion, a Ab = a'y
b A a = b, luego por la propiedad conmutativa

a=aANb=bAa=0.

Por todo lo anterior se concluye que (4, <) es un COPO.
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Veamos ahora que (A, <) es una reticula.

Sean a,b € A. Se probara que inf{a,b} =aAby sup{a,b} = aVb. Primera-
mente note que los elementos a A by a V b siempre existen porque A y V son
operaciones binarias. Lo que hace falta mostrar es que, con el orden definido
sobre A, el elemento a A b es la mayor de las cotas inferiores de {a,b} y el
elemento a V b es la menor de las cotas superiores de {a, b}.

[inf{a,b} = a A b]

(aNb)Na =
=aAN(bAa) (asociatividad)
=aA(aNd) (conmutatividad)
=(aNa)N\b (asociatividad)
=aAlb (a <a,ie,aNa=a)

Lo anterior muestra que (a Ab) Aa = aAb, es decir, a Ab < a, analogamente
obtenemos a A b < by por lo tanto a A b es cota inferior de {a, b}. Sea c otra
cota inferior de {a, b}, entonces c < ay c<b,estoes,cANa=cycAb=c,
luego

cN(aNb) =
=(cANa)Ab (asociatividad)
=cAb (cNa=c)
=c

Asi ¢ < aAby por lo tanto a Ab es la mayor de las cotas inferiores de {a, b}.

[sup{a,b} = a V b|

Por la ley de absorcion tenemos a A (a Vb) = ay bA (aVb) =b, esto es,
a<aVbyb<aVb, porlo tanto aV b es cota superior de {a,b}. Sea c otra
cota superior de {a, b}, entonces a < cy b < ¢, es decir,aAc=aybAc=b
luego, por las leyes de absorcion, aVe = (aAc)Ve=cybVe= (bAc)Ve=c.
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Finalmente

(aVb)ANc=
=(aVb)A(aVc) (aVe=rc)
=(aVb)AlaV(bVc) (bVec=rc)
=(aVb)A[(aVb)V( (
=aVb (

asociatividad)

absorcion)

Asi aVb < ¢y por lo tanto a Vb es la menor de las cotas superiores de {a, b}.
g

De aqui en adelante trataremos indistintamente a las reticulas como un
COPO (L, <) en el que cualesquiera dos de sus elementos tienen supremo e
infimo o como el algebra universal (L; {V, A}) definida en el teorema anterior.

Lema 1.2.7. Sean (L, <) una reticula y a,b,c € L. Entonces:
(1) Sib<c entoncesaANb<aAcyaVb<aVec.
(2) Sia<bya<centoncesa<bANcya<bVec.
(3) aVv(bAc) < (aVDb)A(aVec).
(4) (anb)V(anc)<an(bVec).
(5) Sia < centoncesaV (bAc)<(aVb)Ac.

Demostraciéon. Sean a,b,c € L. [(1)] Si b < ¢ entonces, por Lema 1.2.5,
b A c=b. Gracias al Lema 1.2.5 basta mostrar que (a Ab) A (a Ac) =aAb.
Haciendo uso de las propiedades conmutativas, asociativas y el hecho de que
rAx = x para toda x € L, obtenemos (aAb)A(aAc) = (aNa)A(bAc) = aNb.
Dualmente obtenemos que a Vb < aV c.

[(2)] Sia <bya < centonces a es cota inferior de {b,c} y por lo tanto
a<bAc Ademasa <b<bVe.
(3)] Como a <aVbya<aVcentonces, por (2),

a<(aVb)A(aVec). (A)
Por otro lado bAc<b<aVbybAc<c<aVc nuevamente por (2),

bAc<(aVDb)A(aVec). (B)
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De (A) y (B) obtenemos que (a V b) A (aV ¢) es cota superior de {a,bAc}y
por lo tanto a V (bA¢) < (aVb) A (aVc).

[(4)] La demostracion es dual a la demostracion de (3).

[(5)] Sia < centonces, por Lema 1.2.5, aVe = ¢. Ademas, por (3), aV (bAc) <
(aVb)AN(aVec)=(aVb)Ac. O

Teorema 1.2.8. Un COPO (A, <) es una reticula completa si y sdlo si todo
subconjunto de A tiene infimo.

Demostracion.

[=] Lo garantiza la definicion de reticula completa.

[«<] Solo resta mostrar que todo subconjunto de A tiene supremo. Sea B C A,
definimos C' = {a € A| para toda b € B,b < a}. Por hipotesis existe infd,
ademés inf@ € C'y por tanto C' # &.

Sea u =infC. Veamos que u=supB, notamos que dado b € B arbitrario se
cumple que b < ¢ para cada ¢ € C' y por lo tanto b < infC' = u, es decir, u
es cota superior de B. Sea e € A otra cota superior de B, entonces para toda
be B,b<e,asi que e € C, luego u =inf C< ey por lo tanto u=sup B. [

Observacion 1.2.9. Dualmente obtenemos la siguiente caracterizacion de
reticulas completas: Un COPO (A, <) es una reticula completa si y sélo si
todo subconjunto de A tiene supremo.

Notacién 1.2.10. Si (L, <) es una reticula completa existen infL =sup@ y
supL =infd a los cuales denotaremos por 0y 1, respectivamente.

Observacion 1.2.11. Si (L, <) es reticula completa, entonces Va € L:
(1) 0 <a y porlo tantoa N0 =0 yaV0=a.
(2) a<1yporlotantoaNl=ayaV1l=1.

Definicion 1.2.12. Sean (L, <) una reticula y B C L.

(1) B se llama subreticula de L si para toda a,b € B se tiene que aAb € B
yaVbeB.

(2) Si(L,<) es completa, B se llama subreticula completa de L si para
cualquier X C B se tiene que NX € By \/ X € B.

Ejemplo 1.2.13. Si G es un grupo denotaremos por N(G) al conjunto de
todos los subgrupos normales de G. (N(G),C) es subreticula completa de
(Sub(G), ©).
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Ejemplo 1.2.14. El COPO L = {0,a,b,c,d’,V/,c,1} representado por el
sigutente diagrama de Hasse es una reticula.

1

0

Tenemos, por ejemplo, que {0,b,a’,c’, 1} es subreticula de L, pero {0,b,d’,c'}
no es subreticula de L pues o’ vV =1y 1¢ {0,b,d,c'}, esto se representa
en los siguientes diagramas.

1

0 0

Definicion 1.2.15. Sea (L <) wuna reticula. El conjunto I C L se llama
tdeal en L si para cualesquiera a,b,x € L se cumplen:

(i) sia€l yx<a, entonces x € 1.
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(11) sia,b €I, entoncesaVbel.

(1ii) si L tiene cero (0 € L), entonces 0 € I (note que en general L podria
no tener cero).

Dualmente obtenemos la nocion de filtro: F' C L es un filtro en L si
para cualesquiera a,b,x € L se cumplen:

(i) sia € F ya<ux, entonces x € F.
(i1°) sia,b € F, entoncesaNb € F.

(11i°) si L tiene uno (1 € L), entonces 1 € F (note que en general L podria
no tener uno).

Proposicion 1.2.16. Todo ideal en L es subreticula de L. (Dualmente: Todo
filtro en L es subreticula de L).

Demostraciéon. Sean I un ideal en L y a,b € I. De (ii) obtenemos que
aVbe l. Ademas, como a € I y a Ab < a entonces, por (i), a Ab € I. Por
lo tanto I es subreticula de L. Dualmente obtenemos la demostracién para
filtros. Il

Proposicion 1.2.17. Si (L, <) es una reticula denotaremos por I(L) al con-
Junto de todos los ideales en L. (I(L),C) es una reticula completa.

Demostracion. Sea {I;}rex € I(L) una familia de ideales en L. Veamos
que siempre existen Aycx Ir ¥ Ve Li-

No es dificil ver que (o Ik es ideal en L por lo tanto A, x It = (ex Lk-
Sin embargo la unién de ideales no siempre es ideal, como contraejemplo
consideremos a la reticula dada en el Ejemplo 1.2.14, en esta reticula cla-
ramente {0,a,b,a’} y {0,b,¢, '} son ideales, pero {0,a,b,a'} U{0,b,¢,c'} =
{0,a,b,¢,d’,c'} no es ideal ya que @’ V¢ =1¢ {0,a,b,c,d,c'}.

Nuestro objetivo es encontrar \/, - Ii, con este fin definimos al ideal gene-
rado por un conjunto arbitrario X C L como el ideal

ﬂ{] C L|I es ideal en L, X C I}

al cual denotaremos por (X]. Veamos que \/,cx I = (Uyex Li]. Claramente
I; € Uiex Ir € (Ujex Ik) paracada j € K, asi que (|, x Ii] es cota superior
de {I)}rer. Ahora sea H € I(L) otra cota superior de {I;}recx, esto es, para
cada j € K se cumple que I; € H , entonces, |J,cx Ir € H asi, por definicién
de ideal generado, ({J,cx Ix) € H. O
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Proposicion 1.2.18. Si (L, <) es una reticula completa y a,b € L, con
a <b, entonces A ={x € Lla <z < b} es subreticula completa de L.

Demostraciéon. En efecto, sea X C A. Veamos que AX € Ay \/ X € A.

X C A implica que x < b para toda x € X, asi que b es cota superior de X,
luego \/ X < b. Por otro lado a < x < \/ X para toda = € X. Por lo tanto
a <\ X <b,esdecir, \/ X € A. De forma analoga obtenemos a < A X < b,
es decir, A X € A. O

La subreticula A en la proposicion anterior se llama subreticula cocien-
te o intervalo de L y sera denotada por b/a o bien [a, b]. Una prueba similar
a la anterior muestra que si L es una reticula (no necesariamente completa)
vy a,b € L con a < b, entonces A = {z € Lla < x < b} es subreticula
de L. En este caso la notacion para A serd la misma que la anterior dada
y tambien sera llamada cociente o intervalo de L. Utilizaremos la notacion
a/0 = [0,a] = {z € L|z < a} atn cuando L no tenga cero. En particular, si
a < b, entonces b/a = {a, b}, en este caso el cociente sera llamado simple.

Para terminar la secciéon introduciremos la nocién de funciéon que preserva
la estructura de reticula y demostraremos algunos resultados que involucran
a estas funciones.

Definicion 1.2.19. Sean L y L' reticulas. Sea f : L — L' una funcion.
Entonces:

(1) f se llama morfismo de reticulas si para cualesquiera a,b € L se

cumple que f(a Ab) = f(a) A F(b) y flaVb) = f(a) V F(b).

(2) f se llama isomorfismo de reticulas si [ es biyectiva y f es un
morfismo de reticulas.

Notacion 1.2.20. Si f : L — L' es un isomorfismo de reticulas diremos
que L y L' son isomorfas y escribiremos L = L.

Ejemplo 1.2.21. Si L es una reticula, entonces f : L — I(L), definida
por: f(a) = a/0 para cada a € L, es un morfismo de reticulas.

Demostraciéon. Primeramente veamos que f(a) = a/0 € I(L) para cada
a € L, es decir, f esta bien definida. Sea a € L, como a/0 es subreticula
de L, para cualesquiera z,y € a/0, x Vy € a/0. Por otro lado si y € a/0 y
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x <y, entonces z < y < a luego x € a/0. Por lo tanto a/0 es ideal en L.
Ahora veamos que f es morfismo de reticulas, es decir, para cualesquiera
a,be L, flanb) = f(a) AN f(b) y flaVb) = f(a)V f(b). Por definicion de
f y de acuerdo a como estan dados el infimo y el supremo en /(L) debemos
probar que (a Ab)/0=a/0Nb/0y (aVb)/0=(a/0UDbL/O].

[(aAb)/0=1a/0Nb/O|
re€(anb)/0sr<aNbesr<ayzr<bszeca/0NbL/O.

[(a Vv 0)/0 = (a/OUb/0]]

Veamos que (a V b)/0 es el menor ideal (en el sentido de la contencion) tal
que a/0Ub/0 C (a V b)/0 lo cual garantiza que (a V b)/0 es el supremo de
{a/0,b/0} y por lo tanto (a Vv b)/0 = (a/0 U b/0].

(i) Sea x € a/0Ub/0, entonces © < a o < b, en cualquier caso obtenemos
x <aVb,asi que z € (aVb)/0. Por lo tanto a/0Ub/0 C (a V1) /0.

(ii) Sea K € I(L) tal que a/0Ub/0 C K. Claramente a € K y b € K entonces,
por ser K un ideal, a Vb € K. Ahora, si x € (a VvV b)/0, entonces z < aVby
a Vb e K luego, como K es ideal, z € K. Por lo tanto (a VvV b)/0 C K.

De (i) y (ii) concluimos que (a V b)/0 = (a/0 U b/0]. O
Observacion 1.2.22. Un razonamiento inductivo nos muestra que para cual-

quier conjunto finito {ay,as,...,a,} C L,

(a1/0) A (a2/0) A=+ A(a,/0) = (a1 Aag A+ Nay)/0

(a1/0) V (az/0) V-V (a,/0) = (a1 Vaz V- Vay,)/0.
Ademds es claro que a/0 = ({a}].

Definicion 1.2.23. Si L es una reticula y a € L. Entonces a/0 se llama
ideal principal.

Proposicion 1.2.24. Si f : L — L' es un isomorfismo de reticulas, enton-
ces f~1: L' — L es un isomorfismo de reticulas.

Demostracién. Claramente f~! es biyectiva. Veamos que f~! es morfismo
de reticulas.

Sean o', b € L'. Como f es biyectiva, existen a,b € L tales que @' = f(a) y
V' = f(b). Entonces f~1(a’VV) = f71(f(a)V f(b) = [ (f(aVD) =aVb=
f~Ha" )V f1(V). De forma andloga obtenemos f~1(a'AV) = f~1(a')Af7HY).
O
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Proposicion 1.2.25. Si f : L — L' es morfismo de reticulas, entonces f
es morfismo de orden.

Demostraciéon. Veamos que f preserva el orden. Si a,b € L con a < b,
entonces a = a A b luego, como f es morfismo de reticulas, f(a) = f(a Ab) =

fla) N fb) < F(b). O

Observacion 1.2.26. El reciproco de la proposicion anterior en general es
falso.

Demostraciéon. Consideremos a la reticula (P(R),C) y f: P(R) — P(R)
definida por: f(A) = {z € R|existe y € A : y*> = z} para cada A € P(R).
Veamos que f es morfismo de orden. Sean A, B € P(R) con A C B. Si
x € f(A), entonces existe y € A C B : y* = x asf que existe y € B : y* = x,
es decir, x € f(B). Por lo tanto f(A) C f(B).

Sin embargo f no preserva cunias. En efecto, si A = {0,1} y B = {—1,0},
entonces f(AN B) = f({0}) = {0}, por otro lado

f(A) = {z € Rleziste y € {0,1} : y* = 2} = {0,1}

f(B) = {z € Rlezistey € {—1,0} : y* =2} = {0,1}.
Asi que f(AN B) # f(A) N f(B). O

Proposicion 1.2.27. Una funcion f : L — L’ entre dos reticulas es un
1somorfismo de orden si y solo si f es un isomorfismo de reticulas.

Demostracion.

[=] Veamos que f preserva yuntas. Sean a,b € L, es claro que a < a Vb
y b < a V b entonces, por ser f morfismo de orden, f(a) < f(aVb)y
f(b) < f(aVvb), asi que f(aV b) es cota superior de {f(a), f(b)}. Sea ¢’ € L’
otra cota superior de {f(a), f(b)}, entonces f(a) < 'y f(b) < . Como f es
biyectiva existe ¢ € L tal que f(c) = ¢ y por tanto f(a) < f(c)y f(b) < f(c).
Ademas, f~! es morfismo de orden, luego a < ¢y b < ¢ lo cual nos dice que
¢ es cota superior de {a, b} y por lo tanto a V b < c.

Finalmente, gracias a que f preserva el orden, f(a Vv b) < f(c) = . Hemos
probado que f(aVb) es la menor de las cotas superiores de { f(a), f(b)}, esto
es, f(aVb) = f(a) Vv f(b).

De forma dual probamos que f(a) A f(b) = f(a A D).

[«<] Es consecuencia de las proposiciones 1.2.24 y 1.2.25. O
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1.3. Reticulas Modulares

En esta seccion introducimos un tipo particular de reticulas: uno que
abstrae una propiedad caracteristica de algunas reticulas de subestructuras
algebraicas de especial interés, como la de submodulos de un R—moddulo
y la de subgrupos normales de un grupo. Las reticulas modulares fueron
descubiertas por Dedekind.

Definicion 1.3.1. Una reticula L se llama modular si para cualesquiera
a,b,c € L, con a < ¢, se cumple que: (aVb)ANec<aV (bAc).

Observacion 1.3.2. Gracias al Lema 1.2.7 (5) sabemos que en toda reticula
L, para cualesquiera a,b,c € L, si a < ¢, entonces (aVb)Ac>aV (bAc).
Por lo tanto L es modular si y solo si para cualesquiera a,b,c € L, si a < c,
entonces (aV b) Nc=aV (bAc). Para probar que una reticula es modular
basta mostrar se cumple la desigualdad que exige la definicion.

Observacion 1.3.3. Toda subreticula de una reticula modular es modular.
Ejemplo 1.3.4. Si G es un grupo, (N(G), Q) es una reticula modular.

Demostraciéon. Sabemos que si A, B € N(G), entonces AB es subgrupo
normal de G. Ademas notamos que AU B C AB entonces, por definiciéon de
subgrupo generado, (AU B) C AB. Por otro lado es claro que AB C (AU B)
y por lo tanto AB = (AUB) = AV B.

Sean H,J,K € N(G) con H C K. Veamos que (HJ)N K C H(JNK). Si
re(HJ)NK entoncesz =hjyxz € K,conhe Hy j€J, luego j =h 'z
pertenece a K pues h™* € H C Ky x € K. Por lo tanto x = hj con h € H
yj€JNK, esdecir, x € H(JNK). d

Ejemplo 1.3.5. Si M es un R-mddulo, (Sg(M), C) es una reticula modular.
Ejemplo 1.3.6. La reticula pentdigono no es modular.

Demostraciéon. Recordemos que la reticula pentagono es un conjunto de
5 elementos, L. = {0,a,b,c,1}, cuyo orden se representa por el siguiente
diagrama de Hasse:
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|[Por contradiccion]| Supongamos que L es modular. Entonces, como a < ¢, se
tiene que c = (aVb) Ac<aV (bAc)=a,luego c < ay por lo tanto a = ¢
lo cual claramente no ocurre. U

Teorema 1.3.7. Una reticula L es modular si y solo st para cualesquiera
a,bce L, sia<c,aANb=cANbyaVb=cVb, entonces a = c.

Demostracién.

[=] Sean a, b, c € L tales que a < ¢, aAb = cAby aVb = cVb. Tenemos por la
ley de absorcion, la conmutatividad y las hipotesis: aV (bAc¢) = aV (bAa) = a
y (aVb)Ac=(cVb)Ac=c. Finalmente, ya que L modular y a < ¢,

a=aV(bAc)=(aVb) ANc=c

[«<] Sean a, b, c € L con a < ¢. Denotemos por a’ = aV (bAc)y ¢ = (aVb)Ac.
Por nuestra hipotesis basta mostrar que o’ < ¢, d Ab=cd ANbyd' Vb= VDb
para concluir que @' = ¢ (i.e., aV (bAc) = (aVb)Ac).

Como a < ¢ entonces, por Lema 1.2.7 (5),d' =aV (bAc) < (aVb) ANec=/{
por tanto a’ < ¢, luego, por Lema 1.2.7 (1), ¢’ Vb < Vb.

Por otro lado, ¢ = (aVb)Aec<aVb<dVbyb<dVb porlo tanto
¢ Vb<a Vb De donde concluimos que ¢ Vb=a' Vb

De forma analoga se prueba que ¢ Ab=a' Ab. O

Teorema 1.3.8. Sea L una reticula. Entonces L es modular st y solo si L
no contiene subreticulas isomorfas a la reticula pentdgono.

Demostracion.
[«<] [Por contradiccion| Supongamos que L no tiene subretéulas isomorfas al
pentagono y que L no es modular.
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Como L no es modular entonces, por el Teorema 1.3.7, existen a,b,c € L
tales que a < c,aANb=cAb,aVb=cVby a+# c Note ademéas que a # b
y ¢ # b pues de otro modo se tendria a = ¢. Asi que podemos ordenar los
elementos {a,b,c,a Ab,aV b} C L en una subreticula representada por el
siguiente diagrama de Hasse:

aVb

alb

Claramente esta subreticula es isomorfa al pentagono, pero esto contradice
nuestra hipotesis.

[=] Supongamos que L es modular. Sabemos por el Ejemplo 1.3.6 que la
reticula pentédgono no es modular y como todas las subreticulas de una reti-
cula modular son modulares se concluye que L no puede tener subreficulas
isomorfas al pentagono. O

Teorema 1.3.9. Sean L una reticula y a,b € L. Si L es modular, entonces
las subreticulas cociente (a vV b)/b y a/(a A b) son isomorfas.

Demostraciéon. En virtud de la Proposicion 1.2.27 basta mostrar que existe
algin isomorfismo de orden entre (a V b)/by a/(a AD).

Proponemos f : (a Vb)/b — a/(a A D), definida por: f(x) = x A a para cada
z € (aVb)/b.

Vemos que f esta bien definida. Si x € (a V b)/b entonces b < = < a V b,
asi, por Lema 1.2.7 (1), anb < aAz < ay por lo tanto f(z) = zAa € a/(anb).

Sea g : a/(aAb) — (aVb)/b, definida por: g(y) = yVb para caday € a/(aAb).
Una prueba similar a la anterior muestra que g esta bien definida.
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Veamos que g = fL.
Siz € (aVb)/b, entonces:

(9o f)x) =
= 9(f(2))
=g(z Na) (definicon de f)
=(xANa)VDb (definicon de g)
=z A(aVb) (b < 2 y modularidad)
=z =lawp(r) (2<aVh)

Por otro lado, si y € a/(a A D), entonces:

(fog)y) =

(definicon de g)

(definicon de f)
=yV(bAa) (y < a y modularidad)
=y =loyam(y)

Asi que g = f~! y por tanto f es biyectiva. Finalmente, el hecho de que f y
J~! preservan orden es consecuencia del Lema 1.2.7 (1). U

Observacion 1.3.10. El teorema anterior aplicado a la reticula de submo-
dulos de un R-maodulo izquierdo M nos conduce al sequndo teorema de
isomorfismo para mddulos: St H/ K € Sg(M), entonces (H + K)/K =
H/(HNK).

Observacion 1.3.11. Si intercambiamos los papeles de a y b en el Teorema
1.3.9 obtenemos (aV b)/a = b/(a A\ D).

Lema 1.3.12. Sea L una reticula modular con cero. Si a,b,p € L son tales
quepANa=pAb=0y (pVa)A(pVb)=p, entoncesp A (aVb)=0.

Demostracién. Supongamos que pAa=pAb=0y (pVa)A(pVb) =
Primero note que:

O=pAa=

(pVa)AN(pVD)]Aa (por hipdtesis)
[(pVa)ANa] A (pVD) (asociatividad y conmutatividad)
=aAN(pVb) (absorcion)
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Por tanto se tiene a A (p V b) = 0, entonces:

b=bVv0

bViaA(pVb)
=(aVb)A(pVb) (b < aVby modularidad)
[(aVb)Ap| VD (b < aV by modularidad)

Asi que b = [p A (aVb)] Vbluego p A (aVb) < b. Por otro lado es claro
que pA (aVb) < p. Asi que p A (aV b) es cota inferior de {p,b}. Finalmente
pA(aVb) <pAb=0. O

Una importante generalizaciéon de la propiedad modular en una reticula
son las llamadas condiciones de cubrimiento.

Definiciéon 1.3.13. Diremos que una reticula L satisface la condicion de
cubrimiento superior (respectivamente, inferior) si

Va,be L:aANb<a=b<aVb

(respectivamente, b < aVb = aAb < a). Si una reticula L satisface esta con-
dicion la llamaremos semimodular superior (respectivamente, inferior).

Observacién 1.3.14.

(1) Cualquier reticula modular satisface ambas condiciones de cubrimiento
y por lo tanto toda reticula modular es semimodular inferior y superior.

(2) SiL esuna reticula finita. Entonces L es modular siy sélo si L satisface
ambas condiciones de cubrimiento.

Proposicion 1.3.15. Una reticula L es semimodular superior si y solo st
para cada x,y,z € L, si x <y, entonces x'V z =X yV z. Dualmente: L es
semimodular inferior si y solo si para cada x,y,z € L, st x < y, entonces
TNz XyAz.

Demostracion.

[=] Sean x,y,z € L con x < y. Es claro que x < 2V z, luego x < yA(zVz) <
y; y como x <y, entonces t =y A (xVz)oy=yA(zV2).

Siz =yA(zVz),entonces yA(xVz) <y luego, por definicién de cubrimiento
superior, tVz <yV (zVz)=(yVa)Vz=yVz.
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Por otro lado, siy = yA(xzV z) entonces, z <y < xVzluego rVz < yVz <
zVz,estoes,zVz=9yVz.

[«<] Sean a,b € L con a Ab < a entonces, por hipotesis, (a Ab) Vb < aVb;
y por ley de absorcién, b < a V b, sin embargo, cuando b = a V b se implica
que a < by luego a = a A b < a una contradicciéon. Por lo tanto b < a VvV b. [

1.4. Reticulas Distributivas

En esta seccion introducimos el concepto de reticula distributiva el cual
tiene un interés algebraico al ser una generalizaciéon de la distributividad de
la uniéon y la intersecciéon de conjuntos. Entre otras cosas mostraremos que la
modularidad es una forma debilitada de la distributividad, en este sentido,
las reticulas ditributivas son una clase particular de reticulas modulares.

Definiciéon 1.4.1. Una reticula L se llama distributiva si para cualesquiera
a,b,c € L se cumple que

(aVb)ANc=(aNc)V(bAc).

Observacion 1.4.2. Toda subreticula de una reticula distributiva es distri-
butiva.

Ejemplo 1.4.3. Si X es un conjunto, entonces (P(X),C) es una reticula
distributiva.

Ejemplo 1.4.4. Sean A un anillo y E(A) = {e € Alee = e} ordenado
parcialmente como sigue: Ve, f € E(A) : e < f < ef =e. (E(A),<) es
una reticula distributiva, donde e A f = ef yeVf=e+ f —ef para toda
e, f € E(A).

Demostraciéon. No es dificil ver que para toda e, f € F(A) se cumple que
ef = fe, ademas, la realcion definida sobre F(A) es en efecto una relacion
de orden parcial y finalmente es claro que ef € Ay e+ f —ef € E(A).

Sean e, f € E(A). Veamos que ef es la mayor de las cotas inferiores de {e, f},
es decir, e A f = ef. Haciendo uso de las propiedades del anillo y de E(A)
obtenemos (ef)e = e(ef) = (ee) f = ef entonces ef < e, de forma anédloga se
obtiene ef < f y por tanto ef es cota inferior de {e, f}. Ahora, si ¢ es otra co-
ta inferior de {e, f}, entonces ce = ¢y cf = ¢, luego c(ef) = (ce)f =cf = ¢
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y por lo tanto ¢ < ef. De forma similar se prueba que eV f = e+ f —ef. Lo
anterior muestra que (E(A), <) es una reticula.

Finalmente veamos que (E(A), <) es distributiva. Sean e, f,g € E(A), en-
tonces (eV f)Ag=(e+f—ef)lg=eg+ fg—(ef)g=eg+fg—(ef)gg =
eg + fg—(eg)(fg) = (eg) vV (fg) = (e Ng) V (f N 9g). i

Ejemplo 1.4.5. La reticula diamante no es distributiva.

Demostraciéon. Recordemos que la reticula diamante es un conjunto con
5 elementos, L = {0,a,b,c, 1}, cuyo orden parcial se puede representar me-
diante el siguiente diagrama de Hasse:

Notamos que (a Vb) Ac = 1A c = ¢ por otro lado (a Ac)V (bAc) =
0V 0 =0, ademés es claro que ¢ # 0. Por lo tanto existen a,b,c € L tales
que (aVb)Ac# (anc)V (bAc), es decir, L no es distributiva. O

Proposicion 1.4.6. Si L es una reticula distributiva, entonces L es modular.

Demostracion. Sean a,b,c € L con a < ¢. Como a < ¢ entonces a A ¢ = a,
asi que (aVb)Ac=(aNc)V(bAc)=aV (bAc). O

Observacion 1.4.7. El reciproco de la Proposicion 1.4.6 en general es falso.

Demostracion. Consideremos al R-modulo R2. Sabemos que (Sg(R?),C)
es reticula modular, sin embargo esta reticula no es distributiva. En efecto,
consideremos A = ((1,0)), B = ((0,1)),C = ((1,1)) € Sg(R?).
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Notamos que:

A=R(1,0) = {(z,0)|x € R};

B =R(0,1) ={(0,y)ly € R};

C=R(1,1) ={(#,2)|z € R}.

Entonces:

i) (A+B)NnC=R*NC=C.

()(ANC)+ (BNC) ={(0,0)} +{(0,0)} = {(0,0)}.

Por lo tanto (A + B)NC # (ANC) + (BNC) de donde concluimos que
(Sr(R?), C) no es distributiva. O

Observacion 1.4.8. Gracias al Lema 1.2.7 (4) sabemos que en toda reticula
L, para cualesquiera a,b,c € L, (a Ac)V (bAc) < (aVb)Ac Porlo
tanto una reticula L es distributiva si y solo si para cualesquiera a,b,c € L,
(avVb)ANe<(aNc)V(bAc).

Proposicion 1.4.9. Una reticula L es distributiva si y solo si para cuales-
quiera a,b,c € L se cumple que (a ANb)Vc= (aVc)A(bVc).

Demostracion.

[=]|Sean a, b, ¢ € L, entonces:

(ave)AN(bVe) =

=[lan(BV)]|VIcA (V) (distribucion)
=[(anb)V(aNc)Ve (distribuciéon y absorcion)
=(aNb)V[laNc)V( (asociatividad)
=(aNb) Ve (absorcion)

[«<] La prueba es simétrica a la anterior. O

Teorema 1.4.10. Una reticula L es distributiva si y solo si para cualesquiera
a,bce L, siaNc=bANcyaVc=>bVc, entonces a =>.

Demostracion.
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[=] Sean a,b,c € L talesque aAc=bAcyaVc=>bV c, entonces:

a=aAl(aVc)= (absorcion)
=aN(bVc) (avVe=0bVec)
=(aNnb)V(aAc) (distribucion)
=(aNb)V(bAc) (aNc=bAc)
=bA(aVec) (distribucion)
=bA(bVe) (aVe=0bVe)
= (absorcion)

[«<] Supongamos que para cualesquiera a, b, ¢ € L, si aAc = bAcy aVe = bVe,
entonces a = b. En particular se satisface lo siguiente: para cualesquiera
a,bce Lysia<b,aNc=bAcyaVc=D>bVc, entonces a = b. Asi que, por
el Teorema 1.3.7, L es modular.

Notamos que a A b < a V b entonces, por modularidad,

[(aAD) VA (aVb)=(aNb)V[cA (aVD).
Por otro lado b A ¢ < bV ¢ entonces, por modularidad,
[(bAc)ValA(bVe)=(bAc)V]aN(bVc).

Denotemos por:
u=1[aNb)VcA(aVb)=(aNb)V]cA(aVD)]
y

v=[bAc)ValA(bVec)=(bAc)VaA(bV ).
Entonces:
(i) unb=
=[(aNb)Vc]A(aVb)AD

=[(aAb)V]AD (asociatividad y absorcion)
=(aNb)V(cAD) (a Ab < by modularidad)
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De forma similar se muestra que v Ab = (a Ab) V (¢ A b) y por lo tanto
uNb=vAb.

(i) vV b=
=(bAc)V]aNn(bVc)|VDd
=lan(bVe)]Vb (conmutativa, asociativa y absorcion)
=(aVb)A(bVc) (b < bV ¢y modularidad)

De forma similar se muestra que u Vb = (aVb) A (bV ¢) y por lo tanto
uVb=vVb.

De (i), (ii) y la hipotesis concluimos que u = v luego uAa = vAa. Finalmente,
por un lado tenemos

uNa=[aANb)VecA(aVb)ANa=[aANb)VecNa=(aAb)V (cAa)
y por otro lado
vAa=aANv=aAN[bAc)Va]A(bVc)=aA(bVec).
Por lo tanto a A (bV ¢) = (a Ab) V (a Ac). O

Teorema 1.4.11. Una reticula L es distributiva si y solo si L es modular y
no contiene subreticulas isomorfas con la reticula diamante.

Demostracion.
[=] Si L es distributiva, entonces L es modular y todas sus subreticulas son
distributivas y por lo tanto L no contiene subreticulas isomorfas al diamante.

[«<] |[Por contradicion| Supongamos que L es modular y que L no contiene
subreticulas isomorfas al diamante. Ademés, supongamos que L no es dis-
tributiva. Por el Teorema 1.4.10, existen a,b,c € L tales que a A c = b A ¢,
aVe=bVcya#b.

Notamos que si a < b, entonces se tiene que a Ac =bAc,aVe=bVcy
a < b, asi, por ser L modular y el Teorema 1.3.7, necesariamente se tiene que
a = b lo que contradice a # b. Simétricamente no es posible que b < a y por
lo tanto al|b.

Por otro lado, si a < ¢, ya que aVec = bV ¢, entonces ¢ = bV ¢; y por
tanto b < ¢, asi que a A ¢ = b A ¢ implica a = b lo cual es una contradiccion.
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Simétricamente no puede ocurrir que ¢ < a y por tanto allc. Un argumento
similar al anterior muestra que b||c.

Finalmente se tiene que allb, allc, bllc, aANc =bAcy aVe=>bVec Asi
obtenemos L' = {a,b,c,a A ¢,a V ¢} una subreticula isomorfa al diamante lo
cual contradice la hipotesis. U

1.5. Reticulas Continuas Superiormente

Definicion 1.5.1. Si A es un COPO, D C A es llamado dirigido supe-
riormente (respectivamente, inferiormente) si todo subconjunto finito de
D tiene cota superior (respectivamente, cota inferior) en D.

Definicion 1.5.2. Una reticula completa L se llama continua superior-
mente si para cualesquiera a € L y D C L conjunto dirigido superiormente
se cumple que: a A\ (\/ D) = \/,epla N d).

Observacion 1.5.3. En toda reticula completa L para cualesquiera a € L y
X C L, se cumple que: \/ ,cy(aNz) <aA(VX).

Demostraciéon. En efecto, como = < \/ X para cada x € X entonces, por
Lema 1.2.7 (1), aAxz < aA(\/ X) para cada x € X, asi que a A (\/ X) es cota
superior del conjunto {a A x}.ex y por lo tanto \/, . (aAx) <aA(V X). O

Observacion 1.5.4. Por la Observacion 1.5.3 tenemos: L es continua supe-
riormente si y solo si para cualesquieraa € L y D C L dirigido superiormente
se cumple que: aN(\/ D) <\ ep(and). Ademds, claramente toda subreticula
completa de una reticula continua superiormente es continua superiormente.

Observacion 1.5.5. En toda reticula completa L para cualesquiera a € L y
X C L, se cumple que: \/ ,x(aVz)=aV(VX).

Ejemplo 1.5.6. Si X es un conjunto, (P(X),C) es una reticula continua
superiormente.

Observacion 1.5.7. Si L es una reticula y D C L es un conjunto dirigido
superiormente entonces, para cualquier a € L, {a ANd}aep y {aV d}aep son
conguntos dirigidos superiormente.

Definicion 1.5.8. Sea L es una reticula con cero y uno. Sea a € L, un
elemento a’ € L se llama complemento de a si se cumple:

aNd =0yaVad =1
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Notacion 1.5.9. Sia’ € L es complemento de a € L, la situacion: aNa’ = 0
yaVa =1, serd denotada por a®a’ =1 y la llamaremos suma directa de
aya.

Definicion 1.5.10. Sea L una reticula con cero y uno.

(1) L se llama complementada si para cada a € L, existe a’ € L tal que
a®a =1.

(2) L se llama relativamente complementada si para cada a € L y para
cada subreticula cociente y/x C L tal que a € y/z, existe ' € y/x tal
quea®ad =y (ie,aNd =x yaVad=y).

Proposicion 1.5.11. Sea L una reticula con cero y uno.
(1) Si L es distributiva, entonces los complementos son unicos.

(2) Si L es modular, a € L ya',b' € L son complementos de a comparables,
entonces a' =b'.

Demostracion.

[(2)] Supongamos que L es modular. Sean a € L y a/,b' € L complementos
comparables de a. Sin pérdida de generalidad suponemos @’ < . Como a’ y
b’ son complementos de a tenemos a Aa' =0=aAl yaVvd =1=aVl
entonces, por Teorema 1.3.7, a’ ='.

Para mostrar (1) usamos el hecho de que L es distributiva y el Teorema
1.4.10. U

Proposicion 1.5.12. Toda reticula complementada y modular es relativa-
mente complementada.

Demostracion. Sea L una reticula complementada y modular. Veamos que
L es relativamente complementada. Sean a € Ly y/x C L tal que a € y/x.
Como L es complementada existe a’ € L tal que a @ o’ = 1. Ademas, ya que
L es modular y z < y, tenemos (zVa') Ay =z V (a Ay).

Denotemos por s = (xVa') Ay =z V(a'Ay). Notamos que z < zV (a' Ay) =
(xVad)ANy <yy por tanto s € y/x.
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Veamos que s es complemento de a en y/x, esto es, aAs=zyaVs=y.

aVs=
=aVzV(d Ny

=aV(d Ny) (asociativa y = < a)
=(aVad)Ay (a <y y modularidad)
=1Ay (aVvad =1)

=Y

Analogamente se obtiene a/As = x. Asi que a tiene complemento en cualquier
y/x C L tal que a € y/z y por lo tanto L es relativamente complementada.
O

Proposicion 1.5.13. Sea L una reticula complementada y modular. Son
equivalentes:

(1) L es continua superiormente.

(2) Para cada D C L dirigido superiormente, si existe a € L, con a # 0,
tal que a A d =0 para toda d € D, entonces \| D # 1.

Demostracion.

[(1) = (2)] Supongamos que L es continua superiormente. Sea D C L di-
rigido superiormente para el cual existe a € L — {0} tal que a Ad = 0
para toda d € D. Entonces, como L es continua superiormente, a A (\/ D) =
Viepla Ad) = \/{0} = 0. Por lo tanto \/ D # 1 (pues de lo contrario
0=aA(\/D)=aA1l=a,lo que no es posible).

[(2) = (1)] Sean @ € L y D C L dirigido superiormente. Sabemos que
0 < Vyepland) <an(\V D), asique \/ ,cpland) € (an(\V D))/0. Ademas,
por la Proposicion 1.5.12, L es relativamente complementada y por lo tanto
para \/,.p(a A d) existe b € (a A (\/ D))/0 tal que

(VdeD(a/\d))@b:a/\(\/D) (1)

Como L es complementada para \/ D existe ¢ € L tal que (\/ D)@ c=1. Es
claro que {dV c}4ep C L es dirigido superiormente, ademas para toda d € D
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se cumple:

0<(dVec)Ab=
=(dVve)A[(\/D)Ab  (puesb<an(\/D)<\/D)
=[dVv (en\/D)] Ab (asociativa, d < \/ D y mod.)
=(dVO)AD (¢ es complemento de \/ Den L)
=dANDb
= d A (aADb) (puesb<an(\/D) <a)
—(dAa)Ab (asociatividad)
§(\{)(e/\a))/\b (dAa< \/D(e/\a))
=0 (b complemento de \/ (e A a))

Lo anterior muestra que {dVc}g4ep € L es un conjunto dirigido superiormente
para el cual existe b € L tal que (dV ¢) Ab = 0 para toda d € D. Luego, si
suponemos b # 0, entonces la hipétesis principal garantiza que \/ ., (dVc) #
1y por lo tanto se tiene 1 = (\/ D)Ve = \/ . (dVe) # 1 1o cual no es posible.
Asi que, necesariamente b = 0. Finalmente de (1) obtenemos:

Vdna)=(\/(dra)vo=(\/(dra)Vvb=an(\/D).

deD deD deD

U

Terminaremos la secciéon mostrando algunos resultados que involucran a

las reticulas artinianas y neterianas, como ya se mostré son reticulas que
satisfacen CCD y CCA, respectivamente.

Notacién 1.5.14. En lo sucesivo, N* denotard al conjunto de nimeros en-
teros positivos, es decir, N* = N — {0}.

Notacién 1.5.15. Utilizaremos el simbolo ™" para denotar a una igualdad

mod
Iavl

que utiliza la condicion de modularidad. Ademds, el simbolo = denotard que
existe un isomorfismo entre reticulas que se debe gracias a la modularidad.
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Proposicion 1.5.16. Sea L un COPO tal que todo subconjunto no vacio de
L tiene supremo (respectivamente, infimo). Son equivalentes:

(1) L es neteriano (respectivamente, artiniano).

(2) Para cada A C L, con A # &, existe F C A conjunto finito tal que
\V F =\ A (respectivamente, NF = \ A).

Demostracion.

[(1) = (2)]Sea A C L,con A # @.Sea U = {\/ F|F es finito, I’ C A}, clara-
mente U # @y como L es neteriano existe Fy C A finito tal que \/ Fy es ele-
mento maximo de U. Es evidente que \/ Fy < \/ A. Por otro lado, sia € A, en-
tonces FyU{a} C Aes finito y por tanto \/(FyU{a}) = (\/ Fy)Va € U, ademés
V Fy < (V Fy)Va asi, por la maximalidad de \/ Fj se tiene \/ Fy = (\/ Fy) Va.
Por lo tanto a < '\/ I} para cada a € A, entonces \/ A <'\/ Fy.

[(2) = (1)] Sea {ar}ren- € L tal que @ < ay < --- < @, < -+, por
hipotesis, existe F' = {ap,, Gy, - - - G, } € {0k }ren- tal que \/ oy ax =\ F.
Sea | = max{my, my,...m;}, entonces \/, .. ax = \/ F' = a; y por lo tanto
a; = a;;1 = --- lo cual nos dice que la sucesiéon es estacionaria. De forma
analoga se muestra el caso artiniano. U

Observacion 1.5.17. Toda subreticula de una reticula neteriana (respecti-
vamente, artiniana) es neteriana (respectivamente, artiniana).

Proposicion 1.5.18. Si L es una reticula neteriana (respectivamente, arti-
niana), entonces L tiene elemento mayor (respectivamente, menor).

Demostracion. Como L C L y L es neteriano, existe m € L elemento
méximo en L. Si a € L, entonces m < m V a, asi, por la maximalidad de
m, m = m V a lo cual equivale a que a < m. Por lo tanto a < m para cada
a € L, es decir, m es elemento mayor de L. O

Proposicion 1.5.19. Sean L una reticula modular y a € L. Entonces L es
neteriana (respectivamente, artiniana) si y solo si L' = {x € Llz < a} y
L" ={x € Lla < z} son neterianas (respectivamente, artinianas).

Demostracion.
[=] Claramente L'y L” son subreticulas de L y por tanto son neterianas.
[<] Sea a; < ay < --- < a, <--- una sucesion ascendente en L. Notamos

que a; < a4y para toda k € N*| entonces a A ap < a A axy1 < a para toda
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k € N* y por tanto {a A aj }ren+ €s una sucesion ascendente en L'. De forma
analoga se muestra que {a V aj }ren+ €s sucesion ascendente en L”.
Como L'y L” son neterianas existen m,n € N* tales que:

ANOp=aNAn+1 = aNQpya =" yaVa,=aVapt1 =aVappo="--

Sean | = max{m,n},u =aNa; =ala1 = yv=aVa =aVa =" --
Entonces, como L es modular y v < a; < a;11 < v, tenemos:

mod

aq=aVaAag)=aqV(aNay) = (qVa)Nay =vANas = a1

De forma analoga, usando v < a;1; < a4 < v y la modularidad, tenemos
aj11 = aj19. De forma similar se muestra que a;1 o = a;13 = ajpq4 = ---. Por
lo tanto la sucesion a; < ag < --- < aq, < --- es estacionaria. [l
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Capitulo 2

Reticulas Compactamente
(Generadas

Muchas estructuras algebraicas se pueden representar como suma de un
numero finito de subestructuras, més aun, los elementos de tales estructu-
ras son combinaciones lineales finitas. En topologia, por ejemplo, los espacios
compactos poseen la virtud de ser representables como la union finita de con-
juntos abiertos. Estos hechos nos conducen al estudio de una clase particular
de reticulas: aquéllas cuyos elementos son supremos de elementos compactos.
En este capitulo tratamos la nocién de compacidad en una reticula y expo-
nemos algunas propiedades de esta clase de reticulas. Ademés, se introducen
las nociones de series de composicion y longitud, entre otras cosas, veremos
una especie de unicidad de la descompocision, y cuando una descomposicion
es irreducible.

2.1. Elementos Compactos

Definicion 2.1.1. Sea L una reticula completa, un elemento ¢ € L se llama
compacto en L si para todo X C L tal que ¢ < \/ X existe FF C X finito tal
que c < \/ F.

Ejemplo 2.1.2. Si A es un conjunto, consideremos la reticula completa
(P(A), Q). Entonces, X € P(A) es compacto si y solo si X es finito.

Demostracion.
[=] Sea X € P(A) compacto. Claramente A = {{z}|x € X} C P(A) satis-
face que X = J,.¢{2} = V A entonces, como X es compacto, existe F C A

37
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finito tal que X C \/ F. Por lo tanto X debe ser finito pues F lo es.

(<] Si X ={z1,20,...,2,} y ACP(A) estal que X C\/ A= J, 4 A en-
tonces para cada i € {1,2,...,n}, existe A; € A tal que z; € A;. Finalmente,
sea F = {A1, Ay, ..., Ay} C A, entonces F satisface que X C | J,er A=V F
y por lo tanto X es compacto. U

Ejemplo 2.1.3. Sea M wun R-mddulo izquierdo, consideremos la reticula
completa (Sr(M), ). Entonces, N € Sp(M) es compacto si y sdlo si N es
finitamente generado.

Demostraciéon. Primero recordemos que si M es un R-modulo izquierdo,
entonces se dice que M es finitamente generado si existe X C M finito tal
que

M:RX:ﬂ{N’NE Sp(M), X C N} - {irw

=1

TiER,J?iEX}

[=] Sea N € Sgr(M) compacto. Como N = " _Rx = \/{Rz|]x € N}
entonces, por ser N compacto, existe {Rxy, Rxo, ..., Rx,} C {Rx|z € N}
tal que N C Y " | Rz;. Por otro lado si y € > | Rx;, entonces y = riz; +
o+ 1z, € Nyasique Y ., Rr; € N. Por lo tanto > | Rx; = N, es decir,
N es finitamente generado.

[<] Sean N € Sg(M) finitamente generado y {N;}ier € Sr(M) tal que
N < \/iEI Ni = Zie[ N;.

Como N es finitamente generado, existe X = {z1,z9,...,2,} C M tal que
RX = N C ) .., N;, entonces para cada k € {1,2,...,n}, existe N;, €
{N;}ier tal que z € N;,. Finalmente N = RX =Y 7  Rx, C > Ny y
por lo tanto N es compacto. Il

Notacion 2.1.4. Dado un conjunto arbitrario X denotaremos al conjunto
de todos los subconjuntos finitos de X por Py(X).

Ejemplo 2.1.5. Sean L una reticula con cero y a € L. Entonces a/0 es un
elemento compacto en la reticula completa (Io(L), C), donde Io(L) denota al
congunto de ideales no vacios de L

Demostraciéon. Recordemos que (Ip(L), C) es una reticula completa, donde
para cualquier A C In(L), AA=N;eal vy VA= (Uses -
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Sea A C Iy(L) y consideremos B = Py(U;es 1) = {A € Ujey I|A es finito}.
Sea J4 = {x € Llx < \/ F para algtn F' € B}. Veamos que \/ A = Jyu, esto
€s, (U[EA ]] = JA'

(1) [Usea ] € T
Primero veamos que J4 es ideal en L

(i) Sean x € Ly b € Jy con x < b. Como b € Jy, existe [’ € B tal que
x<b<\/Fyporlotanto z <\/ F con F € B, es decir, z € J4.

(i) Si a,b € Jy, entonces existen Fy, Fy € B tales que a < \/ F1 y b </ Fy,
luego a Vb < (VVF1)V (VF)=V(FiUF,) con F; UF, € By por lo tanto
aVbeJy.

(iii) Como 0 = sup@ y @ € B, entonces 0 € J 4.

De (i), (ii) y (iii) se concluye que J4 es ideal en L

Ahora veamos que J;. 41 € J4 para concluir, por definicion de ideal gene-
rado, que (U;c4 1] € Ja.
Sea x € ;o4 1, como x = \/{x} con {z} C |J,., I, entonces x € Jy4.

D) [(Urea ] 2 J4]
Si x € Jyu, entonces existe F' C |J,c ! finito tal que z < \/ F. Como

F C Ujea! € (Ujeq!] es finito entonces, por ser (|J,c, 1] ideal en L,
VF € (Ujes Il y como x < \/ F se concluye, nuevamente por definicion de
ideal, que z € (U;c 4 1]-

De (I) y (IT) tenemos que \/ . A = J4. Finalmente, veamos que a/0 es
compacto en (Iy(L), C). Sea A C Iy(L) tal que a/0 C \/ A, estoes, a/0 C J4.
Claramente a € a/0 C Jyu, asi que, existe F' = {z1,...,2,} € U;c4 ! tal que
a < \/F. Como F' C |J,c41, entonces para cada k € {1,...,n} existe
I, € Atal que z € I, y por tanto F C |J;_, Ir € (U,_, Ix]- Note ademés
que \/ F € (Ui_; I] y como a < \/ F, entonces a € (|J,_, Ix]. Es inmediato
ver que a/0 C (J,_, Ix], pues x < a para toda = € a/0, ademés a € (J,_, Ix]
¥ (Up—; Ix] es ideal en L. O

Ejemplo 2.1.6. En la reticula completa (Io(L),C), X € Iy(L) es elemento
compacto si y solo st X es ideal principal en L.

Demostracion.
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[=] Sea X € Iy(L) elemento compacto. Es evidente que X = (|J,cy(2/0)] =
V.ex(x/0), luego, como X es compacto, existe {a;/0,...,a,/0} C {x/0},cx
tal que X = \/_,(a;/0) = (a1 /0) V --- V (a,,/0) = (a1 V --- V a,)/0. Por lo
tanto X es ideal principal.

[«<] Es consecuencia del Ejemplo 2.1.5 O

Definicion 2.1.7. Sea L es una reticula completa, un elemento ¢ € L se lla-
ma fuertemente compacto en L si para todo D C L dirigido superiormente
tal que ¢ <\/ D eziste dy € D tal que ¢ < dy.

Observacion 2.1.8. Si L es reticula completa y X C L, entonces el conjunto
Fx ={V FI|F es finito, F C X} C L es dirigido superiormente.

Demostracion. Veamos que todo conjunto finito en Fx tiene cota supe-
rior en Fx. Sea {\/ Fi,...,\V F,,} C Fx, es evidente que |J;_, F; es finito y
U, F; C X, asi que (U}, F;) € Fx. Ademas, para cada j € {1,...,n}
se tiene que F; C |J;, F; lo cual implica que para toda j € {1,...,n},
VE < V(UU-, F) y por lo tanto \/(U;_, Fi) € Fx es cota superior de
{VF,...,VF.}. O

Proposicion 2.1.9. Sean L una reticula completa y ¢ € L. Entonces c es
compacto en L si y solo si ¢ es fuertemente compacto en L.

Demostracion.

[=] Supongamos que ¢ es compacto en L. Sea D C L un conjunto dirigido
superiormente tal que ¢ <\/ D. Como ¢ es compacto existe F' C D finito tal
que ¢ < \/ F, ademas, por ser D dirigido superiormente, existe dy € D cota
superior de F, asi que \/ F' < dgy. Por lo tanto existe dy € D tal que ¢ < dy,
es decir, ¢ es fuertemente compacto.

[«<] Supongamos que ¢ es fuertemente compacto en L. Sea X C L tal que
¢ </ X. Por la Observacion 2.1.8 se tiene que Fx es un conjunto dirigido
superiormente, ademés notamos que para cada z € X,z = \/{z} y {z} C X
es finito, asi que X C Fx y por tanto ¢ < \/ X < \/ Fx entonces, por ser
¢ fuertemente compacto y Fx dirigido superiormente, existe \/ Fy € Fyx tal
que ¢ < \/ Iy, es decir, existe Fy C X finito tal que ¢ < '\/ Fy. Por lo tanto ¢
es compacto. ]

Proposicion 2.1.10. St L es una reticula completa y a,b € L son compactos
en L, entonces a Vb es compacto en L.
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Demostracion. Por la Proposiciéon 2.1.9 basta mostrar que a V b es fuerte-
mente compacto en L. Sea D C L dirigido superiormente tal que aVb <\/ D.
Es vidente que a <\/ D y b <\/ D entonces, como a y b son compactos (i.e.,
fuertemente compactos) y D es dirigido superiormente, existen di,dy € D
tales que a < dy y a < ds.

Ademas {d;,ds} € D y D es dirigido superiormente, asi que existe dy € D
tal que dy < dy y dy < dy. Finalmente a < dy < dy y b < dy < dy, entonces
aVb<dycondy € D. Por lo tanto a V b es fuertemente compacto. O

Observacion 2.1.11. Si {ay,...,a,} C L es cualquier subconjunto finito
conformado por elementos compactos en una reticula completa L, entonces
arV---Va, es compacto en L.

Observacion 2.1.12. La cuna de dos elementos compactos en general no es
elemento compacto.

Demostraciéon. En efecto, consideremos a N con el orden usual y adjuntemos
tres cotas superiores a, b y ¢ tales a Vb = ¢ y al|b. Podemos representar el
orden de L = NU {a, b, c} en el siguiente diagrama de Hasse:

c

Notamos que L es una semireticula superior (esto es, un COPO en el que
todo subconjunto finito no vacio tiene supremo) y por lo tanto la reficula
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(Ip(L),C) es completa. Como ya se mostré en el Ejemplo 2.1.5, a/0 y b/0
son compactos en [y(L), sin embargo (a/0) A (b/0) = (a/0)N(b/0) = N no es
compacto pues claramente no es ideal principal en Iy(L) (ver Ejemplo 2.1.6).

O

2.2. Reticulas Compactamente Generadas

Definicion 2.2.1. Una reticula completa L se llama compactamente ge-
nerada o algebraica si para cada a € L existe {¢;}ic; C L familia de
elementos compactos en L tal que a = \/,.; ¢;.

Ejemplo 2.2.2. Si X es un conjunto, entonces (P(X), C) es compactamente
generada.

Demostracion. Sea A € P(X), claramente A = (J,c4{a} = V,cala},
ademas {a} es compacto en P(X) para cada a € A. Por lo tanto, cada
A € P(X) es yunta de elementos compactos en P(A), esto es, P(X) es
compactamente generada. O

Ejemplo 2.2.3. Si M es un R-mddulo izquierdo, entonces (Sg(M),C) es
compactamente generada.

Demostracion. Sea N € Sgr(M), claramente N = Yy Rx = \/ .y Rz,
ademas para cada x € N, Rz es compacto en Sg(M), pues Rz es finitamente
generado. Por lo tanto, cada N € Sg(M) es yunta de elementos compactos
en Sgr(M), es decir, Sg(M) es compactamente generada. O

Ejemplo 2.2.4. Si L es una reticula con cero, entonces (Iy(L),C) es com-
pactamente generada.

Demostracion. Sea X € Iy(L), es claro que X = (|, x(2/0)] =V, cx(2/0),
ademés para cada x € X, 2/0 es compacto en [y(L), pues es ideal principal.
Por lo tanto todo elemento en Iy(L) es yunta de elementos compactos. [

Lema 2.2.5. Sean L una reticula compactamente generada y a,b, k € L, con
k € b/a. Entonces k € b/a es compacto en la subreticula cociente b/a si y
solo si existe ¢ € L compacto en L tal que k =aVcyaVc<h.

Demostracion.
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[=] Como L es compactamente generada, para k € b/a C L existe {¢;}ier C
L familia de elementos compactos en L tal que & = \/,.; ¢;. Notamos que
para cada j € I, a < aVe < aV(V,a) =aVk =k < by por
tanto {a V ¢;}tier € b/a. Ademés k = aVk =aV (\,;;¢) = Vi (aVe)
entonces, por ser k € b/a compacto en b/a, existe J C I finito tal que
kE=Vic,lave)=aV (V).

Sea ¢ = \/,., ¢, claramente ¢ es compacto en L, pues es yunta finita de
elementos compactos en L (ver Observacion 2.1.11), ademés a V¢ =k < b.
[«<] Supongamos que existe ¢ € L compacto en L tal que a Ve =k < b.
Sea X C b/a tal que k < \/ X. Como ¢ <aVe<\Xycescompacto en
L, existe F' C X finito tal que ¢ < \/ F. Ademéas, F' C X C b/a, asi que
a<\/ F,luego aVec <\ Fyporlotanto k = aV c es compacto en b/a. [J

Proposicion 2.2.6. Sea L reticula completa. Son equivalentes:
(1) Todo elemento de L es compacto en L.

(2) L es neteriana.

Demostraciéon. [(1) = (2)] Sea a; < ay < --- < @, < --- una sucesion
ascendente en L, consideremos ¢ = \/, .. an, por hipotesis, ¢ es compacto, asi
que para el conjunto {a,}nen+ C L, existe {a;,,...,a;,} € {an}nen+ tal que
c= \/?:1 ai;. Sea | = max{iy, ..., i,}, entonces \/, . an = ¢ = \/?:1 ai; = a
y por lo tanto a; = a;41 = - - -, es decir, la sucesion a; < as < --- < a, <---
es estacionaria.

[(2) = (1)] Es consecuencia de la Proposicion 1.5.16. O

Ejemplo 2.2.7. Sea M un R-moddulo izquierdo y consideremos la reticula
completa (Sr(M),C). Sabemos que N € Sgr(M) es compacto si y sdlo si
N es finitamente generado, ademds es claro que M es neteriano si y solo
si (Sr(M), C) es reticula neteriana. Aplicando la Proposisicion 2.2.6 a la
reticula completa (Sp(M),C) obtenemos: M es neteriano si y sdlo si todo
submodulo de M es finitamente generado.

Observacion 2.2.8. Si L es una reticula compactamente generada y x,y €
L. Entonces v < y st y solo si para cada ¢ € L compacto en L, si c < x,
entonces ¢ < y.

La siguiente proposiciéon establece que la clase de reticulas compactamente
generadas esta incluida en la clase de reticulas continuas superiormente.
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Proposicion 2.2.9. Toda reticula compactamente generada es continua Su-
periormente.

Demostracion. Sea L compactamente generada. Gracias a la Observacion
1.5.4 basta mostrar que a A (\/ D) <\, cp(a A d) para cada a € L y cada
D C L dirigido superiormente.

Sean a € L y D C L dirigido superiormente. Sea ¢ € L compacto en L tal
que ¢ < aA(\/ D). Como c es compacto (y por tanto, fuertemente compacto),
c<aAN(\/D) <\ Dy D es dirigido superiormente, existe dy € D tal que
¢ < dp, ademas ¢ < a A (VD) < a,asique c < aANdy < \Vyepland).
Hemos mostrado que para cada ¢ compacto en L, ¢ < a A (\/ D) implica que
¢ < VyeplaAd). Por la Observacion 2.2.8, a A (\/ D) <\ epla A d). O

Definicion 2.2.10. Sean L una reticula y P una propiedad arbitraria de
reticulas. Diremos que a € L tiene la propiedad P si la subreticula cociente
a/0 tiene la propiedad P.

Ejemplo 2.2.11.

(1) Si L es una reticula. a € L es neteriana (artiniana) si a/0 es neteriana
(artiniana).

(2) Si L es una reticula. a € L es modular (distributiva, continua superior-
mente, etc.) si a/0 es modular (distributiva, continua superiormente,
ete.).

Como ya hemos mencionado en el presente escrito se asume el axioma de
eleccion. Una equivalencia de este axioma dicta lo siguiente: Para un con-
junto arbitrario X, si a es el menor ordinal tal que a = |X|, entonces los
elementos de X se pueden acomodar en una (posiblemente transfinita) suce-
sion xg, T1, Ta, . . . Tp, . .. (p < @), esta equivalencia se cita en [3]. Utilizaremos
este hecho para probar el siguiente:

Lema 2.2.12. Un areticula L es continua superiormente si y solo si para
cualesquiera a € L y X C L se cumple:

an(Vx) =\ (an(VF)).

FePy(X)
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Demostracion.

[=] Sean @ € L y X C L. Note que para cada F € Py(X), aA (VF) <
aA(V X)y porlo tanto \ pep (@A (V F)) < an(VX). Ademas si X es
finito la igualdad es evidente.

Supongamos que X es infinito. Procedemos por induccién sobre el cardinal
de X. Sea «a el menor ordinal tal que o = | X| y supongamos que la igualdad
se satisface para cualquier subconjunto de L de cardinal estrictamente menor
a |X|. Ahora, arreglamos los elementos de X en una sucesion {z,|p < a}.
Denotemos por X = {z,|p < £}, es evidente que |X¢| < |X| para cada
¢ < a.

Sea B = {\/ X¢|¢ < a}, claramente B es un conjunto dirigido superiormente.
Ademds, para cada § < a, \/ X¢ < VX, asf que V,_,(V X¢) <V X. Por
otro lado, si x € X, existe {, < « tal que para cada p > &, v = z¢, <
VX, < Ve [V Xe). Por lo tanto

VecaV Xe) =V X, (1)

Denotemos por Pe = {Y C X(|Y es finito}. Es evidente que cada subcon-
junto finito de X esta contenido en algin X, y por tanto

Veca Vrep (@ AV F)) = Vipepyx)(a A (V F)) (2)

Finalmente:

a/\(\/X) =

an (\V (VX)) (por (1)

€<
\/ (a A (\/Xg)) (L cont. sup. y B dirigido)
<a
Vi
-V (a A (\/F)) (por (2))

FePy(X)

Q

\/ (an( \/ F) )) (Hipotesis de Induccion)
FePe

[<] Sean @ € L y D C L dirigido superiormente. Como D es dirigido su-
periormente, para cada F' C D finito, existe dp € D cota superior de F'y
por tanto \/ F' < dp, asi que a A (\/ F) < aANdp <\ yep(a Ad) para cada
F e Po(D) y por lo tanto V pep, py(@ A (V F)) < Vyepla A d). Finalmente,
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por hipotesis, a A (V D) =V pepypy(a A (V F)) < VyeplaAd). Recordemos
que la otra desigualdad se satisface en cualquier reticula. O

Ejemplo 2.2.13. Sabemos que si M es un R-modulo izquierdo, entonces
(Sr(M),C) es compactamente generada y por lo tanto continua supem'or—
mente. Ast, para cualquier {N;}ier C© Sr(M) se cumple que Y. ; N;

MOy e Ni= ZJG’PO (Mﬁ(ZzeJ i) = ZJEPQ(I (ZzeJN) Porlo tanto

sia€y ;N entonces existe J C I finito tal que a € ), ; N;

Proposicion 2.2.14. St L es una reticula continua superiormente y a € L
es neteriano, entonces a es compacto en L.

Demostraciéon. Sea a € L un elemento neteriano, esto es, a/0 es una re-
ticula neteriana, entonces, por la Proposicion 2.2.6, todo elemento de a/0
es compacto en a/0, en particular, a es compacto en a/0. Veamos que a es
compacto en L.

Sea X C L tal que a < \/ X. Notamos que a A (\/ F) < a para cada
F € Py(X) y por tanto {a A (\V/ F)}repyx) € a/0, ademas, por el Lema
2212, a=aN(VX)=Vpep,x)(an (V F)) entonces, como a es compacto
en a/0, existe {a A (\V F1),...,a AN (V Fo)} € {a A (VF)}repyx) tal que
a<Vi,(aAN(\VF)).Sea F =J;_, F;, es evidente que I es finitoy F C X,
ademés para cada i € {1,...,n} se cumple que \/ F; < \/ F'y por lo tanto
VL (V F) <V F. Finalmente, a < V7 (a A (V F)) < a A (VI (V F)) <

aN(VF)<VFconF CX finito. Por lo tanto a es compacto en L. g

Definicion 2.2.15. Una reticula completa L se llama compacta si 1 € L
es elemento compacto en L.

Ejemplo 2.2.16.

(1) Sea X wun conjunto, sabemos que (P(X),C) es una reticula compac-
tamente generada, sin embargo (P(X),C) es compacta solo si X es
finito.

(2) Sea M un R-mddulo izquierdo, sabemos que (Sr(M), C) es una reticula
compactamente generada, sin embargo (Sg(M), C) es compacta solo si
M es finitamente generado.

Lema 2.2.17. Toda reticula completa neteriana es compacta.
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Demostracion. Si L es completa y neteriana entonces, por la Proposicion
2.2.6, todo elemento de L es compacto en L, en particular supl = 1 es
compacto en L y por lo tanto L es compacta. U

Lema 2.2.18 (Krull). Si L es reticula compacta y a € L, con a # 1,

entonces la subreticula 1/a tiene por lo menos un elemento mdximo diferente
de 1.

Demostraciéon. Sean a € L, cona # 1,y S = 1/a— {1}, claramente S # &,
con el fin de aplicar el Lema de Zorn al conjunto S, vamos a garantizar que
toda cadena de S tiene cota superior en S.

Sea C' C S una cadena (y por tanto un conjunto dirigido superiormente) en
S, es evidente que \/ C es cota superior de C. Ademés, \/ C' # 1, pues de
lo contrario, esto es, si 1 = \/ C entonces, por ser C' dirigido superiormente
y 1 € L compacto en L (i.e., fuertemente compacto), existe cog € C' tal que
l=cp,asique l =¢y € C CS =1/a— {1} lo cual es una contradiccion.
Entonces a < ¢ <\/C <1y por lo tanto \/ C € S.

Se sigue del Lema de Zorn que S tiene al menos un elemento maximo y por
lo tanto 1/a tiene por lo menos un elemento maximo diferente de 1. U

Con el fin de dar una prueba al reciprooco del Teorema 1.3.9 es necesario
el siguiente:

Lema 2.2.19. Sea L una reticula en la que (a V b)/b = a/(a A b) para
cualesquiera a,b € L y sean p,q,r € L con q < p, entonces ™ Ap =rAq o
bienr Aq <1 Ap. (Dualmente: rNp=1rVq o bienrVq=<r1Vp).

Demostracion. Como ¢ < p, entonces ¢ < p, asi que r Aq < r Ap.

(I) Si » A g =r Ap, el lema queda probado.

(IT) Si r A g < r A p. Veamos que necesariamente se tiene r A ¢ < r A p.
Supongamos que r A g no es cubierto por r A p, entonces existe z € L tal que
rAg<z<rAp,estoes, z € (rAp)/(rAq).

Notamos que ¢ < p, r A p < p y la hipdtesis principal garantizan:

(rAp)/(rng)=(rAp)/((rAp)ANqg) = ((rAp)Va)/qa<p/q

Por lo tanto, haciendo uso del isomorfismo entre (r A p)/((r Ap) Aq) y
((rAp)Vq)/q, se tiene que g < zV g < (r Ap)Vq < plo cual contradice que
q=p. O
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Definicion 2.2.20. Una reticula L se llama débilmente atéomica si para
cualesquiera a,b € L, con a < b, existen u,v € L tales que a < u < v < b.

Lema 2.2.21. Toda reticula compactamente generada es débilmente atomica.

Demostraciéon. Sean L compactamente generada y a,b € L, con a < b.
Como L es compacatamente generada, existe {¢; };e; C L familia de elementos
compactos en L tal que b = \/,.;¢;. Notamos que existe k& € I tal que
¢ £ a, pues de lo contrario, esto es, si para cada i € I, ¢; < a, entonces
b=V, ¢ <a<blocual es una contradiccon. Por lo tanto existe ¢ € L
compacto en L tal que c € ay ¢ < b, luego a < aVc<b.

Sea A={x € Lla <z <aVc}, comoa€ A, entonces A # &. Sea C C A
una cadena (y por tanto conjunto dirigido superiormente) en A. Claramente
d = \/ C es cota superior de C, ademés a < d < a V c¢. Sin embargo, si
d=aV e entonces ¢ < aVce=d=)\C, luego, como ¢ es compacto (i.e.,
fuertemente compacto) y C' C L es dirigido superiormente, existe ¢g € C
tal que ¢ < ¢y equivalentemente ¢y V ¢ = ¢g. Como ¢y € C' C A, entonces
a<co<aVceluegoaVe<cyVe=cy<aVclocual es una contradiccion.
Asi obtenemos que necesariamente a < d < a V ¢, es decir, \/ C' =d € A.
Lo anterior muestra que toda cadena de A tiene cota superior en A entonces,
aplicando el Lema de Zorn, existe u € A elemento méaximo en A. Seav = aVc,
entonces a < u < v < b, ademas, la maximalidad de u garantiza que v < v.
O

Ejemplo 2.2.22. Las reticulas completas (Sr(M),C) y (Io(L),<) son dé-
bilmente atomicas pues estas son compactamente generadas.

Teorema 2.2.23 (Crawley). Si L es una reticula compactamente generada
tal que para cualesquiera a,b € L se cumple que (aVb)/b = a/(aAb), entonces
L es modular.

Demostracion. |Por contradiccion| Supongamos que L no es modular en-
tonces, por el Teorema 1.3.8, existe al menos una subreticula isomorfa al
pentagono y por tanto existen a,b,t,u,v € L talesque a < b, tVa=tVb=wv
ytAa=1tANb=u.

Sea T el conjunto conformado por los elementos (z,y,2) € L x L x L tales
que:

Mb<z<via<yyu<z;

(2)tVy=v;
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(B)tANx = z;
(4) z<y=<um;
(5) bAy =a.

Notamos que (b, a,u) € T y por lo tanto T' # .

No es dificil ver que la relacion, <*, definida para cada (x,y, 2), (¢, ¢/, 2") € T
por:

(@,y,2) <" (@Y, Z) e, y<y yz<?
es un orden parcial sobre T'y por lo tanto (T, <*) es un COPO.

Sea C' = {(4,¥i, 2i) }ier € T una cadena en T'. Sean = = \/,.; 75, § = V¢, Yi
vy Z = Vs %i- Es evidente que (x;,;,2) <* (7,9, 2) para cada i € I, asA
que (Z,9, z) es cota superior de C. Veamos que (Z,7,2) € T.

Para cada i € I, (x;,y;, 2;) satisface las propiedades (1), (2), (3), (4) y (5)
pues C' C T'. Entonces:

(1) Para cada ¢ € I tenemos b < z; < v, a <y; y u < z;, luego b < 7 < v;
a<lyyu<z

@) tvy =tV Vier¥i) = ViertV i) = Vi {v} = v.

(3) Como L es compactamente generada (y por tanto continua superiormen-
te) tenemos t AT =t A (\,c; %) = Ve, (0 A T) = V,ep 2 = 2.

(4) Es claro que z < §. Observe que para cadai € I, b £ y;, pues de lo contra-
rio, esto es, si existe k € I tal que b < y;, entonces b = bAy, = a lo cual no es
posible pues a < b. Asi obtenemos que para cada ¢ € I se cumple que b < z;,
Yi < x; y b ﬁ y;. Luego, y; < bV y; < z; y por lo tanto bV y; = x; para cada
i € I. Entonces bVY = bV (V,c; %) = Ve (0VYi) = V,e; ¥ = T. Finalmente,
gracias a la hipotesis principal, tenemos z/y = (bV 4)/y = b/(b A g) = b/a.
Por lo tanto y < = pues a < by z/y = b/a.

(5) Por continuidad superior tenemos b Ay = b A (\V;c;4i) = Vie; (0N ys) =

\/iel{a} = a.

Hemos mostrado que toda cadena en 7' tiene cota superior en 1" entonces,
aplicando el Lema de Zorn, existe (p, q,r) € T elemento méaximo. Nuevamen-
te, por hipoteis, tenemos v/q = (tV q)/q = t/(t A q) = t/r, ademas como
g < p < v, entonces el isomorfismo garantiza que existe ' € t/r tal que
r<r <t.
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Sean p' = pVr'y ¢ = qVr'. Esevidente que (p,q,7) < (p/,¢,r"). Veamos
que (p/,¢',r") € T lo cual contradice que (p,q,r) es elemento maximo y con
ello finalizamos la prueba.

(Hb<p<wv=tVgyr <t<tVgyportantob<pVr =p <tVgqg=wv,
ademas a < g< ¢ yu<r=<r.

(2)r <t<tVgyporlotantov=tVqg=(tVqVr =tV (¢Vr)=tVvq.
(3) Como t Ap = r, entonces 1" £ p, asi que pVr =p < pVr' =p, como
r < r’ entonces, por el Lema 2.2.19, p=pVr < pVr' = p'. Por otro lado,
como p < p’, usando nuevamente el Lema 2.2.19 obtenemos r = t Ap < tAp/,
ademas t Ap=r <r' <tAp yporlotantot Ap' =1,

(4) De p < p’ obtenemos ¢ < ¢'. Consecuentemente p’ # ¢’ (pues de otro
modo se tendria ¢ < p < ¢ lo que contradice que ¢ < ¢'). Entonces
qVr =¢q # p = pVvr, ademéas ¢ < p, utilizando el Lema 2.2.19 obte-
nemos ¢’ < p’. Ademas es claro que ' < ¢V r' =¢.

(5) Como a < b < pya < ¢, entonces bAq < pAqg = q, asi que
a<bANq¢ <bAqg=ay porlotanto bAq = a. O

Ahora vamos a demostrar uno de los teoremas clasicos de la Teoria de
Modulos utilizando herramientas de la Teoria de Reticulas.

Teorema 2.2.24. Sea R un anillo. Son equivalentes:
(1) R es neteriano izquierdo.
(2) R tiene un generador.
(3) Todo R-mddulo izquierdo finitamente generado es neteriano.

(4) Todo submddulo de cualquier R-mddulo izquierdo finitamente generado
es finitamente generado.

Demostracion. Primero recordemos que un anillo R se llama neteriano
izquierdo (respectivamente, derecho) si el R-modulo izquierdo gR (respecti-
vamente, R-modulo derecho Rp) es neteriano. El anillo R se llama neteriano
si es neteriano izquierdo y neteriano derecho.

[(1) = (2)] Es evidente pues gR es generador de R.

[(2) = (3)] Sea rG generador neteriano de R. Sabemos que para cada conjun-
to finito F la suma directa G es neteriana. Ahora, si gM es un R-mo6dulo
izquierdo finitamente generado, entonces existe algin Fj finito tal que pM
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es isomorfo a algtn factor de G¥0). Como G0 es neteriano entonces, por la
Proposicion 1.5.19, cada factor es neteriano y por lo tanto g M es neteriano.
[(3) = (4)] Se sigue del Ejemplo 2.2.7.

[(4) = (1)] Como gR es finitamente generado entonces, por hipotesis, cada
uno de sus subddulos izquierdos son finitamente generados, asi que, gracias
al Ejemplo 2.2.7, g R es neteriano y por lo tanto R es neteriano izquierdo. [

Definicion 2.2.25. Una reticula L se llama H-neteriana si el conjunto
C(L) = {c € L|c es compacto en L} es un ideal en L.

Ejemplo 2.2.26. Sea M un R-modulo izquierdo. Utilizando el Teorema
2.2.24 y el hecho de que N € Sr(M) es compacto si y sdlo si N es fini-
tamente generado obtenemos: (Sp(M),C) es H-neteriana si y solo si R es
neteriano izquierdo.

Observacion 2.2.27. Una reticula L es H-neteriana st y solo si toda cota
inferior de un elemento compacto en L es compacta en L.

Demostracion.

[=] Sean m,c € L con ¢ compacto en L y m < ¢. Como L es H-neteriana
entonces C(L) es ideal en L y por tanto m € C'(L) de donde se concluye que
m es compacto en L.

[«<] Sabemos que la yunta finita de elemento compactos es compacta enton-
ces, si a,b € C(L) se cumple que a Vb € C(L). Ademéssice C(L)y x <c
entonces, por hipotesis, © € C'(L). Por lo tanto C(L) es ideal en L, es decir,
L es H-neteriana. U

Observacion 2.2.28. Gracias a la Observacion 1.5.17 tenemos que toda
cota inferior de un elemento neteriano es neteriana.

Teorema 2.2.29. Si L es una reticula continua superiormente. Son equiva-
lentes:

(1) Todo elemento compacto en L es neteriano.
(2) L es H-neteriana.

Demostracion.

[=] Sean m,c € L con ¢ compacto en L y m < ¢. Como todo elemento
compacto es neteriano, entonces ¢ es neteriano y por tanto m es neteriana
pues es cota inferior de c¢. Ademas, como L es continua superiormente y
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m es neteriano entonces, por la Proposicion 2.2.14, m es compacto en L.
Hemos probado que toda cota inferior de un elemento compacto es compacta
entonces, por la Observacion 2.2.27, L es H-neteriana.

[«<] Sea ¢ € L elemento compacto. Se sigue de la Observacion 2.2.27 y la
hipotesis (L es H-neteriana) que ¢/0 es una subreticula cuyos elementos son
todos compactos. Entonces, por la Proposicion 2.2.6, ¢/0 es neteriana y por
lo tanto ¢ es neteriano. U

Definicion 2.2.30. Sea L una reticula completa. ¢ € L se llama yunta-
inaccesible en L si para todo D C L dirigido superiormente tal que ¢ =\/ D,
existe dy € D tal que ¢ = d.

Proposicion 2.2.31. Si L es reticula completa y ¢ € L es compacto en L,
entonces ¢ es yunta-inaccesible en L.

Demostracién. Sean ¢ € L compacto y D C L dirigido superiormente tal
que ¢ = \/ D. Como ¢ es compacto, existe dy € D tal que ¢ < dp, por otro
lado dy <'\/ D = ¢y por lo tanto ¢ = dy. O

Proposicion 2.2.32. Si L es superiormente continua. Entonces ¢ € L es
compacto en L si y solo si ¢ es yunta-inaccesible en L.

Demostracion.

[=] Es consecuencia de la Proposicion 2.2.31.

[«<] Sean ¢ € L yunta-inaccesible en L y D C L dirigido superiormente
tal que ¢ < \/ D. Como ¢ < \/ D y L es superiormente continua, entonces
c=cAN (VD)= VuplcAd), ademis {c A d}sep es un conjunto dirigido
superiormente, luego, ya que ¢ es yunta-inaccesible en L, existe dy € D tal
que ¢ = c A dy y por lo tanto ¢ < d. U

2.3. Series de Composicion y Longitud

Definicion 2.3.1. Sean L una reticula y A, B C L dos intervalos (subreti-
culas cociente).

(1) A y B se llaman similares si existen a,b € L tales que {A, B} =

{a/(aAb),(aVb)/b).

(2) Ay B se llaman proyectivos si existen intervalos A = Iy, Iy, ..., I, =
B tales que I,y e Ij, son similares para cada k € {1,...,n}.
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Observacion 2.3.2. La relacion {A, B} = {a/(a A\D),(aV b)/b} en la Defi-
nicion 2.3.1 nos dice que A =a/(aNb) y B = (aVb)/b; 0 bien A= (aVb)/b
yB=a/(aND).

Observacion 2.3.3. En toda reticula L cualesquiera dos intervalos stmilares
son proyectivos. Si ademds L es modular entonces, por el Teorema 1.3.9,
cualesquiera dos intervalos similares son isomorfos.

Definicion 2.3.4. Sean L una reticula y a,b € L. Dos cadenas
a=a<ay < <a, =0
a=by<by<---<b,=0

se llaman equivalentes si m = n y existe una pemutacion o € S, (es decir,
una funcion biyectiva o : {1,...,n} — {1,...,n}) tal que las subreticulas
cociente a;/a;—1 Y bo(i)/bo(iy—1 son proyectivas para cada i € {1,...,n}.

Definicion 2.3.5. Sean L es una reticula y a,b € L. Diremos que la cadena
a=ayg < a <---<a, =>besun refinamiento de la cadena a = by <
by < --- < b, =b sipara cada i € {0,1,... ,n} existe j € {0,1,...,m} tal
que b; = a;, es decir, {bp}7_y C {a:}1-

Observacion 2.3.6. Toda cadena a = ag < a; < --- < a,, = b entre dos
elementos a y b es refinamiento de si misma. Ademds un refinamiento de una
cadena a = ap < a1 < --- < q,, = b se obtiene insertando nuevos elementos
a dicha cadena.

Teorema 2.3.7 (Schreier). En toda reticula modular cualesquiera dos ca-
denas finitas entre un mismo par de elementos tienen refinamientos equiva-
lentes.

Demostracion. Sean L una reticula modular y a,b € L. Consideremos
a=ap<ar < <ay=> (1)
a=by<b <o <b=b  (2)

dos cadenas entre a y b.

Para cada ¢ € {0,...,m} y cada j € {0,...,n} sean:

mod

CL(Z‘J') = (CLZ' N b]) V bj—i = ((li V bj—l) A bj.
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by = (bj A ai) V ai mod (bj V1) A a;.

Denotemos por x = a; Abj y y = a(i—1,), entonces:

xV Yy = (CL, VAN b]) vV [(ai—l VAN b]) V bj—i]
= [(ai AN bj) V (ai—1 A bj)] Vb, (asociativa)
= [(QZ A (bj V (ai_l VAN b]))] \ bj—i (ai—l AN bj S a;—1 S a; 'y modularidad)
= (CLi VAN b]) vV bj—z' (absorcién)
= (i)

Por otro lado = A Yy = (a,- VAN b]) A [(ai_l V bj_l) A bj] = (CLi N b]) VAN (ai_l V bj_l).

Por lo tanto
aggy/ai-1.5) = (@ Vy)/y

(a; A bj)/[(ai Abj) A(ai—1 Vbj1)] =z/(x ANy)

son subreticulas similares. De forma anéloga, denotando por ' = b; A a; y
y' = b(j_1,;), se prueba que

(a; Ab;)/[(@i Abj) A (aica Vb)) =2' /(2 Ny')

by /b1y = (&' VY)Y

son subreticulas similares.

Entonces a(; j)/au-15) ¥ by /b1, son proyectivas. Ademas notamos que
para cada i € {0,--- ,m}, by = (by Aa;) Vai1 = (bAa;) Va1 = a;, de
forma similar obtenemos an, ;) = b; para cada j € {0,--- ,n}. Asi que

a=ap1) <aany < ae) < L am) S apg) < < Q) = 0 (3)
es refinamiento de (2).

a="bo1 <ba <bo1) < <bma) <bagy < S bpm) =0 (4)

es refinamiento de (1). Notamos ademas que (3) y (4) son equivalentes y por
lo tanto son refinamientos equivalentes. U
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Definicion 2.3.8. Sean L una reticula y a,b € L. Una cadena finita entre a
yb,a=ag<a <---<a,=> sellama cadena de composicion si dicha
cadena no tiene refinamientos (salvo ella misma). Al entero n le llamaremos
longitud de la cadena de composicion.

Observacion 2.3.9. Sia=a9 < a; < --- < a, = b es una cadena de com-
posicion entre a y b, entonces ay/ax—1 = {ax_1,ar} para cada k € {1,...,n}.

Ejemplo 2.3.10. Sea M es un R-mddulo izquierdo. Una cadena de compo-
sicion entre {0} y M en Sgr(M) es una cadena de submddulos {0} C M; C
My C - C M, =M tal que M;/M; 1 es simple para cada i € {1,...,n}.

Una consecuencia inmediata del Teorema del refinamiento de Schreier es
el siguiente:

Corolario 2.3.11 (Jordan-Hdélder). En toda reticula modular, cualesquie-
ra dos cadenas de composicion entre un mismo par de elementos son cadenas
equivalentes.

El corolario anterior garantiza que dada una cadena de composicion entre
dos elementos esta es unica (salvo equivalencia). Entonces podemos asociar
a cada subreticula cociente un tinico numero natural al cual llamaremos lon-
gitud, mas concretamente tenemos:

Definicion 2.3.12. Sean L una reticula modular y a,b € L, con a < b.

(1) Silos elementos a y b poseen una cadena de composicion de longitud n,
entonces diremos que la longitud del intervalo (subreticula cociente)
b/a esn.

(2) Si L tiene cero y uno; y la longitud del intervalo 1/0 es el entero m,
entoces diremos que la longitud de L es m. En este caso diremos que
L tiene longitud finita.

Notacion 2.3.13. Sean L una reticula modular y a,b € L, con a < b.
(1) Denotaremos por l(b/a) a la longitud de la subreticula cociente b/a.

(2) Si L tiene cero y uno. Denotaremos por (L) a la longitud de L, es
decir, [(L) =1(1/0).
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Observacion 2.3.14. Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.5.19
es la siguiente: En una reticula modular L, si a,b,c € L, con a < b < ¢,
entonces c/a es neteriana (respectivamente artiniana) si y sélo si b/a y c/b
son neterianas (respectivamente, artinianas).

Usando CCA y CCD se puede caracterizar a la clase de reticulas modu-
lares que tienen longitud finita, esto lo establecemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.15. St L es una reticula modular con cero y uno. Entonces L
tiene longitud finita si y solo si L es neteriana y artiniana.

Demostracion.

[=] Supongamos que L tiene longitud finita, entonces existe una cadena de
composicion 0 = ag < a; < --- < a, = 1 entre 0 y 1.

Ademas ay/ax_1 = {ag_1,ax} para cada k € {1,...,n} y por tanto ay/ax_;
es evidentemente neteriana y artiniana para cada k € {1,...,n}. Usando
repetidamente la Observacion 2.3.14 obtenemos que 1/0 = L es neteriana y
artiniana.

[«<] Supongamos que L es neteriana y artiniana. Como L es artiniana, en-
tonces para A = {xr € L|0 < x} existe a; € A; elemento minimo de Ay,
ademés note que 0 < ay, para Ay = {x € L|a; < x} existe ay € Ay elemento
minimo de Ay, ademas note que a; < as, continuando este proceso se cons-
truye una sucesion 0 = ag < a; < ag < --- < a, < ---, pero L es neteriana,
asi que la sucesion anterior se estaciona y por lo tanto es finita con término
final a,, = 1. Ademas es claro que para cada k € {1,...,m}, ar/ax_1 es
simple, concluimos que 0 = ag < a; < as < -+ < a,, = 1 es una cadena de
composicion entre 0 y 1. Por lo tanto I(L) = m. O

Ejemplo 2.3.16. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F. Entonces
Sr(V), la reticula de subespacios vectoriales de V' ordenada por inclusion,
tiene longitud finita si y sdlo si V' tiene dimension finita.

Demostracion.

[=] [Por contraposicion| Supongamos que V' tiene dimension infinita y por
tanto V' tiene una base con una infinidad de elementos. Sea {x,},en+ un
subconjunto numerable de la base de V. Entonces la sucesion

a1, 20, 73,...}) D a0, 23,...1) D {as,...}) D=

es decendente y no estacionaria lo cual implica que Sp(V') no es artiniana.
Por otro lado la sucesion

{z1}) € ({21, 22}) € {z1, 20, 23}) C -+
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es ascendente y no estacionaria lo cual implica que Sg(V) no es neteriana.
Por lo tanto Sp(V') no es neteriana y no es artiniana.

[«<] Supongamos que V tiene dimensién finita, entonces existe n € N tal que
V = F". Sabemos F" es neteriano y artiniano, asi que Sg(F™) es neteriana
y artiniana. Por lo tanto Sg(V') es neteriana y artiniana, luego Sg(V') tiene
longitud finita. U

Lema 2.3.17. Sean L reticula modular y a,b,c € L, cona < b < c. Entonces
la subreticula cociente c/a tiene longitud finita si y solo si las subreticulas b/a
y c/b tienen longitud finita.

Demostracion.

[=] Es consecuencia del Teorema 2.3.15 y la Observacion 2.3.14.

[«<] Sib/ay ¢/b tienen longitud finita, entonces existen cadenas de compo-
sicibna =ag < a; < - < ayp =byb=by<b <---<b,=centreayb
y entre b y ¢, respectivamente. Entonces, es evidente que

a=ay<a1 < - <au=b=by<by<---<b,=c

es una cadena de composicion entre a y ¢y por lo tanto ¢/a tiene longitud
finita. U

Observacion 2.3.18. Una consecuencia inmediata del Lema 2.3.17 es la
siguiente: Si L es modular, a,b,c € L, con a < b < ¢, y c/a tiene longitud
finita, entonces l(c/a) =1(b/a) + I(c/b).

Si L es una reticula semimodular inferior (esto es, L satisface la condi-
cion del cubrimiento inferior) que tiene longitud finita, entonces se puede
definir en L una funciéon que asigna a cada elemento de L un ntimero entero,
concretamente:

Definicion 2.3.19. Sea L es una reticula semimodular inferior que tiene
longitud finita. Definimos | : L — N como l(a) = l(a/0) para cada a € L.
A esta funcion la llamaremos funcion longitud de L.

Algunas propiedades de la funcién longitud asociada a una reticula se-
mimodular que tiene longitud finita se dan ene el siguiente lema. También
establecemos una caracterizacion de las reticulas modulares de longitud finita
mediante su funcién longitud asociada.

Lema 2.3.20. Sean L una reticula semimodular superior que tiene longitud
finita y 1 : L — N su funcion longitud. Entonces:
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(1) l(a) =0 si y sdlo si a € L es el elemento menor de L.
(2) Para cualesquiera a,b € L, a <b si y sélo sia <b yl(b) =1(a)+ 1.
(3) Para cualesquiera a,b € L, l(a ANb) +1(aVb) <l(a)+ (D).

(4) L es modular si y solo si l(x Ny) +l(zVy) = I(z)+ U(y) para cada
z,y € L.

Demostracion. (1) y (2) son inmediatas por definicion de la funcién longi-
tud.

[(3)] Sea (a Ab) = ayp < a; < -+ < a, = b una cadena de composicion
entre a A by b. Por como esté definida la longitud de intervalos tenemos que
la longitud de b/(a A b) es I(b) — l(a A D). La semimodularidad implica que
{a Vv a;}, es cadena de composicion entre a y (a V b), cuya longitud es a lo
més la longitud de la cadena de composicion entre (a A b) y b. Por otro lado
es claro que la longitud de (a Vv b)/a es [(a V b) — [(a). Por lo tanto

I(aVb) —I(a) < I(b) — I(a A D).

[(4)] [=] Supongamos que L es modular. Sean a,b € L, por el teorema 1.3.9,
(aVb)/b = a/(aNb)y por tanto I((aVb)/b) = l(a/(aAD)), ademas 0 < b < aVb
y 0 < aAnb < a, entonces, por la observacion 2.3.18, [(aVb) = [(b)+I((aVb)/b)
y l(a) =1(a Ab)+ l(a/(a AD)). Luego l(aV b) —1(b) = l(a) —l(a A b) y por
lo tanto [(a V b) + l(a Ab) = l(a) + I(b).

[«<] Supongamos que l(zAy)+I(xVy) = l[(xz)+I(y) paracadaz,y € Ly que L
no es modular, entonces L contiene alguna subreticula isomorfa al pentdgono
y por tanto existen a,b,c,0,i € L tales que a < ¢, a||b, ¢||b,aVb=cVb=1i
ya/Ab=cAb=o. Entonces

(I) l(o) +1(3) = l(a A b) + 1(a V b) =1(a) + (D), i. e., I(i) = I(a) + 1(b) — I(0)
(IT) (o) + 1(3) = l(c ANb) + 1(cVb) =1(c) + 1(D), 1. e., I(i) = I(c) + 1(b) — l(0)
De (I) y (II) concluimos que [(a) = [(¢) una contradiccion (pues a < ¢). O
Definicién 2.3.21. Sea L una reticula con cero.

(1) Diremos que L satisface la condicion (B) si para cualesquiera a € L
y {bi}ticr C L cadena de L tales que a ANb; = 0, para cada i € I, se

cumple que a A (\/;c;b;) = 0.
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(2) Diremos que L es inductiva si todas sus subreticulas cociente satisfa-
cen la condicion (B).

Lema 2.3.22. Sea L es una reticula inductiva. Si {c;}ier € L una cadena
en L ya € L son tales que a A (\/,c; ci) # 0, entonces existe F' C I finito tal

que a N (V;cpci) #0.

Demostracion. Si la cadena es finita y por tanto [ es finito, tomamos F' = [.
Supongamos que [ es infinito, procederemos por contradiccién. Supongamos
que I es el minimo ordinal con la siguiente propiedad: Existe una cadena
C ={citier € Ly existe a € L tales que a A (\/;,.;¢;) # 0y para cada J C [
finito se cumple que a A (\/,.; ¢;) = 0.

Para cada ¢ € I denotemos por b; = \,c; 1, (V,<;jck), como C' es cadena
entonces {b; };er es una cadena, mas atin, se tiene que \/,.; b; = \/,.; ¢;, luego

aA(Vigrbi) =aA (Vi) #0. (1)

Es evidente que a, (\,c; ;) € (aV (V,;c;0:))/0, ademés, como L es inducti-
va, (aV (V,c;0i))/0 satisface la condicion (B), asi que existe k& € I tal que
a/Aby # 0, de lo contrario, esto es, si para cada k € L se cumple que aAby =0
entonces, por la condicion (B), a A (\/,.; b;) = 0 lo que contradice (1).
Luego, como a A b, # 0, entonces a A (\/,.,. ¢;) # 0. Sea K = {i € Ii < k}.
Notamos que K C I es un ordinal tal que a A (\/;cx ¢;) # 0. Ademas, para
cada J C K finito se cumple que a A (\/,.; ¢;) = 0. Entonces, por la minima-
lidad de I, se tiene que I = K y por lo tanto k£ es el elemento mayor de I.
Sea T' = {i € I|i < k}. Claramente K es ordinal sucesor cuyo predecesor es
T, ademas Ty K son ordinales infinitos y por tanto w <T < K.

Podemos renombrar los elementos de C' como sigue:

iel

Ch, si i = 0;
di = ¢i—1, sil<i<w;
G, siw <1.

Entonces aA(\,cp di) = aN(\,cx ¢i) # 0y para cada J C T finito se cumple
que a A (V,;c;d;) = 0 lo cual contradice la minimalidad de 1. O

Proposicion 2.3.23. Sean L una reticula modular inductiva y a € L. Si a
tiene longitud finita, entonces a es compacto en L.
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Demostracion. (Por induccion sobre la longitud de a) Sea a € L de longi-
tud finita, I(a) = n. Sea {t;};c; C L una cadena tal que a <\/,_, ;.

Paran =1, como 0 < ayl(a) =1=0+1 = 1(0) + (i) entonces, por
el Lema 2.3.20 (2), se tiene que 0 < a, asi que a A (\/,¢;t;) = a # 0 lue-
go, por el Lema 2.3.22, existe F' C [ finito tal que a A (\/,cpt;) # 0 (i.e.,
0 <aA (Vpti), ademas es claro que a A (\/,cpti) < a 'y como 0 < a se
concluye que a = a A (\,cpt:) ¥ por lo tanto a < (\/,.p ).

Supongamos que para cada k < n se cumple que si [(x) = k, entonces z es
compacto.
Para n > 2, se tiene que existe b € L tal que [(b) = n—1y b < a (en
efecto, basta tomar al elemento b = a,,_; de la cadena de composion entre
Oya0=a <a < <apy <a, =>). Asiqueb <a <\, tiy
[(b) = n — 1 < n entonces, por hipdtesis de induccién, b es compacto y por
tanto existe F' C [ finito tal que b < \/,_p t;.
Claramente la subreticula cociente 1/b es inductiva, ademéas b < a, a <
Vierti 0V Ve ti = Vg, (0V 1) y {bV ti}ier es una cadena en 1/b, asi
que podemos proceder como en el caso n = 1 para garantizar la existencia
de F" C I finito tal que a < \/,.; (b V t;). Finalmente, a < \/, . (bV t;) =
bV (Viep ti) < Viep i)V (Viep ti) = Viepup ti con FUF C 1 finito y por
lo tanto a es compacto.
O

Aplicando el Teorema del refinamiento de Schreier y el Lema 2.3.22 ob-
tenemos:

Proposicion 2.3.24. En toda reticula modular inductiva de longitud finita,

toda cadena finita admite una cadena de composicion como refinamiento.

2.4. Descomposiciones Irreducibles

Definicion 2.4.1. St L es una reticula, definimos:

(1) a € L se llama cuna-irreducible o simplemente irreducible si para
cualesquiera T,y € L, si x Ny = a, entonces x =a o y = a.

(2) Una cuna finita \;_, a; de elementos en L se llama irredundante si
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para toda k € {1,...,n} se cumple que:

n n

Ao < Ao

i=1 j=1
ik

(3) Una cuna finita \}_, a; de elementos en L se llama descomposicion
irreducible si para cada k € {1,...,n}, ap es irreducible.

Observacion 2.4.2. Sean L es una reticula y a € L irreducible. Aplicando
repetidamente la asociatividad y la definicion de elemento irreducible obtene-
mos que si a = \;_, a;, entonces existe k € {1,...,n} tal que a = ay.

Observacion 2.4.3. Sean L una reticula y L' subreticula de L. Una conse-
cuencia inmediata de la definicion de elemento irreducible es la siquiente: Si
a € L' ya es irreducible en L, entonces a es irreducible en L'

Observacion 2.4.4. Sean L wuna reticula y L' subreticula de L. No todo
elemento 1rreducible en L' es irreducible en L.

Demostraciéon. Consideremos la reticula L = {0,a,b,¢,d, e, 1} cuyo orden
representamos en el siguiente diagrama de Hasse:

1

0

Notamos que e es irreducible en la subreticula L' = {e,d, 1}, sin embargo
cNd=econc#eyd elo cual nos dice que e no es irreducible en L. [J

Observacion 2.4.5. Sean L una reticula y a € L. Toda descomposicion
irreducible de a € L es igual a una descomposicion irreducible (posiblemente
con menos elementos) que también es irredundante. Diremos que “reducimos”
una descomposicion irreducible cuando pasamos de esta a una descomposicion
wrreducible que también es irredundante.
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Teorema 2.4.6 (Kuros-Ore). Sean L una reticula modular y a € L. Si
biANby A+~ ANb,=citANca N - AN¢cy, =a
son descomposiciones irreducibles e irredundantes, entonces n = m.

Demostracién. Para cada i € {1,...,n} denotemos por b; = by A---Ab;_1 A
biy1 A -+ Aby,. Es evidente que a = b; Ab; = \._; b;, ademas como A, b; es
irredundante se tiene que a = A;_, by, < b; para cada i € {1,...,n}.

Sea i € {1,...,n}. Para cada j € {1,...,m} denotemos por d; = b; A
claramente a < ¢; para cada j € {1,...,m}, asi que a < b; A¢; = d; <
para cada j € {1,...,m}, luego a < A'_, d;. Por otro lado A", d; < d
b; Ay < ¢, para cada k € {1,...,m}, asi que Nj=1 dj < AiZ; cx = a. Por lo
tanto

C

SIS

j 5
i

U

a:/\dj (1)

Como L es modular, por Teorema 1.3.9, b;/a = b;/(b; Ab;) = (b; \V b;) /b;, ade-
mas b; es irreducible en L y por tanto b; es irreducible en cualquier subreticula
que lo contenga, en particular, b; es irreducible en (l_)i\/bi) /b;. Haciendo uso del
isomorfismo entre (b; V b;)/b; y b;/a podemos garantizar que a € b;/a es irre-
ducible en b;/a, asi que, por (1) y la Observacion 2.4.2, existe k € {1,...,m}
tal que

a:dk:l_)i/\ck:ck/\(/n\bl) (2)
=1

12

Denotemos por N = {1,...,n} y M = {1,...,m}. Si iy € N podemos
concluir, debido a la expresion en (2), que existe j; € M tal que

a:djlzl_?il/\Ch:le/\( /\ bz)
teN—{i1}

Observamos que en la descomposicion anterior todos los elementos son irre-
ducibles y por tanto podemos reducirla a una descomposiciéon irredundante
(ver Observacion 2.4.5). En esta nueva descomposicién de a el elemento c;,
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no es eliminado, ya que de lo contrario, esto es, si existe A C N — {i;}
tal que a = /\,., b; entonces, como A,_y b; es irredunante, a = A,_y b <
Nienv—giybi < Nieabi = a una contradiccion. Por lo tanto debe existir
Ny € N tal que a = ¢j; A (\;en, bi) es una descomposicion irredundante
de elementos irreducibles.

Ahora escogemos is € Ny, se puede proceder como anteriormente para garan-
tizar la existencia.de Jo € M tal que a = cj, AcCjy N (/\Z.GNI_'{Z‘.Q} bz:)’ nuevamen-
te podemos reducir esta descomposicion a una descomposicion irredundante,
donde al menos ¢;, no es eliminado, es decir, existe Ny C Ny — {is} tal que
a = ¢j, A cj, A (Nien, bi) es irredundante o bien a = ¢j, A (Aep, bi) es irre-
dundante.

Este proceso puede continuar y terminar en, digamos ¢ pasos, por lo que
existe M’ C M con a lo mas t elementos tal que todos lo elementos b;, i € N,
son eliminados y por tanto a = A\ e Cj- Claramente t < n.

Finalmente, como /\;c;,¢; = a = Ajc)p ¢; es irredundante, necesariamente
se tiene que M’ = M. Por lo tanto m <t < n.

Simétricamente obtenemos n < m. O

Observacion 2.4.7. En teorema de Kuros-Ore es falso en las reticulas no
modulares.

Demostraciéon. Consideremos L = {0,a,b,c,d,a’, V', ¢/, 1} con el orden re-
presentado en siguiente diagrama de Hasse:

1
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Notamos que L no es modular pues contiene pentagonos, ademas a, b, c,d € L
son elementos irreducibles. Por tanto aAd = 0 = aAbAc son descomposiciones
irredundantes de elementos irreducibles Il

Proposicion 2.4.8. Si L es reticula neteriana, entonces todo elemento de
L es cuna finita de elementos irreducibles en L.

Demostraciéon. Denotemos por A al conjunto de todos los elementos en L
que no son cuna finita de elementos irreducibles en L y veamos que A = &.
Supongamos que A # & entonces, por ser L neteriana, existe m € A elemento
méximo en A. Como m € A, entonces m no es irreducible (ya que si m es
irreducible entonces m = m A m es cuna finita de elementos irreducibles, lo
que contradice que m € A), asi que existen x,y € L tales que m = x Ay,
T # myy # m, mas aun, se tiene que m < x'y m < y; y como m es elemento
méximo en A se concluye que z ¢ Ay y ¢ A. Luego x y y son cunas finitas
de elementos irreducibles en L, digamos x = A\,_; a; y y = A, b;. Entonces,
m =z ANy = (Nicrai) N (\jesb;) lo cual nos dice que m es cuila finita de
elementos irreducibles en L, esto contradice que m € A. O

Lema 2.4.9. Sean L una reticula modular continua superiormente y a,b € L,
con a < b. Entonces a € b/0 es irreducible en b/0 si y sdlo si existe ¢ € L
wrreducible en L tal que a = b A c.

Demostracion.

[=] Supongamos que a € b/0 esirreducible en b/0. Sea C' = {x € L|a = bAx},
a € C'y por tanto C # @. Si ¢’ C C' es una cadena en C' entonces, por ser
L continua superiormente, b A (\/ C') = \/ ., (b A ¢) = \/{a} = a y por lo
tanto \/ C" € C. De lo anterior concluimos que toda cadena en C' tiene cota
superior en C' entonces, por Lema de Zorn, existe ¢ € C' elemento méaximo.
Como ¢ € C' entonces a = b A c.

Veamos que c es irreducible en L. Sean x,y € L tales que x Ay = ¢, entonces
a=bAc=bA(xANy)=(0bAz)ANbAY) con (bAx),(bAy) € b/0, luego,
como a es irreducible en /0, a =bAzxz oa=>bAy.

(i) Si @ = b A x, entonces x € C. Ademés, ¢ = z Ay < x, asi que, por la
maximalidad de ¢, ¢ = x.

(ii) Si @ = b Ay, andlogamente concluimos que ¢ = y.

[«<] Sea ¢ € L irreducible en L tal que a = b A ¢. Veamos que a € b/0 es
irreducible en b/0. Sean =,y € b/0 tales que © Ay = a. Como L es modular
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podemos hacer uso del isomorfismo de reticulas g : b/(bAc¢) — (bV ¢)/c,
recordemos que ¢ esté definido por g(y) =y V ¢ para cada y € b/(b A ¢).
Notamos que g(z) A g(y) = gz ANy) = gla) = g(b A c) = ¢y por tanto
c=(zVec)A(yVe), luego, como c es irreducible en L, c =z Vcoc=yVe.
(i) Si ¢ =z V¢, entonces < ¢. Ademés x € b/0, asi que a = x ANy < x <
bAc=ay porlotanto x = a.

(ii) Si ¢ =y V ¢, andlogamente concluimos que y = a. U
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Capitulo 3

El Zoclo y Reticulas de Torsion

Como hemos visto en el capitulo anterior, hay dos nociones generales de
descomposicion y composicion: la primera esta dada en forma de un supremo
particular de la reticula; la segunda, por una cadena méxima de elementos
entre, por ejemplo, 0 y el sujeto en cuestion a la cual se le conoce como
serie de composicion. Vimos ademés que el Teorema de Jordan-Holder afirma
la unicidad, salvo permutaciones, de los factores simples que componen la
serie de composicion. Sin embargo, no todas las reticulas tienen una serie de
composicion. Por lo tanto es necesario introducir un nuevo concepto que nos
proporcione una forma de de producir una serie ascendente en una reticula,
tomando en cuenta en cada paso todos los elementos maximos. Con este fin
en el presente capitulo introducimos las nociones necesarias para definir a lo
que se conoce como Zoclo, también desarrollamos las herramientas necesarias
para enunciar y demostrar algunas de sus propiedades esenciales.

3.1. Elementos Esenciales y Seudo-complementos

Durante esta secciéon L es siempre una reticula completa, como es usual
denotaremos con 0 al elemento menor de L y con 1 a su elemento mayor.

Definicion 3.1.1. Sea L una reticula. Definimos:
(1) e € L se llama esencial en L sie Na # 0 para cada a € L —{0}.

(2) b € L se llama extension esencial de a € L si a < b y a es esencial
en la subreticula cociente b)0.

67



68 El Zoclo y Reticulas de Torsiéon

(3) ¢ € L se llama seudo-complemento de b € L sibANc =0 yc es
elemento mdxzimo respecto a esta propiedad.

(4) L se llama seudo-complementada si todo elemento de L tiene al
menos un seudo-complemento en L.

(5) L se llama relativamente seudo-complementada si toda subreticula
cociente de L es seudo-complementada.

Observacion 3.1.2. e es esencial en L si y solo si para cada x € L, si
eANzx =0, entonces x =0

Observacion 3.1.3. Sie € L esencial en L ye € L', con L' C L subreticula
de L tal que NL =0 € L'. Entonces e € L es esencial en L'. Sin embargo,
no todo elemento esencial en L' es esencial en L.

Observacion 3.1.4. Todo elemento e € L — {0} es extension esencial de si
MiSMO.

Demostracion. En efecto, ya que e < e, ademas si a € e¢/0 — {0}, entonces
eNa=a#0,es decir, e € ¢/0 es esencial en ¢/0. U

Entonces todo elemento a € L—{0} tiene al menos una extension esencial.
Sib € L es extension esencial de a € L tal que b # a (i. e., a < b), entonces b
se llama extension esencial propia de a. Un elemento a € L que no tiene
extensiones esenciales propias se llama esenctalmente cerrado.

Observacion 3.1.5. Por definicion, ¢ € L es seudo-complemento de b € L
st ¢ es mazimo respecto a la propiedad b A\ ¢ = 0. Lo anterior equivale que:
bAc=0ypara cada d € L, sibANcd =0 yc <, entonces c = .

En general, si P es una propiedad de los elementos en una reticula L,
entonces diremos que un elemento ¢ € L es maximo respecto a la propiedad
P si ¢ es elemento méaximo del conjunto {z € L|P(z)} C L.

Observacion 3.1.6. Un elemento en una reticula puede tener mds de un
seudo-complemento.

Demostraciéon. Consideremos L = {0, a,b,¢,1} con el orden representado
en el siguiente diagrama de Hasse:
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0

Notamos que a Ab = a A ¢ = 0, ademéas b y ¢ son méaximos respecto a la
propiedad a A z. Por lo tanto b y ¢ son seudo-complementos de a y b # c.
Note que a es seudo-complemento de b y b es seudo-complemento de a. [

En general, si a,b € L son tales que a es seudo-complemento de b y
b es seudo-complemento de a, entonces a y b se llaman mutuos seudo-
complementos.

Lema 3.1.7. Sea L una reticula modular. Si c € L es complemento de a € L,
entonces ¢ es seudo-complemento de a.

Demostracion. Si c complemento de a, entonces a®ec = 1. Sea ¢ € L tal que
aNd =0yec <, entonces c =cV0=cV(aNl) mod (cVa)Ad =1N =C.
O

Observacion 3.1.8. El Lema 3.1.7 no siempre se satisface si L no es mo-
dular.

Demostraciéon. Consideremos la reticula pentagono, es decir, L = {0,a, b, ¢, 1}
cuyo orden representamos en el siguiente diagrama de Hasse:

1
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Sabemos que L no es modular, ademas b@® a = 1, es decir, a es complemento
de b, sin embargo bAc =07y a < ¢, lo cual nos dice que a no es seudo-
complemento de b. O

Definicion 3.1.9. Sea L una reticula completa.

(1) Diremos que L satisface la condicion (B) si para cualesquiera a € L
y {bi}icr € L cadena de L tales que a ANb; = 0, para cada i € I, se
cumple que a A (\/;c;b;) = 0.

(2) Diremos que L es inductiva si todas sus subreticulas cociente satisfa-
cen la condicion (B).

Observacién 3.1.10. Toda subreticula cociente de una reticula inductiva es
mductiva.

Observacion 3.1.11. Si L es continua superiormente, entonces L es induc-
tiva.

Demostracion. Veamos que toda subreticula cociente de L satisface la con-
dicion (B). Sea y/x C L una subreticula cociente. Sean {b;}ic; C y/x una
cadena y a € y/x tales que a A b; = x para cada i € I. Como {b;}ic; es una
cadena y L es continua superiormente, entonces aA (\/,c; bi) = V. (aAb;) =
Vieiz} = x, es decir, y/x satisface la condiciéon (B). Por lo tanto L es in-
ductiva. O

Proposicion 3.1.12. Si L tiene longitud finita, entonces L es inductiva.

Demostraciéon. Sea y/z C L una subreticula cociente. Sean {b;};,c; C y/x
una cadena y a € y/x tales que aAb; = = para cada i € I. Claramente b;/0 C
1/0 = L paracadai € I, asi que [(b;) < (L) para cada i € I, por tanto existe
k € I tal que b; < by, para cada i € I. Finalmente, a A (\/,c; b)) = a A by = ,
es decir, y/z satisface la condicion (B). Por lo tanto L es inductiva. O

Lema 3.1.13. 5@ L es inductiva, entonces L es seudo-complementada.

Demostracion. Sea a € L. Veamos que a tiene seudo-complemento en L.
Consideremos A = {z € L|a A x = 0}, claramente 0 € A y por tanto A # @.
Si {b;}ie;r C A es una cadena, entonces a A b; = 0 para cada ¢ € I y como
L es inductiva se cumple que a A (\/;c;b;) = 0, asi que \/,.; b; € A, ademas
es claro que b, < \/,; b; para cada k € I. Hemos probado que toda cadena
en A tiene cota superior en A entonces, por el Lema de Zorn, existe ¢ € A

elemento maximo de C. Es evidente que ¢ es seudo-complemento de a en L.
O
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Corolario 3.1.14. Si L es continua superiormente, entonces L es seudo-
complementada.

Demostracion. Es consecuencia de la Observacion 3.1.11 y el Lema 3.1.13.
OJ

Proposicion 3.1.15. Sean L una reticula modular y a,b € L. Son equiva-
lentes:

(1) b es seudo-complemento de a en L

(2) a Nb=0 vy para cada c € L, si b < ¢, entonces a A ¢ # 0.

(3) aNb=0 y para cada ¢ € 1/b, si ¢ #b, entonces a Ac £ b.

(4) anb =0y para cadac € 1/b, sic # b, entonces b < bV (aNc) = (bVa)Ac.
(5) anb=0yaVb es esencial en 1/b.

Demostracion.

[(1) = (2)] Como b es seudo-complemento de a entonces a A b = 0. Supon-
gamos que existe ¢ € Ltalqueb < (i.e, b<dyb#d)yand =0
entonces, como b es seudo-complemento de a, b = ¢’ una contradiccion.

[(2) = (3)] Es claro que a A b = 0. Supongamos que existe ¢ € 1/b tal que
d#b(i.e,b<d)yancd <bentonces, por hipotesis, a A ¢ # 0. Ademas,
aNd <byaANd <a,asiqueaANcd <aAb=0yportanto a A =0 una
contradiccion.

[(3) = (4)] Claramente a A b = 0. Ademés, si ¢ € 1/b con ¢ # b entonces,
por hipotesis, a A ¢ £ b. Por otro lado, como b < ¢y b < bV a, tenemos
b<(bVa)Ac mod bV (aAc). Sin embargo, si b = bV (aAc), entonces aAc < b
una contradiccion. Por lo tanto b < (bV a) A ¢ et g v (aNc).

[(4) = (5)] Es evidente que a A b = 0. Veamos que a V b es esencial en
1/b. Si ¢ € 1/b — {b}, entonces a Vb € 1/by ¢ # b, asi que, por hipotesis,
b< (bVa)Ac, esdecir, b# (bVa)Acy por lo tanto a Vb es esencial en 1/b.
[(5) = (1)] Supongamos que a Ab =0y aVb es esencial en 1/b. Veamos que
b es elemento méaximo en el conjunto {x € Lla A x = 0}. Sea b/ € L tal que
aANb =0y b<V. Procedemos por contradiccion para mostrar que b = b'.
Supongamos que b # b (i. e., b < V') entonces, como a V b € 1/b es esencial

en 1/b, tenemos b # (a VvV b) NV ol v (aAb) =bV0=Dbuna contradiccion.
U
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Corolario 3.1.16. Sean L reticula modular y a,b € L. Si b es seudo-
complemento de a en L, entonces a V b es esencial en L.

Demostracion. Sea x € L — {0}.
(i) Siz < b, entonces x < a V by por tanto (a Vb) Az =z # 0.
(ii) Si = £ b, entonces b <  V b. Luego, por (4) de la Proposicion 3.1.13,

tenemos b # (bVa)A(zVb) = mod [(aVb)Ax]VD. Para mostrar que (aVb) Az # 0
procedemos por contradiccion suponiendo (a Vv b) Az = 0, lo que implica que
b# [(aVb)ANz]Vb=0Vb=>buna contradiccion.

De (i) y (ii) obtenemos que (a V b) Az # 0 para cada v € L — {0} y por lo
tanto a VV b es esencial en L. 4

Lema 3.1.17. Sean L continua superiormente y modular y a,b € L, con b
seudo-complemento de a en L. St ¢ € L es mdximo respecto a la propiedad
a<cybAc=0, entonces c es extension esencial mdxima de a en L.

Demostracién. Primero vamos a garantizar la existencia de c¢. Consideremos
C ={z € Lla < x,b ANx = 0}, note que a € C'y por lo tanto C # &. Si
C'" C C es una cadena en C, entonces la continuidad superior garantiza que
\/ C" € C. Asi que toda cadena en C tiene cota superior en C' entonces, por
el Lema de Zorn, existe ¢ € C' elemento maximo de C'.

Veamos que c es extension esencial de a en L. Como ¢ € (', entonces a < c.
Ademas, si x € ¢/0, con a A x = 0, entonces

ANbVaz)=
=(aNc)N(bV ) (a <c¢)
=aAN[cA(bV ) (asociatividad)
=aAN[(cAb)V 2] (x < ¢y modularidad)
=aAN[0Vz] (ce )
=alNz=0.
Asi que a A (bV x) = 0, ademés b < bV z entonces, como b es seudo-

complemento de a, tenemos b = bV z (i. e, x < b), luego b A x = =x.
Finalmente, t = 2 Ab < cAb = 0y por tanto x = 0. Hemos probado que
para cada = € ¢/0, si a Az = 0, entonces x = 0, es decir, a € ¢/0 es esencial
en ¢/0.

Para finalizar garantizaremos que c es extension esencial méxima de a. Sea
¢ € L una extension esencial de a en L tal que ¢ < ¢/. Para mostrar que



3.1 Elementos Esenciales y Seudo-complementos 73

¢ = ¢ procedemos por contradiccion suponiendo ¢ # ¢, lo que implica que
0 # bAC € /0, ademas, como a es esencial en ¢’ /0, se tiene que aA(bAC) # 0,
entonces 0 #a A (bA )= (aANb) AN =0A =0 una contradiccion. O

Proposicién 3.1.18. Bajo las hipotesis del Lama 3.1.17. Tenemos que b y
¢ son mutuos seudo-complementos.

Demostracion. Es evidente que ¢ es seudo-complemento de b en L. Veamos
que b es seudo-complemento de ¢ en L. Sabemos que cAb = 0 solo falta probar
que b es maximo con tal propiedad. Sea v’ € L tal que cAY =0y b < V.
Para mostrar que b = b’ procedemos por contradicciéon suponiendo b # b, lo
que implica que a A b’ # 0 entonces, como a < ¢, tenemos 0 £ a Al < c AV,
esto es, 0 £ ¢ A b’ una contradiccion. O

Corolario 3.1.19. Sean L una reticula modular continua superiormente y
a € L. Entonces a es seudo-complemento (de algin elemento en L) si y sdlo
st a es esencialmente cerrado en L.

Demostracion.

[=] Supongamos que a es seudo-complemento de b en L. Procedemos por
contradiccion suponiendo que existe ¢ > a extension esencial de a. Notamos
que b A ¢ # 0 pues de lo contrario, esto es, si b A ¢ = 0 entonces, como a es
seudo-complemento de b, tenemos a = ¢ lo que contradice a < c.

Asi que b A c € ¢/0 — {0}, ademés ¢ es extension esencial de a y por tanto
a es esencial en ¢/0, entonces 0 # a A (bA¢c) = (aAb)ANc=0Ac=0 una
contradiccion.

[«<] Supongamos que a es esencialmente cerrada. Como L es continua supe-
riormente entonces, por el Corolario 3.1.14, L es seudo-complementada y por
tanto existe b seudo-complemento de a en L.

Consideremos C' = {z € Lla < z,b Az = 0}. La continuidad superior de L y
el Lema de Zorn garantizan que existe ¢ € C' elemento maximo de C. Nota-
mos que se tienen todas las hipotesis del Lema 3.1.17, asi que ¢ es extension
méxima de a y como a no tiene extensiones esenciales propias concluimos
que a = c¢. Ademas, por la Proposision 3.1.18, b y ¢ = a son mutuamente
seudo-complementos, en particular, a es seudo-complemento de b. Il

Una consecuencia inmediata del Corolario 3.1.19 se establece en el si-
gueinte:
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Corolario 3.1.20. En una reticula modular continua superiormente los ele-
mentos mutuos seudo-complementos son esencialmente cerrados.

Corolario 3.1.21. Sean L modular continua superiormente y a,b € L, con
b seudo-complemento de a en L. Entonces a es esencialmente cerrado en L
sty solo si a es seudo-complemento de b en L.

Demostracion.

[=] La continuidad superior de L garantiza que existe ¢ € L elemento méaximo
respecto a las propiedades a < ¢y b A ¢ = 0. Entonces, por el Lema 3.1.17,
c es extension esencial méxima de a y como a es esencialmente cerrada se
concluye que a = c. Finalmente, por la Proposiciéon 3.1.18, b y ¢ = a son
mutuamente seudo-complementos, en particular, a es seudo-complemento de
ben L.

[«<] Es consecuencia del Corolario 3.1.19. O

Observacion 3.1.22. Notamos que en la prueba de la suficiencia del Co-
rolario 3.1.19 solo basta que el elemento a sea seudo-complemento de algin
elemento en L, asi que de forma inmediata obtenemos: Si L es modular
seudo-complementada y a es seudo-complemento de b en L, entonces a es
esencialmente cerrada en L.

Proposicion 3.1.23. Sean L modular seudo-complementada y b,c € L. En-
tonces ¢ es seudo-complemento de b en L si y solo si bAc =0, bV c es
esencial en L y c es esencialmente cerrado en L.

Demostracion.
[=] Es consecuencia del Lema 3.1.17 y la Observacion 3.1.22.
[«<] Gracias a la Proposicion 3.1.15 basta mostrar que b V ¢ es esencial en
1/c.
Procedemos por contradiccion suponiendo que b V ¢ no es esencial en 1/c¢ lo
que implica que existe d € 1/¢ — {c} tal que

(bVve)Nd=c (1)
Como c es esencialmente cerrado y ¢ < d, entonces d no es extension esencial
de ¢ y por tanto ¢ no es esencial en d/0, asi que existe d’ € d/0 — {0} tal que
cAd = 0. Entonces, por (1),0 =cAd = [(bVc)AdAd = (bVc)A(dNd') =
(bVc)Ad'. Por lo tanto existe d’ # 0 tal que (bV c) Ad' = 0 lo que contradice
que bV c es esencial en L. O

Como consecuencia inmediata tenemos:
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Corolario 3.1.24. Sean L modular seudo-complementada y b,c € L, con
bAc=0. Entonces b y c son mutuamente seudo-complementados si y solo si
b y ¢ son esencialmente cerrados y bV c es esencial en L.

3.2. El Zoclo

Definicion 3.2.1. Sea L una reticula con cero. Definimos:
(1) a € L se llama dtomo en L si 0 < a.

(2) L se llama atémica si para cada a € L — {0} la subreticula cociente
a/0 contiene al menos un dtomo.

Definicion 3.2.2. Sea L una reticula con cero y uno. Un elemento mdximo
en L — {0} se llama dtomo dual en L.

Observacion 3.2.3. a € L es dtomo en L si y solo st para cada v € L, si
0 <x<a, entonces x =0 o bien x = a.

Observacion 3.2.4. Si L tiene cero y uno. Entonces a € L es dtomo dual
en L sty solo sia < 1.

Proposicion 3.2.5. Sean L reticula complementada modular y a,a’ € L,
con a' complemento de a en L. Entonces a es dtomo en L si y solo si a’ es
atomo dual en L.

Demostracion.

[=] Supongamos que a es atomo en L. Si ¢’ € L un complemento de a
en L, esto es, a @ a’ = 1. Entonces, por el Teorema 1.3.9, {0,a} = a/0 =
a/(aNd) = (aVd)/ad = 1/d. Haciendo uso del isomorfismo entre {0,a}
y 1/d’; y el hecho de que 0 < a obtenemos que a’ < 1 y por lo tanto a’ es
atomo dual en L.

[«<] Se sigue de un argumento dual al anterior. O

Definicion 3.2.6. Sea L una reticula con cero. El supremo de todos los
dtomos de L serd llamado zoclo de L y denotado por z(L).

Lema 3.2.7. Si L es una reticula con cero, a,b € L y {b;}icr C L, entonces:

(1) z(a/0) < a.
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(2) Sia<b, entonces z(a/0) < z(b/0).
(3) 2((Nicr 0:)/0) < Nier 2(6i/0).
(4) Vier 2(6:/0) < 2((V e, 0:)/0)-

Demostracion.

[(1)] Es evidente que todo atomo en a/0 esté contenido en a, es decir, a es cota
superior del conjunto de todos los atomos en a/0 y por lo tanto z(a/0) < a.
[(2)] Sia < b, entonces a/0 C b/0, asi que todo dtomo en a/0 es atomo en
b/0 y por lo tanto z(a/0) < z(b/0).

[(3)] Como \,.; bi < by para cada k € I entonces, por (2), 2((/\;c;0i)/0) <
z(by/0) para cada k € I, asi que z((/\;c; bi)/0) es cota inferior de {z(b;/0)}ics
y por lo tanto z((A;c; 0:)/0) < A;c; 2(0i/0).

[(4)] Se sigue por un argumento dual al de (3). O

Observacion 3.2.8. Sea L una reticula complementada y modular. Sic € L
es compacto en L y no es un dtomo en L, entonces existe x € L tal que x < ¢
y x es dtomo en L.

Demostracion. Si ¢ es compacto en L, entonces la subreticula cociente ¢/0 es
compacta luego, por el Lema de Krull, existe 2’ < ¢ elemento maximo de ¢/0—
{c}, es decir, 2’ es atomo dual en ¢/0. Ademés, como L es complementada y
modular, tenemos que L es relativamente complementada, en particular ¢/0
es complementada; y por tanto para ' € ¢/0 existe z € ¢/0 complemento
de 2’ en ¢/0. Finalmente como z’ es dtomo dual en ¢/0, por la Proposicion
3.2.5, x es atomo en ¢/0. Por lo tanto < ¢ y x es atomo en L. O

Lema 3.2.9. Si L es reticula compactamente generada, complementada y
modular, entonces todo elemento de L es yunta de dtomos en L.

Demostraciéon. Primero note que sup@ = 0. Sea a € L — {0}, como L es
compactamente generada, existe {c¢;};e; C L familia de elementos compactos
en L tal que a = \/,.;¢;. Si para cada i € I, ¢; es atomo en L hemos
terminado. Por otro lado, si existe j € I tal que ¢; no es atomo en L entonces,
por la Observacion 3.2.8, existe x € L tal que z < ¢; y = es atomo en L,
ademas es claro que x < a. Por lo tanto a contiene al menos un atomo de L.
Sea u la yunta de todos los atomos en L contenidos en a, claramente 0 <
u < a. Veamos que a = u, procedemos por contradicciéon suponiendo u < a
como L es relativamente complementada, existe v € a/0 complemento de u
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en a/0, notamos que v # 0 (pues de lo contrario, es decir, si v = 0 entonces
a=uVv=uV0=u< auna contradiccién) y por tanto podemos proceder
como anteriormente para mostrar que v contiene al menos un atomo de a/0,
finalmente, como u y v contienen atomos de a/0, se concluye que u A v # 0
lo que contradice que v es complemento de u en a/0. Por lo tanto a = u es
yunta de atomos. O

Definicién 3.2.10. Una reticula L se llama generada por dtomos si para
cada a € L existe {a;}ier C L familia de dtomos en L tal que a = \/,c; a;.

Observacion 3.2.11. El Lema 3.2.9 establece que toda reticula compacta-
mente generada, complementada y modular es generada por dtomos.

Lema 3.2.12. Si L es una reticula con cero y e € L es un elemento esencial
en L, entonces z(L) < e.

Demostraciéon. Sea a € L — {0} un atomo en L, como e es esencial se
cumple que e Aa # 0, asi que 0 < a A e < a, ademas 0 < a lo que implica
que a A e = a equivalentemente a < e . Finalmente, a < e para cada a € L
atomo en L, es decir, e es cota superior del conjunto de todos lo a&tomos en
L y por lo tanto z(L) < e. O

Observacion 3.2.13. En el Lema 3.2.12 el elemento esencial ¢ € L es
arbitrario, asi que podemos concluir que z(L) es cota inferior del conjunto

de todos lo elementos esenciales de L, al cual denotaremos por E(L). Por lo
tanto z(L) < N\ E(L).

Teorema 3.2.14. Si L es compactamente generada y modular, entonces

2(L) = N B(L).

Demostracion. Se tiene, por la Proposiciéon 2.2.9 y el Corolario 3.1.14, que
L es seudo-complementada. Por la Observacion 3.2.13, z(L) < A E(L). Va-
mos a probar la otra desigualdad.

Denotamos por s = A E(L) y veamos que s/0 es complementada. Sean
a € s/0y ¢ € L seudo-complemento de a en L entonces , por el Corola-
rio 3.1.16, a V ¢ es esencial en L, luego s < a V ¢, entonces
(i)0<aA(cAs)<aAc=0,esdecir,aA(cAs)=0.

mod

(ii)aV(cAs) = (aVe)As=s.
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(i) v (ii) muestran que ¢ A s < s es complemento de a en s/0. Por lo tanto
s/0 es complementada, ademés s/0 es compactamente generada y modular
entonces, por el Lema 3.2.9, s/0 es generada por dtomos, en particular, s =

A\ E(L) es yunta de atomos en s/0 (a su vez, atomos en L) y por lo tanto
NE(L) < z(L). O

Corolario 3.2.15. Si L es compactamente generada y modular, entonces la
subreticula cociente z(L)/0 es complementada.

Demostracion. Como L es compactamente generada, entonces L es seudo-
complementada. Ahora, si a € 2(L)/0 y ¢ € L es seudo-complemento de a
en L entonces, por el Corolario 3.1.16, a V ¢ es esencial en L, luego por el
Teorema 3.2.14, z(L) = A E(L) < a V c. No es dificil ver que z(L) A ¢ es
complemento de a en z(L)/0 y por lo tanto z(L)/0 es complementada. [

Proposicion 3.2.16. Si L es completa y atdmica, entonces z(L) es elemento
esencial en L.

Demostraciéon. Vemos que z(L) A x # 0 para cada z € L — {0}. Sea z €
L — {0}, como L es atomica existe a € x/0 dtomo en L, entonces 0 < a < z.
Ademaés, por definicion de zoclo, a < z(L) y por tanto 0 < a < z(L) Az de
donde concluimos que z(L) A x # 0. O

Corolario 3.2.17. En una reticula compactamente generada, modular y ato-
mauca el zoclo es el menor elemento esencial de L.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.14, z(L) = A\ E(L) y por la Proposicion
3.2.16, z(L) es esencial en L, es decir, z(L) € F(L) y por lo tanto z(L) es el
menor elemento esencial de L. 4

3.3. Reticulas de Torsion

El Zoclo es una herramienta que nos sirve para saber si una reticula
contiene atomos, mas atun, nos indica hasta qué “altura” existen atomos en
una reticula. Lo cual nos lleva a pensar si existen reticulas para las cuales a
cualquier altura puedan encontrarse atomos. En la teoria de reticulas, a esta
propiedad se le llama torsion. En esta secciéon introducimos la nocién de reti-
cula de torsion, ademéas enunciaremos y demostraremos algunas condiciones
necesarias y suficientes para que una reticula tenga torsion.
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Definicion 3.3.1. Sea L una reticula con cero y uno. Diremos que L tiene
torsion o simplemente que es reticula de torsion si para cada a € L — {1}
la subreticula cociente 1/a tiene por lo menos un dtomo. Si para cada a €
L — {0} la subreticula cociente a/0 es infinita, entonces L se llama reticula
libre de torsion.

Observacion 3.3.2. Si L tiene torsion, entonces para cada a € L — {1} la
subreticula cociente 1/a tiene torsion.

Observacion 3.3.3. Una reticula L no tiene torsion si y sdlo si existe x €
L — {1} tal que 1/x es libre de torsion.

Proposicion 3.3.4. Toda reticula artiniana es de torsion.

Demostracion. Sea a € L —{1}. Si a < 1, entonces 1 es atomo en 1/a. Por
otro lado, si a 4 1, entonces existe x € L tal que a < x < 1 y por tanto
1/a — {a} # @ luego, como L es artiniana, existe a’ € 1/a elemento minimo
en 1/a, claramente a’ es atomo en 1/a. En cualquier caso 1/a tiene atomo y
por lo tanto L tiene torsion. Il

Lema 3.3.5. §i L es una reticula modular seudo-complementada que tiene
torsion, entonces L es atomica.

Demostraciéon. Sea a # 0. Veamos que a/0 tiene por lo menos un atomo.
Como L es seudo-complementada existe b € L elemento méximo respecto a
la propiedad a A b = 0, si suponemos b = 1 obtenemos: 0 =aAb=aAl=a,
una contardiccion y por lo tanto b # 1 luego, como L tiene torsion, 1/b tiene
al menos un atomo s € 1/b (i. e., b < s).

Se mostrard que a A s es atomo en a/0. Primero, notamos que a A s # 0
(pues de lo contrario, esto es, si a A s = 0, entonces b = s, ya que b es ma-
ximo con tal propiedad, lo cual contradice que b < s). Ahora, si x € L con
0 <z <aAs,entonces x < s luego, como b < s, b < bV x < s, sin embargo
b # bV x (pues de lo contrario, esto es, si b = bV z, entonces = < b luego,
como x < a,z <aAb=0 porlo que x = 0, pero esto contradice que 0 < z),

asi obtenemos b < bVz < sy como b < s se concluye que bV = s. Entonces,
mod

aNs=aAN(bVz) = (aAb)Vz=0Vz=2x Hemos probado que para cada
x € L, 0<x<aAsimplica que z = a A s, esto nos dice que a A s es ato-
mo en L, ademas es claro que aAs < a y por lo tanto a/A s es atomo en a/0. [

Una consecuencia del Lema 3.3.5 y de la Proposicion 3.2.16 se establece
a contuacion.
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Proposicion 3.3.6. Si L es modular seudo-complementada y tiene torsion,
entonces z(L) es elemento esencial en L.

Proposicion 3.3.7. Sean L modular continua superiormente y a € L. FEn-
tonces L es de torsion si y sdlo si 1/a y a/0 son subreticulas de torsion.

Demostracion.

[=] Es claro que 1/a tiene torsion. Veamos que a/0 tiene torsion. Sea = €
a/0 — {a}, por la Observacion 3.3.2, 1/x tiene torsion, ademas es claro que
1/z es seudo-complementada (pues es continua superiormente) y modular
entonces, por el Lema 3.3.5, 1/z es atomica, en particular, como = # a,
existe y € a/x atomo en 1/ que a su vez es atomo en a/x. Hemos probado
que para cada x € a/0 — {a} el cociente a/x tiene al menos un atomo y por
lo tanto a/0 tiene torsion.

[«<] Supongamos que para a € L fijo las subreticulas 1/a y a/0 tienen torsion.
Sea b € L — {1}, entonces

(i) Si a < b, tenemos que b € 1/a — {1} luego, como 1/a tiene torsion, 1/b
tiene al menos un atomo.

(ii) Si a £ b, entonces a Ab < a y por tanto a Ab € a/0 — {a} luego, como
a/0 tiene torsion, a/(a A b) tiene al menos un atomo. Ademads, como L es
modular, a/(a A b) = (aV b)/b, por lo que (a V b)/b tiene al menos un atomo
que a su vez es atomo en 1/b.

De (i) y (ii) concluimos que para cada b € L — {1}, 1/b tiene al menos un
atomo y por lo tanto L tiene torsion. U

Proposicion 3.3.8. Sean L modular y {a;}ic; € L una familia tal que
a = \,c;ai. Si para cada i € I la subreticula a;/0 tiene torsion, entonces
a/0 tiene torsion.

Demostraciéon. Sea b € a/0 — {a}. Notamos que existe k € [ tal que
ar, £ b (pues de lo contrario, esto es, si para cada i € I, a; < b entonces
b < a = Vie[ a; < b una contradiccion), entonces b A ar < ay, esto es,
bAap € a,/0 — {ax} luego, como ax/0 tiene torsion, ag/(b A ay) tiene al
menos un atomo. Ademas, como L es modular, a;/(b A ax) = (bV ax)/b, por
lo que (bV ay)/b tiene al menos un atomo que a su vez es atomo en a/b. [

Teorema 3.3.9. Si L es modular, neteriana y tiene torsion, entonces L es
artiniana.
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Demostraciéon. Consideremos A = {z € L|z/0 es artiniana}, es claro que
0 € Ay por tanto A # & entonces, por ser L neteriana, existe a € A ele-
mento maximo.

Vamos a probar que a = 1 de donde concluiremos que a/0 = 1/0 = L es
artiniana. Procedemos por contradiccién suponiendo a # 1 entonces, como
L tiene torsion, existe b € 1/a atomo en 1/a, es decir, a < b.

Afirmamos que b/0 es artiniana. Primero note lo siguiente:

(i) Sice Lestal que c <by c<£ a, entonces aVe=Db.
En efecto, como ¢ £ a entonces a < a V¢, ademas a < by ¢ < b, luego
aV c < b. Finalmente, como a < aVc < by a < b, obtenemos aV c=>.

(ii) Si ¢,¢ € L son tales que ¢ < ¢/, ¢ < b, ¢ <b, ¢ £ aycd £ a, entonces
dNa<cAa.
En efecto, por (i) se tiene que a V¢ = b = a V ¢, ademés es claro que
aAc < aA e, sin embargo, si suponemos a A ¢ = a A ¢ entonces, por mo-
dularidad y el Teorema 1.3.7, se tiene ¢’ = ¢ una contradicciéon. Por lo tanto
aNcd <aAlec.

Ahora, sea ¢y > ¢y > -+ > ¢, > -+ una sucesion decreciente en b/0. Supon-
gamos que para cada n € N*, ¢, £ a entonces, por (ii), a A cpp1 < a A ¢y
para cada n € N* luego {a A ¢, }nen< € a/0 no es estacionaria, pero esto
contradice que a/0 es artiniana. Por tanto debe existir k& € N* tal que ¢ < a
y como a/0 es artiniana, entonces {c, },en+ €s estacionaria.

Hemos probado que b/0 es artiniana, es decir, b € A, ademés a < b lo cual
contradice que a es elemento maximo de A. Il

La contrucciéon del zoclo en una reticula L con cero proporciona una
cadena que comienza en cero, luego consideramos a z(L) en seguida z(1/z(L))
y asi sucesivamente. Mas concretamente tenemos:

Definicion 3.3.10. Sea L una reticula con cero. Se define la serie de
Loewy asociada a L como sigue: zo(L) = 0, z,(L) = z(L) y para un or-
dinal arbitrario o, z,41(L) = z(1/2,(L)). Si o es ordinal limite, entonces

26(L) =V oy 2a(L).
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Observacion 3.3.11. Dada una reticula con cero L, se cumple que zo(L) <
7(L) < ---zy(L) < zpa(L) < ---. Ademds, existe un ordinal o tal que
25(L) = 24(L) para cada o > o, ademds |o| < |L|.

Definicion 3.3.12. Al minimo ordinal o tal que z,(L) = zo41(L) = -+ le
llamaremos longitud de Loewy de L.

Proposicion 3.3.13. Sea L una reticula modular. La reticula L tiene torsion
si y solo si existe un ordinal o tal que z,(L) = 1.

Demostracion.

[=] Como L tiene torsion, entonces para cada ordinal « la subreticula co-
ciente 1/z,(L) contiene atomos y por tanto z,(L) < z4+1(L). Entonces la
serie de Loewy de L es estrictamente creciente por lo cual debe alcanzar a 1,
es decir, existe un ordinal o tal que z,(L) = 1.

[«<] Usaremos induccién transfinita.
[CASO: o = 0] En este caso se tiene que 0 = zo(L) = 1, es decir, L = {0}.
Por lo tanto L tiene torsion.

[CASO: sucesor| Supongamos que el enunciado es verdadero para o y vea-
mos que también lo es para el sucesor de 0. Supongamos que z,,1 = 1 y sea
r € L—{1} (i. e.,, z < 1). Sabemos que z,(L) < z,41(L), entonces:

(I) Si z,(L) = z,41(L) = 1 se tiene, por hipotesis de induccion, que L tiene
torsion.

(IT) Si z,(L) < zy4+1(L), abrimos los siguientes casos:

(i) [r < z,(L)]. Si & < z,(L) entonces, por hipotesis de indiccion, L tiene
torsion y por tanto 1/x tiene atomos. Si x = z,(L), entonces 1 = z,41(L) &
2(1/2,(L)) = z(1/x) y por tanto 1/z tiene dtomos.

(ii) [z £ 2,(L)]. En este caso tenemos z A 2,(L) < z y 2 A z,(L) < z,(L).
Si x A z,(L) < z,(L) entonces, por hipotesis de induccion, z,(L)/(x A z,(L))
tiene atomos, ademas z,(L)/(x A z,(L)) £ (x V zy(L))/x y por lo tanto
(x V z,(L))/x tiene atomos, a su vez, atomos en 1/x.

Si z,(L) = x A z,(L) < z, debe exitir ag € 1/z,(L) atomo en 1/z,(L) tal que
ap £ x, ya que de lo contrario, esto es, si para cada a € 1/z,(L) atomo se
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cumple que a < z, entonces 1 = z,1(L) &of 2(1/2,(L)) < x < 1 una contra-

diccion. Luego, como ay £ z, se tiene que z A ag < ag, ademés z,(L) <z y
2,(L) < ag, entonces z,(L) < x Aag < ag y por tanto z,(L) = = A ag. Final-

mod

mente, como {ag, z,(L)} = ao/2,(L) = ao/(x A ag) "= (ag V x)/z, entonces
(ap V x)/x tiene un atomo, que a su vez es atomo en 1/x.

En cualquier caso 1/z contiene al menos un atomo y por lo tanto L tiene
torsion.

[CASO: limite| Supongamos que el enunciado es verdadero para cada o < &
cuando o es ordinal limite y veamos que también lo es para o. Supongamos

que 1 = z,(L) oo Vaco 2a(L) y sea z < 1.

(I) Si existe o < o tal que z < z,,(L) se tiene que:

(i) Cuando = < z,,(L), por hipotesis de induccion, z,,(L)/x tiene atomos, a
su vez, atomos en 1/x.

(ii) Cuando x = z4,(L) es claro que para cada 1 > 0o, T = 24,(L) < 2,(L)
(pues la serie de Loewy es no decreciente) entonces, por hipotesis de induc-
cién, z,(L)/x tiene dtomos, a su vez, atomos en 1/z.

(II) Si para cada o < o se cumple que x £ z,(L) entonces, para cada o < o se
tiene que T A2y (L) < xy 2 A zo(L) < 24(L). Sin embargo debe existir ap < o
tal que 24, (L) £ @ (i. €., TAzay (L) < 240 (L)), pues de lo contrario, esto es, si
para cada o < 0 se cumple que z,(L) < x, entonces 1 = \/__ 2z, (L) <z <1
una contradicién. Entonces, por hipétesis de induccion, z,,(L)/(z A 24y (L))

mod
tiene atomos, ademas z,,(L)/(z A zao(L)) = (2 V 24,(L))/x y por tanto
(xV zao(L))/z tiene atomos, a su vez, atomos en 1/z.

En cualquier caso 1/ contiene al menos un atomo y por lo tanto L tiene
torsion. U

Definicion 3.3.14. Sea L una reticula con cero y uno. Un elemento a € L
se llama elemento de torsion de L si la subreticula a/0 tiene torsion.

Notacion 3.3.15. Sea L una reticula con cero y uno. Denotaremos por T'(L)
al conjunto de todos los elementos de torsion de L.
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Como consecuencia de la defincién de elemento de torsion tenemos:

Observacion 3.3.16. Sea L reticula con cero y uno. Entonces, x € T(L) si
y sdlo si para cada a € L, con a < z, si z(x/a) = a, entonces x = a. Ademds
es claro que todo dtomo de L es elemento de torsion de L.

Lema 3.3.17. Sea L una reticula modular, seudo-complementada con cero
y uno. Sean a,b € L, se cumple que:

(T1) Sib<avyaecT(L), entoncesb € T(L) y a/b tiene torsion.
(T2) Sib<a,beT(L)ya/b tiene torsion, entonces a € T(L).
(T3) Si{ai}ier CT(L), entonces \/,.;a; € T(L).

Demostracion. Las propiedades (T1) y (T2) son consecuencia de la Propo-
sicion 3.3.7 y (T3) es consecuencia de la Proposicion 3.3.8. U

Definicion 3.3.18. Sea L una reticula con cero y uno. Al supremo de T'(L)
le llamaremos parte de torsion de L y lo denotaremos por t(L).

Observacion 3.3.19. Si L tiene cero y uno entonces, por la Observacion
3.8.16 y por definicion de parte de torsion de L, se tiene que z(L) < t(L).

Proposicion 3.3.20. Si L es modular y completa, entonces T(L) es un ideal
principal, mds aun, T(L) = t(L)/0.

Demostracion. Por un lado, si a € T(L) es claro que a < t(L) y por tanto
a € t(L)/0. Por otro lado, si a € t(L)/0, entonces a < t(L), ademas, por
(T3), t(L) € T(L) y por tanto a/0 tiene torsion, es decir, a € T'(L). Por lo
tanto T'(L) = t(L)/0 que claramente es ideal principal. O

Proposicion 3.3.21. Sea L modular y completa. Entonces z(L) = 0 si y
solo si t(L) = 0.

Demostracion.
[=] Si z(L) = 0 entonces para cada x € L la subreticula cociente x/0 no
tiene dtomos, asi que para cada x € L, x/0 no tiene torsion, luego T'(L) = &
y por lo tanto t(L) =\/T(L) =\/ @ = 0.

[«<] Si t(L) = 0 entonces, como z(L) < t(L), se tiene que 0 < z(L) < ¢(L)
0, es decir, z(L) = 0.

O
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Observacion 3.3.22. Sea L completa y modular. Si ¢ € L satisface que
t(1/c) = ¢, entonces t(L) < c.

Demostracion. Basta mostrar que ¢ es cota superior de T'(L). Seaa € T'(L).
Como t(1/c) = ¢ entonces, por la Proposicion 3.3.21, tenemos z(1/c) = ¢,
es decir, 1/c no tiene atomos y por tanto (a V ¢)/c no tiene atomos, ademés

mod
(aVe)/e = af(aNc), luego a/(a A c) no tiene dtomos. Finalmente, como a
es elemento de torsion y a/(a A ¢) no tiene dtomos, se concluye que a Ac = a,
es decir, a < c. [l

Proposicion 3.3.23. Sea L una reticula modular y completa. St o es la
longitud de Loewy de L, entonces z,(L) = t(L).

Demostracion. Como los zoclos forman una cadena no decreciente, enton-
ces 2,(L) =\ <, 2a(L).

Vamos a garantizar primero que z,(L) < t(L) para lo cual basta mostrar que
2o(L) < t(L) para cada a < o, es decir, basta mostrar que z,(L) € T(L)
para cada a < 0. Procedemos por induccion sobre la longitud de Loewy de
L. Para o = 0 tenemos, por definicion, zo(L) = 0 = z;(L) = z(L) entonces,
por la Proposicion 3.3.21, se tiene 0 = ¢(L) € T'(L). Supongamos que el enun-
ciado se satisface para o y veamos que también se satisface para el sucesor
de 0. Supongamos que L tiene longitud de Loewy o + 1y sea z < z,1(L).
Veamos que z,.1(L)/x tiene d&tomos. Abrimos dos casos:

(i) Si z,(L) % z, entonces z,(L) A < z,(L), asi que, por hipotesis de

induccion, (z,(L) A z)/z,(L) tiene atomos; y como z,(L)/(z5(L) A z) £
(25(L) V x)/z se concluye que z,,1(L)/x tiene dtomos.

(i) Si z,(L) < 2. Notamos que z,11(L) = 2(1/2,(L)) < t(1/2,(L)) luego
2541(L) /2, (L) tiene torsion y por lo tanto, ya que 2z,(L) < x < z,11(L), se
concluye que z,41(L)/x tiene atomos.

Ahora veamos que t(L) < z,(L). Como o es la longitud de Loewy se cumple
que z,(L) = z,41(L) = 2(1/2,(L)) entonces, por la Proposicion 3.3.21, se
tiene t(1/2,(L)) = z,(L). Finalmente, por la Observacion 3.3.22, tenemos
t(L) < z,(L). O

Proposicion 3.3.24. En una una reticula modular y completa, L, se cumple
que t(1/t(L)) = t(L).
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Demostracion. Gracias a la Proposicion 3.3.21 basta mostrar que z(1/t(L)) =
t(L), es decir, 1/t(L) no tiene atomos.
Procedemos por contradiccion suponiendo que b € 1/t(L) es atomo en 1/t(L).
Afirmamos que b/0 es subreticula de torsion, en efecto, sea a < b y veamos
que b/a tiene dtomos. Como ¢(L) < b podemos distinguir dos casos:
(i) [@ < t(L)]. Si @ = t(L) entonces b es atomo en b/a. Por otro lado, si
a < t(L) entonces, como t(L) es elemento de torsion, t(L)/a tiene adtomos
que a su vez son atomos en b/a.

a £ t(L)]. En esta caso t(L) < a V(L) < b; y como t(L) < b, entonces
aVt(L) =b. Notamos que t(L)/(an ( )) tiene atomos, pues t(L) es elemento

de torsion, ademas t(L)/(a A t(L )) (a t(L))/a =b/ay por lo tanto b/a
tiene atomos.

Nuestra afirmacion garantiza que b € T(L) y por lo tanto b < \/T(L) =
t(L) < b una contradiccion. O

Definicion 3.3.25. Diremos que una reticula L satisface la condicion del
zoclo restringido (para abreviar CZR) si para cada b € L — {1} elemento
esencial en L la subreticula cociente 1/b tiene al menos un dtomo.

Proposicion 3.3.26. Sea L una reticula dtomica y modular. Entonces L
tiene torsion si y solo si L satisface CZR.

Demostracion.

[=] Se sigue por definiciéon de reticula de torsion.

[«<] Sea b € L — {1}. Veamos que 1/b tiene dtomos. Podemos distinguir dos
casos:

(1) b es esencial en L. En este caso CZR garantiza que 1/b tiene al menos un
atomo.

(ii) b no es esencial en L. En este caso existe a € L, con a # 0, tal que
bAa = 0. Como L es atomica, se tiene que a/0 = a/(b A a) tiene dtomos,

mod
ademas a/(bAa) = (bVa)/by por lo tanto 1/b tiene dtomos. O

Proposicion 3.3.27. Sea L una reticula compactamente generada, modular
y que satisface CZR. Son equivalentes:

(1) e € L es esencial en L.

(2) z(L) < ey l/e tiene torsion.
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Demostracion.

[(1) = (2)] Si e es esencial en L entonces, por el Lema 3.2.12, 2(L) < e.
Ahora veamos que 1/e tiene torsion. Sea a € 1/e — {1}, es claro que a es
elemento esencial de L entonces, por CZR, la subreticula cociente 1/a tiene
atomos. Por lo tanto 1/e tiene torsion.

[(2) = (1)] [Por contradiccion| Supongamos que e no es esencial en L en-
tonces existe a € L — {0} tal que e A a = 0. Notamos que 1/e es modular
y seudo-complementada, ademds, por hipdtesis, 1/e tiene torsion entonces,

por el Lema 3.3.5, 1/e es atomica luego (e V a)/e tiene dtomos. Ademas,
mod

(evVa)/e = af(e Na)=a/0y por lo tanto a/0 tiene atomos.
Finalmente, si a’ € a/0 es atomo en a/0 entonces, como a’ < z(L), a’ <a'y
2(L) < e, setiene 0 < o' =a’ A 2(L) < aAe=0 una contradiccion. O

Corolario 3.3.28. Sea L una reticula compactamente generada que satisface
CZR. Son equivalentes:

(1) ¢ € L es seudo-complemento de b en L.
(2) bAc=0ybVc es esencial en 1/c.
(3) bAc=0, z(L) <bVeyl/(bVc) tiene torsion.

Demostracion.
[(1) & (2)] Es consecuencia de la Proposicion 3.1.15.
[(3) & (3)] Lo garantiza la Proposiciéon 3.3.27. O

Definicion 3.3.29. Sea L una reticula. a € L se llama elemento libre de
torsion en L si no tiene elementos que lo cubran.

Observacion 3.3.30. Si L es una reticula con uno, es claro que 1 € L es
libre de torsion en L.

Lema 3.3.31. Sean L reticula modular con cero y uno; y x,y,z € L, enton-
ces:

(1) Sixz e T(L), zVy<zuyz/y no contiene adtomos, entonces x < y.
(2) SixzeT(L) ey es elemento libre de torsion, entonces x < y.

(3) SixeT(L)yx <y, entoncesy € T(L).
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Demostracion.

[(1)] [Por contradiccion| Supongamos que x £ y, entonces Ay < & y como
mod
x € T(L) se tiene que x/(x Ay) tiene atomos, ademas z/(x Ay) = (zVy)/y

y por tanto z/y tiene atomos lo cual contradice la hipotesis.

[(2)] Es claro que zVy < 1y 1/y no tiene atomos (pues y es libre de torsion)
entonces, aplicando (1) para z = 1, se tiene z < y.

[(3)] Vamos a probar que para cada a € L, con a < y, si y/a no tiene atomos
(i. e, z(y/a) = a), entonces a = y. Lo cual equivale a que y € T(L) (ver la
Observacion 3.3.16).

Sea a < y y supongamos que y/a no tiene atomos. Es claro que x € T(L),
xVa <yyy/ano tiene dtomos entonces, por (1), z < a. Si x = a, entonces
y/a =y/x y como x < y se tiene que y/a tiene atomo, pero esto contradice
nuestra hipotesis y por lo tanto x < a. Finalmente, z < a <y y como x < v,
se concluye que a = y. O

Proposicion 3.3.32. Sea L una reticula modular completa. Si A C L es un
conjunto de elementos libres de torsion en L, entonces |\ A es elemento libre
de torsion en L.

Demostraciéon. Supongamos que /A A no es libre de torsiéon en L, entonces
existe s € L tal que AA < s. Sea a € A, es claro que ANA < a (i. e,
a=aV(/\A)), ademas, como A\ A < sy L es modular, se tiene que a =
aV (N A) <aVs (ver la Proposicion 1.3.15), pero a es libre de torsion en L
y por lo tanto a = a V s, esto es, s < a. Lo anterior muestra que s es cota
inferior de A y por tanto s < A A, finalmente s < A\ A < s una contradiccion.
O

Lema 3.3.33. En una reticula modular completa existe un elemento que es
el mayor de los elementos de torsion y a la vez el menor de los elementos
libres de torsion.

Demostracion. Sea t el supremo del conjunto de todos los elementos de
torsion; por (T3), el elemento ¢ es de torsion y por lo tanto, al ser un supremo,
es el mayor de los elemento de torsion. Sea a el infimo del conjunto de todos
los elementos libres de torsién; por la Proposicion 3.3.32, el elemento a es
libre de torsion y por lo tanto, al ser un infimo, es el menor de los elementos
libres de torsion. Ademas, por el Lema 3.3.31 (2), se tiene ¢t < a.
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Si t < a entonces, como a es el menor de los elementos libres de torsion, el
elemento ¢ no es libre de torsion, asi que existe ¢’ tal que t < t'; y como t es de
torsion entonces, por Lema 3.3.31 (3), se tiene que t' es de torsion, pero esto
contadice que t es el mayor de los elemento de torsion. Por lo tanto t = a. [

Teorema 3.3.34. Para cada elemento a de una reticula modular completa,
existe un menor elemento libre de torson t(a) > a. Mds ain, t(a)/a es reticula
de torsion.

Demostraciéon. Tomemos un elemento a. Por el Lema 3.3.33 existe t(a) el
menor de los elementos libres de torsion de la subreticula cociente 1/a. Por
lo tanto #(a) es el menor de los elementos libres de torsion y t(a) > a.

Ademas es claro que t(a) es el menor de los elementos libres de torsion para la
subreticula cociente t(a)/a, lo que implica que para cada = € t(a)/a— {t(a)}
existe y € t(a)/a tal que x < y, es decir, x/t(a) tiene atomo. Por lo tanto
t(a)/a tiene torsion. O

Como consecuencia del Teorema 3.3.34 y el Lema 3.3.5 obtenemos:

Corolario 3.3.35. Sea L continua superiormente y modular. Entonces para
cada a € L la subreticula cociente t(a)/a es atomica.

Proposicion 3.3.36. Si L es modular continua superiormente y a,b € L,
entonces t(a Ab) = t(a) At(b).

Demostraciéon. Es evidente que t(a) y t(b) son elementos libres de torsion
en la subreticula cociente 1/(a A b), ademas, por el Teorema 3.3.34, t(a A b)
es el menor de los elementos libres de torsion de la subreticula 1/(a A b) y
por lo tanto t(a A b) < t(a) At(b).

Ahora veamos que t(a) At(b) < t(a Ab). Consideremos X = {x € Lla <z <
t(a),x Ab < t(a A b)} ordenado por restriccion, es claro que b € X y por
tanto X # @. Sea C' C X una cadena, notamos que a < \/C < t(a) y, por
la continuidad superior, (\/ C) Ab = \/ co(c Ab) < t(a Ab) y por lo tanto
\/ C € X. Lo anterior muestra que toda cadena en X tiene cota superior en
X entonces, por el Lema de Zorn, existe m € X elemento maximo.

Como m € X se cumple que a < m < t(a) y m Ab < t(a Ab). Afirmamos
que m = t(a), para mostrar esto procedemos por contradiccion suponiendo
m # t(a) lo que implica que m < t(a), luego, como t(a)/a es de torsion
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y m < t(a), existe m’ € t(a)/a tal que m < m' entonces, por modulari-
dad, se tiene m Ab < m’ Aby por lo tanto, nuevamente por modularidad,
tlanb) = (mAb)Vtlanb) 2 (m' Ab)Vt(aAb), perot(a Ab) es elemento
libre de torsion, asi que t(a A b) = (m' Ab) V t(a Ab) lo cual equivale a que
m' Ab < t(a ADb), finalmente a < m’ < t(a) y m' Ab < t(a Ab), es decir,
m' € X, con m < m/, lo cual contradice la maximalidad de m. Por lo tanto
m = t(a). Asi obtenemos que t(a) Ab < t(a ADb).

Sea Y = {y € LIb <y < t(b),tla) Ny < tla ANb)}, es claro que b €
Y y por tanto Y # &. Un argumento similar al anterior muestra que Y
tiene un elemento méaximo que necesariamente es t(b), obtenemos con ello la
desigualdad requerida, t(a) A t(b) < t(a A D). O

Definicion 3.3.37. En una reticula con cero, L, un elemento ¢ € L se llama
ciclo de L si la subreticula cociente ¢/0 es neteriana y distributiva.

Observaciéon 3.3.38.

(1) Como toda subreticula de una reticula neteriana y distributiva es ne-
teriana y distributiva, entonces toda cota inferior de un ciclo es un
ciclo.

(2) Sabemos que todo elemento neteriano en una reticula continua supe-
riormente es compacto (ver la Proposicion 2.2.14), asi que, en una
reticula continua supertormente todo ciclo es compacto.

(3) Si0 < a, entonces a/0 = {0,a} es claramente neteriana y distributiva,
por lo tanto todo dtomo en una reticula es un ciclo.

abemos que toda reticula modular, neteriana y de torsion es artiniana

4) Sab toda reticul dul teri de torsio ting
y por tanto de longitud finita (ver Teorema 3.3.9 y Teorema 2.3.15),
entonces todo ciclo que es elemento de torsion tiene longitud finita.
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Conclusion

Las reticulas son muy efectivas para el estudio de las propiedades de nu-
merosas estructuras algebraicas pues las técnicas reticulares nos permiten
desprendernos de las operaciones internas del objeto algebraico en cuestion
y con ello proveen de otro enfoque para su analisis.

Ademas, al trabajar con la relaciéon de orden de una reticula de un objeto
algebraico resulta natural tratar de describir a tal objeto en términos de sus
subobjetos y de como estos estan ordenados, cuando esto se logra obtenemos
numerosas herramientas para clasificar al objeto algebraico.

La dualidad que presentan las reticulas de ser a la vez conjuntos orde-
nados y algebraicos, habla de la estrecha relacién entre operaciones y es-
tructuras, las cuales son mutuamente dependientes. Finalmente, al abstraer
las propiedades esenciales del orden, las reticulas son ideales para estudiar
subestructuras comunes a los objetos algebraicos, como el zoclo, el cual es
util para la clasificacion de la reticula de alguna estructura algebraica.

Por lo tanto las reticulas merecen un lugar central en el estudio del Alge-
bra, pues constituyen un aspecto esencial de sus objetos.
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