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Efectos de Dispersion Espacial en Sistemas Metalodieléctricos Periodicos

Resumen

Se presenta un estudio tedrico de los efectos de la dispersién espacial y de tamafio en
la estructura de bandas fotdonicas de sistemas metalodieléctricos periédicos unidimension-
ales (superredes). En el estudio, la relacién no local entre la densidad de corriente y el
campo eléctrico dentro de las capas metalicas de la superred se determina en el marco del
formalismo de la ecuacién cinética de Boltzmann. Se considera un componente dieléctrico,
caracterizado por una funcién dieléctrica resonante local (independiente del vector de onda),
la cual se modela aqui con un oscilador de Lorentz. Después de resolver las ecuaciones de
Maxwell para los campos electromagnéticos en cada capa de la superred y aplicar las condi-
ciones de frontera junto con el teorema de Bloch, se obtiene una expresién analitica para la
relacion de dispersién foténica en términos de las impedancias superficiales en las interfaces
de las capas metalicas y dieléctricas. Debido a la gran diferencia entre las permitividades
de los componentes metalico y dieléctrico, la estructura de bandas fotonicas exhibe bandas
de paso planas que se asocian a resonancias de Fabry-Perot en las capas dieléctricas. Hay
una banda prohibida debido a la existencia de la brecha polariténica. Otra diferencia fun-
damental con la situacién ordinaria, cuando el dieléctrico tiene una relacién de dispersién
lineal del fotén, consiste en que en el caso de un material polar las resonancias de Fabry-
Perot estan dadas por la relacién de dispersion no lineal del polaritéon. Los resultados se
comparan con las predicciones del modelo de Drude-Lorentz para la permitividad, depen-
diente de la frecuencia, del metal. Se encontré que el efecto no local sobre las bandas de
resonancia Fabry-Perot es fuerte si sus correspondientes frecuencias estdn en el intervalo
donde la diferencia entre las impedancias en ambas superficies metalicas, predichas por los
formalismos local y no local, es maxima. Se presenta un método de homogenizacién que
permite calcular la permitividad efectiva no local para una superred metalodieléctrica sin
restriccion sobre la magnitud del vector de onda. Se muestra como la respuesta dieléctrica
no local puede cambiarse por una respuesta metamaterial no local, de tal manera que el
sistema homogeinizado exhiba una respuesta magnética incluso cuando los componentes no
sean inherentemente medios magnéticos. Los parametros efectivos derivados de la respuesta
dieléctrica efectiva no local o de la respuesta metamaterial permiten recuperar la dispersion

fotonica en toda la primera zona de Brioullin.



Spatial Dispersion Effects in Periodic Metalodielectric Systems

Abstract

A theoretical study of the spatial-dispersion and size effects upon the photonic band struc-
ture of one-dimensional periodic metallodielectric systems (superlattices) is presented. In
the study, the nonlocal relation between the electric current density and the electric field in-
side the metal layers is determined within the formalism of the Boltzmann kinetic equation.
The dielectric component is assumed to be characterized by a local (independent of the
wave vector) resonant dielectric function, which is here modeled with a Lorentz oscillator.
After solving Maxwell equations for the electromagnetic fields in each superlattice layer and
applying the boundary conditions together with the Bloch theorem, an analytic expression
for the photonic dispersion relation in terms of the surface impedances at the interfaces of
the metal and dielectric layers is obtained. Due to the large difference between the permit-
tivities of the metal and dielectric components, the photonic band structure exhibits flat
pass bands associated with Fabry-Perot resonances in the dielectric layers. There is also
a wide stop band because of the existence of the polaritonic gap. Another fundamental
distinction from the ordinary situation, when the dielectric possesses a lineal photon dis-
persion, consists in the fact that the Fabry-Perot resonances in the case of a polar material
are defined by the nonlinear polariton dispersion. The results are compared with the pre-
dictions of the Drude-Lorentz model for the frequency-dependent metal permittivity. It is
found that the nonlocal effect on the Fabry-Perot resonance bands is strong if their cor-
responding frequencies are in the interval where the difference between the impedances at
both metal surfaces, predicted by the nonlocal and local formalisms, is maximal. At last,
a homogenization method, allowing us to calculate the nonlocal effective permittivity for
a metallodielectric superlattice without restriction on the magnitude of the wave vector of
the electromagnetic mode. Besides, it is shown how the nonlocal dielectric response can be
changed by a nonlocal metamaterial one, so that the homogenized system exhibits a mag-
netic response even when the components are not inherently magnetic media. The effective
parameters, given by the nonlocal dielectric response or the metamaterial one, permit to

recover the photonic dispersion within the whole first Brioullin zone.
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Capitulo 1

Introduccion

En las dltimas tres décadas se han investigado activamente los materiales artifi-
ciales conocidos como cristales fotonicos. Estos materiales estan compuestos, generalmente,
por dieléctricos arreglados de manera regular, es decir, periédica. A diferencia de los cristales
naturales que tienen periodicidad estructural igual a la del potencial atémico, los cristales
fotonicos tienen una variacién periddica de su permitividad dieléctrica con periodo com-
parable con la longitud de onda A de la luz [1,2]. El interés por los cristales fot6nicos
estd intimamente ligado a la posibilidad de controlar de manera efectiva la propagacion de
ondas electromagnéticas dentro de ellos y, en particular, a la formacién de una estructura
de bandas espectrales que dependa no sélo del tipo de arreglo periédico, sino también de la
clase de inclusiones dentro de la celda unitaria.

En los ultimos anos se ha retomado la investigacién de estructuras periddicas
que contengan metal o semiconductor en calidad de uno de los elementos de la celda ele-
mental. Esta direccién de investigacién abre la posibilidad real de fabricar materiales con
propiedades 6pticas predeterminadas. Sorprendentemente, este tipo de materiales exhiben
un comportamiento extraordinario y se conocen actualmente también como metamateriales.
Sus propiedades dpticas (en general, electromagnéticas) resultan cualitativamente distintas
de las de sus materiales constituyentes ya que provienen de su estructura periédica y del
alto contraste dieléctrico. En esta direccién se han llevado a cabo numerosos trabajos en
los cuales se han descubierto propiedades verdaderamente novedosas como lo es el indice
de refracciéon negativo de los metamateriales llamados “izquierdos”. Como se muestra en
el trabajo de V. Veselago [3], esta propiedad original es una consecuencia de la interaccién

de ondas electromagnéticas con un material cuya permitividad dieléctrica € y permeabili-
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dad magnética p son simultdneamente negativas. Veselago les di6 el nombre de izquierdos
porque el vector de onda es antiparalelo al producto cruz usual de “la mano derecha” de
los campos eléctrico y magnético.

Los materiales con € y p negativos no son faciles de encontrar entre los materiales
existentes en la naturaleza por la razén de que las resonancias, asociadas a la generacion
de polarizaciones eléctricas, producen € < 0 en frecuencias muy altas, i.e. en frecuencias
épticas para los metales, y en la regién de tera Hz (THz) al infrarrojo (IR) para los semi-
conductores y dieléctricos. Por otro lado, las resonancias de sistemas magnéticos ocurren
tipicamente en frecuencias mucho menores, claramente por debajo de la region de THz e
IR. En los anos 90, los investigadores comenzaron a indagar la posibilidad de disefiar ma-
teriales artificiales con respuesta electromagnética ”a la medida”. Para formar el material
artificial se crea un arreglo periédico de elementos disenados de tal manera que exhiban una
respuesta fuerte a los campos electromagnéticos aplicados. Si el tamano (r) y el espacio (s)
entre los elementos es mucho menor que la longitud A de la onda electromagnética (r < A,
s < \), entonces la radiacién incidente no puede distinguir entre el arreglo de elementos y
un material homogéneo. En este caso se puede reemplazar conceptualmente el compuesto
heterogéneo por un material homogéneo descrito con los pardametros materiales efectivos
€ef ¥ Mef- A frecuencias no muy altas, los conductores son excelentes candidatos para ser
utilizados como componentes de los materiales artificiales debido a su fuerte respuesta a
los campos electromagnéticos. En los trabajos [4,5], J. B. Pendry y colegas propusieron
una variedad de estructuras que formarian los metamateriales magnéticos. Esas estructuras
estan compuestas de espiras o tubos de conductor con una brecha insertada y forman parte
de metamateriales con respuesta efectiva (g¢f ¥ fof Negativos) en un rango amplio [5]. Estos
metamateriales refractan la luz con un angulo negativo, es decir, los haces refractado e
incidente se encuentran del mismo lado respecto a la normal a la superficie. Es interesante
comentar que un indice de refraccién negativo bien definido no es necesariamente un pre-
rrequisito para el fendémeno de refraccion negativa. En verdad, utilizando cristales foténicos
se pueden realizar muchas relaciones de dispersion nuevas, incluyendo rangos en los cuales
la frecuencia tiene una dispersion negativa en funcion del vector de onda como se requiere
en el fenémeno de refraccién negativa. Utilizando cristales foténicos se ha observado el
fenémeno de enfocamiento igual al predicho para materiales de indice negativo [6,7].

Cabe mencionar que en todas las investigaciones tedricas que se han comentado,

el componente metélico o semiconductor de la estructura periddica se describe en el marco
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de un modelo bastante burdo y simple. A saber, se supone que la permitividad dieléctrica
es ya sea infinita o se describe con la férmula clasica de “relajacién” que se deriva de
la teorfa de Drude-Lorentz (vea, por ejemplo, [4]). Esta tultima toma en cuenta sélo los
efectos de dispersion de frecuencia y no considera en absoluto la dispersiéon espacial. Es
evidente que tal modelo es adecuado solamente en compuestos cuyos constituyentes son
elementos suficientemente masivos, y de ninguna manera se puede aplicar en los objetos de
investigacién modernos y de gran perspectiva: micro- y nanoestructuras. Actualmente la
creacion de nuevos metamateriales con estructura micro- y nano-periédica es una direccién
prioritaria de la tecnologia de los cristales foténicos. Para esto se requiere de la realizacion de
nuevas investigaciones experimentales en tales materiales y la creacién de modelos tedricos
adecuados para la descripcion de sus propiedades electromagnéticas y épticas. La tultima
parte (la tedrica) de este problema debe basarse en los siguientes puntos.

A. En las microestructuras cldsicas es necesario considerar la dispersién espacial
en la conductividad electrénica, la cual conduce a la apariciéon de efectos de tamano cldsicos
y al efecto de pelicula anémalo en los elementos metélicos y semiconductores de la celda
primitiva [5].

B. La gran mayoria de los trabajos tedricos sobre el efecto de tamano se relacionan
con la situacién estatica y por eso no permiten utilizar sus resultados en el rango de altas
frecuencias de radio-ondas. Esto significa que para la descripcién de la éptica de los micro-
y nanomateriales se requiere de la creacion de una teoria nueva del efecto de tamano clasico
de alta frecuencia.

C. Es evidente que en las situaciones consideradas la concepcién ampliamente
aceptada de los pardametros efectivos requiere de una justificacién especial.

Con el fin de contribuir al desarrollo de este campo de la fisica de materiales, la
presente tesis tiene como Objetivo General:

Investigar tedricamente el efecto de la dispersion espacial y de tamano en las

propiedades electromagnéticas de estructuras metalodieléctricas.

En particular, se logré alcanzar las metas especificas que habian sido planteadas

en el protocolo del trabajo de tesis doctoral:

1. Investigar el efecto de la dispersiéon espacial en la propagaciéon de ondas electro-

magnéticas a través de estructuras metalodieléctricas unidimensionales (superredes).

2. Estudiar del efecto de tamano clasico en la propiedades electromagnéticas de estruc-
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turas metalodieléctricas.

3. Resolver el problema de parametros efectivos para estas estructuras bajo las condi-

ciones de dispersién espacial.

A fin de describir en detalle la investigacion tedrica realizada y analizar con pro-
fundidad los resultados obtenidos, la parte restante de esta tesis se ha organizado de la
siguiente manera.

En el Capitulo 2 se presenta una revision de los efectos asociados a la dispersion
espacial en dieléctricos, metales, semiconductores, y cristales foténicos. Primeramente, se
presentan las expresiones generales para la respuesta dieléctrica no local de medios tanto
conductores como aislantes, las cuales estdn dadas en términos de la conductividad y la
permitividad no locales, respectivamente. Ademds, se muestra la equivalencia, en el caso
dindmico, entre la respuesta dieléctrica no local y la bianisétropa no local. Esta tltima esta
formada por cuatro tensores: de permitividad, de permeabilidad y dos magnetoeléctricos
(respuestas cruzadas). En este capitulo se estudia el efecto pelicular en los metales en sus
dos regimenes normal y anémalo (o de dispersion espacial fuerte). Se presenta también una
descripcién de la dispersion espacial en semiconductores, la cual se observa en la region de
la resonancia exciténica. Se muestra que la dependencia de la funcién dieléctrica respecto
del vector de onda en el semiconductor permite la propagacién de modos electromagnéticos
adicionales (tanto transversales como longitudinales). Por tanto, para definir las ampli-
tudes de estos modos adicionales es necesario estudiar la interaccién de los excitones con
la superficie del semiconductor. En esta seccién se analizan los distintos mecanismos de
interaccién exciton-superficie. Luego, se demuestra que la respuesta dieléctrica efectiva de
un cristal foténico homogeneizado en general es no local (dependiente del vector de onda).
Ahi se comentan los trabajos que reportan expresiones explicitas para el tensor de permi-
tividad efectivo no local. En la dltima seccién, se reescribe la respuesta dieléctrica efectiva
no local como una respuesta bianisétropa metamaterial mediante la redefinicion del campo
magnético y el vector de desplazamiento.

En el Capitulo 3 se formula el problema electrodindmico a resolver en este trabajo
de investigacién, a saber, el cdlculo de la relacion de dispersién de los campos electro-
magnéticos que pueden propagarse en una superred de dieléctrico local y metal espacial-
mente dispersivo. Con este fin, se resuelven las ecuaciones de Maxwell para los campos elec-

tromagnéticos en cada capa. La placa dieléctrica se caracteriza con una funcién dieléctrica
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local, la cual en principio puede depender de la frecuencia. En el caso de la capa metélica,
la ecuacion material que relaciona la densidad de corriente eléctrica con el campo eléctrico
se calcula con base en el formalismo de la ecuacién cinética de Boltzmann. En el caso de
reflexién especular de los electrones al colisionar con las fronteras de la capa metdlica, se
obtiene una expresién analitica compacta para la ecuaciéon material la cual resulta ser in-
tegral (i.e. no local). Con estos resultados analiticos, se aplican las condiciones de frontera
para los campos electromagnéticos asi como el teorema de Bloch, permitiendo derivar la
relacién de dispersién de los modos foténicos en la superred metalodieléctrica. En todas las
etapas de esta derivacién se verifica que los resultados encontrados se reducen a aquellos que
corresponden al caso de capas de metal local, cuya respuesta dieléctrica puede describirse
con el modelo simple de Drude-Lorentz.

El Capitulo 4 presentan resultados tanto analiticos como numéricos para la relacién
de dispersion de modos electromagnéticos en sistemas peridédicos unidimensionales con com-
ponentes metélicas no locales. Particularmente, se analiza la estructura de bandas foténicas
de una superred con capas de Al y vacio. Ademds, se estudian las bandas foténicas en el
caso cuando el medio dieléctrico es temporalmente dispersivo (como un cristal i6nico o un
semiconductor heteropolar) en la regién de frecuencias donde la dispersién espacial del com-
ponente metdlico se manifesta notablemente. Se muestran resultados concretos para una
superred de Al y GaN.

El Capitulo 5 se dedica al calculo de la respuesta dieléctrica efectiva no local
de las superredes de metal y dieléctrico en el rango del visible e infrarrojo cercano, asi
como del infrarrojo lejano. A diferencia de teorias de homogenizacién previas, las cuales
se describen en el Capitulo 2, el procedimiento de homogenizacién propuesto no tendra
ninguna restriccién en la magnitud del vector de onda del modo electromagnético. Se
considerara solo el caso de modos que se propagan en direccion perpendicular a los planos
de las placas de la superred. En la segunda parte de este capitulo, se mostrara como la
respuesta dieléctrica no local se puede cambiar por una respuesta metamaterial no local
tal que el sistema homogeneizado exhiba respuesta magnética a pesar de que los materiales
componentes no sean inherentemente medios magnéticos.

Finalmente, las conclusiones derivadas de los resultados de esta tesis se exponen

en el Capitulo 6.



Capitulo 2
La dispersion espacial

En anos recientes hemos sido testigos de la creacién e investigacién de medios arti-
ficiales con periodicidad unidimensional (1D), bidimensional (2D) y tridimensional (3D), en
los cuales un metal o semiconductor forma parte de la celda unitaria, asi como del desarrollo
de teorias y métodos numéricos para describir la propagacion de ondas electromagnéticas
en estas estructuras [8-10]. En el capitulo anterior hemos mencionado que el interés en
estos materiales artificiales se debe principalmente a la posibilidad real de controlar las
propiedades épticas de los cristales fotonicos y al enorme potencial para el desarrollo de dis-
positivos épticos con una respuesta a la medida dependiendo de la razén que haya entre la
constante de red a y la longitud de la onda electromagnética A, los pardametros geométricos
de la estrucrura y la fraccién volumétrica de llenado. Cuando la longitud de onda del campo
electromagnético es menor o del orden de la constante de red (A < a), la radiacién incidente
en este tipo de estructuras experimenta el fuerte contraste dieléctrico entre los materiales
que la constituyen, y como consecuencia de ello, surgen ciertos intervalos de frecuencia en los
cuales las ondas electromagnéticas no pueden propagarse en cualquier direccion. Tal inter-
valo de frecuencia es comunmente llamado gap foténico (photonic band gap, PBG) [11,12].
Por otro lado, cuando la longitud de onda es mucho mayor que la constante de red (A > a),
la radiacién incidente viaja a través de la estructura sin experimentar los detalles de la
estructura artificial, es decir el medio se comporta como si fuese un medio homogéneo, y
sus propiedades épticas se pueden describir empleando las ecuaciones de Maxwell a nivel
“macro”’, las cuales se derivan después de promediar los campos electromagnéticos y las
relaciones constitutivas [13,14].

Entre las estructuras artificiales metalodieléctricas peridédicas existen algunas que
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exhiben intervalos de frecuencia en la regién de micro ondas en donde la pemitividad y la
permeabilidad son ambas negativas, en consecuencia poseen un indice de refraccién negativo
[3]. Con el objetivo de ampliar su frecuencia de operacién a la regién Gptica, su estructura
celular original se ha rediseniado y miniaturizado hasta el orden de los nanémetros [15,16].
En los trabajos tedricos que describen la funcién dieléctrica del componente metalico que
forma parte de la estructura de estos metamateriales, se supone infinita o se toma de tablas
de muestras en volumen, y en otros trabajos se describe con mayor detalle mediante la

conductividad clasica y su correspondiente funcién dieléctrica

=R R p— (2.1)
=—7L cqw)=1— —=2— :
7= (v — iw) . w(w +iv)’

la cual se deriva de la teoria de Drude-Lorentz. En estas expresiones w es la frecuencia
del campo electromagnético, w, y v son las frecuencias de plasma y de relajaciéon de los
electrones de conduccion, respectivamente. Hablando estrictamente, este modelo sélo es
adecuado para muestras en volumen y su utilizaciéon para la descripcién del componente
metdlico en estas estructuras no es correcta. En verdad, debido a que en la mayoria de
los casos el periodo puede llegar a ser del orden del la longitud de onda de la radiacién
incidente, los efectos de tamafio comienzan a jugar un papel importante en la descripcion
de su comportamiento electromagnético y, por consiguiente, el tamano de las inclusiénes
metdlicas puede ser comparable con la profundidad pelicular de la onda electromagnética.

Ademas, si el medio dieléctrico en estas estructuras artificiales, no es el espacio
vacio, la funcién dieléctrica € que caracteriza a este componente debera incluir los efectos
de la dispersién temporal (dependencia de la permitividad en funcién de la frecuencia),
o bien las excitaciones elementales de los semiconductores, “excitones”, debido que estos
dltimos pueden acoplarse fuertemente a la radiacién incidente, y la descripcién correcta
de sus propiedades 6pticas debe incluir los efectos de no localidad o de dispersién espacial
(dependencia de la permitividad en funcién del vector de onda).

Por lo anteriormente mencionado, la descripcién de estas estructuras con la ra-
diacién electromagnética, y la obtencién de sus propiedades épticas, debe considerar los
efectos de tamano (dependencia de la conductividad respecto del tamano del componente
metélico) y pelicular (penetracién del campo electromagnético en el metal hasta una dis-
tancia finita), asi como los efectos de la dispersién espacial en la funcién dieléctrica del

componente semiconductor o aislante. Es decir, la funcién de respuesta para el metal debe
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tener la siguiente forma

t o0
Ji(r,t) = / dt’/ dr'oi;(r — ', t —tE;(x', 1), (2.2)

y en los dieléctricos como en los semiconductores, el vector de desplazamiento eléctrico
t [oe)
D;(r,t) = / dt'/ dr'eij(r — ', t —tE;(x',t'). (2.3)
—00 —00

En las ecuaciones (2.2) y (2.3), g;5(r —r',t —t') y 045(r —r’,t —t'), son la funcién dieléctrica
y conductividad no locales del medio. El intervalo de no localidad de estas funciones es la
distancia |r — 1’|, y la integracién con respecto a ¢’ de estas se determina por causalidad
ya que t' es el tiempo en el cual actia el campo eléctrico y t es el tiempo durante el cual
la respuesta surge, o sea el medio sufre un retraso en su respuesta (dispersién temporal)
debido a la excitacién.

La no localidad espacial se atribuye al tamano finito de las unidades (moléculas,
excitones), velocidades finitas de los electrones y trayectoria libre media [, mientras que la
dispersién temporal se asocia a los tiempos de relajacion 7 y tiempos de vida exciténico.

Usualmente, se toma las transformadas de Fourier ¢ — w, r — k [13], de las ecuaciones

(2.2) y (2.3):
Jilkw) = ok w)E;jk,w), (2.4a)
Di(k,w) = é‘ij(k,w)E]’(k,w). (24b)

La dependencia de la frecuencia w y del vector de onda k, en o;j(k,w),;;(k,w), indica
dispersién temporal y espacial, respectivamente. La funcién dieléctrica ;;(k,w) describe
completamente tanto las propiedades eléctricas como las magnéticas de un medio en el caso
dindmico [17]. Estas tltimas se asocian a la influencia de la induccién magnética B sobre
el campo D. Ciertamente, en el caso dindmico (w # 0), el campo B puede expresarse en

términos de E mediante la ley de Faraday
B(k,w) = (c/w)k x E(k,w). (2.5)

Por lo tanto, la dependencia de D(k,w) en funcién de B(k,w), puede ser siempre incluida
(ocultada) sin dificultad por la relacién entre D(k,w) y E(k,w), es decir por la respuesta
dieléctrica general (2.4b). En el caso cuasiestédtico w — 0, (2.5) es sélo applicable cuando de

manera simultdnea se toma la transicién k — 0, por lo que e(k,w) describira la respuesta
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dieléctrica de medios estructuralmente heterogéneos en el régimen A > a (homogenizacién
del medio) como una constante dieléctrica efectiva local del medio eog = l;lfmos(k, w).
K=

Si el medio es inherentemente magnético (p(k,w) # 0) [18-20], conviene escribir

las ecuaciones constitutivas entre D, E y B, H, en la forma generalizada:

D = € (kwE+" (kwH, (2.6a)
B — § (kwE+ # (k,w)H (2.6D)

Estas relaciones lineales expresan la llamada respuesta bianisétropa, en donde la diada

€ (k,w) de (2.6a), no es la misma que en la expresién (2.4b), aun cuando a esta diada se
<~

le siga denominando permitividad y a # (k,w) la permeabilidad [12,20], mientras que a las

<~ A d
cantidades ¥ (k,w), § (k,w), se les conoce como diadas magneto-eléctricas.

2.1 Efecto pelicular en metales

Cuando una onda electromagnética incide sobre la superficie de un metal, es bien
sabido que esta penetra hasta una cierta distancia finita [13,21]. Este fenémeno es conocido

como el efecto pelicular. En el caso de un metal homogéneo e isétropo, esta distancia esta

5n:< ¢ )1/2, (2.7)

2mwoq

dada por:

donde w es la frecuencia de la onda, o( es la conductividad estdtica del metal y c es la
velocidad de la luz. De esta expresién se puede observar que el valor de la profundidad
de penetracién ¢ disminuye apreciablemente si el valor de la conductividad o frecuencia
aumentan. Cuando se disminuye la temperatura de un metal puro, el valor de la trayectoria
libre media de los electrones [ se incrementa y en consecuencia también la conductividad. A
temperaturas suficientemente bajas y frecuencias altas se puede tener que § sea menor que
[, bajo estas condiciones la suposicion de que el metal es homogéneo ya no es valida, ya que
J [22], juega el papel de la variacién espacial del campo electromagnético en el metal, y por
lo tanto el movimiento de los portadores de carga ya no seria bajo la influencia de un campo
eléctrico constante y la ley de Ohm j(z) = ooE(x) (aqui la direccién x es perpendicular a la
superficie irradiada del metal) tendrd una forma mas complicada. En este caso el fenémeno

se conoce como efecto pelicular anémalo y la profundidad de penetracion anémala esta dada
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por

5a:< al >1/3. (2.8)

drwog

La descripcion detallada de este fenémeno se presenta a continuacion. La alta densidad de
electrones que un metal posee hace que la conductividad eléctrica sea la responsable de la
reflexién casi total de la radiacién electromagnética externa. Cuando w < wy,, donde wy, es la
frecuencia de plasma, una pequena porcién del flujo de energia electromagnética que penetra
dentro del metal no se propaga en él, sino que se amortigua a una distancia cercana a su
superficie. La corriente eléctrica inducida por el campo también se concentra sobre la capa
superficial del conductor. Este fenémeno es llamado efecto pelicular, el cual se caracteriza
por la profundidad de penetracién § y por la ley de distribucién del campo electromagnetico
en el conductor. Estas, a su vez son determinadas por las caracteristicas especificas de la
dispersién espacial y temporal de la conductividad o. La dispersiéon temporal es controlada
por la relacién de la frecuencia de relajacién electrénica v y la frecuencia de la onda w.
Cuando w < v (caso cuasi-estatico) la dispersién espacial es determinada por la relacién
entre la profundidad de penetracién § y la trayectoria libre media | = vg/v, donde vp es
la velocidad caracteristica del electrén sobre la superficie de Fermi. A altas frecuencias
w > v, la trayectoria del electrén vp/w en un periodo de la onda 27/w juega el papel de
la trayectoria libre. Entonces el efecto pelicular depende de los valores relativos de las tres
longitudes, ¢, [, vp/w. La longitud mas pequena de las dos trayectorias | = vp /vy vp/w
se determina mediante la combinacién de ambas, dando lugar a la llamada trayectoria libre

media efectiva

vF
ly = —. 2.9
vV —iw (29)

Con esta definicién, las caracteristicas de la dispersién espacial dependen de la comparacion

del valor absoluto |l,| de I, y la profundidad pelicular §.

Cuando |l,| < 6, w < v se dice que las dispersiones espacial y temporal son
débiles. Debido a que la distancia en la cual el campo electromagnético cambia fuertemente
excede a |ly|, la relacién entre el campo eléctrico E(z) y j(z) puede ser considerada como
local, es decir su valor sélo depende del punto donde se evalda, ya que que el movimiento de
los electrones se realiza practicamente bajo la accién de un campo eléctrico constante. En

un metal con superfice de Fermi esférica o red cibica, el tensor de conductividad se reduce
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a un escalar y la ley de Ohm es vélida:
j(x) = oE(x). (2.10)

Sustituyendo esta expresién en las ecuaciones de Maxwell, y bajo la condicién w < wp, la
corrriente de desplazamiento se puede despreciar, con lo cual se llega a la siguiente solucién

para el campo eléctrico en el metal
Eq(x) = Ey(0) exp(—z/9), E, =0, a=1y,z, (2.11)

donde 4, la longitud compleja de penetracién, tiene la siguiente expresién
52 — ic?

dnwo’

Re § > 0. (2.12)

Es importante notar que ¢ es compleja no sélo por el amortiguamiento, sino también por el
cambio de fase de la onda en el metal. Para que la electrodindmica del metal a dispersién
espacial débil este completamente determinada es necesario complementar con la expresion
de la conductividad. A temperatura ambiente, la frecuencia de relajacién electrénica v es
del orden de 10'3 s~1, por lo tanto, la desigualdad w < v (bajas frecuencias) es vélida hasta
la banda de frecuencias del infrarrojo, y los efectos de la dispersién temporal son despre-
ciablemente pequenios, por lo que la conductividad o es real y coincide con su expresién
estatica oy:

Ne?l wf,
O‘O = = —

ARt (2.13)

El campo eléctrico dentro del metal genera una gran corriente disipativa (2.10), en este caso

la solucién de la ecuacién (2.12) para o es

5= exp <ZI) _ On_ (2.14)

1—14’

s _ ¢ <2V>”2_
VIrwos wp \w
De esta ultima expresion se puede observar que que la onda electromagnética incidente
sobre la superficie del metal es amortiguada en la distancia d, al interior del metal, de igual
forma la variacién de la fase con la distancia es caracterizada por el mismo valor de d,, y el
efecto pelicular se llama cldsico o normal.
Cuando w > v (altas frecuencias, regién del infrarrojo), vp/w < [, y la conduc-

tividad metalica o es dada por

Né?l, WI% wlz, v
ocl PP An(v —iw)  4drw (Z + w) ’ (2.15)
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la cual es principalmente imaginaria, donde pr es el momento de Fermi del electrén. En

este caso la profundidad de penetracién

1w
0 = ir (1 + 2(./J> R Oir = c/wp. (2.16)

De esta ultima ecuacion la profundidad de penetracién d;, es constante e independiente
de w y v. Para metales tipicos, w, ~ 10 — 106 571, de lo cual se deduce que &, ~
1075 — 107° ecm ™, por lo que en esta regién del espectro electromagnético la profundidad
de penetracion es pequena. Dado que la trayectoria libre media efectiva [, y la profundiad de
penetracion son funciones de la frecuencia de onda w, es claro que la dispersién espacial débil
debe imponer ciertas restricciones sobre w, ya que ellas resultan ser diferentes dependiendo
del cardcter del efecto pelicular. A altas frecuencias w > v, la desigualdad |l,| < ¢ es
equivalente a w >> wyvp/c cuando vp/w juega el papel de trayectoria libre y (2.16) tiende

a la constante c¢/wy,. Por lo tanto, el efecto pelicular infrarrojo tiene lugar en el intervalo
max|[v, wi] € w < wp, Wir = WpUp/c. (2.17)

El orden de magnitud de la frecuencia limite wiy es igual a 10'® s™! y coincide con la
frecuencia de relajacién a temperatura ambiente. Si w < v, la longitud |i,| es igual a
| = vp /v, y la profundidad de penetracién d estd dada por (2.14), la desigualdad |l,| < J es
equivalente a w < 3 /u)12r Esto es por que las frecuencias méas bajas corresponden al efecto
pelicular normal

w < minfwy, V], wp = 13 Juw? (2.18)

ir*

De las condiciones (2.17) y (2.18), se concluye que a altas temperaturas, cuando

wir S

~

VS Wn, (2.19)

sélo la dispersion espacial débil (|l,,| < §) es realiza y todos los mecanismos posibles de la
interaccién de los campos electromagnéticos con los electrones de conduccién se limitan a
los efectos peliculares normales e infrarrojos.

A bajas temperaturas y altas frecuencias, la distancia de penetracién § < |l]. A
este limite se le conoce como dispersién espacial fuerte o efecto pelicular anémalo en la fisica,
de metales. En este caso la relacién (2.10) ya no es vélida porque esta férmula sélo aplica
bajo la suposicién de un campo homogéneo. En el caso general, la densidad de corriente j

en un punto dado en el conductor es determinado por el campo eléctrico E no sélo en este
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punto, sino también en la vecindad de este, dentro de una regién de longitud ~ |l,|. Dicho
de otro modo, la relacién entre j y E es no-local. En este caso la conductividad ¢ no tiene
una forma simple y en su lugar debe encontrarse un operador integro-diferencial, o sea la
relacién debe ser de la forma (2.2), la cual se determina a partir de una teorfa microscépica,
que para el caso de electrones libres, se puede encontrar con ayuda de la teoria cinética
para la funcién de distribucién y las ecuaciones de Maxwell [23-25]. Sin embargo existe
una aproximacién basada en consideraciones fisicas simples, debidas a Pippard [24,25] y
conocidas como el principio de inefectividad, las cuales a pesar de que no son estrictas, ellas

dan la nocién correcta de la naturaleza del efecto pelicular anémalo.

De acuerdo con este principio, los electrones pueden moverse paralelamente a la
superficie del metal o a dngulos grandes respecto de esta. Los electrones que se mueven a
angulos grandes, pasan poco tiempo (més pequeno que |l,|/vr) en el campo eléctrico y por
lo tanto casi no interactian con éste. Como resultado de lo anterior, la accién del campo
eléctrico sobre los electrones y su contribucién a la corriente eléctrica es insignificante.
Por lo tanto, a tales electrones se les llama ineficientes. Los electrones que se mueven
paralelamente a la superficie o a un dngulo pequeno (|l,| dentro de la profundidad §) son
acelerados por el campo eléctrico y por consiguiente para ellos el campo es practicamente
uniforme. Estos son los electrones que precisamente forman la corriente de apantallamiento
en la profundidad pelicular y para estos su dngulo es del orden de ¢/|l,|. Debido a esto,
sélo una fraccién muy pequena de electrones son eficientes Noy = N§/|l,|, y la conductiviad

asociada a ellos puede ser evaluada con

_ Nege?|l,|  Noe* a9l (2.20)
PF PF I '

Oef

La ecuacién (2.20) no depende de la trayectoria |l,], lo cual indica que en el efecto pelicular
andmalo la dispersién temporal no es relevante. Lo tinico importante es que el valor de oy

estd determinado por la profundidad de penetracién 6.

Como ya se mencioné anteriormente, los electrones eficientes se mueven practica-
mente en un campo eléctrico constante, y consecuentemente la relacién entre la densidad
de corriente j y E, se puede escribir aproximadamente mediante la ley de Ohm (2.10), y

la profundidad pelicular se puede determinar de (2.12), sustituyendo en ella (2.20) para
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obtener como resultado

d = Odqexp(in/6),

5 2l 1/3_ c2vf 1/3_5 l 1/3
@ \Urogw - wiw "\ 26, '

En la aproximacién principal, J, es independiente de la trayectoria libre media [, y en

(2.21)

consecuencia de la temperatura, en contraste con ¢,. Entonces bajo las condicién de baja
temperatura y en muestras suficientememte puras, la dispesion espacial fuerte (efecto peli-
cular anémalo), toma lugar en un intervalo de frecuencias que van desde unas fracciones de

Hertz hasta la regién del infrarrojo.

2.2 Dispersion espacial en semiconductores

Como se menciono al inicio de este capitulo, cuando el medio dieléctrico que forma
parte de la estructura no es el vacio, sino que es un semiconductor, la descripcién de sus
propiedades épticas de este tipo de componente se realiza a partir de su funcién dieléctrica ¢,
la cual debe considerar los efectos de dispersion espacial. En la cercania de una transicion
exciténica e debe depender explicitamente del vector de onda k [26-28]. El modelo de
Hopfield y Thomas para la funcién dieléctrica de un semiconductor exciténico basado en el
modelo de osciladores arménicos acoplados tiene la siguiente forma [28]

wZ

k,w) = L 2.22
elk,w) Eoo+wr_2p+Dk2—w2—in’ (2:22)

donde €4, es la constante dieléctrica de fondo, wr es la frecuencia de resonancia exciténica,
v es una constante de amortiguamiento, w, es una medida de la fuerza del oscilador (aunque
formalmente esta cantidad es similar a la frecuencia de plasma en un conductor, pero debe
recordarse que no hay cargas libres en un cristal aislante), con D = hwp/(me + mp), v
me, my, las masas del electrén y del hueco respectivamente. El término Dk? se conoce como
parametro de dispersién espacial y esta relacionado con la energia total £ = hwg requerida

para crear un excitén
h2k?
)
2(me + mp)

en donde el primer término Aiwr = E,+ E,, es la energfa necesaria para crear un excitén sin

E = hwy = hwr + (2.23)

movimiento con nimero cudntico principal n (Ej es la energia del gap del semicondcutor y
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E,, es la energia de un dtomo hidrogenoide), mientras que el segundo término corresponde
a la energfa cinética del excitén [29,30]. Una estimacién nimerica de este término muestra
que su valor es tres ordenes de magnitud més pequena que la energia potencial, pero esto no
es un indicativo de que los efectos de dispersién espacial sean despreciables, ya que cuando
v es lo suficientemente pequena (a temperaturas lo suficientemente bajas y en cristales
de alta calidad), los efectos no locales son completamente necesarios para interpretar las
propiedades épticas relacionadas a los excitones. El uso de la funcion dieléctrica dependiente
del vector de onda, (2.22), en las ecuaciones de Maxwell da como resultado modos normales
longitudinales y transversales de volumen adicionales, los cuales no se pueden describir en
la aproximacion local, la cual se obtiene tomando k = 0 en (2.22).

Estos modos adicionales fueron investigados inicialmente por Pekar [26,27], a partir
del célculo de la estructura de bandas electrénicas. Sin embargo, estos modos también
pueden ser descritos con el modelo de Thomas y Hopfield. En verdad, si se considera un
medio infinito homogéneo e isétropo en ausencia de fuentes externas, los campos pueden
separarse en sus contribuciones longitudinales y transversales, paralela y perpendicular al
vector de onda k respectivamente. Entonces, en el caso de ondas planas transversales
ellkr—wt) "hara las cuales se satisface la expresién k - E = 0, su relacién de dispersién tiene

la forma

k2 = (f)Qe(k,w). (2.24)

Cc

Si en esta expresién se sustituye la funcién dieléctrica de Thomas y Hopfield (2.22) se
obtiene una ecuacion bicuadratica en k, dando lugar a dos modos transversales para cada

frecuencia con vector de onda k:

1/2
1 w? W\ 4w?
2 _ 2 2 p
k* = 5 FO + 500072 + (FO — Eooc2> + C2D (225)
donde
2= (@ +ivw — w) (2.26)

D

Por otro lado, las ondas longitudinales las cuales obedecen la ecuacion E x k = 0, tienen

como relacién de dispersién

e(w, k) =0, (2.27)

la cual se satisface para los vectores de onda

k? =T?% P (2.28)
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De estos tres modos, el longitudinal sélo puede ser excitado cuando la radiacién incidente
tiene polarizacién p (TM), mientras que los modos transversales resultantes pueden ser ex-
citados si la radiacién incidente tiene polarizacién s (TE) o p. Por otro lado, si la dispersién
espacial estuviera ausente, sélo un modo podria propagarse, o sea uno transversal. El com-
portamiento de estas excitaciones se parece al de los excitones para vectores de onda grandes
y se asemeja al de las ondas electromagnéticas para vectores de onda pequeiios, teniéndose
una regién de transicién entre ambos comportamientos. A los modos, que consisten de exci-
tones fuertemente acoplados al campo electromagnético, se les denomina polariton-excitén
(o polaritones exciténicos) [30].

Los polaritones exciténicos interactiian con la superficie del semiconductor a dis-
tancias del orden del radio exciténico. Dicha interaccién se puede describir en el marco
del modelo simplifcado propuesto por Thomas y Hopfield, mediante la suposicién de que
el unico efecto de la superficie consiste en repeler al exciton dando lugar a una regioén libre
de excitones, la cual es conocida como capa muerta. Esta capa termina de manera abrupta
en la regién exciténica (no local) donde se existen los modos electromagnéticos adicionales,
cuyas amplitudes se determinan mediante la postulaciéon de condiciones de frontera adi-
cionales ABC’s (Additional Boundary Conditions), una condicién para cada modo extra,
debido a que las condiciones impuestas por las ecuaciones de Maxwell resultan insuficientes.
La formacién de la capa muerta surge como resultado de un potencial generado por la in-
teraccién del excitén con su carga imagen en la superficie, siempre que esta se encuentre
limpia, ya que la presencia de impurezas y defectos, dan lugar a potenciales extrinsecos
que pueden ya sea atraer o repeler a los excitones y como consecuencia afectar de manera
significativa la reflectividad superficial de los semiconductores. Varios modelos tedricos se
han propuesto para describir de la manera maés realista el movimiento de los excitones en la
proximidad de la superficie de medios semi-infinitos y peliculas delgadas. Para los primeros,
los excitones obedecen una ecuacion de Schrodinger de masas efectivas, con la adiciéon de

un potencial de interaccién del electrén y el hueco con la superficie, Vy(re,rp):

2 2
o Vi ;imhv,% = ;07 + Vi(re, )| W(re,rn) = EU(re, 1), (2.29)
los dos primeros términos son los operadores de energia cinética del electrén y del hueco,
cuyas masas efectivas en las bandas de conduccién y valencia son me y my,, respectivamente.
El tercer término representa la interacciéon de Coulomb entre el hueco y el electréon, siendo

apantallada por la constante dieléctrica estatica €g, —e es la carga del electrén y r es la
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distancia de separacion entre el electrén y el hueco. Las soluciones de (2.29), se obtienen
usualmente mediante métodos aproximados, uno de los méas comunmente empleados es el de
la teorfa adiabatica [31-33], de acuerdo con la cual el movimiento relativo puede desacoplarse

del movimiento del centro de masas, obteniéndose las siguientes ecuaciones

K2 e2
h2
[—Wvg - ET(Z)} #(R) = E¢(R). (2.30b)

Aqui, p es la masa reducida, M es la masa translacional del excitén, r = (z,y,z) es el
vector de posicién relativo, R = (X, Y, Z) es el vector de posicién del centro de masas y
Z es la distancia del excitén a la superficie. El potencial Vy tiene efectos considerables
en la cercanfa de la superficie ya que en el volumen del cristal (Z — o) Vs = 0, y
los eigenvalores de (2.30a), coinciden con la energia de enlace para un excitén en un medio
infinito (Ep = |E,(00)|). Para encontrar los eigenvalores de energia E,(Z), en la vecindad de
la superficie, es necesario conocer la forma explicita del potencial V;. Segin el trabajo [33],
en ausencia de campos eléctricos externos se tiene
pe? | 1 1 1

Vi(re,rp) =— | — + — — , 2.31
o(xe, Th) co |4ze 4z \/(Ze+zh)2+:c2+y2 ( )

en donde los dos primeros términos toman en cuenta la interaccién del electrén y del hueco
con sus respectivas cargas imagenes, el ultimo término describe la interaccién de cada
particula con la imagen de la otra, p = (g9 — 1)/(e0 + 1) es el factor de imagen dentro
de un medio semi-infinito con constante dieléctrica estética 9. Usando las coordenadas
del centro de masa y del movimiento relativo, Vs se puede expandir en potencias de (1/7),
obteniéndose una forma relativamente sencilla que se sustituye en (2.30a). Esta ecuacién
se puede resolver mediante métodos variacionales, con la condicién de que el electrén y el
hueco deben permanecer en el semiespacio material z. > 0, z; > 0, dando los eigenvalores

E.(Z):

3
a
E(Z) ~ —Ey + Voe 2/ 4 apE,,Z—B;, (2.32)

con Ej la energia de enlace del electron y del hueco lejos de la superficie, ap es el radio de
Bohr exciténico, Vj, d son pardmetros que se ajustan de acuerdo con el comportamiento de

los excitones en diferentes semiconductores y o toma los valores de 1/2 y 7 para el estado
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base y el primer estado excitado del exciton respectivamente.

En general, la ecuacién (2.32) puede escribirse como
E.(Z)=—-E,+ AE(Z), (2.33)

en la cual el segundo término es un factor de correcciéon debido a la interaccién con la
superficie a una distancia finita, ya que como se puede observar de (2.32), cuando Z —
00, AE(Z) = 0. En esta misma ecuacién se puede notar que cuando el excitén se acerca
a la superficie la energia de enlace del excitén disminuye, por lo cual E,.(Z) juega el papel
de un potencial efectivo en la ecuacién de movimiento relativo del exciton. Ademads, para
la ecuacién del movimento de centro de masas (2.30b), se debe aclarar que fw = E; + E
es la energia que requiere un fotén para crear un excitén de energia E con respecto al gap,
mientras que hwr = E4 — E} es la energfa minima para generar un excitén en el volumen,

por lo que (2.30b) puede escribirse como

2

4 hr + AB(Z)| 6(R) = hwo(R). (2.34)

En esta ecuaciéon AE(Z) juega el papel de una energia potencial correspondiente a una
fuerza que actta sobre el exciton cuando este se aproxima a la superficie, por lo cual puede
ser identificada con un potencial superficial V' (Z) tal como el introducido por Thomas y
Hopfield para explicar la presencia de la capa muerta.
Lo referido hasta este punto, sélo ha tratado con el movimiento mecanico de un solo excitén y
se ha ignorado el hecho de que cuando se propaga radiacién electromagnética en la cercania
de la superficie de un semiconductor exciténico, el campo eléctrico oscilante genera una
polarizacién macroscopica en el medio. Una soluciéon adecuada del problema requiere de
la teorfa de perturbaciones dependiente del tiempo. Sin embargo, Thomas y Hopfield [28],
mediante argumentos sencillos en los cuales introducen la polarizacién exciténica, logran
obtener un sistema. de dos ecuaciones diferenciales acopladas, una de las cuales se obtiene
de las ecuaciones de Maxwell y la otra de la ecuacién de Schrodinger del movimiento de
centro de masas del exciton.

La ecuacién diferencial proveniente de las ecuaciones de Maxwell, es una ecuacién

de onda que relaciona al campo eléctrico con la polarizacion exciténica,

2

V x V x E(R) = ‘;’—2(500 +47P(R)), (2.35)
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donde
P=Pr—[(exx — 1)/47]E. (2.36)

Obsérvese que esta polarizacién exciténica difiere de la polarizacién ordinaria P, porque
de esta se excluye el fondo dieléctrico €4 del cristal. La segunda ecuacion diferencial,
proveniente de la ecuacién de Schrodinger tiene la siguiente forma

2wrV (Z)

—— | P(R) = éE(R). (2.37)

—%Vz—i-w%—uﬂ—i- = 1
Las ecuaciones (2.35) y (2.37), deben resolverse para E(R), P(R) y para cualquier modo de
polarizacién, a fin de obtener las propiedades Opticas tales como la reflexién y la refraccién
dado el potencial V(7). Soluciones analiticas para estas ecuaciones pueden obtenerse para
tres modelos de potencial [30], y en el caso de polarizaciones s, p, si en ellas se desprecia la
dependencia en z. En cualquier otro caso, estas se deben integrar numéricamente [34]. Es
claro que las soluciones en cualquiera de los casos (analitico o numérico) se deben tomar en
cuenta las ABC’s y las condiciones de frontera derivadas de las ecuaciones de Maxwell para
calcular las razones de las amplitudes.

En los trabajos [35,36] las ecuaciones (2.35) y (2.37) para peliculas delgadas en
el caso de polarizacién s, p, con un potencial modelado por dos potenciales de superficie

de Morse generalizados, se pueden manipular para desacoplarse. Para la polarizacién s se

o W, .\ & arz\ 9

w? w2w?M 9212
<eoo02 — k2> I?(z) — 2 +

obtiene

o T g | P2 =0, (2.38)

(Z+e%-8) (3410 ) Pato)
0

w2M w? w2M P, (z)
o o—g — ki | Pu(z) — iky—> =
<E () =i Eochwr 0z

(2.39)

z‘kxg KaQ - F2(2)> Px(z)] + “Cfffpz(z)

— <5OO§ = kﬁ) <§; + I‘2(z)> P.(2) =0, (2.40)
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donde

M hw
I2(2) =T% + AT%(2), Th=— |w? —wh— —Lk2 +iwv|, AI%(z)=

_2MV(2)
B hwr M ‘

h2
(2.41)

Las soluciones de estas ecuaciones sobre la superficie de la pelicula de espesor L, se obtienen
por el método la expansién en series de P,(z), Py(2), P.(z), como una superposiciéon de mo-
dos de volumen, cada una de ellas moduladas de manera conveniente en la superficie. Otra
manera de solucionar estas ecuaciones se basa en la técnica de matriz de transferencia, como
se muestra en el articulo de revisién [29] y referencias citadas ahi. En este mismo trabajo se
muestra la solucion para superredes constituidas de bicapas de semiconductor exciténico-
aislante para las polarizaciones s, p, ademas del andlisis de microcavidades y pequenas
particulas con dos geometrias (cilindros y esferas), y sistemas en los cuales la superficie del
semiconductor no es ideal. Sin embargo los sistemas que contienen en su estructura compo-
nentes metalicos y semiconductores como se menciona al en la Introduccion y al inicio de
este capitulo, han llamado la atencion de los investigadores debido a sus propiedades épticas
interesantes. Al respecto, en [37], se analizan tedricamente las propiedades épticas de un
cristal foténico en el cual, el semiconductor se modela mediante la funcién dieléctrica no
local (2.22), mientras que el componente metélico se modela mediante la funcién dieléctrica

tipo Drude(2.1), para ambos modos de polarizacién s, p.

2.3 Respuesta dieléctrica no local de cristales foténicos

Como se comentd en la Introduccion de esta tesis, la propagaciéon de ondas electro-
magnéticas en estructuras periddicas artificiales en donde un metal o semiconductor forman
parte de la estructura puede analizarse en funcién de la razén que haya entre la longitud
de onda A, los pardmetros geométricos de la estructura, la forma de las inclusiones, el tipo
de material y fraccion de llenado. El régimen cuando la longitud de onda es mucho mayor
que la constante de red a, se conoce como el limite de longitud de onda larga, en donde la
variacién de los campos electromagnéticos es poco apreciable a distancias comparables con
la trayectoria libre media electrénica, y con el tamano de las inclusiones metélicas. En este
régimen, la radiacién percibe al medio como si este fuese homogéneo, aun cuando el medio
en su estructura interna sea heterogéneo. El desarrollo de una teoria de homogeneizaciéon

para la descripcién de las propiedades épticas de cristales fotonicos ha sido de gran interés
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por su relativa simplicidad. Al respecto existen trabajos en los cuales el proceso de homog-
enizacion se ha llevado a cabo para inclusiones dieléctricas y metélicas, de forma arbitraria,
en el limite de longitud de onda larga [9,11,38]. Estos trabajos se limitan a la generalidad
de uno o mas de los aspectos mencionados al inicio. Si el contraste dieléctrico de los com-
ponentes es moderado se emplean aproximaciones para la descripcién de las propiedades
Opticas tales como: la solucién de problemas con valores en la frontera y el formalismo de
primeros principios de Fourier. Por otra parte si el contraste dieléctrico es grande o en
la estructura se tienen elementos resonantes, se emplean generalmente métodos numéricos.
Sin embargo, ademéds de estas aproximaciones existen otras, igualmente numéricas pero de
mayor generalidad como: el método de recuperacién de parametros efectivos y el método
de campo promedio en los cuales se determinan parametros dindmicos efectivos como la
permitividad £(w) y la permeabilidad p(w).

En el primero de los dos ultimos métodos mencionados arriba, se exige que el
espectro de dispersion de un medio heterogéneo laminado corresponda al de un medio ho-
mogéneo [39-42], mientras que en el segundo, los campos electromagnéticos en el cristal
foténico se promedian en una celda unitaria [43-45]. Como se expone en el trabajo [12],
otras aproximaciones similares también se han empleado para la descripcién de los sis-
temas metalodieléctricos periédicos. Adicionalmente, en este ultimo trabajo se presenta
una teoria de homogenizacion general basada en el formalismo de Fourier, para cristales
fotonicos con periodicidad unidimensional, bidimensional y tridimensional, con tipo de red
de Bravais y forma de inclusiones (metélicas o dieléctricas) arbitrarias. De acuerdo con esta
teoria, las ecuaciones de Maxwell para campos macroscépicos del cristal foténico, se obtienen
promediando los campos electromagnéticos en el interior del cristal foténico. Finalmente,

se ha derivado una expresion explicita para la conductividad eléctrica efectiva:

& ?

X 00= [{ﬁ (k0,001 — (K2~ k) T +kk} , (2.42)

4
la cual depende del vector de onda k. La diada {IN ~!(k;0,0)} ! en la ecuacién (2.42), es
s
la inversa de un bloque de tres por tres de N ~!(k;0,0) que se obtiene a su vez de la inversa

<>
de una matriz de tamao infinito N ~!(k; G, G'), dada por

ud —

N (k;G,G) = [(|k FGRP-R) T —(k+G)(k+ G)] Sg.q — iwnod (G — G) I . (2.43)

s
Aqui, G y G/, son vectores de la red reciproca, I es la diada unidad, dg g’ es la delta de

Kronecker, w es la frecuencia, kg = w/c y c es la velocidad dela luz en el vacio y 6(G), es



22 Capitulo 2: La dispersion espacial

el coeficiente de Fourier de la conductividad generalizada

H(G) = ; / & (x) exp[—iG - x]dr, (2.44)
donde
o(r) = o(r) — iwepx(r), (2.45)

con o(r) y x(r) siendo la conductividad y la susceptibilidad usuales del material, respecti-
vamente, las cuales son funciones periddicas de las coordenadas, y V. el volumen de la celda
unitaria.

Con la conductividad redefinida por la ecuacién (2.42), la densidad de corriente

macroscopica adquiere la siguiente forma
e
Jo =X (k) - Eo. (2.46)

Usando la conductividad y la densidad de corriente definidas por las ecuaciones (2.42,
2.46), las ecuaciones de Maxwell para los campos macréscopicos del cristal foténico pueden

escribirse en la forma

And >
k x Bg = —polwep I +i X (k)] - Eo. (2.47)
Ang <>
k-[weo I +i3 (k)] Eo=0. (2.48)
k x EO = wB(). (249)
k-Bj = 0. (2.50)

Al compararse estas expresiones con las ecuaciones de Maxwell para una medio macroscépico
homogéneo, con el fin de determinar la respuesta efectiva del material, deben definirse las
relaciones entre los campos auxiliares D y H y los campos E y B. Dado que la respuesta
del material no es tinica, una de las posibilidades es establecer las relaciones constitutivas
de la siguiente manera

D =¢ (k,w)-E, (2.51)
B = poH. (2.52)

La eleccién anterior, no toma en cuenta de manera explicita efectos magéticos, por lo cual
las propiedades electromagnéticas del material homogéneo, estaran determinadas por la

dependencia de la diada dieléctrica € (k,w) en funcién del vector de onda:

“ D A S
€ (kw)=¢ I +— % (k,w). (2.53)

€
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La dependencia explicita de k y de w, indica que la respuesta dieléctrica es no local.
Por lo tanto, aun cuando una estructura metalodieléctrica peridédica no posea inclusiones
magnéticas, se pueden producir efectos magnéticos de acuerdo con lo que se mencioné al
inicio de este capitulo. Cabe mencionar que la funcién dieléctrica efectiva no local coincide
con los resultados obtenidos en el trabajo [46], el cual se base en una teoria més general [47].
Ademas, el uso de este tensor efectivo en las ecuaciones de Maxwell para los campos en el

medio homogeneizado permite obtener la estructura de bandas completa del cristal foténico.

2.4 Respuesta bianisétropa efectiva

Las relaciones constitutivas entre el vector de desplazamiento D y el campo magnético
H y los campos fisicos macoscopicos E y B definidos por las ecuaciones (2.51, 2.52), es una
de muchas posibilidades, y quizé la relacién lineal més general de las ecuaciones constitu-
tivas es la llamada respuesta bianisétropa, de la cual ya hicimos mencién (2.6a, 2.6b). En
esta seccién daremos la forma explicita de las diadas ?, ﬁ, ?, ? La determinacién de
estas en el limite de longitud de onda larga ka < 1, donde k es la magnitud del vector de
onda del campo electromagético macroscopico y a es la constante de red, se puede efectuar
mediante una expansién en serie de potencias de k de la conductividad efectiva no local

(2.42) (bajo la condicién ka < 1) para el cristal foténico homogenizado. Dicho desarrollo

fue reportado en el trabajo [12], donde se demuestra que

>

S k) =2 &2 D& &2 D)+ . (2.54)

4 4 4 A~
Aqui, ¥ O, W 5 @) son las tres primeras diadas del desarrollo y k = k/k es un vector

unitario. En el desarrollo anterior se supone que la frecuencia es independiente de k, siendo
lo suficientemente pequena (w < 2mc¢/a). Con estos primeros términos, las diadas de la
& o

. . 7 (—> .
respuesta bianisétropa €, K, ¥, §, adquiren la forma:

> x4 x4 <«

?:8 - 18 : ¢ - ¢)7 ’?:E : ;Z _17 g: - ’(p - Za ﬁ:d; _17 (255)

donde
o
= eg I +£ 5 0 (2.56)
A < ~ .o
B=—i(1—p) = W(k)- (kx I), (2.57)
<~ N

b= —ipkx 3 D (k), (2.58)
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- . o
1

b= (1/10) T +iwkx 3 @ (k) - (kx 1). (2.59)

Aqui, la cantidad p es un parametro auxiliar, cuyo valor se determina mediante la im-
posicion de las relaciones de simetria de Onsager entre las diadas efectivas de la respuesta
bianisétropa,

g <~
T, HM=HT, 6=—-7T, (2.60)

las cuales se satisfacen cuando p = 1/2. El subindice T, en las relaciones anteriores indica
sélo la transpuesta de las diadas. Debe observarse que ?, ﬁ, ? dependen de la direccioén
del vector de onda k, pero no de su magnitud k, y como se apunta en [12], se introduce
anisotropia adicional a la red. En consecuencia, estas diadas pueden diagonalizarse en difer-
entes sistemas de coordenadas. Una de las ventajas de la respuesta bianisétropa efectiva
en comparacion con la respuesta dieléctrina no local, descrita en la seccién anterior, con-
siste en que los efectos magnéticos y quirales (asociados a los tensores de permeabilidad
y los magneto-eléctricos cruzados) son claramente revelados. Aunque ambas descripciones
son bastante generales, tienen el inconveniente de que la determinacién de los pardmetros
efectivos requiere resolver sistemas de ecuaciones algebraicas de gran tamano.

Cabe mencionar que los cristales foténicos con componentes naturalmente mag-
néticas o quirales, cuya respuesta electromagnética tiene de inicio la forma bianisétropa,
se pueden homogeneizar con la teoria propuesta en el trabajo [48]. Esta teoria de homo-
geneizacién también se basa en el formalismo de Fourier y provee férmulas explicitas para los
tensores efectivos, que en general son funciones del vector de onda (no localidad), aplicables

a cristales fotonicos con tipo de red de Bravais y forma de las inclusiones arbitrarios.



Capitulo 3

Formalismo teorico

Como se ha comentado ampliamente en los capitulos previos, en las dos tltimas
décadas se ha retomado el estudio de materiales izquierdos en el sentido dado por Vese-
lago [3], los cuales son en si estructuras metalodieléctricas periédicas. Sin embargo, en las
investigaciones tedricas el componete metalico o semiconductor de la estructura periddica
se ha descrito en el marco de un modelo bastante burdo y simple. A saber, se supone que
la constante dieléctrica es ya sea infinita o se describe con la formula clédsica de relajacion
que se deriva de la teoria de Drude-Lorentz. Esta tltima toma en cuenta sélo los efectos de
dispersion de frecuencia y no considera en absoluto los efectos de dispersién espacial. En el
presente capitulo se estudia un arreglo periédico unidimensional infinito de capas alternates
de dieléctrico y metal, en el cual se introducen los efectos de dispersiéon espacial a través del
momento del electrén p = hk. Para llevar acabo este andlisis comenzamos primeramente
por la capa dieléctrica y posteriormente analizamos la placa metdlica. Cabe mencionar que
en este andlisis se considera una onda electromagnética con polarizacién s (o, lo mismo, po-
larizaciéon TE). Sin embargo nuestro pricincipal problema se centra en econtrar la densidad
de corriente dentro de la capa metdlica. Para resolver el problema planteado utilizamos la

ecuacion cinética, y calculamos la densidad de corriente eléctrica.

3.1 Modelo del arreglo metalodieléctrico periédico

Consideremos el siguente arreglo infinito unidimensional periédico de capas die-
léctricas y placas metélicas alternantes como se muestra en la Fig. 3.1. La celda unitaria de

la estructura consiste de dos elementos alternantes — la capa de dieléctrico con espesor d;

25
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v la placa metdlica con espesor d,,,. La celda tiene su espesor d que coincide con el periodo

de la estructura,

d=d; +d,,. (31)

.z
by —
-d; dm k

z 4

Y4

‘Metal “IDieléctricol

\

Figura 3.1: Arreglo infinito de capas alternantes de dieléctrico y metal.

Suponemos que la onda electromagnética monocromatica de frecuencia w tiene
polarizacién s o, en otras palabras, polarizacién TE. Especificamente, la onda se propaga
en la direccién del eje z, su vector de campo eléctrico E(x,t) es paralelo al eje y, mientras

que su vector de campo magnético H(x,t) es paralelo al eje z,

E(z,t) = {0,E(x),0}exp(—iwt), (3.2a)

H(z,t) = {0,0,H(z)}exp(—iwt). (3.2b)

Es importante notar que consideramos materiales no-magnéticos (la permeabilidad magnética
del dieléctrico y del metal son p; = u, = 1). Esto conduce a la condicién de continuidad
para los campos eléctrico F(z) y magnético H(x) en las fronteras entre las capas dieléctricas
y las metalicas. Nuestra meta es estudiar las propiedades espectrales y de transporte de
dichos sistemas. Con este fin, tenemos que obtener la relacién de transferencia de la onda
electromagnética plana a través de la celda unitaria del arreglo periédico que estamos con-
siderando. Es evidente que en sistemas periédicos las propiedades de todas las celdas
unitarias son equivalentes. Esto significa que es suficiente considerar cualquiera de las cel-
das. En nuestro anélisis es apropiado seleccionar la celda unitaria restricta en el intervalo
[—d;,dn] (vea la Fig. 3.1). Tomando en cuenta las condiciones de continuidad, la relacién

de transferencia a través de la celda especificada se puede presentar en la siguiente forma
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matricial

~0 ) (3.3)
H{dy) H(—dy)

La celda [—d;,d,,] incluye la capa dieléctrica [—d;,0] y la placa metélica [0, d,,]. En conse-

cuencia, la matriz de transferencia Q puede expresarse como el producto,
Q=MD, (3.4)

de la matriz de transferencia para la placa metélica M por la matriz para la capa dieléctrica

D. Las ultimas matrices se definen por las relaciones

E(0) [ E(=di)
=D , (3.5a)

H(0) H(—d;)

E(dn) . E(0)
=M . (3.5b)

H(dy) H(0)

En las secciones siguientes calcularemos las distribuciones del campo electromagnético en
la capa dieléctrica [—d;,0] y en la placa metélica [0,d,,], y obtendremos las matrices de

transferencia correspondientes.

3.2 Capa dieléctrica

Primeramente analizaremos las ecuaciones de Maxwell en la capa dieléctrica [—d;, 0]

con permitividad e; y permeabilidad p; = 1, donde ellas toman la siguiente forma

V X H — ; 8t 5 (363)
10H
VxE = —-—-. (3.6b)

De acuerdo con la polarizacién (3.2), las ecuaciones de Maxwell para las componentes no

cero de los rotacionales de los campos son

dH(xr) we;
o = E(z), (3.7a)
dE@) 9 ), (3.7b)

dzx c
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Eliminamos el campo magnético H(x) de estas dos ecuaciones, e introducimos el nimero

de onda en el vacio k y en el dieléctrico k;,

kE=w/c, ki = wy/€i/c. (3.8)

Como resultado, obtenemos la ecuacién de onda a la cual debe satisfacer el campo eléctrico

E(x), y ademds, reescribimos la ecuacién para el campo magnético H(x),

(j; + kf) E(z) =0, (3.9a)
H(z) = —ik 'E'(x), (3.9b)

donde el apédstrofo denota derivacién con respecto a la coordenada xz. Como podemos
observar, la ecuacién (3.9a) es una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden con

coeficientes constantes. Por esto, la solucién general de las ecuaciones (3.9) es la siguiente

E(x) = Aexpliki(x + d;)] + B exp|—ik;(z + d;)], (3.10a)

H(x) = A% explik;(x + d;)] — B% exp|—ik;(x + d;)]. (3.10b)

Para determinar de manera completa esta solucién es necesario especificar las constantes
Ay B. Primero, con ayuda de las ecuaciones (3.10) es relativamente simple expresar las
amplitudas A y B en términos de los valores de frontera de los campos eléctrico E(0) y
magnético H(0). De la misma manera podemos expresar las constantes A y B en términos
de los valores de frontera de los campos eléctrico E(—d;) y magnético H(—d;). Como

resultado 1til, tenemos

E(—d;) + kk;'H(—d;)  E(0) + kk; ' H(0)

A = 5 = 5 exp(—ik;d;)
_ : H(O)—I;i(s_ijgl)ﬂie;?))(_lkidi)’ (3.11a)
s E(—di)—/;ki_lH(—di):E(O)—Zki_lﬂ(o) exp(ikad)
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Sustituimos las ecuaciones (3.11) en la solucién (3.10) y obtenemos otra forma para la

distribucién del campo electromagnético en la capa dieléctrica,

ik H(0)coslki(x + d;)] — H(—d;) cos(k;x)

E(x) = T sn(kdy) : (3.12a)
H(z) = H(0) sink;(z +S i()}f;f)’f (=di)sin(kiz) (3.12b)
para —d; <z <0.

Esta presentacion es mas apropiada para nuestro estudio. Particularmente, aplicando la
distribucién (3.12), se puede obtener la relacién matricial (3.5a) entre los valores de los
campos eléctrico y magnético en las dos fronteras opuestas, z = —d; y * = 0, de la capa
dieléctrica. De tal manera, llegamos a la forma explicita para la matriz de transferencia D

a través de capa dieléctrica,

R Z—di/ZO —(szi — Zg)/éo COS(k‘idi) %k sin(k;idi)
D — _ _ _ frmd ‘ ’ . (3.13)
—1/% Z_q,/Z % sin(k;d;)  cos(kid;)

Noétese que la matriz de transferencia D es una matriz unimodular, i.e. su determinante es

igual a la unidad,

detﬁ = D11D22 - D12D21 =1. (314)

En la primera expresién para la matriz D de la ecuacién (3.13), hemos introducido las
impedancias adimensionales Z,di y Zo de las fronteras, respectivamente, z = —d; y x = 0

de la capa dieléctrica que estan definidas por las férmulas

7, = ik cos(kid;) 7y = ik 1

—— _—. 3.15
¢ ki sin(kidi) ’ kl‘ sin(kidi) ( )

Es importante destacar que las impedancias E,di y Z() y, consiguientemente, la matriz D no
dependen de las coordenadas z = —d; y © = 0 de las fronteras de la capa dieléctrica [—d;, 0],
i.e. no dependen de la posicién de la capa. Ellas dependen sélo de sus caracteristicas
electromagnéticas, de la permitividad &;, y de su espesor d;. En vista de que todas las
capas dieléctricas tienen las mismas cantidades ¢; y d;, las férmulas obtenidas (3.13) y
(3.15) describen las propiedades electromagnéticas de cualquier capa dieléctrica en el arreglo

periédico estudiado.
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3.3 Ecuaciones de Maxwell para la placa metalica

Como sabemos, la caracteristica especifica de los metales es una alta densidad N
de portadores libres de carga, es decir, los electrones de conduccién. Entonces la diferencia
entre un metal y otro estd en el nimero (densidad) de electrones libres y en la naturaleza
de la red cristalina. La densidad tipica en metales es del orden de uno por atomo o N ~
1022 — 10?3 particulas por centimetro ciibico. Por lo tanto las propiedades electromagnéticas
de los metales estan determinadas por el comportamiento del gas de Fermi de los electrones
de conduccién en un campo de alta frecuencia. Debido a la alta densidad IV de los electrones
el metal posee una gran conductividad eléctrica o, la cual puede ser considerada como
un gran parametro con dimension de frecuencia. También, como consecuencia de la alta

N, la frecuencia de plasma w, del gas de electrones alcanza valores altos del orden de

1015 o 10168_1
47 N e? 1/2
wp = ( - > . (3.16)

Aqui, e es el valor absoluto de la carga electrénica (e > 0) y m es la masa efectiva del
electron. De tal modo, las ecuaciones de Maxwell en metales incluyen la densidad de la

corriente eléctrica j de electrones de conduccion y se escriben en la forma general como

47 . 10E

VxH = —j+-— 1
X cJ+c8t’ (3.17a)
10H
E = ———. 1
V x T (3.17b)

Como ya se habia mencionado al principio, estamos considerando el caso de polarizacién s
(o, TE) para el campo electromagnético monocromético (3.2). Por esto suponemos que la
corriente eléctrica j, asi como el campo eléctrico E, contiene solo la componente y que en

la aproximacién lineal con respecto a E también es monocromatica,
J(z,t) ={0,j(x), 0} exp(—iwt). (3.18)

Entonces las componentes no nulas de los campos eléctrico y magnético rotacionales deben

obedecer las ecuaciones:

dzix) - —%j(w)—l—i%E(w), (3.19a)
dE@) %), (3.19b)

dzr c
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Derivando la segunda ecuacién con respecto de x y, después, sustituyendo el resultado en la

primera ecuacién se obtiene la ecuacién para la distribuciéon del campo eléctrico en metal,

d’E(x) 4rik?

Tt KE(x) +

j(z) = 0. (3.20)

Esta ecuacién debe resolverse encontrando la densidad de corriente j(x) en el intervalo de
la placa metdlica (0, d,,). Para encontrar la densidad de corriente es conveniente utilizar la

ecuacién cinética de Boltzmann, sobre la cual discutimos a continuacion.

3.4 Ecuacién cinética y su solucion

El céalculo de la densidad de corriente eléctrica con el formalismo de la ecuacién
cinética es conveniente porque permite el estudio de los fenémenos de transporte clasico y
semicldsico en metales [49]. La ecuacién cinética se escribe en términos de la funcién de
distribucién electrénica f(r, p,t) fuera de equilibrio en el espacio fase (r,p). Es bien cono-
cido que, por un lado, el cambio total de f(r,p,t) con el tiempo estd dado por la derivada
total df /dt. Por otro lado, en un proceso cinético este cambio ocurre como resultado de las
colisiones de los electrones con otros electrones, fonones, impurezas y otras imperfecciones
del bulto metdlico (es decir, defectos estructurales). Por lo tanto la forma general de la

ecuacion cinética es
of  Ofdr  Of dp _
ot  Ordt Op dt

donde I(f) es la llamada integral de colisiones la cual depende de los procesos de dispersién

I(f), (3.21)

electrénica. El modelo fenomenoldgico mas simple para la integral de colisiones se escribe

como

(3.22)

A pesar de su simplicidad, este modelo toma en cuenta las propiedades generales de la
integral de colisiones. Especificamente, los procesos de dispersién electrénica se describen
con un solo pardmetro fenomenolégico 7 = v~! > 0 que juega el papel del tiempo de
relajacion para el establecimiento del equilibrio. Correspondientemente, su valor inverso
v es la frecuencia de colisiones electrénicas con las imperfecciones del bulto metélico. La
integral de colisiones (3.22) se determina de la desviacién de la funcién de distribucién

f(r,p,t) con respecto de su valor en el equilibrio, es decir, de la funcién de Fermi-Dirac

que depende explicitamente sélo de la energia electrénica € y contiene como parametros la
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energia de Fermi er y la temperatura 7T,
fr(e) = {exp[(e —ep)/T] + 1370 (3.23)

Por tanto, la integral de colisiones es naturalmente cero para el sistema que esta en equilibrio,
o sea cuando f(r,p,t) = fr. De tal modo las colisiones constituyen el mecanismo para
alcanzar el quilibrio estadistico. También hay que mencionar que el modelo (3.22) es isétropo
y segln este los electrones se dispersan eldsticamente (es decir, la energia no cambia después
de una colisién). El modelo (3.22) es conocido como aproximaciéon 7 para la integral de

colisiones. Es evidente que en el campo eléctrico E(r,t) la fuerza que actiia sobre los

electrones es dp/dt = —eE(r,t) y la ecuacién cinética en la aproximacién 7 adquiere la
forma:
of of of f=Ir
- S == — t) — =— . 3.24
ot TV o B a0 T (3:24)

Aqui, v = dr/dt = 0¢/Op es la velocidad de los electrones. La corriente eléctrica se expresa
en términos de la funcién de distribucién electrénica f(r,p,t) con ayuda de la férmula
siguiente

i t) = — (272;_03 / Epv f(r,p.t). (3.25)

Gracias a la alta densidad electrénica N, el campo eléctrico en el metal siempre tiene un

valor pequeno, asi que los electrones de conduccién siempre estan en el estado de cuasi-
equilibrio. Esto significa que su funciéon de distribucién es casi la funcién de Fermi-Dirac
(3.23). En otras palabras, en el metal la diferencia f— fr es siempre una pequena correccion:
|f — frl < fr. Regresando a nuestro problema, tomemos una placa de metal como se

muestra en la Fig. 3.2, la que ocupa el espacio restricto segtin las desigualdades
0 <z <dn, —00 < Y,z < 00. (3.26)

Para resolver la ecuacién (3.20) y obtener el campo eléctrico en la placa metélica, nues-
tro principal problema ahora es determinar la densidad de corriente (3.18). Con este fin

buscaremos la funcién de distribucion en la siguiente forma:

flz,v,t) = fr(e) + 853)((33, v) exp (—iwt) . (3.27)

Aqui, el segundo término del lado derecho es la pequena adicién lineal fuera de equilibrio
a la funcién de distribucién de Fermi fr(e), (|x(z,v)| < €r). En virtud de que el campo

electromagnetico depende sélo de la coordenada x y es monocromatico con una dependencia
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Figura 3.2: Trayectoria de los electrones en la placa metélica.

del tiempo ¢t como exp(—iwt), es evidente que la correccién fuera de equilibrio también debe
depender sélo de x y debe ser proporcional al factor exp(—iwt). Para obtener la expresién
general de la componente y de la corriente eléctrica (3.18) en nuestro problema, es necesario
sustituir la expresién (3.27) en la formula (3.25). La integral del primer término, con fr(e),

de (3.27) se anula porque no existe ninguna corriente en el estado de equilibrio. Obtenemos

jlz) = —(272;03 /d?’pvyaajfx(zv,v). (3.28)

De tal modo, nuestro problema se reduce a calcular la funcién x(z,v). Sustituimos (3.27)
en (3.24) y encontramos que en la aproximacién lineal con respecto al campo eléctrico E(x)

la funcién x(z,v) debe obedecer la siguiente ecuacién

dx(z,v)

Vo + (v —iw)x(z,v) = evyE(x). (3.29)

Aqui, como se puede ver en la Fig. 3.2, v, es la velocidad de los electrones en la direccion
del eje = dentro de la capa metdlica. Por lo tanto, para tomar explicitamente en cuenta
la direccién del movimiento del electrén dentro de la capa, introducimos dos funciones
X+(x, |vz]) = x(z, v, > 0) y x— (2, |vz]) = x(x, v, < 0) con velocidades positivas y negativas:

vy = *|vg| . Con esta convencidén la ecuacién (3.29) toma la forma

d :1:
D ) = e B @), v =G/l (330
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La tdltima ecuacién (3.30) es una ecuacién diferencial lineal no-homogénea de primer orden.

Sus soluciénes generales son las siguientes
(o foa) = e / da' E(a') exp [—1(z — /)] + x4 0, o) exp (—7) (3.31a)

v dm
x—(z,|vg]) = e—2L dz'E(z') exp [—v(2' — z)] + x—(dm, [vz]) exp [=7(dm — z)] . (3.31b)

02| Ja

Aqui, las constantes arbitrarias x4 (0, [vz]) ¥ X—(dm, |vz|) se eligen de tal manera que ellas
coincidan con los valores de las funciénes x4 (z,|vy|) y x—(z,|v;|) sobre las fronteras de
la placa metélica z = 0 y ¢ = d,,, respectivamente. Para determinar totalmente estas

constantes, establecemos las condiciones de frontera

X+(0; Jvzl) = px—(0, |vz]), (3.32a)

(s [0al) = Pt (s ). (3.32b)

Desde el punto de vista del proceso fisico, las condiciones de frontera a la ecuacién cinética
describen la interaccién de los electrones con las superficies metalicas. Las condiciones (3.32)
representan un modelo fenomenoldgico, en el que la dispersién superficial de los elecrones se
describe con el parametro de la especularidad p. Si los electrones se reflejan especularmente
de la superficie metalica, el parametro p = 1. Para la reflexion difusa p = 0. Entonces, en
el caso general de reflexiéon supeficial arbitraria 0 < p < 1. Evaluando las condiciones de
frontera (3.32), para las soluciones generales (3.31) obtenemos dos ecuaciones algebraicas

con respecto a las constantes arbitrarias x4 (0, |vz]) v x—(dm, |vz]),

d'm

U
X0, Ioal) = psp (=) X o) = pey [ ar B exp (<), (3380

dm,
—pexp (=70 x4 0. o)+ x=dh o]) = perts [ a0/ B!y exp [1(d, = /)] (3330)

Sus soluciones son

dm,
v p ! / /
X+(0,]vz]) = e y[ / dr'E(x") exp(—vyx
+0:feel) [vz| [1 = p?exp(—2vdm) Jo (@) exp(=ya)
2 d
p” exp(—2vdm) gt )
E 34
= Fexp(—21dn) Jy )P0 (3.342)

v pexp(—ydm) [
o) = e | LI [T () explo)

2 d
p~ exp(=ydm) / i /
dx'E — . .34b
T Zoxp(—27d,) ' E(x") exp(—vyz') (3.34b)



Capitulo 8: Formalismo tedrico 35

Con estos valores podemos escribir finalmente de manera general la suma de las soluciones

de la ecuacion cinética (3.30):

v
X o) X (o fel) = ey o), (3.352)

x dm
I(z,|v:]) = / dz'E(z") exp [—v(z — 2')] —I—/ dz'E(z") exp [—v (2’ — 2)]

0 T

dm
14 / / /
dz'FE —
T T P exp(—2ydn) /0 E@)exp [-1(@+ 2]

_l’_

2 d
P eXp(_Q’YdM) /m / / /
dz'E — —
1= pPexp(—2vdm) Jo (@) exp [=(a — o)

pexp(—?ydm) /dm / / /
dr'E
+ 1= Zexp(—2vdy) Jo 2'E(z') exp [y(z + 2')]

2 d
p” exp(—2vdpm,) /m / / /
d2'E —2)]. 3.35b
+ T Pexpl_2vdy) Jo ™ () exp [y(x — 2')] ( )

Es importante enfatizar que la solucién (3.35) es aplicable en el caso general de reflexién

supeficial de electrones arbitraria, cuando 0 < p < 1.

3.5 Calculo de la densidad de corriente eléctrica

Para calcular la corriente electrénica j(z) en la capa metélica, hay que especificar
las caracteristicas basicas de los electrones. Por simplicidad, vamos a suponer que la ley de

dispersién de los electrones es cuadratica e isétropa,
e=p2/2m=mv?/2, p =mv. (3.36)

Luego, como es conocido, en el metal la energia de Fermi ex siempre es mucho mayor que
la temperatura T, e > T. Por lo tanto, la derivada de la funcién de Fermi-Dirac con

respecto a la energia, 0 fr/0¢, puede cambiarse por la funcién delta de Dirac,

ok
Oe

Este cambio nos dice que en fenémenos cinéticos metalicos la energia electronica se conserva

=d(e—ep) =2mé(p; — [PF —P3),  pr=2mep. (3.37)

y es igual a la energd de Fermi, ¢ = ep, 0 que es lo mismo, el valor del momentum total
de los electrones es igual al momentum de Fermi, |p| = pr. Ademds, en el espacio del

momentum vamos a introducir las coordenadas cilindricas {p;, pt, ¢},

Py = MUy = PLCOS P, P, = Mu, =ppsing, €= (pi —i—p?)/?m, d®p = dp,pedpde. (3.38)
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Tomando en cuenta las expresiones (3.36) — (3.38), podemos escribir la densidad de corriente

(3.28) de la manera siguiente

. de o0 [e'¢) ) ) ) 9 2m
J@) = == [ dps | dpipio (07 —[pr —p3)) | decosex(x,ve). (3.39)
(2rh)? ) 0 0
Ahora, aprovechando la funcion delta podemos evaluar la integral respecto de p;, es decir

2e

DF 2m
j(z) = / dpxpt/ dip cos o x(, V). (3.40)
(27Th)3 —pF 0

Aqui, el momentum electrénico tangencial p; toma el valor

pe = \/PE — P2 (3.41)

Este valor es el cero del argumento de la delta de Dirac dentro del intervalo de integraciéon de
P si el momentum normal p, toma sus valores en el intervalo —pr < p, < pp. De tal modo
la integracién sobre p; con la delta de Dirac también acorta el intervalo de integracién sobre
pz. Vamos a dividir el intervalo de integracién sobre p, en dos intervalos, (—pr,0) y (0, pr).
Es evidente que en el primer intervalo hay que sustituir la funcién x(z, vy < 0) = x—(z, |vz|)

y en el segundo x(z,v, > 0) = x4(z, |vz]),

2e

2m 0 PF
j@) = W,/O dp cos ¢ U_pF dpxth—(x7’vm)+/() dpe prx+ (@, [ve]) | . (3.42)

Haciendo en la primera integral el cambio de la variable de integracién p, — —p,, obtenemos

2e

DF 2m
i) = o | e [ dpeosg st o)+ x-m o). @343

Ahora es el momento de sustituir en el expresién (3.43) la férmula (3.35a), aplicar la notacién
(3.38) para la velocidad v, y evaluar la integral sobre ¢ tomando en cuenta que I(z, |vy])

no depende del angulo . Obtenemos
2me? PF p?
(1) =~ dpy — T : 3.44
i) = G [ dpe T T(a o) (3.44)
Introducimos las nuevas notaciones,

Ny = |pz|/pF = |vz|/vF = |vzlm/pP, ne = pe/pr = /1 —n2. (3.45)

Con estas notaciones la densidad de la corriente se escribe como

2me?p2, ! n?
j(x) Grh)? /0 n - (x,vpng) (3.46)



Capitulo 8: Formalismo tedrico 37

Para obtener la formula final de la densidad de la corriente en el caso general, es muy util
rememorar las expresiones para la conductividad clasica o, la longitud de recorrido efectiva

ly v la densidad N de electrones en el metal,

i “ [ NP (3.47)
el = 3m2h3m(v —iw)  4n(v —iw)’ Yov—iw’  3m2R3 '

donde w), es la frecuencia de plasma de los electrones de conduccién (3.16).
Entonces, combinado estas definiciones (3.47) junto con la ecuacion (3.46), la pode-

mos reescribir de la manera final

1 2
jlx) = 3¢ / dng n—tI(a:,anx). (3.48)
0

41, o

La expresién obtenida es un resultado completamente general, en el cual sélo basta sustituir

la funcién I(x,vrn,) que es descrita por la férmula (3.35Db).

3.6 Caso de reflexién especular.

De acuerdo con (3.35b) en el caso de reflexién especular de los electrones (p = 1)
la integral I(x, [v;|) adquiere la forma

T dm
I(x,|vg]) = / da' E(a") exp [—v(z — 2')] +/ da' E(a') exp [—v(2' — z)]

0 T

dm
+ /0 dz'E(z") exp [—v(z + 2')]

exp(—27dm) dm / / (4 2
)/0 da' E(z') exp [—v(z + 2')]

T exp(—2vdm
T ixé))fp_(iyj%)m) /Odm da'E(2') exp [~y(z — 2')]
T ixfip_(szdf;:jL) /Odm da'E(a") exp [(z +2')]
1 ixfi;(?;;;ll) /Odm dx'E(a') exp [y(z — /)] . (3.49)

Desde el punto de vista fisico, esta expresion tiene un aspecto muy extrano porque depende
del espesor de la capa metalica d,,. Realmente, en el caso cuando el electron choca con
superficie metalica de manera especular, las componentes de su momentum p, y velocidad
vy las cuales determinan la corriente eléctrica no son afectadas, mientras que las componetes

Pz ¥ U cambian sélo su signo (pero estas no son modificadas en su magnitud). De tal modo,
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podemos concluir que la placa metdlica con fronteras especulares debe tener la misma den-
sidad de corriente eléctrica que tiene un metal infinito. Cabe mencionar que tal conclusién
es congruente con los resultados de los modelos SRM (Specular Reflection Model [50, 51])
y SCIB (Semi-Classical Infinite Barrier [52,53]). Considerando lo anterior en el régimen
no local, transformaremos la expresién (3.49) a una forma més simple tal que no dependa
explicitamente del espesor d,,. Recordemos que en (3.49) la coordenada x estd restringida
por la desigualdad (3.26), 0 < x < d,,. En virtud de que en (3.49) el campo eléctrico E(x)
estd determinado sdlo dentro del intevalo 0 < z < d,;,, podemos continuarlo al intevalo
—dpy < x < 0 como una funcién par, F(—z) = E(x). Después, en las tercera, cuarta y

sexta integrales cambiamos 2’ — —1/, para obtener

dm

I(z,|v:]) = /033 do'E(z') exp [—v(z — 2')] + / dz'E(z") exp [—v(a' — 2)]

0
+ /dm dz'E(z") exp [—v(z — 2')]

exp(—2vdy,) / dm

+ 1 exp(—27dy) . d;c’E(x’) exp [—’y(a? _ :L‘/)]
eXp(_nydm) dm / / ’
T T exp(—29dn) /_dm dr'B(@') exp [-r(a’ —2)] (3.50)

Transformemos los dos tltimos términos como

dm

I(z,|vgs]) = /096 do'E(z') exp [—v(x — 2)] + / dz'E(z") exp [—v(a’ — 2)]

0
+ /dm do'E(z") exp [—v(z — 2')]

0o dm

+ nz:()/—dm da' E(a') exp {—7[z — ' + 2dp,(n + 1)] }
0o dm

+ Z/_d dz'E(z') exp {—7[z' — z + 2dp(n + 1)]} . (3.51)
n=0 m

Considerando F(z) como una funcién periédica con el periodo 2d,,, es decir E(x+ 2nd,,) =

E(z), en el cuarto término hacemos el cambio ' — 2d,,(n + 1) — 2’ y en el quinto término
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'+ 2d,,(n + 1) — 2/. Finalmente, se tiene
dm

I(x,|vg]) = /r da' E(a") exp [—v(z — 2')] —i—/ da' E(x') exp [—v(2' — z)]

0 T

0
+ / dr'E(z") exp [—’y(x — x/)]

dm—2ndm
+ Z/ da' E(x') exp [—v(x — 2)]

dm—2(n+1)dm,
0 rdm42(n+1)dm
+ / do'E(z') exp [—v (2’ — 2)] . (3.52)
n=0 dm+2ndm

Es evidente que las sumas de las integrales en los dos ultimos términos pueden expresarse

explicitamente como

T dm
I(x,|vg]) = /0 da' E(a") exp [—v(z — 2)] —I—/ da' E(a') exp [—v(2' — z)]
0 —dm
+ /_dm dz'E(z') exp [—v(z — 2)] + /_Oo dz'E(z') exp [—v(z — 2')]

+ /OO do'E(z') exp [—v(a' — 2)]

m

= /:B do'E(z') exp [—vy(z — 2')] + /OO do'E(z') exp [—v(a’ — z)] . (3.53)

—00 T

Por tltimo, la expresién para I(z, |v;|) se reescribe en la forma
o0
I(z, |ve]) = / dz' E(a') exp (—v]z — 2']) 0<z<dp,
—00

E(—x) = E(x), E(x £2d,,) = E(x). (3.54)

Ahora sustituimos la férmula obtenida (3.54) en la expresion general (3.48) para la densidad
de corriente eléctrica y llegamos al resultado que es aplicable en el caso de reflexién especular

de los electrones,

jlx) = /OO di'o(z — 2')E(2). (3.55)

—00

Aqui, el kernel integral del operador de la conductividad se escribe como

o(z) = ?Zwl /01 dn, ngexp( i ) (=) = o(x). (3.56)

Ny lyng

Podemos observar que las férmulas (3.55), (3.56) son completamente similares a las del caso

del modelo del metal infinito. Volvamos a la ecuacién de Maxwell (3.20). Sustituiyamos
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en esta ecuacion la densidad de corriente eléctrica (3.55). La ecuacién de Maxwell toma la

forma:

dQE(CC) ]{72UJ2 00 _
102 + E*E(x) — M/ dz'=(z — 2’ )E(2") = 0. (3.57)

Aqui, hemos introducido la conductividad adimensional de acuedo con la definicién siguiente

_ o(x) 3 ! n? ||
) = 2 = 2 [, P e (- 2L
(x) Ocl 4lw /0 " Ny P lwnaz

3.6.1 Representacion de Fourier. Distribucién del campo electromagnético.

[1]

(—x) = Z(x). (3.58)

Debido a que la ecuacién de Maxwell (3.57) es una ecuacién diferencial-integral
con el kernel (3.58) que depende sélo de la diferencia de los argumentos x — 2’ y los limites
integrales son infinitos, para resolverla es conveniente aplicar el método de representacién de
Fourier. De acuerdo con las propiedades de la paridad y periodicidad (3.54), emplearemos

la representacién discreta, es decir presentamos el campo eléctrico como

E(z) = Z E(ks) exp(iksz) Z E(ks) cos(ksx)

1
= o )+ —25 ) cos (k) (3.59a)
dm dm
E(ks) = /d dxE(x) exp(—iksz) = /d dxE(x) cos(ksx)
";Lm m
= 2/ dxE(x) cos(ksx). (3.59b)
0

Cabe notar que la transformada de Fourier £(ks) tiene la propiedad de paridad,
E(k_s) = E(—ks) = E(ky), ks = 7ms/dp,. (3.60)

También, reescribamos algunas férmulas ttiles para la funcién delta de Dirac y el simbolo

delta de Kronecker,

2dmd(z—a') = > expliks(z—2a)] = > coslks(z — ')
= 142 i coslks(z — 2')], (3.61a)
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dm dm
2ddss = / dz exp[—i(ks — kg )x] = / dx cos[(ks — kg )]
—dm —dm,
dm
= 2/ dx cos[(ks — kg )x]. (3.61b)
0

Adicionalmente, introducimos la “transformada” de Fourier IC(ks) de la conductividad adi-

mensional =(z),

K(ks) = / dx Z(z) exp(—iksx —2/ dx Z(z) cos(ksx) / dnz k:l )
3 1 1 1
= = 77 7 N2 stw) T 77 N9 (° .62
2{ |:kslw + (k:slw)?’} arctan(kgly,) (kslw)Q} (3.62)

Es evidente que la “transformada” de Fourier IC(ks) es una funcién par,

,C(kfs) = K:(_ks) = K(ks) (3'63)

Ahora, apliquemos a ambas partes de la equacién (3.57) el operador integral
2 [y dx cos(kgz) . .., también en el ultimo término de (3.57) utilicemos la expresién (3.59a)

para el campo eléctrico E(z'),

o0

dm 2 E(z) ) kw2 1
2/0 dx y cos(ksx) + k°E(ks) — ——— Z E(k

x2 w(w + i) dn
S

=—o00

dm [e'e)
X / dx cos(k:s:z)/ do'E(x — 2') exp(ikgx’) = 0. (3.64)
0 —00
Integramos dos veces por partes el primer término de esta ecuacién, obtenemos

dm 2
5 d d E(2x)
0 d.’L‘

cos(ksz) = 2E (d) cos(ksdy,) — 2E'(0) — k2E (k). (3.65)

Aqui, el apéstrofo del campo eléctrico indica la derivada con respecto a la coordenada zx.
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Transformamos el dltimo término de la ecuacién (3.64) de la siguiente manera

o dm o
dtn Z 8(1{:5/)/0 dx cos(ksx) /OO dr'ZE(x — 2') exp(ikgx’) (cambio =z — 2’ — ')
1 dm
= Z K(ks)E (ks ) /0 dx cos(ksx) exp(iky )
Z K(k 2d {/ dx exp [i(ks + kg )z] + / dx exp [—i(ks — kg )] },
e 0

. , . . / /
(en el primer término cambiamos z — —z, s’ — —5')

:s/;OOIC(k:SI 2d / dxexp [—i(ks — ky)x]

= i K(ks)E (kg )ds.o = K(ks)E (ks). (3.66)

§'=—o00

Sustituyendo los resultados (3.65) y (3.66) en la ecuacién (3.64), llegamos a la

ecuacién algebraica para la transformada de Fourier £(k),

{k;g—kz

Entonces su solucién es

2E'(dp) cos(ksdm) — 2E'(0) 0ik H(d,,) cos(ksd,,) — H(0)
k2 — k2 (ks) - k2 — k22 (k)

De las féormulas (3.59a), (3.68) y (3.19b) se puede ver que la distribuciones de campo eléctrico

2

- m ’C(ks)] } E(ks) = 2E'(dp) cos(ksdm) — 2E'(0). (3.67)

E(ks) =

(3.68)

y campo magnético, respectivamente, en la placa metdlica se expresan en la forma

oo

ik H(d,,) cos|ks(d,, — x)| — H(0) cos(ksx
E(z) = i _z_: (din) cos{ (kg—l#g](ks) (0) cos( ), (3.69a)
H(z) = d; Z g, H () sinlfs (kdm__kf;](,;t )H(O) nlher) (3.69b)

para 0<z<d,y,.

Como se deduce de estos resultados, en el caso de reflexién especular de los electrones,
la capa metdlica puede caracterizarse por una constante dieléctrica efectiva en la repre-

sentaciéon de Fourier,

elky) =1— —L2 K(k),  elk_y)=c(—ks) = e(ks). (3.70)
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La dependencia de ¢ en funcién del nimero de onda ks = 7s/d,, es, en si, la respuesta de
los electrones en las placas metalicas al s-esimo modo y, por tanto, no es una permitivdada
asociada con el campo electromanético total. La permitivdad e(ks) depende del modo del
numero de onda ks via el factor de no localidad KC(ksl,) (3.62). Por conveniencia del
analisis posterior, hemos escrito aqui, de manera explicita, la dependencia de K en funcién
del pardmetro adimensional ksl,. Dependiendo del nimero de onda ks, el factor (3.62)
define enteramente el efecto de la dispersién espacial en la permitividad de modo (3.70).

Debido a esto, es importante escribir sus asintotas,

K(ksly) = 1 — (kgl,)?/5, (kgllu))? < 1 (3.71)

K(ksly) ~ 37 /4lksll,  |kslo] > 1. (3.72)

Estas expresiones muestran el efecto no local, que puede ser ignorado sélo cuando la de-
sigualdad (3.71), es satisfecha para todos los modos que contribuyen al campo eléctrico
total (3.69a). Ya que en este caso el factor de no localidad K(ksly) =~ 1, la permitividad
¢(ks) es la misma para todos los modos y coincide con el modelo de Drude-Lorentz (2.1).
En consecuencia, esta ultima expresién puede aplicarse en la descripcién electrodinamica

de una placa siempre y cuando se cumpla la condicién (3.71).

3.6.2 Matriz de transferencia para la placa metalica

Con ayuda de los resultados de la subseccion anterior es posible resolver el prob-
lema de transferencia a través de la placa metdlica. Especificamente, en la ecuacién (3.69a)
ponemos = = 0 y, después, z = dy,. Las féormulas obtenidas de tal manera, nos dan la
relacién matricial (3.5b) con la matriz de transferencia de la placa metdlica M en la sigu-
iente forma explicita

. Z0/Za,, —(Z5 =23 )/ Za,,

M= . (3.73)
-1/, Zo/Z4,,

Noétese que la matriz de transferencia M es una matriz unimodular, i.e. su determinante es

igual a la unidad,

detM = M1 Moy — MiosMs1 = 1. (374)
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Como vemos, los elementos de la matriz de transferencia del metal M se expresan
en términos de las impedancias adimensionales Zy y Zg,, de las fronteras metalicas ¢ =0y

r = d,,, respectivamente,

Zo= -1 .
0T Ty A KRk (3:752)
ik o=~ cos(ksdp)
Zy =L S0\ RsGm) 75b
= G 2 T Rk (3.75b)

La expresion (3.73) para la matriz metélica M es similar a la expresion correspondiente para
la matriz dieléctrica D de la ecuacién (3.13). La diferencia consiste s6lo en las impedancias
metalicas y dieléctricas.

Es importante notar que las impedancias metalicas Zy y Zg,, v, consiguientemente,
la matriz M no dependen de las coordenadas z = 0 y ¢ = d,,, de las fronteras de la placa
metélica [0, d,,], i.e. no dependen de la posicién de la placa. Ellas dependen sélo de sus
caracteristicas electronicas, y de su espesor d,,,. En vista de que todas las placas metélicas
se elaboran del mismo metal y tienen el mismo espesor d,,, las férmulas obtenidas (3.73) y
(3.75) describen las propiedades electromagnéticas de cualquier placa metdlica en el arreglo

periddico estudiado.

3.7 Matriz de transferencia para la celda unitaria y la relacién

de dispersion

Ahora, de acuerdo con las ecuaciones (3.3), (3.4) y por combinacién de las expre-

siones para las matrices de transferencia del metal (3.73) y del dieléctrico (3.13), obtenemos

= X
H(dp) —1/Z,, Zo/Z4,,
cos(k;d;) ;{—k sin(k;d;) E(—d;)
X ' ' . (3.76)
i sin(k;d;)  cos(kid;) H(—d;)

La relacién (3.76) describe la transferencia de la onda electromagnética plana a través
de la celda unitaria, capa de dieléctrico — placa metalica, de nuestro arreglo periédico.

Multiplicamos las matrices y, como resultado, llegamos a la forma final de la relaciéon de
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transferencia,
E(d,,) Qu Q2 E(—d;)
= ) (3.77)
H(d,,) Q21 Q22 H(—d;)
donde la matriz de transferencia Q se especifica por sus elementos,
7 ki 25 — 23
Qll = i COS(kidi) — ZE Odem Sln(kzd@) s (3783)
7 Z2 _ Z2
Q12 = z]]: i sin(kqd;) — Odem cos(kid;) , (3.78D)
1 ki Zo .
Q21 = —7de COS(]{?ZdZ) + ZE 7de Sln(kzdz) s (378C)
k1 7
Qu = —ir 7 sin(k;d;) + T.fn cos(kid;) . (3.78d)

Una propiedad muy importante del sistema que debemos notar es que la matriz de trans-

ferencia () es una matriz unimodular, i.e. su determinante es uno,

detQ = Q11Q22 — Q12Qa1 = 1. (3.79)

De hecho, en la Ref. [54] se demuestra que todos aquellos sistemas cudnticos, cuya matriz de
transferencia tiene su determinante igual a uno, poseen simetria de reversion temporal. La
propiedad (3.79) se sigue directamente de la definicién (3.78) de la matriz de transferencia.
Por otro lado, es claro que como las matrices M y D son unimodulares, su producto Q =
M ﬁ, también, debe ser una matriz unimodular.

Para proseguir nuestro andlisis, ahora es til recordar que estamos considerando un
sistema periédico infinito, y, por esto, debemos referirnos al teorema de Bloch [55] también
conocido en la teorfa de ondas como el teorema de Floquet [56]. Siendo aplicado a nuestra
celda unitaria [—d;, d,], el teorema se lee

E(dm) exp(iy) 0 E(—d;)
= , (3.80)
H(dm) 0 exp(iy) H(—d;)
Aqui hemos introducido la fase de Bloch ~, la cual, por definicién, es el producto del nimero

de onda de Bloch k y del periodo d = d; + d,, del sistema,

v = Kd. (3.81)
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De la comparacion directa se ve que las relaciones de transferencia (3.77) y (3.80)
son complementarias. La unificacion de ellas conduce al problema de eigenvectores y eigen-

valores de nuestra matriz de transferencia (3.78),

Quu—X Q2 E(zn) | .
Q21 Q22— A H(zn) ’
A = exp(i7y). (3.82)

La coordenada x, denota la frontera izquierda de la capa dieléctrica que pertenece a la
n-ésima celda unitaria.

Es simple ver de la ecuacién (3.82), que el exponencial de Bloch, exp(ivy), representa
un eigenvalor A de la matriz de transferencia Q Como sabemos, para que exista una solucién

no-trivial del problema (3.82), su determinante deber ser igual a cero, det{Q — A} = 0, i.e.

Mo(Qu+Qua)A+1=0 — A+X1=Qu +Qup

—  2cosy =Qn + Q22, (3.83a)
As = @ + i\/l - W — exp(i). (3.83b)

Para derivar la ecuacién caracteristica (3.83a), hemos aplicado la propiedad de unimodu-
laridad (3.79).

La forma explicita de la ecuacién (3.83a) se obtiene mediante la sustitucién de
las expresiones (3.78a) y (3.78d) para los elementos matriciales correspondientes. Como

resultado, llegamos a la relacién de dispersién

cosy = DMjyjcos(kid;) + 1 [ My + — Mgl] sin(k;d;), o, lo mismo, (3.84a)

21k ki
A i |k 28— ZC% k )
;) — — moy id;) . .84
cos 7y 70 cos(kid;) A ki 7 sin(k;d;) (3.84b)

Esta relacion describe la propagacién de una onda electromagnética a través de nuestro
arreglo periddico unidimensional de capas alternantes de dieléctrico y metal. Ella conecta
la fase de Bloch v con la frecuencia de onda w y nos da la estructura espectral de bandas
de transparencia y de opacidad.

En el modelo local de Drude-Lorentz la corriente eléctrica obedece la ley de Ohm

j(x) = oqF(x) (2.10) y la constante dieléctrica e.;(w) en este caso esta dada por la ecuacién
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(2.1). Ademas, como se comenté en la subseccién 3.6.1, en el marco del modelo de Drude-
Lorentz, las expresiones para los campos electromagnéticos se pueden obtener a partir de las
ecuaciones (3.69) si se sustituye el factor de no localidad K para todos los modos normales
por la unidad (K(ksl,) — 1). Subsecuentemente, las sumas en las definiciones de las
impedancias superficiales Zy and Z;,, (3.75) pueden ser calculadas de manera explicita,

resultando en
1
sin o, m sin ¢,

con los pardmetros 6pticos del modelo de Drude-Lorentz de la placa metélica: permitividad
em = €(0) (3.70) [= eq(w) (2.1)], indice de refracciéon n,, = /g, impedancia Z,, = n. !,
nimero de onda k,, = kn,,, y corrimiento de fase ¢,, = k. d,,. Sustituyendo las expresiones

(3.85) para las impedancias superficiales Zy and Z;  en la relacién de dispersién general

m

(3.84) obtenemos su contraparte valida para una gran variedad de estructuras periddicas
de bicapas [8,57],

Z; n Zm

1
cos(y) = cos p; Cos @, — 5 ( ) sin ; sin ., (3.86)

donde ¢; = k;d; denotan el corrimiento de fase en la placa dieléctrica y Z; = k/k; su

impedancia.
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Efectos de dispersion espacial

Como ya se ha notado desde un inicio, estamos interesados en la descripcién ge-
neral de sistemas periddicos en los cuales el tamafio de la inclusién metalica es comparable
con la profundidad de penetracién de la onda, §, que llamamos espesor de la capa pelicu-
lar, mientras que el componente dieléctrico o semiconductor en estas estructuras se mode-
la mediante una funciéon dieléctrica resonante. Los arreglos periddicos de esta naturaleza
pertenecen a los llamados sistemas metamateriales, debido a sus extraordinarias propiedades
electromagnéticas [12,20,58-62]. Entre estas propiedades, se debe mencionar la refraccién
negativa [5,63,64], que se ha observado en los metamateriales negativos dobles, cuya permi-
tividad y permeabilidad efectiva son simultdneamente negativas. El fenémeno de refraccién
negativa se observa también en superredes metal-dieléctricas inherentemente-anisétropas,
aun sin una permeabilidad efectiva negativa [65—67]. Las propiedades 6pticas de tales sis-
temas metamateriales multi-laminados se han descrito en los trabajos [8,10,54,68-71], asi
como en las referencias que aparecen en ellos, con el modelo local de Drude-Lorentz, el
cual establece una relacién local entre la densidad de corriente de los electrones y el campo
eléctrico. Sin embargo, como ya se ha mencionado, debido a la alta movilidad de los
electrones de conduccién y a la falta de homogeniedad del campo electromagnético en el
componente metalico, esta relaciéon toma realmente la forma de una integral y por lo tanto
es no local. Como se comenté en los capitulos previos, la no localidad (o dispersién espa-
cial) es la responsable del efecto pelicular anémalo en los metales [21,22]. Evidentemente,
el modelo simple de Drude-Lorentz ignora absolutamente todos estos efectos. Ademds, en
las micro y nanoestructuras modernas, en las cuales el tamafio de las inclusiones metalicas

es comparable con la profundidad pelicular de penetracién del campo electromagnético, es

48
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necesario tener en cuenta el efecto de tamano.

4.1 La placa metalica no local sola

En el capitulo anterior, el problema electrodindmico para una placa metélica se
resolvié de manera analitica y auto-consistente incluyendo el efecto de no localidad en la
conductividad de alta frecuencia de los electrones. Especificamente, la densidad de corriente
se calcul6 desde el enfoque semicldsico de la ecuacién cinética de Boltzmann (Secs. 3.4,
3.5, y 3.6). En contraste con el modelo de Drude-Lorentz, el enfoque cinético conduce a
una relacién no local (integral) entre la densidad de corriente y el campo eléctrico. La
distribucién del campo electromagnético en el interior de una placa metélica se obtuvo
también en una forma completamente analitica (Subsec. 3.6.1). En general, se demostrd
que los resultados son cualitativamente diferentes de los obtenidos mediante la aproximacion
de Drude-Lorentz. Previo al estudio de sistemas periddicos de capas de metal no local y
dieléctrico alternantes, y para un mejor entendimiento de sus propiedades foténicas, en esta
subseccién estudiaremos las propiedades épticas (absorcién, reflexién y transmisién) de una
placa metélica no local [72].

Consideremos que sobre la placa metélica incide una onda plana electromagnética
monocromatica de frecuencia w. La onda se propaga a lo largo del eje x, perpendicular al
plano de la placa (incidencia normal), y su componente eléctrica E(x,t) es paralela al eje
y, v la magnética H(z,t) al eje z, o sea se pueden expresar como en las ecuaciones (3.2).
La placa ocupa el espacio 0 < x < d,;,. En la region —oo < z < 0, correspondiente a vacio,

los campos eléctricos y magnéticos estan dados por
E(z) = E;exp(ikz)+ E,exp(—ikx), (4.1a)
H(x) = E;exp(ikz)— E,exp(—ikz), (4.1b)

donde E; y E, denotan las amplitudes de las ondas incidente (“i”) y reflejada (“r”). En
la regién = > d,,, posterior a la placa y correspondiente también a vacio, los campos de la

onda transmitida con amplitud E} se describen con las expresiones
E(x) = E;exp(ik(z —dy)), (4.2a)

H(z) = Eiexp(ik(z —dp)). (4.2b)
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Las condiciones de contorno para los campos, a saber, las condiciones de continuidad para las

componentes tangenciales, a cada superficie de la placa metélica, tanto del campo eléctrico

como magnético imponen relaciones entre las amplitudes F;, E,, E; y el valor de los campos

enz =0y x=dpy:

- EZ +ET7

)

H(0) = E;,—E,,
) — Et’
)

= I

Ahora, podemos utilizar la matriz de transferencia de la placa metalica M [ecuaciones (3.5b)

y (3.73)] que relaciona los valores de los campos eléctrico y magnético en ambas superficies

de la placa. Con esto, obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas lineales para las

amplitudes F;, E,., E; que escribiremos en la forma

E, = (M + M2)E; + (M — My2)Er,

E, = (Mg + Ma)E; + (M — Mao)E;.

(4.4a)

(4.4b)

Después de aplicar algunas operaciones algebraicas lineales, podemos escribir el sistema de

ecuaciones (4.4) en forma matricial como

E; T Tio E;

0 Tor Tho E,

donde los elementos de la matriz de transferencia 7' estdn dados por

Ty = (M + Mz + Moy + Ma)/2,
Tyy = (My — Mo+ My — M) /2,
To1 = (My1+ Mg — My — M) /2,
Toy = (Mg — Mz — My + Mag)/2.

(4.5)

(4.6a)
(4.6b)
(4.6¢)

(4.6d)

Finalmente, sustituyendo los las expresiones para cada elemento de la matriz M de la
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ecuacién (3.73) en (4.7), obtenemos

Z() 1+ (Zg - Zc2lm)

Tn = Za. 2 , (4.7a)
Ty = — L (fi;n Zi,,) ; (4.7b)
T = L (ii;n Za,,) ; (4.7¢)
Tyy = 2;+H%£;%J. (4.7d)

Cabe mencionar que la matriz de tranferencia T también es unimodular. La solucién del
sistema de ecuaciones (4.5) determina los cocientes r = E,/E; y t = Ey/E;, con los cuales
la reflectancia R, la transmitancia Ty la absorcién A de la pelicula metélica se expresan

de la siguiente manera

2

T2
R = ﬁ:‘, 4.8a
i Ty (4.8a)

1 2
T = |tP=|—]| , 4.8b
2] Ty (4.8b)
A = 1-R-T. (4.8c¢)

Notese que los coeficientes de reflexién R y de transmision T se determinan a través de las
impedancias superficiales de la placa Zy y Z,,, con ayuda de las férmulas universales (4.8) y
(4.7). La diferencia del modelo cinético respecto del modelo de Drude-Lorentz se encuentra
s6lo en las impedancias Zy y Zy,,, las cuales ahora se describen con las sumas (3.75) y no
con las expresiones explicitas (3.85). Como se comenté en el capitulo anterior, el paso del
enfoque cinético a la aproximacién de Drude-Lorentz se logra por medio de la sustitucion del
factor K(ksly,) por la unidad para todos los indices de la suma sobre s. Entonces, segun el

modelo local de Drude-Lorentz los elementos de la matriz 7" estdn dados por las expresiones
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T = cos(kmdn) + % (k;;n + lcl;) sin(kmdpm,) , (4.9a)
Tio = % <k]::n + ki;) sin(kmdp,) , (4.9b)
Ty = —% <k;,: + k]jn> sin(kmdp, ) , (4.9¢)
Too = cos(kmdm) — % (l{:]:l + k:]fn> sin(kpdp,) - (4.9d)

Se debe mencionar también que las impedancias superficiales en el modelo de Drude-Lorentz
dependen de tres parametros adimensionales: la frecuencia del campo electromagnetico
w/wp v la tasa de relajacién de los electrones v, normalizadas a la frecuencia del plasma
wp, asi como del cociente d,,,/d del espesor de la placa entre el espesor minimo de la capa
pelicular 6 = ¢/w, del metal voluminoso (bulto), el cual se logra en el rango de altas
frecuencias v < w < wp, donde e4(w) & —w?/w?. Es relevante el hecho de que las
impedancias (3.75) en el modelo cinético dependen de un cuarto pardmetro independiente
mup/c el cual estd asociado con la velocidad de Fermi de los electrones. Este pardmetro
aparece en el factor de nolocalidad KC(ksl,) v es responsable de los efectos de dispersién
espacial.

Como se deduce de la definicién (3.62) y de las asintotas (3.71) y (3.72), la funcién
K(ksl,) depende débilmente de |s| si el espesor de la placa es grande, 7|l,|/dy, < 1. En
este caso el factor IC(ksl,) permanece cercano a la unidad para muchos de los indices en
la suma, 0 < |s| < (7|ly|/dm)~t. Si la contribucién principal a las sumas (3.69) y (3.75)
se debe a términos del intervalo indicado, entonces los efectos de dispersion espacial seran
pequenos. Ellos se volveran notorios sélo cuando la contribucién principal se atribuya a los
términos con |s| > (7|l,|/d) ™! > 1. Tal situacién es andloga al efecto pelicular anémalo
en las muestras metdlicas masivas (o de gran volumen).

Restrinjamos nuestro andlisis al rango de mayor relevancia, a saber, el de altas
frecuencias: v < w < wy,. Si el espesor de la placa es mucho menor que el espesor minimo de
la capa pelicular § = c¢/wy, la contribuciéon dominante a las impedancias (3.75) proviene del
término con s = ( para el cual el factor de no localidad es igual a la unidad. Es evidente que
la electrodindmica de muestras tan delgadas se describe bien con la teoria de Drude-Lorentz

en la cual los efectos de dispersion espacial no estan presentes. Cuando dp,/d < 2w/wy,
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Figura 4.1: Panel izquierdo: Absorciéon A de placas de aluminio y plata contra la frecuencia
w para dos valores de la tasa de relajacién de los electrones, v; = 0.0025w,, (curvas supe-
riores) y vo = 0.1y (curvas inferiores). Panel derecho: Dependencia de la absorcién A en
funcién de la frecuencia para una placa de aluminio con tres diferentes valores del espesor
dy, (indicados en la figura) a una tasa de relajacién v = 0.00025w,. En ambos paneles se
presentan también las curvas respectivas calculadas con el modelo de Drude-Lorentz.
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Figura 4.2: Absorcién A de placas de aluminio y plata contra el espesor d (= d,,) para dos
valores de la frecuencia w, 0.003w, (recuadro “a”) y 0.0lw, (recuadro “b”). Se presentan
también las curvas respectivas calculadas con el modelo de Drude-Lorentz.

tales muestras son practicamente transparentes a la radiacién electromagnética.

En el rango de altas frecuencias v < w < w,, la situacién cambia radicalmente si el

espesor de la placa se vuelve comparable con o es mayor que la profundidad de piel, d,,, 2§,
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y esta ultima resulta ser menor que la longitud de recorrido libre, 6 < 7|l,| ~ Tvp/w, es

decir

d=c/wp S dm, v <w < Twpvp/c K wp (4.10)

Bajo estas condiciones, hay contribuciones a las impedancias (3.75) de los términos con
valores finitos de s para los cuales el factor de no localidad K(kl,,) difiere de la unidad y
puede describirse adecuadamente con la férmula asintética (3.72).

El recuadro izquierdo de la figura 4.1 muestra la dependencia de la absorcién A en
placas de aluminio (Al) y plata (Ag) en funcién de la frecuencia normalizada w/wj, para dos
valores de la tasa de relajacion v a una proporcion fija d/§. Estas curvas fueron calculadas
con los siguientes parametros de los materiales: vﬁl = 2.03x10%cm/seg, w;;” = 3.82x 10" Hz;
vﬁg = 1.39 x 10%cm/seg, w;;lg = 0.96 x 10'°Hz. Analicemos las tres curvas superiores
graficadas para el valor v = 0.0025w), el cual ha sido utilizado en la referencia [2] en
el estudio de las propiedades electromagnéticas de nanoestructuras modernas tipicas. La
curva inferior de esas tres no toma en cuenta los efectos de dispersién espacial ya que fue
obtenida con el modelo de Drude-Lorentz. Note que la dependencia A(w/wp) en el modelo
de Drude-Lorentz es universal para todos los materiales a valores de d/d y v/w, dados.
La absorcién A(w) crece rdpidamente con la frecuencia en el intervalo de bajas frecuencias
w < vy, por tanto, no se observa bien este incremento en la escala de frecuencias utilizada.
En contraste con la curva inferior, las dos superiores restantes se graficaron de acuerdo al
modelo cinético. Esas dos curvas difiren cualitativamente de la curva inferior. En primer
lugar, en el intervalo de frecuencia de interés (4.10), la absorcién electromagnética A(w) es
mucho mayor. En segundo lugar, su dependencia respecto de la frecuencia no es mondtona
y exhibe un méaximo ancho. Una caracteristica aiin maés interesante y no trivial surge a
bajas tasas de relajacién como puede verse en las tres curvas inferiores. Aqui, debido a
la disminucién en la razén v/w, junto con la caida general esperada de la absorciéon A(w),
se observan oscilaciones en lugar de un solo maximo. Las oscilaciones se dan en el rango
de frecuencias no local (4.10) y se asocian con la estructura discreta de las impedancias
(3.75). Ademads, la comparacién de los grupos superior e inferior de curvas indica que la
absorcién relativa en la aproximacién cinética comparada con el modelo de Drude-Lorentz se
incrementa a medida que v disminuye. Las oscilaciones descubiertas se observan en mayor
detalle en el recuadro derecho de la figura 4.1, donde se presentan curvas de la absorcién

A(w) para la placa de aluminio usando tres diferentes valores de espesor d,,. Al mismo
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tiempo, la diferencia en la absorciéon A(w) para los valores de espesor elegidos en el modelo
de Drude-Lorentz es exponencialmente pequena, asi que las tres curvas respectivas coinciden
en la escala del recuadro derecho.

La figura 4.1 ciertamente indica que las caracteristicas observadas se asocian con
la influencia mutua de la dispersién espacial y del efecto de tamano. La acciéon de ambos
fendmenos se manifiesta particularmente en la sensibilidad de A(w) a la magnitud de la
velocidad de Fermi vg: la anchura de la region de no localidad y la amplitud de oscilacién
se incrementan con vg. El efecto de tamano es claramente manifiesto en la dependencia del
valor de la absorcion, asi como de la forma y el numero de oscilaciones respecto del espesor
de la muestra, d,,. La figura 4.2, la cual presenta la dependencia de A respecto de d,, para
dos valores de frecuencia w en el intervalo de no localidad (4.10), ilustra precisamente el

efecto de tamanio en el valor de A, su perfil y el niimero de oscilaciones.

4.2 Superred de metal no local y dieléctrico

En la seccion anterior se calcularon los coeficientes de transmisién, reflexién y
absorcion a incidencia normal para una placa metélica de espesor d,, en el régimen no
local, en térmios de las impedancias superficiales Zy y Z4,, de la placa. Sin embargo,
como ya hemos mencionado de manera reiterada estamos interesados en la obtencion de las
propiedades 6pticas de sistemas metalodieléctricos (en particular, de dieléctrico resonante),
de ahi que, primeramente presentaremos en esta seccion el andlisis del comportamiento elec-
tromagnético de una superred de metal no local y dieléctrico no dispersivo en la frecuencia,
el cual se llevé a cabo en la Ref. [73].

Debido al fuerte contraste entre las impedancias del dieléctrico Z; y del metal Z,
y Zg,,, la relacién de dispersién general (3.84b), para los modos foténicos puede tener solu-
ciones para el niimero de onda de Bloch, k = v/d, con |[Re(k)| < 7/dy 0 < Im(x) < |Re(x)],
s6lo en las bandas de paso asociados con las resonancias de Fabry-Perot emergentes en el
dieléctrico, capa i. De hecho, cuando |Z;/Zg| > 1y |Z,/Zq,,| > 1 en la ecuacién (3.84b),
las soluciones con valores minimos de Imk, se encuentran en bandas muy estrechas, muy
cerca de las frecuencias wj, en las cuales la condicién de resonancia de Fabry-Perot ¢; = jm
(j=1,2,3,...) se cumple.

Anteriormente, se coment6 que las impedancias de Drude-Lorentz (3.85) dependen

de tres parametros adimensionales: w/wp, V/wp y dn,/d. Es de crucial importancia que
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Figura 4.3: Dependencia de las partes real (a) e imaginaria (b y c¢) de las impedancias
superficiales Zy y Zg,,, en funcién de la frecuencia, calculadas con los modelos no local
(Boltzmann) y local (Drude-Lorentz)

las impedancias cinéticas (3.75) dependen de un cuarto pardmetro de control mvp/c < 1
asociado con la velocidad de Fermi de electrones. Enfaticemos que este pardmetro entra en
el argumento del factor de no localidad KC(ksl,) y es responsable del efecto de dispersién
espacial, que se manifiesta en el infrarrojo si v < w < (mvp/c)w, (véase la ecuacién (4.10)).
Por esta razon, el efecto no local en el espectro 6ptico de modos propios foténicos para la
superred metal-dieléctrico serd perceptible solamente en bandas de resonancia de Fabry-
Perot que aparecen en tal intervalo de frecuencias.

En cuanto a los parametros épticos del dieléctrico, capas-¢, nuestros resultados son
vélidos no sélo cuando €; sea una constante positiva, sino también cuando adquiera valores
complejos y/o exhiba dipersién en la frecuencia. Sin embargo, por simplicidad de andlisis
consideraremos aqui una superred constituida de capas de aluminio y vacio.

La Fig. 4.3 presenta la dependencia de la frecuencia de las impedancias superficiales
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Figura 4.4: Espectro éptico para una superred de aluminio y vacio predicho por los formal-
ismos no local (Boltzmann) y local (Drude-Lorentz). Aqui v = kd.

20y Za,,, ecuaciones (3.75), usadas para el calculo de las bandas foténicas de una superred
de aluminio-vacio. Los pardmetros usados son d,, = 49, vp = 2.03 x 10%cm/s, wp =
3.82 x 10"Hz y v = 0.00025w,. Como se ve en la Fig. 4.3, las diferencias entre las funciones
Zo(w) y Zg(w) y las predichas por el modelo local de Drude-Lorentz son del orden de 10~*
que es el orden de magnitud de las partes reales de las impedancias mismas. En la Fig. 4.4,
se muestran las cuatro bandas de resonancia inferiores Fabry-Perot (paneles a-d) para una
superred de vacio y aluminio, cuya capa i, en la celda unitaria (i, m), tiene un espesor d; tal
que la frecuencia w; = mc¢/d; para la primera resonancia de Fabry-Perot en la capa ¢ coincide
con la frecuencia w = 9.708 x 10*4wp del minimo absoluto de la diferencia ImZy — ImZ(()DL)
(linea roja en la Fig. 4.3c). Las curvas verde y roja en la Fig. 4.4 corresponden al espectro
optico predicho por la aproximacién cinética, mientras que las lineas azules y negras se

obtuvieron mediante el modelo de Drude-Lorentz. De acuerdo a la Fig. 4.4, la j-ésima banda

de resonancia aparece debajo de la frecuencia w; = jme/d;. Ademds, se pueden observar
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varios de los efectos de la dispersion espacial sobre la estructura de bandas foténicas. En
primer lugar, las bandas de paso cinéticas y locales son claramente distintas. Tanto la
magnitud como el signo de la parte real, Rek, del nimero de onda Bloch pueden cambiar
en comparacién con las predicciones del modelo local. En segundo lugar, los saltos de Rek
se producen debido a que Rex se limita a la primera zona de Brillouin, y son diferentes para
los modelos cinético y local. Por tltimo, el valor minimo de la parte imaginaria Imx en las

bandas de resonancia practicamente no varia de banda a banda en el formalismo no local.

4.3 Superred de metal no local y dieléctrico resonante

Como hemos visto en las secciones previas, la dispersién espacial se manifiesta
notablemente en el rango de los THz [72,73]. Por lo tanto si una superred estd compuesta
de un metal no local y un dieléctrico resonante (por ejemplo, un cristal iénico o un semi-
conductor heteropolar), la estructura de bandas foténicas puede ser alterada en frecuencias
correspondientes a la banda prohibida, la cual es generada a partir del acoplamiento en-
tre los fonones 6pticos transversales y las ondas electromagnéticas transversales dentro del
dieléctrico. El efecto de la banda prohibida polaritonica en la estructura de bandas fotonicas
para sistemas periédicos con solamente componentes dieléctricos ha sido estudiado en di-
versos trabajos (e.g. las Refs. [74-86] y los trabajos ahi citados ). Como se demuestra en la
Ref. [75], la dispersién foténica para los modos electromagnéticos de polarizacién E que se
propagan en un cristal foténico bidimensional (2D), compuesto de materiales con constantes
dieléctricas independientes de la frecuencia, muestra bandas creadas tinicamente por la pe-
riodicidad de la red. No obstante, si uno de los componentes dieléctricos es sustituido por
uno resonante, entonces una banda prohibida polariténica aparece en el espectro foténico.
Tal brecha prohibida polariténica resulta estar acompanada por dos bandas prohibidas
“gemelas” como consecuencia del alto contraste dieléctrico entre los componentes [75]. En
las Refs. [76,78,82], se demostr6 tedricamente que los cristales foténicos con excitaciones
fonon-polariton muestran una banda de paso de baja frecuencia asi como bandas planas
directamente debajo de la frecuencia del fonén 6ptico transversal wro, las cuales se asocia-
cian a los modos de resonancia localizados en el material polaritonico que posee un indice
de refraccion alto por debajo de wro. Precisamente arriba de wpo, el material polariténico
tiene una permitividad negativa con valor absoluto grande, comportandose como un metal,

es decir, repele casi todo el campo de su interior. En este tultimo caso, la presencia de las
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bandas de paso por arriba de wro pueden correlacionarse con la existencia de bandas en
la dispersion foténica de un cristal metalodieléctrico a tales frecuencias. Es también intere-
sante la aparicién de modos foténicos tipo defecto [82] en la brecha prohibida polariténica,
por debajo de la frecuencia del fonén 6ptico longitudinal wyo, donde el indice de refracciéon
del material polariténico es pequeno. Ademads, los cristales foténicos compuestos de ma-
teriales polares han sido propuestos como metamateriales para los THz. Asi, compositos
2D compuestos de constituyentes materiales dieléctrico-polar y polar-polar se comportan
como un medio homogéneo uniaxial con relacion de dispersién hiperbdlica en el rango de
THz [87,88]. Adicionalmente, los compositos de dos diferentes clases de esferas no trasla-
padas, una hecha de un material inherentemente no-magnético polariténico y la otra de
uno de respuesta tipo Drude, se comportan como metamateriales doblemente negativos a
frecuencias de THz [89]. Segun este trabajo, las esferas polariténicas son responsables de
la permeabilidad magnética efectiva negativa, mientras que las esferas con respuesta tipo
Drude dan origen a la permitividad eléctrica efectiva negativa.

En esta seccién estudiaremos un arreglo periédico de dos capas alternantes de
dieléctrico con dispersién de frecuencia (resonante) y metal con dispersion espacial (Fig.
4.5). Supondremos que las componentes eléctrica y magnética de la onda de frecuencia w,
que se propaga a lo largo el eje x (direccién de crecimiento de la superred), estan orientadas
a lo largo de los ejes y y z, respectivamente (véa las expresiones (3.2)).

La respuesta éptica de las capas dieléctricas resonantes (capas i ) se puede describir
adecuadamente con la funcién dieléctrica dependiente de la frecuencia ¢;(w) dada por el

oscilador de Lorentz,

2 2

WinH— W

£ = oo (1_ —L0; —1O > (4.11)
W — wipo T 1wl

donde e, es la constante dieléctrica de alta frecuencia, que determina la contribucién de los
electrones de valencia a la funcién dieléctrica, wro y wro son respectivamente las frecuencias
transversal y longitudinal de fonones épticos, y 1y denota la constante de amortiguamineto.
El modelo (4.11) define el indice de refraccién complejo n;, la impedancia Z;, el nimero de

onda k;, y el corrimiento de fase ¢; de las capas i,

(2

con k = w/c y ¢ siendo, correspondientemente, el niimero de onda y la velocidad de la

luz en el vacio. De acuerdo con la geometria considerada, se puede aplicar el formalismo
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Figura 4.5: Esquema de la bi-capa

desarrollado en el Capitulo 3 para calcular la relacién de dispersién de modos foténicos,
propagandose en una superred de metal no local y dieléctrico a lo largo de la direcciéon de
crecimiento. Dicha de relacién de dispersion esta dada por la ecuacion (3.84).

Al igual que en el caso considerado en la seccién anterior, existe un gran contraste
entre las impedancia de las capas del metal (capas “m”) y el dieléctrico resonante (capas
“i”). Esto se deriva del hecho que la impedancia Z; is mucho mayor que los valores absolutos

de las impedancias metalicas Zy and Zg,,,
|Zi| > max(|Zol, | Za,,1), (4.13)

incluso en frecuencias muy cercanas a la resonante, wrp. Por esta razén, la relacién de
dispersién (3.84) para los modos foténicos puede tener soluciones para el nimero de onda
de Bloch & con |Rek| < 7/d y 0 < Imk < |Rek| solamente en bandas de paso muy angostas,
las cuales se atribuyen a resonancias de Fabry-Perot que ocurren en la capa “i”. En verdad,
cuando |Z;/Zo| > 1y |Zi/Z4,,| > 1 en la ecuacién (3.84), tales bandas estan muy cerca de

las frecuencias w;, donde la condicién

Regoi = Reknidi = jiﬂ', .71 = 1,2,3. ey (4.14)
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Figura 4.6: Espectro polariténico de la capa “i” de GaN.

se satisface. Como se ha mostrado en las secciones anteriores, el efecto de dispersién espacial
se manifiesta notablemente en el infrarrojo si ¥ < w < Tvpwy/c (véase la ecuacién (4.10)).
Por consiguiente, el efecto no local en el espectro de los modos foténicos para la superred
de metal no local y dieléctrico resonante se observara en las bandas de Fabry-Perot que

aparecen en ese intervalo de frecuencias.

Ahora analizaremos las bandas de resonancias Fabry-Perot de la dispersién foténica
para una superred de GaN y Al. En nuestros cédlculos numéricos hemos utilizado para las
capas “m” de aluminio: v = 0.00025w,, la velocidad de Fermi vy = 2.03 x 108cm/s,
wp = 3.82 X 10" Hz, d,,, = 46. La eleccién de GaN para las capas “i” se debe al hecho que
su banda reststrahlen (wro < w < wro) estd precisamente dentro del intervalo (4.10) de no
localidad fuerte para el Al: las frecuencias de los fonones transversales y longitudinales son,
respectivamente, wro = 571 cm™! (17.12 THz) y wro = 752cm ™! (22.54 THz) [90]. Otros
pardmetros del GaN que se usaron son: €+, = 8.9, and vy = 10 3wro. Para la capa de GaN,
hemos elegido un espesor d; tal que la frecuencia de la primera resonancia de Fabry-Perot
w1 ~ 4, ie. d; = me/wiRen;(wy).

La gréfica de la frecuencia de onda normalizada w/w, versus el nimero de onda k;,
la cual describe el espectro del polaritén k; = kn;(w) para la capa “i” de GaN, se presenta

en la Fig. 4.6. Noétese que la parte real de k; (lineas rojas) es mucho mayor que la parte

imaginaria (lineas azules) en todas partes excepto dentro de la banda reststrahlen de GaN
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Figura 4.7: Estructura de bandas foténicas en las vecindades de las cuatro resonancias de
Fabry-Perot inferiores para la superred de GaN y Al, la cual es predicha por los formalismos
no local (Boltzmann) y local (Drude-Lorentz).

(wro < w < wre) donde la parte real is despreciable con respecto a la imaginaria. Las lineas
a trazos negras en la Fig. 4.6 indican las frecuencias wj, correspondientes a las resonancias
de Fabry-Perot (4.14). Como puede verse, para un nimero dado j; hay dos frecuencias de
resonancia wj,, una de ellas es menor que wro mientras que la segunda estd por encima de
wro. Ademas, las frecuencias wj, inferiores se concentran notoriamente por debajo de la
frecuencia de resonancia wro.

La Fig. 4.7 exhibe cuatro de las bandas de resonancia Fabry-Perot situadas dentro

del rango de bajas frecuencias (THz)
0 S w S wro. (4.15)

Las lineas verdes sélidas y las curvas rojas a trazos en la Fig. 4.7 corresponden a la dispersién

foténica predicha por el formalismo de la ecuacion cinética de Boltzmann, mientras que las
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Figura 4.8: Estructura de bandas foténicas en las vecindades de las primeras cuatro res-
onancias de Fabry-Perot por encima de wro para una superred de GaN y Al como en la
Fig. 4.7.

lineas azules de trazo-punto al igual que las negras de trazo-punto-punto se obtienen con
el modelo de Drude-Lorentz. De acuerdo con la Fig. 4.7, la j;-ésima banda de resonancia
aparece por debajo de la frecuencia de resonancia wj, = j;mc¢/Ren;d;. En las Figs. 4.7,
las bandas de paso cinéticas y locales son claramente distinguibles y podemos observar tres
efectos principales de la dispersién espacial sobre la estructura de bandas foténicas. Primero
que todo, no sélo la magnitud sino también el signo de la parte real Rex del vector de onda de
Bloch cambia en comparacién con las predicciones del modelo local. Segundo, los saltos de
Rek, los cuales ocurren porque Rek esta limitado a la primera zona de Brillouin, se predicen
en diferentes bandas de resonancia Fabry-Perot por los modelos no local y local. Tercero,
el valor minimo de la parte imaginaria Imx en las bandas de resonancia practicamente no

varia de banda a banda segin del formalismo no local.
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La Fig. 4.8 presenta las primeras cuatro bandas de resonancia Fabry-Perot que

estan por encima de la frecuencia del fonén 6ptico longitudinal wyo,
wro S w. (4.16)

Noétese que las predicciones de la aproximacién cinética de Boltzmann y del modelo local
de Drude-Lorentz son ligeramente distintas en contraste con las primeras bandas foténicas
mostradas en la Fig. 4.7. Estos resultados demuestran que el efecto de la dispersién espacial
del metal sobre las bandas foténicas se manifiesta bien en las resonancias angostas de Fabry-
Perot si las frecuencias correspondientes wj, estdn en el intervalo donde la diferencia entre
las impedancias superficiales Zy y Zj, , predichas tanto por el modelo no local como por el
local, son maximales. Como se ve en la Fig. 4.6, en el caso de capas de Al con d,,, = 44, tal

diferencia es considerable en el intervalo 0.00lwp < w < 0.005wp.



Capitulo 5

Respuesta efectiva no local

El sistema maés simple para el diseno de metamateriales es la heteroestructura
periddica (el cristal foténico unidimensional, CF 1D) compuesta de capas alternantes de
metal y dieléctrico [65-67]. En el régimen de grandes longitudes de onda, comparadas con
el periodo d del CF, sus propiedades 6pticas pueden describirse mediante el uso de un tensor
de permitividad efectivo. Si las componentes de la permitividad son de signo diferente, tal
medio anisétropo puede dar lugar a la refraccién negativa sin requerir que la permeabilidad
sea también negativa [65-67], en contraste con los metamateriales doblemente negativos (de
permitividad y permeabilidad negativas simultaneamente). Usualmente, las componentes
de la permitividad se calculan con la teoria de medio efectivo desarrollada originalmente
por Rytov [91]. De acuerdo con ella, si los materiales de las capas de la superred son locales

e is6tropos, el tensor de permitividad es diagonal con valores principales [91]:

ey=¢;=epf+e(l-f), (5.1)
1 1-f f
e + - (5.2)

Aqui, las capas de metal y dieléctrico se caracterizan con sus permitividades, €, and &;,
y espesores, d,, and d;, respectivamente; f = d,,/d es la fraccién de llenado del metal
(d = dn+d;), y x denota la direccién perpendicular a los planos de las capas en la superred.
Las férmulas (5.1) and (5.2) son vélidas en el caso de ondas muy largas [91], y han sido
obtenidas con diferentes métodos de homogeneizacién (véase, por ejemplo, [66,92] y los
trabajos ahi citados).

Al emplear el modelo de Drude-Lorentz (2.1) para la funcién dieléctrica, depen-

diente de la frecuencia w, del metal (i.e. &, =1 —w?/(w(w 4 iv))), las componentes &, y

65
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e, (5.1) adquieren una forma similar:

e, =c|1-—25— 5.3
Ey €z g ( w(w + Zl/)) ) ( )
donde & = f +;(1 — f) ¥y wper denota una frecuencia de plasma efectiva,

Wy ef = Wp g (5.4)

Esta férmula resulta ser una buena aproximacién cuando los valores de la fraccion de llenado
no son muy pequenas (f < 1). Si f < 1y el espesor de la capa metdlica es comparable
con la profundidad de piel (dy, ~ c/wp), la frecuencia de corte wy ¢ tiene un valor cercano
al determinado en la Ref. [68]:

Wpof = TC/N5d;, (5.5)

donde n; = ,/¢; es el indice de refraccién del dieléctrico. Nétese que wy, o en la ecuacién
(5.5) no depende de la permitividad del metal, al igual que en el caso de arreglos periédicos
de alambres metélicos muy delgados [93]. Las diferencias entres los modelos (5.4) y (5.5)
se analizaron en profundidad en los trabajos [68,94]. Cabe mencionar que, en principio, los
dos regimenes pueden describirse con la teoria perturbativa en el pardmetro kd < 1 (k es
la magnitud del vector de onda de Bloch) que fue propuesta por Rytov [91]. Sin embargo,
el célculo de la permitividad efectiva requiere de la solucién numérica de la ecuacién exacta
para la dispersién (k(w)), particularmente en el caso de modos electromagnéticos que se
propagan a lo largo del eje x [91] y que se caracterizan por tener una banda prohibida de
baja frecuencia en su estructura de bandas foténicas.

Expresiones analiticas para las componentes del tensor de permitividad, las culaes
pueden predecir los resultados de Rytov (5.1) y del trabajo [68], asi como del régimen de
transicién entre ellos, se derivaron en la Ref. [70]. En este tltimo trabajo se calcul6 el tensor
de permitividad efectiva para una superred binaria de metal y dieléctrico en el marco de
la teorfa de homogeneizacion desarrollada en la Ref. [48] la cual hemos comentado en el
primer capitulo. Enfaticemos que esta teoria tiene la ventaja de proporcionar expresiones
explicitas para los parametros efectivos de la respuesta electromégnetica. La expresiones
analiticas para las componentes €, y €. de la permitividad efectiva, en el régimen de grandes

longitudes de onda, y que fueron derivadas en la Ref. [70] se escriben como

o 1
ey=¢e,=¢ | 1— TN , (5.6)
tan[(wd/Qc)\/E] flem—ei)
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bajo la condicién k;d,,, < 1. Por otro lado, el resultado para la componente ¢, se reduce a
la férmula (5.2) sin que se requiera ninguna condicién adicional.

Nétese que la expresién de Rytov (5.1) para e, y €, se obtiene de la ecuacién (5.6)
en el limite k;d — 0 (k; = nyw/c), asi como en el caso de pequenas fracciones de llenado
del metal (f < 1) y contraste dieléctrico relativamente moderado (i.e. &;/f|em — il > 1).
Sin embargo, cuando el contraste dieléctrico es suficientemente grande, a saber, cuando
dm ~ cfw, < d (ie. ei/flem — €l ~ (w/wp)(wd/c) < 1), la férmula (5.6) tiende a la
permitividad (5.3) con la frecuencia de plasma (5.5) propuesta por Xu et al [68].

Todas las férmulas anteriores para la permitividad describen a un cristal foténico
homogeneizado en el régimen de grandes longitudes de onda (kd < 1). En este capitulo, por
el contrario, propondremos un método para calcular la permitividad efectiva para modos
electromagnéticos que se propagan a lo largo de la direccién de crecimiento de la superred
metalodieléctrica en el caso no local, es decir, los resultados seran validos incluso cuando

kd ~ 1.

5.1 Respuesta dieléctrica no local

Consideremos una superred que esté compuesta de capas alternantes con respuesta
tanto dieléctrica como magnética. Los campos electromagnéticos que se propaguen a través

de esa red deben satisfacer las ecuaciones de Maxwell,

10D
H=-— .

V x T (5.7a)

10B
E=——. b
V X Y (5.7b)

Las ecuaciones constitutivas estan dadas por

D = ¢(z)E(x), (5.8a)
B = p(z)H(x), (5.8b)

donde e(x) y p(x) son funciones periédicas de la coordenada x. En el caso de campos E y
H de la forma (3.2), sus componentes no nulas satisfacen

0H, ew
=iy, (5.92)

Y —i%B.. (5.9b)
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La solucién al sistema de ecuaciones (5.9a, 5.9b), tiene la forma de ondas de Bloch:
E(z) = Ep(z) exp(ikzx), (5.10a)
H(z) = Hp(x) exp(ikzx), (5.10b)

donde E,(z) y Hp(x) son funciones periédicas con el mismo periodo de la superred. Susti-

tuyendo estas funciones en las ecuaciones (5.9a, 5.9b), se obtienen las siguientes ecuaciones:

oH, W
8—; + ik, Hy = z;a(m)Ep(az). (5.11)
oE , W
87:1:]3 + ik, B, = ZE[L(:L‘)HP(ZL‘), (5.12)

Promediemos estas ecuaciones sobre el periodo de la superred. Después de introducir el

simbolo (...) para dicho promedio, podemos reescribir las ecuaciones anteriores como

0H
<6;’> +iky (H,) = i%<ng>. (5.13)
oF , W
<axp> + ik (E,) = z;<uﬂp>. (5.14)
Dado que <%> =0y <B£f’> = 0, las ecuaciones (5.13, 5.14), se reducen a
w
ko (Hp) = Z(eEp>. (5.15)
w
ka(Ep) = E<ﬂHp>- (5.16)

Estas ecuaciones se pueden reescribir de la siguiente manera

ka:(Hp) = %5ef<Ep>, (517)
kx<Ep> = %Mef(Hp>- (518)

donde eqf ¥ e Tepresentan las permitividad y permeabilidad efectivas de la superred:

(eEp)

Eef(ky,w) = B, (5.19)
o <HHp>
tet(kzyw) = (H,) (5.20)

Cabe destacar que los pardmetros efectivos (5.19) y (5.20), los cuales dependen del vector

de onda de Bloch (k;), se han obtenido sin ninguna restrictién para éste. Por tanto, la
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relacion de dispersién de los modos electromagnéticos, dentro de toda la primera zona de

Brillouin, puede recuperarse mediante el uso de los parametros efectivos (5.19) y (5.20):
w
ky = ;nef(kx,w), (5.21)

donde

nef(kma UJ) = \/Eef(kxa w) Mef(kza W)' (5'22)

En el clculo de s y pef resulta conveniente expresar las funciones periédicas Ep(z) y Hp(z),
respectivamente, como los productos E(x)exp(—ik,x) v H(z)exp(—ikyz), donde E(x) y
H (x) son soluciones de las ecuaciones de Maxwell (5.9) que en cada capa pueden expresarse
en la forma (3.10). La aplicacién de las condiciones de frontera para estos campos permite
eliminar tres de las cuatro amplitudes (dos para cada capa) y, consecuentemente, que cada
uno los promedios sobre el periodo de la superred ((¢E,), (Ep), (uHp), y (Hp)) resulte
proporcional a la amplitud despejada, la cual también se elimina al simplificar los cocientes

de los promedios en (5.19) y (5.20).

5.1.1 Visible e infrarrojo cercano

Calculemos los pardmetros efectivos (5.19) y (5.20) para una superred de metal
y dieléctrico, con los pardmetros de las capas dados en la Ref. [70]: el espesor de la capa
metalica es dp, = 0.50 (6 = c¢/wp), v el de la capa dieléctrica d; = 104. El indice de
refraccién del medio dieléctrico es n; = 1.5 (¢; = 2.25). En nuestros calculos utilizaremos
el modelo local de Drude-Lorentz con la frecuencia de plasma w,, del Al y una constante de
amortiguamiento v = 0.00025w, para las capas metalicas. En este caso, los componentes
de la superred son materiales no magnéticos (u,, = p; = 1) y segun la definicién de la
permeabilidad magnética efectiva per (5.20), ésta también es igual a la unidad (uer = 1).

En la Fig. 5.1 se presenta la dependencia de la permitividad efectiva no local, g,
en funcién de la frecuencia (panel a) calculada a partir de la expresién (5.19). Con estos
resultados y las férmulas (5.21) y (5.22) se obtuvo la relacién de dispersién kz(w) (panel b) y
el indice de refraccion efectivo nes (panel ¢) dependiente de la frecuencia. Como se esperaba,
en el rango de bajas frecuencias la permitividad efectiva eqf es, en una buena aproximacién,
real y negativa (| Reger [>>| Imees |). En el panel (a) en la Fig. 5.1 se ve que la parte
real de la permitividad effectiva (linea azul en la figura) tiene un zero que corresponde a

la frecuencia de corte (o frecuencia de plasma efectiva) wy e = 0.121w,. Esta frecuencia de
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Figura 5.1: Permitividad, vector de onda, e indice de refraccién efectivos versus frecuencia
para una superred de alumnio y dieléctrico

corte indica el tope o ancho de la banda prohibida de baja frecuencia (0 < w < wpf) en la
estructura de bandas fotonicas para los modos que se propagan a lo largo de la direccién
de crecimiento de la superred (panel b). Es importante resaltar que, a diferencia de las
teorfas de homogeneizacion locales, la relacién de dispersién k, (w) (panel b) calculada con
la férmula (5.21) y los pardmetros efectivos eqf(w) (panel a) y per = 1 describe no sélo la
banda prohibida de bajas frecuencias, caracteristica para las superredes metalodieléctricas,
sino toda su estructura de bandas foténicas. En la Fig. 5.1 se pueden observar las dos
primeras bandas de paso donde el vector de onda es real y toma valores dentro de la
primera zona de Brioullin. En en el intervalo de frecuencias entre estas dos bandas de paso,

hay una banda prohibida donde k, es complejo con una parte imaginaria considerable. El
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panel (c) de la Fig. 5.1 muestra la dependencia del indice de refraccion efectivo nef respecto
de la frecuencia w, la cual es congruente con la relacién de dispersién (panel b). La primera
banda de paso para la superred metalodieléctrica considerada aparece en el intervalo de
frecuencias que corresponde a los rangos del infrarrojo cercano y del visible, muy por arriba
del lejano infrarrojo donde la nolocalidad del metal se manifiesta (véase la ecuacién (4.10)),
por lo que el uso del modelo local de Drude-Lorentz resulta justificable. Nétese que en la
segunda banda foténica tanto k; como ne son ambos negativos con pérdidas de energia
practicametne nulas.

Aunque en el rango del visible y del infrarrojo cercano los efectos de la nolo-
calidad del metal no se manifiestan, se debe tomar en cuenta que si el medio dieléctrico
es un semiconductor, entonces este ultimo podria tener una respuesta diléctrica cerca de
las resonancias exciténicas (vea la seccién 2.2). La respuesta efectiva de estos sistemas
puede calcularse con el formalismo aqui desarrollado y con las expresiones para los campos
eléctrico y magnético en las placas semiconductoras. Tales expresiones se han reportado,

por ejemplo, en los trabajos [37,95].

5.1.2 Infrarrojo lejano

Apliquemos ahora las féormulas (5.19) y (5.20) al mismo sistema de capas metélicas
y dieléctricas que fue estudiado en en la seccién 4.2. En virtud de que los materiales que
componen la superred son Al y vacio, la permeabilidad efectiva del sistema es per = 1.
La respuesta dieléctrica no local del sistema se calculard utilizando el modelo local de
Drude-Lorentz (2.1) para describir la permitividad dependiente de la frecuencia de las capas
metdlicas con espesor d,, = 40 y constante de amortigiiamiento v = 0.00025w,. El espesor
de las capas de vacio es d; = wy/me, donde w; = 9.708 x 10_4wp.

Las paneles (a) de las figuras 5.2 y 5.3 exhiben la dependencia de la permitividad
efectiva (no local) e¢ de la superred metalodieléctrica en las cercanias de las cuatro primeras
resonancias (j = 1,2,3,4) de Fabry-Perot que ocurren dentro de la placa dieléctrica. Estas
resonancias aparecen el rango de frecuencias del lejano infrarrojo. Con la permitividad
efectiva eof calculada y per = 1, se obtuvo la relacién de dispersion k, (w) para los modos
electromagnéticos que se propagan a lo largo de la direcciéon de crecimiento de la superred
(véa los paneles (b) en las Figs. 5.2 y 5.3). Es destacable que la relacién de dispersién

ks (w), obtenida a partir de la permitividad y permeabilidad efectivos, coincide plenamente
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Figura 5.2: Permitividad, vector de onda, e indice de refraccién efectivos versus frecuencia
para una superred de alumnio y vacio como en la Fig. 4.4. El panel izquierdo (derecho)
corresponde al intervalo de frecuencias alrededor de la resonancia Fabry-Perot j = 1 (j = 2).

con la relacién de dispersién dada por la ecuacién (3.86). Esto es evidente si se comparan

las graficas presentadas en los paneles (b) de las Figs. 5.2 y 5.3 con las curvas, predichas
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corresponde al intervalo de frecuencias alrededor de la resonancia Fabry-Perot j = 3 (j = 4).

con el modelo de Drude-Lorentz para la permitividad del Al, en los cuatro paneles de la

Fig. 4.4. Como se habia comentado anteriormente, la solucién k;(w) se elige imponiendo
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que su parte imaginaria sea positiva (Imk, > 0). Debido a que la parte real del nimero de
onda k, esta limitada a la primera zona de Brioullin, ésta experimenta saltos en la vecindad
de las frecuencias de resonancia de Fabry-Perot. Para el caso del modelo de Drude-Lorentz,
estos saltos se observan cerca de las resonancias j = 1y 5 = 3. Es interesante que la parte
imaginaria de la permitividad efectiva eof exhibe saltos en las mismas frecuencias que Rek,
(compare los paneles (a) y (b) para las resonancias j = 1,3). Los paneles (c) de las Figs.
5.2 y 5.3 muestran la dependencia del indice de refraccién como funcién de la frecuencia en
las cercanias de las primeras cuatro resonancias de Fabry-Perot. En general, el indice ne¢
es una cantidad compleja. Su parte imaginaria, Imnes es minima en las bandas foténicas de
“paso”, las cuales estan por debajo de las frecuencias de resonancia w; (j = 1,2,3,4). El
hecho de que Imngs sea notable se debe a que las bandas foténicas de resonancia Fabry-Perot
aparecen en frecuencias no mucho mayores que la tasa de relajacién de los electrones, v.
Por ejemplo, la frecuencia de la primera resonancia, wi, es apenas cuatro veces mayor que
v (w1 = 4v). Al igual que Rek,, la parte real del indice de refraccién, Rens experimenta
saltos en las bandas correspondientes a j = 1 y 5 = 3. Por esta razén, en intervalos
de frecuencia relativamente angostos y cercanos al minimo de Imns(w), la parte real del
indice de refraccién efectivo (Renet) para la superred metalodieléctrica resulta ser negativa.
Cerca de las frecuencias de la segunda (j = 2) y cuarta (j = 4) resonancias de Fabry-Perot
también se observan intervalos angostos donde ambos Rek, y Renet son negativos, mientras
que las partes imaginarias Rek, y Imnes estan cerca de su valor minimo. A diferencia de
las resonancias impares (j = 1, 3), las tres cantidades efectivas, eof, kz, y ner son funciones
continuas de la frecuencia w en los alrededores de las resonancias j = 2, 4.

Los resultados obtenidos en esta subseccién ilustran la respuesta dieléctrica efectiva
no local de una superred metalodieléctrica en el rango de frecuencias del infrarrojo lejano.
En particular, se ha demostrado que a pesar de utilizar una modelo local para la respuesta
dieléctrica de las capas metalicas y dieléctricas, la respuesta efectiva de la superred depende
fuertemente tanto de la frecuencia como del vector de onda. Por otro lado, como se ha
comentado en los capitulos previos, precisamente en el rango de frecuencias del infrarrojo
lejano los efectos de dispersion espacial en el metal pueden alterar la relacion de dispersién
de los modos electromagnéticos. Consecuentemente, la respuesta dieléctrica efectiva de la
superred también se vera modificada. El calculo de los parametros efectivos se puede llevar
a cabo con las férmulas (5.19) y (5.20), considerando que los campos en las capas metdlicas

estdn dados por las expresiones (3.69). Finalmente, otro aspecto que debe considerarse
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en el infrarrojo lejano es la posibilidad de que el medio dieléctrico sea resonante. En este
caso, los parametros efectivos se calculan con el método de homogeneizacion propuesto aqui
introduciendo una funcién dieléctrica resonante que puede ser modelada con el oscilador de

Lorentz (4.11).

5.2 Respuesta metamaterial

En la seccién anterior hemos derivado y aplicado las férmulas (5.19)-(5.22) para el
cédlculo de pardmetros efectivos de superredes. Estos parametros dependen explicitamente
tanto de la frecuencia w como del vector de onda k, de los modos electromagnéticos. Dado
que los componentes considerados fueron materiales no magnéticos, la respuesta efectiva
de las superredes fue meramente dieléctrica no local. Por otro lado, en el Capitulo 2
hemos comentado que la respuesta dieléctrica no local puede reescribirse, en general, en
una respuesta bianisétropa efectiva, si los campos auxiliares (campos magnético H y de
desplazamiento D) son redefinidos como se hizo, por ejemplo, en el trabajo [12] comentado
en la secciéon 2.4. En esta secciéon derivaremos férmulas explicitas para los parametros
de una respuesta metamaterial efectiva no local de la superred tal que ésta exhiba un
comportamiento magnético incluso cuando sus componentes no sean materiales magnéticos.
A diferencia del trabajo [12], los pardmetros efectivos permitirdn recuperar la relacién de
dispersién exacta de los modos electromagnéticos en toda la primera zona de Brioullin.

Segtin los resultados de la seccién anterior (véase las Figs. 5.1, 5.2, y 5.3), en al-
gunos intervalos de frecuencia la parte imaginaria de la permitividad efectiva, Ime.f, resulta
ser negativa. Dado que esta cantidad se asocia con las pérdidas de energia en el medio,
su signo deberia ser positivo. Esto se puede lograr si redefinimos los campos auxiliares, a

saber, el campo magnético y el de desplazamiento a nivel “macro” como
(Hp) = n(Hp), (5.23)

<Dp> = n(eEp), (5.24)

donde

1 = sgn [Im <<EEP>>] . (5.25)

Con esta redefinicién de los campos magnético y de desplazamiento las ecuaciones de
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Permitividad y permeabilidad efectivas

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

oo/u)p

Figura 5.4: Parametros efectivos para una superred de Al y dieléctrico

Maxwell (5.15) y (5.16) se pueden reescribir como

~ w
ko(Hp) = —eet(Ep), (5.26)
w ~
k$<Ep> = ZNef(Hp>- (5.27)
donde e¢f v et Tepresentan otra pareja de permitividad y permeabilidad efectivas de la
superred:

(eEp)
Eef(ky,w) =1 . (5.28)

‘ (Ep)

1 (uH,)
pet(kypyw) = — : (5.29)

n <Hp>

Esta nueva pareja de parametros efectivos permite recuperar la relacion de dispersion exacta
de los modos electromagnéticos, asi como el mismo indice de refraccién efectivo ne mediante
el uso de las ecuaciones (5.21) y (5.22). Este resultado demuestra que la cantidad fisica
relevante en el caso dinamico es el indice de refraccién ya que existen multiples soluciones
al problema de la determinacién de los pardmetros efectivos para los metamateriales.

En la figura 5.4 se muestra la dependencia de los pardmetros efectivos (permi-
tividad y permeabilidad) en funcién de la frecuencia, los cuales fueron calculados con las
férmulas (5.28) y (5.29) para una superred de Al y dieléctrico como la considerada en la sub-
secci6n 5.1.1 (figura 5.1). Los pardmetros materiales utilizados se dan en dicha subseccién.

Como se coment6 ahi, el modelo local de Drude-Lorentz es apropidado para describir la
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Figura 5.5: Pardmetros efectivos para una superred de Al y vacio

respuesta dieléctrica del metal en el visible y el infrarrojo cercano. Las dos primeras bandas
fotonicas de paso para la superred de Al y dieléctrico, aqui considerada, estdn precisa-
mente en esos rangos de frecuencias (véase k;(w) en el panel (b) de la figura 5.1). Segiin
la definicién (5.28) de la permitividad efectiva e de la respuesta metamaterial, su parte
imaginaria es positiva para cualquier frecuencia w (vea la figura 5.4). Sin embargo, esta
redefinicién de la permitividad efectiva conduce a que la permeabilidad efectiva per (5.29)
tenga que ser negativa (de hecho, per = —1) en ciertos rangos de frecuencia para que
puedan calcularse el vector de onda k, y el indice de refraccién nes con las férmulas (5.21)
y (5.22) para un medio homogéneo. Nétese que la primera (segunda) banda foténica de
paso se caracteriza por tener permitividad y permeabilidad efectivas simultaneamente posi-
tivas (negativas). En conclusién, con la nueva definicién de la permitiviad y permeabilidad

efectivas, en la segunda banda foténica de paso la superred metalodieléctrica se comporta
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como un metamaterial doblemente negativo con indice de refraccién también negativo (vea
el panel (c) de la figura 5.1).

Se calcularon también los pardmetros efectivos, dados por las férmulas (5.28) y
(5.29), para una superred de Al y vacio como la que se estudié en la subseccién 5.1.2 (fig-
uras 5.2 y 5.3). Al igual que ahi, se aplicé el modelo de Drude-Lorentz para describir la
permitividad del componente metalico. Otros parametros del sistema se indican en dicha
subseccién. Los pardmetros efectivos calculados se muestran en la figura 5.5 y corresponden
a las primeras cuatro bandas foténicas. Como ya se habia mostrado en los paneles (b) de las
figuras 5.2 y 5.3, las bandas fotdénicas de paso son poco dispersivas y aparecen en el rango del
infrarrojo lejano donde el efecto del parametro de amortiguamiento es importante. En con-
cordancia con la nueva definicién para la permitividad efectiva (5.28), su parte imaginaria es
positiva en cada banda de paso y disminuye conforme se incrementa la frecuencia (compare
los paneles de la figura 5.5). El requerimiento de que la parte imaginaria de la permitividad
efectiva sea positiva conduce a que la permeabilidad efectiva sea negativa (ues = —1) en
ciertos invtervalos de frecuencia. Esto, ademds, permite aplicar las férmulas (5.21) y (5.22)
para el calculo del vector de onda y el indice de refracciéon de la superred homogeneizada.
Note que en las bandas de paso, donde las pérdidas son pequenas, la partes reales de la
permitividad y la permeabilidad son positivas (negativas) en la primera y tercera (segunda
y cuarta) bandas foténicas. Es decir, en la segunda y cuarta banda fotdénica de paso la
superred se comporta como un metamaterial doblemente negativo. En esas mismas bandas,
la parte real del indice de refraccién es también negativo (vea los paneles (c) de las figuras

5.2y 5.3).
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Conclusiones

Del estudio de los Efectos de Dispersion Espacial en Sistemas Metalodieléctricos
Periddicos que condujo a los resultados presentados en los capitulos previos de esta tesis se

derivan las siguientes conclusiones finales.

1. El espectro foténico de una superred de placas de material polar y capas metélicas
suficientemente delgadas exhibe bandas de paso angostas como resultado del fuerte
contraste entre las impedancias de los componentes. Estas bandas foténicas angostas
se atribuyen a resonancias de Fabry-Perot en la placa del material polar relativamente
gruesa. Hay una banda prohibida debido a la existencia de la brecha polariténica.
Una diferencia fundamental con la situacién ordinaria, cuando el dieléctrico tiene una
relacion de dispersion lineal del fotén, consiste en que en el caso de un material polar
las resonancias de Fabry-Perot estan dadas por la relacién de dispersién no lineal del

polaritén.

2. En conformidad con el formalismo de la ecuacién cinética de Boltzmann, la nolocalidad
del metal se manifiesta claramente en el rango de los THz y, por consiguiente, el efecto
de la dispersion espacial sobre la estructura de bandas foténicas de la superred puede
ser fuerte cuando las bandas de resonancia de Fabry-Perot estdn en ese rango de

frecuencias.

3. Ademas del efecto de la dispersién espacial, el efecto de tamano (i.e. el efecto de la
relacién entre el espesor de la placa metélica y la profundidad de piel) altera notable-
mente las impedancias superficiales de la placa metalica y, por tanto, la estructura de

bandas fotdnicas de la superred metalodieléctrica.
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. Los resultados para el espectro foténico de una superred de metal no local y dieléctrico

difieren notablemente de las predicciones del modelo local de Drude-Lorentz. Las
diferencias se observan no sélo en la magnitud, sino también en el signo de la parte

real del nimero de onda de Bloch en las bandas de resonancia de Fabry-Perot.

. En el espectro foténico de una superred metalodieléctrica se observan saltos de la

parte real del nimero de onda de Bloch, Rex, los cuales ocurren debido a que Rex esta
limitado a la primera zona de Brillouin y el requerimiento de que la parte imaginaria
Imk sea positiva. Estos saltos se predicen en diferentes bandas de resonancia Fabry-

Perot por los modelos no local y local.

. El valor minimo de la parte imaginaria del nimero de onda de Bloch, Imk, en las

bandas de resonancia practicamente no varia de banda a banda segin del formalismo

no local.

. Ya que la superred estd compuesta de un metal no local y un dieléctrico resonante

(ya sea un cristal iénico o un semiconductor heteropolar), la estructura de bandas
fotonicas se altera en frecuencias correspondientes a la banda prohibida (reststrahlen),
la cual aparece precisamente en el rango de los THz. En el espectro foténico aparece
una banda prohibida que coincide con la banda prohibida polariténica. Por otro
lado, las bandas de paso angostas (bandas de resonancia de Fabry-Perot) que se
observan por arriba y debajo de la banda reststrahlen son fuertemente alteradas por la
dispersion espacial del metal si estas aparecen en frecuencias donde la diferencia entre
las impedancias superficiales de la placa metélica, predichas por los modelos cinético

y local, es maxima.

. La respuesta optica de una superred de metal y dieléctrico puede describirse con una

funcién dieléctrica efectiva no local, a saber, una permitividad efectiva dependiente
del vector de onda, con la cual se puede reproducir la estructura de bandas foténicas

en toda la primera zona de Brillouin.

. A partir de la redefinicién del campo magnético y del vector de desplazamiento, la

respuesta dieléctrica no local de una superred de metal y dieléctrico puede transfor-
marse en una respuesta metamaterial no local, o sea, el sistema puede caracterizarse

por una respuesta dieléctrico-magnética. En las bandas de dispersiéon negativa de la
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estructura de bandas foténicas de la superred metalodiélectrica, la permitividad y
la permeabilidad efectivas son ambas negativas, al igual que el indice de refraccién

efectivo.
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Abstract

The spectral properties of metal-dielectric and metal-semiconductor 1D photonic crystals (PCs) are
theoretically investigated, considering spatial dispersion in the metal and in the semiconductor, respectively. In
the case of 1D PCs, composed of alternating metallic and dielectric slabs, we apply the classical formalism of
the Boltzmann’s kinetic equation for the distribution function of the conduction electrons in order to determine
the nonlocal constitutive equation for the metallic slabs. Afterwards, we calculate the dispersion relation for the
bulk modes in the 1D PC and compare it with that obtained within the Drude-Lorentz model, which is implicitly
local. Another kind of nonlocal effects are studied by considering a metal-semiconductor 1D PC. In this case,
the frequency-dependent diclectric function of the metallic component is described by the local Drude-Lorentz
model, whereas for the semiconductor we use a Hopfield-Thomas dielectric function, which describes its
nonlocal behavior near exciton resonance. The polariton dispersion curves for s-polarized modes in the metal-
semiconductor photonic crystal are compared with those for a metal-dielectric PC. Because of the coupling of
light with excitons, which undergo size quantization inside the thin semiconductor slabs, many photonic small
bands appear. We study the changes in the photonic dispersion curves for the resonant 1D PC as the filling
fraction of the metal is varied.

Introduction

At present, photonic crystals (PCs) having metallic and dielectric (or semiconductor) inclusions inside
the unit cell are intensively investigated (see, for example, Refs. [1-6]). This kind of PC may exhibit extraordi-
nary optical properties as, for example, the negative refraction [4,5]. Until now, periodic metallo-dielectric
arrays with inclusions of relatively large size in comparison with the wave penetration depth (skin depth) and the
electron mean free path, have been mostly studied. The optical properties of those metal components are
commonly described within the simple Drude-Lorentz model for the permittivity. However, as the size of the
metallic inclusion is reduced, the size effects associated with such lengths alter the spectral properties, namely
the dispersion relation of the electromagnetic modes propagating in the bulk of the PC. On the other hand, the
effects of spatial dispersion in the metallic composite, which depend on the relation of skin depth and the
electron mean free path should be taken into account even in the case of the normal skin effect, that is, even
when the electron mean free path is the smallest parameter. Drude-Lorentz model does not describe spatial
dispersion effects and, therefore, the spectral and optical properties of metal-dielectric PCs should be revised.

In PCs with metal inclusions, another source of nonlocal effects may be the medium in which the metal
is embedded. Indeed, if one of the components of the photonic crystal is a semiconductor, then nonlocal effects
appear near exciton resonance. This is well known from the studies [7-9] of spectral and optical properties of
resonant dielectric-semiconductor PCs. According to those studies, because of the coupling of photons with
excitons in dielectric-semiconductor PCs, the lower and upper excitonic polariton bands split in many small
bands. Besides, when the thickness of the semiconductor slab in the unit cell of a 1D PC is sufficiently small, the
band energy values coincide with the size-quantized exciton levels [8]. Evidently, dispersion curves and,
consequently, optical properties of metal-semiconductor PCs should also be determined by the coupling of light
with excitons, but this topic has not investigated yet.

In the present work, we will investigate the spectral properties of 1D photonic crystals with metallic
components, considering the spatial dispersion either in the metal or in the background medium. In Section 2,
we shall study a metal-dielectric 1D PCs and apply the classical formalism of the Boltzmann’s kinetic equation
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Nonlocal Effects in the Electrodynamics of Metallic Slabs
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The influence of spatial dispersion and size on the interaction of a metallic slab with electromagnetic radia-
tion has been studied in the model of the Boltzmann kinetic equation. It has been shown that the results are
qualitatively different from those obtained in the Drude—Lorentz approximation. In particular, in the high-
frequency region, the absorption oscillates with the radiation frequency and sample thickness. The absorp-
tion becomes sensitive to the Fermi velocity of electrons and depends nontrivially on the electron relaxation
rate. The results may be useful for the analysis of the electromagnetic response of metal—dielectric micro- and
nanostructures in the terahertz and/or infrared frequency range.
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INTRODUCTION

One of the topical problems of photonics and plas-
monics is the fabrication and investigation of struc-
tures that include a metal as one of the elements of the
unit cell (see, e.g., [1—8] and references therein). The
reason is that such metamaterials (periodic or disor-
dered) exhibit unusual properties inherent, in particu-
lar, in the left-handed media [9—10], and are candi-
dates for use in a new class of optical and suboptical
devices. The number of works on this subject is
increasing, many of the results are discussed in mod-
ern review articles [11—13], and some of them are
already included in specialized monographs and text-
books [14, 15].

On the other hand, it should be mentioned that the
theoretical works describe the metallic element of the
structure with a quite rough physical model. In some
works, its relative permittivity is set to either infinity or
a negative constant taken from the tables for bulk sam-
ples. In other works, the metal is described in more
detail by the conductivity o, and the corresponding
relative permittivity €,

2 2

o o
Gy= —2 e (0)=1-—22 @
T 4n(v-io) @) o(o+iv) M)

which follow from the Drude—Lorentz theory. Here,
o is the frequency of the electromagnetic field and o,
and v are the plasma frequency and relaxation rate of
the conduction-band electrons, respectively. Strictly
speaking, these models may be adequate for bulk sam-
ples. However, it is known that the effects of spatial
dispersion (or nonlocal effects), which are caused by
the inhomogeneity of the electromagnetic field and
are manifested in the anomalous skin effect, should be
taken into account even in these samples under certain

conditions. In addition, it is necessary to take into
account the size effect in modern micro- and nano-
structures, in which the size of the metallic inclusion is
comparable with the skin depth of the electromagnetic
wave in this inclusion. The skin effect (normal, anom-
alous, and “infrared”) described in all monographs on
the physics of metals [16—18] was mainly studied in
the model of a metallic half-space. At the same time,
the size effect (both classical and quantum-mechani-
cal) in the conductivity of a metallic slab was studied
as a response to the electrostatic field [19]. Thus, the
problem of the interaction of a metallic sample with
electromagnetic radiation, which self-consistently
includes the skin effect and size effect in the high-fre-
quency conductivity of metal, is of special interest.

In this work, we propose an analytical solution of
the problem of a high-frequency (including the optical
range) size effect in a metallic slab, which is conve-
nient for both analytical and numerical analysis. The
expression for the electromagnetic field is obtained in
a closed form for an arbitrary (symmetric, antisym-
metric or unilateral) excitation. Although we consid-
ered only the normal incidence of the electromagnetic
wave on the slab surface, the solution may be general-
ized for a more complex geometry of the oblique inci-
dence of both TE and TM modes.

FORMULATION OF THE PROBLEM.
ELECTRIC FIELD DISTRIBUTION

We consider a metallic slab with the thickness d
excited by a plane electromagnetic wave with the fre-
quency o. The slab occupies the space region 0 < x <
d. The wave propagates along the x axis normal to the
slab plane, its electric E(x, ) = {0, E(x), 0}exp(—im?)
and magnetic H(x, 7) = {0, 0, H(x)}exp(—iwt) compo-
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Abstract

The effect of spatial dispersion and size-effect in the electrodynamics of metallic slabs, having been
studied with the formalism of the Boltzmann kinetic equation, turns out to be qualitatively different from that
predicted by the widely-used Drude-Lorentz model. In particular, within the high-frequency region, the
absorption oscillates as a function of wave frequency and sample thickness. Besides, the absorption becomes
sensitive to the value of the electron Fermi velocity and nontrivially depends on the electron relaxation rate. The
results may be very useful for the analysis of the electromagnetic response of metal-dielectric micro- and
nanostructures in the terahertz and/or infrared frequency range.

Introduction

In recent years, in the topical problems of photonics and plasmonics, special attention is paid to the fab-
rication and the study of structures that include metal as one of the elements of the unit cell (see, e.g., Ref. [1]
and references therein). The reason is that such metamaterials (periodic or disordered) exhibit unusual properties
inherent in the left-handed media, and are perspective candidates for the creation of a new class of optical and
suboptical devices. In this respect, it should be mentioned that in the corresponding theoretical works, the
metallic element of the structure is described with the use of a quite rough physical model. In some works, its
permittivity is regarded to be of either infinite value or negative constant taken from tables for bulk samples. In

other works, the metal is described in more detail by the frequency-dependent conductivity & ; and the

corresponding permittivity £, , according to the Drude-Lorentz theory,

o, =a)}2,/47r(v—ia)) - 8c,(w)=1—wf,/w(w+iv). )
Here, @ is the frequency of the electromagnetic wave, o, and v are the plasma frequency and relaxation rate
of the conduction electrons, respectively. Strictly speaking, these models may be adequate for bulk samples
only. On the other hand, it is known that the effect of spatial dispersion (or nonlocal effect), which is due to
inhomogeneity of the electromagnetic field, manifests itself in the form of the anomalous skin effect and should
be taken into account even in bulk samples under certain conditions. Moreover, in modern micro- and
nanostructures, it is necessary to take into account the size effect, when the size of the metallic inclusion is
comparable with the skin depth of the electromagnetic field in this inclusion. Thus, the problem of the
interaction of a metallic sample with electromagnetic radiation, which self-consistently involves the skin effect
and size effect in the high-frequency conductivity of metal, is of special interest.

We present an analytical solution of the problem of high-frequency (including the optical range) size
effect in a metallic slab of thickness d , which is appropriate for both analytical and numerical analysis [2]. With
the use of the Boltzmann kinetic equation we obtained the integral relation between the current density and the
electric field in the slab. The kernel of conductivity operator turned out to have physically clear and relatively
simple form that allowed us to solve Maxwell equations. As a result, the expression for the electromagnetic field
was obtained in a closed form for arbitrary (symmetric, antisymmetric or unilateral) electromagnetic excitation.
Although we only consider the normal incidence of the electromagnetic wave on the slab surface, the solution
may be generalized to more complex geometries of the oblique incidence of both TE and TM light modes.

Transmission through a Metallic Slab
It can be shown that the transmission ¢ and reflection » amplitudes are specified by the relation

(e &l
0 O On \r
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Abstract: The photonic band structure of superlattices composed of
spatially-dispersive metal and polaritonic dielectric are theoretically inves-
tigated. The nonlocal relation between the electric current density and the
electric field inside the metal layers is defined within the formalism of the
Boltzmann kinetic equation, whereas the frequency dependent permittivity
of the polar layers is modeled by a Lorentz-oscillator. Due to the large
dielectric contrast between metal and polar components, the photonic band
structure exhibits flat pass bands associated with Fabry-Perot resonances in
the dielectric layers. There is also a wide stop band because of the existence
of the polaritonic gap. We have compared our results with the predictions of
the Drude-Lorentz model for the frequency-dependent metal permittivity.
It is found that the nonlocal effect on the Fabry-Perot resonance bands
is strong if their corresponding frequencies are in the interval where the
difference between the impedances at both metal surfaces, predicted by the
nonlocal and local formalisms, is maximal.

© 2014 Optical Society of America

OCIS codes: (160.3918) Metamaterials; (160.4760) Optical properties; (260.2030) Disper-
sion; (260.3060) Infrared; (350.4238) Nanophotonics and photonic crystals.
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