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Anadlisis del modelo FRW mediante el formalismo de
cosmologia cuantica de lazos en el espacio fase

RESUMEN

El modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) es esencial para com-
prender la expansién del universo en el contexto de la relatividad general. En este tra-
bajo, se analiza un universo tipo FRW acoplado con un campo escalar, dentro del marco
de la cosmologia cuantica de lazos en el espacio fase. El enfoque principal radica en la
construccién de la funcién de Wigner, elemento clave para describir la dindmica cudnti-
ca de dicho universo. Este resultado se obtiene resolviendo la constriccién hamiltoniana
dentro de este esquema tedrico.

A diferencia de otras construcciones, este estudio se centra en un espacio fase con
topologia S x R, cuyo espacio de Hilbert estd dado por L?(S!,dg/27), el cual es equi-
valente al espacio de Bohr-Hilbert, utilizado comtinmente en la cosmologia cudntica de
lazos. Este enfoque proporciona una perspectiva tnica y detallada sobre la dindmica
cudntica en universos de tipo FRW acoplados a campos escalares, ampliando asi el en-
tendimiento de los modelos cosmoldgicos en el marco de la gravedad cuédntica de lazos.

Finalizamos concluyendo que la integracion de la funcién de Wigner en el anélisis de
modelos cosmolégicos representa un paso crucial hacia una comprensiéon mas completa
y unificada de los fenémenos cudnticos que subyacen al comportamiento del cosmos en
sus primeras etapas.



Analysis of the FRW model through the formalism of loop
quantum cosmology in phase space

ABSTRACT

The Friedmann-Robertson-Walker (FRW) cosmological model is essential for understan-
ding the expansion of the universe in the context of general relativity. In this work, a
FRW-type universe coupled with a scalar field is analyzed within the framework of loop
quantum cosmology in phase space. The main focus lies in the construction of the Wig-
ner function, a key element in describing the quantum dynamics of such a universe. This
result is obtained by solving the Hamiltonian constraint within this theoretical frame-
work.

Unlike other constructions, this study focuses on a phase space with the topology
S x R, whose Hilbert space is given by L%(Sh, d¢/27), which is equivalent to the Bohr-
Hilbert space commonly used in loop quantum cosmology. This approach provides a uni-
que and detailed perspective on the quantum dynamics of FRW-type universes coupled
to scalar fields, thus broadening the understanding of cosmological models within the
framework of loop quantum gravity.

We conclude by stating that the integration of the Wigner function into the analysis
of cosmological models represents a crucial step toward a more complete and unified
understanding of the quantum phenomena underlying the behavior of the cosmos in its
early stages.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecénica cudntica en el espacio fase presenta una representacién donde las varia-
bles de posiciéon y momento tienen la misma importancia. A diferencia de la imagen de
Schrodinger, que se enfoca exclusivamente en la representacién de posiciéon o momento,
esta formulacion considera ambas variables en igualdad de condiciones dentro del espa-
cio fase [1]. En esta formulacién se hace uso de distribuciones de probabilidad en lugar
de funciones de onda o matrices de densidad. Ademds, la multiplicacién de operado-
res es reemplazada por un producto estrella no conmutativo entre funciones suaves [2].
En la literatura existen diferentes distribuciones de probabilidad definidas en el espacio
fase, siendo la mds comun la llamada funcién de Wigner, denotada generalmente por
W(x, p). Es importante destacar que a pesar de que la funcién W(x, p) comparte muchas
de las propiedades de un operador de densidad, no corresponde formalmente a una
distribucién de probabilidad genuina, esto es debido a que no cumple con los axiomas
de la teoria de probabilidad, puesto que puede tomar valores negativos. Estos valores
negativos resultan estar intimamente relacionados con el principio de incertidumbre y
se vuelven insignificantes en el limite cldsico. Por otro lado, la evolucién temporal de la
funcién de Wigner es descrita mediante una versién cudntica de la ecuacién de Liouville
[3], que se deriva aplicando la transformada de Wigner (conocida como transformada
inversa de Weyl o mapeo de cuantizacién) a la ecuacién de von Neumann. En términos
del producto estrella o producto de Moyal, la ecuacién de evolucién temporal ilustra el
principio de correspondencia, ya que el limite en el que la constante de Planck tiende a
cero, la ecuacion de von Neumann se reduce a la ecuacién cléasica de Liouville.

Una de las principales ventajas de esta formulacion de la mecédnica cuantica es que hace
uso de funciones definidas en el espacio fase, evitando asi el formalismo de operadores,
los cuales en la mayoria de los casos, conlleva a dificultades en definir de manera pre-
cisa el dominio de operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert de dimensién infinita.

Las ideas subyacentes en esta formulacién han llevado al desarrollo de lo que actual-
mente se conoce como el formalismo de cuantizacién por deformacioén, el cual consiste
en un método general para pasar de un sistema clésico, caracterizado por una estructura
de Poisson, a un sistema cudntico [4, 5]. La principal particularidad de este enfoque de



cuantizacion radica en el énfasis adquirido por el dlgebra de observables cudnticos, la
cual no viene expresada mediante una familia de operadores definidos en un espacio de
Hilbert. En cambio, estas observables corresponden a funciones suaves de valores reales
o complejos definidas en el espacio fase, donde el producto conmutativo puntual habi-
tual es reemplazado por un producto no conmutativo, denominado producto estrella.
Como resultado, este producto estrella induce una deformacién del paréntesis de Pois-
son de tal manera que contiene toda la informacién relacionada con los conmutadores
entre operadores autoadjuntos. Un elemento crucial en esta formulacién resulta ser de
hecho la distribucion de Wigner, que en este formalismo corresponde a una representa-
cién en el espacio fase del operador de densidad el cual viene a ser responsable de todas
las propiedades de autocorrelaciéon y amplitudes de transicién de un sistema mecanico
cudntico dado.

A pesar de que el formalismo de cuantizacién por deformacién ha proporcionado sin
duda importantes contribuciones en matemaéticas puras [6, 7], también ha demostrado
ser una técnica confiable para comprender muchos sistemas cudnticos fisicos [8, 9], in-
cluyendo recientemente ciertos aspectos de la cosmologia cuédntica de lazos y la gravedad
cudntica [10, 11], y sistemas con simetrias de norma [12, 13, 14].

Por otro lado, ha resultado evidente que es posible utilizar este esquema de cuan-
tizaciéon para analizar sistemas cudnticos cuyo espacio fase no corresponde al espacio
euclidiano R". Un ejemplo de esto, es el anélisis del sistema cudntico dado por un rotor
[15], cuyo espacio fase viene dado por un cilindro {(6, p) € S* x R}. En este caso y usan-
do el formalismo de cuantizacién en el espacio fase, uno puede determinar la funcién de
Wigner empleando operadores unitarios generados a través de representaciones irreduci-
bles de los grupos de simetria del sistema. Es interesante mencionar que la cuantizaciéon
en el espacio fase del rotor resulta ser equivalente a la cuantizacién polimérica que surge
del formalismo de gravedad cuartica de lazos.

La cuantizacién polimérica corresponde a una representacion discreta e independien-
te de la geometria de fondo, asociada al algebra de holonomias y flujos proveniente
de gravedad cudntica de lazos, pero adaptada a sistemas con un ntimero finito de gra-
dos de libertad. Este formalismo ha sido usado principalmente para analizar modelos
cosmologicos y agujeros negros, ya que al ser una representaciéon no equivalente a la
representacion de Schrodinger permite remover singularidades cldsicas. Cabe destacar
que recientemente se ha empleado el formalismo de cuantizacién en el espacio fase para
analizar modelos de gravedad cudntica y cosmologia cuédntica de lazos [10, 11, 16, 17],
por mencionar algunos. Este formalismo ha permitido analizar el limite cldsico asociado
a cosmologia cudntica de lazos, incluidas algunas observables geométricas tales como los
operadores de drea y volumen [18].

Para iniciar con los célculos, ofreceremos una breve introduccién a los temas rele-
vantes para comprender la investigacion realizada. Estos incluyen la relatividad general,
en la cual presentaremos las ecuaciones de campo de Einstein y analizaremos la métrica
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de Friedmann-Robertson-Walker. También exploraremos la cosmologia, enfocindonos en
el modelo estdndar de cosmologia, conocido como Lambda-Cold Dark Matter (ACDM).
Por ultimo, abordaremos la gravedad cuantica de lazos y la cosmologia cuantica de lazos,
destacando sus principales caracteristicas.

1.1. Relatividad general

La relatividad general es una teoria de campos, especificamente del campo gravita-
cional y de los sistemas de referencia generales, publicada entre 1915 y 1916 por Albert
Einstein. Esta teoria se deriva de la generalizacién de la teoria de la relatividad especial
y del principio de relatividad para un observador arbitrario. Es decir, si extendemos la
relatividad especial a marcos de referencia que se mueven arbitrariamente, podriamos
realizar fisica desde el punto de vista de un observador acelerado.

Las principales caracteristicas de la relatividad general incluyen el principio de equiva-
lencia débil, que indica la relacion entre la masa inercial m; y la masa gravitacional g,
es decir, la relacion ﬁ—f, es una constante universal considerada como unidad en la meca-
nica clasica. En otras palabras, este principio describe la aceleracién y la gravedad como
aspectos distintos de la misma realidad [19].

La curvatura del espacio-tiempo nos muestra que la gravedad ya no es una fuerza, sino
una consecuencia de esta misma curvatura. Un espacio-tiempo curvo se describe me-

diante una métrica local:
2dt? = ds* = gaﬁdx“dxﬁ, (1.1)

donde ds? es el intervalo (“distancia”) entre dos eventos en x* y x* + dx%; Sup €s el tensor
métrico, dt es el diferencial de tiempo propio y c es la velocidad de la luz.

El principio de equivalencia fuerte amplia el alcance del principio de equivalencia dé-
bil y asume que es imposible detectar localmente cualquier efecto de la gravedad en un
marco en caida libre, independientemente de otras fuerzas que puedan estar actuando.
Estas leyes/ecuaciones se generalizan reemplazando los tensores que aparecen en ellas
por tensores que son invariantes bajo transformaciones de coordenadas arbitrarias, en
lugar de solo para transformaciones de Lorentz. A esto se le llama principio de covarian-
za general.

Con estos conceptos, llegamos a la ecuaciéon de campo de Einstein, la cual describe c6-
mo la materia y la energia influyen en la curvatura del espacio-tiempo. La forma general

de la ecuacioén es: , S
T
Ry = 5 R + Mg = = Ty, (1.2)
donde Ry es el tensor de Ricci, que describe la curvatura del espacio-tiempo y se obtiene
al contraer el tensor de curvatura de Riemann R,pw. Es decir, se define como la traza

parcial del tensor Riemann:
RVV - Rf{py. (1.3)
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El tensor de curvatura de Riemann describe como el espacio-tiempo se curva y como esta
curvatura afecta la trayectoria de los objetos y la propagacion de la luz en el universo. Se
puede expresar como:
A A
R(eyv = rfa,y - ]-—"‘150',1/ + Fﬁ)\rva - Ffal—‘ya- (1.4)

Donde Ffw = ayrfg y T}, son los simbolos de Christoffel, que describen cémo los
vectores cambian a medida que se trasladan en el espacio-tiempo. Se definen como:

1
rﬁv = ng (aygva + avgyv - acrgyv) . (1.5)

Con g, siendo el tensor métrico, que describe la geometria del espacio-tiempo. En la
ecuacion (1.2), R es el escalar de Ricci, conocido como la curvatura escalar, que describe
la curvatura general de un espacio-tiempo en un punto dado. Se define como la traza del
tensor de Ricci con respecto al tensor métrico:

R == gﬂvRyy. (1.6)

A es la constante cosmolégica, G es la constante de gravitaciéon universal de Newton, c es
la velocidad de la luz y T}, es el tensor energia-momento, que describe la distribucién de
materia y energia. La ecuacién (1.3) igualada a cero es la ecuacién de campo de Einstein
en el vacio, derivada a partir de campos débiles [20].

La ecuacion de campo de Einstein puede expresarse en términos del tensor de Eins-
tein Gy, como:

81G
Gyv = —C4 Tyv/ (1.7)

donde ,
G‘uy — R],[]/ - Eg]/”/R. (1.8)

Esta ecuacion nos dice que la curvatura del espacio-tiempo, descrita por Gy, es propor-
cional a la energia y el momento presentes en el espacio-tiempo. En términos simples:
la materia y la energia le dicen al espacio-tiempo cémo curvarse, y el espacio-tiempo
curvo le dice a la materia como moverse. Si consideramos la constante cosmolégica A, la
ecuaciéon de campo de Einstein se modifica de la siguiente manera:

8nG
G;,[]/ + Ag‘u]/ - C—4Tyy. (1.9)

El término Ag,, introduce una contribucién adicional a la curvatura del espacio-tiempo
que se interpreta como la energia del vacio o energfa oscura, la cual afecta la expansién
acelerada del universo.
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1.1.1. Métrica de Robertson-Walker

La métrica de Robertson-Walker es la métrica mds general de un espacio-tiempo,
cuyos subespacios t = constante son homogéneos e isotrépicos, y se escribe:

2
ds? = (dx0)2 — 5(t)? {% + 1 (62 + sin® 0dg?) } , (1.10)
donde k es la curvatura, que se limita a tomar valores k = 0, 1.

Para k = 0, la geometria es euclidiana y el espacio es plano, lo que describe un universo
homogéneo, isotrépico y plano. Para k = +1, es un universo esférico con curvatura po-
sitiva y para k = —1, es un universo hiperbdlico con curvatura negativa [21]. Debido a
estas propiedades, los espacio-tiempos con k = +1 se denominan coloquialmente “uni-
verso cerrado”, aquellos con k = —1 se llaman “universo abierto”, y k = 0 se denomina
“universo plano”. Mediante argumentos de simetria, hemos logrado encontrar la métrica
hasta un factor de escala desconocido S(t). El factor de escala estd determinado por las
ecuaciones de campo. Friedmann en 1922, derivé la ecuacién de movimiento para S, para
el caso especial donde la constante cosmolégica A es cero, tal ecuacion es:

2
s’ 8nGp Ak
) = =~ 1.11
( s ) 32 T30S (1.11)
De esta ecuacién, podemos encontrar el valor de S y sustituirlo en la métrica, por lo que
suele llamarse métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

El primer autor que investigd estos espacio-tiempos fue A. A. Friedmann en 1922
y 1924. Resolvi6 las ecuaciones de Einstein para estas métricas, con fuente de polvo y
con la constante cosmolégica permitida. Friedmann traté su resultado como una mera
curiosidad matematica, ya que la expansion del universo atin no se habia descubierto
en ese momento y no se podia ver ninguna aplicacién para esas soluciones en astro-
nomia. Poco después de encontrar estas soluciones, Friedmann murié prematuramente
y no tuvo oportunidad de reclamar el crédito por sus descubrimientos cuando Hubble
(1929) detect6 la expansion del universo. El caso mds simple, k = 0, fue introducido
por primera vez por Robertson (1929) en un estudio sistematico del espacio-tiempo con
las hoy llamadas geometrias de Robertson-Walker. El caso, k > 0, fue discutido por Le-
maitre (1927, 1931), quien generaliz6 la solucién de Friedmann a presiones distintas de
cero y era consciente que el resultado refleja algunas propiedades del universo observa-
ble. La métrica general (1.10) fue derivada por primera vez a partir de consideraciones
geométricas por Robertson (1933) y Walker (1935). Friedmann y Lemaitre derivaron las
soluciones de las ecuaciones de Einstein (con fuentes ligeramente diferentes) para esa
métrica. Los espacio-tiempos con esta geometria a menudo se denominan modelos de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), pero también se utilizan varios subcon-
juntos de esta coleccién de cuatro nombres [20].

Los espacio-tiempos R-W son las tinicas soluciones fluidas perfectas de las ecuaciones
de Einstein.
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1.2. Cosmologia

Sabemos por observaciéon que, en escalas superiores a aproximadamente 100 Mpc
(1 pc = 3,086x10'3 km, 1 Mpc = 3,086x10' km), nuestro universo es uniforme. Esto impli-
ca un nuevo conjunto de simetrias que son lo suficientemente fuertes para permitirnos
encontrar soluciones exactas de las ecuaciones de campo. La busqueda de soluciones
cosmolodgicas se remonta a los primeros dias de la relatividad general. Recientemente,
la cosmologia se ha vuelto mucho maés rica en datos, lo que permite la construccién y
prueba de modelos mds elaborados y detallados.

La cosmologia es la ciencia que estudia el origen, formacién y evolucién del univer-
so 0 cosmos, considerado como un todo. Consideramos las propiedades de un universo
modelo idealizado y perfectamente uniforme. Una ciencia que considera galaxias enteras
como objetos pequefios podria parecer, a primera vista, muy alejada de las preocupacio-
nes de la humanidad. Sin embargo, la cosmologia aborda cuestiones fundamentales para
la condicién humana. Los cosmoélogos se preguntan: “;De qué estd hecho el universo?
¢(Es finito o infinito en extensién espacial? ;Tuvo un comienzo en algtin momento del
pasado? ;Terminara en algtin momento en el futuro?

1.2.1. Modelo ACDM

El modelo ACDM (Lambda-Cold Dark Matter) es el actual modelo estdandar cosmolé-
gico, el cual es el modelo mds simple y elegante, capaz de explicar el origen y la evolucién
del universo, asi como la mayoria de los datos experimentales y observaciones realizadas
hasta el momento.

El modelo estandar cosmolégico se fundamenta en la teoria de la relatividad gene-
ral de Einstein, el principio cosmolégico, que supone la homogeneidad e isotropia del
universo a gran escala y cuatro bases experimentales: la Ley de Hubble, la radiacién del
fondo césmico de microondas, la determinacién de la abundancia de elementos primige-
nios formados durante los primeros instantes del universo, y las estructuras del universo
a gran escala.

Este modelo describe un universo euclidiano que hoy estd dominado por materia
oscura fria no bariénica (CDM) y una constante cosmoldgica, con perturbaciones inicia-
les generadas por la inflacién en el universo primitivo. Dado que actualmente todas las
mediciones son consistentes con la idea de que la energia oscura es una constante cos-
moldgica, este modelo de concordancia en cosmologia se conoce como CDM (plano). La
parte “fria” de este apodo proviene del requisito donde las particulas de materia oscura
pudieran agruparse de manera eficiente en el universo primitivo. Aunque estas particulas
se encuentran calientes, es decir, tienen grandes velocidades, la estructura no se formara
en los niveles apropiados. Entre otras cosas, esto excluye a los neutrinos conocidos de ser
candidatos a materia oscura. Las faltas de homogeneidad esperadas en un modelo sin
materia oscura son demasiado pequenas.
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La idea més popular actualmente es que la materia oscura estd formada por particulas
elementales producidas durante los primeros momentos del Big Bang [22].

1.3. Gravedad cuantica de lazos

En 1916, Einstein sugirié que la teoria cudntica debia modificar tanto la electrodina-
mica de Maxwell como la nueva teoria de la gravitaciéon. A pesar de un siglo de inves-
tigaciones, la unificacién de la relatividad general y la fisica cudntica sigue siendo un
desafio debido a la falta de datos experimentales directos sobre los aspectos cudnticos
de la gravitaciéon y la dificultad conceptual de crear una nueva sintaxis de geometria
cuantica. La gravedad en relatividad general se manifiesta a través de la geometria del
espacio-tiempo, y sus predicciones mds importantes, como el Big Bang y los agujeros ne-
gros, surgen de esta descripcion geométrica. Einstein introdujo la geometria riemanniana
para describir toda la fisica clasica. Por lo tanto, el espacio-tiempo se representa como
una variedad M de 4 dimensiones, equipada con una métrica (pseudo-)riemanniana g,
y la materia se representa mediante campos tensoriales.

La teoria de la gravedad cuantica de lazos se basa en la idea de que la geometria del
espacio-tiempo es cudntica y se enfoca en los regimenes extremos donde la geometria
continua de Einstein falla. Gravedad cuantica de lazos propone una geometria cuanti-
ca de Riemann, donde se considera como una superposicion de varias geometrias del
espacio-tiempo en lugar de una tnica métrica, utilizando técnicas no perturbativas de
teorfas de gauge y respetando la covariancia de difeomorfismos (las transformaciones
que preservan la estructura de la variedad), lo que lleva a una estructura fundamental-
mente discreta de la geometria.

1.3.1. Cosmologia cuantica de lazos

La cosmologia cudntica de lazos aplica los principios de gravedad cudntica de lazos
a modelos cosmolégicos simplificados, especificamente a los modelos del universo ho-
mogéneo e isotropico (FLRW). En este contexto, se ha demostrado que los efectos de la
gravedad cudntica pueden resolver la singularidad del Big Bang, reemplazandola por un
“rebote cudntico” (big bounce). Esto significa que, en lugar de una singularidad infinita,
el universo se contrae hasta una densidad finita extremadamente alta y luego se expande
de nuevo.

El rebote cudntico en cosmologia cudntica de lazos resuelve la singularidad del Big
Bang y sugiere que nuestro universo actual podria haber surgido de un ciclo previo de
contraccién y expansion. Este modelo permite extender los escenarios inflacionarios es-
tdndar hasta el régimen de Planck, proporcionando predicciones observables. Los efectos
de la geometria cudntica en la fase preinflacionaria pueden dejar huellas en las mayores
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escalas angulares observadas en el fondo césmico de microondas, ofreciendo posibles
explicaciones para ciertas anomalias observadas [23].



Capitulo 2

Funciones de Wigner y transformada de
Weyl

2.1. ;Porqué funcién de Wigner?

En la formulacién estdndar de la mecanica cudntica, la densidad de probabilidad en
el espacio de posiciones y en el espacio de momentos se encuentran de forma separa-
da. Es decir, si nosotros obtenemos la funcién de onda 1(x) en el espacio de posiciones,
podemos encontrar la densidad de probabilidad mediante |¢(x)|?. Sin embargo, si desea-
mos hallar la densidad de probabilidad en el espacio de momentos, primero necesitamos
realizar una transformada de Fourier para cambiar de espacio. Es decir,

p(p) = % / e P/ My (x)dx, 2.1)

y luego se calcula |¢(p)|? para obtener la densidad de probabilidad en el espacio de
momentos.

La funcién de Wigner, introducida por Eugene Wigner en 1932 [24], permite representar
las distribuciones de probabilidad simultdneamente en las variables x y p, sin la nece-
sidad de realizar la transformada de Fourier para cambiar de espacio. Sin embargo, es
necesario definir qué es una transformada de Weyl, ya que esta se utiliza para encontrar
las densidades de probabilidad y es crucial para calcular los valores esperados. Las carac-
teristicas principales de la funcién de Wigner son que es una funcién de dos variables,
generalmente posicién y momento W(x, p), y que no es una funcién de probabilidad
simple, por lo que suele llamarse cuasi-distribucién.
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2.2. Transformada de Weyl y funcién de Wigner
La transformada de Weyl A de un operador A se define como [25],
Alx,p) = [Nty 2]Alx —y/2)dy, (2.2)

donde el operador A estd expresado en la base x como la matriz (x'|A|x). La transfor-
mada de Weyl convierte un operador en una funcién de x y p. La transformada de Weyl
a partir de la base de p se obtiene como:

A(x,p) = /eix”/h<p—i—u/2]fi|p—u/2>du. (2.3)

Ahora definimos el operador de densidad p, que se utiliza para representar el estado.
Para un estado puro |¢), estd dado por:

o= p)(yl, (2.4)
y expresado en la base de posicién, se obtiene:
(xlplx") = (x[g) (plx') = p(x)p™ (x). (2.5)

Con lo anterior, la transformada de Weyl del operador de densidad resulta:
plx,p) = /ei’”y/% +y/2lplx —y/2)dy,

- / e P (x4 y/2)9 (x - y/2)dy.

La funcién de Wigner se define entonces como [26]:

Wiep) = =0 [e (et y/2)9*(x - y/2)dy, 2.6)
y el valor esperado de cualquier operador A estd dado por:
(A) = //W(x,p)A(x,p)dxdp, (2.7)
por lo que la distribucién de probabilidad en la variable x se obtiene de:
[ W pdp = ¢ (x)p (), 8)

de manera similar, la distribucién de probabilidad para la variable canénicamente conju-
gada p se obtiene con:

/ W(x, p)dx = ¢*(p)e(p). (2.9)

La integral en x de la funcién de Wigner W(x, p) proporciona la distribucién de proba-
bilidad en el espacio de posiciones, y de manera anéloga, en el espacio de momentos.
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2.3. Caracteristicas de la transformada de Weyl y la fun-
cién de Wigner
Una consecuencia de la definicién de la funcién de Wigner de la ecuacion(2.6) es

que la funcién de Wigner es real. La funcion de Wigner a partir de la representaciéon de
momentos se expresa como:

W(x,p) = % = %/eix”/ﬁqo*(pjtu/Z)go(p —u/2)du, (2.10)

donde hemos utilizado la ecuacién (2.3).
La transformada de Weyl del operador identidad 1 es 1 porque:

1= /e_ipy/ﬁ<x+y/2|i|x—y/Z)dy,

. (2.11)

- / e PI5(x +y/2 — (x —y/2))dy = 1.

Integrando la funcién de Wigner con respecto a x y p, obtenemos:
//W(x,p)dxdp =1 (2.12)

Por lo que la funcién de Wigner estd normalizada en el espacio x, p.

La funciéon de Wigner tiene la propiedad de traslaciéon que nos dice: si la funcién de
onda ¥ (x) nos da la funcién de Wigner W(x, p), entonces la funcién de onda ¢(x — b)
nos da W(x — b, p). Si combinamos la funcién de onda con (x)e*?/”, la nueva funcién
de Wigner resultard W(x, p — bp). Es decir, los cambios en la funcién de onda en la va-
riable x o p, llevara cambios en la funcién de Wigner en la variable x o p, respectivamente.

Consideremos dos operadores de densidad g, y py, de diferentes estados ¢, y ¥y,
respectivamente. Podemos formar la combinacién:

Tr [Papo] = | (el i) " (213)

La transformada de Weyl de la ecuacién (2.13) es:
[ [ Walx, )Wy, p)axdp = " (pal ) . 214
El producto de las funciones de Wigner integradas en el espacio fase es el cuadrado del
producto interno de las funciones de onda originales dividido por h. El lado izquierdo

de la ecuacién (2.14) actta como un producto interno positivo de los estados originales.
Si ahora consideramos estados ortogonales, donde (i,|¢,) = 0, tenemos:

//Wa(x, p)Wy(x, p)dxdp = 0. (2.15)
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Para més propiedades acerca de la funcién de Wigner y la transformada de Weyl, ver [26].

La transformada de Weyl para H (%, p) = T(p) + U(%), donde T y U son los operado-
res de la energia cinética y la energia potencial, respectivamente, resulta:

A(z,p)=T(p) +U(%) = H(x,p) = T(p) + U(x). (2.16)

Los valores esperados de x, p, T, U y H, estan dados por:

(x) = //W(x,p)xdxdp, (2.17)
(p) = / / W(x, p) pdxdp, (2.18)
(1) = [ [ W p) T(p) ddp, (2.19)
) = / / W(x, p) U(x) dxdp, (2.20)
(Hy = //W(x,p)H(x,p) dxdp. (2.21)

Las propiedades de la funcién de Wigner y la transformada de Weyl mencionadas en
este capitulo son aplicables solo para el caso de un espacio fase R". La generalizacién a
otros espacios fase es mds compleja, sin embargo, en el siguiente capitulo realizaremos
el caso del espacio fase cuya topologia es S! x R, que corresponde a un cilindro.



Capitulo 3

Cuantizacién en el espacio fase S! x R

Ahora pasemos a la cuantizacion del espacio fase de un rotor alrededor de un eje fijo,
cuya posicién estd dada por 6 y su momento angular por p € R. Es decir, el espacio fase
tiene la topologia de un cilindro: {(0,p) € S! x R}. El objetivo es analizar la mecanica
cudntica en este espacio, asi como encontrar la formulacién de la funcién de Wigner. Para
hallar la funcién de Wigner y describir la mecénica cuantica del rotor, notemos que el
grupo correspondiente a la geometria de este espacio fase es el grupo euclidiano E(2)
del plano y sus representaciones unitarias. Donde reemplazamos el angulo 6 por el par
(cos0,sin ) que corresponde tnicamente a los puntos del circulo unitario [27].

3.1. Operador unitario

Probemos la existencia de la estrecha relacién entre el rotor y el grupo E(2). Para evi-
tar los problemas asociados con la cuantificacion del angulo 0 en si, se propone utilizar
el par (cosf,sinf), ya que estd relacionado con la cuantizaciéon del dngulo y tiene una
correspondencia uno a uno con los puntos del circulo unitario. Ademads, este par consta
de funciones periddicas 27t con limites suaves, a diferencia de usar la variable angular 6,
la cual no es univaluada.

Las funciones basicas:
hi =cosO, hy=sin6, hs= Po = p, (3.1)
en el espacio fase clasico:
Sop=1s=(0,p); 6 € R mod 27, p € R}, (3.2)
obedecen los corchetes de Poisson (ver apéndice (A)):
{ha, Yo, =ha, {h3,Mo}ep,=—h1, {h1,h2}e, =0. (3.3)

Estas funciones constituyen el dlgebra de Lie del grupo euclidiano de tres pardmetros
E(2) = {g(¥,d)}, del plano ¥ — R(¥) - ¥ + 4, que podemos escribir como:

13
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X1 cost® —sind @ X1 o X1
g(0,d)o x| =|sind cos?® ap X | = (R()(g) ;l) x|,
1 0 0 1 1 1

por lo que el elemento de grupo resulta:

cos? —sind @ IR
g(8,d) = | sind cos?® ap| = R(9) a . (3.4)
0 0 1 00 1

Donde se pueden leer inmediatamente los generadores del algebra de Lie (ver apéndice

(B)):
0 -1 0 001 000
L=[1 o of, K=[00o0 K=o o0 1], (3.5)
0 0 0 000 000

que se obtienen analizando el comportamiento de los elementos de grupo cerca de la
identidad. Los generadores del dlgebra de Lie obedecen las relaciones de conmutaciéon
(ver apéndice (B.1)):

[L, K] = Ky, L, K>] = —Ky, Ky, K] = 0. (3.6)

En la teorfa cudntica correspondiente, los generadores L y K = (K3,K;) se convertiran
en los operadores autoadjuntos L y K, que describen la mecanica cuantica del momento
angular p y del par (cos6,sin6).

Usando la expansion en serie para las exponenciales obtenemos (ver apéndice (B.2)):

) cos® —sind 0
g(8,d=0)=g(®) =e®t = [sind cos® O0]. (3.7)
0 0 1
. 10 a1
g(®=0,a1,a0=0)=g(a;) =e"C1=[0 1 0]. (3.8)
001
i 100
g(@=0,a1=0,a) =g(ax) =e2=[0 1 ay]. (3.9)
001
Asi, el elemento de grupo en la ecuacién (3.4) lo podemos escribir como:
8(8,d) = g(az) o g(ar) 0 g(9). (3.10)

Recordando el caso del grupo de Heisemberg-Weyl, el elemento del grupo especial:
gO(ﬁ/ E) — 6(171K1+b2122+19i),

_ (R(l?) sincw/z)R(ﬂ/z)E) (3.11)
00 1 ’
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comparando la ecuacién (3.11) con la ecuacién (3.4), tenemos:
i = sinc(8/2)R(9/2)b. (3.12)
Ahora notemos que el elemento gg de la ecuacién (3.11) se puede escribir como:
20(9,5) = p(9/2)L  psinc(8/2)5-K e(8/2)L (3.13)

lo que equivale a una especie de simetrizaciéon de Weyl. Sustituyendo el valor de b,
ecuacion (3.12), en la ecuacién (3.13), obtenemos (ver apéndice (B.3)):

g0(9,d) = e(®/2)L & «eR(_ﬁ/z)ﬁ'IZ oel®/2L, (3.14)

De la teoria cudantica, recordemos que al elemento de grupo se promueve como un ope-
rador unitario, es decir:

—

Uo(9,7) = el (O/DL o ¢i—0/2)K  (i(8/2)L, (3.15)

Donde hacemos uso de la notacién:
cos® —sind) [x1) S
(sinﬁ cos ¥ ) (x2> = R(8)% = %p.

3.2. Construccion del operador de Wigner

El operador de Wigner adecuado para el espacio fase con la topologia S! x R se puede
obtener de:

VIR(8),p] = ﬁ / 7; it / 0:0 dardar U, (3.16)

donde X (1) es el observable cldsico que contiene toda la informacion necesaria sobre el
angulo 6. Este observable se define como:

X(9) = x(cosf,sinf), x> 0.
El operador Uy se expresa como:

{0y = e(L-P)#/2) 4 ef(léﬂ?(ﬂ))'ﬁ(fﬁ/z) o ell=p)(8/2) (3.17)

que es el operador unitario obtenido del elemento de grupo go(6,4), junto con un pro-
medio de diferencias entre las cantidades clédsicas x(6) y p. Lo cual se denomina como
un grupo ordenado.

Todas las representaciones unitarias de E(2) y sus infinitos grupos de cobertura pueden
implementarse en el espacio de Hilbert:

d(p
2/cl .
L (S ,—,5), (3.18)
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con el producto escalar definido por:

T d
()= [ S2pilo)nle) (319)

y una base:
ens(@) =00 (e, 5.e05) = Omn, mnEZ, (3.20)

donde ¢ € [0,1) caracteriza la elecciéon de grupo de cobertura. § # 0 es importante para

g)s momentos angulares orbitales fraccionarios. Para cualquier ¢! (¢) € L2(S?, g—i ;0), es
ecir:

Yl (g +2m) =2yl (g), (3.21)
tenemos la expansion:

Y(p) = Y cnens(@) =cuens(@), cn = (ens p). (3.22)

nez

Donde hemos utilizado la notacién de Einstein, donde },, A;,B,, = A, B,,. Es decir, indices
repetidos indican suma sobre ese indice. En el resto de este documento, utilizaremos esta
notacioén. Los coeficientes ¢, son independientes de J. Para el resto de nuestros célculos,
asumimos ¢ = 0.

La accién de los operadores R y L viene dada por:

Rip(9) = k(cos ¢, sin @) (), (3.23)
g 1
Ly(p) = =959(9). (3:24)
En términos de exponenciales, tenemos:
ei-02Kip(g) = o F @ (), (3.25)
y .
¢ hy(p) = plo+9). (3.26)

Las funciones e, s son funciones propias de L con valores propios de n + J, mientras

que K acttia como un operador de multiplicacién. Diferentes valores de k pertenecen a
diferentes representaciones irreducibles.
Los elementos de la matriz Vll(;(l)/]l [X(0), p] se obtienen de:

Vo 1X(0), p] = (12, V [X(0, p] ).
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Después de realizar algunos cédlculos (ver apéndice C), obtenemos la matriz hermitiana
de Wigner-Moyal (W-M) de dimension infinita V (6, p) = (Viun (60, p)):

b iti-mye /” i[(n+m)/2—p]®
Viun (0, p) = o ﬂdﬁe , (3.27)
= %ei(”_m)esincn [p—(m+n)/2]. (3.28)
La matriz hermitiana de dimensién infinita tiene las siguientes propiedades:
00 1 .
| dpVan(e,p)) = e, (329)
s
/ A0Viun (0, p) = sinc(rt(p — m))dmn, (3.30)
—7T
T (e¢]
/ d6 / AV (8, 7) = S, (3.31)
Tr(Viun (6, p)) = — Z sinc(n(p —n)) = i, (3.32)
27
neZ
7T [e°] 1
[0 [ apVia(,p) Vi (8, ) = 5—bradin, (3.33)
T —0 7T
1
|Vinn| < PP (3.34)

Estas propiedades se han probado en el apéndice (C.1), haciendo uso de las relaciones:

sinc(mtx) =1, para x = 0. (3.35)
|sinc(mtx)| < 1, para x # 0. (3.36)
/ dxsinc(m(x +a)) =1, a€R, (3.37)
y
Z e"P =45(B),  para B € [m Al (3.38)
ez

De la ecuacion (3.33) se deduce que:

/n a6 / _apVT(O,p)-V(6,p) = %11, (3.39)

7T [ee]
[Fao [ apvie,p) - vie,p) =5, (3.40)
T —00 27T

donde VT(6,p) = V* es la transpuesta de la matriz V y 1 es el operador unitario en el
espacio de Hilbert. Podemos observar que V es hermitiano y ortogonal, pero no unitario.
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La funcién sinc(7t(p — m)) interpola los ntmeros cuanticos discretos m en términos de
la variable continua p.

Realizando la expansion:

pi(p) =Ven(e), =12 & =(eny) nez (3.41)

en la ecuacién (3.27), obtenemos la funcién de Moyal:

Vo (6,9) = e Vo (8, p)c), mn e Z, (3.42a)
= @ [ aveitysie— 0/2)91(6+ 0/2), (3.42b)
= (IPZI V<91 P)l/)l)/ (342C)

demostradas en el apéndice (D). De acuerdo con las ecuaciones (3.29)-(3.33), esta funcién
tiene las propiedades:

[ apViun(6.0) = i@ (6), 643)

/_7; A0Vyop, (6, p) = e “sinc((p — m))cly). m € Z, (3.44)
/: a0 /_O:O dpVi,y, (6, p) = (Y2, 1), (3.45)

/: 49 /_0:0 ApVip (8, 9) Vi (0,p)) = %(#’1/4)1)(1/)2/ $2)", (3.46)

las cuales son probadas en el apéndice (D.1). Debido a las relaciones de ortonormalidad,
se tiene que:

/oo dpsinc(rt(m — p))sinc(t(n — p)) = Sun- (3.47)

Por lo tanto, la funcién sinc puede eliminarse rapidamente:

/_O:O dpsinc(mt(n — p)) /nn dOVi,y, = /_o:o dpsinc(mt(n —p)) (c,(ﬂz)*sinc(n(p - m))c,(ﬂl)) ,

= c,(f)*cﬁ,}) /Oo dpsinc(rt(n — p)) * sinc(rt(p —m)),

@)+ (1)

*
=Cm" Cm Omn,

(2)x (1)

*
=c; Cy .

(3.48)

Donde hemos utilizado las ecuaciones (3.44) y (3.47).
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3.3. Funciones en el espacio fase asociadas con operadores
del espacio de Hilbert.

Si ¥1(¢) = Ay(g), donde A es algtin operador, la ecuacién (3. 45) proporciona los
elementos de la matriz A y para ¢ = ¥ su valor esperado (i, Ay) en términos de
integrales sobre densidades del espacio fase: para ¢; = Ay tenemos:

c,(ql) = cr(en, Aey), k€ Z. (3.49)
Probemos lo anterior. Retomemos la ecuacion (3.41)

pilg) =Vealp),  j=12 I =(eny), nez

Por lo que tendremos:

Pi(9) = cMea(e), ) = (en 1), (3.50)
IPZ((P) = CT(I;Z)em((P)I Cr(ﬁZ) = (em, le) (3.51)

Recordemos que podemos escribir las funciones de onda como:
Pr=en Yy P2=en (3.52)

Si ¢ = Ay de la ecuacién (3.50), tenemos:

(en
= (ea(9), Alp)(9)), (358)
(en(p), Alg)

y de la ecuacion (3.45), se sigue que:

(0 Ag) = [ [ dvagsye,p), 359
con )
ay,y(0,p) = —c,(qf)* (V(6,p)-A+A-V(6,p)],, cn. (3.55)

La forma mds general de encontrar ay,y (0, p), asegurando que sea hermitico, es supo-
niendo que V(6,p) y A(6, p) son hermitianos, asi entonces:

es un operador hermitico y estd escrito en la forma mads general. Por tanto la ecuaciéon
(3.55) expresa un elemento de matriz de mecanica cuantica en términos de una integral
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en el espacio fase sobre una densidad asociada a ay,y (6, p).

La simetrizacién de Weyl de V = (V) v A = (amyn) en la ecuacién (3.57) es requerida
para que ay,y = Ay,y sea real y A sea autoadjunto.

Para yp = e, y P = ey, tenemos:

Apm = (em, Aen
(3.57)
—/ dp/ A0ay, (6, p).
Con ayuda de la ecuacién (3.56), podemos escribir formalmente:
N T d9 N A A A
A= (Apm) :/ dp/ (V(0,p)-A+A-V(0,p)]. (3.58)
Para los elementos de la diagonal, tenemos:
ammZ%[V-A—i-A'V], (3.59)
por lo que la traza resulta ser:
TrA = / dp / 46 Tr[A - V(8, p)l. (3.60)
- -7

Para probarlo, tomamos la ecuacién (3.57) y la reescribimos para la traza, es decir:

TrA = Z/ dp/ A0a

meZ

0 T 40 . n A

=y [n] F0AA,
mezZ " —® -

1 /> T AN A A A

— [ ap [ a0 L [V-A+A-V,,
2J)- T meZ
1 [ N -
[ [ LAl 1A

- - mezZ meZ

Si A es una matriz de densidad diagonal,

ﬁ = (/\némn)/ An > 0; 2 Ap =1, (3'61)
nez
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entonces tenemos: o -
TrA = / dp / Tr[V-p], (362)
—00 —7T
donde:
Ir[V-p] = [p-V],,.
= OnmVinn,

1 .
_ = i(n—m)f _
[Andnum] {2716 sincrt [p — (m + n)/Z]},
— An%—li d Lsinerr [p— (n4+n)/2],
= M iner [p— 1]
= 5 sinert[p —nj,

Tr [V -p] = ;\—; sincr [p —n], (3.63)

sustituimos (3.63) en (3.62):

TrA—/Ood /n d@ﬁsincn[ —n]
a —o0 P —n 21 P ’
= o [" a0 [ dpsinerctp—n]
_27_[ n . p 7
_iz/\%—zn
271'”62 " - ’

1
— Z An%

T nez
- 2 A?’l/

nezZ
por lo que: X
TrA=)Y Av=1. (3.64)
nez

Usando la relacion (3.47) las probabilidades A, pueden ser extraidas de la ecuacion (3.63),
Am = Zn/ dp sinc(m(p —m))Tr[p- V (6, p)]. (3.65)
Para probar esta relacion, a partir de la ecuacion (3.63) tenemos:

27Tr [p- V(0,p)] = Awsincr [p —m],

multiplicamos ambos lados por sinc 71 (p — n) e integramos en la variable p de (—o0, ),
es decir:

21 /oo dpsincrt[p—n]Trp-V(6,p)] = M /oo dp sincrt [p — m] sincmt [p — n],
= AnOmn.
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Asi, tenemos que:
A = 27'(/ dpsincrt[p—m|Trp-V(0,p)] .

Como A es cualquier operador en la ecuacién (3.60), podemos tomar A = O - 9, donde p
es una matriz de densidad y O es una observable autoadjunta. Entonces:

Tr(p- O) = / dp/ d@%Tr[V(G,p) 10,0}, (3.66)
oo —n
donde O,p} = O-p+p- O, por lo cual es lo mismo que:
A o0 7-[ A A
Tr(p-O) = / dp/ dOTr [V (8, p) - (5-O)], (3.67)

debido a la propiedad del producto de las trazas. Como Tr(p - O) = Tr(O - p), el lado
derecho de la ecuacién (3.66) esta simetrizada en p y O. La representacién en el espacio
fase de la traza de Tr(A - B) se puede tratar de forma similar al caso de (g,p) [28].
Entonces, escribamos explicitamente la traza del producto Tr[A - V (6, p)], es decir:

TT’[A . V(Q, p)] — AmnVnm(G, p),

sustituyendo el valor de V,,,;, tenemos:

TY[A . V(@, P)] = A ( 1 pl(m—n)f /T( dl%i[(n+m)/2—p]l9> )
-7

27)?
A (27) N (3.68)
_ Amn ei(mn)@/ dgell(n+m)/2—p]®
(271) -7 '
y con la correspondiente expresion para Tr[B - V (6, p)], 1a cual es:
5. _ L ik-1e /” i[(k-+1) /2—p]
TT[B V(Q, p)] = Bkl <(27_()2€ 77_[61196 ,
p L (3.69)
_ _bu ez(k—l)()/ d9ell(k+1)/2=p)®
T
Podemos construir:
Tr[A - B] :271/ dp /ndGTr[A~V(9,p)]Tr[ -V (8, p)). (3.70)

Para ver esto, tomamos la parte derecha de la ecuacién (3.70) y sustituimos los valores
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de las trazas de las ecuaciones (3.68) y (3.69):
(o] 7T N A A N
/ dp/ dOTr[A - V(0, p)|TV[B - V/(6, p)]

—/ dp/ d()( mn_i(m—n) / Joeil(ntm) /2-p)o ) ((szl)zei(k—l)B /” dﬁei[(k+l)/2_p]l9)’
T -7

= (27’;1)31‘1/ / d@e m—n)6 lk NHe / doeéll [(n4-m)/2—p]0 /T( dﬁei[(k‘i'l)/Z—P]ﬁ,

_ Amanl/ d@e m—n-+k—1)0 / d19€2 (n4m) / dﬁeZ (k+1) / dpe ippp—ip?®
_ manl/ dgel(m—n+k—1)0 / dl9€2 n+m)/ dﬁelj (k+1) / dpeflp(ﬁJrﬁ),

’””B’d / dfeilm—nk=1)6 / dels (mtm) / dpe’s ) [275(B + 9)],

Amanl/ —n+k—1)8 9 B (k1)
— dezm n-+ / do 12 n+m / d 12 + 5 _1_19’
& dee e | apex05(p +-6)

_ Amanl/ dgel(m—n+k—1)0 / dodet g (n+m) pi= (k‘H)

anl/ 10t ((m+k)—(n+1)) / d9e 5 (n4m)—(k+1))

Si (m+k) — m, (n+l)—>ly”+Tm—>n kL k, tenemos:

[e¢] T
/ dp/ dOTr[A -V (0, p)]Tr[B -V (6, p)] Am"Bkl/ dfe!m=10 / d9e'®(=k),
—o0 -7

Despejamos 271 y obtenemos la ecuacion (3.70). Especialmente tenemos, para el valor
esperado del operador O, para un p dado:

<O>p = Tr(p-O)

:2”/_0:001}7/_7;”19 Trip-V(6,p)] Tr [O-V(6,p)], G7Y

donde Tr [p- V (6, p)] se obtiene de la ecuacién (3.63).
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3.4. Evolucion temporal

La evolucion temporal la podemos encontrar haciendo uso de la ecuaciéon de Schro-
dinger, la cual recordemos es:

i0ap(t, @) = Hyp(tg), (3.72)

donde tomaremos la funcién de onda como ¥ (t, @) = ¢;(t, ¢), por lo que:

i0pi(t, @) = Hypj(tg), (3.73)

hacemos uso de la ecuacién (3.41), lo que nos da:
idr(cil en(9)) = H(ci en(9)), (3.74)
donde c,(ij) = (en, ¥j(@,t)) = c,(qj)(t) y en(p) = €?, por lo que:

3 (cVen(p)) = ¢ Ven(p), (3.75)

asi la ecuacién de Schrodinger resulta ser:

ic Vea(g) = AV en(9)), (3.76)
que puede ser reescrita como:
icy) (£) = e (£) (em, Hen). (3.77)

Partimos de la ecuaciéon (3.76), la cual multiplicamos ambos lados por %ez (0) e integra-
mos sobre la variable 0 € [—r, 1], realizamos el dlgebra necesaria, es decir:

i /” dge] (Denl@)eile) = 5 [ dpfi(c (ea(o)éile),
i e(0) [ dgenty >_icn ) [ dghen(p)ei ()
) [ e = L)) [ dgeilo)Fily)
i (0278 = o () (ex(), Hea(9),

ic ) (t) = e (1) (ex(g), Hen(9)) .

Por lo tanto, la evolucién temporal de Schrodinger para la funcién de Wigner estd dada

por: o
OtV (0, p5t) = i (2(t), [H, V (6, p)]91 (1)) - (3.78)
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Para demostrarlo, comenzamos con el lado izquierdo de la ecuacién anterior y sustitui-
mos la ecuacion (3.42¢), obteniendo:

atVle (9 p; t) = at(lIJZ 9 P)‘Pl)

(L [ s00.m0),

—at(z / de(”()em(ﬂ))*V(GIP) (cﬁf)(t)en(f)))),
= ([ a0, (0PIl (en0) )

=0z |00 cm<)<t>e;<9>vw,p)e&”(t)en(@))f
1

Ahora recordemos que:
(e, Aey) = / d6e, (0)* Ae,(6). (3.79)
Sustituimos lo anterior con A = H, lo que nos da:
W @) = o [ a0 [P0 (5 [ deei(o)ee)) @70 Pty
— p3(H)V (6, p)ef( ( /dsve )Hey (¢ ) ()},
o [0 [P [ dgen(p) e (gl @V, P (1)
— 3V (8, p)ef( / dgey, (@) Hei (g ()},
— o [0 | ®0) [ dotieilo) (%em«me;(e)) 00, p)a(t)

271
w076 o) [ dpiale) (5@ )],
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= o [ o[ [ aoeite) (o - ) Ve P (0)
1 7T

dpHa(p) (60— 9)|,

w070 ([ doralpite-9)],

= o " a0 [P ) (Bep(6) V(@ Py (e) — 307 (6, p)el (1) (Fer(6)) ]

= [ o [ P e @R 6, s (1)~ 5 )90, ) Bl ()],
= i /7; do [’abik(t)HV(QrP)llﬂl(t) — l/Ji‘(t)V(G,p)Hzpl(t)} ,

_ ﬁ /_ 7; dows; (1) [A, V6, p)] ¥ (t),
= i(pa(t), [A,V(8,p)] g1 (1))

Por lo tanto, la ecuacién (3.78), es la evolucién temporal de la funcién de Wigner, que
estd determinada por el operador:

K(8,p) =i[H,V], (3.80)

el cual es hermitiano si H y V son hermitianos, y para el cual TrK = 0. Con H siendo el
hamiltoniano del sistema y V (6, p) el operador de Wigner-Moyal.
La funcién de Wigner se propone como:

Vo(6, p;t) = Tr[p(t) - V (6, p)). (3.81)

Si un estado no se caracteriza por una tnica funcién de onda ¥ (t), si no por una matriz
de densidad p(t), que obedece la ecuacion de von Neumann:

9p(t) = i[H,p(t)], (3.82)
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obtenemos:

Q
=
—~

SD
=

-

N—

I

Q

=

e
—~
N—

<>

—~

VS Q

RS

N—

por lo que: X
0V, (0, p;t) = iTr {p(t) - K(6,p)} . (3.83)

3.5. Funcién de Wigner para un estado dado

Si o = P = ¢ en la ecuacién (3.42) , entonces la funcién real:

Vy(0,p) = (217)2 /_ 7; d9e =P (6 — 8/2)p(0 + 9/2), (3.84a)
=y, Vaun(0,p)cn, m,n€Z, (3.84b)
= (p, V(0,p)¥), (3.84¢)

es el analogo estricto de la funcién de Wigner que obtuvimos en el capitulo 2, ecuacion
(2.10) para un espacio fase dado por un cilindro. De acuerdo a las ecuaciones (3.43)-(3.46)
y (3.48), obedece:

[ dvvate) = 59O, (3.85)

[ d0vy(6,p) = lenf?sinc(x(p — m)) = wylp). meZ, 5.56
[ dpeylpsine(e(p - m)) = lenP 687)

/: dp /_7; doVy(0,p) = Z lcul? = 1. (3.88)

[ a0 [ apVin(, 00V (0,) = o2 ) 359

las cuales son probadas en el apéndice (E). Ademés, la desigualdad:

(3.90)

1
V < —
| 1/1(9/19)! =
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se cumple.

Ahora tenemos las herramientas necesarias para poder encontrar la funcién de Wig-
ner para poder estudiar el modelo cosmolégico FRW a través de la cosmologia cuantica
de lazos en el espacio fase.



Capitulo 4

Funcion de Wigner para el modelo
cosmologico FRW en el formalismo de
cosmologia cudntica de lazos

Antes de comenzar a construir la funcién de Wigner, primero encontremos la cons-
triccién hamiltoniana en términos de holonomias mediante observables de Dirac. Para
ello, estudiaremos la cuantizacién del modelo plano, isotrépico y homogéneo de FRW en
presencia de un campo escalar sin masa.

4.1. Constriccion hamiltoniana

El modelo plano de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) del universo con un campo
escalar libre se describe mediante la restriccion hamiltoniana:

H == ngav —|'_ H(P ~ O, (4.1)

donde la parte gravitacional del modelo FRW plano contiene la teoria cuantica de cos-
mologia cudntica de lazos en términos de holonomias. Hy es la parte del campo escalar
sin masa [29].

La relacion H ~ 0 define el espacio de fase fisico del sistema gravitacional considerado
con restricciones y las cuales se conservan en el tiempo.

La restriccion hamiltoniana total dentro del marco cosmologia cuantica de lazos re-

sulta [30]:
3 sin?(AB) 7
H N ( §7G2 A2 v+ > 0, 4.2)

donde 7y es el parametro de Barbero-Immirzi, N es la funcién de lapso, y el pardmetro A
se define como:
A= plplV? = poaVy

29
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que corresponde a una longitud fisica cuyo valor estd relacionado con el valor propio
minimo del operador de drea, A= (2\/57'(7) l%, en gravedad cuantica de lazos. Este

valor puede fijarse mediante datos cosmolégicos. También hemos utilizado las nuevas
variables canoénicas [29][31]:

__ ¢ — |p[3/2
Que equivalen a términos proporcionales al parametro de Hubble y al factor de escala,
respectivamente.
Introduciendo las variables:

1 —
q= ’3, p= 4:7TG’)’V’ t= —Sgi’l(p(P) 37TG(P/ (44)

se puede probar, que el hamiltoniano con el cual evoluciona el sistema viene dado por
[32]:

2p .
H), FW/e sin(Ag). (4.5)
Donde se ha seleccionado una fijacién de norma particular para el lapso N con el fin de
simplificar los cdlculos, dado que la dindmica relativa es independiente de la eleccién de
este multiplicador de Lagrange.

De esta manera, y segiin la prescripcién de Dirac para sistemas restringidos [33],
se puede afirmar que la restriccién dindmica inicial ha sido resuelta. Dentro del hamil-
toniano (4.5), la variable t corresponde al tiempo intrinseco de la dindmica relativa en
términos del campo escalar, y la variable p es proporcional al volumen total del espacio,
siempre que la topologia sea compacta. Ademds, H es definida positiva sig € (0, 71/A) y
p > 0, lo que nos permite eliminar la aparicién de posibles inestabilidades dindmicas.

4.1.1. Dindmica cuantica

Para realizar la cuantizacién del sistema, introducimos el espacio de Hilbert:
H = L2([0,71/A],dq), (4.6)

donde el operador de posicién § y el operador de momento p acttian sobre cualquier
¢ € ‘H de la manera habitual:

ay(q) = q¥(q),

N (4.7)
p(q) = —%w(q)

Dado que hemos definido H) como positivo, el hamiltoniano cudntico correspondiente

estd dado por:
. 2
A, = —~_sin2(A4)psint’2(7\4). 4.8
e Wie (Aq)p (Ag) (4.8)
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Realizando un reordenamiento de factores, el hamiltoniano H) se escribe como [34]:

Hy = FW/e (Psin(Ag) +sin(A7)p), (4.9)

para que sea simétrico.

Mediante la representacion de Schrodinger de los operadores de posiciéon y momento,
dados en la ecuacion (4.7), el operador hamiltoniano aplicado a un estado ¢ resulta ser:

Hay(q) = = (Psin(Aq) +sin(A9)p) ¥ (q),

f) in(Aq)p(q) +sin(Aq)py(q)) ¥(q),
( (sin(\g) <q>>+sm<Aq>( DY),
( i{Y(q) cos(Ag)A + sin(Ag) ()}+51n()\q)< agb(q))),
~ (wrcos(ag) + 2sinag) 50 )

ﬂ\ a\ 3\ %\~

A\/_
Por lo tanto, el operador hamiltoniano toma la forma:

A

Fap(a) = 5z [2sin(i) 3, + Acos(ag)| i) (@10

La ecuaciéon de Schrodinger asociada con el operador hamiltoniano toma la forma de
ecuacion de eigenvalores:

—i [ siniag @) ]
E = —— |2sin(Ag)—/————= 4+ A cos(A , 411
#a) = 5 [2sin(ag) ! (ADie(g) @11
donde E € R. La solucién correspondiente son funciones propias, dadas por:
PE(q) = — e hEVCItan(F)] (4.12)
sin(Aq)

donde C = (%é)l/ 2 es una constante de normalizacion tal que las soluciones satisfacen
la condicién de ortonormalidad:

(Yelpe) = 6(E—E'). (4.13)

Para probar que en efecto 1(g) es la solucion de la ecuacion (4.11), sustituimos la funcién
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¥(q) en la ecuacion (4.11):

e;Eﬁlnuan(A;n)

. d| —=—
—1 ) (/\q) (\/sm()&q)

Ey(q) = m 2sin + Acos(Aq)Y(q)

dq

. d e%E\ElnHan(%H d sin_l/Z(Aq)
S— 2sin(Ag) (C [sinl/z()\q) < i >+62E\F1n|tan(j)| ( >

dq
+ Acos(Aq)y(q)],

; IEVGIn|tan(3)|
2Csin(Aq) (sinl/z(Aq) iAV/GEe? i

2sin(Ag)

 AEVCIn|tan(%) —A cos(Aq)
25in%/2(Aq)

=7 |
+ Acos(Aq)¥(q)],

=i [ iAV/GE A cos(Aq)
- = _zsmw)( mw@] 40 [m}) +Acos<Aq>¢<q>],
_—ip(q) |, . iA\V/GE Acos(Aq)
= WG [W( 2sinfA7) | {MD”C"SW)I’
—ip(q) T,
:%[ZME_W+M],
= Ey(q).

Ahora, probemos que las funciones propias 1(g) cumplen la relaciéon de ortonormalidad
segun la ecuacion (4.13). Realizamos la integral de ¥*(g) por ¥(q) en el intervalo de
g € [0, 7t/ A], es decir:

/A
We@)lye(@) = [ dgy’(a) « p(a),
_/”/A ( Eﬁh1|tan()‘2‘7)|>*< C eéE/\Eln|tan(A2q)|)
sin /\q) sin(Aq) '

= [ P S S TN MTSE LT Y S SR N e ]
sin /\q) sin(/\q)

n//\ezfln\tan 21)|(E'—E)
~ |cf? /

7

sin(Agq) aa,

realizamos el cambio de variable:

VG

Aq
X = Tln\tan(y)],
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por lo que obtenemos:

00 eix(E’—E) in X
we@lye (@) =1cP [ G 2Rl

_2ICP e pix(E'~E) 1

MG S

2|C|?
— /\|\/|E (2né(E' — E)),
47t|C|?

MG

Sustituyendo el valor de la constante C, tenemos:

S(E' — E).

A/G\1/2\2
e () 9o (@) = 4”“;% S5~ k),

(Ye(@)l¢p(q)) = 0(E" - E).

Para construir la funcién de Wigner utilizaremos el formalismo del capitulo anterior,
particularmente la ecuacién (3.84). Notemos que la funcién propia ¢(g) estd definida el
espacio de Hilbert, ecuacién (4.6), cuyo intervalo es ¥(q) € [0,71/A]. Este no es el que
utilizamos en la ecuacién (3.84), que va de [—7t, 7t]. Para poder utilizar esta ecuacién
realizamos el siguiente cambio de variable:

x=2\q—, (4.14)

asi, la funcién propia que utilizaremos para obtener la funcién de Wigner es:

Pp(x) = ——0__SEVEIIEn(IN) (1) € [~ ], (4.15)

sin(*5%)

donde la constante de normalizacion ahora resulta ser:

d( S—ﬁ) (4.16)

y por construccién cumplen la relacién de ortonormalidad:

(pElpE) = 6(E — E'). (4.17)
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4.2. Funciéon de Wigner para el modelo FRW plano en el
esquema de cosmologia cuantica de lazos en el espacio
fase.

Ahora podemos encontrar la funcién de Wigner haciendo uso de las ecuaciones (3.84).

Tomando la ecuacién (3.84a), primero tenemos que construir las funciones ¢*(x — 9/2)
y ¢*(x + 8/2), las cuales resultan ser:

P (x —10/2) = d ¢~ $EVGIn|tan(:=042m) |
sin(*=25417)
d e*%Eﬁln|tan(W)"

sin( 2x712+27r)

=
(=)
[~
N
Jr
3

(4.18)

‘P(x+l9/2) e d e%Eﬁln‘taH(%)ll

sin( x+19é2+rc)

(4.19)
d e%E\/Eln‘tan(ZerngZn)‘.

sin( 2x+li+27r )

Sustituyendo las ecuaciones (4.18) y (4.19 ) en la ecuacién (3.84a), la funcién de Wigner

la podemos obtener de:

Vp(x,p) = L /7T dge P9 d ¢~ 3EVGIn| tan(2=+271))|
(27-[)2 -7 sin(2x711+27'c)
% d e%E\FG1n|tan(2x+g+2”)|
sin(Zx—Hi—&-Zn) !
Realizamos el siguiente cambio:
n =2x+2m, (4.20)
1 T ' d i =19 d i 740
Vs(n, - - 4o —ip?d —jEx/éln|tan(T)| jE\Eln\tan(Tﬂ ,
o(1,7) = gz | 0 (— — L
SIH(T) Sln(T)

4

dp , ﬂe—gﬁﬁm\tan(%)%};ﬁlnuan(%ﬂ
/ dde™'?
—TT

2 Vsin('3?) sin(%57)
%)|~In | tan(Z5%)|

2 TEV/GIn|tan e
< /ﬂ dﬂefipﬁez o
-7

- W \/sin(%s‘)sin(#)
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Por lo tanto, en primera instancia, la funcién de Wigner corresponde a la integral:

tan L)

iE\FGln —
tan(WT)

| |2 —ipy_ €
Vo (1, / dge™"? 4.21)
sm('7419) sm(”j;ﬂ)
Otra forma en la cual podemos calcular V (6, p) es utilizando la ecuacion (3.84b), pero
para ello tenemos que encontrar los coeficientes c;, y ¢, los cuales recordemos estan
definidos como:

cx = (ex, ¢p(x)) = % /_7; e pp(x)dx, e, = e (4.22)

Sustituyendo los valores tenemos:

\ L7 i d SEVGIn|tan(¥7))
c == e - e 4 dx ,
m [27‘[ /7'[ ( /Sin(x+7'[)

= o [ | Gl gy,
27T - x+7r)

sin(*5

d /71 eimxe—%EﬁlnHan(xTT"H

= — dx.
21 J— X

sin(*5%)

El primer coeficiente resulta ser:

)

e = (em, PE(x))" =

7 imx,—%Ev/GIn|tan(%
4 / e e’ dx. (4.23)

E — x—|—7T)

sin(*5

El segundo coeficiente es muy similar, por lo que asumimos los célculos y solo lo pre-
sentamos el resultado:

T ,—inx llE\/Eh’l"[an(wriﬂﬂ
d / ¢ ¢ L i (4.24)

Cn = (en/(PE(x)) - E _ (x+7‘[)
sin (%5

Sustituimos los coeficientes en la ecuacién (3.84b) y obtenemos:

V(Q,p): Z C;Zan(Q,P)Cn,

mmneZ



4.3. DIFERENTES REPRESENTACIONES DE LA FUNCION DE WIGNER 36

d T eimb, 2E\Fln\tan(%)|
ver = Y (5[

mmneZ

dG,) Viun (0, p)

sm(9+n)

d /7-[ e—meezE\FlnHan(%N

X o ao |,
0
sin ( ;”)
42 T pimb, —EV/Gln|tan(&7)|
V(Q, P) ) / a0, | Viun (9/ P)
4> m,nZG:Z o sin(%57)
(4.25)
o e—meezE\FIn\tan(%)\
X / do
- o
s1n< Jg”)
Notese que hemos realizado el cambio de x a 0, solo por facilidad en notacién
Resolviendo ambas integrales y sustituyendo el valor de: V;,, (6, p) = 19(” ™sinc(m(p —

m1nY), obtenemos la funcién de Wigner en términos de sumatorias.

4.3. Diferentes representaciones de la funcion de Wigner

Para no cargar tantas constantes y simplificar cdlculos, regresamos a la restriccién
hamiltoniana:

3 sin?(AB) 7
(A) — _ 9 ~
HM =N ( e T (4.26)

Notemos que tal hamiltoniano tiene simetria:
T
B— B+ T (4.27)
Por lo tanto, la parte gravitacional del espacio fase tiene topologia de un cilindro, con lo

que obtenemos la funcién propia en el intervalo deseado:

plEIn | tan(*7)|
Pe(x) = [ (4.28)
sin(*4%)

donde k es la constante de ortonormalizacion, con la cual se sigue cumpliendo la relacion
de ortonormalidad de la ecuacién (4.17). Por lo tanto, la constante k resulta ser:

k= ——. (4.29)
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Sustituyendo la constante k, la funcién de onda en la variable x resulta ser:

plEIn | tan(*7)|

1
(PE(X)_ m \/@

Con esta funcién propia realizaremos todos los cédlculos para encontrar la funcién de
Wigner.

(4.30)

4.3.1. Representacion integral

Como primer forma, tenemos nuevamente la més directa, que es la forma integral, la
cual resulta ser:

Vy(0,p) = (217)2 /_ 7; dde POy (0 — 8/2)p(0 + 8/2). (4.31)

Para este caso, tenemos que las funciones son:

Pp(x —8/2) = k ¢—iEIn| tan(:=24247)|
¢p(x —8/2) = k ¢—iEIn| tan(2=4:27) w32
Pr(x +0/2) = k JiEIn] tan(¥£0/25T))
k j 2x+04-27
9/2) = 1E1n|tan(f)|l
e fsin(2e6i2m) e (4.33)

Sustituyendo las ecuaciones (4.32) y (4.33 ) en la ecuacion (4.31), la funcién de Wigner
la podemos obtener de:

k eiElntan(Wf))
k
/Sin(2x+li+27r

p=2x+2m, (4.34)

1 :

Vo) = o [ e
(P(x p) (27-()2 -7 ‘ Sin(Zx—lZ—l—Zn)
)

eiElntan(W)) ,

realizamos el siguiente cambio:
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por lo que la funcién ahora resulta:

1 T , k ; 70 k ; 748
_ —ipd —iEIn |tan(15-)] 1Eln|tan(—)\
Vo (11, p) 2n)? /_ndﬂe ( = 0)e 8 ) ( ;7+19) 8 ),

sin( ot
|k‘2 / d8e—ir? 1Eln|tan(WT)lJrzEln“an(n?ﬁ)l
\/sm(”T) sm(’7+l9)
|k|2 / ide _lpﬂelEln|tan(17T)\ ln|tan(’7819)‘
\/Sm(UT) s1n(’7T)

Por lo tanto la funcién de Wigner estd dada por la siguiente representacion integral:

1
Vo(11,p) = o /_ ndﬂe ipd \/ — , (4.35)

donde hemos sustituido el valor de k.

4.3.2. Representacion de la funcién de Wigner por medio de series

Para esta parte, utilizaremos la ecuacion (3.84b), es decir:

Vo(0,p) =) _cy Vim0, p)cn, mn€Z, (4.36)

donde los coeficientes estdn dados por la ecuacion (4.24). Para nuestra funcién de onda
¢e(x), estos coeficientes resultan ser:

*
o = i/n o imx k eiEln\tan(x“fT")\ dx
" 27T ) -n sin(x—EN) ’

T,
_ i / imx k p—iEIn| tan (7)) dx,

271 J— Sln(x—&z-n)

/7{ eimx e —iElIn | tan( x*”)
T2 /sm x+7r

realizamos el cambio de variable:
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y obtenemos:
k /2 pim(4y—7) ,—iEln|tan(y)|
c;:=-——y/ . 4dy,
27 Jo sin(2y)
De—imm  rm/2 pidmy,—iEln|tan(y)]
ey LI
VA Jo sin(2y)
por lo que el coeficiente finalmente resulta ser:
4(—1)m /2 pidmy,—iEln|tan(y)]
k= % / e e dy. (4.37)
T 0 sin(2y)
El otro coeficiente lo obtenemos de forma similar, por lo que resulta ser:
4(—1)" /2 p—idny,iEIn|tan(y)|
I 5 2) / ¢ ¢ dy. (4.38)
s 0 sin(2y)
La solucién de estas integrales resulta ser, para c;,;:
L A=) (1 iE 1 iE 1 iE 1 13 iE

4 4

1 . 1 1 . 1 {E 3 iE 1

2
+2i {me (3—Z§> r(—4m)r (—1 12E+2m> 3h <3—1E 1—2111,1—2171;%,5 iE

reescribiendo tenemos:

2(=1)™ 1 iE 1 iE 1 iE 1
cr, = v2(-1) [F (—Z) I'(—4m)r <+l+2m> 35 (—1,—2m,—2m;
) 3 iE 1 iE 3 iE 1 35 iE
+2i {ZmF <4—2>F(—4m)F (—4+2 +2m> 3h <4—2,2—2m,1—2m,2,4—2 -
1 1 1 1 iE 3 iE 1 iE 5
T(2+iE)T(2m+2|T (=2 —iE—4m) 3B (> + = "+ =, 2m+ ;> + = +2m,>
+ (Z—i-l) <m+2> (2 1 m>32<4+24+2 m+2 +2+ 1

3
4
<sin <17‘((2iE + 8m + 1)) —isin <i7‘[(—2iE — 8m + 1))) } ,

3
it
(sin (in(ZiE + 8m + 1)) —isin (171(—21'5 — 8m + 1))) H /[2\@1"(—4171)1" <2m + ;)] ,

3 iE
21 2 2”“)
2m;1>

iE
+ % +2m;1)
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y para el coeficiente ¢, tenemos:

2(~1)" 1 iE 1 iE 1 iE 1 13 iE
c, = v2(=1) {r (M) I(—4n)T (l+2n> 5B <+l,2n,2n;,+12n;1
7-[3/2F(_4n)1* (21’1 + %) 4 2 4 2 4 2°2

) 3 iE 1 iE 3 iE 1 35 iE
—21 {21’11—' <4+2> F(—47’l)r <_4—2+2n) 3F2 (+,—2n,1_2n,2,4+2—27’l,1>

1 1 1 1 {E 3 iE
'l -—iE|T + - )T —=+iE— S — - = =
+ (2 zE) <2n 2) ( > iE 411) 35 (4 21 2,2n+

(4.40)

Notemos que précticamente son los mismos coeficientes, solo que uno es el conjugado
del otro. Nétese que hemos hecho uso de la propiedad:

(T(z))* =T(z"), (4.41)

donde la funcién gamma se define como:
T(z) = / et 21, (4.42)
0
Tomando el conjugado, tenemos:
(T(2))* = ( / e‘ttz_ldt) ,
0
_ C o (z-1)"
_/0 () (F7) d,  teR,
= [ et
0
=TI(z")
También hemos utilizado la propiedad:

sFy (a,B,v;a,b;z) =3 B(a*, B*,v";a%,b%;2%), (4.43)

ya que la funcién hipergeométrica 3F, se define:
00 n
3P2((x, IB, v a, b,'z) — Z MZ_, (4.44)

donde:
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Al tomar el complejo conjugado, tenemos:

tngy = [ 80:2].
& @iz
=L i
asi o ) =1
W= { = @y,

Por lo tanto:

3F2*(Dé,[5,'y;a, b;z) _ i ((x*)n*(ﬁ*)n(,.y*)n SHN
n=0

=3 B (a*, B, v*;a%,b%;2").

Como ya hemos encontrado los coeficientes, lo que resta es sustituirlos en la ecuacién
(4.36) junto con la ecuacién (3.28) para finalmente encontrar la tan ansiada funcién de

Wigner. Por lo tanto, sustituyendo, tenemos:

2(—1)™ 1 iE 1  iE 1 iE 1 1 iE
Vp0,p) =Y V2(-1) {r<ffi>r(f4m)r(7+l—+2m> 3F2(77l—,772m,72m;7,§71—72m;1>
& \ 20 (—am)r (2m+%) i 2 1772 122 2’4 2
. 3 iE 1  iE 3 iE 1 35 iE
+2i {Zml" (Zf 7) I'(—4m)T (71+?+2m> 3h (177,572111,172111,5,17 572111,1>
1 . 1 1 . 1 iE 3 iE 1 3 iE 5 iE
+T<§+1E>F(2m+§)r<—§—1E—4m> 3b (Z—O—?,Z+7,2m+§,1+7+2m,1+7+2m,1)
1 1
<sin <Z7T(2iE+8m+l)) —isin <Zn(—2iE—8m+l)>>H>
<%ei("’"’)95incn [p—(m+ n)/2]>
—1)n 1 i i i
va(-1) {F <1+ E) I'(—4n)r (1 _IE +2n) 3h <1+E,1 72n,72n;1,§+ iE on;1>
7.[3/21"(_411)1" <2n+%) 4 2 4 2 4 2°2 2°4 2
3 iE 1 iE 3 iE 1 35 iE
—oidonl (24 ) r(—anT (> - S von) s (2+ 5, - —on1-2m 2,2 + = —omp1
l{”<4+2>( ”)<4 2+”>3Z<4+2’2 e R ”’)
1 1 1 iE 3 iE 1 3 iE 5 iE
(- —iE)T(2n+ =)0 (—24iE—dn)sb(> -2, - Eony 2 oS - o
+( 1) (”*2) <2+1 n)32(4 R R Y e U 2+n,>

1
2
<sin(%7r(—2iE+8n+l)>+isin (%n(ZiE—Sn—&-l)) } ),
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reescribiendo:
_ m-+n 5 5 ; 5
V4)(9,p)=z( 1)4 ! {F <17£> I'(—4m)T <1+£+2m) 3h <17E,172m,72m;1,§7£72m;1
. 3 iE 1 iE 3 iE 1 35 iE
+2i {Zml" <17 7) I'(—4m)T <71+7+2m> 3h (17 7,572m,172m,§,17372m,1>
1 1 1 1 iE 3 iE 13 iE 5 iE
T(=+iE)T(2me=)T (=2 —iE—am)sb(-+5, 2+ Z om0+ = hom, 2+ &5 fomn
+<2+1> <m+2) <2 1 m>32(4+2,4+2,m+2,4+2+m,4+2+m,)

(sin <i7r(2iE+8m+1)) —isin (%ﬂ(—ZiE —8m+1)>) H)
(1 () rcamr (3= E o) o (3 B o], 24 o)
F(f4n)r<2n+%> 172 1 2 1722 2’47 2
—2i {ZnF (Z—&-%) T'(—4n)T (—l—i—E—ﬁ—Zn) 3h <%+%,%—2n,1—2n;%,%+%—2n;1>
+I (%—iE>F<2n+%>F<—%+iE—4n) 36 (%—%,Z—%,211—&-%;%—34-211,2—7—&-211;])

(sin <in(72iE +8n + 1)) +isin Gn(zﬂs —8n+ 1))) }D e =m0 Siner [p — (m+n)/2].

(4.45)
Ahora la reescribimos en términos de funciones beta haciendo uso de:
I'(x)C(y)
B(x,y) = ————22, 4.46
asi:
1 iE 1, iE 1 iE 1, iE
r(z—%)r(—m T 1+17+2m) B r(z—lﬂr Z+17+2m)
T(—4m)T (2m + 1) r(2m+1) (4.47)
1 iE 1 iE
=B (Z—E,Z%—?—I-Zm)
3 iE 1, iE 3 iE 1, iE
r (z - 17) T(—4m)T <—1+17+2m> T (Z - 17) T <—;1+17+2m>
F(—4m)T (2m+ ) r(2m+}) (4.48)
3 iE 1 iE
=B (Z 51 + 5 +2 >
1, iE 1 1 1, iE 1
[(3+%)r@m+ 1 (=3 —iE —4m) B T(4+%)r (-5~ iE—4m)
I(—4m)T <2m + %) [(=dm) (4.49)
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43
r(3+%)r(-amr (3% +2n) T 3+%)r(3-%+2n)
r(—4n)T (21+ 1) r(2n+}) (4.50)
1 iE 1 iE
=B L—L+E,L—L—E+2n>
r (§+%) T(—4n)T (—% - i7E+2n> T (§+% T (—i - i7E+2n)
F(—4n)r (2n+1) r(2n+}) (451)
3 iE 1 iE
=B - === +2
(4 2’1 2" ")
C(3-5)r@n+)r(-3+iE—an) 1 (3-%)r(—4+iE—4m)
r(—4n)T (21+}) [(=4m) L ws)
1 iE 1 .
= (E ?,—§+ZE—4H>
Sustituyendo las ecuaciones anteriores, la funcién de Wigner resulta:
o (=1)mt o1 GE 1 E 1 iE 1 13 iE
V¢(9,p)—; 7_[4 |:B <42,4+2+2m> 3F2 <42,22m,2m,2,422m,1>

3 iE 1 E 3 iE 1 35 iE
2i2mB (2 — =, —~+ = 42m|s3h(>-=, - — 2m,1 —2m; =, > — = —2m;1

1 E 1 . 1 {E 3 iE
+B (2+2,—2—1E—4m> 3b <4+2/4+2r2m+ 1

1.
2

(1. .. (1 .

sin 1n(21E+8m+1) —isin Zn(—ZzE—Sm—I—l)

1 iE 1 iE 1 iE 1 iE

|:B <4+2,4_2+2n> 3F2 <4+2,2_2n,_2n,,+ —21’1,1)
. 3 {E 1 iE 3 iE 1 35 iE
—2i {ZnB (4+2,—4—2—|—2n> 36 <4—|—2,2—2n,1—2n,,+—2n,1>

1 iE 1 1 iE 3 iE
B(z-—=,——+iE—4n) B (-—-—=°— =2
+ (2 > 2+l n>32( n—+
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Recordemos que:
(1. (1 .
sin A—LN(ZZE +8m+1) | =sin A—LN(ZZE +1)+2mmn) |,
1 _
= sin <4_L7T(2iE + 1)> cos(2m7r) ="
1. . _
+ cos (Zn(2zE + 1)) sin(2m7) ",
1
= sin (ZN(ZiE + 1)) ,

1 1
sin (Zﬂ(_ziE — 8m + 1)) = sin (Zn(—ZiE +1)— Zmn)) ,

1
= sin (En(—ZiE + 1)) co o),

1 _
+ cos (Zn(—ZiE + 1)) sin )0,

1
= sin (Zn(—ZiE + 1)) ,

sin (41171(—21']5 +8n + 1)) = sin (}Ln(—ZiE +1) + 2n7r)) ,
— sin (}Ln(—ZiE + 1))9&%_1
+ cos (iﬂ(—ZiE + 1)) sin(2n7) =",
= sin <}L7t(—2iE + 1)) ,

1 1
sin (Zn(2iE —8n+ 1)) = sin (Zn(2iE +1)— 2n7r)) ,
1 _
= sin (Zn(ziE + 1)) cos (—2n7) "
1 _
+ cos (Zn(ZiE + 1)) M_O,
1
= sin (Zn(ZiE + 1)) ,

44
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Sustituyendo, obtenemos la funcién de Wigner en forma compacta.

Vy(6, p) :;(_172:1% [B (i—f,i+f+2m> 2B (i—f,;—Zm,—Zm;;,i—le—2m;1>
+21{2mB( Lll—i—lerZm) 3F2(i—i2E,;—2m,1—2m;§,Z—le—2m;1)
(; E —iE — 4m> 3F2<i+i§,i+i§,2m+;;i+i§+2 ,Z+i§+2m 1)
( ( (2IE+1) ) —isin (in(—ZiE—l—l)))H
{ (i i—— —|—2>3Fz<i—|—i§,;—2n,—2n;;,i f 2n 1)
il ( E R ) (Dl S E )
(; i—, +iE—4n>3F2<i—i§,Z—i§2 +;Z f 2n,Z Zf+2n1>

(sin ( —2iE+1) ) +isin (irc(ZiE + 1))) H e =mOSiner [p — (m+n)/2].
(4.54)

Ahora probemos que, en efecto, la funcién de Wigner cumple las ecuaciones (3.85-3.89)
Por construccién, la funcién de Wigner obtenida cumple las ecuaciones (3.85-3.89), sin

embargo probemos algunas de ellas.

Probemos que cumple la ecuacion (3.85). Tenemos que probar:
| _apva(e.p) = 5_I9(O)F,

sustituyendo tenemos:

/_oo de¢(9,p) = /_oodp (ZC;an(G/P)Cn) ,

Para no cargar tantas constantes utilizaremos la definicién de los coeficientes, es decir,
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las ecuaciones (4.23) y (4.24), por lo que obtenemos:

00 I T pimx, —iElIn | tan(X2)]
/_oodPqu(@/P) = Z/ ap | 5 f/ e dx
mmn —® x2

sin(
| T . m+n
_— pl(n=m)f _
(27re sinc(mt(p > )))

. /
- efinx’elEln | tan(%) \

L / dx’'
271'\/ 47t J—m . /
sin (#)
)| 7r 1E1n|tan(x/j{”>

/*7‘( e—lEln
4
367‘( /sm x+7‘r / x+7r
® =1 )6
Z dpsin - = ez n—m) ezmxe—mx ,
mn 2

—iEIn|tan( %)| 1E1n|tan( )

1 T e
_ dxzemeszmx 9)
3674 /—71 / x—i—n /
Sll’l Sll’l

1E1n|tan<x +”

X+

n p—iEln|tan(*; )|
(276(0 2rté(x —0)),
— i | el em 750 — ') (276(x — 6))

X 1E1n|tan x+”

m ,—iEIn|tan(¥~ )
¢ 0)d
87'1,'2 x—i—n x
sm sm x—l—n

1 e—iEln]| tan( %47 1Eln|tan(

us‘-v‘—

s \/Sin(eJrTﬂ) \/sin( )l

%))

D>
N‘—l-
3

Y
»h“l‘

1 e—zEln|tan(%)| ezEln\tan(

7

“on \/47'55111 (7)) | a7 sin (HT’T>
L.

= 0 (0)p(6),

_ 1 2

= o p(O)

Por lo que en efecto, se cumple.
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Ahora probemos que la funcién de Wigner estd normalizada; es decir, tenemos que pro-

bar: . -
/ dp/ dovy(0,p) = ¥ Jeal? = 1.
L 2

Realizaremos un proceso similar al anterior, por lo que tenemos:

[Can [ oo = [ ao ([ apviton)),

La parte entre paréntesis es lo que acabamos de probar, por lo que:

/o:odp /1d9V4>(9,P) = /7;619 (%’4)(9)'2) )
Lo 1
- E/nde (m) ,

1 T 0+
= do -—
o | d0ese (P57)),

realizamos el cambio de variable:
0 =2x—m,

asi tenemos:
o0 7T 1 7T
/oodp/ndQqu(O,p) = @/0 2dxcsc(x),

1 7T
= H/o dx csc (x),

Pero resulta que esta integral diverge, ya que la funcién de Wigner que encontramos estd
normalizada con respecto a las energias. Por lo tanto, al realizar esta serie de integrales,
tendriamos que llegar a la delta de Dirac §(E — E'); es decir:

/_0; dp /_7; 40V (6,p) = Y |el? = ‘S(EZ—;E) (4.55)

Por lo que tenemos que considerar diferentes energias en nuestras funciones de onda.
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Comencemos con:

/°° dp/n 46V, (6, p) = /” a6 (/w deq,(G,p)>,
—00 —7T -7t -0
p 0 1 T eimxefiE1n|tan(x |
— [ a9 / d / d
/—7‘( —00 p (27‘[\/47‘( —7T : x+7'5) x

sin(*5

Zzlﬂe( )Gsinc(n(p— m;—n)))

—an’ iE'In | tan "*”)

1 /ﬂ
2N 4m J-n /sm +7T

n e—iEIn|tan( %)\ zE 1n|tan( >|

36"4 / / \/m \/7471

Ze n—m)o 1mx —mx/ dpSlTlC( (p_m+n)

xdn zE ln|tan("+”>|

/ /7( e—lEln\tan 4 )\ n

36714 /sm—x g /—x/+7r
Zeim(x—G) Zein(e—x’) .
m m

/ a dW (©, R In| tan +”)I
o sin(557) F

(27t6(x — 0)) (27r 5(0 —

—iEIn | tan( —z lE' ln|tan ‘ +”)

T e
dx/
87'[,'2/ / /811’1 x—|—7-[ /Sln _|_7-[

n(H7)| HE In | tan (&2 )|

e—iEln|ta
d6°
~ 8 2/ ’
T sm (%7) \/sin <9+7r>

1ln|tan L)\(E —E)
87r2/ d6° ,

:1

2
sm )
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realizamos el siguiente cambio de variable:

obtenemos:

o p T V(6 1 7-(/24d eiln\tan(y)|(E’fE)
/Oop/n w(,P)—S?/O y :

sin(2y)
1 /2 eiln | tan(y)|(E'—E)
Y /o 4 sin(2y) 7

ahora realizamos un segundo cambio de variable:
z =In|tan(y)|,

por lo que obtenemos:

* " _ 1 [®dz ek
/oodp/ndev"’(g”o) - 2n2/ 2 /

—00

1 /
_ (E'—E)
2

De esta manera, vemos que se cumple. Como mencionamos, las demds también se cum-
plen debido a la forma en que encontramos la funcién de Wigner.



Capitulo 5

Conclusion

En este trabajo, hemos analizado el modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) mediante la aplicaciéon del formalismo de cosmologia cudntica de lazos en
el espacio fase, logrando obtener la funcién de Wigner, herramienta fundamental para el
andlisis de la dindmica cudntica en este contexto. Una vez calculada la funcién de Wig-
ner, podemos usarla para estudiar diversos operadores geométricos como el operador
de volumen y el operador de drea en cosmologia cuantica de lazos, los cuales seguimos
analizando.

La metodologia aplicada utilizando la cuantizacién en el espacio fase de un cilindro,
sienta las bases para futuras investigaciones, en las que se podrian analizar modelos
cosmoldgicos mas complejos como es el caso de modelos de Bianchi, y otros con aniso-
tropias. Comparar nuestros hallazgos con modelos mds sofisticados permitira ampliar el
entendimiento del modelo cosmolégico de FRW desde la perspectiva de la cosmologia
cudntica de lazos.

La obtencion de la funcién de Wigner representa un avance significativo, ya que per-
mite explorar con mayor profundidad la evolucién temporal y las caracteristicas dindmi-
cas del modelo cosmolégico de FRW, abriendo nuevas vias para comprender los com-
portamientos cudnticos en las primeras etapas del universo.

En conclusion, este estudio no solo reafirma la importancia del formalismo de la cos-
mologia cudntica de lazos en el espacio fase, sino que también destaca su potencial para
revolucionar nuestro entendimiento del origen y la evolucién del universo. La integra-
cién de la funcién de Wigner en el andlisis de modelos cosmolégicos representa un paso
crucial hacia una comprensién mds completa y unificada de los fendmenos cuanticos que
subyacen al comportamiento del cosmos en sus primeras etapas.
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Apéndice A
Corchete de Poisson

Probemos la ecuacion (3.3), es decir, probemos los siguientes corchetes de Poisson:

{fl3/ fll}@,p - EZ/ {fl3/ EZ}Q,p - _7:11/ {flll EZ}@,F) = OI
donde:

Prueba:

Los corchetes de Poisson se definen como:

(o), _ Q00 o
M 0gi0p; - opiog;’
Para nuestro caso en particular gq; = 6, por lo que obtenemos:

Tty — Q400 ud
"UI0P T 9009p  0pob’
por tanto tenemos:

{Flg,, ]711}6 p— EZ;

apd(c C089
{p,cos 9}9;7 /Zﬂ EZ

—(—sin®),

= sin6,
= .

{fl?)/ EZ}GP - _flll

ap d(s s1n6
{p,sinf}g, = % ﬁg

c059
= —hl.

51



{7:[1/ EZ}G,p -

{cosf,sinb}g, =

_ljll,

d(cos ) o( D/Q/)F

CO/Q/)ﬁ a( sm9

20 /5;9

=0.

Lo cual son correctos.

/5;9 20
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Apéndice B

Generadores del dlgebra de Lie

Probemos que los generadores del dlgebra de Lie son:

0 -1 0 0 01 00
L=[1 0 o}, Ki=100 0], Ky=10 0
0 0 0 000 00
Prueba:

De la ecuacion (3.4), tenemos que el elemento de grupo es:

cos? —sind @
g(0,d) = [sind cosd® ap],
0 0 1

0
11].
0

del cual a través de:

ag
ap /3:0,
con B = ¢ tenemos:
J cost® —sintd @ —sind —cos?® 0
0 sind cos?® ap = cost9 —sm19 0 ,
0 0 1/ 10 0/ ls—o

0 -1 0
=1 0 0},
0 0 O

=1,

con B = a; tenemos:
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B.1. CONMUTADORES DE LOS GENERADORES DEL ALGEBRA DE LIE 54

g [cos 9 —sintd ¢
e sind cos® ap
1

0 0 1

OO coo
oo ocooo

Il
1/\/\

I

A
s
~

con B = ap tenemos:

g [cos % —sintd ¢
S sin®d cos?® ap =
2\ 0 0o 1) _,
-

OO oo o
oo oo o

I
=
N

I
'l/\/\

B.1. Conmutadores de los generadores del dlgebra de Lie
Los generadores del algebra de Lie obedecen las relaciones de conmutacion:
LK) =Ky, [LK)=-K, [K,K]=0. (B.1)

Prueba:

d

L, K] =LKy — K4L,
0O -1 0 0 01 0 01 0 -1 0
=11 0 O 00 O0]—-1000 1 0 0},
0O 0 O 000 000 0O 0 O
000 00O
=001} —-10 0 0},
00O 000

Il
=
n



B.2. EXPANSION EN SERIE DE POTENCIAS 55

R
R

IL,K;] = LKy — KL,
0 -1 0 000 0 0O 0 -1 0
=11 0 O 0011—-(0 01 1 0 0},
0O 0 O 000 00O 0O 0 O
00 -1 000
=100 O })J—100 0],
00 O 000

I
|
?l

B.2. Expansidn en serie de potencias

Probemos que, utilizando la expansiéon en serie de potencias, los generadores del
algebra de Lie se pueden escribir como:

) cos —sind 0
g(8,d=0) = g(8) =L = (sinﬁ cos ¢ 0) ,

0 0 1
5 10 ay
g(®=0,a1,a0=0)=g(a;) =e"Cr=(0 1 0],
00 1
] 10 0
g(®=0,a1 =0,a;) = g(ay) = ek 01 ay|.
0 0 1

Prueba:
Probaremos que, de forma exponencial, llegamos a lo que teniamos; es decir, iniciaremos
del lado izquierdo y llegaremos al lado derecho. Para el primero tenemos:

oL _ - (0L)>  (6L)>  (eL)*  (6L)°
T TR TR - R
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donde notemos que:

0 -1 0 0 -1 0 1 00
?=(1 o oJ][1 0 ol==1]010].
0O 0 O 0O 0 O 000
0 -1 0 1 00 0 -1 0 0O 10
3=1?11 o ol==-{010](1 0 ol=|-100]=-L.
0O 0 O 000 0O 0 O 0O 0O
0 -1 0 0 -1 0 0O 10 0 -1 0 10
=131 o o|l=-L[1 0o ol==[-100]|1 0 0o]=101
0O 0 O 0O 0 O 0O 0O 0O 0 O 00
0 -1 0 1 00 0 -1 0 0 -1 0
°=1*11 o ol=(o10||1 0 o|l=([1 0 of=L
0O 0 O 000 0O 0 O 0O 0 o0
Por lo tanto tenemos:
N 5 92~ 93~ 94~ 95~
oL _ 2 2
-, (0% 9%+ @° - 63 6°
_ 2
=1+1L (E—I—f—a—"')+L(9—§+§—"')/
- - 02 9%+ g° - -
_ 2 2 . 2
=1-L"-L (—E+4—!—§+'-'>+L(sm9)+L,
=1—1?—-12(cosh) + L (sin@) +L?,
1 00 1 00 1 00 0 -1 0
=1010]—-({01O0]+([01O0]f (cosf)+ |1 0 0] (sinf),
0 01 000 00O 0 0 O
0 00 cos 6 0 0 0 —sinf 0
=0 0 0]+ 0 cosf® O] + |sin® 0 0],
0 01 0 0 0 0 0 0
cosf —sinf 0
= |sinf cosf O0].

0 0 1

Para el segundo tenemos:

a1 K)?2 (1K) (e K)* (a1Kq)°
(a1 1)+(1 1)+(1 1)+(1 1)Jr

m Ky %
et =14 mk + 31 A1 51 '

donde notemos que:

o |

0
0
0

o O O



B.2. EXPANSION EN SERIE DE POTENCIAS

Por lo tanto tenemos:

100 00
= O +a1 10 O
1 00

1

0
0611
1 0].
0 1

OO =k OO

Para el tercero, tenemos:

_ 5 K 2
easz -1 +a2K2—|— ({ZZ 2)

2! 3! 4! 5!

donde notemos que:

000 0 0O 0 0O
RE=10o01||l001|=|000].
0 00 0 00 0 0O
Por lo tanto, tenemos:
Ry =0
Asi:
€a2K2 =1+ 112122,
1 00 0 0O
=101 0| +a(0 0 1],
0 01 00O
1 00
=(01 ar | .
0 0 1
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B.3. ELEMENTO DE GRUPO 58

B.3. Elemento de grupo
Probaremos que el elemento de grupo lo podemos escribir como:
20(9,7) = o(9/2)L o R(=8/2)aK o ,(9/2)L

Prueba:
Partiremos igualando los elementos de grupo go(8,b) y g(8,4), es decir:

(R(ﬁ) a) _ (R(ﬁ) sinc(ﬂ/Z)R(ﬁ/Z)E)

4

00 1 00 1

igualando cada elemento de la matriz obtenemos que:
i = sinc(9/2) R(8/2)b,

del cual encontramos:

R™Y(9/2)d = R7Y(9/2)sinc(9/2) R(8/2)b,

R Y(8/2)d = 1(19/2) R(8/2)sinc(9/2)b,
R™Y(8/2)d = sinc(8/2)b,
p_ R7(8/2)a
sinc(ﬂ/Z) '

Notemos que el elemento de grupo de go, debido a la similitud con el elemento de grupo
g, se puede escribir como:

|

go(8,b) = e®/2L o psinc(9/2)b:K o ,(8/2)L

4

sustituyendo el valor de b en términos de 4, tenemos:

1 N\ o
- = sinc(8/2) (#)K .
g0(8,b) = e(®/2L o 072 )7 6 o(8/2)L

— o(8/2)L eR*(ﬂ/Z)ﬁ.K o0 e(0/2)L

7

recordemos que:
®/2) —sin(8/2
R(8/2) = <Z?§((19/2)) css(g/z))) '
) 8/2 in(d/2
Y(8/2) = <_Ccs)iSIS(19/%) ios((ﬁ/;))

ya que la matriz de rotacién cumplen R~1(¢/2) = RY(8/2), ahora:



B.3. ELEMENTO DE GRUPO

cos(—09/2) —sin(—09/2)
R(—-9/2) = (Sin(—ﬁ/Z)) cos(—9/2) )l

(
R-0/2 = ($r(072) “emio/) ) =K@

por lo tanto:

20(9, 1_5) — o(®/2)L eR(ﬂm)a.? o p(®/2)L



Apéndice C

Matriz hermitiana de Wigner Moyal

Probemos:
. T )
an(Q,P) = (zi)zez(n—m)e /ndﬁez[(n+m)/2—p]z9,
— L i(n—-m)0g; .
=57 Sincrt[p — (m+n)/2].
Prueba:

Partimos de:

Vi [X(0), 9] = (92(0), V [X(0, 7 ¥1(0)),
- [ Zwo vire (o)
= %/idﬁml)ik(@) {ﬁ /idﬂ/i dﬂldﬂzao} ¥1(e),
_ (217)4/_7;(1@1/];‘((/)) {/_Zdl?/_o;dmdazao} 1(9),
= QlTﬂf_T;dfptlﬂi‘(fp)/g(ﬂﬂﬁo Pi(e),
- @ [ dg(6,2)dg 3 (9) Uo 1 (o),
= s | A2y (g) [0 o R T 0 0] (),

Hacemos uso de las ecuaciones (3.25)-(3.26):
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k — . §
Vl/(ﬂzl)h [X(6), p] = 27_( /dg (0,d)dpe™ i(x(9)-a (70/z>+P19),’b2(q))

X [elL(ﬂ/z) o elKaor) oeiLw/z)} ¥1(9),
(3 (9)elL 2 0 L0/ ( Kicompi(g)),
—iw (%(q,)e—iL(ﬂ/Z)) iL(8/2) ok(9) (0121, (@),

—iw ezk( —9/2) (lIJZ( 19)) ' eiLw/z)l/]l (90),

asi llegamos a:

B 1 it o) ., 0 9
Vs X0, Pl = 5 R e (o - Dpile+ ), (1)

donde w = X(¢) - @_g,2) + pd. Ahora realicemos el cambio a coordenadas polares,
por lo que tenemos:

d=a(coswa,sinw), dg(d,d)=dddd =adddada,

lo que nos lleva a:

- ([ cos(8/2) sin(8/2) Cos &

A-o/2= | _ sin(®/2) cos(9/2) “\sina )’
_ cos(9/2) cosa + sinasin(8/2)
- —cosasin(9/2) + sina cos(9/2)

oy,

por lo que:

- ' —9/2
X(0)-d_g/2 = x (cosb,sin0) -a (Z?r?((z - 19;2))) ’

=ayx (cosfcos(a — 0¥/2) +sinBsin(a — 3/2)),
= aycos(f —a+9/2).

Similarmente tenemos:

—

K(g)-d_ 90 =akcos(¢p —a+8/2).

sustituyendo lo anterior en la ecuacién (C.1), tenemos:



Vt/(ﬂlzct)pl [X(0), p] = (217)4 /uda do dg dg e (X cos(0-a+0/2) + pd —akcos(p—a+9/2))
< pilo— (o +3),

= (217)4 /ada dadd d e~ PP e—i(axcos(0—a+0/2) —akcos(g—a+9/2))
< ¥3lo— (et 3),

si tomamos las funciones ¥; y ¢ como:

Pi(9) = enlg) = dalp+3) =D,

9 . 9
P2(9) =en(@) = Y39 —5) =e ™72,

nos lleva a:

Vggr];)pl [7_()(9)/ P] — (271T)4 /11 dadadd dq) e—z’pﬁe—i(a)(cos(()—tx+z9/2) —akcos(p—a+8/2))
X eiim((Pfg)ein((Png),

= (217)4 / adadad?d dqp e*ipﬁefi(llx cos(0—a+0/2) —akcos(p—a+19/2))

« ezg(m—l—n)eiq)(n—m)

4

_ (271-[)4 /ada dudd dg p—i(ax cos(6—a+09/2) —akcos(p—a+8/2))

« eig(m—l—n—Zp)eicp(n—m)

/4

— ; / adadodd elg(m+n—2p)e—iaxcos(()—a+l9/2)

(270)4

> /7‘( d(Pei(p(n—m) eiakcos(q)—tx—l—ﬁ/Z).
-7

Realicemos el cambio de variable:
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con lo que tenemos:

Vllg];l)Pl [)—C»(g)’ p] — /a da do do elg(m-l—n—Zp)e—iaXCOS(G—tX-‘rﬂ/Z)

1
(27)4
X /”“*3 dyel(kTa—5)(n—m) ,iakcos(x)

4
—m—a+3

= . / ada da do ¢ (m+n=2p) p—iax cos(9—a+8/2)

(2m)*
4
> ei(lx—g)(n—m) /TE_DH_Z dKeiK(n—m) eiakcos(K).
—n—a+%
Ahora realicemos:
T T
cos(K+E—E) — é’_KJrE,
cos(& — E) =sin(¢) — x=¢-— E, dx = dg,
2 2
. 4 31 4 (C2)
sz;c-n—oc—kz — =5 - +§,
Si K = —7'c—oc+§ — é——z—oc—kg
n 2 2 2
Asi:
V(k) [—*(9) ] _ 1 adadadd ezg(m+n72p)efia)(cos(ﬁfwrl?/z)
poyy LX\Y),P] = (27T)4

3T _ g0
« ez(leg)(nfm) 2 2 dé(ei(gfg)(nfm) eiaksin(i;’)/
~g-atf
_ ( 1)4 /ada da dﬁeig(m+n—2p)e—ia)(cos(f)—zx+l9/2)
27
3 _ a4 P
Xez(ag)(nm)ezz(nm)/z a+ d(:eig(nfm) eiaksin(é),
*7*0(+j
_ ( 1 )4 /ada du dl?ei%(m+n—2p)e—ia)(cos(()—tx—l-ﬁ/Z)
27
3 _ 44 P
« ella=3)(n=m)=iFn-m) [ 72 JoiCaksin@)+(n-m)e)
—%foﬁg

k - 1 i® (man— —ia —
Vll(le)ln [X(0),p] = 207 /ada dac dg etz (m+n=2p) piax cos(0—a+8/2)
(C3)

3m_ 448
« el0= ) n=m) p=iF (n=m) [ 72y ilaksin@)+(n-m)g)

o4
—2at3
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Recordemos que:

1 o
]n(x) — E/_ndﬁez(xsmﬁnﬁ)' (C.4)

Entonces, si en la ecuacion (C.3)tomamos que | = m — n y notemos que los intervalos de
integracion tiene de diferencia 277, tenemos:

Vllglzcl)/h [)—C»(Q), P] _ (271_[)3 /ada do dd eig(m+n—2p)e—iu7(cos(G—oc+19/2)
3,48
weilla=3-9) L [T paiaksin(@)-1¢).

(271) J -5 —at

= # / adadoad® gig(m—l—n—Zp)e—ia)( cos(0—a+08/2)

x e~ 1=5=9)], ak] .

Ahora realicemos la integral con respecto a a:

X 1 2 n— (e
Vl/()lzcl)h [X(Q), p] = W/ﬂdﬂdﬂjl [ak] glz(m+ 2P)el(2+2)

> i/n dlxe—ia;{cos(@—a—i—l?/Z)e—iltx
27T 7T ’

realicemos el cambio de variable:

O=0—-a+9/2, a=0—w+19/2, da=—do,
sian=m1 — w=-n+60+719/2,
sian=—-m1 — @w=mn+60+73/2,

luego,
v - 1 ,ﬁ - e

1 /—71+9+19/2 —dc@) efia)(cos(co)efil(ﬁqutﬂ/z)

X —
270 Jrt048/2
B ﬁ / adadd ], [ak] ¢'2(mn=2p) ¢l (5+7)

. T+6+38/2 . .
« ell(9+l9/2)i/ do efm)(cos(w)ezlw,
270 J—m46+8/2

repetimos el proceso (C.2):
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COS(@Jrg—%) - —§’=w+g,
cos(—¢' — g) = cos (¢’ + %) = —sin(@) - o=-¢&- % do = —d¢
(C.5)
sio=n+0+09/2 — 5’2_37”_9_2
Sio—-n+04+0/2 — f=2_9-2
2 2
sustituyendo:

k) 1= 1 5 B o
Vl[(izl)pl [X(Q), P] - W /ﬂdﬂ dd ]l [ak] 612(m+n 2p) ell(2+2)

i 1 77797g : (&l (&l
% e—ll(9+l9/2) L / (_dC/) eza)(sm(é’ )e—zl(C +7'[/2)’
27T Jo_g_ 0

B @ [ adadt jyfak] 302 (5 5)

n_g_2?
« o il(0+8/2) ,—ilm/2 i /2 6-2 dc:," oilaxsin(@')~1¢")
27T ) 3n_g_ ¢ !

2 2
- ﬁ / adadd ] [ak] e's (mHn=2p) il (5+3)

« e*il(9+l9/2) efilrr/Z I; [ax]’

_ /ﬂdﬂ dl9][ [ak] ei%(l’l’l-‘rl/l—zp) eil(%—&—%—f)—ﬁ/Z—n/z) ]l[aX]l

= ﬁ (/Oooadtl Jilax] i [ak]) /T; dﬂeig(m+n—2p)’

' 1 T -9
250k — i5(m+n—2p)
) (ké(k )()) /_ndﬂez ,

finalmente tenemos:

m+n

0 [ _ it=myo (Lo L[ g io(mgs—p)
Vi, [X(0),p] =e (ké(k x)) o) / gt Ep, (C.6)

Ahora introducimos la medida de Plancherel kdk, para obtener lo deseado:

an(Q,P) :/O dkar’,;n(B,p),

i 0 1 1 T 19 ( mEn
_ i(n—m)f - _ / it( -p)
el [ (ké(k x)) G | 20070,

_ Li(n—m)f /oo N 1 /7’[ ("3 —p)
e ; dko(k X)(Zn)z 7nd19e 2 :
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1 i(ln—m T (1
an(Q, p) = We ( )9 Lﬂdﬁe ( > ), (C7)
1 ; , m—+n
_ i(n—m)o _
7t sinc {n (p > )} . (C.8)

C.1. Propiedades de la matriz de Wigner-Moyal

Probemos que la matriz V (6, p (Viun(6, p)) cumple las siguientes propiedades:

0 1 .
/_oo dpViun (0, p)) = Eel(nfm)er

7T
/ A0Viun (0, p) = Sinc(mt(p — m))Omn,
—7T
/ d@/ dPan(Q, P) = dum,

1
ng T on

7T o0 1
/ d9/ dekl(Q,P>an(9, P) = 2_5kn51m-
7T —0o0 7T

Prueba:

1)

0 i 1 i(n—m m-+n
/_oodemn(G,p)):/_oodp <Ee( Wsinc {n (p— 5 )])

_ L i(n—m)f)/oo . T 1=

=5-¢ 3 dp(sin > , Ec.(3,37)
1 .

_ i(n—m)6
27re

2)
T 1 ) m+n
i(n—m)o _
/_ndGan(G,p) / do (27r sinc {71 (p 5 ﬂ) ,

m—+n

_ sinc [t (p — T)]Wzném
21 =7 '

= sinc [t (p — m)| dmn
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3)
7T (] 7T [e0]
/ﬂ d@/_oodemn(G,p) = /ﬂ dae (/_wdem,n(G,p)) ,
_ & i i(n—m)6
= /n d927'(€
1
- = i(n—m)6
o /ﬂ dBe ,
1
= EZTC(Smn/
= 5nm-
4)
_ L i(n—m)0 _m +n
Tr(Vin (6, p)) = Tr (27‘(6 sinc |7t | p 5 ,
1 i(n—n
= = YA [ (p—n)],
1 .
=5 ;smc [7r(p—n)]
_ 1
Y
5)

/ d@/ dpVig (0, 0)Viun (0, p) = / d@/ dp< )smc[ ( —%)]),
e (oot (52,
1 i(1-K)0 yi(n—m)6
(271) / d()/ dpe!
k

ol o3
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& *° _ 1 i(1-K)0 i(n—m)6
/n dG/_oodekl(O,p)an(O,p) = (27‘[)2/ dG/ dpell

X —/ d9e?(5 —p) —/ 4o’ e ("3
27 —7T

_ 2 / 40 pi(1—k+n—m)8 /” 1905
)4

(19+19’)
— 27-[ / 46 el (I—k+n—m)6 / dﬁelﬂ %)
/ e & (") (275(8 + 9')),

~@P Jx —n

m—+n

-p),
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Apéndice D
Funcién de Moyal

Probemos: , 1
Vipyp, (6, p) = S Vi (6,p)cl), mon ez

1
Voo (0,7) = gz | 40677930 —0/2)9a (0 + 8/2).

Vi (6, p) = (2, V(6, p)1).

Prueba: 1)
Vi 0, p) = 50" "sine {n (p e ”)} ,

tomamos:

1(0) = ea(6) = ™,

2(0) = em(0) = ™,
por lo que:

pl(n=m)0 _ oind,—imo

= 1(0)1(6).

Sustituimos:

1 N . _m+n
Viul6,9) = 5 @y ) sine | (p— "3,
realizamos la expansion:
vi(p)=cleap)  j=12 Gl =(eny) nez
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asi tenemos:

«(2) & m+n
Viun (6, p) ch en( );cm(z)em sinc { ( 5 ﬂ ,
= —Zcm (D) gind p=imd g { ( )]
_27_[2 “ e(n m)e gip o {7'((}7 m—i_n)} )’

— Zcm Viun (0, p)c,(ql) :

Ahora tomemos que:

. 1 7 .
C = (eny) = 5= | _dpe"Pyy(p),

asi tenemos:

Viun(6,p) = 35 4a($) ) Vin(@,p) (5 / e (B)),

(&)
(ze .

— (2 il Z/ dBy5(B) / dﬁ/ dp' v (B) oM pi(n—m)6 ,id( "5 —p) e*i”ﬁ',
- 42/ dB s (B / dﬂ/ dp'y1(B ””ﬁ 0+%) pin(6+5—p') eir?
i(6) [ ao et " apgu(p) ¥ em by onoi s,

= (2 )4/ d.BlPZ / g e~ Y / dp lpl(IB,)ZN5(,B_9+12—9)27T5(9+§_‘B’)’
0 [ apys(p) s(-0+3) [ (160 + 5 — 6,
AR g) /7; dp'p1(B)o(B — 6 — g),

1 T . 9 9
_ W/_n a8 e 3 (60— 2 (6 + 7).

La tltima ecuacién es la definicién.
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D.1. Propiedades de la funcion de Moyal

Probemos lo siguiente:

1
/ ApViay, (0,p) = o3 (0)¢1(0),
/n A0V, (0, p) = C;(nz)*SinC(n(p — m))cr(r}). meZ,
/_ndg /_0:0 ApViyp, (0, p) = (Y2, 1),

s 0 1
/_ﬂd(? /_oo ApVipp (0, P) Vg (8, 1)) = (1, 1) (2, ¢2)".

Prueba:
1)

[ Vi 0.9) = / ‘:dp( it / 19 g6 - (6o +3))
1 )1/;1 9+§ /_Oodpei ,
_ W /7T a9 3 (0 — E)lpl(e + g)zms(ﬁ),
== [ a0 g3 - Sme+ )00,

= O 0).

2)
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3)
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T 00 7T 00
/_ndG /_Oo de’lePl(Q/p) = /71 d9 |:/_00de¢21/)1(9,}7):| ,

4)

= [ dely3©)p(6)],
L/ a6 [p3 ()1 (0)],  utilizamos 1),

27T

= (P2, 91) -

/ a9 / APV, (6,9) Vi (6,p) = / a9 / dp (2C;1<2>an(e,p)cg>>

utilizamos:
C( i

/ df / APV, (0, 0) Virpy (0, p) =

1
(2m)

< Y Pvy(0,p)cY,
kl

— [T [ 2)
—/ d@/ dp) cw'V,
-7 —o mn

X ZCZ(Z)Vkl(Q,P)Cl(l),

ch cl(l)cnf cnl/ d9/ dpV;;

mnkl

=Y c;:(z)cl(1 2 er® / d@/ dpVum (0, p) Vi (6, p),

mmnkl

C;;(l)
2(0,2) Vi (0, p),

* % 1
= m;d ck(z)cl(l)c,gf)cn(l)(Eénlémk),

1 % *
- ;Cm@)éncggcn(l)/

= (et = 5 [ dBePy(p),

322 (3 [ b)) (5 [ g i)
( /due i (p )( /du’e‘””‘tpl( )>*,

ST ([ apemrase) ([ age o one))

( [ e s ([ e yin),
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"0 [ dpVig,0,p)Vap(0p) = SZ / ap 93 (p / 4 ¢1(F) /_Zduwz(m

il o oo
< [ gi) @rs(p— ) (278~ B),

= o | v [ apoi@se—n) [ dp or(8)
< [ git) et ),

= o w0003 [ 48 0u(8) i (B

:zln(zln/ A g2 (1) )<2ﬂ/ WiF)e (ﬁ))'

1
=5 (2, 92) (¢1,¢1),
1 *
=5- (Y1, 1) (Y2, 02)" -



Apéndice E

Propiedades de la funciéon de Wigner

Probemos que la funciéon de Wigner satisface:

oo 1
| _anvy@p) = 51w @),

/_7; A0Vy(8, p) = |cw|sinc(rt(p — m)) = wy(p). m € Z,
/_0:0 dPCU¢(P)SinC(7T(p —m)) = |Cm|2-
/o:o ap /Zdww(ap) =Y leal =1.

T 00 1
/_nde/_mdpv¢2(9,p)v¢l(9,p)) = E’(%,lpl)‘z-

Prueba:
1)

/ dpVy(6,p) / WP 2 / doe™ PPy (0 — 8/2)p(0 +9/2),
—W/_ndﬂtp (6 — 8/2)p(6+ 8/2) /_Oodpe e,
_ ﬁ /7; doy* (0 — 0/2)p(0 + 0/2)278(8),
_ % /_7; doy* (0 — 9/2)p(0 + 8/2)5(8),
= 59" OO,
= o lw(o)P.
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2)
| dovy(e.p) = [ doci Vi@, p)ca,
= cheu [ " 40 Vi (8, p)
= c}cnsinc|m(p — m)|6mn,
= Cy,Cm sinc[m(p — m)],
= |Co*sinc(r(p —m)) = wy(p).
3)
| dpeoppsine(relp —m)) = [ dplenfPsine(ie(p - n))sine((p — m),
—leal? [ dpsinc((p - m)sine((p — m),
|Cn‘2§mn/
= |Cm’2
4)
[an [ asvae.= [~ ap ([ aovten),
— /_o:o dp (|Cm|2sinc(7r(p - m))) ,
- |Cm|2/c>o dp sinc(rt(p —m)),
=Y lem*=1.
5)

7T (e9) 7T o0
/_ﬂd() /_oo dpVy, (0, p)Vy, (8,p) = /_ndG /_Oo dp(cm(z)an(G,p)c,ﬂz))(ck(l)Vkl(G,p)cl(l)),
= e Vet / " de / " dpVon (6, p)Via (0, p),

= e eV (%%zé‘nk) ,

_ 1 @ @), 1)

—Emcnmn/

utilizamos:

. 1 us .
Ol = (eni) = 5z | _dBePyy(B)
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[ a0 [ apvin@ Vi 0.0) = o (5= [ ape i) (o [ ape )
X (% /_idue”””%(u)) (E /_ndu e 1/)1(#’))*,
— s ([ apemeys @) ([ ape ¥ ya(s))
(/ dye™ ™y (1 )(/ dp'e™ i ( ))
:#/ B i (B /d;upl /dﬁtpz ')
/ di' (! )emBe B g=impgin
:(217)5/%6154)2 /_ndﬂ¢1 /_ndﬁ $2(B")
x /_ zdu’lﬁi‘ (p)em P10 =F)
= s | 4B Ui (8 /"dwlu | ap a8
x [ duyi ) @ro(B — ) @G — B)),
= s | anin() [ apyie)e(p—p) [ ap ya(p)
X /_ Zdu’tﬁi* (W)o(W = B))
- 2711_ | dwniws o) [ B ea(8)9i(8),
" = (o [ tmwiomn ) (5 [ a8 vi8)we)),

= 27r (2, 1) (1, 92),
1 %

= 5= (2 91) (¥2,91)",
1

=5 (2, 1) -
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