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Introduccion

En 1904, Ernest Zermelo formulé por primera vez de manera formal el Axioma de Eleccion,
posteriormente 1922 Zermelo junto con las ideas de Abrahan Fraenkel public6 una axiomatizacion
para la teoria de conjuntos, la cual se le conoce por Zermelo-Fraenkel (ZFC), en el cual estaba
presente el Axioma de Eleccion. Sin embargo, esté ultimo fue cuestionado por matematicos de la
época tales como Borel, Baire y Lebesgue, ya que este establece la existencia de un cierto conjunto
sin dar una definicién explicita del mismo. Por otro lado, en 1902, Lebesgue comenzaba a intentar
extender la nociéon de integracion desarrollada por Riemann, tratando de buscar una funcién que
pudiera medir a todos los conjuntos de ntmeros reales y que cumplieran ciertas caracteristicas
relacionadas a la nocién de longitud. A este planteamiento lo denomin6é como el Problema de
la medida. Este problema estuvo abierto hasta en 1906, cuando el mateméatico Giusppe Vitali
demostr6 que la respuesta al planteamiento de Lebesgue era negativa. Este resultado junto con la
paradoja de Banach-Tarski, publicada en 1924, origin6é una crisis en la matematica debido a que
ambos resultados usaban fuertemente el Axioma de Eleccion, lo que hizo pensar que AC conducia
a una contradiccién y que el sistema de axiomas ZFC era inconsistente. Sin embargo, entre 1930
y 1936 Godel, demostro que la consistencia de ZF no se puede deducir dentro de ZF, y que si ZF
es consistente entonces ZFC es consistente, cerrando asi el debate que existia en torno al Axioma
de Eleccion.

Tras los resultados de Godel, hubo un periodo de calma en el que AC habia sido adoptado
plenamente, surgiendo nuevas consecuencias del Axioma de Eleccion, como la existencia de
conjuntos de R que no cumplen con la propiedad del conjunto perfecto o la propiedad de Baire.
Varios mateméaticos pensaron que si queremos evitar estas consecuencias, lo inmediato seria pensar
en una teorfa que se sustente tinicamente en el sistema de axiomas ZF', sin embargo muchos otros
resultados quedarian fuera de nuestro alcance por lo que surgi6 la idea de introducir un axioma
adicional. Se intentaron varias alternativas, desde debilitar el Axioma de Elecciéon hasta plantear
nuevos axiomas. Fue en 1962, cuando dos matemaéticos polacos, Jan Mycielski y Hugo Steinhaus,
gracias a conceptos de la teoria de los juegos infinitos, introdujeron el Axioma de Determinacion
(abreviado como AD) como una alternativa al Axioma de Eleccion.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar y presentar las consecuencias de asumir AD como
verdadero, usando conceptos y técnicas de teoria de conjuntos y de la topologia.

La tesis esta dividida en tres capitulos, el primero de ellos esta dedicado a presentar las nociones
necesarias de teoria de conjuntos y topologia, ademés estudiaremos las nociones basicas de teorfa de
la medida, para poder presentar el problema de la medida de Lebesgue, asi como la demostracion de
Vitali y su uso del Axioma de Eleccion para responder ducho problema. Para terminar el capitulo
probaremos que todos los conjuntos analiticos son Lebesgue medibles, utilizando esquemas de
Souslin.

Posteriormente en el segundo capitulo, AD sera introducido, se abordaré el hecho de que no
es compatible con AC y mostraremos la consecuencias que se tienen de suponer como cierto este
axioma en la recta real.

Finalmente en el tercer capitulo, introduciremos los conjuntos flip y sus consecuencia bajo AD,

IX
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ademaés estudiaremos la teoria de reducibilidad de Wadge.






Capitulo 1. Preliminares

En el presente capitulo exponemos conceptos y resultados basicos, principalmente de topologia
y teoria de conjuntos; con la finalidad de hacer en la medida de lo posible, un trabajo autocontenido.
El lector interesado en alguno de los temas aqui expuestos puede consultar las referencias [3] y [5].
Primero, denotaremos por ZF a los Axiomas de Zermelo-Frankel.

Axioma 1 (de Existencia). Hay un cojunto que no tiene elementos.

Axioma 2 (de Extension). Si todo elemento de X es un elemento de Y y todo elemento
de Y es un elemento de X, entonces X =Y.

Axioma 3 (Esquema de Comprension). Sea P una féormula. Para cualquier conjunto A
hay un conjunto B tal que & € B su y solo si z € A y x satisface la formula P.

Axioma 4 (del Par). Para cualesquiera conjuntos a y b hay un conjunto C' tal que =z € C
siysblosiz=ao0x=n0b.

Axioma 5 (de Union). Para cualquier conjunto S, existe un conjunto U tal que = € U si
y solo si x € Xpara algin X € S.

Axioma 6 (del Conjunto Potencia). Para cualesquier conjunto X, existe un conjunto S tal
que A€ Ssiysolosi AC X.

Axioma 7 ( de Fundaciéon). En cada conjunto no vacio A existe u € A tal que v y A son
ajenos.

Axioma 8 (de Infinitud). existe un conjunto indutivo.

Axioma 9 (Esquema de Remplazo). Sea P(z,y) una formula tal que para toda = existe
un tnico y para el cual P(z,y) se satisface.

Para todo conjunto A, existe un conjunto B tal que,para toda = € A, existe y € B para el cual
P(z,y) se satisface.

Hay muchas formas de enunciar al Axioma de Eleccién, para nuestros propositos lo enunciare-
mos de la siguiente manera: se entendera por Axioma de Eleccién cualquiera de los siguientes
enunciados.

» Para todo conjunto A no vacio, existe una funcion e : P(A)\ {0} — A tal que e(B) € B para
todo B € P(A).

s Si A es una familia no vacia de conjuntos no vacios y ajenos dos a dos, entonces existe un
conjunto B tal que para toda A € A, AN B es un conjunto unitario.



= Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Dicho axioma se abreviara como “AC ". El proposito de esta tesis es presentar algunas de las
consecuencias del Axioma de Determinacioén, el cual, como veremos en los capitulos posteriores,
es incompatible con AC. Entonces, el sistema de axiomas que estaremos asumiendo como base es
ZF, junto con una version mas débil del Axioma de Eleccion, la cual nos dice: sea R una relacion
binaria en un conjunto no vacio A, si para todo a € A existe b € A tal que bRa entonces existe
una sucesion (ag, a1, as,...) de elementos de A tal que a,11Ra, para todo n € N. Esta version se
le conoce como el principio de Elecciones Dependientes, el cual es necesario para definir sucesiones
de manera inductiva, y se denotara por DC.

Recordemos que un conjunto o es un ordinal si y sblo si es bien ordenado por la relaciéon
€, ¥ es transitivo. Ademés, un ntimero cardinal es un ordinal que no es biyectable con ninguno
de sus elementos. Es costumbre en teoria de conjuntos nombrar a los ntimeros ordinales con las
letras griegas «, 8,7 vy ¢. Todo nimero natural serd considerado como ordinal y denotaremos a la
coleccion de todos los ntmeros naturales con letra griega w (incluyendo el 0).

Definicion 0.1. 1. Un ordinal B es sucesor si es de la forma aN{a} = o™ para algin a.
2. Un ordinal es limite si y sdlo si noe es vacio y no es sucesor.
Ahora definiremos la condiciéon de equipotencia entre conjuntos.
Definicion 0.2. Sea A y B conjuntos, entonces
a) Se usard la notacion |A| < |B| para expresar que “existe una funcion inyectiva de A en B

b) Se usara la notacion |A| < |B| para expresar que “|A| < |B| pero no existe ninguna biyeccion
entre |A| y |B|".

¢) Diremos que A y B son equipotentes si existe una funcion biyectiva de A en B, y se denotard
como |A| = |B].

No podemos utilizar la nocién clésica de cardinalidad de un conjunto debido a que en ZF,
pueden existir conjuntos cuyo namero cardinal no exista, sin embargo, los ntiimeros cardinales de
w y R existen y son Ry y 2% respectivamente. Utilizaremos la notacion |A| = Xy para referirnos al
hecho de que existe una biyecciéon entre w y A, si ésto pasa diremos que A es numerable.

No es dificil, probar que la condicion |A| < |B| es una relacion reflexiva y transitiva.

Ahora, presentaremos un teorema muy importante en teoria de conjuntos cuya demostracion
la puedes consultar en [3].

Teorema 0.3 (Cantor-Shroder- Bernstein). Si A, B son conjuntos tales que existe una funcion
inyectiva de A a B y existe una funcion inyectiva de B a A entonces A y B son equipotentes.

Definicion 0.4. Sean A y B conjuntos. Denotamos por B4 a la coleccion de todas las funciones
de A en B.

Dado un conjunto A no vacio y n € w, se define al conjuntos de todas la sucesiones de
longitud n denotado por A™, a la coleccion de todas las funciones s : {0,,...n — 1} — w. Si
s € A", para cada i € w, denotaremos como s; = s(i) y escribiremos a s = (s, 1, $2, .., Sp — 1) =
(s(0),s(1),s(2),..,s(n — 1)), mas aun, a n se le denominara como la longitud de s y se denota
por I(s). En el caso de que n = 0 definimos como A° = {()} donde ) se toma como la sucesién vacia.

El conjunto definido como:
AW — U A"

new
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es llamado el conjunto de sucesiones finitas de A. Si A = w entonces w<% es el conjunto de las
sucesiones finitas de nimeros naturales; generalizando este concepto a un producto cartesiano
numerable infinito obtenemos la siguiente definicion .

Definicion 0.5. FEl conjunto de las sucesiones infinitas de niumeros naturales, denotado por w*,
es la coleccion de todas la funciones de w a w.

Los siguientes resultados son importantes en el desarrollo de nuestro trabajo, ya que seran
utilizados en posteriores capitulos.

Proposicion 0.6. El conjunto w<¥ es equipotente a w.

Demostracion. Sea P el conjunto de los niimeros primos. Sea p : w — P la biyeccién garantizada
en ZF. Definamos a f : w<“\{0} — w como sigue: f(z) = p(0)* - p(1)** - --- - p(l(z) — 1)%u=)—1
donde x = (zo, 21, , Ty(x)—1)-

Veamos que f es inyectiva. Sean x,y € w<“\{0} distintos; si [(z) # {(y) entonces f(z) # f(y)
debido a la unicidad de la descomposicién en potencias de primos. Ahora, si I(x) = I(y) definimos
aA={m<l(z):z(m)#x(m)}; sea A 79 () ya que z,y son distintas, por lo tanto, existe k < [(x)
tal que k = min(A) por lo que p(k)*®) # p(k)¥*) y por la unicidad de la descomposicion de
primos se implica que f(x) # f(y), por lo tanto f es inyectiva.

Ahora, tomemos a g : w = w<* dada por g(n) = {(0,n)} para cada n € w, ya que g esta bien
definida y es inyectiva, se concluye que, w es equipotente a w. |

Teorema 0.7. Los conjuntos 2¥ y w* son equipotentes.

Demostracion. Dado que 2 C w“ entonces tomamos la funcién inclusién la cual es inyectiva, por
lo tanto [2¢| < |w*|.
Ahora definamos a f : w* — 2“ como sigue

1 siexiste m € wtal que n =" z(i) + m

ﬂﬂm%{ (1)

0 en otro caso

Veamos que f es inyectiva. Sean z,y € w* distintas. Sea A = {i € w : z(i) # y(i)}, es claro que
A # () por ser z distinta de y, por lo que A tiene minimo. Sea k = minA. Notemos que z(n) = y(n)
para cada n < k. Luego supongamos sin pérdida de generalidad que z(k) < y(k).

Definamos [ = Zk x(4) + k, entonces por definicion de f, f(z)(l) = 1. Para demostrar que
f(z) # f(y), basta ver que para cada m € w se tiene que I # >, y(i) + m. Tenemos dos casos:

Sim < k, se deduce que z(i) = y(i) para cada i < m por lo que

Zy(iﬂ- :Z +m<Zy Y+ k=1

=0 =0

k k m m
l= Z:z:(z)+k < Zy(z) +k< Zy(z) +k< Zy(z) +m
=0 =0 1=0 =0

por lo que I # > y(i) + m.
Entonces, se concluye que >~ 0 ¥(i) +m # [ para todo m € w, de lo cual se sigue que

fy)l) =0#i= f(x)(D),

por lo tanto f es inyectiva. |
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Lema 0.8. Si A es equipotente a A’ y B es equipotente a B’ entonces AP es equipotente a AP

Demostracion. Sabemos que existe f : A — A’ y g : B — B’ funciones biyectivas y sea F : AP —
A" definida como sigue: si k € AB, sea F(k) = h donde h: B — A’ es tal que h(g(b)) = f(k(b))
para todo b € B. Entonces F' es biyectiva. |

0.1. Espacios Topologicos

Recordemos que un espacio topologico es un par ordenado (X, 7) donde X es un conjunto y 7
una familia de subconjuntos de X, que cumplen las siguiente propiedades:

a. Para toda {A;}icr C7, U, 4i € 7.

i€l

b. Para toda {A;};c; C 7 con I finito, (),.; A; € 7.

icl

Los elementos de X se llaman puntos y los elementos de 7 son llamados conjuntos abiertos de
(X, 7). Decimos que un conjunto A C X es cerrado si X\ A € 7.

Definicion 0.9. Sea (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X.

1 El interior de A en (X, 1), que denotaremos por int(A), es la union de todos los conjuntos
abiertos de (X, 1) contenidos en A.

2 La cerradura de A en X, denotada por clx(A), se define como la interseccion de todos los
conguntos cerrados de (X, T) que contienen a A. Cuando no haya confusion sobre el espacio
en el cual se toma la cerradura del conjunto A, ecribiremos simplemente A, para referirnos
a la cerradura de A.

En algunas ocasiones la familia de abiertos de una topologia suele ser basta y dificil de manejar,
por lo que es interesante plantearse si ésta se puede describir de una forma méas simple, si podemos
encontrar subfamilias de abiertos mas sencillos con la capacidad de poder regenerar mediante
operaciones conjuntistas bésicas todos los abiertos del espacio. Este es el objetivo de la siguiente
definicion.

Definicion 0.10. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y B C T, se dice que [ es una base de T, si
para todo O € T existen un conjunto de indices I y {b; :i € I} € 8 tales que

0={JB.

iel
Una caracterizacion de las bases muy utilizada es la siguiente proposicion.

Proposicion 0.11. Si (X, 1) es un espacio topoldgico y  C 7. Entonces, 5 es una base de T si y
solo si, para toda U € T y para toda x € U existe B € § tal que x € B C U.

Dado un conjunto X, sin estructura topolégica, es posible a partir de una familia 5 de subcon-
juntos de X, dotarlo de una topologia.

Teorema 0.12. Si X es un conjunto y  C P(X) entonces son equivalentes:
a. B es una base de una topologia T en X.
b. B satiface:

i. Para toda © € X existe B € (3 tal que x € B.
i1. Para todo B,C € B y para toda x € BN C existe B, € B tal que x € B, C BNC.
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Ademas, el concepto de base no es la Gnica manera de conocer una cierta topologia mediante
una cierta familia de abiertos.

Definicion 0.13. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y v una familia de subconjuntos de X, se dice
que v es subbase de T si

B(v) = ﬂ Bj : Bj € v para todo j € J,J finito
jedJ

es una base de T.

Una vez establecidos estos conceptos, introduciremos la topologia producto, la cual sera impor-
tante para el estudio.

Definicién 0.14. Sea {X, : a € J} una familia de espacios no vacios y X = [[,c; Xo. Dada
a € J, definamos la funcion m, : X — Xg, definida por m(x) = X (o) para toda z € X.

Sabemos que necesitamos AC para asegurar que X # (), sin embargo, podemos considerar al
conjunto (), como un espacio topoldgico.

Definicion 0.15. Sea {X, : a € J} una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios. La

topologia producto del espacio X =[] c; Xa, s la que tiene como subbase a la familia

{77 (U,) s a € J y Uy, es abierto de X, }.
De modo que, por la definicion 0.13, una base para la topologia producto es:

{ ﬂ 7, (U,) : F C J, F finito, y U, es abierto de X, para cada a € F}.
a€F

Ademas no es dificil verificar que

65" (Us) = [ Ba

acJ

donde Bg = Ug y B, = X, para cada a € J\{3}.
Ahora supongamos que U es un basico de X entonces

U= ngl(Ual) N W;QI(UQQ) n---N W;j(Uan)a

donde ay,aq9, -+ ,a, € J y U, es abierto de X, para cada i € {1,...,n}. Por lo anterior se tiene
que
bort Uay) N ) (Uay) N oo N3 (Ua,) = [ s
reJ
donde C,, = U,, para cada i € {1,2,...,n} y C, = X, para cada r € J\{a1,aa,...,a,}, y como
dentro de cualquier abierto, existe un béasico que estd contenido en él. Por lo que, se obtiene el
siguiente resultado.

Lema 0.16. Sea {X, : « € J} una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios. Entonces
la coleccion
B={]] Ba: Ba € Ba,Ba = Xq siaw ¢ F,F C J, F finito },

acJ

donde B, es base de T4 para todo a € J, es una base para el espacio producto. Dicha base se le
conoce como la base candnica.
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0.2. La topologia de w"

El objetivo de esta seccion es dar una descripcion de la topologia de w*. En la seccién anterior,
vimos la topologia producto de una cantidad infinita de espacios topologicos, pero debido a que
no suponemos AC, no garantizamos que el producto de conjuntos no vacios sea no vacia. Sin
embargo, ésto no va a suponer algin problema a la hora de trabajar con los productos topologicos
numerables, ya que las propiedades que necesitamos de los productos numerables son demostrables
en ZF+DC. Empecemos recordando algunos conceptos necesarios.

Sis e A" y m < n, entonces s|m = (Sg, ..., Sm—1). Si 8,t son sucesiones de w, decimos que s es
un segmento inicial de ¢ o bien que t es una extension de s denotado por s C ¢, si s = t|m para
algin m < [(t). Notemos que @) C s para toda sucesion finita.

Definicion 0.17. Sean s,t € A<¥, la concatenacion de s y t denotada por s™t, es definida por

(i) = s(1) st <1(s)
St =) sil(s) <d<I(t)+1(s)

es decir, si l(s) =n y l(t) = m entonces
st =(s(0),...,s(n — 1),¢(0),...,t(m — 1)) € A"+,
Para s € w<¥ y x € w¥ la concatenacion s x se dard por

s(i)  sii<lI(s)

sali) = {m(z’) sil(s) <.

Notemos que si s € A" conn € wy a € A, entonces
Sr\(a) = (S(O), 3(1)7 T ,S(Z(S) - 1),(1).

Definicion 0.18. Sean A un conjunto no vacio y s € A<¥. Se define el conjunto (s) = {x € A¥ :
s Cx} al cual llamaremos cono generado por s.

Observemos que s C ¢ siy s6lo si (t) C (s). Ademés (s)N(t) =0siysdlosisZtytZs.

Los conos generados por los elementos de A<%, estan estrechamente relacionados con la topo-
logia producto de la siguiente forma.

Tomemos al conjunto no vacio A con la topologia discreta, por el Lema 0.16 una base para el
producto topologico A% es la colecciéon

{II Bn:Bn € Bn.Bn =A% sin¢ J,J Cw,J finito }

new

donde B, = {{z} : © € A} para todo n € w, ya que, es un base para la topologia discreta, por
tanto | B, |= 1 para una cantidad finita de n y B,, = X,, para los demas n. Dicho esto podemos
probar el siguiente resultado el cual nos dara la descripcion de la topologia de A“.

Proposicion 0.19. El conjunto {(s) : s € A<} forma una base para el espacio topoldgico A“.

Demostracion. Sis € A<, entonces existe n € w tal que s € A™, definamos una familia de abiertos
{Bi}icw donde para cada m < n, By, = {8} y si m > n, B, = A, entonces [],, .., Bn C (s).
Luego, si [, ., Bn es un basico canénico del espacio producto A“ y para todo n € J se tiene
que |B,| = 1 donde B,, € f3,,, podemos tomar a ng = max.J entonces si para cada m € w tal que
m < ng eligimos z,, € B, y a s:ng+ 1 — A una funcion tal que para cada m < ng, s(m) = @,
entonces (s) C [[,,c., Bn-
[ |
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Si consideramos a A = w, entonces obtenemos la siguiente definicion.

Definicion 0.20. El espacio w“ con la topologia T que tiene como base candnica a la familia
{< s >15 €w<¥}, se le conoce como el espacio de Baire.

A partir de ahora, cada vez que tomemos a w*, lo estaremos considerando como el espacio de
Baire.

Ahora, pasemos a dar algunas propiedades sobre continuidad y convergencia en w®, que seran
de gran ayuda posteriormente.

Teorema 0.21. Una funcion f:w* — w® es continua en x € w* si y sélo si para todo s C f(x),
existe t C x tal que s C f(y) para todo y € (t).

Demostracion. =] Sea s C f(x), como f es una funciéon continua en x, entonces para el conjunto
basico abierto (s), existe un conjunto abierto U € w* el cual cumple que z € U y f(U) € (s).
Dado que U es abierto entonces existe ¢ € w<*“ tal que = € (t) C U, por lo tanto para todo y € (t),
f(y) € (s), lo cual implica que s C f(y).

<] Sea V un conjunto abierto en w* tal que f(z) € V, entonces existe s € w<* tal que
f(z) € (s) C V. De lo cual se deduce que s C f(z) y por lo tanto existe t C = tal que s C f(y)
para toda y € (t), es decir z € (t) y f((t)) € (s) CV, donde (t) es un conjunto abierto basico. Por
lo tanto f es continua. |

Teorema 0.22. Sean x € W* y (Tp)new una sucesion de elementos de w* tal que para todo k € w
x (1) = x(7) para cada i =0, ...,k — 1. Entonces x,, converge a x.

Demostracion. Sea U un abierto en w® tal que x € U, entonces existe t € w<* tal que z € (t) C U,
tomando a ng = I(s), sabemos que para toda k > ng, se tiene que x(¢) = x(¢) con i = 0,...,k — 1.
Por lo tanto zj, € (t) C U para toda k > ng. [ ]

0.3. Conceptos de teoria de la medida

La medida de Lebesgue tiene un papel importante en esta tesis, més especifico, con los conjuntos
Lebesgue medibles. Usaremos el Axioma de Eleccion para demostrar la existencia de conjuntos que
no son Lebesgue medibles.

Sabemos que la longitud de un intervalo de la recta real es la diferencia, en valor absoluto, de
sus puntos extremos:

Z((a,0)) = Z((a,0]) = Z([a,0)) = Z([a,b]) =b—a

Parece natural extender la nocién de longitud a conjuntos de puntos de la recta real més
complicados que los intervalos. Varios matematicos tratarén de abordar este tema, pero fue Henri
Lebesque, quien dijo que en el caso de la recta real, lo verdaderamente importante es preguntarse,
si existe una funcion m, llamada medida, tal que a cada conjunto acotado de ntmeros reales le
asocie un nimero real no negativo, y que cumpla las siguientes caracteristicas:

a) m no es la funcion constante 0.
b) Para todo intervalo I de R, se cumple que m(I) = Z(I).

c) Para cada A € P(R) y r € R, entonces m(r + A) = m(A), donde r+ A = {r+a:a € A}.
Esta propiedad recibe el nombre invariancia bajo traslaciones.
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d) Si {A, : n € w} es una coleccion de conjuntos ajenos por pares cuya uniéon es un conjunto

acotado de reales, entonces
m(| ] A4,) = Z m(an).

new new
Para referirnos a esta propiedad, diremos que m es g-aditiva.
Notemos que un resultado consecuente de las propiedades anteriores es el siguiente: si A, B C R
tales que A C B, entonces p(A) < u(B).
Este problema, planteado en la tesis doctoral de Lebesque, se le conoce como el Problema de

la medida. Lebesgue tratdé de dar una respuesta afirmativa a este problema, construyendo una
funciéon que cumpliera con las caracteristicas antes mencionadas.

A continuaciéon daremos la construccion clasica de la medida de Lebesgue, asi como algunas
propiedades y problemas a los que Lebesgue se enfrent6 al construir su funcion. los resultados que
no sean demostrado se pueden colsultar en [2] y [8].

Lebesgue partio del hecho de que, lo inico que sabemos “medir” son intervalos, ademéas cualquier
subconjunto de nimeros reales, se puede cubrir mediante uniones numerables de intervalos y como
queremos que la funcién m sea o-aditiva, entonces propuso la siguiente funcion.

Definicion 0.23. Definimos la funcion p* : P(R) — [0, +00] como:

M*(A) = an{zg(j) : {IN}TLvaA c U [n}v

neN neN

donde {I,}new €s una sucesion de intervalos en R. A u* se le llama medida exterior.
De manera inmediata obtenemos algunas propiedades.
Proposicion 0.24. Sea p* la medida exterior de Lebesgue, entonces se cumple:
» 1*(0) =0.
s Monotonia: Si A C B, entonces pu*(A) < p*(B).

v Subaditividad: Para toda sucesion (A, )nen en P(X) se tiene que

pr (U 4An) <D i (An).
neN n=1

w Si I es un intervalo no vacio en R, se tiene que p*(I) = Z(I).

Recordemos que Lebesgue construy6 esta medida para generalizar la nocion de longitud de los
intervalos a conjuntos mas complicados de nimeros reales. Recordemos que una propiedad de los
intervalos es la siguiente: si consideramos al intervalo I y a una traslacién de este conjunto por un
ndmero real ¢, es decir, c+ I = {¢+ I : € I}, la longitud de ambos conjuntos sera el mismo
namero real £ (I) = ZL(c+ I). A esta caracteristica se le llama invarianza bajo traslaciones. No
es dificil verificar que p* también es invariante bajo traslaciones.

Teorema 0.25. Sea A C R un conjunto y sea p* la medida exterior, entonces para todo ¢ € R se
tiene que pu*(c+ A) = p(A).
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0.3.1. Conjuntos Medibles

Los resultados anteriores establecen que la medida exterior x* cumple las condiciones del pro-
blema de la medida salvo la o-aditividad ya que s6lo tenemos que p* es subaditiva, sin embargo,
el hecho de que no hayamos podido probar la aditividad numerable de p* no significa ain que no
exista una manera de demostrarla; un intento para resolver ésto es restringirnos a ciertos conjuntos
donde p* sea g-aditiva. Veremos que tal restriccion existe y que su construccion se basa en una
simple, aunque notable, condicion debida a Carathéodory.

Definicion 0.26. (Carathéodory) Un conjunto A C R se dice Lebesgue medible si para todo B C R
i (B) = i (BN A) + 1 (B\A).
Denotaremos por M a la familia de los conjuntos Lebesgue medibles.

En ocasiones diremos simplemente que un conjunto es medible para referirnos a que es Lebesgue
medible.

Observaciéon 0.27. Sabemos que B = (BN A) U (B\A) para cualesquiera A, B C R, y como p*
es subaditiva entonces

p*(B) < p*(BNA) + p*(B\A).
Por lo tanto, para que un conjunto A sea medible, sélo basta que para todo B C R se cumpla:
i(B N A)+ 1" (B\A) < u*(B).

Notemos que M es no vacio, ya que R, ) € M. Ademas, dados J, un intervalo, ACR, ¢ >0y
{I,}new una sucesion de intervalos tales que

ALy Y 2(IL) <p'(4A) +¢

new new

entonces ANJ C U, c,(InNJ)y A\J € U, c,,(In\J). Por la Proposicion 0.24 tenemos que:

prAn D) <p (U @n ) <3 w () = 3 20 d)y

p(AN) < (U AT < D7t (1A\T) = - 2(1,\J).

La ultima igualdad se debe a que I,, N J, I,\J son uniones numerables de intervalos disjuntos
para toda n € w. Entonces por las desigualdades anteriores se tiene que para todo € > 0

PHANT) + p (A\) <> L1 N J) + L(1\J)

new
<Y ZL(I)
new
< u(A) +e
Por lo tanto, u*(A N J) + p*(A\J) < p*(A). Entonces, por la observacion 0.27, se concluye

que J es medible. Ademas, a partir de cémo estan definidos los conjuntos Lebesgue medibles, es
claro que si A € M entonces R\A € M.

Definamos un concepto de gran importancia, el cual nos ayudara para saber méas de los conjuntos
medibles y sus propiedades.
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Definicion 0.28. Sea X un conjunto no vacio. Una familia A C P(X) se llama una o-dlgebra si
cumple:

s XA,
w si A€ A, entonces X\ A€ A, y

w si {A, :n €N} CA, entonces |, . An € A.

neN
El ejemplo més sencillo de una o-algebra es P(X), por lo que da lugar a la siguiente definicion.
Proposicion 0.29. Dada una familia S de subconjuntos de X, entonces el conjunto
AS)=N{A: A es o-algebra y A C A}
es una o-dlgebra, la cual llamaremos o-dlgebra generada por el conjunto S.

Veremos a continuaciéon que M es una o-algebra. Esto seré de gran ayuda ya que no basta que
w* sea g-aditiva, sino que también los conjuntos medibles se porten bien entre si.

Teorema 0.30. La familia de conjuntos M es una o-dlgebra. Mds ain p*|pm es o-aditiva.

Demostracion. Probemos en primer lugar que M es una o-algebra. Ya vimos que R, ) € M y que
si A € M, entonces R\ A € M. Consideremos Bj, By € M, demostremos que By U By € M, para
ello sea A C R, entonces tenemos que:

AN (ByUBy)| + w[ANR\(By U By)] =
AN (B UBy)N By + p*[AN (B UBy) NR\By] + p* [ANR\(By UBy)] =
p*[AN B+ p*[AN By NR\By| + p*[ANR\Bs NR\By] = p*[AN By] + p*[ANR\By] = p*(A).

Por otra parte, observe que si E, F' € M son tales que ENF =0 y A C R, entonces como E es
medible se tiene que:

PAN(EUF) = [AN(EUF)NE]+p* [AN(EUF)NR\E] = p*[ANE] + p*[AN F)

Mediante un proceso inductivo podemos obtener, a partir de la ecuacién anterior, que sin € w 'y
{E; € M : i € n} es una coleccion de conjuntos ajenos dos a dos, entonces para todo A C R se

tiene que
i=0 i=0
Ahora, tomemos {E,, : m € w} una familia de conjuntos medibles. Sea E := |J,,c., Em,

Queremos probar que E es medible, para ello definamos la siguiente sucesion: sea By = Ey y
B, = E, N (]R\(U::O1 E;)) para cada n > 1. Entonces, {B, }ncw €s una sucesion de conjuntos
medibles, disjuntos dos a dos y cuya uniéon es E. Luego, con la ayuda de la igualdad anterior, para
cada A C R ocurre

n n

wian (UB)+wian ®\(|B))

=0 =0

1 (A)

n

= Y (ANB)+p (An([R\B:))
i=0 =0

= Y (ANB) +p (AN ([ R\B)))

=0 =0
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y tomando el limite cuando n — oo
prA) = Y (ANB) +p[An (R\(| Bi))]
S €W

wian (U B +wian ®\(U Bi)] = w'(4),

S 1EwW

Y

por lo tanto (J,c,, £ = U;c,, Bi € M. Se concluye que M es una o-algebra. Mas atin, dado que
para todo A C R ocurre que

() =3 (AN B+t [An R\ B))),

eligiendo A = |J,.,, B; se cumple que p* es o-aditiva en M.

1EW

Con esto hemos logrado definir una funcién que en su dominio cumpla con lo requerido en el
problema de la medida, esto da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 0.31. Sea p: M — [0,00] la funcion definida como pu(X) = p*(X) para todo X € M.
A esta funcion se le conoce como la medida de Lebesgue.

La medida de Lebesgue no sé6lo es capaz de medir a los intervalos abiertos, sino también a todas
la uniones numerables de estos intervalos, es decir, a los conjuntos abiertos. Ademés como M es
una o-algebra, también podemos medir a todos los conjuntos cerrados.

Proposicion 0.32. Dada una familia S de subconjuntos de X, entonces el conjunto
AS)=N{A: A es o-algebra y A C A}

es una o-dlgebra, la cual llamaremos o-dlgebra generada por el conjunto S.

Definicion 0.33. Sea B = {I € R : I es un intervalo abierto} entonces, a la o-dlgebra generada
por B se le llama como la o-dlgebra de Borel de R.

Debido a la importancia de esta o-algebra, la denotaremos como B para referirnos a ella. Asi
mismo, decimos que X es un conjunto Boreliano siy s6lo si X € B. El siguiente teorema establece
que los conjuntos borelianos son medibles.

Teorema 0.34. Todos los conjuntos borelianos son Lebesgue medibles.

Demostracion. Sabemos que para todo intervalo abierto I, este es medible, entonces B C M, por
lo tanto B C M.
|

Introducimos ahora una clase de conjuntos muy importantes en la Teoria de la Medida. Estos
son los conjuntos de medida nula

Definicion 0.35. Sea A C R tal que p*(A) = 0. Entonces decimos que A es un conjunto de
medida nula.

Proposicion 0.36. Si A es un conjunto de medida nula, entonces A € M y u(A) = 0.
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0.3.2. AC y Medida

El Teorema 0.30 establece que i es una funciéon como Lebesgue queria en el problema de la
medida, sin embargo no nos dice si dom(u|r) es 0 no un elemento de P(R). No fue hasta 1905,
cuando Giuseppe Vitali en la publicacién de un articulo, demostraba que la funcién que cumpliera
con las condiciones que pide el problema de la medida, no podia tener como dominio a todo el
conjunto P(R). Para demostrar ésto, Vitali construyd, con ayuda de la formulaciéon formal del
Axioma de Eleccion dada por Zermelo en 1904, un conjunto que no podia estar en el dominio de la
funcion que pedia Lebesgue en el problema de la medida. A continuacion daremos la demostracion
de Vitali. Primero definamos algunos conceptos importantes.

Definicion 0.37. La relacion ~ en R, estd dada por x ~y si y sélo six —y € Q.

Es facil probar que la relaciéon ~, es una relaciéon de equivalencia. Entonces el conjunto cociente
R/ ~ es una particion de R, utilizando AC, sabemos que existe un conjunto que tiene exactamente
un elemento de cada clase de equivalencia. A este conjunto se le conoce como el conjunto de Vitali.
La siguiente proposicion establece algunas propiedades para este tipo de conjunto.

Proposicion 0.38. Asimase AC. Si R/ ~ es el conjunto cociente determinado por la relacion
~, entonces se cumple lo siguiente:

a) Para todo C € R/ ~ se tiene que |C| = N,.
b) R/ ~ | =2%0.
Demostracion.  a) Como C # ), podemos tomar g € C, entonces

C={yeR:y~aot={yeR:y=x9+r,re€Q} ={xg+r €R:reQ}. por tanto, como
Q es numerable, se cumple lo requerido.

b) Sea k :=| R/ ~| y supongamos que R/ ~= {C, : « € k}. Como C, N Cf = ) siempre que
«a # [3, entonces

2 =R |=| | Ca|= ) | Co |= max{k,No}

a<k a<k

por lo tanto k = 2%,
|

Si V es un conjunto de Vitali, por la Proposiciéon anterior, se cumple que |V| = 2%0. Ademas,
si para cada ¢ € Q denotamos por V; al conjunto g 4+ V, se cumple el siguiente resultado.

Lema 0.39. Asimase AC. Sean {q, : n € N} una enumeracion de Q , y V un conjunto de Vitali,
entonces para cualesquiera n,m € N con n # m, se tiene que, Vg, NV, = 0. Mds ain,

R = UnEN Vvqn .

Demostracion. Sean n,m € N tales que, n # m. Supongamos que V,, NV, =~ # (), entonces, existen
Un,Um € V tales que g, + v, = ¢m + Um, por lo que v, — Uy = @m — gn € Q. Asi que v, ~ vy,
pero como vy, vy, € V con V un conjunto de Vitali, entonces v,, = v,, por lo que ¢, = ¢, lo cual
implica que n = m, lo cual es una contradiccion.

Ahora, para la segunda parte, tomemos = € R arbitrario. Sabemos que R/ ~ es una particion
de R, por lo que existe un tinico v € V tal que x ~ v. es decir, x — v € Q. Por lo anterior, existe
1 € N tal que z —v = ¢;; luego x = ¢; —v. Por lo tanto, x € V,,. El hecho de que esta representacion
sea lnica se sigue de que vy, Nvg, = () siempre que i # j. |

Después de establecer estos resultados, estamos en condiciones de demostrar que M C P(R).
Mas atn, con la ayuda del Axioma de Eleccién podemos demostar que cualquier funcién m que
satisfaga las condiciones (a), (b), (¢) que nos pide el problema de la medida, no puede ser definida
en los conjuntos de Vitali.
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Teorema 0.40 (Vitali). Asuimase AC. No existe una funcion p: P(R) — [0,1] tal que:

(a) (D).
(b) Sia,beR tales que a < b, entonces pu((a,b]) =b—a = L((a,b]).
(¢) Para cuales quiera t € R y X CR, p(z 4+ X) = pu(X).

(d) u es o-aditiva, es decir, si {X,, : n € N} es una colecciodn de subconjuntos de R ajenos dos

a dos, entonces

neN neN

Demostracion. La prueba se harda por contradiccién. Supongamos que existe una funciéon p :
P(R) — [0,1] que sastiface las propiedades (a), (b), (¢) y (d). Tomemos la ralaciéon de equi-
valencia de la Definicion 0.37, entonces utilizando el Axioma de Eleccion, supongamos que V es el
conjunto de Vitali.

Afirmamos que p(V) > 0. Por el Lema 0.39, si {g,, : n € N} es una enumeracion de Q, entonces
R = Upen Van> con Vo, NV, = 0, siempre que n # m. Por lo que, si u(V) = 0, utilizando la
propidades (¢) y (d), tendriamos que

pR) = p( | Vi) =D 0(Va) = mlgn +V) = (V) =0,

neN neN neN neN

Pero, por otro lado

u(R) = p(R\(0,1] U (0,1]) = p(R\(0,1]) + u((0, 1]) = p(R\(0,1]) +1 >0

lo cual nos da una contradicciéon. Por lo que p(V) > 0.
Ahora notemos que

V= U Vn(n,n+1],
neL

es decir, que V es la unién numerable de conjuntos ajenos. Como p es c-aditiva y u(V) > 0,
entonces existe N € Z tal que
w(VN(N,N+1]) > 0.

Sea W :=V N (N, N + 1], entonces definamos al conjunto W de la siguiente manera:
w:= J (@g+w).
q€QN[0,1]

Como W C (N,N + 1]y ¢ € QN [0, 1], entonces W C (N, N + 2]; Utilizando el Lema 0.39,
tenemos que si ¢, € Q son tales que g # r, entonces (¢+ W) N (r+ W) CV,NV, = 0. Por lo que
W es uni6n numerable de conjuntos ajenos dos a dos; ademés, para cada ¢ € QN [0,1] tenemos
que p(qg+ W) = p(W) > 0, por lo que, al aplicar la o-adictividad de p a W, tenemos que:

W) =p( |J @+W)= > ulg+W)= Y uW)=ox,

q€QN[0,1] q€QNI[0,1] q€QN[0,1]
por lo que
2= (N, N +1]) = u((N, N + 1\W UW) = (N, N + 1\W) + (W) = oo

lo cual es una contradiccion. Se concluye que V' ¢ dom(u), lo cual contradice la definicion de p.
[
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0.3.3. Conjuntos de medida nula

Ahora introduciremos a los conjunto de medida cero y algunas de sus propiedades.

Definicion 0.41. Sea A € R. Decimos que A es un conjunto nulo o que tiene medida nula si
p(A) =0.

Es decir, A tiene medida nula si existe una sucesion (I, )ne, de intervalos abiertos tales que:
ACUnewIn ¥y Donew Z(In) < €. Ademas, si A tiene medida nula, entonces es Lebesgue medible,
es decir, si p*(A) = 0 entonces A € M.

Proposicion 0.42. La union numerable de conjuntos de medida nula tiene medida nula.
En la prueba de la anetrior proposicion es necesario el uso de Axioma de Eleccién Numerable.
Corolario 0.43. Sea A € R. Si para toda n € w, p*(AN[n,n+ 1]) =0, entonces p*(A) = 0.

Proposicion 0.44. Para todo X C R, existe A medible tal que X C A y p*(X) = pu(A). Ademds
cumple que todo conjunto medible Z C A\X, tiene medida nula.

Demostracion. Sea X C R. Tomemos los conjuntos

1
A, = {U : U es abierto, X C U, u(U) < p*(X)+ ﬁ}

Por el Axioma de Eleccion Numerable, existe una sucesion {U, } e, de abiertos tales que U,, € A,
para toda n € w. Sea A =) Upyestalque X C Ay

p(X) < (A) = plA) < u(U) < 1*(X) + 7,

para toda n € w. Por lo tanto u(A) = p*(X).

Ahora probaremos que el conjunto A\X cumple que todo subconjunto medible de él es nulo.
Supongamos que existe Z C A\X medible, tal que u(Z) > 0. Notemos que como Z es medible,
entonces pu(A) = p*(ANZ)+p*(A\Z), Por lo que u(G) —u(2) = p*(A\Z), y tomoamdo en cuenta
que X C A\Z (pues Z C Z\X) tenemos que

H(A) = 1 (X) < 1" (X\2) = p(A) — ul(Z) < p(A) = " (X).

Por lo tanto u(X) < p*(X), lo cual es una contradiccion. [ |

0.4. Esquemas de Souslin y conjuntos analiticos.

El proposito de esta seccion es probar que los conjuntos analiticos son medibles. Comenzaremos
dando una serie de definiciones.

Definicién 0.45. Sea w* con la topologia que tiene como base al conjunto {(s) : s € A<¥} y R
con la topologia euclidian. Entonces A C R es analitico si existe f funcion continua tal que

) = A

Definicion 0.46. Un esquema de Souslin de un conjunto X es una familia de subconjuntos de X
inderada por w<¥, la cual se denota por (Ps)scw<w -

Como vamos a trabajar en R, apartir de ahora s6lo diremos un esquema de Souslin.

Definicion 0.47. Un esquema de Souslin (Ps)scw<w es reqular si s C ¢ entonces Py O Py.
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Si para cada s € N, tomamos a Ny = (s) entonces (N;)sen,<» €s un esquema de Souslin. Ademés
(Ns)sen es regular ya que si s C ¢ entonces Ny = (t) C (s) = N,.

Definicion 0.48. Dado (ps)scw<w, un esquema de Souslin. La operacion de Souslin A, aplicada
al esquema (ps)scw<w, produce el conjunto AsPs = U, c, Npnew Pon.

Si (Ps)scw<w es un esquema de Souslin y definimos a P, = (),c, P, es facil verificar que
(P")sew<w es regular. Mas atn A Ps = AsP.. Esto nos quiere decir que cualquier esquema de
Souslin puede tomarse como regular.

A continuacién vamos a relacionar los esquemas de Souslin con los conjuntos analiticos.

Definicion 0.49. Decimos que un esquema de Souslin (Ps)scw<w tiene didmetro decreciente, si
diam(Py,) — O, para todo x € w*, donde diam(Py,,) = sup{la —b| : a,b € Py, }.

Teorema 0.50. Si A C R es analitico entonces A = A F,, con Fy cerrado, para todo s € w*,
(Fs)scw<w es reqular, con didmetro decreciente y Fs # 0 si A #0)

Demostracion. Sea A C X analitico y supongamos que A # (). Entonces existe una funcién conti-
nua, f:w* — X continua, tal que f(w*) = A. Ahora, tomemos el esquema de Souslin (N;),en<v,
entonces para cada s € N<N definamos a Fy, = f(N,). Notemos que F; es cerrado y regular ya que,
como (Nj)sew<w es regular, entonces s C ¢t implica que Ny O Ny. Por lo tanto f(Ng) D f(V;) de
lo cual se sigue f(Ns) 2 f(IV;) por lo que; Fs O F; y como Ny es no vacio entonces Fy es no vacio.

Luego, como f es continua, si # € w y € > 0, existe V abierto en N tal que f(V) C B.(f(z)),
luego por la forma que tienen los bésicos de la topologia producto, tenemos que existe n € N, tal
que Ngjp, €V, lo cual implica que f(N,) € f(V) € Be(f(x)). Por lo tanto Fy,, = f(Ngn) C
J(V) € Bc(f(x)); entonces para todo # € N y para dado ¢ existe n € N tal que diam(Fy),,) < e.
Dado que (F§)seu<w es regular, entonces para todo m > n se cumple que F,, C Fy),, y por tanto
dim(Fym) < dim(Fy,) < € para todo m > n.

Solo falta probar que A = A Fs. Si x € A entonces existe y € w* tal que f(y) = z, pero como
y € Ny|,, para toda n € w, entonces se cumple que = = f(y) € f(N,,) para toda n € w, por lo

que x € mnew f(Ny|n) = nnew Fy|n

Ahora si x € A F, entonces existe y € w* tal que x € (), o, Fy|, = Npew f(Nyn). Dado que
para cada n € w, x € f(N,,), entonces existe (rx)re., una sucesion en f(Ny,) que converge a ,
es decir, existe kg € w tal que para todo k > kg se tiene que d(x,xy) < 2% Luego construimos
otra sucesion (rp)nc, con z, € f(Ng,) para cada n € w. tal que para todo n se cumple que
d(z,z,) < 2% = 27". Luego para cada n € w, tomamos y, € Ny, que cumpla que f(y,) = Ty,
entonces tenemos que (Y, )ncw converge a y, y como f es continua entonces x, = f(y.) = f(y),
por contrucion, (x,)necw converge a x, entonces tenemos que x = f(y) con y € w*. Se concluye que

z € f(w¥) = A. [ ]

Ahora daremos dos construcciones de esquemas de Souslin a partir de otros que seréan de gran
ayuda para nuestros propoésitos.

Definicién 0.51. Sean n € w y s,t € w™. Diremos que s < t si y solo si para todo i < n, se
cumple que s(i) < t(7).

Definicion 0.52. Sea (Ps)sew,<w un esquema de Souslin, para cuales quieran € w, s € w" defini-

mos los conjuntos

z;z|n<s i€w

Qs: U P

tewn t<s
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Notemos que (Q%)scw<w ¥ (@s)scw<w son esquemas de Souslin. Ademéas por la forma en que
estan definidos, si s € w<“ entonces Q°, Qs € A, P,

Teorema 0.53. Si (Ps)scw<w un esquemas de Souslin reqular entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

1. (Qs)scw<w, (Q%)scw<w son regulares.

2. Q° C Qs para cualquier sucesion finita s € W<,
3' QS = UnEw QSA”'
4. Q@ = AsPs-

Demostracion. 1) Sean s,t dos sucesiones finitas tales que s C ¢ y supongamos que [(s) = n,
[(t) = k. Primero probemos que (Qs)scw<« €s regular. Sea p € @y, lo cual implica que existe
r € w* tal que z|t y p € P,. Ahora, dado que s = t | n, se cumple que z|n < tjn = s. Mas atn,
P € Py, ya que zln C x, p € Pp y (Ps)scww es regular. Por lo tanto existe x|n € w™ tal que
zln<sypé€ P, porloquepe Qs.

Ahora probemos (Q%)se, <« es regular. Sea p € Q!, entonces existe x € w* tal que z|k <ty
p € Pp); para cada i € w. Luego, como s = t|n se cumple que z|n < t|n = sy p € P,); para todo
i € w. Hemos probado que p € Q°.

2) Sean n € wy s € w" elijase p € Q°. Entonces existe € w* tal que z|n < sy p € P,); para
cada i € w. En particular p € P,,, lo cual implica que p € Q.

3) Supongamos que s € w™. Si p € Q°, entonces existe x € w¥ tal que zlm < sy p € Py
para cada i € w, si tomamos a ng = z(m), obtenemos la sucesion finita s ng la cual cumple que
z|(m+1) < s7ng y p € Py); para todo i € w. Entonces p € Q* ™ por lo que p € Uncw Qs .

Ahora si p € U, c,, Q® ™, entonces existe ng € w tal que p € Q° "°. Luego, existe € w*

tal que 2 | m+1 < s7ng y p € P,; para todo i € w. En particular z[m < s. Se concluye que p € Q°.

4) Por 3) tenemos que Q° = Unco Q) entonces probemos que Q¥ = A, P,. Si p € Q” entonces
existe ng € w tal que p € Q™) C A,P,.

Ahora, si p € A,Ps entonces existe z € w* tal que p € P,|; para todo i € w. Si definimos a
ng = |1, es claro que z|1 < (ng). Entonces p € Q("), por lo tanto p € Q. |

Proposicion 0.54. Sea (Ps) un esquema de Souslin reqular. Si consideramos el esquema de Souslin
(Qs)scw<w, entonces AsPs = A,Qs.

Demostracion. C] Notemos que si s € w<* entonces Ps C Q. Luego, si p € AsPs, existe z € w®

tal que p € Py, € Qun, Por lo que si y = z, se tiene que p € A,Qs.

D] Sea p € A;Q;. Entonces, existe z € w tal que p € Qz|n para toda n € w. Deseamos encontrar
un y € w* tal que p € Py, para todo n € w.

Observemos que, para cada n € w, por definicion p € Q,,, entonces existe al menos una sucesion
finita t,, < z|n de manera que p € P, . Por tanto, si definimos 7' = {t € w<¥ : t < z|l(t) y p € P;},
se concluye que |T'| = Ng.

Fijamos t € T y definamos T; = {s € T : ¢t C s}. Construyamos recurcivamente una sucesion
y = (Y0,¥1,-..) que cumpla que (Yo, Y1, ¥n) € T ¥ [Tyo,y1.....yn)| = No para toda n € w, como
sigue. Comencemos buscando yo € w, de tal forma que (yo) € T y |T(yo)| = No. Dado que
T = Urixo Ty, y |T| = Rg, entonces existe 79 € w tal que |T(,)| = Ng y ro € T, por lo que
tomamos a yg = rg.
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Luego, supongamos que ya tenemos (Yo, y1, .., Yn—1) < z|(n — 1) tal que (yo,...,;yn-1) € Ty
I Ttyo,....yn—1)| = No, como se cumple que Ty, .y 1) = U.<o. Ttyo.....yn_1.r), ENtONCES existe 7, € w
tal que [T(yo... yo_1.r)| = No Y (Y0, Y15 s Yn—1,7) € T, por lo que tomamos a y, = ,. Entonces,
la sucesion y = (yo, y1, ...) satisface que p € P, para todo n € w, por lo tanto p € A,P;. [ |

Recordemos que el propdsito de esta seccidon es probar que los conjuntos analiticos son Lebesgue
medibles. Ya hemos demostrado que cualquier conjunto analitico se puede escribir como la opera-
cion de Souslin aplicada a un cierto esquema de conjuntos cerrados; ademas sabemos que todos
los conjuntos cerrados son conjuntos medibles. Por tanto, si logramos probar que la condicion de
los conjuntos Lebesgue medibles es cerrada bajo la operacion de Souslin, obtendriamos que los
conjuntos analiticos son medibles.

Teorema 0.55 (Saks). Sea u la medida de Lebesgue en R. Entonces, la coleccion de los conjuntos
Lebesgue medibles es cerrada bajo la operacion de Souslin.

Demostracion. Sea (Pg)gscw<w un esquema de Souslin de conjuntos medibles. Sin pérdida de ge-
neralila podemos suponer que (Ps)se,,<« es regular y elijanse a (Qs)scw<e ¥ (QF)scw<w como en
la Definicién 0.52. Sea P = A P;, por la Observacion 0.27, basta demostr que se cumple que
w*(A) > p*(AN P) 4 p*(A\P), para todo A C R.
Si p*(A) = oo, entoncese cumple lo requerido, por lo que, supongamos p(A) < oo, para todo
B C R definace
pwi(B) =inf{p* (ANC): B CC,C es medibles}.

Notece que p* (B) esta bien definido. Ademas, para cualquier sucesion {Bj,}ne. de conjuntos
creciente, se tiene que p*(A N U,c, Bn) < 154(U, e, Bn) lo cual se sigue del hecho de p*(A N
Uncw Dn) =2 o (AN Dy,), donde { Dy, }ne., una sucesion de conjuntos medibles ajenos dos a
dos.

Ahora fijamos ¢ > 0. Usando lo anterior podemos definir € w* recursivamente de tal modo
que 15 (QW)) > p* (AN P) —e =2,y p5(Q1"H) > 1 (Q"") — e = 2! sin > 1. Luego, para
n>1, p (AN Qy) > w5 (Q*") > u* (AN P) — ¢, ya que, Q*I" C Quln Y Qu|n s medible (por ser
union numerable de medibles). Entonces:

1 (A) = W (AN Qup) + 1" (A\Qgjn) = 1 (AN P) + p" (A\Qqjn) — €.

Como {Q4|n fnew es decreciente y [, ¢, Qzjn € AsQs = AsPs = P, tenemos que {w“\Qy|n fnew

es creciente y UnEw ww\Qx\n 2 Ww\Pa entonces :U'*(A\QQLM) - :u* (A N U(ww\Qan) > u* (A\P)v y
por lo tanto p*(A) > p*(AN P) + p*(A\P) — e. Dado que € es arbitrario, hemos terminado. W

Corolario 0.56. Todo conjunto analitico es Lebesgue medible.

Demostracion. Sea A C R. Por el Teorema 0.50, A es la operaciéon de Souslin de un cierto esquema
de conjuntos cerrados, y por Teorema (.34, estos son conjuntos medibles y por el Teorema 0.55, se
tiene que A es Lebegue medible. |



Capitulo 2. Consecuencias del
Axioma de Determinaciéon

0.5. Axioma de Determinacion

En los anos 30’s y 40’s, varios matematicos, incluidos Dénes Konig y Laszl6 Kalmar trabajaron
en mejorar y extender la teoria original de Zermelo. Aproximadamente al mismo tiempo, mateméa-
ticos polacos como Stefan Banach y Stanislaw Mazur utilizaron los juegos infinitos para resolver
problemas en topologia pura y teoria de conjuntos. En los afios 50’s, 60’s y 70’s, la teoria de los
juegos infinitos gan6 popularidad después de que Jan Mycielski y Hugo Steinhaus introdujeron el
Axioma de la Determinacion, el cual es una declaracion que contradice el Axioma de Eleccion. Co-
menzaremos dando una deficién formal del Axioma de Determinacion, para la cual seréan necesarias
varias definiciones previas. Comenzanremos definiendo los juegos infinitos.

Definicion 0.57. Sea A C w* arbitrario, el juego infinito asociado a A, denotado por O(A),
como el juego que tiene las siguientes reglas:

= Participan dos jugadores, a los que llamaremos jugador 1 y jugador II; usualmente lo
denotaremos para mayor comodidad como I y I1.

» Eljugador 1 elige( o juega) un nimero natural xo, acto sequido, el jugador 11 elige un nimero
natural yo. Ahora, I elige otro nimero natural x1, a lo que IT responde de nuevo tomando un
nidmero natural yo, y asi sucesivamente. El juego infinito O(A) concluye luego de w turnos.

I H i) T
II || Yo (1
w Sea z := (20,Y0, L1, Y1, ---..) € W la sucesion genarada por turnos de Iy II la cual llamaremos

una partida del juego O(A). El jugardor I gana el O(A), si z € A, en caso contrario el
Juego O(A) lo gana el jugador I1.

Denotaremos por & = (Zp)new @ la sucesion infinita formada por los movimientos de I. Del
mismo modo denotaremos por y = (Yn)necw & la sucesion formada por los movimientos de II.
Ahora definiremos algunos conceptos que nos ayudaran en nuestro estudio.

Definicion 0.58. S, := U, ., w2y S = Unecw w1l Es decir, S, y S; denotardn al conjunto
de todas las funciones de k € w en w, dode k es par e impar, respectivamente.

Definicion 0.59. Una estrategia para el jugador 1 es una funcion:
o:S) = w.

Diremos que I juega mediante la estrategia o, si para cualquier y = (Y;)icw, Sucesion en w formada
por los movimientos de I1, la partida (zo.yo,x1.Y1,....) es de la forma:

19
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Ty — O'((Z))
" Tit+1 = U((£Ovy07 7%7%))

A esta sucesion la denotaremos como o * .

Una estrategia para el jugador II es una funcion:
T:85; = w.

Diremos que II juega mediante la estrategia T, si para cualquier x = (2;)ic.,, Sucesion en w,
formada por los movimientos de 1, la partida (xo.yo,x1.Y1,....) es de la forma:

» yo = 7(x0).
= i = T7((T0, Y0, oes Yio1,T4))-
A esta sucesion la denotaremos como x x T.

Dada una o una estrategia para el jugador I, denotaremosmos por J(o) al conjunto {o * x :
x € w¥} que consiste de todas las jugadas posibles en las que I juega segin o. Similarmente,
J(1):={y*7:y € w} es el conjunto de todas las jugadas posibles en las que IT juega segin .
Claramente |J(o)| = X para cada estrategia o y |J(7)| = N para cada estrategia .

Lema 0.60. Sean A C w*, entonces el conjunto de todas las estrategias para I y el conjunto de
todas las estrategias para II en el juego infinito O(A) son equipotente a w*.

Demostracion. Los conjuntos de estrategias para I y IT son w®» y w® respectivamente. Entonces
bastara probar que S),.S; son equipotentes a w para concluir el lema.

Comenzaremos demostrando que S, es equipotente a w. Sea f : w — w? la funciéon dada por
f(n) = (n,n) . Entonces, f es inyectiva y, dado que w? C S,, se puede definir la funcién inclusion
2 w2 — Sp. Entonces se verifica que la funcién i,z o f : w — S, es inyectiva.

Més atn, sabemos que S, C w<*. Por la Proposicion 0.6, existe una una funcion f : w<¥ — w
biyectiva. Luego, la composicion ig, o f, donde ig, es la inclusion de S, a w<*, es una funciéon
inyectiva, entonces por el Teorema (.3 obtenemos que S, es equipotente a w<“ y la Proposicién
0.8 permite concluir que w es equipotente a .S,.

Ahora, para probar que S; es equipotente a w, tomamos a g : w — w! dado por g(n) = (n)
para cada n € w. Entonces, g es inyectiva y como w! C S; entonces tomando la funcién inclusion
de w! en S;, obtenemos que i1 0g:w —> S, es inyectiva. Luego notemos que S; C w<* y, por un
argumento analogo al parrafo anterior, concluimos que S; es equipotente a w y por tanto w es
equipotente a w®. |

De manera intuitiva, decimos que una estrategia es ganadora si, el jugador que juege mediante
esta estrategia, gane el juego.

Definicion 0.61. Sea A € w¥. Decimos que:
» Una estrategia o es una estrategia ganadora para el jugador I en O(A), si para cualquier

Yy EwY:
oxy € A.

» Una estrategia T es una estrategia ganadora para el jugador IT en O(A), si para cualquier
T EwY:

x*xT ¢ A

Si o es una estrategia ganadora para I, en el juego infinito O(A), es claro que J(o) C A. Ademas,
si 7 es una estrategia ganadora para I en 0(A), ocurre que J(r)NA = 0.
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Definicion 0.62. Un conjunto A C w® estd determinado si y sélo si existe una estrategia ganadora
para I o existe una estrategia ganadora para II.

Dada la anterior definicion ya podemos enunciar nuestro Axioma de Determinacion.

Axioma de la Determinacion (abreviado por AD). Todos los juegos infinitos estan
determinados.

Llegamos al punto principal de este trabajo. Este axioma establece que cada juego infinito
resulta en una victoria para al menos uno de los jugadores y no hay juegos indecisos.

0.6. La incompatibilidad de AE y AD

En esta seccion veremos la incompatibilidad de AD con AE. Primero recordemos unos resultados
importantes que nos seran de utilidad.

Lema 0.63 (AC). Asumase AC. Para todo conjunto X, existe un conjunto bien ordenado (I, <),
que llamamos el conjunto de indice para el conjunto X, de modo que

1) 1] =[X].

2) Para todo a € I, el conjunto {8 € I : B < a} tiene cardinalidad estrictamente menor que
1]

Demostracion. Por el Axioma de Eleccion cualquier conjunto X puede ser bien ordenado, por lo

tanto, hay un orden ordinal « isomorfo a él. Sea x cardinal tal que k = |a| = | X|, es decir el menor
ordinal en biyeccion con « . Como & es un cardinal claramente |k| = k = |a| = |X| y para todo
v < K, el conjunto {8 < K : f < v} = B tiene cardinalidad < k. Entonces (k, €) es el conjunto de
indices deseado. [

Si el lector esta interesado el estudio de los cardinales puede culsultar [4]. Ahora estamos en
posicion de establecer y demostrar que el Axioma de Eleccién contradice al Axioma de Determi-
nacion.

Teorema 0.64. Asumiendo AC. Existe A C w* tal que el juego O(A) no estd determinado.

Demostracion. Sean Est(I) y Est(II) los conjuntos de todas las estrategias para I y II respecti-
vamente. Por los lemas 0.7 y 0.60, estos dos conjuntos son equipotentes a 2¢. Aplicando el Lema
0.63 a 2¥, es posible obtener el conjunto de indices I, de cardinalidad 2% = |2¥| que admite una
biyeccion con Est(I) y Est(II).

Luego podemos indexar al conjunto de las estrategias de I y I, de la siguiente manera:

Est(I)= {0, : a € I}.
Est(I)= {7, : a« € I}.

Construyamos recursivamente los conjuntos A = {a, : € I} Cw® y B={by:a €I} Cw¥, de
la siguiente manera:

Sea o € I, supongamos que ya hemos elegido ag para todo 3 < oy bg para todo 3 < «, entonces
Elijamos a aq y by como sigue. Note que {bg : § < a} estd en biyeccion con {8 € I : § < a},
por lo que tiene cardinalidad estrictamente menor que 2% ( por el Lema 0.63 (2)). Por otro lado,
ya vimos que |J(74)| = 2. Por lo tanto, hay al menos un elemento en J(7,) que no esta en
{bg : B < a}. Tomemos cualquiera de estos elementos y denotemoslo a.

Ahora, hacemos lo mismo para la coleccion {ag : f < a} U{as}. Es posible elegir un elemento
en J(oq) que no esta en {ag : B < a} U{a.}, al cual llamaremos b,. Esto completa la contrucion
de Ay B.
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Afirmamos que A N B = (. En efecto. Tome cualquier elemento a € A. Por construccion,
existe a € I tal que a = a,. Ahora, recuerde que en el “paso «"del procedimiento recursivo, nos
aseguramos de que a, no sea igual a bg para cualquier 8 < a. Por otro lado, en cada “paso "para
¥ > a, nos aseguramos de que b, no sea igual a a,. Por lo tanto, a, no es igual a ningtn b € B,
probando asi la afirmacion.

Veamos que el juego infinito O(A) no estd determinado. Primero, suponga que I tiene una
estrategia ganadora o en O(A). Entonces J(o) C A. Pero existe un o € I tal que 0 = 0,. En
el “paso a"del procedimiento recursivo elegimos a un b, € J(o,) tal que b, € B. Pero por la
afirmacion anterior, b, no puede estar en A, dando asi una cotradiccion.

Ahora, asumimos que II tiene una estrategia ganadora 7 en A. Entoces, J(7) N A = . De la
misma forma, 7 = 7, para algin « € I. Pero en el “paso a"tomamos a a,, € J(7,) tal que a, € A.
lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, el juego infinito O(A) no esta determinado.

|

El anterior resultado muestra que, asumiendo el Axioma de Eleccion, debe existir un juego
infinito que no esta determinado. Sin embargo, la prueba no es constructiva en el sentido de que
no proporciona informacién sobre este juego. Este resultado tiene una naturaleza semejante a las
pruebas de la existencia de un conjunto no Lebesgue medible (conjunto Vitali) y un conjunto sin
la propiedad de Baire.

Ademas, el hecho de suponer AD, en nuestro sistema axiomatico (recordando que estamos
trabajando en ZF+4+DC), estableceria que AC no puedira aceptarse, lo cual pondria en duda
muchos de los resultado en el anélisis Matematicos que se desprenden de él. Sin embargo, tenemos
que AD implica una version més débil de AC, la cual es suficiente para demostrar muchos de los
resultados del analisis matematico que no requieren toda la fuerza de AC. Dicha version es mejor
conocida como el Axioma de Eleccion Numerables. Nos enfocaremos en lo que resta de esta seccion
a demostar este resultado.

Definicion 0.65. El Azioma de Eleccion Numerable sobre X, nos dice: para cualquier familia
{A,, : n € w} de subcojuntos no vacios de X, tienen una funcion de eleccion. Denotaremos dicho
enunciado como AEN.

Teorema 0.66. AD implica AEN.

Demostracion. Sea {A, : n € w} es una colecciéon de subconjuntos no vacios de w*. Consideremos

el juego infinito donde los movimientos del jujagor I estan representados por z = (zg, 1, ), ¥
movimientos del jujagor IT estan representados por y = (yo,y1, -+ ). El jugador IT gana si y solo
siy € Ag,.

Notemos que solo el primer movimiento del Jugador I es importante para el juego, sus otros
movimientos son irrelevantes.

Por AD, este juego esta determinado. Suponga primero que I tiene una estrategia ganadora o
en este juego infinito. Si n = o()) es el primer movimiento de I. No importa qué secuencia y € w*
jugaré el Jugador II, I ganara el juego, lo que implica que y ¢ A,,, para toda y € w*. Esto significa
que A, = (). Pero hemos asumido que este no era el caso.

Por lo tanto, el Jugador II debe tener una estrategia ganadora 7. Luego, defina a f de la
siguiente manera: para cualquier n € w, que f(n) sea la secuencia de los movimientos de I, jugados
de acuerdo con la estrategia 7, si I juega la secuencia (n,0,0,0,...). Como 7 es una estrategia
ganadora, f(n) es un elemento de X,,. Esto es vélido para cada n, por lo que f es una funcion de
elecci’on para {X,, : n € w}.

|

Este principio de eleccion contable es suficiente para muchos resultados matematicos (por ejem-
plo, la unién contable de conjuntos contables es contable), aunque obviamente no para “existe un
buen orden de w*".
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0.7. AD y Medida

Uno de los resultados que probaremos gracias a AD es: todos los subconjuntos de R son
conjuntos Lebesgue medibles. Para probar esto nos apoyaremos en un juego infinito que llamaremos
el juego de los cubrimientos.

0.7.1. El juego de los cubrimientos

Empezaremos a definir las condiciones necesarias para definir nuestro juego infinito. Sean S C
[0,1] y € > 0. Tomemos una sucesion (K, ),e, de conjuntos, donde para cada n € w los elementos
de K, son conjuntos de la forma:

» (G es una unioéon finita de intervalos abirtos con extremos racionales.

» G < o

Notemos que para cada n € w, los K, son numerables, ya que el conjunto de los intervalos
abiertos con extremos racionales se pueden inyectar con Q x Q. Por otro lado. K,, = [, cn Kn,
donde:

K, :={G : G es la union de p intervalos abiertos con extremos racionales y u(G) < segry }-

Ademés como cada K,, se puede inyectar en (Q x Q)? y la unién de conjuntos numerables es
numerable (gracias a ACN), entonces K, es numerable.

Luego, como K,, es numerable para cada cada n € w, entonces tomamos a (G
enumeracion de los elemetos de K.

m

™) meN COIMO una

Por tltimo, tomemos la funcion: A : 2 — [0, 1] definida por

Ln

n
(130,1‘1,...) — Z ot
n=0

No es dificil probar que A es continua. En estas condiciones ya podemos dar las reglas de nuestro
juego de los cubrimientos.

Definicién 0.67. Sean S C [0,1] y € > 0. El juego de los cubrimientos, denotado por O(S,€), estd
definido como sigue:
En cada turno, el jugador I elige 0 o 1, y el jugador II elige nimeros naturales.

I H ly) 1 Z2
I || Yo (1 ()
El jugador I gana la partida (zo.yo,21,Y1,- ) en O(S,€), si se cumple la siguiente condicion:

» A((zg,z1,--+)) € S\ U:O:o Gy, donde

o0

Al(wo,or) = D s

n=0

Los siguientes resultados establecen qué ocurre cuando cada jugador tiene una estrategia gana-
dora.

Teorema 0.68. Sea S € [0,1] y € > 0, entonces si el jugador 1 tiene una estrategia ganadora en
O(S,€), entonces existe un conjunto Z medible con (1(Z) > 0 tal que Z C S.
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Demostracion. Sea o una estrategia ganadora para I. Sabemos que o : S, — N, pero también la
podemos intepretar como:
o:w¥ = w”

definida como o(y) = (zg, =1, ...), donde y = (yo, 91, .--) ¥ (Zo, Y0, Z1, Y1, ...) = 0 *y. Notemos que,
en este caso para todo y € w*, o(y) € 2“. Entonces, si consideramos la funcion A : 2¢ — R,
podemos definir la funciéon f: w* — R como f = Ao 0. Ademas, para cada y € w*, la serie f(y)
va a converger, es decir existe NV € w tal que para todom > N, a < 3.

Afirmamos que f es continua. En efecto, sea y € w entonces por lo anterior, existe k € w tal
que para todo m > k se tiene que

Aol = 3 PO €

Sea Oy, = (y|i) un conjunto abierto basico de y, entonces
o(Or) = {z € {0,1}* : x [k11= 0 (y) |ks1}-

Por lo tanto, se obtiene

F(OR) = Alo(On) = { 3_ 55 + 2li) = 0(y)(i) para i = 0,....k |

n=1

Luego, si z € Oy, entonces f(z) € f(Ox), por lo que:

£) = )] = 1£(2) — Alol))] = | 30 22 - 3~ 2l
n=0 n=0

o 2(n) o~ o)) °°
’ Z 2n+1_z 2n+1‘§‘ 2n+1’ ‘Z 2n+1‘< +2
n=mk+1 n=k+1 n=k+1 n==k
Por lo tanto f es continua. Luego, si Z = f(w*), entonces Z es un conjunto analitico, y por el
Teorema 0.55, Z es medible, y por construcciéon Z C S.
Solo falta ver que u(Z) > 0. Para ello supongamos lo contrario. Si p(Z) = 0, entonces existen
{sn :neN}CRy{r,:neN}CR tales que

oo

€

ZQU(San)YE |rn_8n|<272:60
neN n=0

gracias a la densidad de Q podemos decir s,,r, € Q para toda n € w.

Ahora, como ZZOZO | 7 — sy, | converge, entonces existe my suficientemente grande, que cumple
e} € _
Zn:ml | Tn = Sn ‘< 24 — €1.
Haciendo el mismo procedimiento de manera inductiva, obtenemos una sucesion 0 = mg < m; <
00 € _ | metl
c<my <o talque 3007 [Tn = Sn |< gy = €k. Definamos a Hy, := U5 [ — sn |,
por lo tanto

my+1 m+1 0 €
pC) = (U o= sal) = D Tra=sul< D2 Ir—sn < e = gy
n=my n=mg =Mk

para todo k € w. Por lo tanto, Hy € K paracadan cwy Z C Uzio H;..
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Pero, si IT juega la sucesion (yo,y1,...), tal que H,, = Gy, entonces como I juega mediante o,
se cumple que

fly) € fw*) =2 < | Ha
n=0

Entonces

I
3
M
8
<)
S
S

A(o(y)) € U H,, donde A(o(y))

n=0 n=0
es decir IT gana el juego O(S, €) lo cual es una contradiccion para la estrategia ganadora o. Por lo
tanto se concluye que pu(Z) > 0. [

El siguiente resultado establecen qué ocurre si el jugador I tiene una estrategia ganadora.

Teorema 0.69. Sean S € [0,1] y € > 0. Si IT tiene estrategia ganadora T en O(S,€), entonces
existe un conjunto abierto O tal que S C O y pu(0O) < € (es decir u(S) < ¢).

Demostracion. Sea T una estrategia ganadora para II. Para toda s € 2<% sucesion finta de longitud
n, definimos al conjunto G := Gy C Ky, donde y, = (7*s)(2(n—1)+1). Como 7 es una estrategia
ganadora para II, para cada a € 5, existe z, € 2“ formada por los movimientos de I, tal que

A(z)=ay

aEU{GS:sCaja}: U Gs.

sCxa

Luego, se obtiene lo siguiente
oo
Svg LJ LJ C% - LJ C% = LJ LJ C%-
a€S sCxq sE2w n=1se{0,1}"

Ahora, por la estrategia 7, para cada n > 1, si s € {0,1}", entonces ;1(Gs) < mpy < 5+ Por lo
tanto ‘
LJ (; 22n = 5;’
SG{Ol}n

y como S C U~ Usego,13» Gs, se obtiene que

culJ U @o=u U =Y 5=

n=1se{0,1}" n=1 se{0,1}" n=1

rolm

N

Entonces, p*(S) < e para toda ¢ > 0, por lo tanto p(S) = 0. |
De los dos dltimos teoremas se deduce el siguiente lema:

Lema 0.70. Asumimos AD. Sea S un subconjunto de R tal que para todo Z C S medible tiene
medida nula, entonces S es medible y tiene medida nula.

Demostracion. Esta claro que podemos restringirnos a subconjuntos del intervalo de la unidad; asf
pues supongamos que S C [0, 1] y probemos que p(S) < € para todo € > 0. Sea € > 0 y consideremos
el Juego O(A, €) descrito anteriormente. Entonces como suponemos cierto AD implica que el juego
O(4, €) esta determinado por lo que al menos I o IT tienen una estrategia ganadora. Si I tiene una
estrategia ganadora entonces por el Teorema 0.68 existe Z C S tal que u(Z) > 0 lo cual contradice
la propiedad de S. Por lo tanto II tiene una estrategia ganadora y por el Teorema 0.69 obtenemos
que p(S) <e. [
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Ahora solo queda usar el lema anterior para mostrar que cada subconjunto de ntimeros reales
es un conjunto medibles medible.

Corolario 0.71. Asumiendo AD. Todo conjunto de nimeros reales es un conjunto Lebesque Me-
dible.

Demostracion. Sea X C R. Por la Proposicion 0.44, existe A un conjunto medible tal que A\X
cumple con la hipotesis del Lema 0.70. Entonces A\X es de medida nula, por lo tanto A\X es
un conjunto Lebesgue medible. Mas atn, R\(A\X) también es Lebesgue medible, y como X =
(R\(A\X )) U A, se concluye que X es un conjunto Lebesgue medible. [ |

0.8. La propiedad de Baire

Una propiedad analoga a la propiedad de Lebesgue medible de un conjunto, es la propiedad
de Baire. Al igual que con la propiedad de Lebesgue, del Axioma de Eleccion se deduce que hay
conjuntos de reales sin la propiedad de Baire. Por este motivo, haremos un estudio sobre este tema.

Definicion 0.72. Sea X un espacio topologico y A C X, entonces
e A es nada denso (o denso en ninguna parte) si y solo si int(A) = 0.
o A es denso en X si para todo abierto U en X UN A # ().

e A es magro (o de primera categoria) si es la unidn numerable de subconjuntos nada densos
en X, en otro caso a es un conjunto de sequnda categoria.

e X tiene la propiedad de Baire si existe un conjunto abierto G tal que (A\G) U (G\A) es
magro.

El siguiente teorema exhibe la relacion que existe entre conjuntos nada densos y conjuntos
densos.

Proposicion 0.73. Sean X un espacio topologico de Hausdorff y B C X entonces
X\int(B) = X\B.

Demostracion. Sabemos que int(B) C B, luego X\B C X [(B) y como X \int(B) es cerrado, esto
implica que X\B C X\int(B). Por otro lado supongamos que para algin € N, 2 ¢ X\B. Por
lo que existe un abierto U alrededor de X tal que U N X\B = () es decir x € U C B por lo que
x € int(B). Por tanto z ¢ X\int(B) y asi X\int(B) C X\B. [ |

Notemos que si int(B) = 0 si y solo si X = X\ = X \int(A) = X\B siy solo si B es denso.

Definicion 0.74. Sea X es un subconjunto de w“ y consideremos el siguiente juego llamado el
juego de Banach-Mazur denotado por 0**(X) : El jugador I y II alternan turnos, pero en lugar de
numero naturales juegan sucesiones finitas no vacias de niumero naturales.

I H So S1 52
11 H to t1 ta

Con la condicién de que cumplan con lo siguiente:
Sg CtgCs1 Ct1 CTsgCtyg C v

La secuencia anterior converge a una z € w*. Entonces I gana el juego 0**(X) si © € X y IT gana
siz ¢ X.
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Notemos que el juego que necesitamos no es exactamente como los juegos infinitos de la De-
finicion 0.57, ya que éste requiere que los jugadores jueguen otros objetos naturales en lugar de
nimeros naturales, y la condicién ganadora es bastante sofisticada. Para abordar este problema,
sabemos que w<“ es numerable por lo que existe ¢ : w — w<* biyectiva. Entonces consideremos
al conjunto X** definido como

X ={(zo,Y0,%1,Y1,...) €W | &(x0) C d(yo) C d(x1) C d(y1) C convergeaunxy x € X}

Es claro que I gana el juego O**(X) si y sélo si I gana el juego O(X™**) Asi pues si AD se cumple,
el juego O**(X) esta determinado para todo X C w®

Usaremos ésto para mostrar que cada X C N tiene la propiedad de Baire. Para verlo, nos
ayudaremos ampliamente del siguiente lema.

Lema 0.75. Si el jugador II tiene una estrategia ganadora en el juego G**(X) entonces X es
magro.

Demostracion. Sea Y = w*\X. Asumimos que IT tiene una estrategia ganadora 7 en G**(X).
Decimos que una correcta posicion en el juego 0**(X) es una sucesion p = (sg,tg, ..., Sn, tyn) tal
que sg Cto C ... City, t1 =7(s0) y t; = 7((s0, to, ..., s;)) para cada i =0, 1,...,n.

Afirmacion: Si & € w* y para cada posicion correcta P = (s, o, ..., Sn, tn), con t, C z, existe
sCw<¥tal quet, Csy7(p~s)C x, entonces z €Y.

En efecto: Sea x € w* que cumple con lo establecido en la hipétesis de la afirmacién. Para
empezar, la susecion vacio @), es una posicion correcta en 0**(X), por lo que existe sy € w<¥
tal que 7((s0)) C z. Si tp = 7((s0)), entonces la sucesion (sp,t1) es una posicién correcta lo
cual implica que existe s1 € w<* tal que tg C s1 y 7((s0,%0,81)) € 2. Nuevamente, tomando
t1 = 7((so0, to, $1)), existe so D t1 tal que 7((so, to, S1,t1,52)) C @ y asi sucesivamente. Entonces,
la secuencia sg C tg C s;1 C t; C ... converge a x y como ésta es una partida en la cual I juega
mediante la estrategia ganadora 7, se concluye que = € Y. Esto demuestra la afirmacion.

Ahora, para cada posicién correcta p = (so, to, ..., t, ). Definimos

Fy={zew”:t, Cayr(p~s) L para toda s D x}.

Para cada = € X, existe una posicion correcta tal que x € F},, de lo contrario,  cumplira las
condiciones de la hipotesis de la afimacion, por lo que = € Y, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto

X C U{FP : p es una posicion correcta},

es una uniétn de conjuntos a lo mas numerable.

Veamos que, para cada posiciéon correcta p = (so,to, -+ ,tn), w*\F) es un conjunto denso
abierto en (t,).

Primero probemos que w*\F, es un conjunto abierto. Sea x € w*\F},, entonces t,,  x o existe
s D t, tal que 7(p7Ts) C x. Supongamos que t, € x, por lo que existe m € w tal que t, € x|m,
tomando cualquier y € (x|m), se tiene que t, € x|m C y. Por lo tanto y € w*\ F,, lo cual implica
que (z|m) C w*\F,. Ahora, si asumimos que existe s D t,, tal que 7(p~s) C z, podemos tomar un
m € w, tal que 7(ps) C z. Entonces, para cada y € (x|m) existe s D t,, tal que 7(p~s) C z|m C y,
por lo tanto y ¢ F), , entonces y € w*\F), por lo que (z|m) C w*\F,. Se concluye que w*\F,, es
un conjunto abierto.

Para la densidad de F),, elijase un conjuto abirto basico U en el conjunto abierto (¢,), entonces
existe 7 € w<* que genera a U, lo cual implica que (r) C (¢,). Tomando a s = r, obtenemos que
t, Csys C7(ps) Luego, si y € (r(p™s)), se tiene que s D t, y 7(p~s) C y, por lo tanto
Y € (ta)\Fp, y como y € ((p™5)) C {r) (va que r = s C 7(p™5n)), entonces U N ({ta)\Fy) # 0,
es decir, (t,)\F)p es denso en (t,).
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Luego como para toda posicion correcta p, (t,)\F), es un conjunto denso abierto en (t,,), entonces
F), es nada denso. Se conclye que X es magro. |

Corolario 0.76. Sea X C w”. Si el jugador I tiene una estrategia ganadora en el O**(X) entonces
(s)\X es magro para algin s € w<¥

Demostracion. Si I tiene una estrategia ganadora entonces existe s € w<“ tal que o(f)) = s, es
decir, s es el primer movimiento de I. Ahora, definamos el siguiente juego O**(O(s)\X) : I’ juega
to D s, Il juega sqg D to, I’ juega t; D sq, asi sucesivamente. Luego de w, I’ gana si la secuencia
to C so C ... converge a un = € O(s)\X.

T ‘ to tl t2
Il | S0 51 82
Io)=s S0 51

I | fo f =

Notemos que I tiene una estrategia ganadora en 0**(X) si y solo si el jugador IT' tiene una
estrategia ganadora en 0**(O(s)\X). Por el Teorema 0.75, si IT’ tiene una estrategia ganadora en
O**(0O(s)\X) entonces O(s)\X es magro. [ |

Dados los resultados anteriores, estamos en condiciones de probar el siguiente resultado bajo
AD.

Teorema 0.77. Supongamos AD. Entonces, todo conjunto X C w® tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Si X C w”, entonces el juego Banach-Mazur 0**(X) estd determinado. Si IT tiene
una estrategia ganadora en 0**(X), entonces por el Teorema 0.75, X es magro y por lo tanto X
tiene la propiedad de Baire.

Si I tiene una estrategia ganadora en 0**(X), entonces por Corolario (.76, existe s € w<% tal
que (s)\X es magro, por lo que {(s) : {s)\X es magro } # ). Sea

0= U{<s> : (s)\X es magro }.

Por definicion, O\X es unién numerable de magros, por lo que O\ X es magro.

Queda por demostrar que X\O es magro. Supongamos que X\O no es magro. Tomando el
juego 0**(X\O), entonces por AD, X\O es magro lo cual es una contradiccion, o existe t € w®
tal que (t)\(X\O) es magro, es decir, ((£)\X) U ((t) N O) es magro, lo cual implica que (t) C O
y {t) N O = (t) es magro, lo cual es una contradiccion ya que los conjuntos abirtos basicos no son
magros. Por lo tanto X\O es magro, lo cual implica que X\O U O\ X es un conjunto magro. Se
concluye que X tiene la propiedade de Baire. |

0.9. La Propiedad de Conjunto Perfecto en AD

En esta seccion probaremos que si asumimos AD), la propiedad del conjunto perfecto, que se
cumple para todos los conjuntos de R, antes de verlo recordamos un par de nociones.

Definicion 0.78. Sea A C R, decimos que

= A es un conjunto perfecto si es un conjunto cerrado no vacio y sin puntos aislados.

n A tiene la propiedad del conjunto perfecto abreviada por PCP, si A es numerable o existe un
congunto T C A tal que T es un conjunto perfecto.
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Hacia la demostracion de la hipétesis del continuo, Cantor demostrd que los conjuntos perfectos
tienen la misma cardinalidad de R, ademé&s esperaba demostrar que cada conjunto no numerable
tuviera la propiedad del conjunto perfecto. Sin embargo, usando el Axioma de Eleccién podemos
mostrar que esa afirmacion es falsa. Para ello recordemos algunas nociones necesarias de ntimeros
ordinales (para mas detalle ver [4]).

Proposicion 0.79. Para todo ordinal o existe un tinico nimero natural n(a) y un inico ordinal
limite o(@) tal que o = o(a) + n(a). A o(a) se le llama la parte limite de o y a n(«) parte finita
de a y a o(«), parte limite de a.

Definicion 0.80. Un ordinal a es par (impar) si y sélo si su parte finita es par(impar).
Estamos en condiciones de demostrar la existencia de conjunto que no cumple la PCP.
Teorema 0.81. (AC) Existe un subconjunto de R que no tiene la PCP.

Demostracion. Supongamos que cualquier subconjunto de R tiene la PCP. Por AC, R es bien
ordenado. Sea o = 2% = |R|.

Afirmamos que existen tantos conjuntos perfectos como ntmeros reales. En efecto. Dado que
para todo x € X, (—o00, z] es un conjunto perfecto entonces al menos hay tantos conjunto perfecto
como nameros reales. Por otra parte, como cada conjunto abierto U en R es unién numerable de
intervalos abiertos con extremos racionales, entonces hay a lo més tantos conjuntos abiertos como
funciones de w a Q x Q, y sabemos que |[(Q x Q)| = |w*| = |R| por lo tanto existen, a lo mas,
tantos conjuntos abiertos como reales; ademés, como los conjuntos perfectos son cerrados y por
cada cerrado hay un abierto, se sigue que |R| = [{P : P es perfecto}|.

Entonces, por la afirmacion anterior podemos indexar a la familia de todos los conjuntos per-
fectos P utilizando a « de las siguientes formas:

P={P,:v<o«atalqueyespar}y
P ={P, : v <« tal que 7y es impar }

Utilizando recursién transfinita construyamos al conjunto X = {z, : v < a} que cumpla:
1. { <y < a entonces z¢ # 2.
2. Para todo vy < o, @, € P,.

Tomemos f < «a y supongamos que para todo v < [ ya tenemos definido z,. Dado que |3] <
la| = |R| = |Pg|, se tiene que Pg\{z, : v < B} # 0. Por lo tanto, definimos a xg tal que
xzg € Pg\{z, : v < B}. Ahora, como X tiene la PSC y no es numerable, entonces existe P € X tal
que P es un conjunto perfecto. Si P es un conjunto perfecto, se tiene que existen vy par y ¢ impar
tales que P, = P = P;. Notemos que, por las propiedades de X y por la forma de su contruccion,
se tiene que z, € P, N X y que z¢ ¢ X por lo que z¢ € Pr N (R\X) es decir PN (R\X) # 0, lo
cual es una contradiccion. |

Notemos que todo subconjunto X, en la demostraciéon anterior, no es un conjunto perfecto,
més ain, todo subconjunto de R\ X no es un conjunto perfecto. Tales conjuntos que satisfice estas
propiedades se les llaman conjuntos de Bernstein.

Al igual que los conjuntos de Vitali, la exitencia de los conjuntos de Bernstein esta extrecha-
mente relacionada con AC.

Ahora, el proposito la presente secciéon es estudiar esta propiedad asumiendo AD. Para ello
tendremos que definir el siguente juego.
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Definicion 0.82. Sea A C 2“ un conjunto. El juego de Morton Davis, denotado por 0*(A), se
define como sigue:

» El jugador I elige s € 2<% sucesiones finitas y el jugardor II elige n; € {0,1}.

I H So S1 52
1I H no ni
» Si tomamos a x = so " no " s17 N1 -+ -. Entonces el jugador I gana el jugo infinito O*(A)

st y sdlo si x € A.

En este juego, los roles de I y II no son simétricos. La intuicion es que el jugador I juega
sucesiones finitas intentando formar una secesion infinita en A. El resultado del juego depende, en
mayor parte, de los movimientos del jugador I. El papel del jugador IT es completamente diferente;
la tinica influencia que tiene en el juego es que en cada paso puede elegir n; € {0,1}. En el siguiente
movimiento, el Jugador I puede jugar cualquier sucecion finita en 2<%, y asi sucesivamente. Por lo
tanto, I gana el juego, si I puede superar los desafios establecidos por II y concatenar una secuencia
infinita en A. II gana si puede elegir los nimeros de tal manera que evite que I alcance su objetivo.

Los siguientes resultados muestran qué ocurre cuando cada jugador tiene una estrategia gana-
dora en el juego de Morton Davis.

Teorema 0.83. Sea A C 2¥. Si el jugador I tiene una estrategia ganadora en 0*(A), entonces A
contiene un conjunto perfecto.

Demostracion. Sea o una estrategia ganadora para I en 0*(A). Definamos al conjunto B como
el conjuntos de las suceciones s ng sy ni --- tales que (ng,n1, ) € 29, s = o) y s; =
o(sgng ... n;—1)} para toda i € w.

Veamos que B es un conjunto perfecto. En efecto. Sea z € B, tomemos el conjunto abiserto
bésico < ¢ > con t € w<¥, tal que ¢t C x, como x = s;"ny sy ny -+ - , entonces existe j € w tal que
obtenemos los siguientes casos.

—~

Caso 1. Sit = sy ng sy ni ... s;.
Como n,; € {0,1} para todo ¢ € w, entonces tomamos a me{0,1} tal que m # n;, luego
creamos la sucesion:

2= UM TS, NSy, = 80 Ny e M8 M S My,
donde sy, = o(t7™m) y $m, = o (™M S0 18 T S Mjgio1)-

Por lo tanto z € B, ademéas z €<t > con y # x, por lo tanto x es un punto de acumulacién
de B.

Caso 2. Sit=sgng sy ny ... s;n;
Sea sj+1 = o(t), entonces si tomando ¢’ = ¢t s;11 C x tenemos el caso anterior, por lo que

se cumple lo requerido.

Caso 3 Sit = sy ng s ny ... 8, para algin m € w
Definimos una sucesion como t' = sg ng s7 ... 8j41 por lo que ¢t C ¢ y por el primer caso
obtenemos lo requerido.

Por lo tanto B es un conjunto perfecto. Ademas, por como esta definido B, tenemos que B C A,
se concluye A contiene un conjunto perfecto. |

Teorema 0.84. Sea A C 2¥. Si Il tiene una estrategia ganadora en ©*(A) entonces A es nume-
rable.
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Demostracion. Sea T una estartegia ganadora para IT en 0*(A4). Decimos que una sucesiéon p =
(80,M0, 81,11, , Sk, M) €8 UNa posicion correcta para 7 siy s6lo sin; = 7(so " ng 81 "Ny -7 8;)
para todo i < k, mas atn, si ¢ € 2“ entonces decimos que p = (So,M0, $1,M1," " , Sk, k) €S
compatible con x si y s6lo si sg"ng sy ny s, n; C .

Dado que 7 es una estrategia ganadora para II, tenemos que = ¢ A, de esto se deduce que
para todo p = (sg,ng,- -+ ,nx), posicion corecta para T y compatible con x, existe s € 2<% tal
que (so,n0,~-- , Mk, S, T(S0, R0, -+ - ,nk,s)) es compatible con z. Por lo tanto, si y € A, existe
pz = (80,10, , Sk, nk) posicion corecta para 7 y compatible con x tal que para todo s € 2<%,
(s0,m0," " , Sk, ks S, T((S0, M0, -+ 5 Sk, Nk, §)) DO es compatible con x. Tomamdo al conjunto A’ =
{pe i € A}, 5i 3 € B, py = (50,70, » 55,78) ¥

T = sy g s M g
donde m; = 7(sg"ne " TSNk T moe T my -+ m;_1). Por lo tanto hay una funcién inyectiva

de Aen A’ y como A’ es a lo mas numerable, entonces A es numerable.
[ |

Dados los resultados anteriores, estamos en condiciones de probar el siguiente resultado asu-
miendo AD.

Teorema 0.85. Asumamos AD. Todo conjunto no numerable de 2¥ tiene un subconjunto perfecto.

Demostracion. Sea A € 2¥ no numerable entonces el juego 0*(A) esta determinado. Supongamos
que IT tiene una extrategia ganadora entonces por el Teorema 0.84, A es numerable lo cual no
puede ocurrir. Por lo tanto I tiene una estrategia ganadora y por el Teorema 0.83, A contiene un
conjunto perfecto. |

Corolario 0.86. Asimase AD. Todos los conjunto de 2“ tienen la PCP.



Capitulo 3. Reducibilidad de Wadge
y AD

En los capitulos anteriores observamos que, para algunas propiedades, si se asume como cierto
AD entonces todo conjunto cumple dicha propiedad. Ahora, el concepto fundamental de este
capitulo es el de reducibilidad de Wadge. Probaremos que bajo AD, la reducibilidad de Wadge
tiene una estructura muy rica, para ello primero estudiaremos un tipo de conjuntos que seran de
gran ayuda.

0.10. Conjunto Flip

Definicion 0.87. Un conjunto X C 2“ es llamado conjunto flip si para cuales quiera x,y € 2%,
si{n e w:xz(n) #y(n)} =1 entonces v € X siy solo siy ¢ X.

Algunas consecuencias inmediatas que podemos deducir son las siguientes. Sea X C 2“ es un
conjunto flip, con z,y € 2%, se deduce que:

v Sil{ncew:z(n)#y(n)} =2k con k> 1, entonces z € X siy solosiye X.
» Sil{ncew:z(n)#yn)} =2k+1con k> 1, entonces z € X siy solosiy ¢ X.

Anaélogo a las propiedades mostradas en capitulos anteriores, la existencia de los conjuntos flip
no siempre se garantiza en la teoria ZF, sin embargo si suponemos AC es posible demostrar la
existencia de tales conjuntos.

Teorema 0.88. Asumamos AC. Existe un conjunto flip.

Demostracion. Sea ~ una relacion de equivalencia en 2% tal que z ~ y si y solo si {n € w :
x(n) # y(n)} es finito. Para cada clase de equivalencia [r]., sea s, un elemento fijo de esta
clase. Definamos a X como

reXsiysolosi |{necw:x(n)# sy (n)}| espar.

Este es un conjunto flip, ya que si x,y € 2“ son tales que [{n € w : z(n) # y(n)}| = 1 entonces
x ~ yy como suponemos AC' esto implica que s[,) = 5[, entonces por como esta construido X,
exactamente uno de ellos, ya sea x o y, esta en X. ]

Es de suponer que, al asumir AC, los conjuntos flip existen, entonces al asumir AD, ésto
no se cumple. Para demostrar este hecho vamos a introducir un juego el cual nos dara (bajo
determinacion) la no existencia de conjuntos flip.

El siguiente es otra version de juego de Banach-Mazur, definido en secciones pasadas.

Definicion 0.89. Sea X C 2“. Consideremos el juego 0**(X) como sigue: Los jugadores 1 y II
se alternan en turnos, donde cada jugador juega sucesiones finitas no vacias de {0,1}.

32
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I H So S1 52
11 H to t1 ta

Sea z := sy ty s7ty -+ . Decimos que el jugador I gana el juego O**(X) si y sdlo si z € X, en
otro caso II gana el juego.

El siguiente resultado establece qué ocurre cuando cada jugador tiene una estrategia ganadora.
Lema 0.90. Sea X C 2“ un conjunto flip.

1. Si1 tiene una estrategia ganadora en 0**(X), entonces I también tiene una estrategia gana-
dora en 0** (2“\ X).

2. Si I tiene una estrategia ganadora en 0**(X) entonces II también tiene una estrategia
ganadora en 0** (2“\ X).

Demostracion. La demostracion de 1 y 2 son anélogas, asi que unicamente demostraremos 1.
Sea o una estrategia ganadora para I en 0**(X). Definamos a ¢’ como sigue:

» El primer movimiento ¢’(f)) es una sucesion de igual longitud que o (@) y cumple que |{n €

0
dom(c (D)) : o(0)(n) # o' (D) (n)}| = 1.

» Los siguientes movimientos de ¢’ se comportan igual que o.

Es claro que para cualquier sucesion, y € 2¢, formada por los movimientos de II, |[{n € w :
oxy(n) # o xy(n)} =1 . Luego, como o xy € X y X es un conjunto flip, entonces o’ xy ¢ X
por lo tanto ¢’ es una estrategia ganadora para I en 0**(2¥\ X). |

Lema 0.91. Sea X un conjunto flip. Si II tiene una estrategia ganadora en 0**(X), entonces I
tiene una estrategia ganadora en O**(2Y\X).

Demostracion. Sea T una estrategia ganadora de II para el juego 0**(X). Ahora, construyamos
una estrategia para el jugador I en el juego O**(2¥\ X') como sigue: tomemos un s € 2<% arbitrario
y digamos que es la primera jugada de I en 0(2*\X), acto seguido II responderé con algin ¢ en
0(2¢\ X). Entonces nos apoyamos en el juego 0**(X), en el cual IT tiene una estrategia ganadora
7. Si I elige a st como primera jugada en el juego O(X), entonces la respuesta de IT dada por 7
en el juego 0**(X), sp es la siguiente jugada de I en 0**(2¥\X). Luego, el jugador II en el juego
O**(2¥\ X)) responde con ty por lo que I copia ¢y en el juego ©**(X) por lo que IT respondera en
el juego 0**(X) con s; dada por 7, entonces I jugard s; en O**(2¥\X) y asi sucesivamente. El
siguiente esquema muestra nuestro procedimiento.

k[ OwW H S S0 S1
oY) 11 It to t
I || st to ty
*k
2 (X> 11 H So S1 S92
Ahora, como z = st st -+ es la sucesion resultante del juego 0**(2\X) que también

es la sucesion resultante de 0**(X), donde IT jugaba mediante la estrategia ganadora 7, entonces
z ¢ X. Esto implica que I gana en 0**(2\X) por lo que la estrategia que seguimos es ganadora
para I en 0**(2¢\ X). [ |

Lema 0.92. Sea X es un conjunto flip. Si I tiene una estrategia ganadora en 0**(X) entonces
II tiene una estrategia ganadora en O**(2“\X).
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Demostracion. Sea o una estrategia ganadora para I en 0**(X). El jugador II jugara dos juegos, el
principal 0**(2¥\ X) y uno auxiliar 0**(X) donde I juega de acuerdo a o. Si el primer movimiento
del jugador I en O**(2¥\X) es s, tomemos a s := o(()) como la primera jugada de I en O**(X).
Consideremos dos casos:

-) Supongamos que I(so) < I(s). Entonces, en el juego 0**(2¥\ X), dejemos que II juegue to, de
tal forma que [(sg to) = I(s) y que [{n € dom(s) : s(n) # si to(n)}| = 2k para algin k € w. Luego,
si 51 es la siguiente tirada de I en 0**(2¥\X), el jugador II copia s; en 0**(X), por lo tanto I
juega t1, dado por o, en 0**(X) con lo cual IT tira t; en 0**(2“\X) y asi sucesivamente, por lo
que nos da los siguientes esquemas.

H S0 S1 S92
11 H to t1 ta

D** (QW\X)

H S tl tg
11 H S1 59 53

Sea x = sy ty s7t1 - -+ es la sucesion resultante del juego O**(2¥\X) y z = s7s7t785 -+
la sucesion resultante del juego 0**(X), como I juega mediante o en O**(X) entonces z € X,
ademas por construccion [{n € w: z(n) # z(n)}| = 2k para algin k € w, y X es un conjunto flip,
entonces x € X, es decir z ¢ 2“\X. Por lo que la estrategia que describimos es ganadora para II
en el juego O**(2“\ X).

--) Supongamos que I(s) < I(sg). Esta vez, el jugador II juega un ¢ en 0**(X) tal que I(s™¢) >
I(s0), después I juega t' dado por la estrategia o en 0**(X). Es claro que I(s™t™t") > I(sg) por lo
que IT juega en O**(2¥\X) un ¢, tal que I(sg tg) = I(s™t™t') con [{n € dom(sy to) : s5 to(n) #
s7t7s'(n)}| = 2k para algin k € w. Después si s; es la siguiente jugada de I en 0**(2¢\X)
entonces II juega s; 0**(X) y repite el proceso del caso anterior. Obteniendo

*x (OW I ‘ S0 S1 So
N | to ty t
" I s t t
o (X) II ‘ t S1 S92
Luego, si ¢ = sgtg sty -y z2=8"t"t'" s - con |{n € w: x(n) # 2(n)}| = 2k para

algin k € w, con z € X, y como X es un conjunto flip entonces z € X. Por los que la estrategia
que describimos es ganadora para II en el juego O**(2¥\ X).
[ |

Ahora ya estamos listos para dar nuestro resultado bajo AD.
Teorema 0.93. Si asumimos AD, entonces no existen conjuntos flip.

Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que existe X C 2“ un conjunto flip, entonces como
estamos suponiendo AD, el juego 0**(X) esta determinado por lo tanto se tiene lo siguiente:

» Si I tiene una estrategia ganadora en o0**(X), por el Lema 0.90, I tiene una estrategia
ganadora en 0**(2*\ X), pero por el Lema 0.92, IT tiene una estrategia ganadora en o(2¢\X)
lo cual no puede ocurrir.

» Si IT tiene una estrategia ganadora en 0**(X), por el Lema 0.90 II tiene una estrategia
ganadora en 0**(2¥\X) y por el Lema 0.91, I tiene una estrategia ganadora en 0**(2“\ X)
lo cual no puede ocurrir.
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Por lo tanto I y IT no tienen estrategia ganadora en 0**(X) por lo que ©**(X) no esta deter-
minada la cual es una contradiccion. Se concluye que, no existen los conjuntos flip.
|

También los anteriores lemas implican una forma alternativa para demostrar que AC implica
la existencia de conjuntos no determinados.

Corolario 0.94. Si asumimos AC entonces existe un conjunto X € 2% tal que O**(X) no estd
determinado.

0.11. Teoria de Wadge

En esta seccion mostraremos que al asumir el Axioma de Determinacion, los elementos de P(w)
se pueden distribuir en una jerarquia de grados en orden creciente de complejidad, gracias a la
reducibilidad de Wadge.

Definicion 0.95. Sean A, B C w®. Decimos que A es Wadge-reducible a B, denotado por A <y B,
si eriste una funcion continua f : w¥ — w® tal que A = f~1(B). Ademds A <w B si y sdlo si

Aunque la definicion anterior esta dada solo para el espacio w®, también se puede formular
para cualquier espacio topologico. Como trataremos frecuentemente con los complementos de
conjuntos en esta seccion, serd conveniente usar la notacion A°¢ = w*\A.

Es claro que, A <y B si y solo si A¢ <y B¢. Ademés la relacion <y es reflexiva y transitiva,
pero no simetrica. Sin embargo, podemos establecer la siguiente relaciéon. Decimos que A es
Wadge-equivalente, denotado por A =y B, si y solo si A <y By B <y A. Esta relacion es
una relacion de equivalencia. Representaremos por Gy al conjunto cociente de P(w) respecto a la
relacion de equivalencia =y y a sus elementos de los llamaremos grados de Wadge. Usaremos la
notacion [A]y para referirnos al grado de Wadge de un conjunto A.

Notemos que en Gy podemos definir una relacion de orden parcial dada por: [Alw <w [Blw
siy solo si A <y B. Ahora, como A <y B implica que A® <y B¢, podemos definir el grado
complementario Gy \[A]w = [A%]w.

Sin el Axioma Determinacion, no se puede decir mucho sobre la reducibilidad de Wadge. Sin
embargo, bajo AD obtenemos una teoria de estructura muy rica, gracias a que existe una co-
nexion muy estrecha entre los conceptos de reducibilidad de Wadge y los juegos infinitos, mas
especificamente con el juego infinito de Wadge.

Definicién 0.96. Sea A, B C w®. El juego de Wadge, denotado por O (A, B) es jugado como
sigue: los jugadores I y II en cada turno eligen nimeros naturales.

I H X9 x T2
II || Yo () ()

Siz = (zo,21,---) yy = (Yo,Y1,-- ), entonces el jugador I1 gana el juego OV (A, B) si se
cumple que: x € A si y sdlo siy € B.

Recordemos que en el espacio de Baire, una funcién f : w¥ — w* es continua en x € wW* siy
solo si para todo s C f(x), existe t C z tal que s C f(y) para todo y € (t).

Ademas, podemos interpretar a o estrategia de I, como la funciéon o : w* — w* definida por
o(y) = o xy. Notemos que la anterior funciéon es continua, ya que si s C o * y entonces existe
n € w* tal que, s = (g, Yo, ,&n) 0 8 = (Lo, Y0, " * , Tn,Yn), tomando t = (yo,y1, - ,Yn), Para
cualquer z € () se tiene que o(z)|2n = (o *y)|2n C s. Por lo tanto s C o(y). Algo analogo ocurre
si consideramos a 7, estrategia de II, como la funciéon o : w* — w* dada por 7(z) = = * 7. Dicho
lo anterior, vamos a demostrar el siguiente resultado impotante.
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Teorema 0.97 (Wadge). Si asumimos AD. Para cuales quiera A, B C w¥, se tiene que A <y B
o B SW A°.

Demostracion. Tomemos el juego de Wadge 0" (A, B), el cual esta determinado. Primero supon-
gamos que IT tiene una estrategia ganadora 7 en 0" (A, B). Sea g : w* — w* la funcién definida
como ¢(z)(n) = z(2n + 1), entonces para toda sucesion, x, formada por los movimientos de I,
tenemos que:

x€Asiysolosigor(z)=g(x=xT1) € B.

Dado que g y 7 son funciones continuas, por lo tanto (go7)~!(B) = A. Se concluye que, si IT tiene
una estarategia ganadora en 0" (A, B) entonces A <y B.

Ahora, supongamos que I tiene una estrategia ganadora o en 0" (A, B). Tomemos la funciéon
[ w¥ = w¥ dada por f(z)(n) = z(2n), entonces se cumple que :

x = f(o(y)) € Asiysolosiy¢ B.

Dado que f y o son funciones continuas, por lo tanto (f o o)~'(A) = B®. Se concluye que, si I
tiene una estarategia ganadora en 0" (A, B) entonces BY <y A. [

A continuacion se presentan algunas consecuencias.
Corolario 0.98. Asumiendo AD. Si A <w B, entonces
1. A <w BC.
2. B £ A°.
Demostracion. 1. Si A <y B¢, entonces B £ A, por el Teorema 0.97 A <y BC.

2. Supongamos que B <y A®, entonces B¢ <y Ay como A <y B, es decir A <y By
B £w A, tenemos que
B <w A” <w B <w A.

Por lo tanto B <y A, lo cual es una contradiccion.
[ |

Corolario 0.99. Asumiendo AD. Si A <y B, entonces 1 tiene estrategia ganadora en O (B, A)
y oW (B, A).

Demostracion. Supongamos que I no tiene una estrategia ganadora en los juegos oW (B, A)
y oW (B, AY). Entonces, como estamos asumiendo AD, II tiene una estrategia ganadora en
oW (B, A) o en D%(B, A°).

Si IT tiene una estrategia ganadora en ©" (B, A), por lo visto en la demostracion del Teorema
0.97, se concluye que B <y A, lo cual es una contardiccion.

Ahora, si IT tiene una estrategia ganadora en 0" (B, AY), por lo visto en la demostracion del
Teorema 0.97, implica que B <y A¢ <y B¢ <y A, es decir B <y A lo cual es una contradiccion.

Asi I tiene una estrategia ganadora en oW (B, A) y en oW (B, A©).
|

El siguiente teorema, llamado el Teorema de Martin-Monk, ilustra de gran manera el nivel
estandar de argumentacion que se puede aplicar a los juegos infinitos. Para ello, recordemos que
dada una relaciéon < en un conjunto S, < es bien fundada si no existe una sucecion decreciente
<o <29 < x1 < 20 en S. Dicho lo anterior enunciemos nuestro teorema.

Teorema 0.100 (Martin, Monk). Si asumimos AD, la relacion <w es bien fundada en P(w®).
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Demostracion. La prueba sera por contradiccion. Sea

...... <w Az <w Az < A1 <w Ao

una sucesion infinita <,-decreciente de subconjuntos de w®. Para cada n € w se tiene que
A,y < A, por el Corolario 0.99, T tiene una estrategia ganadora tanto en 0" (A,,, A,+1) como
en oW (A,, AS, ). Denotamos a estas estrategias 00 y o) respectivamente.

Definamos la siguiente abreviacion para cada n € w®.

20 .= W (A, Ans1)
oL =W (A,, AS,,).

Luego, cada elemento x € 2%, determina una sucesion de juegos de Wadge

(380, 07,082,--);

donde x = (zo,z1,---). Més atn, dado que en cada uno de los juegos, el jugador I tiene una
estrategia, obtenemos la siguente sucesiéon

(030,0?7052,---).

Ahora, elijamos algtin = € 2, y consideremos su sucesion de juegos (97°, 07", 052, -+ ) y estra-

tegias (04°, 01,052, -). Entonces el jugador II jugara simultaneamente todos los juegos 07" con
su respectivo jugador Iy su estrategia ganadora o°, mediante el siguiente procedimiento diagonal:

» En el primer juego infinito 05°, sea ag®(0) el primer movimiento de I, dado por o°.

» Para responderle a I en el juego O°, el jugador II se apoya en el segundo juego O7'. Sea
a$(0) el primer movimiento de I en el juego O7*, dado por of*. Entonces I elige a7 (0) como
respuesta a IT en el juego Og°.

» Ahora el jugador I juega af (1) en el primer juego 0g°, para que IT responda a ésto, se apoya
en el segundo juego, pero en 07', I a jugado a7 (0) y espera respuesta por lo tanto IT se apoya
en el siguiente juego.

= Si a%(0) es el primer movimiento de I, dado por 052 en el juego ©52. Entonces IT copia a(0)
en el juego 07, por lo tanto I responde en 07" con af (1) dado por o7*. Acto seguido IT elige
a af (1) en el primer juego OZ°.

= Etc.

El siguiente esquema representa lo que describimos.
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5xo L | a§(0) ag(1) ag(2) ag (3) — ad

O II a¥(0) a? (1) a¥(2) — a¥
s /! S

x 1| af(0) at(1) @@ e Sa

1OII | a%(0) O S ak

/ /"
X I | a%(0) as(l) e — a2
T () S
e
aX3 I ‘ a§ (O) .......... — CL%
S T 1 T b

Para cada juego o7", sea aj. la sucesiéon formada por los movimientos del jugador Iy aj ,, la
sucesion formada por los movimientos de II. Ademds notemos que la sucesion a | también es la
sucesion formada por los movimientos del jugador I en en el siguente juego o' %'

Dado que I tiene una estrategia ganadora en or», por definicién tenemos que:

Si x, = 0 entonces af, € A, siy solosiay, | & Apq1.
Si x, =1 entonces a;, € A, siysolosiay | € Apy1.

Todo esto para = € 2“ por lo que, para cualquier y € 2“ repitiendo el procedimiento anterior,
se le asocia el conjunto {a¥ : n € w}. Ahora, comparemos estos conjuntos, cuando z,y € 2¥ son
diferentes.

Se cumple la siguente afirmacion 1: sean z,y € 2¥; si para todo n > m se tiene que z(n) = y(n),
entonces para todo n > m, a; = a¥.

En efecto. Notemos que los valores de a y a¥ solo dependen de los juego o7 y 0¥ pa-
ra todo n’ = n. Entonces, si z(n’) = y(n’) implica que 07" = 0¥}’ y por tanto a2 = a¥ paran’ > n.

Dado lo anterior también se cumple la siguiente afirmacién 2: sean z,y € 2¥. Sin € w es tal
que z(n) # y(n) pero para toda m > n, z(m) = y(m). Entonces aj, € A, siy solo si aj ¢ A,.
En efecto. Supongamos que x(n) = 0, por lo que y(n) = 1 entonces se obtiene lo siguiente

aj € Ap siysolosial, | ¢ Anq1.
a¥ € A, siysolosial ;€ Ayqr.

3e3

Luego, como para toda m > n, se cumple z(m) = y(m), se tiene que para todo m > n+1
xz(m) = y(m), entonces por la Afirmaciéon 1, a¥, = a¥, para toda m > n + 1. En particular
ay = az 41, por lo tanto, se deduce lo siguiente:

af € Ap siysolosial, & Apyr.siysolosial, | ¢ A,qp1siysolosial ¢ A,
Ahora, si suponemos que z(n) =0y z(n) = 1 entonces:

ay € Ap siysolosial | € Apyq.
ay € Ap siysolosial & Apyr.

Se3

y como ai = a¥, se deduce lo siguiente:

n?
ay, € A, siysolosiay | € Apyq siy solo si aZH € Apq1 siysolosia¥ ¢ A,.

Por lo cual, cualquiera de los dos casos se concluye que a® € A, si y solo si a¥ ¢ A,.

Por las afirmaciones anteriores se cumple la siguiente afirmacion 3: sean x,y € 2% tales que
existe un tnico n € w tal que z(n) # y(n). Entonces af € Ay siy solo si af ¢ Ao.
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En efecto. Dado que solo para n se tiene que z(n) # y(n), se tiene que para todo m > n,
x(m) = y(m). Entonces, por la afirmacion 2 tenemos que a* € A, si y solo si a¥ ¢ A,, y como
xz(n — 1) = y(n — 1) se tiene lo siguiente:

» Siz(n—1)=y(n—1) =0, lo cual implica que:

ap_ € A,_1siysolosial, ¢ A,.
a?_, € Ap_1siysolosial, ¢ A,.

por lo tanto af,_; € A,_y siysolosial, ¢ A, siysolosiay € A, siysolosial_; ¢ A,_1.
Es decir, af_, € A,_1siysolosial_; ¢ Ap_1.

» Siz(n—1)=y(n—1), lo cual implica que

T
n—1
Yy

n—1

a
a

€ A,_1siysolosial € A,.
€ A,,_1 siysolosial € A,.

Por lo tanto, a%_; € A,_1 siy solo sia” € A, siysolosia¥ ¢ A, siysolosia? | ¢ A, 1.

Entonces, se concluye que a%_; € A,_1 si y solo si a’_, ¢ A,_1. Ahora, para el caso n — 1,
también se tiene que z(n —2) = y(n — 2), por lo que al aplicar un procedimiento similar al anterior
se obtiene que a?_, € A, _o siy solo si ai’l_2 ¢ A,_». Siguiendo este mismo proceso hasta llegar
al caso donde z(0) = y(0), obtenemos que af € Ay siy solo si af ¢ Ay.

Ahora, siguiendo con la demostracion del teorema, definimos el conjunto X € 2 como sigue:
X ={xe€2¥:af € Ao}
Eligiendo z,y € 2¢ tales que |{n € w: z(n) = y(n)}| = 1, por la Afirmacién 3, sucede lo siguiente:
z € X siysolosialf € Agsiysolosiaf ¢ Apsiysolosiyé¢ X.

Por lo tanto X es un conjunto flip, lo cual es una contradicciéon, ya que como estamos suponiendo
AD, estos conjuntos no pueden existir.
|

Aunque estos resultados estan establecidos para w®, gracias a algunos resultados ya establecidos,
podemos extender toda la teorfa de reducibilidad de Wadge a cualquier espacio Polaco. Para ello
definamos la nocién de reducibilidad de Wadge para cualquier espacio topoléogico.

Definicion 0.101. Sea X un espacio topolégico. Dado A, B C Z. Decimos que A <y B en Z si
existe una funcion continua f : w* — w* tal que A = f~1(B).

Recordemos que un espacio topologico (X, 7) es un espacio Polaco si es separable y completa-
mente metrizable. Ademas, se dice que X es un espacio cero-dimensional si tiene una base cuyos
elementos son abiertos y cerrados, y cumple que para cualesquiera x,y € X tales que x # y existen
UVertalesquerceUyeVyUNV =0.

Sabemos que dos espacios topologicos son homeomorfos si existe un funcién f : X — Y tal que
f es biyectiva y continua y f~! es continua. Por tltimo, un subconjunto F cerrado de un espacio
topologico X, se retrae en X si existe una funcion continua p : X — F tal que p(z) = x para toda
z e F.

Las siguientes proposiciones son de gran ayuda debido a que arrojan resultados importantes
sobre los espacios Polacos cero-dimensionales y el espacio de Baire. Las pruebas de éstas no se
presentaran en este trabajo, pues su demostraciones requieren de conceptos que estéan fuera del
estudio de nuestro trabajo, pero se pueden encontrar en [1].
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Proposicion 0.102. Todo espacio cero dimensional Polaco es homeomorfo a un subconjunto ce-
rrado de w®.

Proposicion 0.103. Sean T, F C A% conjuntos cerrados no vacios tal que T C F, entonces T se
retrae en F.

Por la Proposicion 0.102, todo espacio Polaco cero-dimensional es homeomorfo a un subconjunto
cerrado Z de w, y de la Proposicion 0.103, Z se retrae en w*, por lo que existe una funcién
p:w? — Z tal que p(z) = z para todo x € Z. A esta funcion la llamaremos retraccion.

Lema 0.104. Sean Z C w¥, p : w¥ — Z la funcion retraccion y A C Z y B C Z. Entonces
A<w B en Z siy solo si p~'(A) <w p~1(B) en w®.

Demostracion. =] Dado que A <y B en Z, existe una f : Z — Z continua tal A = f~(B), es
decir f(A) = B. Entonces f o p:w* — w* es una funcion continua, como A, B C Z se tiene que

(fop)lp~ ' (A)] = flp(p~"(A))] = f(4) = B = p~(B),
es decir p~1(A) = (f o p)~L[p~1(B)]. Por lo tanto se concluye que p~1(A) <y p~(B) en w*.

<] Dado que p~1(A4) <w p~1(B) en w¥, existe f : w* — w“ continua tal que p~1(A) =
ftp Y(B)], es decir f(p~1(A) = p~1(B). Entonces po (f | Z) : Z — Z es continua, donde f | Z
es la restriccion de f en Z. Como A, B C Z se tiene que

(po(F12))(A)=pl(f I Z)(A)] = p(f(A)) = plf (p~(A))] =
p(p~!(B)) =B,

es decir A= (po (f | Z))~%(B). Por lo tanto,A < B en Z.
|

El lema anterior nos permitira generalizar resultados sobre la reducibilidad de Wadge a un
espacio Polaco cero-dimensional arbitrario.

Teorema 0.105 (Wadge). Asimase AD. Si Z es un espacio cero-dimensional Polaco y A,B C Z,
entonces se tiene que A <y B o B <y Z\A.

Demostracion. Para el caso Z = w® la conclusion se desprende del Teorema 0.97. Para los demés
casos, sabemos que Z es homeomorfo a algin Z' C w y que existe una retraccion p : w — Z',
entonces por el Lema 0.104 lo que suceda con la relaciéon <y en w® sucedera igualmente en Z. M

Teorema 0.106. (Martin,Monk) Asimase AD. Si Z un espacio Polaco cero-dimensional, enton-
ces la relacion <y en P(Z) es bien fundada.

Demostracion. El caso Z = w® es el Teorema 0.99. Para los demés casos, sabemos que Z es
homeomorfo a algin Z’ C w y que existe una retraccion p : w — Z’, entonces por el Lema 0.104 lo
que suceda con la relacion <y en w® sucedera igualmente en Z.

|

Finalicemos la tesis con uno comentarios. Sabemos que por el Teorema (.64 existen conjuntos
que no estan determinados por lo tanto el Axioma de Eleccion es incompatible con el Axioma
de Determinacién. Entonces surge una pregunta ;qué subconjuntos de w® estdn determinados
en ZFC? En 1953 Gale y Stewaet probaron que todo conjunto abierto o cerrado de w® estéa
determinado. En 1955 Philip Wolfe demostr6 la determinacion de los conjuntos F, y Gs, en 1964
Morton Davis demostro la determinacion del siguiente nivel en la jerarquia de Borel. Finalmente,
en 1975 Tony Martin demostré la determinacion de los conjuntos de Borel. Desafortunadamente,
este resultado estd mucho mas alla del alcance de nuestro trabajo. Los lectores interesados pueden
encontrar una exposicion clara en [1].
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