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Introduccién

Un sistema de control es un tipo de sistema dindmico que se caracteriza
por tener una serie de elementos que permiten influir en el funcionamiento
del sistema ya sea mecanico, eléctrico, etc. El sistema de control debe ser
capaz de conseguir su objetivo, garantizando que las soluciones del sistema
se aproximen a una solucién dada, a esta condicion en un sistema de control
se le llama estabilidad y debe ser robusto frente a perturbaciones externas o
internas. Los elementos basicos que basados en sus mediciones, forman parte
de un sistema de control, y que generan las variables de entrada, valores que
se aplican al sistema de control y permiten su manipulacién son: sensores,

controlador, actuadores.

Los sensores nos permiten conocer los valores de las variables de medida del
sistema. El controlador utilizando los valores determinados por los sensores,
calcula la accién que se aplica para modificar las variables. Los actuadores
son mecanismos que van a ejecutar la acciéon calculada por el controlador y
que modifican las variables del control. En un sistema de control podemos
considerar cuatro variables, las perturbaciones, las variables controladas, las

variables de control y las variables de medidas.

En este trabajo, nos enfocaremos en las perturbaciones. Por ejemplo; un
avion se disena para funcionar sin problemas en cierto rango de la velocidad
del viento, entonces cuando el viento excede de esta velocidad, a estas fuerzas
se les consideran perturbaciones externas, pero si las perturbaciones son
originadas por errores en alguno de los sensores, entonces se les llaman

perturbaciones internas.

Uno de los objetivos de un sistema de control es garantizar la estabilidad
del sistema. En el presente trabajo se estabiliza el sistema considerando
perturbaciones internas, es decir, errores en los sensores. Consideramos que la

informacion generada es informacion incompleta e inexacta.

En la primera parte del trabajo, presento la teoria de estabilidad, también
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las condiciones para que ésta ocurra. En la segunda seccién justificamos los
algoritmos de mini-max que emplearemos para estabilizar los sistemas, ademas
aplicamos los algoritmos para el sistema con un grado de libertad. En la tercera
seccion presentamos un sistema con dos grados de libertad, en el sistema de
la tercera seccién se consideraron las restricciones del sistema para obtener el

modelo matematico. En la ultima parte presentamos las conclusiones.



1. Antecedentes y planteamiento Matematico

1.1. Estabilidad por Lyapunov

Para hacer posible la descripciéon matematica de un fenémeno real cual-
quiera, inevitablemente hay que simplificarlo, idealizarlo haciendo resaltar y
tomando en cuenta sélo los factores mas sustanciales que actian sobre éste y
despreciando los menos considerables. Entonces surge inevitablemente el pro-
blema sobre si fueron correctamente escogidas o no las suposiciones de simpli-
ficacién. Es posible que los factores no considerados influyan fuertemente sobre
el fenémeno estudiado, y cambien sus caracteristicas cuantitativas, y atin cua-
litativas. En tltima instancia esta cuestién se resuelve en la practica, viendo
si corresponden o no las conclusiones obtenidas con los datos del experimento,
pero de todas formas en muchos problemas se pueden senalar las condiciones
bajo las cuales ciertas simpificaciones no son posibles.

Si cierto fenémeno se describe [1] por medio del sistema de ecuaciones
diferenciales

dt = gbi(taylay% 7yn) (Z = 1727 7”) (1)

las cuales por lo general son el resultado de ciertas mediciones y por lo tanto,

han sido obtenidas inevitablemente con cierto error, entonces surge el problema
sobre la influencia de pequenas variaciones de las condiciones iniciales sobre la
soluciéon buscada.

Si variaciones arbitrarias pequenas de los valores iniciales pueden cambiar
mucho la solucién, entonces la solucién determinada por las condiciones ini-
ciales inexactas que hemos elegido no tiene cominmente ningtin valor préactico
y no puede describir ni siquiera aproximadamente el fenémeno estudiado.

Por consiguiente, surge el problema, de gran importancia practica, de hallar
las condiciones bajo las cuales una variacién suficientemente pequena de los
valores iniciales ocasiona una variacion arbitrariamente pequena de la solucion.

Si t varia en el intervalo finito to < ¢t < T, entonces la solucién a este proble-
ma la da el teorema sobre la dependencia continua de la solucién con respecto

a las condiciones iniciales. Si, en cambio, ¢ puede tomar valores arbitrariamente



grandes, de este caso se ocupa la teoria de la estabilidad.

La solucién ¢;(t) del sistema (1) se llama estable o, mas exactamente,
estable segin Lyapunov, si para cualquier € > 0 se puede escoger un d(e) > 0
tal que para cualquier solucién y;(t) de dicho sistema cuyos valores iniciales

satisfacen las desigualdades

lyi(to) — di(to)| < 8(e) (i =1,2,....n)

se cumplen, para todas las t > ¢y, las desigualdades

’yi(t) - ¢z(t)‘ <€ (Z =1,2, 7n> (2)

es decir, las soluciones cercanas respecto a sus valores iniciales permanecen
cercanas para todas las t > t.

Si para un 0 > 0 arbitrariamente pequeno, por lo menos para una solucién
yi(t) (i = 1,2,...,n) las desigualdades (2) no se cumplen, entonces la solu-
cién ¢;(t) se llama inestable. Las soluciones inestables rara vez son de interés
practico.

Si la solucién ¢;(t) (i = 1,2,...,n) no sélo es estable, sino que ademas

satisface la condicién

lm Jy;(t) — ¢i(t)] = 0, (3)

t—o00
si |yi(to) — ¢i(to)| < 91, ¥y 61 > 0, entonces la solucién ¢;(t) (i =1,2,...,n) se
llama asintdticamente estable.
Observacion: La condicién (3) descrita en [1] atin no implica la estabilidad
de la solucién ¢;(t) (i =1,2,...,n).

Transformemos el sistema de ecuaciones (1) a nuevas variables, haciendo

=y —u(t) (i=1,2,...,n). (4)

Las nuevas funciones deconocidas z; seran las desviaciones y; — ;(t) de las
funciones desconocidas anteriores de las funciones y;(t), las cuales determinan
la solucion cuya estabilidad se investiga.

En virtud de (5) el sistema (4) en las nuevas variables toma la forma



dl’,’ d i _ _ _ .
dt - CZ + ¢Z(t7 € +y17$2 + Y2, -evy Ty +yn) (7’ = 172’ 7n> (5)

Evidentemente a la solucién cuya estabilidad se estudia y; = y;(t) del

sistema (4) le corresponde, debido a la dependencia xz; = y; — ¥;(t), la solucién
trivial z; = 0 del sistema (5) y el estudio de la estabilidad de la solucién y; = ¥;
del sistema (1) puede sustituirse por la investigacion de la estabilidad de la
solucién trivial del sistema (5). Por esto en adelante sin limitaciones de la
generalidad podemos considerar que se investiga la estabilidad de la solucion
trivial o lo que es lo mismo, del punto de reposo del sistema de ecuaciones,
situado en el origen de coordenadas.

Formulemos las condiciones de estabilidad aplicadas al punto de reposo
=0 (i=1,2,..,n).

El punto de reposo z; = 0 del sistema (6) es estable segin Lyapunov, si
para todo € > 0 existe un d(e) > 0 tal que de la desigualdad

zi(to)] < 8(¢) (i =1,2,...,n) (6)

se deduce que

lz;(t)| <e (i=1,2,...,n)

para todo t > T > t,.
En otras palabras: el punto de reposo x; = 0 es estable segin Lyapunov, si

para cada € > 0 existe un d;(e) > 0 tal que de la desigualdad

Zx?(to) < 53(e)

se deduce que

para t > T, es decir, la trayectoria cuyo punto inicial se encuentra en el 9,
entorno del origen de coordenadas para t > T no sale fuera de los limites del

€ entorno de dicho punto.



1.2. Analisis de la estabilidad por la primera aproxima-
cion
Para el analisis de la estabilidad del punto de reposo x; = 0 del sistema de

ecuaciones diferenciales

dwi
dt
donde f; es una funcién derivable en un entorno del origen de coordenadas, se

= filt,x1, 20, ..., x,) (1=1,2,...,n). (7)

aplica con frecuencia el siguiente método: como la funcién f;(t, x1, za, ..., z,)
es derivable, el sistema (7) en un entorno del origen de coordenadas x; = 0

puede representarse en la forma

dl’i " .
e Zaij(t)mj +ri(t,xy, 2o, ) (=1,2,...,n) (8)

Jj=1

donde las r; son infinitésimos de orden mayor que 1 con respecto a ||z;||, luego
de esto, en lugar de investigar la estabilidad del punto de reposo x; = 0 del

sistema (8), se analiza la estabilidad de este mismo punto del sistema lineal

Ci;l = Zaij(t)xj (1=1,2,...,n) (9)

j=1

llamado sistema de ecuaciones de primera aproximacion respecto al sistema
(8). Las condiciones de aplicabilidad de este método, utilizado durante mucho
tiempo sin ninguna base, fueron analizadas detalladamente por A.M. Lyapunov
y otros.

El analisis de la estabilidad del sistema de ecuaciones de primera aproxi-
macion, claro estd, es un problema mucho mas facil que el estudio del sistema
original, en general no lineal, sin embargo aun la investigaciéon del sistema
lineal (9) con coeficientes a;;(t) variables es un problema muy complejo. Si,
en cambio, todas las a;; son constantes, es decir, si el sistema es estacionario
en primera aproximacion, la investigacion de la estabilidad del sistema lineal

(1.9) no posee dificultades.



Teorema 1 [1] Si el sistema de ecuaciones (7) es estacionario en primera
aprozimacion, si todos los términos r;j, en un entorno suficientemente pequeno

del origen de coordenadas, cuando t > T > ty, satisfacen las desigualdades

n

Iri| < NS a2/ donde N y o son constantes, y a > 0 y si todas las
i=1

raices de la ecuacion caracteristica:

ai] — A a2 ... Q1np
a9 99 — A QAon
A= =0 (10)
an1 Ap2 cer Oy — A

tiene partes reales megativas entonces las soluciones triviales del sistema de
ecuaciones (7) y del sistema (8) son asintdticamente estables, por lo tanto, en

este caso es posible el andlisis de la estabilidad por la primera aproximacion.

Teorema 2 [1] Si el sistema de ecuaciones (7) es estacionario en primera
aprorimacion, si todas las funciones r; satisfacen las condiciones del teorema
anterior y si por lo menos una raiz de la ecuacion caracteristica (10) tiene
parte real positiva, entonces los puntos de reposo del sistema (7) y del (8)
son inestables. En consecuencia, en este caso también es posible investigar la

estabilidad por la primera aproximacion.

Los teoremas (1) y (2) desde el punto de vista de las limitaciones que
imponen a las raices de la ecuacién caracteristica, no abarcan solamente el
llamado caso critico, o sea, cuando todas las partes reales de las raices de la
ecuacion caracteristica no son positivas y ademas la parte real de por lo menos
una raiz es igual a cero.

En el caso critico, los términos no lineales r; comienzan a influir sobre
la estabilidad de la solucién trivial del sistema (7) y la investigacion de la

estabilidad por la primera aproximacién en general no es posible.

1.3. Controlabilidad completa y estabilizacion asintoti-

ca

Consideremos el sistema
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t=Arx+Bu u(-)eWwW (11)

A es una matriz constante de dimension n x n, B es una matriz constante de
n x 1y x es el vector de estado y u(-) es llamado control que es un funcional
y W es un conjunto funcional que abarca las restricciones del control. En esta
seccién explicamos la influencia de u sobre el vector de estado z, posteriormente
analizamos la estabilizacion asintética.

Es claro que si B = 0 el sistema (11) no puede controlarse. Cuando B # 0
el sistema se denomina controlable. Supéngase que al momento inicial se le
denota x(0) = 0, y dendtese por D al conjunto de accesibilidad en el espacio
de estado, que es el conjunto de todas las x € R™ a las que se puede acceder
con un control v en un tiempo dado t; que cumple 0 < t; < oo.

La matriz por bloques U = (B, AB, ..., A""' B) se llama matriz de contro-
labilidad.

Lema 3 [2/,/3] SirangU = n, entonces, el conjunto de accesibilidad D es una

region convexa en R™ y dimD = n.

Supongamos que Q = R*, es decir que los controles (%), ..., u,(t) pueden
tomar cualesquiera de los valores en el espacio de controles R®. En este caso
es efectivo el concepto de controlabilidad completa.

los controles u;(t) i = 1,..., s pueden tomar cualquier valor en el espacio de

controles R*. En este caso es efectivo el concepto de controlabilidad completa.

Definicién 4 [2] El sistema (11) es completamente controlable si le puede
llevar de cualquier estado inicial a uno final cualquiera por medio de un control

u(t) para 0 <t < oo.

En virtud de la linealidad de (16) el origen puede tomarse como el punto
inicial. Entonces la nociéon de contolabilidad completa corresponde al caso en

que la regién de accesibilidad D coincide con el espacio R".

Definicién 5 [2/ El sistema (11) se denomina completamente controlable si

la region de accesibilidad D coincide con el espacio R™.

11



El calculo del rango de la matriz U proporciona un criterio constructivo de
controlabilidad total.

Teorema 6 [2] El sistema (1.13) es completamente controlable si y solo si
rang(B,AB, ..., A" B) = n.

Corolario 7 [2] Para s =1 el criterio de controlabilidad total se puede escri-
bir en forma mds simple det(B, AB, ..., A" 'B) # 0.

En el caso anterior el sistema se dice que es de una sola entrada y se puede

escribir como;

T = Ax + buy,

b es una matriz de la forma (1,0, ..., 0)7.

1.4. Estabilizacion

Suponemos que el sistema mecédnico controlable, es gobernado por el siste-

ma de ecuaciones

&= Axr + Bu (12)

donde A es una matriz de dimensién n X n constante, x es el vector de estado
en R", B una matriz de n x 1, estd provisto con sensores, los cuales informan
sobre las perturbaciones que ocurren en x. Entonces es posible establecer el
control de la forma u = kx y la buisqueda de los elementos de la matriz k que

aseguran estabilidad.

Definicién 8 [2/,/3] El sistema lineal (12) se dice estabilizable, si existe una
matriz k tal que para u = kx la solucion trivial de (12) es asintéticamente

estable.

La nocion de estabilidad esta directamente relacionada con la nocién de

controlabilidad completa.
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Teorema 9 [2/ Un sistema (12) completamente controlable es estabilizable.

Analicemos la técnica de estabilizacién, esto es, al estado de sintesis de

retroalimentaciéon s =1y m = n y donde det H # 0 :

t = Arx+buyy x(0)=0 (13)
Z = Hx (A,b,H constantes) (14)

Denotemos por \; = v; + iu; a los eigenvalores de la matriz A donde v; y
1; son reales.
Supéngase que u; = 0. Una solucién arbitraria de (12) puede escribirse

CO1mMo

2j(t) =Y Pry(t) sen pyte ™+ " G.Qu;(t) cos pyte V) (15)
k k

En virtud de (13), la existencia de un eigenvalor A\ con parte real positiva
vs > 0 da lugar a |z(t)| — oo mientras ¢ — oo, es decir la solucién cero de
(11) es inestable.

Supdngase ahora que todas las raices satisfacen la condicion v, = ReA, < 0.
Entonces existe una constante ¢y tal que

lz(t)| < [co(1+ t")e%t]e%t
donde vy = —ming () es decir que el sistema (13) es exponencial y asintéti-
camente estable. En el caso general cuando algunos eigenvalores tengan parte
real vy igual a cero se tiene que tlggo x(t) # 0, de modo que se violan las condi-
ciones de estabilidad asintotica. Se sigue que la solucién cero de las ecuaciones
en desviaciones (14) es asintéticamente y exponencialmente estable, si y s6lo

si las partes reales de todos los eingenvalores son negativas.

Corolario 10 [2/ Para s = 1 el criterio de controlabilidad total puede escri-

birse en la forma mds simple
det(b, Ab, ..., A" 71b) #£ 0 (16)
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Cuando tenemos el caso

jIZAI+bU1,

se dice que el sistema es de entrada tnica.

(17)

Si el sistema (17) es completamente controlable puede escribirse en forma

canonica
S = Aof + 6”’&1 (18)
donde
0 1 0o ... 0
0 0 1 0
0 0 0 1
—ap —0p-1 —0Qp-2 —a
0
0
=1 .. (20)
0
1
6 en forma de una sola ecuaciéon
5(”) + alf(”_l) FoFa, =uy (21)

esta propiedad se establece como un teorema

Teorema 11 [2] El sistema multidimensional de entrada unica (17) puede

presentarse en la forma de una sola ecuacion unidimensional (21) si y sélo si

rang U =n o bien st

Criterio de Routh-Hurwitz

14
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Asi las condiciones de estabilidad para (12) se reducen a verificar la nega-
tividad de las partes reales de los eigenvalores.
El pirmer paso es algebraico y se reduce a verificar el criterio de Hurwitz-

Routh. Escribamos la ecuacién caracteristica como

&0)\” + al)\"fl 4+ ...+ Ojnfl)\ + Ay = 0, (22)

formemos la matriz de Hurwitz

ay asz as ..... 0
ag Qa2 Ay 0
0 .. 0
s (23)
0 ag a9 0
0O 0 0 .. a,

e introduzcamos sus menores principales como

a1 a3

Dy =ay, Dy= gy Dy >0, 1=1,....n0n

Qo a2

Teorema 12 (de Hurwitz) Las partes reales de las raices de (16) son ne-

gativas, es decir Reh; <0, 1 =1,....n si y solamente si

ap>0, D;>0, i=1,..,n.

En muchos casos el criterio de Hurwitz nos permite seleccionar los para-
metros de disenio de los Sistemas Dindmicos Controlables, que garantizan la

estabilidad asintética del movimiento estacionario.

Teorema 13 [2],/3] Si la matriz A es una matriz de Hurwitz, es decir, Re\; <

0 para j =1,...,n, x(0) = 0 entonces el sistema (12) es estable.

También si se cumplen las condiciones de Hurwitz, no hay necesidad de
estabilizar la solucién trivial de (12), puesto que el teorema de Lyapunov en

la primera aproximacion de establidad, garantiza la estabilidad exponencial.
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1.5. Teorema de Thikhonov

Teorema 14 Consideremos el sistema singularmente perturbado descrito en

[4]

& = Y(yzpmt); y(0) =y, yeR 24)
u% = Z(y,z,mt); 2(0) =2, z€R", pkl
Suponga que las siguientes condiciones se satisfacen
1.- Las funciones Y (y, z, u,t) y Z(y, z, p, t) son analiticas con respecto a
(y, 2, pi, t) en algiun dominio de las variables de estado.
2.- La ecuacion Z(y, z, u, t) = 0, tiene una raiz z = ¢(y,t) en algin dominio
limitado D de variables y y t, esta raiz estd aislada.

3.- Los puntos estacionarios z = ¢(y,t) del sistema g—f = Z(y,2,0,t), con

T = %, son asintoticamente estables de acuerdo a Lypapunov [4] para todo y y
t, para el cual la raiz de Z(y, z, u,t) = 0 estd definida.

4.- Las condiciones iniciales zy estan en el dominio de influencia de la raiz
z=¢(y,t) del sistema % = Z(y, z, p, t).

5.- Las funcion Y (g, ¢(y,t),0,t) es analitica con respecto a y y t.

St las condiciones de 1 — 5 se satisfacen, entonces existe jg > 0 tal que
la dnica solucion y(t, u), z(t, ) del problema (24) existe para 0 < p < po en

[0,T] y satisface:

limy(t,u) = y(t) para 0 <t <T,
pn—0

, _ (25)
lim z(t,u) = Z(t) para 0 <t <T.
u—0
donde §(t) es la solucion del sistema simplificado
dy(t o
WO _ tg,0.1),0.1), (26)
Y
Z(t) = ¢(y, 1) (27)

1.6. Teoremas de Thomson y Tait

En esta seccién, se describen las condiciones y algunos resultados presen-

tados a principio de los 1900,s, por Thomson y Tait, en un [5].
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Teorema 15 Si las matrices cuadradas A y C' de orden s son simétricas, con
la matriz A de signo determinado, entonces:

1) Todas las raices de la ecuacion caracteristica
det(AN+C) =0 (28)

son reales:

2) Siempre se va a encontrar una matriz no particular A, tal que
NAAN =1, NCA = C,, (29)

donde I es la matriz identidad, Cy es la matriz diagonal

C1 0 .. 0
0 0

Co=| (30)
0 0 .. c

donde ¢y, o, ..., cs son las raices la de la ecuacidn caracteristica (39).

La segunda parte del teorema tiene la misma validez, justificamos la si-

guiente afirmacion: si dadas dos formas cuadraticas:

S S
T=1/2Az -z = 1/222%3'%%'7

k=1 j=1

I=1/2Cx -z = 1/2iicijkxja

k=1 j=1
donde la primera de ellas es definida positiva, entonces siempre se va a encon-

trar una transformacion

Tz = Az

con matrices comunes A, aplicamos la transformacion a las dos formas

cuadraticas, ambas formas cuadraticas van a ser igual a la suma de cuadrados:
T=1/2z-2=1/2(z} + ... + 2}),
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I1=1/2Coz -2 =1/2(c12} + ..... + cs23),

donde en la primera de ellas (definida positiva) todos los coeficientes son iguales
a 1, de esto se sigue de que con la sustitucién de la variables z = Az, la matriz
A; de cualquier forma cuadratica Az - x en las nuevas variables se determinan
por la igualdad

A = A AA.

Vamos a aplicar a la segunda igualdad de la ecuacién (50) la propiedad

para determinantes:

det(AB) = det Adet B,

obtenemos

det Cy = det A - det C - det A.

Tomando encuenta, que det A" = det A, obtenemos

det Cy = A?det C,

donde A = det A el determinante de la matriz de transformacion.
Asi como la matriz Cy es diagonal, entonces det Cy = ¢q¢s....cs. Consecuen-

temente

c109...co = A?det C. (31)

Estos teoremas y las igualdades obtenidas las aplicaremos mas adelante.
Teorema 16 (Primer Teorema de Thomson y Tait) Si la inestabilidad
de un movimiento no perturbado de un sistema potencial tiene grado impar,

entonces no se puede estabilizar el movimiento con ningunas fuerzas girosco-

picas.

18



Observacién: El teorema permanece valido y en el caso no lineal del proble-
ma debido a que con la existencia de raices de la ecuacién caracterisitca con
parte real positiva la inestabilidad del sistema no depende de los miembros
que contienen zj y % en grado mayor que uno (es decir de fuerzas no lineales
Z) (ver el segundo teorema de Lyapunov).

Al inicio de este pardgrafo se demostré que un sistema potencial inestable
se puede en algunos casos estabilizar con fuerzas giroscopicas en este caso no
se consideraron fuerzas disipativas. Vamos a ver el significado que tienen estas

fuerzas para la establizacion giroscopica.

Teorema 17 (Cuarto Teorema de Thomson y Tait) Un movimiento no
perturbado z = 0, 2 = 0, que es inestable bajo la accion de fuerzas potenciales,
que es potencial bajo la accion fuerzas potenciales, permanece inestable si se
le anaden cualesquiera fuerzas giroscopicas y fuerzas disipativas si las ultimas

poseen disipacion completa.

1.7. Influencia de la estructura de las fuerzas en la es-

tabilidad del movimiento

Clasificacion de las fuerzas por su estructura matematica

En muchos casos la estabilidad del movimiento se determina por la estruc-
tura de las fuerzas que actiian en el sistema. Por eso este capitulo empieza con
un paragrafo introductorio en el cual se dara una clasificacion de fuerzas por
su estructura matematica. Vamos a considerar que la investigacion de la esta-
bilidad del movimiento en relacién a las magnitudes o a los valores z y &y se
introduce al analisis de ecuaciones diferenciales de un movimiento perturbado

las cuales pueden ser llevadas a una igualdad de matrices de la forma

Ai + By + Cha = X, (32)

aqui z es la matriz columna con elementos z1, ..., zs; A, By y C] son matrices
cuadradas de orden s con coeficientes constantes; X es la matriz columna con

elementos X1, ..., X5 que contienen x; y 2 en un orden no menor al segundo
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y que se transforma a cero, si todos los x v 2} son iguales a cero. Ademas la

matriz A = (ay;) es simétrica (A = AT) y la forma cuadr’atica

T =1/24i - (&) (33)

definida positiva

La ecuacién (28) puede ser relacionada con algin sistema real en el cual
las variables x1, ..., 4 sirven de coordenadas, considerando el tiempo 1, .., Z
son las velocidades, y la forma cuadrética (29) es la energia cinética. Frecuen-
temente esta forma cuadratica es la energia cinética del sistema real, pero
en muchos casos la forma (29) surge como resultado de la transformacién de
ecuaciones de movimiento como ocurrié en la deduccién de las ecuaciones (28).

Las componentes de las matrices columna Biz y Cix de la igualdad se
tomaron con los signos correspondientes, se pueden tratar como fuerzas donde
en algunos casos ellas representan fuerzas reales y en otros, los miembros que
surgen en la deduccion de igualdades de movimiento perturbado. Mas adelante
por simplicididad, la forma cuadréatica (19) se va a referir a la energia cinética,
las componentes de las matrices Byx y Cz como fuerzas aplicadas al sistema,
las variables x1, ...,z las coordenadas, y sus derivadas en el tiempo 1, .., 2,
las velocidades.

Vamos a separar las matrices By y C en simétricas y casi-simétrica, po-
niendo (18) y (19)

B =B+G, C,=C+P, (34)

donde las matrices simétricas B y C'y las matrices Cososimétricas G y P estan

determinadas por las igualdades

B o= B = 12Bi+B). G = =G = 12Bi-B), 0
C = C = 1/2(C.+C), P = —P = 1/2(C, - )
Ahora la ecuacién (18) toma la forma
Ai + Bi + Gi + Cx + Pr = X. (36)
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las fuerzas C'x con matriz simétrica C' = (¢i;) se llaman potenciales o conser-

vativas y la forma cuadrética

I=1/2Cx-x (37)

energia potencial del sistema. Por regla las fuerzas C'x representan la parte
lineal de las fuerzas potenciales reales, elasticidad y otras similares (la parte
no lineal de las fuerzas potenciales se representan en la matriz X).

Establecemos con ayuda de la matriz B = (by;) la forma cuadrética

F=1/2Bi i (38)

Si esta funciéon no es negativa, entonces se llama funcién de dispersion o
funcion disipativa de Raleight, (el origen de este termino se va a explicar pos-
teriormente) las fuerzas correspondientes B en este caso se llaman fuerzas
disipativas. Si la forma cuadratica F' no es definida positiva y positiva deter-
minada entonces la disipacion se llama completa, en el caso contrario se llama
incompleta. Por fin, si la funciéon F' puede tomar un valor negativo entonces
de entre las fuerzas que estan en la matriz Bi se tienen fuerzas acelerativas.

Antes de estudiar la estabilidad del movimiento no perturbado z = 0 y

2 = 0, vamos a ir a unas nuevas variables z1, ..., z; aplicando la formula

= Az,

en la ecuacién (32) obtenemos

ANZ + BAZ + GAZ 4+ CAz+ PAz = X (Az).

multiplicamos del lado izquierdo las dos partes de la igualdad anterior con la

matriz A’, que es la transpuesta de A,

AN AN+ A'BA: + NGAs 4+ N CAz+ AN PAz = Z, (39)

/ . .
donde Z = A X(Az) es una matriz columna cuyos elementos contienen zj, y
%, en grados mayores al primero.
Ahora consideramos que la matrices A y C son simétricas y ademas la

matriz A es definida positiva. Con base en el segundo teorema, existe una
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matriz no particular A para cual se va a cumplir las igualdades (35). Sea A tal

matriz. Entonces

NAN=1, ANCA=Cy, (40)

donde Cy es una matriz diagonal e I la matriz identidad.
Es facil ver que la matriz A'BA es simétrica, y que las matrices A'GA y
A'PA son COSO simétricas. Se cumple con base en la regla de la derivada de

la transpuesta de las matrices (31) que tenemos

(A'BA) = (BA)' (A = A'B'(A).
De la misma forma, se sigue que transponiendo dos veces la matriz, ésta se

. o . . /AN , . . ’ .
vuelve la matriz original, es decir (A') = A. Ademads la matriz B es simétrica

/
y consecuentemente B = B . De esta manera

(A'BA) = A'BA

que con base en la misma formula (29) sirve de operacién de la simétria de la
. /
matriz A’ BA.
Y en lugar de la matriz simétrica B tenemos la matriz coso simetrica G

(P), entonces tenemos

(NGA) = (GA) (A) =ANG (A
O Tomando en cuenta que la matriz GG es cososimétrica y para ella es vélida
la formula (29), con base en la cual G' = —G,
(NGA) = —A'GA.

De acuerdo a la misma férmula (29) concluimos que la matriz A'GA es
cososimétrica. Una conclusién analoga es véalida para la matriz A" PA.
Tomando en cuenta lo dicho y poniendo tambien IZ = Z, la ecuacién (36)

se puede escribir de la siguiente manera:

P4+ Bz+Gi+ Coz+ Pz = Z, (41)
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donde por simplicidad la matriz simetrica A’ BA y las matrices COSOsimetri-
cas A'GA y A'PA se expresan por B, Gy P respectivamente.

Entonces obtenemos otras dos nuevas formas de la ecuacién (28)

24+ Byz+ Gi+ Coz+ Pz = Z, (42)

AZ+ Byz + Gz + Coz + Pz = Z, (43)

donde Cj y By son matrices diagonales y de elementos

C1 0 ... 0 b1 0 ... 0
0 0 0 b 0

Co=| . By= 2 (44)
0 0 .. c4 0 0 .. b,

(en la dltima igualdad a la matriz By se le puede transformar en unitaria).

De esta manera con ayuda de la transformacién z = Az la ecuacién (28)
se puede llevar a alguna de las tres formas (32), (33) o (34) ademads las fuer-
zas potenciales, disipativas, giroscopicas y no conservativas se transforman en
fuerzas de esa estructura. Es evidente que de la estabilidad (inestabilidad)
relacién a las coordenadas z, y a las velocidades z; se sigue la estabilidad
(inestabilidad)en relacién a las coordenadas z; y a las velocidades ;, e inver-
samente. Por eso no nos interesa la transformacion misma x = Az, que lleva a
la ecuacién (18) a una de las ecuaciones (32)-(34). Es suficiente saber que tal
transformacion existe.

Entre las matrices iniciales B y C'y las obtenidas de ellas By y C existen

relaciones (36)

blbg...bs = A2 det B, C1C2...C5 = A2 det C (45)

donde A = det A el determinante de la matriz de la transformacion.
Con la ausencia de fuerzas acelerativas dentro de los elementos by de la
matriz B no negativos,ni con disipacién total todas las b, son positivas. Si

se tienen fuerzas acelerativas entonces dentro de los elementos b, se tienen
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negativos. Con el minimo de energia potencial II todos los coeficientes ¢ son
positivos, y con el maximo II son negativos.
Coeficientes de Estabilidad

Vamos a considerar que en el sistema actuan solamente las fuerzas poten-
ciales C'z, y que todas las fuerzas restantes no estan presentes (B=G=P=7=0).
Entonces, usando la ecuacion (32), la igualdad del movimiento perturbado se

puede escribir de la siguiente manera :

54 Coz =0 (46)

Esta ecuacién matricial es equivalente a s la igualdad escalar (recordamos

que Cp es la matriz diagonal)

1+ = 0,
(47)

Zs +cszs = 0.
Las coordenadas z1, ...z, en las cuales las igualdades de movimiento pertur-
bado tiene la forma de la ecuacion (37), se llaman coordenadas normalizadas.
Las igualdades (37) no estén relacionadas entre si y se integran independien-

temente unas de otras. Tenemos

1.— cx > 0; Ck = M,
2, = Apsin(pgt + ep); (48)
2.— cr < 0; Cp, = —V,%,

Zr = Ake”’ft -+ Bke_”kt,
donde Ay, By v ¢ son las integraciones constantes. Hacemos notar que en el
primer caso los valores caracteristicos A = £y, y en el segundo caso A = +v.
De esta solucion se ve que si todos los valores ¢, son positivos, entonces el
movimiento no perturbado zp = 0 y 2 = 0 es estable en relacion a las coorde-
nadas normalizadas z;, y las velocidades Z; (a ellas mismas y en relacién x; y
%;). A cada valor negativo ¢ (si se cuenta con el) corresponde una coordenada
inestable 2z y consecuentemente un movimiento no perturbado con la existen-

cia de ¢; < 0 va a ser inestable (debido a que con ¢; < 0 uno de los valores
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caracteristicos A = +v;, es positivo, entonces el movimiento no perturbado va
a ser inestable y bajo cualesquiera fuerzas no lineales Z (ver segundo teorema
de Lyapunov). En relacién con esto los valores ¢; se llaman coeficientes de
estabilidad del sistema), y los valores negativos ¢ es el grado de inestabilidad
(estas definiciones fueron hechas por Poincare).

En adelante va a tener significado no el nimero de coeficientes de inesta-
bilidad ¢, sino su paridad. Utilizando la segunda igualdad (6.12) tenemos

C1Ca...C4 = Az det C,

se puede determinar la pariedad del grado de la inestabilidad del sistema, sin
ser necesario pasar a coordenadas normales. Se cumple que si el nimero de
coeficientes negativos ¢ es par, entonces la coleccién ¢;...cs es positiva (supo-
niendo que entre los coeficientes de estabilidad no hay ceros). Pero entonces
de la ultima igualdad se sigue que el det C' > 0; si el niimero de valores negati-
vos ¢ es impar entonces la coleccién cy...cs es negativa y consecuentemente el
det C' < 0; la inversa es evidente y también se cumple. De esta manera tene-
mos una regla sencilla; si el determinante de la matriz C' de fuerzas potenciales
de las igualdades iniciales del movimiento perturbado es positivo, entonces el
grado de inestabilidad del sistema es par, si el det C' < 0, entonces el grado de
inestabilidad del sistema es par.

Influencia de fuerzas disipativas y giroscopicas en la estabilidad

del movimiento de un sistema potencial

En condiciones reales a un sistema potencial se le suman las fuerzas disi-
pativas que surgen debido a la oposicién del medio (oposicién omica) o como
resultado de la accién de instrumentos establecidos especialmente. Ademas fre-
cuentemente se encuentran sistemas en los cuales actuan no solamente fuerzas
potenciales disipativas sino giroscépicas.

Vamos a suponer primero que el movimiento no perturbado 2z =0y 2 =10
bajo la accién de algunas de las fuerzas potenciales es inestable. Surge la
siguiente pregunta: se puede estabilizar el movimiento anadiendo a las fuerzas
potenciales fuerzas giroscopicas? ejemplos sencillos muestran que en algunos

casos esto se puede realizar. Ciertamente, el sistema potencial
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Zl +c1z1 = 0 (49)
Zo4+cozg = 0

con 1 y ¢o negativos es inestable. Anadimos al sistema las fuerzas giroscépicas

gz2 vy —gz1. Obtenemos

Zl +922 +ciz1 = 0

. . (50)
Zg—gz1+cze = 0
Vamos a buscar la soluciéon comun
2 = AeM, zy = BeM
y establecemos la ecuacion caracteristica
)\2 +c g)\
=M (P e+ )N e =0. 51
oA A 4o (g 1 2) 1C2 (51)

Debido a que en esta igualdad se tiene a A solo en grados pares, entonces a
cada raiz A le corresponde una raiz-A. Por eso, si la parte real aunque una de
las raices no sea igual a cero, entonces se encuentra la raiz de la parte real la
cual es positiva. De esto se sigue que la estabilidad llega solo en el caso si es que
todas las raices de la ecuacién caracteristica van a ser puramente imaginarias
y las raices en relacién a A\%- valores reales negativos. Para esto es necesario
y suficiente que los coeficientes de la ecuacién caracteristica cumplan con las

siguientes condiciones:

01'02>0, 92+01+02>0, (92+Cl+02)2—401C2>0.

Estas 3 desigualdades facilmente se pasan a una condicién (recordamos que

por una suposicién ¢; < 0y c3 <0 ):

lg] > V—=c1 +V—ca. (52)

De esta manera, si el coeficiente g cumple esta condicién entonces el sistema

potencial inestable (46) va a estabilizarse anadiendole fuerzas giroscépicas gz,

y —9gZ1.
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Como consecuencia de esto naturalmente surge otra pregunta se puede

siempre estabilizar con fuerzas giroscopicas un sistema potencial inestable?.

1.8. Estabilidad bajo perturbaciones permanentes

Las perturbaciones de corta duracién descritas en [1] se reducen a per-
turbaciones de las condiciones iniciales, y el problema de la estabilidad con
respecto a dichas perturbaciones, se reduce al andlisis de la estabilidad segin
Lyapunov.

Si, en cambio, las perturbaciones son de accion constante, el sistema

de’i
pr filt, w1, 20, . ), i(to) = X0, (53)

debe ser sustituido por el sistema

da, .
Y it w1, Ty ey ) i Ty e n); @i(B) = FTiE), (i =1,.,m) (54)

dt

para todas las t > ty. Luego se hace necesario el estudio de la estabilidad bajo
perturbaciones permanentes. Este problema fue estudiado por I. G. Malkin y
por G. N. Duboshin. en [1]

Definicién 18 [1] La solucion trivial del sistema (26) se llama estable con

respecto a perturbaciones permanentes, si para todo € > 0, existen 61 > 0 y
n n

8o > 0 tales que las desigualdades Y r? < 8% para todo t >ty y > x5 < 03,
i=1 i=1

implican que Y x7 < €® cuando t > to, donde z;(t) (i =1,...,n) es la solucidn
i=1
del sistema (1.4), determinada por las condiciones iniciales x;(ty) = xio

(1=1,....,n).

Igual que al investigar la estabilidad segin A. M. Liapunov, se puede, por

el cambio de variables z; = y; — ¢;(t)(i = 1,2,...,n) transforma la solucién es-

tudiada y; = ¢;(t)(i = 1,2, ...,n) del sistema Cg’; = Q,;(t,y1,Y2, .., Yn) para i =

1,2, ...,n en la solucién trivial z; = 0(i = 1,2,...,n) del nuevo sistema. Por
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esto, en lo sucesivo se puede considerar que se investiga la estabilidad bajo
perturbaciones de accién constante de la solucién trivial xz; =0(i = 1,2,...,n)
del sistema de ecuaciones (26).

La solucién trivial del sistema (26) se llama estable con respecto a las
perturbaciones permanentes, si para todo € > 0 existen 07 > 0 y do > 0 tales
que las desigualdades

n
Z r? < 63
i=1

n
para t > to y Y.x% < 05 implican que > z2(t) < € cuando t > t,

1=1 i=1 ‘
donde x;(t)(i =1,2,...,n) es la solucién del sistema (18), determinada por las

condiciones iniciales z;(t,) = x;io(i = 1,2,..,n).

Teorema 19 (Teorema de Malkin, Duboshin) [1/

Si para el sistema de ecuaciones (17) existe una funcion de Liapunov
v(t, z1, X2, ..,x,) la cual tiene derivada y que ademds satisfaga en un entorno
del origen de coordenadas, para t > ty las siguientes condiciones:

1) v(t,xq,x9,..,2,) > wi(x1, Ta, .., Ty,), v(t,0,0,..,0) =0
donde wy es una funcion continua que se anula solo en el origen de coordenadas.

o

2) las derivadas 5-(s =1,2,..,n) estdn acotadas en valor absoluto.

n
3) la derivada ‘é—: = % + Zlg—;fz < —wy(xy, o, .y ) < 0, donde la
1=

funcion continua wo(x1, X2, .., x,) se puede anular solo en el origen de coorde-
nadas, entonces la solucion trivial del sistema (27) es estable con respecto a

las perturbaciones de accion constante.

Corolario Si el sistema

n

dz;
CZ = ZCLUZL‘]‘

=1

es asitoticamente estable, entonces el sistema

dl’i -
di = Zaijxj—i-?"i(t,a:l,..,xn)
=1
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tiene estabilidad robusta.
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1.9. Planteamiento

Cuando hablamos de sistemas mecédnicos, sabemos que asociado a cada
uno de estos tenemos un modelo Mateméatico que lo representa. El modelo
Matematico equivale a una ecuaciéon o un conjunto de ellas en base a las cua-
les podemos conocer el comportamiento del sistema. Ya formulado el modelo
Matematico del sistema, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales, las
soluciones del sistema son la parte mas importante del sistema, aqui lo ideal
serfa calcular explicitamente todas las soluciones de cada ecuacién diferencial
o sistema de ecuaciones, sin embargo como se sabe, solo algunas ecuaciones
muy especificas lo permiten. De ahi la importancia del estudio de las pro-
piedades cualitativas de las soluciones para las ecuaciones diferenciales. Esto
marca el comienzo de la teoria moderna de las ecuaciones diferenciales cuyos
iniciadores fueron A.M. Lyapunov y H. Poincare, Matematicos cuyos traba-
jos al inicio del siglo pasado han motivado investigaciones recientemente. Un
fenémeno cualitativo de gran interés practico, es la nociéon de estabilidad de
un estado particular del sistema o de sus soluciones. Actualmente, el analisis
de estabilidad se basa principalmente en estudiar las propiedades y condicio-
nes bajo las cuales una solucién es estable. Para que un sistema de control
sea util, lo primero que debe de cumplir es que sea ESTABLE. Una carac-
teristica importante de los sistemas de control es la capacidad de reducir los
efectos inferidos por las perturbaciones o disturbios. Se debe diferenciar en-
tre las perturbaciones del proceso y las perturbaciones en la medicion. En el
carro llamado Segway, tenemos un sistema mecanico que tiene que responder
en poco tiempo y de forma efectiva a las ordenes del operador. Ademas los
movimientos tienen que ser suaves, estas consideraciones son las ideales, por
que sabemos que tendremos perturbaciones, las cuales pueden ser externas, el
piso, la falta de pericia del operador, etc. perturbaciones internas, estas son
las ocasionadas por los dispositivos del carro y pueden ser generadas por los
sensores, motores, etc. En el presente trabajo propongo Estabilizar sistemas
considerando perturbaciones internas, de corta duraciéon y continuas.

En el capitulo 2.- Presento el desarrollo de dos algoritmos:

a) Algoritmo de sintesis de estabilizacién asintética de mini-max.

b) Algoritmo de andlisis de establidad robusta.
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Por la forma como se plantean los algoritmos, podemos obtener los parame-
tros y determinar estabilidad para algunas de las variables que se consideran
en el sistema. Presento algunos ejemplos para cada uno de los algoritmos pro-
puestos.

En el capitulo 3, obtengo el modelo Matematico de un sistema, cuyo obje-
tivo es mantener una varilla en posicion vertical, la cual esta montada sobre
un carro, como se describe en las figuras 8 y 10, se obtiene el modelo Ma-
tematico basandonos en resultados obtenidos respectoa a la aceleracién total,
cuando consideramos distintas posiciones para los acelerometros y giroscopos,
finalmente obtenemos un sistema de tres variables con dos grados de libertad.

En el capitulo 4, aplicamos el primer algoritmo al modelo matematicos
descrito en el capitulo anterior, utilizamos programas de computadora para
obtenerlos, sin embargo, las operaciones resultantes son demasiado complica-

das, por lo que, hago aproximaciones basadas en métodos numéricos.
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2. Analisis de la estabilidad robusta y sintesis
de la estabilizacion mini-max del sistema

mecanico

En este capitulo presento dos algoritmos que sirven para determinar los
parametros de estabilizacién cuando el sistema es inestable debido a perturba-
ciones originadas por errores instrumentales, es decir, perturbaciones internas.
En el primer algoritmo, considero las perturbaciones iniciales, este problema
se reduce a un problema de programacién no-lineal, determino estabilidad
asintotica. En el segundo algoritmo, considero perturbaciones permanentes,
una vez determinados los parametros de estabilizacion, determino la calidad

del estabilizador y su estabilidad robusta.

2.1. Estabilizacion asintética de minimax cuando hay

perturbaciones iniciales

2.1.1. Reduccién del problema de estabilizacién asintética minimax

al problema de programacion no lineal

En esta seccién considero el sistema

T = Ax + buy (55)

con control u; = kTz con multiples sensores y modelo algebraico del sensor
z = Hx + r(t) donde r(t) representan las perturbaciones.

El sistema representado por la ecuacion 55 es un caso particular del siste-
ma de la ecuacion 11. El objetivo es proponer un algoritmo que nos permita
determinar los parametros Optimos de estabilizacion, cuando consideramos
perturbaciones iniciales, aplicando programacion no-lineal para que el sistema
sea asintéticamente estable.

Despues de sustituir la ecuaciéon del control u; en (55), obtenemos

&= Ar +b(k"Hx + kTr(t)) = (A+ bk" H)x + bk™r(t) = Acx + Cr(t), (56)
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las dimensiones de la matrices son: Anxn, Hmxn,bnx1, kT 1 xm, z
m x 1, r(t) m x 1.
Considero perturbaciones iniciales y por el Teorema de Malkin-Duboshin

y como (r(t) = 0), el sistema (56) puede ser sustituido por el sistema,

i = A(k)z, (57)

donde la matriz A.(k) = A+bk™ H cumple las condiciones (Lema 3, definiciones
4 y 5, Teorema 6 y Corolario 7 ) para que el sistema 57, sea controlable y de
Hurwitz, de dimensiéon n x n, donde k € Q y Q = {k / Re(\;j(k)) < a, o >
0,7=1,...,n}.

La solucién del sistema (57) es z(t) = e?!2(0), con condiciones iniciales
x(0) = x.

Como parte importante de la forma en que vamos a obtener el algoritmo,

presento el siguiente Lema.

Lema 20 (Lyapunov) La ecuacion de Lyapunov

AHy + HyAT = -G (58)

es valida para algunas matrices G = GT y Hy = HI definidas positivas si y

solo si Re(\; + \;) # 0 para todos los valores propios de matriz A. Bajo esto

Hy = / eGer dt > 0. (59)
0
st y solo si la matriz A es estable y ya sea que;

G >0 (si G > 0, entonces existe una solucion definida semi-positiva H >
0).

Como notamos, en este lema las matrices G'y H son definidas positivas. No-
sotros vamos a demostrar que bajo el esquema de este lema, podemos obtener
un algoritmo para la estabilidad asintotica del sistema para ciertas variables,
entonces tenemos que demostrar que si G > 0, la matriz H > 0 es definida

positiva, cuando A. es matriz de Frobenius.
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Teorema 1
Para un sistema completamente controlable y unidimensional, de la for-
ma (55) el problema de estabilizacion mini-maz, se puede reducir al problema

extremal de dimension finita, para todo l =1,..,n,

2 ’
HoVméx — 1000 (60)
Demostracién

Considero la ecuacion diferencial y matricial

Z=ATZ2+7A. Z(0)=G (61)

donde G es una matriz casi-identidad y A. = A + bk.

La solucion general de (61) tiene la forma

Z(t) = e Geld (62)
Intégro la ecuacion (61),
AZ/Z(t)dt - /Z(t)thc = /Z(t)dt = Z(o0) — Z(0) = -G, (63)
0 0 0

el valor de Z(00) es cero por que considero a la matriz A.(k) de tal forma que
la parte real de sus valores propios es negativa.
Comparando con la ecuacién de Lyapunov, integral de 62 es la matriz H,

es decir,

o0

H = /Z(t)dt (64)
0
sustituimos el valor de H en la ecuacién 63, obtengo ecuacién de Lyapunov
(58)
ATH + HA, = —G. (65)

La matriz H es simétrica, la forma cuadrética es igual a la integral
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:/x(t)TGa:(t)dt:/(iﬁ(ﬂ)dt, (66)

donde I < ny z(t) = eM*x(0) es la solucién de la ecuacién & = A,z con
condicién inicial (0) # 0.
La matriz A., para cualquier & € @), es una matriz de Hurwitz y A. = Ap,

(matriz de Frobenius),

0 0 . 0
1
A, = Ap, = ) S .
0 00 .. 1
—ap,+k, . . ... —ai+k,,

el sistema que representa la matriz de Frobenius (Apg,), es

i‘l = T2
igzzxg
j:n—l = Tn

n = (—an + k1)o1 + (—an1 + ko)wo + o + (a1 — k),

en la ultima ecuacién del sistema, sustituimos los valores de ; para j = 1, ..., n,

obtenemos la ecuaion

dr, .

o =i = (—an + k1)xy + (—ap_1 + ko)xo + ... + (—a1 — kp)zp, (67)
notamos que dg—; =1, = xﬁ”) = d;ﬁl, empleamos este hecho y a la vez iguala-
mos a cero la ecuacién (67)

dnﬂ?l dn_1$1
dir +(G1—kn)w+...+(an—k1>$1 =0. (68)
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Suponemos que x1(t) = 0 entonces #; = x9 = 0 consecutivamente, hasta
—1 .
dt" -2 = 1,(t) = 0, entonces o = 0. Concluimos que esto no

ocurre ya que como sabemos xy # 0. Por lo tanto, la matriz H es definida

llegar a que

positiva (H > 0), es decir, no puede ser igual a cero.

Por todo esto, para todo x(0) # 0 se cumple que

o
x¢ Hyzo = / Zx?(t)dt >0 (69)
0 =1

Maximizamos la parte derecha de la igualdad (69) y ademas suponemos

que [2(0)] < po

max / Z = max 27 (0) Hox (0). (70)

0)|<po (0)|<po

Por otro lado y sin perdida de generalidades, para cualquier matriz simétri-

ca definida positiva se cumple la siguiente desigualdad

27 (0)Hox(0) < ftoVmax (71)
para V.., maximo valor propio de la matriz Hj.

De las condiciones iniciales |z(0)| < o, existe una con la cual se alcanza

la igualdad de la ecuacién (71). Por lo tanto

2
ma><(1/ z:: = U Vimaz- (72)

|

Cuando [ = n, la matriz G = I, del Lema 20, G > 0, la ecuacién matricial
ATHy + HyA = —G es la Ecuacién de Lyapunov, la matriz Hy que es solucién
de esta ecuacion es una matriz simétrica, definida positiva. Si [ < n tenemos

que G > 0). Segun el Teorema 1, la matriz H es casi indentidad y H > 0.
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2.1.2. Ejemplo 1.1

Aplicamos el algoritmo descrito en la seccién 2.1, para perturba-
ciones iniciales o de corta duracién

Para el sistema de ecuaciones

J'I.l + 21’1 — T1 = Uy donde Uy = —k’l(l’l + 7’1(75)). (73)

sustituyendo el valor de u; resulta la ecuaciéon
£L.‘.1 + 21‘1 + (k)l — 1)5(]1 = —]ﬁ?"l.

Cuando (r(t)) = 0.

El sistema de ecuaciones en forma de Cauchy es

.251:.1’2

ZL:Q = —21’2 — (]{31 — ].)ZL‘h

la matriz A. del sistema descrito anteriormente es

Para determinar el conjunto (), definido de la siguiente forma

Q= {k/Re\; < 0.1 (j =1,2)}

y donde los valores propios de la matriz A, son:

)\1:—1+\/2—l€1y )\2:—1—\/2—]{31,

empleo el siguiente criterio:

La parte real de los valores propios es negativa, ReA; 2 < 0, y si el discri-
minante D = 2 — k; > 0, esto ocurre para los k; < 2 y si ademds \; o < —0,1
entonces para cuando los valores propios A; o son reales, ky € [1.19,2].

Y si D < 0 los valores propios A; 2 son nimeros complejos y ademés siguen
cumpliendo la condicién Re); 2 < 0, en esta caso los k; para los que D < 0
son ki € (2, 00).
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De aqui que el conjunto conjunto @ = [1.19, co).

Para el andlisis y la sintesis de la estabilizacion mini-max del sistema
mecanico con un grado de libetad, en esta seccion aplico el resultado de la
seccion (2.1).

Desarrollo del algoritmo de mini-max para obtener el pardmetro minimo
de estabilidad, cuando r(t) = 0 y con condiciones iniciales |z(0)] <1

Determinar la matriz simétrica Hy descrita en la ecuacién

ATHy + HyA, = -G (74)

para el caso donde [ = n, esto es, G = I es la matriz identidad (ecuacién de
Lyapunov).

a)

Resolver el sistema de ecuaciones que se genera las siguientes operaciones

entre matrices

01—k hi heo N hi  ho 0 1\ (-1 0
1 -2 hy hy hos  hy 11—k -2/ o -1
(75)

este es el sistema de ecuaciones para obtener la matriz H;

2(1 — ky)hy = -1
(1 —=ky)hg+hy —2hy = 0 (76)
hl —2h2+(1—k1)h4 —

2hy — 4hy = -1

se resuelve para hy, he, v hy estos valores son las componentes de la matriz

Hy, entonces la matriz es:

k%—k1+4 1
Hy = ( i 3D > (77)

20k1i—1)  A(ki—1)

La matriz H; es simétrica y definida positiva, esto es detH; > 0 y la

componente a; ; > 0 de la matriz, para k; € (1, 00).
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Determinar los valores propios en el polinomio caracteristico det(IAN—H) =

0. Los valores propios son:

k244 +\/ k2+4 B (kﬁfkf+4k174)
—1)2
_ AT 4(ki— 1) 16(ki—1) (78)
y
k2+4 k2+4 k$—k?+4k1—4
)y — T V (—40311)2)2 — e >7 (79)

max

Figura 1: gréfica para vy, (k).

de forma analitica los valores propios vy > vy, por lo que el vy, es v1(k),
para los valores de k; € (1, 00).
El valor del parametro donde el valor propio v,,,, tiene su minimo cuando

ki = 3,236316.

En este parametro la solucién del sistema es asintéticamente estable y

asintoticamente optimalmente estable.

b)
Desarrollo del algoritmo de mini-max para obtener el pardmetro minimo
de estabilidad, para la variable x1, cuando r(t) = 0 y las condiciones iniciales

satisfacen |z(0)| < ppo.
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Para este caso, la matriz G tiene elemento unitario en la posicién a1,
entonces la ecuaciéon matricial AT Hy + HyA. = —G, aqui aplico el teorema 1.

Realizo las operaciones entre matrices, para determinar las componentes
de la matriz H,

01—k hi h . hy ho 0 1\ [-10
1 -2 hy hy hy hy 1-k -2/ L o0 o

(80)
resulta el sistema de ecuaciones
2(1 — ky)ho = -1
1—Kk)h hi —2hs = 0
( 1)ha+ hy 2 (81)
hl - 2h2 —+ (1 - k1>h4 - 0
2h2 - 4h4 - 0

resuelvo para hy, ho, hg y hyg, son las componentes de la matriz Hy, entonces

la matriz es:
3+k1 1
H2 — ( 4(1;k1) 2(]61171) ) (82)

Figura 2: en esta grafica vemos que a;; >,0

La matriz Hs es simétrica y definida positiva, esto es detHy > 0 y la
componente a;; > 0 de la matriz, para k; € Q.
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Los valores propios en el polinomio caracteristico det(IA — Hy) = 0.

Los valores propios son:

oo
Vv
max|
|
0.5}
01
0.05 \ ——
1
0 . S
0 50 100 150

Figura 3: gréfica para vy, (k1) cuando [ < n y la matriz G cumple G # I.

4 244 12
Atk + VR AR T (53

8(ky — 1)

141

V2:4+k’1—\/m (84)
8(ky — 1)

de forma analitica resulta que vp,q, (k1) = v1 para los valores de k; € Q

De aqui que Vpq, (k1) es una funciéon monotona decreciente para ky € @), no
podemos decir que existe un k; para el que vp,q, (k1) alcanza su valor mimo, sin
embargo considerando cualquier valor de k; y se asegura estabilidad asintotica
para xi.

Esta parte del ejemplo, es la méas importante, ya que como tenemos una
matriz G definida semi-positiva y una matriz H definida positiva.

Como el valor propio v, es una funcién decreciente, tomamos un valor

k) = 2, la matriz H, es la siguiente
4 1/2
= Y (85)
1/2 1/4
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Y Viaz(kY) = Vmae(2) = 1.44571.

Conclusion Para la variable x; de la presentacion en forma de Cauchy del
sistema (73). Aplicamos el algoritmo, obtenemos el parametro de estabilizacién
ki1 = 2, las perturbaciones iniciales son r(t) = (r1,72) = (—0.9293, —0.3827).
El sistema se puede estabilizar aplicando este algoritmo.

c)

Ahora para obtener el parametro minimo de estabilidad, de la variable x5,

cuando r1(t) = 0 y las condiciones iniciales satisfacen |z(0)] < pq.

Entonces se considera la matriz G cuando solo tiene elemento unitario en

icié 2.2 uacio 1ci c = — .
la posicién ag o la ecuacion matricial AT Hy + Hz A G es

01—k hy ho hy ho 0 1\ (0 0
J ) hy hy * hy hy 1—-k -2/ \o0 -1
(86)

resulta el sistema de ecuaciones

2(1 - kl)hg == 0
(1= ky)hg + hy —2hy = (&7
hy —2hy+ (1 —k))hy = 0

2hy — 4hy = —1

se resuelve para hy, ho, hg v hyg, son las componentes de la matriz Hs, entonces

ki—1 0
fy= | (88)
4

La matriz Hs es simétrica y definida positiva, esto es detHs > 0 y la

la matriz es:

componente a;; > 0 de esta matriz para k; € [1.19,00), como notamos el
intervalo donde Hj es definida positiva es el mismo Q).

Se determinan los valores propios en el polinomio caracteristico
det(lv — H3) = 0.
Los valores propios son:
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151

ki + k¥ —4ki+4 ki —1
= = 89

4

key — /K% — 4k, + 4
90
- (90)

de forma analitica se obtiene v,.. (k1) = 11 para los valores de k; € @

Vy =

Figura 4: gréfica para vy, (k1) cuando [ < n y la matriz G cumple G # I.

En este caso Vpa(k1) es una funcién creciente para ky € @ y toma su

valor mimo para k; = 1.19 € Q).

2.2. Algoritmo de estimacion de la calidad para estabi-
lidad robusta

En este algoritmo que propongo, se utiliza la norma, para obtener la maxi-
ma solucion del sistema, para despues minimizarlo, respecto a los parametros

de estabilizacién k1, ko,....k,, donde 1 < m <n.
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2.2.1. Solucién al problema interno

El modelo matematico de un sistema con un control esta dado por las

ecuaciones
T = Az + buy, (91)

con condiciones iniciales 2(0) = 0 y control u; = k72 la matriz A no necesa-
riamente es una matriz de Hurwitz, donde k = (ki, ko, ..., k,,) son escalares,
llamados parametros de estabilizacién. El modelo algebréico del sensor es z =
Hx + r(t), donde r(-) es una funcién acotada, para todo t > ty, es decir,

r;(t)] <79, para j =1,..,m, uy = k" Hz 4+ k" r(t) se obtiene el sistema

&= (A+bk"H)x + bk"r(t), (92)

la matriz A, = A + bkTH se llamara matriz cerrada, para que el sistema
sea estable es necesario que esta matriz sea una matriz de Hurwitz. Para que
esto ocurra, es suficiente que los valores de los parametros de estabilizacién &

pertenezcan al cunjunto @),

Q={k/Re\; < —a, a>0,i=1,..,n}.

La solucién general del sistema (91) para t = t5 con condiciones inicales

z(0) = 0, tiene la forma

ts
zi(ty) = / Cirett=pkTr(t)dt, i=1,...n, (93)
0
donde CT = (0,0,..,0,1,0,.,0), (el 1 esta en la posicién i.) y k € Q.
Para determinar el valor maximo de la soluciéon, se define la norma de la
solucién cuando |r;(t)] < r°,
ts
mAx zi(ts) = /Zr?]C’iTeAC(t“_t)bkﬂdt, (94)
j=1

|rj(t)|§7“?, j=1,....m
0

para 7 = t; — t resulta
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tsm

mix nft)= [ SrICTA 9)
j=1

\Tj(t)\gr?, j=1,...m
0

entonces cuando t; — oo y para todo k € ) se obtiene

o0
m

max xi(oo):/ZrﬂC’?eAc(k)Tbkj\dT, (96)
j=1

rj ()| <r9, 1<i<m
0

sabemos que si |r;(t)] < ro = r9(€) y cumple que || z;(t) ||[< €, entonces el
sistema es estable para perturbaciones permanentes (Duboshin, Malkin).

Las norma elevada al cubo de dimensién n

1<i<n 1<i<n

l2(t)]] = méx zi(ts) < maX/Z PO CT AT |,

la norma del maximo para z; es

| 2(ts) o<t <o0 < mix /Z rO|CF AWk | dr,

1<z<n

donde k£ € Q.

Por ejemplo, si para todo € > 0 tenemos que

To S < m )
Ac(k)T
1121?2; { ; Te bk;|dr
entonces
< T Ac(k)T <
| z(t) I< 7o 1r£1a<X/2|C bk;|dr < e. (97)

Con este resultado, garantizamos la calidad de la estabilidad robusta del
sistema cuando tenemos perturbaciones permanentes, uno de los objetivos del

presente trabajo.
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2.3. Sobre la posibilidad de optimizar la calidad de es-

tabilizacion robusta

El valor de la integral del lado derecho de la desigualdad (96), es el méximo

valor de la solucién del sistema, para la variable z;(t),
01T JAc(k)T
= 1121?2;/2 |Cle bk;|dr, (98)

La norma del maximo se puede establecer como un funcional, si primero
integramos sobre la variable x y el resultado se minimiza sobre los valores de

k. El funcional J(k)se define de la siguiente forma

1<i<n

= méx /ZTO|C’T ATk dr — mm. (99)

para k = (ki, ka, ..., k) escalares.

2.3.1. Ejemplo 1.3

Al sistema mecénico inestable con un grado de libertad n = 1, kT =
(k1,0,...,0) y r1(t) # 0, le aplicamos el Algoritmo de estabilizacién de mini-
max.

La ecuacion de movimiento del sistema bajo la perturbacién permanente

r1 €s
T+ 22 — 21 =wy donde uy = —ky(x; +7r1(t)) v |r((t)| <ro=1 (100)
sustituyendo el valor de u; y obtenemos la ecuacién
F+28+ (b —Day = —kyry.

El objetivo es estabilizar el sistema cuando tenemos perturbaciéon permanente

(r(£)).
Se aplican los resultados de la seccién (2.2) al sistema, que esta en forma
de Cauchy
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1:1:.1'2

{[:2 = —2372 — (kl — 1)!13‘1,

la matriz A, del sistema descrito anteriormente es:

A = 0 1
1—k -2

Entonces, se tiene que resolver la integral, para determinar el parametro

de estabilizacion de la variable x;
= 7’0/ |CY" eAEITpk | dr (101)
0
y el resultado minimizarlo sobre los valores de k.

Los valores propios de A.(k) son: A\ = —=1+2 -k y A =—-1—v2—-Fk
Al conjunto de los valores para el parametro k; que hacen la parte real

negativa de los valores propios A\; o < —0,1 se le llama @), lo definimos

Q == {k’l/Re/\LQ S —0,1}

Para obtener este conjunto consideramos tres casos.
Caso I) D =2 — k; > 0 entonces k; < 2 y para los valores propios cuya
parte real es menor o igual a —0,1, esto es, Re\; = ReA;» < —0,1 se cumple

que

142k < 0,1
Para A\; tenemos que: A\ = —1 4+ /2 — k; < —0,1,

V2 -l
2 — ky
2 — 0,81
1,19

IN

1-0,1=09
0,81

k1

k1,

INIA A
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por lo que 1,19 < Kk < 2.
Y para Ay tenemos que: Ay = —1 — /2 — k; < —0,1,

2=k 1-0,1=09
1401 < V2—k
0,9 < 2 k.

Esta desigualdad se cumple cuando 1,19 < k; < 2.

IN

El conjunto @ = [1,19, 2), del parametro k; que pertenecen a este conjunto,
entonces la matriz A, es una matriz de Hurwitz y el sistema (100) es estable.

Ahora se aplica el algoritmo de estabilizacién de mini-max cuando existen
perturbaciones permanentes, descrito por la integral (98).

Resolviendo la integral (98) para el caso I):

LR _ o 1-VER () gy k1
ky—1

e 2\/2 — /
para ky € [1,19,2).

Caso II) Cuando D = 2 —k; = 0 entonces k; = 2 tenemos un valor propio
—1 con multiplicidad 2.
Para k1 =2

T =k / |CTeAlb|dt = Q/e_tdt =2,
0 0

cuando k) = 2, se obtiene z = 2.

Caso III) Para k; € (2,00) D =2 — k; < 0, entonces los valores propios
son A\j 2 = —1 4+ ivk; — 2 la parte real ReA; 2 = —1. Por lo tanto, el valor de
x1(t) dado por la integral (111) es:

i sin((v/ky — 2)t)|dt

X1 =

vt
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para k1 € (2,00).

X 1 I S
- [ Valor minimo |
de x, para |
ke 1.192] | [Valor minimo
5 \ | donde los | '|de, para
_ valores propios | |k, € Q
% |.son reales I | donde los
\ valores proplos
X son complejos.

Figura 5: gréfica para z;(00), donde los valores propios son reales para k; €

[1.19,2] y complejos para k; € (2,00)

El valor minimo para k; se alcanza cuando k) = 3.23, donde z9 = 1.437.

Conclusion: el procedimiento para determinar el conjunto (), notamos
que para los valores de k; € [1,19,2], los valores son reales, mientras que
para ki € (2,00) son complejos, sin embargo podemos encontrar los valores
de xy, descritos en la grafica, con lo cual me atrevo a decir que tenemos
dos parametros minimos, uno k; = 2 para los valores propios reales y otro

)

ki = 3,23 para valores propios complejos.

2.3.2. Estimacion del conjunto de accesibilidad con desigualdades

matriciales

Ecuaciéon matricial de Lyapunov y desigualdades matriciales

La ecuacién matricial de Lyapunov [6]

AP+ PAT = —Q (102)

con A, Py Q = QT € R™" tiene como solucién la matriz simétrica P = PT

si, y s6lo si la matriz A tiene eigenvalores \; # 0 que no s6lo pertenecen al eje
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imaginario, es decir, Re\; # 0 (i = 1,...,n).

Desigualdades matriciales [6]

Una desigualdad matricial lineal (LMI) tiene su representacion por bloques:

0< F(X)= Fn(X) Fu(X)

Fiu(X) Fb(X)]

| Su+GuXHy+ HLXGY, Sip+ G2 XHyp + H, X G,
Sor + Go1 X Hoy + HL, XGE, Sog + Goo X Hoy + HL X G,

donde las matrices X € R™™", S;; € R™", (i = 1,2) son simétricas y S;; =
S;; € R™", Gy = G € RV, H;; = Hj; € R™™, (i,j = 1,2) tal que cada
bloque Fj;(X) es una transformacién de R™*"™ a R™*".

Desigualdad de Lyapunov [6]

Sea la desigualdad matricial
XA+ ATX <0 (103)

donde A € R™" es una matriz estable, es equivalente a la siguiente desigualdad
matricial lineal, en ingles Linear Matrix Inequalities (LMI),

—XA—ATX Opyn
0< 8 (104)

OTLX'H, ITLX'II
Aplicacion de la ecuacion de Lyapunov para estimar conjunto de
accesibilidad
El objetivo de esta seccion es verificar que el conjunto de accesibilidad del
sistema dado, pertenece al elipsoide invariante minimo.

Dado el sistema
&= Ax+bry, (0) =0, rI(t)r; <1, para 0 <t < oo. (105)

donde A es una matriz de Hurwitz, r; perturbaciones, es controlable.

Para el elipsoide E,, = {2 € R"/27Qx < 1} con QT = Q y la funcién
de Lyapunov en su forma cuadrética v(z) = 27 Qx, entonces v(z) < 0, si
2TQr > 1y rT(t)r < 1.
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El conjunto de todos los puntos z € R" para los cuales la solucién de (105)
puede acceder bajo la influencia de algunas perturbaciones r en el instante de
tiempo t; se le llama conjunto de accesibilidad en el instante de tiempo t; y se
denota Sy,

Y el conjunto de accesibilidad S del sistema (105), para cualquier instante
de tiempo se define como

S=J 5.

t; >0

Se define el conjunto de accesibilidad del sistema de orden n.
Teorema 21 (S-teorema) Las siguientes desigualdades

2l A

< a
2l Asxr < ay
se puede escribir en la forma
v’ Agr < ag (106)

donde Agy, A1, Ay son matrices, si existe un o > 0 y § > 0 tales que Ay <
aAy + BAy y ap < aay + Bas.

Se emplea el resultado y teorema anterior al sistema (105),

xT(_Qx> S _1, entonces Al = —Q yap = _17

wlw < 1, entonces Ay =1y ay =1,

e (o o) (PG (P cmmo

02_04+67 Y042520>

sustituimos en la desigualdad matricial Ay < aA; + SAs, obtenemos que
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( AQ+QA+aQ QB ) <0 siysolosi ATQ+QA+aQ+1/3(QBBTQ) <0.
BTQ —BI
(108)

Lema Si A es una matriz de Hurwitz, y rang(B, AB,..A""'B) = n y
Py = P es la solucién de la ecuacién de Lyapunov APy + PyAT = —BBT,
entonces

1.- La desigualdad de Lyapunov AP 4+ PAT < —BB7 tiene soluciones Py
para cualquier solucién P se cumple P > Py (P solucién minimal)

2.- Solucién del problema extremal min T'r(P) con restriccién AP+ PAT +
BBT <0 es P,.

Si P = Q! de la ecuacién (107) tenemos

QHATQ + QA+ aQ) +1/8(QBBTQ) < 0Q™
entonces
PAT + AP +aP+p7'BBT <0 3>0.

Resulta el siguiente teorema, que simplifica la obtencion del elipsoide mi-
nimal.

Teorema 22 Si A es una matriz de Hurwitz y U = (B, AB, ..., A"'B) la
cumple que rangU = n, entonces el conjunto de accesibilidad S pertenece al
elipsoide invariante B, = {x € R : 27 P 'z < 1} donde P = P(a) es la
solucion de la ecuacion de Lyapunov con [} = «

AP+ PAT +aP+ o 'BBT =0 (109)

existe un aq tal que S pertenece al menor elipsoide minimo, donde

P(ap) = min trP(«).

0<a<oco

2.3.3. Ejemplo 1.2 (Comparacién de algoritmos para k; = 2)

Por el teorema 22, se puede calcular el elipsoide minimal para la matriz

A.(k), que es la matriz del sistema que estamos considerando para el ejemplo.
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Este método nos sirve para comparar el resultado para los valores para x;

que obtuvimos al aplicar el algoritmo propuesto en la seccién (2.2), tienen que

estar dentro del elipsoide minimo.

Determinar el elipsoide minimo para ejemplo con k; = 2

Se quiere determinar el elipsoide minimo y probar que el valor de x; para

k¢ se localiza dentro de dicho elipsoide, para lograr este objetivo, se aplica el

Teorema (22) a la ecuacién
T + 2% + (/{?1 — 1)1’1 == —k:lrl.
El sistema de ecuaciones en forma de Cauchy es

1:1:ZL'2

1:2 = —233’2 — (k’l — 1)%1 — /ﬁ'f’l
la matriz centrada para k; = 2 es:

Ac=<0 1)
1 -2

se sustituye la matriz A. en la ecuacién de Lyapunov

AP+ PAT +aP+a'BBT =0

se obtiene el valor de las componentes de la matriz P simétrica

ror=(5 )

Los valores de sus componentes son

—8(a™)
P = 3 5
a’ —6a+ 120 — 8
4
P2 Ps = a3 —6a2 4+ 12a — 8
—4a® + 8o — 8
pPs =

a(a® — 602+ 12a — 8)
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La matriz P(«) tiene que ser definida positiva, como vemos las componentes
dependen del valor de «, bajo estas premisas, la matriz cumple, si p; > 0y
pips — p3 > 0.

La matriz es definida positiva para todo a € (0,0.7947). De acuerdo al
método establecido para determinar el elipsoide, tenemos que encontrar el

valor minimo de o = ag para la traza de P (T'r(P(«)), esta es la traza

—4a* + 8a — 16
alad — 602 4+ 12a — 8)

Para obtener el valor de aq derivamos T'r(P(«)) y se determinan sus valores

Tr(P(a)) = (114)

extremos. Después de realizar estas operaciones, el valor es ag = 0.551724, el
cual pertenece al intervalo a € (0,0.7947).

Con este valor de «, se obtiene el elipsoide minimo

X2

( T Ty )P—l ( xl ) = 0.132127 + 7,29(0.1756) + 0.465425 = 1 (115)

Ahora se determina el valor de z(t) del funcional (98) para k; = 2,

[e.9]

xy =k / |CT eAck)tp| gt = 2/e_tdt =2
0 0

cuando kY = 2, el resultado es 2§ € [-2,2].
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Figura 7: Grafica del elipse y los valores de x; cuando k| = 2.

El parametro optimal k; = 2, que se obtiene por medio del algoritmo de
estabilizacién Mini-max, cuando existen perturbaciones permanentes, evaluado
en el funcional J(k), da como resultado el valor de z; = 2 del ejemplo 1.2, este
valor esta contenido en el elipsoide minimal que se obtuvo, esto se muestra en
las graficas.

Conclusién Comparando el método del elpisoide minimal con el algoritmo
propuesto, notamos que; tenemos resultados que nos permiten concluir, la

exactitud de los algoritmos, cuando consideramos perturbaciones permanentes.
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3. Modelaciéon Matematica del péndulo inver-

tido movible

3.1. Modelo Matematico no-lineal del péndulo invertido

movible

En este sistema se considera una varilla montada sobre un eje, este eje
tiene movimiento generado por dos motores que accionan cada una de las
llantas, que estan montadas a cada lado del eje. El objetivo es que la varilla
se mantenga en posicion vertical, como sabemos el movimiento en las llantas
se debe al voltaje que se aplica al motor de corriente directa, por lo cual,
si necesitamos controlar este sistema mecénico, el voltaje se define como el
control del sistema.

En este trabajo, se consideran ligaduras no-holonomas.

Figura 8: Dibujo del péndulo movible.

Descripciéon geométrica del sistema

El movimiento de la varilla forma un angulo 8, durante este desplazamien-
to, al final de la varilla tenemos lo siguiente: Z,. es la velocidad horizontal de
la varilla, 15 es la componente de la velocidad Total, la cual es perpendicular
de la varilla, V7 es la velocidad total del sistema, tenemos dos masas my es la

masa de la varilla y ms es la masa de las ruedas.
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Figura 9: Descripcion del péndulo movible y su geométria.

Para obtener el modelo matematico del sistema se realiza lo siguiente; por

la ley de los cosenos para determinar la velocidad total (Vi) del sistema,

V2 = (16)% + 2.2 — 264l cos . (116)

La energia cinética en este punto es la siguiente

T =1/22. mg + 1/2Vim, + 2J¢° (117)

la energia potencial cuando la masa principal esta en el vértice del sistema

U = myglcosf. (118)

se sustituye el valor de la velocidad total V7, en la ecuacion de la energia

cinética, el resultado es

T = 1/2m V2 + 1/2mqi?® + 4J 2,

; . 119
= 1/2mlx'c2 + ]./lelzﬂz - mllﬁx'c COS(ﬁ) + 1/2m2x'22 + 2]@2 ( )

La Lagrangiana del sistema es L = T — U, se sustituyen las ecuaciones

(117) y (118)
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L=1/2i.2m; + 1/2m1l262 — myl B, cos(B) + 1/2moz> + 2Jo* — mygl cos B

(120)
empleando la ecuacién de Lagrange
d 0L oL
- — =Q; 121
GG~ 5 =Q (121)

en nuestro sistema ¢; = (z., 5, ¢), x. es la velocidad del centro de masas,
es la velocidad angular de la varilla, ¢ es la velocidad angular de las ruedas
del carrito.
Para f3, la ecuacion tiene la forma
%(g—g) — g—é = %[mlﬁﬁ —myli.cos (B)] — mqlBa. sen B — mygl sen B)
= m’8 + mylz.Bsen (8) — myli. cos (8) — myla.Bsen (8) — miglsen (5)

— myl?(B) — myli, cos (B) — myglsen (B) = Q,

(122)
Para z.,
(o) — o = folemy —mulf cos(B) + mai)
= Zemy — mylBcos(B) + mylB?sen(B) + mat, = Qs.
(123)
Para ¢,
d oL oL d
L0y L gg) =205 = Q. 124
Lo - = gl =25 = (121)

El modelo Matematico no-lineal del sistema para las coordenadas genera-
lizadas (z., B, ) es:

mal2f — mql,. cos B — miglsen 3 = O
Temq — mllﬁ cos 8 + mllBZ sen 8+ mox. = Qo (125)
2J¢ = Qs

El sistema que se obtiene es de orden 6 con tres grados de libertad.
En el analisis del péndulo invertido montado sobre un carro, es necesario

considerar la fuerza que se ejerce al movimiento de las ruedas del carro, este
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Cuadro 1: TABLA DE UNIDADES

angulo plano (radidn) rad
velocidad angular rad/seg
aceleracion angular rad/seg?
velocidad mts/seg
aceleracion m/seg?
fuerza (Newton) kgmts/seg*
momento angular Kgm?/seg o N m seg
potencial eléctrico (V- Voltio) W/A
Potencia (W-watio) Kgm?/seg?
resistencia (ohm- Q) V/A
inductancia (H-henrio) W/A

tipo de fuerzas se incluyen en el sistema, por lo cual dicho sistema considera
una coordenada mas, llamada restriccion. En la seccién que sigue, describo
algunos de los tipos de restricicones y como se relaciona con las coordenadas

del sistema de ecuaciones de Lagrange.

3.2. Restricciones cinematicas y ecuaciones con multi-

plicadores de Lagrange

Se denominan restricciones sobre las coordenadas de un sistema siendo
independientes de las fuerzas actuantes, es decir, son condiciones que restringen
el movimiento de una particula o sistema de particulas.

Los tipos de restricciones que existen por la forma de expresarse son: res-
tricciones unilateral cuando se expresa mediante una desigualdad, bilateral
cuando se expresa mediante una igualdad. Este tipo de restricciones se puede

escribir de forma general,

A t)=0coni=1,2,...N; [=1,2, K (126)
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El subindice [ indica que puede haber mas de una restriccion de este tipo
en el sistema, siendo k£ el nimero total de ellas.

Si la restriccion depende explicitamente del tiempo, se llama reénoma y se
llama esclerénoma si no depende explicitamente del tiempo.

Por su integrabilidad, las restricciones se llaman holonomas; son restrc-
ciones bilaterales que no dependen de la velocidades, sélo dependen de las
posiciones de las particulas y el tiempo, exclusivamente. Son integrables, por
lo tanto, es posible emplearlas para eliminar las coordenadas dependientes
puesto que expresan relaciones algebraicas entre las coordenadas.

Este tipo de restricciones son geométricas (curvas, superficies, etc.) y se

pueden escribir en la forma

filri;t) =0 con 1 =1,2,....,N; 1 =1,2,.., K (127)

Las restrcciones no-holonomas son aquellas que no se pueden escribir como
holonomas, es decir, no se pueden escribir en la forma expresada por (126).
No son integrables, por lo tanto, es imposible emplear las ecuaciones que la
expresan para eliminar las coordenadas dependientes.

La ecuacion (126) aparece frecuentemente, en la forma

3N
[T i t) = Ay(, )2 + By(,t) =0 con 1=1,2,. K (128)
j=1
llamadas ligaduras diferenciales.

En particular si,

of _Ofi .
a_xjv Bl - E? fl - fl(rht)

entonces la expresién (128) queda en la forma

Alj -

3N
ofi of
;%dﬂ:‘j‘i_%dt:o, conl=1,2,... K (129)

que es justo
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dfi
=0 (130)

y que al ser integrada resulta

filri,;t) = C =0  C = constante de integracién (131)

La expresion (125) es de la forma (129) por lo tanto la restriccién es, para

este caso, holonéma.

Disco que rueda sobre una linea recta

Para un disco que rueda sobre una linea recta (eje ) obligado a moverse de
modo que su plano permanezca siempre vertical. El movimiento del centro del
disco, se describe unicamente sobre el eje x, un angulo de giro ¢ alrededor de
su eje, entonces como resultado de la restriccion, la magnitud de la velocidad

del centro del disco, descrita unicamente sobre el eje x es proporcional a ¢

Te = ToP (132)

donde r( es el radio del disco, la velocidad v se reduce a la velocidad del centro
de masa sobre el eje z, z..

De aqui, obtenemos que la restriccién para nuestro sistema son:

G — rop = 0. (133)

Sistemas no-holénomos

Las restricciones no-holénomas sélo pueden ser introducidas en forma
explicita ya que, por su naturaleza, no es posible usarlas para eliminar coor-
denadas dependientes. Estas restricciones, vienen dadas (en coordenadas ge-

neralizadas) por,

(@G, @, t)=0coni=1,2,...N; =12 . K (134)

que son frecuentemente encontradas en forma de la ecuacién (133).
Los desplazamientos virtuales dg; para sistemas no-holénomos con k res-
tricciones obedecidas por los caminos verdaderos, estan también obligados a

obedecer las K condiciones instantaneas
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3N
> Ay(gi,t)og; =0 con 1=1,2,. K. (135)
j=1
Aligual que se hizo con (128), las condiciones lineales (129) también puedes
ser anexadas al principio de D Alembert en forma explicita, ya que es lineal
en 0g;.

Sumando

K 3N
ZZ Qh Al] qi, )5(]] =0 (136)
=1 :

las ecuaciones de Lagrange para las restricciones no-holénomas, resulta en la

forma

d OL oL

K
a(({j_q_) ~ 3 " > Mg ) A+ @YY, con j=1,2,..,3N (137)
J J

=1
para todas las coordenada. Aqui las fuerzas generalizadas de las restricciones

vienen dadas por:

l’g Z)\l ¢i,t)A;, con j=1,2..3N (138)

=1
Para el caso en que las fuerzas sean derivables de potenciales, las ecuaciones

(137) se reducen a:

d OL oL

K
— (=) - = = (g, t) A =1,2,....,3N 1
dt(aq]) aq] Z l(QZa ) lj, con j ) 4y 73 ) (39)

=1
en el problema del péndulo movible la representacién de la ecuacién (139) es

la siguiente

d 0L oL

K
d oLy 98 Ny 4, =123 14
dt(aqj) aqj Z 14115, con 7 ) a73 ( 0)

=1
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3.3. Modelo no-lineal del sistema con Multiplicadores
de Lagrange
Voy a encontrar el sistema de ecuaciones no-lineales (124) con restriciones

no-holonomas (137), con multiplicadores de Lagrange utilizando la ecuacién
(138), para esto igualo (124) con (140)

K
Te—Top = Z)\lAlj con j=1,2,3
=1

Te—1op = MALL+ MA 2+ MAs,

entonces A;1 =0, Ajo =1y A3 = —ro.

El sistema no-lineal con multiplicadores de Lagrange es el siguiente

mil2B — mql#, cos B — miglsen 3 = 0
E.my — malBcos B+ mqilB2sen B+ mog, = A (141)
QJQD = M- ’l“o)\.

donde M es el momento del motor.

3.4. Modelo lineal del sistema controlable

Para linealizar el sistema (141) se supone que |3] < 1, entonces sen § = f3

y cos 8 = 1, estos valores se sustituyen y se obtiene el sistema.

m1l25 — myZ. — mygf = 0
Fo(my +mae) — B +mlf?B = A (142)
2Jg0 = M — 7"0)\.

Se deriva respecto a t la ecuacion (132) y del resultado se despeja ¢, resulta

Y = i:c/'r07

y de la segunda ecuacién del sistema (141)

)\ = i’c(ml + mg) — mllﬁ + m1l52ﬁ7
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se sustituye A y ¢ en el sistema (141) el sistema que resulta es

mllé —mTe. — migf = 0
xc[%} + To(ml -+ mg)] — mllB’f’o + TomllBQB = M.

El momento del motor M se escribe como el producto de una constante kg

(143)

por la corriente 7, M = kqi,, se sustituye en el sistema

m1l23 —miZ. — mygp = 0
l’c[z—g + To(ml + mg)] — mllBTO + 7”07)211625 = ko’l

Se agrega al sistema (143) la ecuacién que representa el modelo Matemético

(144)

del motor

Li =u; — Ri — C, (145)
L es la inductancia de la armadura del motor, R resistencia eléctrica, C' es

la constante de fuerza electromotriz, ¢ es la corriente, u; es el voltaje, para

controlar nuestro sistema emplearemos al voltaje, se obtiene

mIZQB —miT. — migf = 0
lEc[% + ro(my +mg)] — mylBro + romql 28 = kot (146)
Li = u — Ri—C¢.

se realiza un cambio en la notacién, para describir el sistema en coordenadas

xj para j = 1,2,,3,4, se dice que x; = 3, xzzﬁ, T3 =T,V Ty =1,

mllzl;g — mlfg — mM1gxy = 0
. 12J : 2 —
l‘g[a + ’l“()(ml + mg)] — mlll‘g’ro + 7"07711[1’2231 = k’ol‘4
Lz, = wu; — Rxy+ Cxz/ry.
(147)
El sistema en forma de Cauchy
ZL:l = T2
: — (g gmirg ko
Lo = (_ 371 )xl + = T4
l 2JL 2J1
o +lroma o +lroma (148)
Ty = gmiro g ko T4
%-ﬁ-mz?“o %-H‘omz
LJ,:4 == Uy — OZEg/T’O - Rx4.
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Cuadro 2: TABLA DE VALORES

LONGITUD DE LA VARILLA | 1 0.5 mts.
RADIO DE LA RUEDA 70 0.3 mt.
ACELARACION g | 98 m/seg?
MOMENTO ANGULAR J | 0.05 | Kgm?/seg o Nmseg
CONSTANTE ko 200 N-R
CENTRO DE MASAS Mo 2 Kgs.
MASA my 0.3 Kgs.
RESISTENCIA R 0.05 Ohm.
INDUCTANCIA ARMADURA | L | 0.0025 H.

sio = i_;]] + roms, el sistema se simplifica

37'1 = i)
: — g gmiro ko
i) = (7 + o )xl + 51[4 (149)

Ll:4 = Up — OZL’3/T’0 - R[E4.
Hasta aqui se tiene un sistema con 4 variables, una de ellas ciclica, con

la idea de simplicar el sistema, en la siguiente seccion aplicare el Teorema de
Tikhonov.

3.5. Reduccion a un sistema de orden 3 con ayuda del

Teorema de Tikhonov

Normalizacion

El sistema de ecuaciones (149)se puede escribir en forma normalizada. En
un sistema de ecuaciones normalizado podemos comparar el orden de magnitud
entre todas las variables, por lo que es posible decidir cual de ellas contribuye
eb mayor grado en la dinamica del sistema.

Para normalizar un sistema, aplicamos una transformacién a cada una de

las variables del sistema.
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Se normaliza el sistema (148) con las siguientes transformaciones

I = flb To = Zi‘gd T3 = i’gC T4 = {Z'4I L= [_/Z Uy = Uu, (150)

en la parte derecha de cada una de las transformaciones, hay una variable sin
dimensiones fisicas, esta es letra minuscula, un coeficiente representado por la
variable con barra, que contiene las dimensiones fisicas de las variables y que
indica los valores maximos que puede tener éstas, respectivamente.

Se aplican las transformaciones

jflb = i’gd
- — (g gmiro\ = ko 7
Tod = (§+ )b+ 1274 (151)
i‘gC = @i’lb + %54]
L[f’4[ = UU — O/’I"()[f’gc — Ri’4[
presento el sistema en la siguiente forma
- o d_
T = 3562
7 — (9 oL gmuroyz b 4 ko I
Ty = (T4 50)Tg + Ty (152)
I gmiroz b | kog I
3 - o 1e¢ o e
ILzs _ _Cx c_ pzw L
o= u— SI3g R4

Cuadro 3: TABLA DE VALORES DEL SISTEMA DE ECUACIONES (152)

(= [ B [ =t (B 25 [rf | ¥
7.7 1.58 1.4 13.16 | 0.33 | 0.05 | 0.0025

De los maximos valores en el cuadro 3 y las ecuaciones (149), suponemos

que el valor mas pequeno es % = 0.0025 = € y sustituimos los valores del

cuadro 4, podemos escribir es sistema (152) en la forma

$'1 = )

1:2 = ﬁ.’El + (5.%4 (153)
3 = Sizi+oi1a

6.1:4 = u— 91]3 — (52%4.
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Cuadro 4: TABLA DE VALORES PARA SIMPLIFICAR EL SISTEMA (152)

x>
>

(e

N

gmirto b | ko Cc I
c o RU

A o | 0 | b

~
o I~
Q
Q

Reduccién del sistema de orden cuatro a un sistema de orden tres

Un sistema singularmente perturbado es un sistema de ecuaciones diferen-
ciales en el que una o varias variables esta multiplicada por un parametro
pequeno.

En el sistema (148) de orden cuatro la cuarta ecuacién esta multiplicada
por € << 1, decimos que es un parametro muy pequeno, como vemos el sistema
(153) es un sistema singularmente perturbado.

Si el sistema de ecuaciones (153) satisface las condiciones del Teorema de
Tikhonov, podemos reducir el orden de dicho sistema, de tal manera simplificar
el sistema.

1.- Se observa que las funciones del sistema de ecuaciones (153), son con-
tinuas y ademas las derivadas parciales con respecto a las variables, son con-
tinuas en el espacio de las variables de estado.

2.- Si pobramos que la ecuacion z, = 0 tiene raiz unica, entonces decimos

que € = 0, de aqui obtenemos la ecuacion

u — 91’3 — (52.234 =0 (154)
cuya raiz es
-0
gy = 253 (155)
02

Unica y podemos afirmar que es una raiz aislada.
3.- Sustituimos la ecuacién (155), en las ecuaciones dos y tres del sistema

(153), obtenemos el siguiente sistema
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T = T2
By = fry+6(4m) (156)
B3 = [rry+ 6 (5.

observamos que las ecuaciones son continuas, igualmente sus derivadas par-
ciales.

El sistema (153) es lineal, de aqui que sus soluciones son asintéticamente
estables hacia la solucién estacionaria (155), entonces el dominio de influencia
de la solucién estacionaria es todo R (reales), por lo que las condiciones iniciales
ip de (155) pertenecen al dominio de influencia de la solucién estacionaria, las
condiciones 4 y 5 se satisfacen.

El sistema que resulta es de orden 3 y dos grados de libertad.

.I:l = T

S g gmiro _ _koC ko

Ty = (45700 oroRL3 T oW (157)
SR gmiro _ koC ko

Ty = o 1 Ume?’ + JRul'

la forma matricial del sistema de ecuaciones es la siguiente

(L:l 0 1 0 T1 0
: — g 4 gmiro —koC ko

T2 = AR R U ey T2 T ou | g (158)
: gmiro —koC ko

x3 o 0 oroR T3 oR"

Al inicio de este capitulo el modelo matemético del péndulo invertido mo-
vible es un sistema de 6 variables, con restricciones holonomas, consideré nece-
sario simplificarlo considerando todas las condiciones de este, para finalmente
obtener un sistema de la forma & = Az + buy, necesaria para aplicarle alguno
de los dos algoritmos propuestos, el sistema tiene tres variables con dos grado
de libertad.

En la siguiente seccion considero toda informacion necesaria para estabili-
zar la varilla del péndulo en posicion vertical, como resutaldo de este analisis

obtengo el control para el sistema (169).
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3.6. Informacién necesaria para estabilizar la posicién

vertical del péndulo movible

Aceleracion aparente

La aceleracion aparente del sistema cuando la posicion del acelerémetro se
encuentra al final de la varilla, montada sobre una pequena plataforma con un

eje el cual es muy sensible, es la siguiente

ay = g, cos (8) — I3 + gsen (B) (159)

para f < 1, cos () = 1 y sen () = 0, la aceleracién aparente tiene la forma

de las ecuaciones (142) despejamos los valores de @, y [ vy los sustituimos en
la ecuacién de la aceleracion aparente, obtenemos
rokol +migBr:  rokol +migBr2
0 — s —gB+gB=0.  (161)
2J + oM 2J + rgmsa
Cuando ubicamos el acelerémetro al final de la varilla y sobre la plataforma,

A, =

de tal forma que el punto geométrico coincide con el que consideramos al inicio
de este capiitulo, observamos un hecho muy importante para el desarrollo del
trabajo. La aceleracién aparente es 0. Este resultado, nos indica que es ne-

cesario ubicar el acelerémetro en un lugar distinto al propuesto y ya analizado.
Aceleracion aparente considerando dos acelerémetros

Hacemos un anadlisis similar al anterior, si consideramos dos acelerémetros,
uno ubicado en el mismo lugar y otro en un extremo de la plataforma con

ruedas. Las aceleraciones aparentes de para estos puntos geométricos son:

a

— d.cos(B) — 16 + gsen (B)

—= IC

(162)

N 8-

a

la aceleracién total aparente al es la informacién z; segun diferencia de las

senales entre los dos acelerémetros
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2 =al —a?=d,cos(B) — 1B + gsen (B) — &, (163)

para 8 < 1, cos () = 1 y sen () = 0, la aceleracién total aparente es

2 =16+ gB, (164)
pero recordemos que
I = .+ g8, (165)
entonces
2] = —a,. (166)
k 2
P p—_ 97 (167)

2T +r2my 20 4 r2my

Como notamos, la aceleracion total aparente no es igual a cero, esto nos
permite incluirla en el modelo matematico del control y como dije anterior-
mente, también considerare un giroscopio.

En la siguiente seccién obtendré el modelo del control considerando lo antes
descrito.
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Modelo Matematico del sistema con dos acelerémetros y un gi-

roscopio

[ —
2o
=
.

A z=|zrometros

n S

w s
u b \

o1 g_ M

Giircscopio

Figura 10: Dibujo del péndulo movible con dos acelerémetros y un giroscopio.

El control u; considerando dos acelerémetros y un giroscopio, las ecuaciones
de la combinacién de los acelerometros es la que resulto de la aceleracién total

aparente

r_ "ok _magrg
N 2J +13my 2J +1rimy

a (168)

de acuerdo a la sustitucion I = x4 y f = x; propuesta anteriormente, la

formula que obtengo es la siguiente

2
roko mi1gry

— — 169
2J + r%mgu 2J + T%mgxl ( )

21 =
y la ecuacion del giroscopio es

Z9 = T9 (170)

si consideramos las perturbaciones, la forma general propuesta para el control

tiene la forma
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Uy = ]{Zl(Zl + Tl(t)) + kQ(ZQ + 7’2(t)> (171)

realizo las sistituciones, el sistema que resulta, es el siguiente,

Uy = ]{il(sllﬁ + 34234 + Tl(t)) + k’g(iBQ + Tg(t)) (172)
donde
§ = 9T (173)
Y
y
roko
= — . 174
5 2J—|—7’(2) (174)

Sustituimos el control uy, ecuacién (172) en el sistema de ecuaciones (158),

obtenemos el sistema

l"l == )
Ty = (P+557+ laRlzgfii‘t;kl))xl + 103(586254@)952 - lo}%(rco+s4k1)$3

+ %ﬁ@ + %Tz(ﬂ (175)
1;3 = (gmalro oR?’r?ok—lgikl))'xl + aR(r]zof,2§4k1) 2= O'R(rff?%kl)x?’

+ %Tl(ﬂ + %7’2(2&).

En este sistema tenemos las perturbaciones 7 (t) y ro(t), tres variables con
dos grados de libertad: Tenemos que llevarlo a la forma que nos conviene de
tal forma que sea facil de identificar la matriz A.(k1, ko) para aplicarle los

algoritmos propuestos en el capitulo 2.
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3.7. Modelo lineal del sistema cerrado con perturbacio-

nes

La representacion matricial del sistema (175) es un sistema cerrado, Z, =
A(kl, ]{32)037 -+ CT’,

,f[fl O 1 O ,:El
. - g gmirg kok1S1 koka —koC
Z2 = It T T GRiro-Sik)  IoR(o-Sik)  IoR(ro—Sik1) L2
. gmirg kok1S1 koka —Cko
3 o + oR(ro—Sak1) oR(ro—Sak1) oR(ro—Sak1) T3
0 0
i koki koks r1(t)
loR(ro—Sik1) loR(ro—Saik1) ra(t)
ko]ﬂ k0k2 2

oR(ro—Sik1)  oR(ro—Sik1)
(176)

como dijimos el sistema tiene dos grados de libertad. Para aplicar los dos
algoritmos que estoy proponiendo, necesitamos determinar el conjunto @) ya
descrito anteriormente, recordemos que para determinar este conjunto emplea-
mos el criterio de Hurwitz para la matriz A.(kq, k2).

En la representacién en la forma matricial (176) del modelo matematico
del péndulo invertido movible, consideramos perturbaciones en el control u;
con dos acelerémetros y un giroscopio. Esto nos permite aplicar el algoritmo a
el sistema mecdanico, para obtener los parametros optimales de estabilizacion.

En el siguiente capitulo aplico el primer Algoritmo.
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4. Algoritmo numérico para determinar los
parametros de estabilizacion en un sistema

de tres variables

4.1. Introduccion a la aplicacién del algoritmo

En esta seccion hago un analisis de lo necesario para poder proponer y desa-
rrollar un algoritmo numérico que se aplique al sistema (178), para determinar
los parametros de estabilizacién y obtener estabilizacion asintética.

Debido a lo extenso de las funciones, utilizo programas de computadora
para aproximarme a los parametros optimos.

Primero necesito obtener la region () para ki, ko, con esto garantizo que la

matriz A.(k1, k2) es de Hurwitz,

0 1 0
_ g gmiro kok1S1 kokso —koC
Ac(kl’ k2) - Lt loR(ro—Sak1) loR(ro—Ssk1) 1oR(ro—Ssk1) (177)
gmirg i kok1S1 koko —Ckqg
o oR(ro—S4k1) oR(ro—Ssk1)  oR(ro—Sik1)

las componentes de la matriz A. dependen de los parametros ky y ko estas son:

— 9 4 gmTo koki151 — __ 1764k1
ap = y+5+ loR(ro—S4k1) 25.92 0,02325+27,9k1
a koka _ 200k

2 loR(ro—Sak1) - 0,02325+27.9k;

—koC _ —200

as loR(ro—S1k1) = 0,006975-+8,37k; (178)
ay = Loy kb5 = 0.9484 — 17641

4 o oR(ro—S4k1) : 0,0465+55,8k1
a koks _ 200k

5 oR(ro—S4k1) - 0,0465+55,8k1

R —Ckg — —20
as = oR(ro—Sak1) = 0,01395+16.74k; *

Para determinar la regién (), primero obtengo el polinomio caracteristico
de la matriz A., la parte real de los valores propios de este polinomio debe ser
negativa. Este hecho depende de los valores de los parametros k; y ks.

A continuacién presento el polinomio caracteristico de la matriz cerrada

Ak, ko).

74



- 1 0
det |AC — )\[l = ay a — A as =0 (179)

ay as ag — A

det ’Ac — )\I‘ = )\3 — )\2(a2 + CL@) — )\(agag, — Q90 + CLl) — 403 + a106 = 0.

Una matriz es de Hurwitz, si en el polinomios de tercer orden, \* + @ \? +

as A + as = 0, los coeficientes del polinomio cumplen con lo siguiente;

a; >0, a3 >0, y ajay —asg > 0,

comparo los polinomios y tengo que
C_Ll = —(CLQ + CLG), C_Lg = —(CL36L5 — A20¢ + CL1>, dg = —a4as + a1ag.
Aplicando este criterio puedo determinar el conjunto () para los parametros

k1 v ko del polinomio caracteristico, obtengo las siguientes desigualdades

 ICko — kokoR
" 1Ro(ro — Siky)

a

> 0, (180)

- [(Clﬁogd)(ﬁ) — 541{?1)][1 — mlR] + CkgSlkzl(l — O') —|— (Ck’ogml)(’f‘o — 841{?1)] > O

as
[Ro(rg — Sik1)?
(181)
. _ _ 2Ckeg  _ _ 2Ckogmy  _ __ CkjlSik
142 = 43 = TRs(ro—Ssk1)  IRo2(ro—Sak1)  12Ro%(ro—Ssk1)2
— kokQ.q _ kokggml
ZZU(TO_S4k1) l20'2(7'0—54k1) (182)

k8k2k131 Ckogmi R

_l202(7‘0—54k1) - ZRO'Q(T()—S4]<:1) > O

5



K1

Figura 11: Graficas de las desigualdades 180, a; > 0 y 181 a3 > 0, respectiva-

mente.

Figura 12: Grafica de la desigualdad 182, aja, — ag > 0

Observaciones: las componentes de la matriz A, son ecuaciones demasiado
complicadas, por lo cual, propongo lo siguiente:

1.- Sustituir los valores de las unidades (cuadro 2) que se describen en las
ecuaciones.

2.- Suponer que las raices del polinomio caracteristico son iguales. Utilizo
el método de Cardano para obtener las raices de polinomios de tercer orden,

considerando el caso de multiplicidad 3.
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A continuacion presento el Teorema de Cardano y el caso particular.

Teorema 23 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 o 3 y sean a, b,

y c € K. Entonces, las raices de la ecuacion

2 rax’ +br+c=0 (183)

es una clausura algebrdica de K vienen dadas por

T = f/—q/2+\/Z+ €/—q/2—\/Z—a/3,
donde

_ 3b—a’

. :2a3—9ab—|—27c A:(q2 p.3

57 5) + (g) ;

p q

la raiz cuadrada de A se escoge arbitrariamente y fijara ésta, las raices cubicas

de uw y v se escogen de modo que p = —3/uv.

Caso de una raiz triple (p=q=0)

La ecuacion (183) tiene una raiz triple « si y sélo si es de la forma

(x —a)® =2° — 3az® + 30’z —a® =0

igualamos los polinomios y obtenemos que a = —3a, es claro que la férmula
de Cardano la raiz tnica es © = —a/3.

Suponemos que el polinomio caracteristico de nuestra matriz cerrada cum-
ple con el caso descrito anteriormente, es decir, que las raices del polinomio
de tercer grado son iguales, entonces Ay = Ay = A3. Al aplicar el criterio de
Hurwitz para determinar el conjunto @) = {Re\; < —a, a > 0}, se tiene que

cumplir lo siguiente para cada raiz del polinomio

Q:{)\lg)\o A < Ag A3 < A\ donde )\0<0}

Para determinar el conjunto () tenemos de determinar los valores de k; y ks
ademas las raices del polinomio caracteristico son A; 53 = —a,/3. Encontramos

la siguiente desigualdad, si decimos que Ay < —0,1
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Figura 13: grafica de la region para la desigualdad 185

_ kokoR — ICky
A= —a1/3 = < —0.1. 184
0 al/ 3[R0'(S4]€1 — 7”0) ( )

Sustituyo los valores del cuadro 2 y obtengo la desigualdad

60k, —10
0.02025 + 243k,

en la figura (13) vemos los valores de k; y ko para los que se cumple la desigual-

0.1 (185)

dad 185, entonces la region @ es una interseccién de las regiones descritas en
las figuras 11, 12 y 13, que presento en la figura 14.
En la regién @) de los parametros k; y ko, debo hallar los valores optimales

de dichos parametros, aplicando los algoritmos propuestos.
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|25 ‘,3.5.,‘ sub-regldn 1 _f%.:s -

Figura 14: Region Q).

4.2. Algoritmo de estabilizacién de minimax cuando te-
nemos perturbaciones iniciales (r(t) = 0)
Reducciéon del problema de estabilizacién minimax asintética al

problema de programacion no lineal

Si el sistema

&= Az + buy (186)

donde u; = kT2, el modelo algebraico del sensor es z = Hx + r(t) entonces el

sistema (186) debe ser sustituido por el sistema

t=Ax 4+ bk(z+r(t)) = A(k)cx + Cr(t), (187)

en esta seccién considero perturbaciones iniciales r(tf) = 0, por la tanto el
sistema (187) se reduce

&= A(k).x. (188)
El objetivo es determinar los parametros de estabilizacion de dicho sistema,

por lo que necesitamos determinar el valor de k, empleamos el algoritmo de
solucién del problema de estabilizacién mini-max.
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J = max /(xTGx)dt — min (189)
lz(0)|<wo keQ
0
El problema de estabilizacién Minimax se reduce a un problema de pro-
gramacion no lineal, con el cual se logra una simplificacion considerable de los
calculos a la hora de resolver el problema.
Teorema 1
Para un sistema completamente controlable y unidimensional, de la for-
ma (55) el problema de estabilizacion mini-maz, se puede reducir al problema

extremal de dimension finita,

2 ,
Lo Vmax — min. (190)

En el caso del péndulo invertido movible, tenemos k = (kq, ko) v = =
(21, 2, x3), como vemos la matriz A, tiene dimensién 3 x 3, con condiciones

iniciales |x(0)| < 1, utilizando el funcional

o)

J = max /(a:TGx)dt — min . (191)
|2(0)[<po (k1,k2)€Q
0

ya descrito en la seccién (2.1).

30



Diagrama del Algoritmo de estabilizacion asintotica para perturabciones

iniciales.

ldentificamos lamatriz cerrada

Ak

Realzamosla operacidn entre matrices,

para obtenerlamatriz H.

w

Resolvemosel polinoamio
caracteristico de la matriz H.

) M 1]

De los walorespropios

obtenemos el maximo para los parametros

W

Encontramos los valoresde "' ' "¢, en donde

toma suwalor minimao.

Figura 15:
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La matriz A.(ki, ko) para k; y ks en el conjunto @), es una matriz de
Hurwitz, por tanto se puede aplicar el algoritmo propuesto para este caso.

Primero realizan las operaciones entre matrices

Ak, ko)"H + HA(Ky, ko) = —G. (192)

La matriz A, tiene la forma

0 1 0
Ac - ay ag as (193)
as a5 dAag

como resultado de la operacion entre matrices y con el objetivo de obtener las
componentes de la matriz simétrica H, genero un sistema de 6 ecuaciones, este
algoritmo nos sirve para determinar los parametros 6ptimos de estabilizacién
para las variables de nuestros sistema, que pueden ser: la aceleracion, la ve-
locidad angular, etc., para esto podemos considerar tres matrices distintas G
que son casi-identicas y tienen dimensién de 3 x 3.

Describo el caso donde consideramos la matriz G casi-identica, que en la

posicién gq; tiene valor 1 y en toda la diagonal sus componentes valen 0

—1 0 0
Ac(kr, k)" H + HA (K, ky) = 0 00 (194)
0 00

genero un sistema de 6 ecuaciones, que sirve para determinar el valor de las

componentes de la matriz H simétrica

2a1hg 4 2a4hs = —1

hi + aghe + ashs + a1hy + ashs =
aghs + aghs + a1hs + ashg =
hi + ashsy 4+ ashs + a1hy + ashs =
2ho + 2ashy + 2ashs =

ashy + aghs + arhs + ashg = 0.

(195)

o o O O

La matriz H debe ser simétrica y definida positiva, esto lo determinan los

valores de los parametros ki y kg. Sabemos que una matriz es definida positiva
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si los valores propios de su polinomio caracteritico son positivos, esto depende
de los valores de k; y ko.

Las componentes de la matriz H son:

hi(ky, ko) = (a3as — a1a3as — ajasai — ajazasas — asa1a3 — ajas+

asa? — 2a3azasag + asaiaz + adai + axaial — 2azazasal + asasazag+
azaiag + asaias + agazal)/(2a1a3a% — 2a3azae + 2aiasa3a,— (196)
2a5a1a2a3a6 + 2a1a2a3 — 2a1aza4a6 — 2a5a1a3a2 — 2a3aza,a6+

2as5a2a3a4 — 2asaza,a + 2a3a3 + 2asa3a4a6)

_ 3 2.2 2
h2<k1’ kg) = —(GQ(ZG + a50g — A1020¢ + as2a3a4 — azasag—
asazasag)/(2a1a3a2 — 2atazag + 2a1a2a3a4 — 2asa1a2a3a6 + 2a1a2a3—
201030406 — 2a5a1a3ag — Qa%agam@ + 2a5a2a§a4—

2apa3a4a2 + 2a3a3 + 2asa3aqag)
(197)

_ 2 2 2 2 2

hs(k1, ko) = —(asasa3 — asazas — asazag + asasas + asa;—
2 2 2

arazag)/(2a1a5a8 — 2afasag + 2a1aza3a4 — 2050190306+ (198)

2a1a2ag — 2a1a3a406 — 2a5a1a3a§ — 2a§a3a4a6 + 2a5a2a§a4—

2apa3a4a2 + 2a3a3 + 2asa3aqag)

ha(ky, ko) = (ag + axa? — ajag + azay)/(2a1a3a2—
2a2asa6 + 2a1asa3a, — 2a5a102a3a6 + 2014208 — 2a1a30406— (199)
2as5a1a3a2 — 2a3aza,a6 + 2asa2a3a4 — 2a9a3a4a2+

2a3a3 + 2asa3asae)

_ 2 2 2

h5(k’1, k?g) = —(a3a6 + agagaﬁ)/(2a1a2a6—
2a2asa6 + 2a1asa3a, — 2as5a1a2a3a6 + 2a1a2a3 — 2a1a3a406— (200)
2as5a1a3a2 — 2a3aza,a6 + 2as5a2a3a, — 2asa3a4a2+

2a3a3 + 2asa3asae)

83



_ 2., 2 2 9 2
he(k1, ko) = (aga; + a3as)/(2a1a5a0¢ — 2aiasa6 + 2a1a2a3a04—
2a5a102a30¢ + 2a1a2a2 — 2aq1a3a406—
2asa1a3a2 — 2a3azasag + 2asa2a3a4 — 2asaza4a2 + 2a3a? + 2asa3asa6)
(201)

Determinamos los valores propios en el polinomio caracteristico
det(lv — H) =0,

det(Iv — H) = v® — v*(hg + hy + h1)+
v(hyhe — h3 + hihe + hihy — h3 — h3)— (202)
h1h4h6 + hlhg + h%hﬁ - 2h2h3h5 + h§h4 = O,

los valores propios de la matriz H son:

vo(ky, ko), (203)
v3(k1, ks).
Las ecuaciones de los valores propios son ecuaciones muy grandes por tal
motivo no las escribo en el presente texto.
Una ves que obtengo los valores propios, describo los pasos para determinar
los valores optimales de los parametros de estabilizacién ki y k.
Primero.- Necesito determinar el valor propio v,,,, de los valores propios
del polinomio caracteristico (202), para (ki,ks) € Q.
Segundo.- Busco los valores de k; y ko para lo cuales V4. (k1, ko) tiene un
valor minimo.

Los métodos y programas empleados son descritos en la siguiente seccién
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4.3. Aplicacion del método numérico para buscar

parametros optimales de control

En esta secciéon propongo un algoritmo que nos permita determinar los
parametros Optimales de estabilizacién, para esto, primero tengo que llevar
acabo el iltimo paso descrito en el cuadro 5. Determinamos el valor propio
MAXIMO Ve, para los pardmetros (ki, k) € @, también para determinar los
parametros optimales de estabilizacién y debido a lo extenso de la funcién que
representa el valor propio maximo, propongo realizar lo siguiente:

Primero Utilizo un programa (mallado.m) que yo cree, con el que genero
un mallado discreto en una sub-region )7 C @), esta sub-regién se propone en
forma arbitraria.

Segundo Evaluo las tres funciones (valores propios) para los puntos de la
sub-region (1, obtengo valores de las funciones. Algunos de estos valores se
ven en el cuadro 5.

Tercero Con los valores de las funciones puedo identificar el v,,,,, para el
mallado en la sub-regién propuesta ).

Cuarto Empleo un programa de la libreria de MATLAB llamado fmin-
com, que determina el valor minimo de una funcién en una sub-regién dada.
Entonces propongo una subregién Q2 C Q1. Obtengo los valores (ky, ko) donde
la funcién toma su valor minimo en la sub-regién Q5.

Este punto se puede considerar el parametro Optimal.

Para generar el mallado en alguna sub-regién () y evaluar a cada una
de las funciones (valores propios), describo la forma de utilizar el programa
(mallado.m).

Primero Nos pide los valores de k; = x y ky = y para generar los puntos
del mallado en la sub-region.

Segundo Evalua una de las funciones, como lo dije, hay un programa para
cada funcion y obtenemos el valor de la funcién en los puntos del mallado.

Tercero Obtenemos la gréafica de cada una de las funciones.

En la siguiente grafica, se ven los puntos evaluados en cada una de las
funciones y notamos, que los puntos evaluados en v; tienen un valor méaximo,

respecto de 15 y 13
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Cuadro 5: TABLA DE RESULTADOS PARA vy, v, v3, EN LAS REGIONES
ESTABLECIDAS

k1 ko 1, Va, vs,

-6.6 | 8.2 1 0.1672 | 0.003462 | 0.0443
-0.4 1 821 0.1683 | 0.003125 | 0.0445
-4.2 1 8.2 1 0.1773 | 0.001701 | 0.0464
-50.2 1 841 0.1702 | 0.002806 | 0.0447
-3.8 | 8.4 1 0.1860 | 0.002376 | 0.0476
-4 8 [ 0.1870 | 0.001595 | 0.0465
-7 9 |0.1682 | 0.003289 | 0.0443
-3 9 |0.2186 | 0.0000396 | 0.0494
-3.8 1 9.4 1 0.1989 | 0.00006084 | 0.0506
-5 9.6 | 0.1806 | 0.001282 | 0.0472
-4.8 1 9.6 | 0.1831 | 0.0009408 | 0.0478
-4.6 | 9.6 | 0.1858 | 0.0005547 | 0.0485

A continuacién muestro el programa que hice en MATLAB

Programa para generar y evalua cada una de las funciones en el
mallado de la sub-regién propuesta. [13], [14]

Programa mallado.m

clear all

a=1;

ymax=input('Cudl es el valor de y mxima? ');

yint= input('Intervalo para dibujar en y?' );

ymin= input('Cudl es el valor y mnimo?" );

xmax=input('Cudl es el valor de x mxima?' );

xint= input('Intervalo para dibujar en x?');

xmin= input('Cudl es el valor x mnimo?" );

Y=YMIiN:Y;,;:ymax;

X=XMIN: T, :XMax;
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for i=1:length(y)

for k=1:length(x)

resultado(k,i)= 2*((((3*y(i))/10)-0.05)/0.6)/(0.1-20*x(k));
if (resultado(k,i)j-0.1)

res(a)=resultado(k,i);

y2(a)=y(i);

x2(a)=x(k);

a=—a+1;

*** Aqui va cada una de las funciones My, My, Mj..
end

end

end

plot(x2,y2,'+")

grid;
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Los valores de las funciones, son representados en el cuadro 5 y me permiten
suponer, que el valor propio maximo es vy = fyaq(k1, k2).

Notamos que v| = vy, para ky = —6,6 v ko = 8,2, este valor propio tiene
un minimo v; = 0,1685, para obtener los valores de (ky, ko) donde v tiene un
minimo, aplico el siguiente programa de MATLAB.

Para determinar los valores Optimos de ki y ks, aplico el programa
fmincon de MATLAB, que describo a continuacion, en este programa ge-
neramos una regién que contenga a (—6,6,8,2) esta regién es [8,9] x [—7, —6].

Este programa obtiene los valores minimos de v,,,, en la regién propuesta.
13,14

El programa de MATLAB fmincom utiliza dos sub-programas.

En el primer sub-programa escribimos la funcién a minimizar de la siguiente forma

function f= objfun(x,y) f = M (ky, k2);

En el segundo sub-programa, describimos la sub-regién para valores de z(1) y x(2),

a esta sub-regién la llamamos ()¢

function [c,ceq]=confun(x,y)

c = [Q1];
ceq=[ ] ;

Por ultimo empleamos el programa fmincon, aqui se llama a la funcién M (ky, ks)

v las restricciones ()1, con el valor inicial

cle

clear

disp('Ejemplo 1")

disp('condiciones iniciales')

x0 = [-1,1]
options=optimset('LargeScale’, off");

[x,fval]=fmincon(aeobfun,x0, [ ], @confun, options)

Resultados finales del algoritmo

89




El valor minimo de v,,,, €s

0.1678

para k; = —6.4y ko = 8.1, en la regién propuesta, estos valores son los optimos
que obtengo aplicando el Algoritmo propuesto y sus respectivos programas.

En el algoritmo que propongo considero perturbaciones iniciales, estas se
calculan, cuando obtengo el vector propio de la matriz H, para el valor propio
Umaz, Y2 evaluado en los valores optimales de &k y ky. Estas son las peores
perturbaciones iniciales:

r = (—0.9972, —0.0746, —0.0065)

Conclusion de la aplicacién del algoritmo desde el punto de vista
fisico

En un sistema mecanico inestable por perturbaciones inciales, esta es r =
(—0.9972, —0.0746, —0.0065), para estabilizar el sistema, para la variable zy,

aplicaria los parametros k; = —6.4 y ky = 8.1.
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Conclusién

En la presente tesis, tengo 2 resultados generales, de los cuales propongo
el desarrollo y construccion de dos algoritmos.

En la aplicacion de los algoritmos, obtengo 4 resultados importantes y
presento la descripcion por pasos de cada uno de los algoritmos. El desarrollo
de los algoritmos surge del sistema original £ = Az + bu donde la matriz
A no es matriz Hurwitz, por lo que, el sistema no es estable. Sin embargo
cuando tenemos un control u = kz donde z = h’ +r,(¢) en el cual considero
perturbaciones permanentes (11(t)), el sistema que obtengo tiene una matriz
A.(k), esta es una matriz de Hurwitz, cuando determino el conjunto @, al
que pertenecen los valores de los parametros k y de esta forma el sistema sea
estabilizable.

Para la sintesis de este problema, desarrollo un algoritmo, este reduce el
problema de estabilizacion mini-max a un problema de programaciéon no li-
neal, con un control,cuando r; = 0. En esta capitulo se considera la ecuacién
matricial ATH + HA = —G.

En el andlisis, propongo un algoritmo, que nombro ”solucién del problema
mini-max, cuando tenemos perturbaciones permanentes r1(t) #= 0 y acota-
das”. Y asi determinar el valor de k; optimo, de la soluciéon x del sistema
(2), para comparar los resultados obtenidos en el primer ejemplo, obtengo un
paralelepipedo que por tratarse de n = 2 es un rectangulo.

Despues estimo el conjunto de accesibilidad con desigualdades matriciales,
considerando perturbaciones permanentes internas r(t) < ro. En el teorema
(21) se consideran perturbaciones externas, en este caso considero perturba-
ciones internas.

Aqui determino el elipsoide minimo para el mismo sistema, de esta forma
obtengo que la soluciéon x minimizada, es decir, el rango de una variable de la
solucién, estd contenido en el elipsoide minimal.

Con esto se verifico que el método propuesto para el sistema con las con-
diciones dadas sirve para estabilizar este sistema.

En el capitulo 3, obtengo el Modelo Matematico del sistema mecanico de

tipo seg-way, que se mueve en el plano vertical. El el primer modelo es no-lineal,
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no-holonomo con multiplicadores de Lagrange. El segundo es lineal controlable
de orden 4. Y el tercer modelo es, lineal controlable de orden 3, considerando
perturbaciones, este modelo la matriz A.(k) es cerrada.

En el capitulo 4, aplico el primer algoritmo, a los resultados finales del
capitulo 3. Describo los pasos que se siguen para obtener el valor Optimo de
los parametros ki y ko.

En resumen; ambos algoritmos sirven para obtener los parametros optimos

de estabilizacién, considerando perturbaciones iniciales y permanentes.
Resultados obtenidos

1.- Desarrollo del Algoritmo de sintesis de estabilizacion asintdtica de mini-
max, reduccién al problema de programacion no-lineal, para perturbaciones
iniciales. (Teorema 1)

2.- Construccién de un Algoritmos de andlisis de Estabilidad Robusta,
cuando existen perturbaciones permanentes. (Ecuacién 98)

3.- Modelos Matematicos del sistema mecanico del tipo de un seqway en
el plano vertical:

3.1 Modelo no lineal no-holonomo con multiplicadores de Lagrange.
(Ecuacién 141)

3.2 Modelo Lineal del sistema controlable de orden 4. (Ecuacién 149)

3.3 Analisis de la aceleracion total del sistema, en un caso considerando un
acelerémetro al final de la varilla vertical y en otro caso dos acelerémetro, uno
al final de la varilla vertical y otro al final de la plataforma. (Ecuaciones 161
y 168)

3.4 Modelo lineal del sistema controlable de orden 3 con perturbaciones
permanentes. (Ecuacién 176)

4.- Aplicacién del Algoritmo de sintesis de Estabilizacion asintética de mini-
max, para modelo lineal controlable de orden 3. (Figura 15)

5.- Programa en MatLab para aproximarnos a la regiéon donde se localizan
parametros optimos.

6.- Programa en MatLab para minimizar los funcionales de los algoritmos

en las regiones determinadas utilizando métodos numéricos.
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