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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es contribuir al estudio de la dinámica cuántica fuera

de equilibrio en sistemas cuánticos de muchas part́ıculas que presentan una transición de una fase

ergódica o extendida a una fase localizada o fase localizada de muchas part́ıculas. Realizamos estudios

anaĺıticos y numéricos de la dinámica fuera de equilibrio en modelos de matrices aleatorias y sistemas

cuánticos de muchas part́ıculas. Proponemos generalizaciones de la probabilidad de supervivencia

y la densidad local de estados, y aplicamos estas herramientas para investigar las caracteŕısticas

multifractales de estados extendidos pero no ergódicos. Mostramos cómo la desviación estándar de

la densidad local de estados indica cualitativamente la transición en los sistemas de interés, aśı

como su sensibilidad a los puntos cŕıticos de transición. Presentamos resultados anaĺıticos para

la probabilidad de supervivencia en modelos de matrices aleatorias y demostramos una conexión

directa entre la naturaleza multifractal de los eigenestados y la dinámica del sistema, mediante la

función de correlación de la probabilidad de supervivencia tanto en matrices aleatorias como en

modelos f́ısicos. Proporcionamos un enfoque eficiente para detectar el caos cuántico en sistemas de

muchas part́ıculas y demostramos su viabilidad en plataformas experimentales t́ıpicas como trampas

de iones, cúbits superconductores y átomos ultrafŕıos, entre otras. También implementamos nuestra

propuesta en circuitos cuánticos reproducibles en los ordenadores cuánticos comerciales actuales.

Finalmente, estudiamos los efectos sobre la dinámica que resultan de abrir sistemas cuánticos de

muchas part́ıculas a un entorno que induce un desfase energético, centrándonos en el problema del

autopromedio sobre cantidades dinámicas de uso común.



Abstract

The main objective of this thesis is to contribute to the study of out-of-equilibrium quantum

dynamics in many-body quantum systems that exhibit a transition from an ergodic or extended

phase to a localized phase or many-body localized phase. We carry out analytical and numerical

studies of out-of-equilibrium dynamics in random matrix models and many-body quantum systems.

We propose generalizations of the survival probability and the local density of states, and apply

these tools to investigate the multifractal characteristics of extended but non-ergodic states. We

show how the standard deviation of the local density of states qualitatively signals the transition in

the systems of interest, as well as its sensitivity to critical transition points. We present analytical

results for the survival probability in random matrix models and demonstrate a direct connection

between the multifractal nature of eigenstates and the system’s dynamics, via the correlation function

of the survival probability in both random matrices and physical models. We provide an efficient

approach for detecting quantum chaos in many-body systems, and demonstrate its feasibility in

typical experimental platforms such as ion traps, superconducting qubits, and ultracold atoms,

among others. We also implement our proposal in quantum circuits that can be reproduced on

current commercial quantum computers. Finally, we study the dynamical effects of coupling many-

body quantum systems to an environment that induces energy dephasing, focusing on the problem

of self-averaging in commonly used dynamical quantities.
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6.1. Función de autocorrelación de esṕın . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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7.5. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

8. Conclusiones 81

A. Multifractalidad en cadenas de Fibonacci 83
A.1. Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Bibliograf́ıa 89



Caṕıtulo 1

Introducción

Motivación

El estudio de sistemas cuánticos de muchas part́ıculas con interacciones fuera del equilibrio

constituye un área de investigación fundamental en la f́ısica contemporánea [1]. Usualmente estos

sistemas se estudian en entornos aislados y son sometidos a perturbaciones, exhibiendo una rica

variedad de fenómenos no triviales, por ejemplo la termalización [2], la localización [3], entre otros [4].

Comprender cómo y cuándo estos sistemas alcanzan el equilibrio térmico ha sido un gran desaf́ıo,

especialmente en presencia de desorden y fuertes interacciones. En este contexto, la localización de

muchas part́ıculas (MBL, por sus siglas en inglés) [5] emerge como un fenómeno clave, caracterizado

por la supresión de la termalización y la retención de información sobre las condiciones iniciales del

sistema a lo largo del tiempo [6]. El estudio de MBL no solo profundiza nuestra comprensión de

la dinámica cuántica fuera del equilibrio, sino que también tiene implicaciones significativas para el

desarrollo de tecnoloǵıas cuánticas [7], como la preservación de la coherencia en sistemas cuánticos [8]

y el diseño de materiales con propiedades inusuales de transporte [9].

El trabajo de investigación se lleva a cabo en el contexto de la teoŕıa MBL [5,7,10] la cual

ha sido uno de los temas de la f́ısica más relevantes de los últimos 60 años. Esencialmente esta teoŕıa

proviene de la necesidad de estudiar sistemas cuánticos de muchas part́ıculas con interacciones y es el

resultado de décadas de investigación de múltiples campos de la f́ısica cuántica, mecánica estad́ıstica

y matemáticas.

Actualmente, MBL no solo se mantiene vigente, aún se conserva como un campo de inves-

tigación de frontera con un fuerte soporte experimental al contribuir satisfactoriamente en estudios

alrededor de las tecnoloǵıas cuánticas como estudios de largos tiempos de coherencia [11], diseño de

sistemas cuánticos que en el régimen MBL solo sean accesibles mediante computación cuántica [8]

1



Caṕıtulo 1: Introducción 2

y el diseño de materiales con propiedades inusuales de transporte [12].

Comprender la f́ısica de sistemas cuánticos de muchas part́ıculas es un gran reto, lo que ha-

ce que la realización experimental no sea suficiente para describir las propiedades de estos sistemas.

Es aqúı donde los desarrollos anaĺıticos y los estudios numéricos computacionales juegan un papel

crucial en el entendimiento de estos sistemas, que en este sentido, las herramientas matemáticas y

conceptuales de la teoŕıa de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) han sido fundamenta-

les en el análisis de las correlaciones espectrales de sistemas cuánticos de muchas part́ıculas [13,14].

No obstante los sistemas t́ıpicos en estudios sobre MBL tienen importantes limitaciones anaĺıticas

por ejemplo falta de integrabilidad de muchos sistemas tridimensionales y bidimensionales, aun-

que la existencia de sistemas unidimensionales que son integrables ha permitido ciertos desarrollos

anaĺıticos [15], estos sistemas son escasos y algunos pierden su integrabilidad cuando se consideran

interacciones.

En particular, el estudio de la dinámica ha revelado aún más detalles sobre el espectro

y los eigenestados según el sistema estudiado. Los estudios sobre dinámica son accesibles experi-

mentalmente en redes ópticas [12], estudios de coherencia en plataformas de resonancia magnética

nuclear [16] entre otros [17–19] destacando estudios anaĺıticos y computacionales sobre la dinámica

y la multifractalidad de los eigenestados de sistemas de muchas part́ıculas [20, 21] y estudios de

entrelazamiento [22].

No obstante, dependiendo la plataforma experimental, algunas observables no son viables ya

que pueden presentar periodos cortos de coherencia, inaccesibilidad al espectro energético completo,

tiempos cortos en la evolución temporal o problemas con el aislamiento en un sistema cuántico,

lo cual suelen considerarse perjudicial debido a la pérdida de coherencia cuántica que dificultan el

procesamiento de información cuántica. Sin embargo, esta influencia también puede ser beneficiosa.

Por ejemplo, abrir un sistema a un entorno de decoherencia energética puede reducir las fluctuaciones

dinámicas [23–27].

Uno de los objetivos clave en nuestra investigación de este es profundizar en la compren-

sión de la dinámica cuántica fuera del equilibrio usando tanto enfoques anaĺıticos como estudios

numéricos computaciones. Para estudiar la dinámica comenzamos con el estudio de la probabilidad

de supervivencia, una cantidad igual a la superposición entre un estado inicial |Ψ(0)〉 y su evolución

en el tiempo |Ψ(t)〉 descrita como,

SP (t) = |〈Ψ(0)|Ψ(t)〉|2, (1.1)

y mide la probabilidad de que el sistema permanezca en su estado inicial en el tiempo t. Esta

cantidad ha sido ampliamente estudiada desde las primeras décadas de la mecánica cuántica [28–30].

Su importancia radica en que proporciona información detallada sobre la dinámica cuántica, la

estructura espectral y la evolución de estados iniciales en sistemas de muchas part́ıculas.
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La probabilidad de supervivencia también ofrece información relacionada con la estructura

de los estados del sistema contribuyendo a los estudios destacados de localización y multifractalidad

de cantidades generalizadas como las entroṕıas de Rényi [31], la razón inversa de participación

[32–37] y otras cantidades similares [38].

A pesar de los beneficios que ofrece la probabilidad de supervivencia esta presenta una falta

de autopromedio que se manifiesta como fluctuaciones significativas entre diferentes realizaciones del

sistema incluso en el ĺımite termodinámico. La presencia de autopromedio es importante porque im-

plica que la cantidad de muestras utilizadas en experimentos y en análisis numéricos puede disminuir

a medida que aumenta el tamaño del sistema y con ello se pueden construir modelos teóricos para

describir las propiedades f́ısicas de la observable utilizando muestras estad́ısticamente finitas.

El trabajo de investigación desarrollado aqúı encuentra su motivación en los estudios anaĺıti-

cos sobre observables t́ıpicas medibles en la mayoŕıa de plataformas experimentales incluyendo las

actuales. Nuestra investigación tiene como objetivo contribuir al estudio de la dinámica de sistemas

cuánticos de muchas part́ıculas al aplicar la teoŕıa de matrices aleatorias para estudiar teóricamente

la evolución temporal de ciertas observables f́ısicas t́ıpicas en el estudio de MBL. Nuestros objetivos

claves son contribuir en los análisis sobre la transición hacia una fase MBL, multifractalidad y su

conexión con la dinámica del sistema. Nuestro análisis será principalmente anaĺıtico y también estará

respaldado por simulaciones numéricas.

Buscamos contribuir en los estudios experimentales actuales de sistemas cuánticos aislados

de muchas part́ıculas proponiendo el análisis de las correlaciones espectrales para mejorar eficien-

temente la detección de caos en estos sistemas. Motivados por los efectos que tiene el entorno en

sistemas cuánticos de muchas part́ıculas estudiamos sus efectos sobre las observables dinámicas

usuales.

Antecedentes y estado del arte

La teoŕıa de MBL tiene sus oŕıgenes en trabajo seminal de Philip W. Anderson, donde

demostró que una magnitud suficientemente grande de impurezas en un sistema cuántico como un

sólido cristalino provoca que las funciones de onda de los electrones se localicen exponencialmente

y no como ondas de Bloch, a este fenómeno se le conoce como localización de Anderson [3], no

obstante, desde el 58, la curiosidad por el fenómeno de localización en presencia de interacciones

estaba presente y fue opacado por las investigaciones sobre localización .

Fue hasta 48 años después, en 2006 que Basko, Aleiner y Altshuler [10] llamaron la atención

nuevamente al problema de localización en sistemas de muchas part́ıculas presentado resultados

sobre la transición de una fase extendida a una fase localizada de un sistema de electrones que

interactúan en potenciales desordenados o aleatorios estáticos; a este nuevo fenómeno se le conoce
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como fase MBL. El fenómeno de MBL persiste incluso en sistemas no desordenados. Existes sistemas

unidimensionales sujetos a un potencial cuasiperiódico que exhiben la transición a una fase MBL. En

particular el modelo de Aubry-André es un ejemplo de esto aún en la presencia de interacciones [39,

40].

En nuestro trabajo de investigación nos enfocamos en estudiar sistemas cuánticos de mu-

chas part́ıculas que exhiben una transición de una fase extendida o caótica a una fase localizada o

fase MBL. En el contexto de RMT, en sistemas cuánticos de muchos cuerpos, el caos cuántico está

vinculado a niveles de enerǵıa correlacionados y eigenestados que, en el régimen caótico, se apro-

ximan a vectores aleatorios [41–43]. Este fenómeno es esencial para comprender la redistribución

de información cuántica, que dificulta reconstruir el estado inicial mediante mediciones locales y

está relacionado con la termalización [43, 44], aśı como con las dificultades para alcanzar una fase

MBL [45, 46]. Su estudio es crucial para describir y controlar la dinámica de muchas part́ıculas y

para el desarrollo de tecnoloǵıas cuánticas. En el presente contexto el estudio de las correlaciones del

espectro energético aśı como los efectos de las correlaciones de las componentes de los eigenestados

v́ıa la probabilidad de supervivencia hace de esta una cantidad fundamental en la comprensión de

la dinámica de sistemas cuánticos de muchas part́ıculas.

La evolución de la probabilidad de supervivencia en sistemas de muchos cuerpos exhibe dis-

tintos comportamientos a diferentes escalas temporales, revelando caracteŕısticas del estado inicial,

el espectro y los eigenestados del sistema.

La probabilidad de supervivencia presenta un decaimiento inicial cuadrático universal, se-

guido por una fase gobernada por la forma de la densidad local de estados (LDoS) inicialmente

estudiado en matrices aleatorias de bandas [47, 48] y en modelos realistas en [42, 49–61]. Posterior-

mente, su evolución sigue un decaimiento como ley de potencias, cuyo exponente está determinado

por la estructura de la LDoS, en particular por los ĺımites de su distribución de enerǵıa [62–70].

Además, la multifractalidad y las correlaciones espectrales influyen en la magnitud del exponente,

reflejando la complejidad de los eigenestados del sistema [20,71–74].

En sistemas caóticos, donde las estad́ısticas de nivel de enerǵıa son similares a las de

matrices aleatorias, la probabilidad de supervivencia no se satura después del decaimiento como

ley de potencias. En cambio, aparece un región de valores mı́nimos por debajo de su promedio de

tiempo infinito, SP , y se conoce como hoyo de correlaciones, la cual es una manifestación dinámica

de las correlaciones espectrales [74–91]. Este fenómeno ha sido propuesto como un indicador del

caos cuántico inicialmente en [75]. Más tarde se demostró que el hoyo de correlaciones aparece en

la función de autocorrelación de esṕın, una cantidad local en el espacio real [87, 91]. En ambos

casos, esta estructura desaparece a medida que el sistema transita hacia un régimen integrable o

localizado [74,87].

A pesar de su versatilidad, se ha demostrado numérica y anaĺıticamente que la probabilidad
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de supervivencia que evoluciona bajo matrices completamente aleatorias no es autopromediable en

ninguna escala de tiempo [92]. Lo mismo sucede con los modelos de esṕın en el régimen caótico

[92,93] y lejos de este [94].

No obstante, en [95] se lograron varios avances en el problema de autopromedio de la

probabilidad de supervivencia para estados de Gibbs abriendo el sistema a un entorno de desfase

energético. Utilizando matrices aleatorias, se demostró que las fluctuaciones en los valores de la

probabilidad de supervivencia se reducen y se asegura el autopromedio después de la saturación de

la dinámica.

Estructura

El caṕıtulo 2 se enfoca en introducir la teoŕıa de matrices aleatorias o RMT como una

herramienta fundamental en los estudios de MBL, se definen los conceptos importantes como caos

cuántico, localización y fase MBL. El caṕıtulo 3 expone los diversos modelos de matrices aleatorias

y sistemas f́ısicos que serán objeto de análisis. El caṕıtulo 4 se introduce la probabilidad de supervi-

vencia y todos sus detalles relevantes. El caṕıtulo 5 se enfoca en la generalización de la probabilidad

de supervivencia, se estudian propiedades estáticas, se realiza un extenso análisis sobre correlaciones

de las componentes de los eigenestados del sistema y sus efectos sobre la distribución de enerǵıa del

sistema y se realizan estudios sobre puntos cŕıticos de transición. Además estudiamos la evolución

de la probabilidad de supervivencia generalizada sobre modelos f́ısicos seguido de un extenso estudio

del carácter multifractalidad en la dinámica del sistema. Los resultados de este caṕıtulo se provienen

de [96]. El caṕıtulo 6 habla sobre una propuesta experimental para detectar eficientemente caos en

sistemas cuánticos de muchos cuerpos cuyos resultados son producto de [97]. Finalmente el caṕıtulo

7 se estudian los efectos de someter a los sistemas cuánticos de muchos cuerpos a entorno de desfase

energético cuyos resultados provienen de [98]. Nuestro trabajo culmina con conclusiones generales

en el caṕıtulo 8.
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Herramientas de teoŕıa de matrices

aleatorias para estudiar sistemas

cuánticos de muchos cuerpos

Las herramientas matemáticas y conceptuales de RMT han sido fundamentales en el análi-

sis de las correlaciones espectrales de sistemas cuánticos de muchos cuerpos [13,14].

La estructura espectral de los sistemas cuánticos y el caos clásico se estudió en un contexto de matri-

ces completamente aleatorias resultando en la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit (GBS) la cual

establece que, en sistemas cuánticos cuya contraparte clásica es caótica, las correlaciones espectrales

siguen las predicciones de alguno de los ensambles de la teoŕıa de matrices aleatorias (RMT), de-

pendiendo de las simetŕıas del sistema [99]. En contraste, la conjetura de Berry-Tabor establece que,

en sistemas cuánticos integrables, los niveles de enerǵıa se distribuyen de manera estad́ısticamente

independiente y siguen una distribución de Poisson [100].

Las matrices completamente aleatorias constituyen un punto de partida crucial para obtener resul-

tados anaĺıticos que sirven como referencia en el estudio de modelos más realistas [91]. Aunque la

RMT no reproduce la complejidad intŕınseca de los sistemas cuánticos de muchos cuerpos, donde

predominan interacciones de carácter más local, ofrecen un marco teórico sólido para analizar las

propiedades asociadas al caos cuántico.

6
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2.1. Matrices aleatorias

Las matrices aleatorias son matrices completamente llenas de números aleatorios y sujetas

únicamente a restricciones que reflejan las simetŕıas del sistema que se busca describir [14, 41, 101].

Este enfoque, introducido por Wigner [102] y refinado por Dyson [103], fue utilizado con gran éxito

para modelar los espectros de núcleos pesados, sistemas intŕınsecamente complejos en los que los de-

talles precisos de las interacciones se tratan de manera estad́ıstica y se consideran irrelevantes [104].

Sorprendentemente, este método produjo resultados notables ya que coincid́ıan con los datos ex-

perimentales de núcleos de átomos pesados reales y con el tiempo, se extendió al estudio de otros

sistemas complejos.

Existen diferentes tipos de ensambles de matrices aleatorias, cada uno de ellos se clasifican según las

simetŕıas que satisfacen [103]. En particular, para sistemas que poseen simetŕıa de inversión tempo-

ral e invarianza ante rotaciones espaciales, se emplean matrices del aśı llamado ensamble ortogonal

gaussiano (GOE, por sus siglas en inglés) [14,41,85].

Dado que los sistemas f́ısicos que estudiaremos poseen simetŕıas como las de las matrices

de GOE, a continuación mencionamos cómo se construyen las matrices de GOE.

2.2. Ensamble gaussiano ortogonal

El ensamble de GOE [101] está compuesto por matrices reales y simétricas de dimensión

D ×D completamente llenas de números aleatorios provenientes de una distribución gaussiana con

media cero y varianza dada por 〈
H2
n,m

〉
=

1, n = m,

1/2, n 6= m,
(2.1)

El modelo no es f́ısico ya que no considera la estructura especifica de los sistemas realistas como

interacciones de corto y largo alcance o caracteŕısticas espectrales al tratar todas las interacciones

como números aleatorios pero permite derivaciones anaĺıticas que pueden servir como referencia para

los estudios de sistemas cuánticos caóticos realistas de muchos cuerpos. Este ensamble será recu-

rrente en la investigación llevada a cabo. Los detalles de estos se discutirán en las secciones siguientes.
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2.3. Estad́ıstica espectral

En el estudio de la teoŕıa RMT y MBL, la densidad de estados (DoS) es la distribución de

enerǵıa del sistema y permite observar la estructura global del espectro. La DoS se define como,

ρ(E) =
∑
n

δ(E − En). (2.2)

En el caso particular de matrices aleatorias del tipo GOE, la densidad de estados promedio (obtenida

tras un promedio y en el ĺımite de dimensión infinita) está dada por la ley del semićırculo [101]:

ρGOE(E) =
2

πϵ

√
1 +

(
E

ϵ

)2

, (2.3)

con 2ϵ la longitud del espectro. La DoS nos permite identificar el carácter universal del espectro a

través del análisis de sus correlaciones espectrales, como la repulsión de niveles.

2.3.1. Distribución de espaciamientos consecutivos

Una propiedad fundamental de las matrices completamente aleatorias y una de las ca-

racteŕısticas distintivas del caos cuántico es la fuerte repulsión entre niveles vecinos en el espectro

energético, es decir, lo que implica que la probabilidad de encontrar niveles muy cercanos entre śı es

baja o dicho de otro modo los niveles de enerǵıa evitan cruzarse. Esta repulsión se describe mediante

la distribución de los espaciamientos medio entre niveles de enerǵıa, P (s), donde sn = En+1 − En
y Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉 con Ĥ el hamiltoniano que representa al sistema, representa el espaciamiento

medio entre las enerǵıas adyacentes [101].

Para calcular la distribución P (s) es necesario realizar antes un reescalamiento de los ei-

genvalores, conocido como desdoblamiento del espectro, este garantiza que el espaciado promedio

entre los niveles reescalados sea igual a uno [41,105,106]. Para las matrices de GOE, la distribución

P (s) está dada por:

P (s) =
π

2
se−πs

2/4. (2.4)

A esta distribución se le conoce como distribución de Wigner y caracteriza una repulsión lineal,

P (s) → 0 cuando s → 0 y refleja que los niveles no se pueden acercar arbitrariamente debido a las

correlaciones del espectro energético. Por otro lado, para valores grandes de s, P (s) decae de forma

gaussiana ya que el sistema tiende a distribuir sus niveles de manera relativamente homogénea de

modo que niveles de enerǵıa tan espaciados son poco probables. Decimos que un sistema cuántico de

muchos cuerpos es caótico si su estad́ıstica espectral coincide con la estad́ıstica espectral de alguno

de los ensambles de la teoŕıa de matrices aleatorias que son GOE, GUE y GSE. aleatorias [13,14,41].
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Esta distribución contrasta con la correspondiente a sistemas integrables, donde el espectro energéti-

co no está correlacionado, no existe repulsión entre los niveles y la estad́ıstica de niveles sigue una

distribución de Poisson:

P (s) = e−s. (2.5)

El análisis de P (s) se ha convertido en una herramienta clave para distinguir entre sistemas caóti-

cos y sistemas integrables esto en el contexto de matrices aleatorias, proporcionando una conexión

directa entre las propiedades espectrales y la dinámica del sistema [107]. De manera alternativa, es

posible analizar las correlaciones de corto alcance del espectro energético utilizando las razones entre

espaciamientos consecutivos, rn [108,109], definida como:

rn = mı́n

(
r̃n,

1

r̃n

)
, donde r̃n =

En+1 − En
En − En−1

. (2.6)

Esta medida tiene la ventaja de no requerir el desdoblamiento del espectro, esto la hace particular-

mente útil en sistemas donde el desdoblamiento es complicado o no está bien definido. La distribución

P (r̃) permite una comparación más directa y transparente con los resultados experimentales [110]

en comparación con la distribución tradicional P (s). Por esta razón, esta cantidad ha ganado po-

pularidad en estudios recientes y ha sido ampliamente empleada en diversas investigaciones sobre

MBL [46,107,111], en estudios sobre gravitación [112,113] o en redes neuronales artificiales [114].

Más aún, el análisis del promedio de rn, 〈r〉, puede ser empleado para identificar la transición

de un sistema entre una una estad́ıstica de Wigner-Dyson o bien un régimen caótico a otra con una

estad́ıstica de Poisson es decir un régimen integrable o localizado, proporcionando una herramienta

eficiente para caracterizar la naturaleza del espectro energético en diferentes reǵımenes. Para matrices

de GOE se tiene 〈r〉GOE ∼0.53590 y para sistemas que cuya estad́ıstica de niveles coincida con una

estad́ıstica de Poisson se tiene 〈r〉P ∼0.38629 [109].

2.4. Medidas de localización

Dado un estado |Ψ〉, la descomposición espectral de este es |Ψ〉 =
∑
n=1 cn |ψn〉 donde cn =

〈ψn|Ψ〉 son las proyecciones del estado |Ψ〉 en la eigenbase {|ψn〉}Dn=1 y D es la dimensión del espacio

de Hilbert. Los estudios enfocados en la transición de una fase extendida a una localizada de sistemas

desordenados [115,116] establecen que los eigenestados en la transición se denominan multifractales

o estados extendidos pero no ergódicos y son caracterizados por una familia de exponentes llamados

dimensiones generalizadas Dq [117,118]. En este contexto, los estados |Ψ〉 multifractales se observan

extendidos pero se concentran sobre una región finita del espacio de Hilbert y las probabilidades

|cn|2 (que representan la distribución de |Ψ〉 en la base del hamiltoniano) exhiben correlaciones no
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triviales. Las dimensiones generalizadas Dq se asocian con el escalamiento de la razón inversa de

participación generalizada IPRq como

〈IPRq〉 ∼ D−Dq(q−1) . (2.7)

donde q un número real positivo actúa como un factor de peso en la forma en que se analizan la

distribución de las componentes |cn|, 〈. . . 〉 denota promedio sobre realizaciones y

IPRq =

D∑
n=1

|cn|2q. (2.8)

El caso particular con q = 2 obtenemos,

IPR =

D∑
n=1

|cn|4. (2.9)

Esta cantidad es razón inversa de participación o IPR por sus siglas en inglés es la v́ıa t́ıpica

para cuantificar como un estado inicial se dispersa en alguna base [119, 120]. Por construcción el

valor del IPR depende de la base elegida. Para estados extendidos en el espacio de Hilbert se tiene

(|cn|2 ∼ 1/D). Si los eigenestados están fuertemente localizados, pocos términos de la suma en

la Ec. (2.9) serán distintos de cero, esto implica que IPR ∼ 1. En el caso extremo de un estado

completamente localizado se tiene IPR = 1. Ahora, si el sistema se encuentra en la fase caótica,

el resultado del IPR sera similar al de matrices aleatorias y por tanto IPR ∼ 1/D, es decir los

eigenestados están extendidos. En particular, para matrices aleatorias de GOE se tiene [79,85].

IPRGOE =
3

D + 2
(2.10)

Similar al caso general, el IPR escala con respecto a la dimensión del espacio de Hilbert igual a

〈IPR〉 ∼ D−D2 , (2.11)

donde el exponente D2 es conocido como la dimensión de correlación. El exponente D2 es fundamen-

tal en los estudios de transiciones de fase de sistemas cuánticos y mide las complejas correlaciones

de los eigenestados en la fase cŕıtica [121]. El valor de D2 ofrece información sobre la localización de

los estados del sistema,
1 , estados ergódicos

0 < D2 < 1 , estados extendidos pero no ergódicos

0 , estados localizados.

(2.12)

En particular, se tiene que D2 = 1 para matrices de GOE [21].
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Alternativamente, podemos medir la multifractalidad por medio de la dimensión de co-

rrelación espectral D̃2 mediante el método box-counting calculando la función β(l). Esta función

representa la probabilidad de que dos eigenestados, seleccionados con su probabilidad correspon-

diente a partir de la descomposición espectral del estado |Ψ〉, tengan una diferencia de enerǵıa

menor o igual que l. Para obtener D̃2 numéricamente, podemos calcular la función β(l) dividiendo

el espectro normalizado de enerǵıa en intervalos Bi, de longitud l, donde [71,72,115]

β(l) =

NB(l)∑
i=1

( ∑
En∈Bi

|cn|2
)2

∼ lD̃2 (2.13)

Donde la suma interna corresponde a sumar cada |cn|2 cuya enerǵıa En se encuentra en cada in-

tervalo Bi de longitud 0 < l ≤ 1. La segunda suma corre sobre cada intervalo Bi de longitud l que

resulta de dividir el espectro energético normalizado en Bi intervalos siendo NB(l) el número total

de intervalos. Para l= 1 implica que todas las componentes |cn|2 se encuentran en un solo intervalo

de longitud l = 1 de tal forma que β(1) = 1.

El valor de β(l) depende del nivel de localización de las componentes |cn|2. Si el sistema está

completamente extendido, las componentes |cn|2 son |cn|2 ∼ 1/D con D la dimensión del sistema.

Al dividir el espectro normalizado de enerǵıa en Bi intervalos de longitud l con 0 < l ≤ 1, el número

de enerǵıas que caen en el intervalo sera similar a lD, es decir( ∑
En∈Bi

|cn|2
)2

∼
(
lD

D

)2

= l2. (2.14)

La suma restante se efectúa sobre el numero de intervalos posibles NB(l) donde NB(l) ∼ 1/l, entonces

β(l) ∼
NB(l)∑
i=1

l2 ∼ 1

l
l2 ∼ l, (2.15)

de modo que β(l) ∼ l con D̃2 = 1 para sistemas completamente extendidos, por ejemplo matrices

aleatorias de GOE. Si el sistema está completamente localizado, solo una componente |cn| = 1 y

todas las demás son cero. La suma sobre todas los intervalos NB(l) serán iguales a cero a excepción

de aquel intervalo Bi donde |cn| = 1 entonces

β(l) = 1, (2.16)

de modo que D̃2 = 0 para el caso completamente localizado.
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2.5. Breve introducción hipótesis de termalización de siste-

mas de muchos cuerpos

Uno de los retos de la mecánica estad́ıstica es ofrecer una teoŕıa matemática precisa pa-

ra describir el comportamiento térmico de sistemas cuánticos de muchas part́ıculas. Los primeros

desarrollos teóricos incluyeron el estudio de gases ideales de fermiones y bosones, y condujeron a pre-

dicciones notables como el fenómeno de condensación de Bose-Einstein. En décadas más recientes,

el interés se ha desplazado hacia el entendimiento de cómo y cuándo un sistema cuántico cerrado

alcanza un estado de equilibrio térmico a partir de un estado puro lo cual requirió extender el con-

cepto de ergodicidad al dominio cuántico [2].

Consideremos una observable Ô y un estado inicial |Ψ(0)〉, el valor esperado bajo evolución unitaria

de esta observable es:

〈Ô(t)〉 = 〈Ψ(0)| eiĤtÔe−iĤt |Ψ(0)〉 =

D∑
n=1

|c(0)n |2On,n +

D∑
n 6=m

c(0)n c(0)∗m On,me−i(En−Em)t, (2.17)

donde On,m = 〈ψn| Ô|Ψm〉 son los elementos de matriz de Ô en la representación de enerǵıa y

c
(0)
n = 〈ψn|Ψ〉 la proyección del estado inicial sobre la base de enerǵıa. Para que el sistema alcance

un estado de equilibrio, consideremos el promedio a tiempos muy largos de 〈Ô(t)〉. Partiendo de

la Ec. (2.17), y considerando el promedio en el ĺımite de tiempo infinito, si el sistema no presenta

degeneraciones (como ocurre en el caso de matrices aleatorias), el valor esperado fluctuara alrededor

del promedio de tiempo infinito O una vez que alcanza su estado de equilibrio en el tiempo tE , y

está dado por

〈O〉 = ĺım
T→∞

1

T

∫ tE+T

tE

〈
Ô(t)

〉
dt =

D∑
n=1

|c(0)n |2On,n, (2.18)

resultando en el llamado ensamble diagonal, esto dado a que solo los elementos de la diagonal

del operador O en la representación de enerǵıa aparecen. Otra consideración necesaria es que las

fluctuaciones decrezcan con el tamaño del sistema, para ello los productos c
(0)
n c

(0)∗
m y las componentes

On,m en la Ec. (2.17) deben ser pequeños y las diferencias En −Em 6= 0 (como ocurre en el caso de

matrices aleatorias).

Se dice que un sistema termaliza si cumple las condiciones necesarias para alcanzar el estado de

equilibrio, y si las fluctuaciones de 〈O〉 a tiempos muy largos alrededor del valor predicho por el

ensamble microcanónico son muy pequeñas [13,107]. Matemáticamente, esto se expresa como:∣∣∣〈O〉 − 〈O〉MC

∣∣∣ < δ , δ � 1, (2.19)

donde,

〈O〉MC =
1

DE(0),δE

D∑
n=1

|E(0)−En|<δE

On,n (2.20)
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y DE(0),δE es el número de estados cuyas enerǵıas caen en un intervalo δE alrededor de la enerǵıa

del estado inicial con enerǵıa E(0). El valor de δE debe elegirse lo suficientemente pequeño para que

la observable no vaŕıe significativamente dentro del intervalo (E(0) − δE,E(0) + δE), pero suficien-

temente grande para contener un número adecuado de estados (DE(0),δE � 1) que permita realizar

un promedio representativo [107].

Para RMT, la independencia estad́ıstica entre las componentes |c(0)n |2 con On,n implica

〈O〉 = 〈O〉MC . (2.21)

Estas condiciones describen lo propuesto originalmente por Deutsch en [2] como teorema ergódico

cuántico, el cual establece que, para ciertos sistemas cuánticos de muchos cuerpos con espectro no

degenerado y sin simetŕıas adicionales, los elementos diagonales del observable O en la base de

enerǵıa, On, n, dependen de la enerǵıa En, y los elementos no diagonales On,m (con n 6= m) son

bastante pequeños comparados con en el tamaño del sistema. Como consecuencia, se cumple que

〈O〉 ≈ 〈O〉MC , (2.22)

lo que implica la termalización del sistema, de ah́ı que aquellos sistemas f́ısicos que muestren una

estad́ıstica espectral comparable con alguno de los ensambles de la RMT se dice que el sistema se

encuentra en una fase ergódica o caótica pero solo en el contexto de matrices aleatorias.

Inicialmente se esperaba que este teorema sea válido para sistemas f́ısicos interactuantes,

sin embargo existen varios sistemas por ejemplo sistemas unidimensionales que no cumplen con el

teorema, por ejemplo el problema de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou [122,123] un sistema clásico que no

termaliza ya que la no linealidad de las ecuaciones de movimiento (que podŕıa causar caos clásico)

no es suficiente para lograr la equipartición de enerǵıa o el “quantum Newton’s cradle” [124] en

donde se muestra que el sistema no termaliza, esto debido a que es integrable. En el caso de matrices

aleatorias, llegar al estado de equilibrio es sencillo ya que las componentes de los eigenestados de

RMT son números completamente aleatorios no correlacionados, y por construcción, los eigenes-

tados que participan en la evolución del estado inicial |Ψ(0)〉 están extendidos en todo el espacio

de Hilbert, es decir, las probabilidades son |c(0)n |2 ∼ 1/D. Esto no es una condición para cumplir

con el teorema ergódico, solo es necesario que los eigenestados que participan en la evolución se

mantengan estad́ısticamente alrededor de ese valor. En el caso sistemas realistas con interacciones

las fluctuaciones de O disminuyen exponencialmente con el tamaño del sistema [125].

Existen muchos otros ejemplos que refutan el teorema ergódico cuántico, lo que lo convierte

el teorema en una hipótesis. Los esfuerzos por describir el fenómeno de termalización en sistemas
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cuánticos interactuantes de muchos cuerpos se han condesando en una generalización del teorema

ergódico cuántico llamada la Hipótesis de Termalización de Estados [126] (ETH por sus siglas en

inglés). Describir el proceso de termalización en estos sistemas es un reto y un problema abierto en la

mecánica estad́ıstica [85,86,127] pero no es tema central en esta tesis, no obstante en la investigación

que se llevo a cabo se hacen uso de estos conceptos y de hecho algunos de los resultados están

relacionados con ellos.

2.6. Localización en sistemas de muchos cuerpos

El fenómeno de localización de Anderson es uno de los fenómenos f́ısicos mas interesantes

de f́ısica de materia condensada. El fenómeno fue introducido por P. W. Anderson en [3], donde se

explica como los electrones pueden estar localizados por un potencial aleatorio. Para comprender el

fenómeno [5, 7, 107], usaremos un modelo tridimensional de enlace fuerte escrito como

Ĥ = −t
L∑
〈r,r′〉

(
C†rCr′ + CrC

†
r′

)
, (2.23)

donde L es el número de sitios en la red, la suma sobre 〈r, r′〉 es una suma sobre todos los sitios

vecinos, t es el parámetro de salto (o hopping) que representa la probabilidad de que la part́ıcula se

mueva de un sitio r al sitio vecino r′, C†r y Cr son los operadores de creación y aniquilación que actúan

en el sitio r = (x, y, z) con x, y y z e indican las coordenadas de un sitio en una red tridimensional.

Este modelo describe fermiones que se mueven libremente en una red discreta, por ejemplo electrones

en una red cristalina sin impurezas o átomos ultrafŕıos en redes ópticas [128], los cuales son simula-

ciones cuánticas de redes cristalinas usando átomos enfriados a temperaturas extremadamente bajas.

Es posible resolver el modelo y obtener sus enerǵıas y sus eigenestados, la solución al modelo

son las conocidas ondas de Bloch [129]. Si se considera un término que corresponde a un potencial

que actúa en cada sitio de la red, el modelo de la Ec. (2.23) obtenemos el modelo de Anderson

Ĥ = −t
L∑
〈r,r′〉

(
C†rCr′ + CrC

†
r′

)
+

L∑
r

UrC
†
rCr, (2.24)

donde Ur es potencial aleatorio en el sitio r que representa algún tipo de desorden. La introduc-

ción del potencial desordenado generó un notable cambio en el comportamiento del sistema. Los

estudios de Anderson concluyeron que para una red tridimensional o de mayor dimensión exhibe

una transición a la localización después de un valor cŕıtico de desorden Uc = 16.5 [130], donde para

magnitudes de desorden débiles, U < Uc, los eigenestados se encuentran extendidos en todo el es-

pacio de Hilbert [131], pero justo en el punto cŕıtico Uc = 16,5 no se encuentran ni extendidos ni
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localizados [130,132].

Con un desorden mucho más fuerte, Uc < U , las funciones de onda ϕ(r) están todas

exponencialmente localizadas alrededor de una posición inicial r0 igual a

ϕ(r) ∼ e−|r−r0|/l, (2.25)

donde l es la longitud de localización la cual disminuye cuando los estados están localizados, es decir,

la función de onda es distinta de cero solo en un rango muy limitado de sitios.

En un estado localizado, las part́ıculas quedan restringidas a una región limitada del es-

pacio, lo que reduce significativamente su capacidad de movimiento a través de la red. En el caso

extremo, cuando el desorden alcanza una magnitud lo suficientemente alta, las part́ıculas no logran

moverse a lo largo de la red, lo que provoca un fenómeno conocido como localización de Anderson.

La estad́ıstica de niveles asociada al modelo descrito en la Ec. (2.24) sigue una distribución de Pois-

son, en este caso, la ausencia de correlaciones entre los niveles de enerǵıa se debe al fenómeno de

localización, lo que sitúa al sistema en una fase caracterizada por estados localizados, comúnmente

denominada fase localizada.

Se tiene conocimiento que la transición extendida-localizada del modelo de la Ec. (2.24) no existe

para redes 2D y 1D, para estas dimensionalidades los eigenestados permanecen localizados indepen-

dientemente de la magnitud del desorden [133]. No obstante en un arreglo unidimensional donde se

permite que las part́ıculas interactúen la transición existe [108]. El hamiltoniano que representa un

sistema unidimensional de L fermiones con interacciones entre primeros vecinos es

Ĥ = −t
L∑
i=1

(
C†iCi+1 + CiC

†
i+1

)
− t

L∑
i=1

nini+1 +

L∑
i=1

Uini, (2.26)

donde ni = C†iCi es el operador de número e i denota el sitio. La principal diferencia del hamilto-

niano de la Ec. (2.26) con el hamiltoniano de la Ec. (2.24) es el término
∑
i nini+1 es cual representa

una interacción de dos part́ıculas que ocupan simultáneamente los sitios i e i + 1. Aqúı la inter-

acción de las part́ıculas se da como una contribución a la enerǵıa total del sistema dependiendo

de la ocupación de dos sitios vecinos. El sistema unidimensional que representa la Ec. (2.26) ahora

representa un sistemas de muchas part́ıculas y muestra una transición de una fase extendida, la cual

es controlada por la magnitud de desorden Ui a una fase localizada de ah́ı que a esta última fase se

le llame fase localizada de muchas part́ıculas o MBL por sus siglas en inglés. Este nuevo fenómeno

permitió el desarrollo de un nuevo campo de investigación en la f́ısica de materia condensada aśı

como la emergente información cuántica y f́ısica de sistemas complejos.



Caṕıtulo 3

Matrices aleatorias y modelos

f́ısicos

Estudiamos sistemas cuánticos de muchos cuerpos descritos por el hamiltoniano

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (3.1)

donde Ĥ0 corresponde a un hamiltoniano inicial no perturbado y V̂ es una fuerte perturbación que

aleja al sistema del equilibrio. Consideramos estados iniciales que cuyas enerǵıas E(0) = 〈Ψ(0)|Ĥ|Ψ(0)〉
son cercanas a cero a menos que se indique lo contrario.

Estudiamos la dinámica de un quench, es decir, preparamos el sistema en un estado inicial y por

medio de un parámetro de control, generamos a un cambio repentino en el sistema, lo que da lugar a

una nueva dinámica gobernada por un hamiltoniano diferente. Nos centramos en cambio en estados

iniciales experimentalmente accesibles que evolucionan bajo sistemas cuánticos realistas de muchas

part́ıculas.

En los subsecuentes caṕıtulos, se investigan distintos hamiltonianos Ĥ que representan

diferentes sistemas según se requieran en cada aspecto de la investigación.

3.1. Matrices aleatorias de bandas

Las matrices de GOE han demostrado ser muy útiles para detectar caos en sistemas f́ısicos

que presentan invarianza ante rotaciones e inversión temporal, no obstante GOE no muestra ningún

tipo de transición de fase como algunos sistemas f́ısicos que si lo tienen. Uno de los ensambles de

matrices aleatorias que muestran una transición de una fase cuya estad́ıstica espectral es comparable

16
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con GOE a una fase cuya estad́ıstica espectral corresponde a un distribución de tipo Poisson, t́ıpica

de sistemas integrables, es conocido como matrices aleatorias de bandas o power-law band random

matrices (PBRM por sus siglas en ingles). Los elementos de matriz del ensamble PBRM [117,118,134]

de dimensión D ×D son números aleatorios provenientes de una distribución gaussiana con media

cero y varianza 〈
H2
n,m

〉
=

1/2, n = m,(
1 + (|n−m| /b)2α

)−1
, n 6= m,

(3.2)

donde α ∈ (0,∞) es un parámetro de control y el parámetro b es el ancho de banda que sirve

como parámetro de control útil en los estudios de criticidad. El modelo muestra una transición

de fase determinada por el valor de α. Para α < 1, el sistema tiene un estad́ıstica espectral de

Wigner-Dyson es decir el sistema está en un régimen caótico, mientras que para α > 1, la estad́ıstica

espectral coincide con la distribución de Poisson, por tanto decimos que el sistema se encuentra

en el régimen integrable. El punto cŕıtico se encuentra en α = 1 [118, 135]. Este ensamble ha sido

ampliamente estudiado en el contexto de la transición en [118,135] incluyendo resultados anaĺıticos

y en el contexto de multifractalidad [117,118,135]. En caso particular de α→ 0, obtenemos matrices

de GOE.

3.2. Ensamble Rosenzweig-Porter

El último ensamble de matrices aleatorias a estudiar es el aśı llamado ensamble de Rosenzweig-

Porter o RPE pos sus siglas en inglés. El RPE es un ensamble de matrices aleatorias que a diferencia

del PBRM, tiene dos puntos cŕıticos de transición, es decir, muestra una fase intermedia entre un

régimen caótico y uno localizado lo cual lo hace muy útil en el estudio de sistemas f́ısicos que tienen

un comportamiento similar. El RPE se introdujo por primera vez para explicar las estad́ısticas es-

pectral de los átomos pesados [136]. Una matriz simétrica y real de dimensión D×D de RPE tiene

elementos aleatorios de una distribución gaussiana con media cero y varianza

〈H2
n,m〉 =

1, n = m,

1

2Dζ
, n 6= m,

(3.3)

donde el parámetro de control del modelo es ζ ∈ R. El RPE es esencialmente un ensamble de Poisson

perturbado por GOE, por lo tanto, un ensamble deformado [137–139] que imita cómo las simetŕıas

de un sistema integrable representado por el ensamble de Poisson se rompen gradualmente a medida

que ζ disminuye desde el infinito. El RPE alberga tres fases distintas: una fase caótica (ζ < 1), una

fase de estados extendidos pero no ergódicos (1 < ζ < 2), y una fase integrable (ζ > 2) [120,140–142]

con ζc1,2 = 1, 2 los puntos cŕıticos de la transición.
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3.3. Modelo unidimensional de Heisenberg de part́ıculas de

esṕın-1/2 con desorden

Como uno de los principales modelos f́ısicos que se trataran en esta tesis, consideramos el

modelo de Heisenberg unidimensional de part́ıculas de esṕın-1/2 con desorden en cada sitio. Este

es el modelo paradigmático utilizado en estudios de localización de muchos cuerpos [5, 143–145]. El

hamiltoniano de este modelo es

Ĥ =
∑
k=1

hkŜ
z
k + J

∑
k=1

(
Ŝxk Ŝ

x
k+1 + Ŝyk Ŝ

y
k+1 + Ŝzk Ŝ

z
k+1

)
, (3.4)

que representa una cadena de L part́ıculas de esṕın-1/2 con interacciones entre primeros vecinos

donde Ŝx,y,z = σ̂x,y,z/2 son los operadores de esṕın-1/2, σ̂x,y,z las matrices de Pauli, L es el tamaño

de la cadena de part́ıculas esṕın-1/2, J es la fuerza de acoplamiento y hk son números aleatorios in-

dependientes y uniformemente distribuidas en [−h, h], donde h es la magnitud del desorden aplicado

a cada sitio. Cada uno de los términos del hamiltoniano describen una parte fundamental del siste-

ma. El término de interacción Ŝxk Ŝ
x
k+1 + Ŝyk Ŝ

y
k+1 se le denomina término ”flip-flop 2mueve el k-ésimo

esṕın orientado hacia arriba ( identificado como una excitación) a lo largo de la cadena de L espines.

El término
∑
k=1 Ŝ

z
k Ŝ

z
k+1 representa interacciones de tipo Ising entre espines vecinos, contribuyendo

positivamente a la enerǵıa total del sistema si dos espines vecinos son paralelos o contribuyendo

negativamente en el caso contrario. El término
∑
k=1 hkŜ

z
k representa un campo magnético aleatorio

en la dirección aplicado en cada k-ésimo esṕın. El sistema conserva la magnetización total en la direc-

ción z, Ŝztot =
∑L
k=1 Ŝ

z
k , por tanto, el número total de espines arriba (o la magnetización total en z)

es una cantidad conservada. Eso significa que se puede descomponer el espacio de Hilbert en sectores

de magnetización fija. Trabajaremos en subespacio más grande para el cual Ŝztot =
∑L
k=1 Ŝ

z
k = 0

cuya dimensión es D = L!/((L/2)!)2. El modelo puede considerar condiciones de contorno periódicas

ŜL+1 = Ŝ1 (el ĺımite de la primera suma es L) o bien condiciones de contorno abiertas (el ĺımite de

la primera suma es L− 1).

En ausencia de desorden, h = 0, el modelo es integrable y solucionable mediante el ansatz de

Bethe [146]. Cuando la intensidad del desorden es h . J , el sistema es caótico, presentando aśı eigen-

valores correlacionados donde su estad́ıstica espectral es comparable con matrices de GOE [147–149].

Para h � J , el espectro energético muestra una estad́ıstica de Poisson [149] que sugieren localiza-

ción.

Aún no existe consenso sobre la ubicación del punto cŕıtico hc, pero varios esfuerzos han conducido a

la estimación hc & 3.5 [150–155], que incluye estimaciones obtenidas a partir de tamaños de sistemas

finitos. Aunque existe un debate sustancial sobre la existencia de MBL en el ĺımite termodinámi-

co abordamos tiempos finitos y tamaños de sistemas para los cuales las caracteŕısticas de MBL

se predijeron originalmente y se observaron experimentalmente, como, por ejemplo, en [10, 108] y
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[12,156,157], respectivamente.

Para estudiar la dinámica, se prepara el sistema en un estado inicial |Ψ(0)〉 que es un

estado propio de Ĥ0 =
∑
k=1 hkŜ

z
k + J

∑
k=1 Ŝ

z
k Ŝ

z
k+1, que representa la parte no perturbada del

hamiltoniano total Ĥ. Estos estados iniciales tienen en cada sitio un esṕın que apunta hacia arriba

o hacia abajo en la dirección z, como el estado Néel, | ↑↓↑↓ ...〉, y se pueden preparar experimental-

mente [9, 12,158].

Caso de una excitación

De forma particular, partiendo de la Ec. (3.4), el modelo sin interacciones es,

Ĥ =

L∑
k=1

hk

(
Ŝzk + I

)
+ J

L−1∑
k=1

(Ŝxk Ŝ
x
k+1 + Ŝyk Ŝ

y
k+1), (3.5)

donde hk son números aleatorios distribuidos uniformemente en [−W,W ]. Trabajaremos en el sector

con ŜzTot = (2 − L)/2 y dimensión D = L, es decir, el subespacio de una sola excitación que

son eigenestados de ŜzTot con un solo esṕın apuntando hacia arriba. A diferencia del hamiltoniano

de la Ec. (3.4), el hamiltoniano de la Ec. (3.5) no considera el término de interacciones tipo Ising∑
k Ŝ

z
k Ŝ

z
k+1 el cual describe una interacción entre espines vecinos, ya que su contribución a la enerǵıa

total depende del estado conjunto de cada par de sitios adyacentes. Al omitir las interacciones de

tipo Ising significa que una excitación |↑〉 en la cadena de L espines se propagará en un medio

desordenado sin experimentar ningún tipo de interacción. En el ĺımite termodinámico, el sistema

en la Ec. (3.5) exhibe localización de Anderson para cualquier fuerza de desorden finito [3] con

una longitud de localización para eigenestados lejos de los colas del espectro de enerǵıa dada por

l ∼ 6,5653/W 2 [159]. Para investigar tamaños de sistemas finitos, uno puede tomar la longitud de

localización reescalada ξ = 6,5653/(W 2L) como parámetro.

El sistema de la Ec. (3.5) no es caótico, pero si la longitud de localización es mayor que el tamaño

del sistema, los niveles de enerǵıa están correlacionados y muestran una distribución de Wigner-

Dyson [160–162]. A pesar de ser solo un efecto de tamaño finito, estas correlaciones espectrales

también se manifiestan dinámicamente [161] y luego podŕıan detectarse experimentalmente.

3.4. Modelo de Aubry-André

Cuando el potencial en el hamiltoniano (3.4) corresponde al llamado potencial cuasipe-

riódico de Harper [39],

hk = h cos (2πβk + ϕ) , (3.6)



3.5 Modelo de Ising desordenado con campo transversal e interacciones de largo alcance 20

el modelo se conoce como el modelo de Aubry-André con interacciones. Fijamos β =
(√

5− 1
)
/2, el

inverso de la proporción áurea, ϕ es una fase arbitraria que consideraremos como un número aleatorio

distribuido uniformemente entre 0 y 2π, con la intención de para realizar promedios en diferentes

realizaciones del modelo. Se ha sugerido que, para el modelo de Aubry-André interactuante, existe

una región cŕıtica en hc1 . h . hc2 de estados extendidos pero no ergódicos, entre una fase ergódica

y una localizada, con hc1 ∼ 0.7 y hc2 ∼ 1.7 [163]. Para el caso con interacciones trabajamos en el

subespacio con ŜzTot = 0 de dimensión igual a D = L!/[(L/2)!]2.

Ademas estudiaremos el modelo de Aubry-André sin interacciones que corresponde al hamiltoniano

de la Ec. (3.5) pero con hk igual al potencial de Harper de la Ec. (3.6). La conocida autodualidad

con la representación en el espacio de Fourier del modelo de Aubry-André no interactuante revela

el punto cŕıtico en hc = 2 entre las fases extendida y localizada. Para el modelo de Aubry-André

no interactuante, trabajamos en el sector con ŜzTot = (2 − L)/2 y dimensión D = L, es decir, el

subespacio de eigenestados de ŜzTot con un solo esṕın apuntando hacia arriba.

3.5. Modelo de Ising desordenado con campo transversal e

interacciones de largo alcance

El siguiente modelo a analizar es una cadena de L part́ıculas de esṕın-1/2 con interacciones

de largo alcance con desorden, como las que se lograron experimentalmente con trampas de iones [158,

164,165]. El modelo tiene desorden en cada sitio y condiciones de contorno abiertas, que se describen

mediante el hamiltoniano

ĤLR =

L∑
k=1

(B +Dk)Ŝzk + 4
∑
j<k

J

(k − j)α
Ŝxj Ŝ

x
k , (3.7)

donde B indica un campo magnético constante en la dirección transversal, Dk se distribuye unifor-

memente dentro de [−W,W ], y α controla el rango de la interacción esṕın-esṕın. Para W = B = 0,

ĤLR describe el modelo de vidrio de esṕın de Sherrington-Kirkpatrick [166], mientras que el ĺımite

de interacción de rango infinito (α = 0) da lugar al modelo de Lipkin-Meshkov-Glick, el cual es

un sistema ideal para estudiar fenómenos como la transición de fase cuántica en estados excitados

[167–169] y las cicatrices cuánticas [170].

El hamiltoniano ĤLR se descompone en dos sectores de simetŕıa, uno abarcado por configuraciones

de esṕın con un número impar de espines ascendentes en la dirección z y el otro con un número par

de espines ascendentes. Para maximizar nuestro acceso al centro del espectro, utilizamos el sector

con un número par de espines ascendentes cuando L/2 es par, y el sector impar en caso contrario. Los

estados iniciales son nuevamente estados de producto ŜzTot, que son accesibles experimentalmente.
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Figura 3.1: Se muestra resultados numéricos de 〈r〉 ( Ec. (2.6)) versus la magnitud del parámetro
de control para matrices aleatorias de PBRM de dimensión D =12000 (a), matrices aleatorias de
RPE de dimensión D =12000 (b), el modelo de Heisenberg con desorden para una cadena de L = 16
part́ıculas con D =12870 (c) y el modelo de Aubry-André con interacciones para una cadena de
L = 16 part́ıculas de dimensión D =12870 (d) . Las lineas color rojo indican el valor teórico de
GOE, 〈r〉GOE ≈0.53590 y las lineas azules el valor teórico para el caso integrable 〈r〉P ≈0.38629.
Las puntos color negro corresponden a los resultados numéricos y las lineas color negro son lineas
de gúıa. Los promedios se realizaron sobre 50 matrices para cada modelo.

Para ilustrar la transición de los modelos de matrices aleatorias y sistemas f́ısicos más

recurrentes en nuestro trabajo de investigación recurrimos a estudiar la Ec. (2.6) la cual ofrece

información sobre la fase en la que se encuentra cada uno de los sistemas con respecto al valor de su

respectivo parámetro de control. La Fig. 3.1 muestra el promedio 〈r〉 para dos modelos de matrices

aleatorias el PBRM y RPE y dos sistemas f́ısicos, el modelo de Aubry-André con interacciones

y el modelos de Heisenberg con desorden. En la Fig. 3.1 (a), los resultados 〈r〉 para el PBRM se

mantienen cerca del valor de 〈r〉GOE ∼0.53590, lo que implica que para α < 1 la estad́ıstica espectral

coincide con una estad́ıstica de Wigner-Dyson y el sistema se encuentra en la fase extendida, 〈r〉
cae abruptamente alrededor de αc = 1 y para 1 < α, 〈r〉 es similar a 〈r〉P ∼0.38629 indicando que

el sistema está en la fase localizada. Para RPE, la Fig. 3.1 (b) se aprecia como 〈r〉 ∼ 〈r〉GOE para

ζ . 1, se puede observar como 〈r〉 disminuye mostrando una fase intermedia que termina en 2 . ζc2 ,

después el sistema pasa a una fase localizada pues se obtiene 〈r〉 ∼ 〈r〉P . Para los sistemas fiscos,

comenzamos con el modelo de Heisenberg con desorden Fig. 3.1 (c), para h ∼ 2, 〈r〉 ∼ 〈r〉GOE, para

2 < h, 〈r〉 muestra una región de transición donde 4 < h, 〈r〉 ∼ 〈r〉P indicando que el sistema se

encuentra en la fase localizada o MBL. En el caso del modelo de Aubry-André con interacciones en

Fig. 3.1 (d), para h < 1, 〈r〉 ∼ 〈r〉GOE, para 1 < h < 2, 〈r〉 muestra una transición donde 〈r〉 → 〈r〉P

indicando que el sistema se aproxima a la fase localizada o MBL.



Caṕıtulo 4

Probabilidad de supervivencia

La probabilidad de supervivencia es una cantidad dinámica t́ıpica en los estudios de lo-

calización en sistemas con interacciones y es accesible al estudiar la dinámica en experimentos de

iones atrapados y átomos súper fŕıos [158,164]. Dado un estado inicial |Ψ(0)〉, la evolución unitaria

es |Ψ(t)〉 =
∑D
n=1 c

(0)
n |ψn〉 donde Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉 y c

(0)
n = 〈ψn|Ψ(0)〉, la proyección del estado

inicial |Ψ(0)〉 en la eigenbase de enerǵıa, la probabilidad de recuperar un estado inicial |Ψ(0)〉 a

cierto tiempo t y está dada por

SP (t) =|〈Ψ(0)|Ψ(t)〉|2 (4.1)

=

∣∣∣∣∣∑
n

|c(0)n |2e−iEnt
∣∣∣∣∣
2

=

D∑
n 6=m

|c(0)n |2|c(0)m |2e−i(En−Em)t +

D∑
n

|c(0)n |4 ,

La Ec. (4.1) es la aśı llamada probabilidad de supervivencia. Si el sistema no presenta muchas

degeneraciones, cuando t → ∞, el primer término de la Ec. (4.1) se desvanece y la probabilidad

de supervivencia se satura y su valor coincide con SP =
∑D
n=1 |c

(0)
n |4, es decir el IPR del estado

inicial, denotado como IPR(0). La probabilidad de supervivencia contiene mucha información sobre

el sistema, para mostrarlo, podemos escribir la SP (t) como

SP (t) =

∣∣∣∣∫ ρ0(E)e−iEtdE

∣∣∣∣2 , (4.2)

que es la transformada de Fourier de una función de enerǵıa igual a

ρ0(E) =

D∑
n=1

|c(0)n |2δ(E − En) , (4.3)

22
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la cuál corresponde a la densidad de estados ponderada por las componentes |c(0)n |2, esta función

lleva por nombre densidad local de estados o LDoS por sus siglas en inglés.

La varianza σ de la distribución de enerǵıa del estado inicial es

σ2 = 〈Ψ(0)| Ĥ2 |Ψ(0)〉 − 〈Ψ(0)| Ĥ |Ψ(0)〉2 (4.4)

=

D∑
n=1

|c(0)n |2E2
n −

(
D∑
n=1

|c(0)n |2En

)2

=

D∑
n=1

|c(0)n |2 (En − E0)
2

donde E0 es el valor esperado de la enerǵıa con respecto al estado inicial |Ψ(0)〉 igual a

E0 = 〈Ψ(0)| Ĥ |Ψ(0)〉 =

D∑
n=1

|c(0)n |2En. (4.5)

La utilidad de σ como un indicador de la transición del sistema se mostrará en las siguientes secciones.

La probabilidad de supervivencia exhibe diferentes comportamientos a diferentes escalas de tiempo,

en esta primera sección se analizan las siguientes: el régimen de tiempos cortos, donde se observa un

decaimiento cuadrático, y el régimen intermedio, donde puede surgir un decaimiento exponencial o

gaussiano seguido de un decaimiento como ley de potencias. La expansión en series de Taylor de la

Ec. (4.1) para tiempos cortos t� σ−1, se obtiene un decaimiento cuadrático igual a

SP (t) =

∣∣∣∣∣
D∑
n=1

∣∣∣c(0)n ∣∣∣2 e−iEnt
∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣e−iE0t
D∑
n=1

∣∣∣c(0)n ∣∣∣2 e−i(En−E0)t

∣∣∣∣∣
2

=
∣∣e−iE0t

∣∣2 ∣∣∣∣∣
D∑
n=1

∣∣∣c(0)n ∣∣∣2 (1− i(En − E0)t− (En − E0)2t2/2 + ...
)∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣1− i
D∑
n=1

∣∣∣c(0)n ∣∣∣2 (En − E0)t− 1

2

D∑
n=1

∣∣∣c(0)n ∣∣∣2 (En − E0)2t2 + ...

∣∣∣∣∣
2

,

(4.6)

el término lineal se desvanece por la Ec. (4.5). Continuando con la expansión y usando la Ec. (4.4)

SP (t) =

∣∣∣∣∣1− 1

2

D∑
n=1

∣∣∣c(0)n ∣∣∣2 (En − E0)2t2 + ...

∣∣∣∣∣
2

= 1−
D∑
n=1

∣∣∣c(0)n ∣∣∣2 (En − E0)2t2 +O(t4)

= 1− σ2t2 +O(t4),

(4.7)
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resultando en un decaimiento cuadrático en el tiempo igual a

SP (t) ≈ 1− σ2t2 , (4.8)

el cual es independiente del modelo.

Después del decaimiento cuadrático la probabilidad de supervivencia tendrá un comportamiento que

se debe a la forma de la LDoS. Para matrices aleatorias de GOE, la LDoS es semicircular e igual a

la Ec. (2.3), la SPGOE(t) es la transformada de Fourier de la Ec. (4.2) que es igual a

SPGOE(t) =
J 2
1 (2σt)

(σt)
2 , (4.9)

donde J1 es una función de Bessel de primer tipo [61,85,171].

A diferencia del caso RMT, para sistemas realistas, la 〈SP (t)〉 se comporta diferente. En

sistemas cuánticos de muchos cuerpos con interacciones entre dos part́ıculas, el decaimiento inicial

cuadrático está presente para tiempos t� σ−1, después, la 〈SP (t)〉 decae de acuerdo a la forma de

la densidad de estados, la cual es gaussiana [41] y cuando el sistema se perturba lejos del equilibrio

es decir, preparando el sistema en un estado inicial |Ψ(0)〉 y por medio de un parámetro de control,

generamos a un cambio repentino en el sistema, lo que da lugar a una nueva dinámica gobernada

por un hamiltoniano diferente, la LDoS continua gaussiana [53,61]. Siguiendo la Ec. (4.2), la trans-

formada de Fourier de una distribución gaussiana resulta en una función gaussiana, por tanto el

decaimiento de la probabilidad de supervivencia es igual a

〈SP (t)〉 = e−σ
2t2 (4.10)

El decaimiento de la Ec. (4.10) ocurre tanto en los reǵımenes extendidos como localizados [61, 69,

171,172].

A tiempos largos la 〈SP (t)〉 exhibe un decaimiento como ley de potencias ∝ t−γ el cual tiene

su origen en las propiedades de la LDoS, el valor del exponente γ se vuelve clave en los estudios de la

dinámica del sistema. Los estudios sobre el origen del decaimiento como ley de potencias iniciaron con

Khalfin [62] quien demostró que, debido a la existencia de una cota inferior en el espectro de enerǵıa

Elow de cualquier sistema cuántico, el decaimiento de la probabilidad de supervivencia no puede

ser estrictamente exponencial a tiempos largos. En su lugar, el sistema presenta una reconstrucción

parcial del estado inicial, lo que conduce a un decaimiento con comportamiento de ley de potencias,

a este comportamiento se le conoce como efecto Khalfin.

El decaimiento como ley de potencias puede ser derivado anaĺıticamente v́ıa la expansión asintótica

a tiempos σ−1 � t de la transformada de Fourier de la Ec. (4.2) de la función LDoS de la Ec. (4.3)



4.1 Indicadores de caos cuántico de muchos cuerpos en la dinámica del sistema 25

como se reporta en [85]. Si ĺımE→Elow
ρ0(E) > 0 entonces 〈SP (t)〉 ∝ t−2. De forma general, sobre las

colas del espectro, ρ0(E) ∼ (E − Elow)η con 0 < η < 1, se tiene 〈SP (t)〉 ∝ t−2(η+1), de tal manera

que para sistemas realistas con interacciones entre dos cuerpos la LDoS es gaussiana y el exponente

del decaimiento es γ = 2, en cambio para matrices aleatorias de GOE cuya LDoS es semicircular

se obtiene γ = 3. Podemos probar rápidamente que la envolvente de las oscilaciones de SPGOE(t)

producto de los ceros de la función de Bessel J1 decae como ∝ t−3 al realizar una expansión asintótica

a tiempos σ−1 � t de la Ec. (4.9) y considerando Jν(x)→
√

2/πx cos (x− νπ/2− π/4) nos permite

obtener

SPGOE(1� σt)→ 1

πσ3t3
cos2 (2σt− π/4) ∼ 1

2πσ3t3
(4.11)

por lo tanto 〈SPGOE(t)〉 ∝ t−3.

Por otra parte el decaimiento como ley de potencias es inducido por las correlaciones presentes en

eigenestados no caóticos t́ıpicas de sistemas desordenados con o sin interacciones [20, 71, 72, 85] que

presentan un fase localizada donde el exponente resultante de la ley de potencia es menor que el

exponente resultante de los ĺımites de enerǵıa [69].

Se ha encontrado similitud (bajo ciertas condiciones [20]) del exponente γ con la dimensión de co-

rrelación D2 obtenida mediante el análisis de escalamiento de la razón inversa de participación o

IPR de la Ec. (2.9) v́ıa la función de correlación C(t) de 〈SP (t)〉 tanto en sistemas cuánticos des-

ordenados interactuantes [20] como en sistemas cuasiperiódicos sin interacciones [71]. Una discusión

más profunda de esto se llevara a cabo en la sección correspondiente.

4.1. Indicadores de caos cuántico de muchos cuerpos en la

dinámica del sistema

Como se expone en la sección anterior, la 〈SP (t)〉 muestra un diversos comportamientos a

diferentes escalas de tiempo cuyo origen se debe a la estructura de las componentes de los eigenesta-

dos, la estructura de la distribución de enerǵıa aśı como el régimen en el que el sistema se encuentre.

El espectro energético por śı solo tiene un enorme impacto sobre el desarrollo de la dinámica para

tiempos largos que se observa en el decaimiento como ley de potencias, no obstante sus efectos se

observan aún después del decaimiento como ley de potencias. El análisis del efecto de las correlacio-

nes espectrales en la dinámica del sistema nos lleva a estudiar las escalas de tiempo a tiempos muy

largos.

Sabemos que, en el contexto de matrices aleatorias, si la estad́ıstica espectral de un sistema cuántico

es comparable con la de alguno de los ensambles de matrices aleatorias, se dice que el sistema es

caótico. Que esto suceda significa que el sistema posee un espectro energético correlacionado. Las

correlaciones del espectro energético se pueden detectar en la evolución temporal del sistema por
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medio de una estructura pendiente-mı́nimo-rampa-plateau denominado como hoyo de correlaciones.

Este enfoque tiene sus ventajas en experimentos enfocados en los estudios de dinámica con acceso

limitado o prácticamente nulo al espectro energético. Una propuesta para detectar caos en sistemas

cuánticos de muchos cuerpos v́ıa la eficiente detección del hoyo de correlaciones se discute en el

Cap.6.

Para estudiar la dinámica cuántica a temperatura finita [107] es posible estudiar la probabilidad de

supervivencia 〈SP (t)〉 sobre estados de Gibbs. Un estado de Gibbs describe el estado de equilibrio

de un sistema cuántico a temperatura finita, y se define como

|Ψβ(0)〉 =
1√
Z

D∑
n=1

e−βEn/2 |ψn〉 , (4.12)

con Z =
∑
m e
−βEm y β = (kBT )−1, con T la temperatura y kB la constante de Boltzmann, D es

la dimensión del espacio de Hilbert y En representa los eigenvalores del sistema. La SP (t) para un

estado de Gibbs se escribe como

SP β 6=0(t) =
∣∣〈Ψβ(0)| e−iHt |Ψβ(0)〉

∣∣2 (4.13)

=

∣∣∣∣∣ 1

Z

∑
n

e−βEn−iEnt

∣∣∣∣∣
2

(4.14)

=
1

Z2

D∑
n,m=1

e−β(En+Em)e−i(En−Em)t, (4.15)

por tanto las componentes |c(0)n |2 coincidirán con los factores de Boltzmann

f(En) =
e−βEn∑
m e
−βEm

. (4.16)

Considerando promedios y para el caso de una temperatura infinita, β = 0, la Ec. (4.1) se obtiene

una nueva cantidad igual a

SFF(t) =
1

D2

〈∑
m,n

ei(Em−En)t

〉
, (4.17)

donde 〈·〉 indica un promedio sobre el ensamble. Esta cantidad se conoce como el factor de forma

espectral [101] denotada como SFF(t). La SFF(t) captura correlaciones de corto y largo alcance en

el espectro de enerǵıa, lo que proporciona un diagnóstico completo del caos cuántico. Esta cantidad

también se ha utilizado para cuestionar la existencia de una fase localizada de muchas part́ıculas [46].

Para matrices aleatorias de GOE, una expresión anaĺıtica de 〈SFF(t)〉 ha sido derivada y es igual

a [87,91]

〈SFFGOE(t)〉 ' J
2
1 (2σt)

(σt)2
− 1

D
b2

(
σt

2D

)
+

1

D
, (4.18)
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con J1 una función de Bessel de primer tipo y b2(t) es una función denominada “función de corre-

lación de dos niveles- [101] y esta función describe el hoyo de correlaciones y es igual a

b2(t) =

1− 2|t|+ |t| ln (2|t|+ 1) , si |t| ≤ 1

−1 + |t| ln
(

2|t|+1
2|t|−1

)
, si |t| > 1.

(4.19)

En la Fig. 4.1, se muestra el promedio del factor de forma espectral sobre un ensamble de matrices

aleatorias de GOE. El primer término en la Ec. (4.18) representa un decaimiento como ley de

potencias, esta exhibe oscilaciones caracteŕısticas de la función de Bessel, cuya envolvente decae

como una ley de potencias ∝ t−3, como se ve en la Fig. 4.1.

El decaimiento en la Fig. 4.1 se extiende hasta que 〈SFFGOE(t)〉 alcanza un valor mı́nimo al tiempo

tGOE
Th llamado el tiempo de Thouless. Para matrices de GOE el tiempo de Thouless tGOE

Th es

tGOE
Th =

√
D

σ

(
3

π

)1/4

=

(
12

π

)1/4

. (4.20)

etiquetado como tdip en Fig. 4.1. El valor mı́nimo de 〈SFFGOE(t)〉 es, 〈SFFGOE(tGOE
Th )〉 ≈ 2/D

(véase [87]). Después del mı́nimo continua una rampa, que se identifica como la región por debajo

del valor de saturación (plateau) en 1/D. El inicio de la rampa es a tGOE
Th y el final de la rampa es al

tiempo de Heisenberg, tH, y están marcados con ĺıneas verticales en la Fig. 4.1. El intervalo donde

SFF(tGOE
Th ) se encuentra por debajo del plateau corresponde al hoyo de correlaciones.

Generalmente usar estados de Gibbs para estudiar la dinámica experimentalmente no es muy

común, en lugar de ello se recurre estudiar la probabilidad de supervivencia de un estado inicial v́ıa

la dinámica de un quench. Entonces, para matrices de GOE la expresión anaĺıtica del promedio de

la probabilidad de supervivencia es [91]

〈SP (t)〉 =
1−

〈
SP
〉

D − 1

[
D
J 2
1 (2σt)

(σt)2
− b2

(
σt

2D

)]
+
〈
SP
〉
. (4.21)

En sistemas f́ısicos cuánticos caóticos de muchas part́ıculas con simetŕıa ante inversión temporal

el decaimiento de la envolvente continua hasta que 〈SP (t)〉 alcanza un valor mı́nimo que continua

hasta alcanzar la saturación a tiempos t → ∞. Esta región de valores mı́nimos es una correspon-

de al hoyo de correlaciones. La aparición de este es considerado un indicador de caos en sistemas

f́ısicos, por tanto su análisis es crucial para el entendimiento de la dinámica del sistema. En siste-

mas f́ısicos cuánticos caóticos de muchas part́ıculas con simetŕıa ante inversión temporal la 〈SP (t)〉
alcanza un valor mı́nimo en un tiempo tGOE

Th ∝ D2/3/σ [87], después del cual surge la rampa. La

rampa es descrita por la función b2(t) en la Ec. (4.19), y persiste hasta el tiempo de Heisenberg,

tH ∝ D/σ [87].En los modelos f́ısicos con desorden, el tiempo del mı́nimo también se conoce como

tiempo de Thouless. En sistemas caóticos de muchos cuerpos, tGOE
Th � tH, mientras que para los

sistemas que se acercan a una fase localizada, tGOE
Th /tH → 1. El uso de esta relación para describir la
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Figura 4.1: Factor de forma espectral para matrices de GOE de dimensión D = 200. Los elementos
de las matrices tienen 〈Ĥn,m〉 = 0, 〈Ĥ2

n,m〉 = 1/2 para i 6= j, y 〈Ĥ2
n,n〉 = 1, de modo que σ ∼

√
D/2.

La ĺınea sólida oscura es la expresión anaĺıtica en la Ec. (4.18) y la curva sombreada es el promedio
sobre el ensamble. Las ĺıneas discontinuas verticales marcan el comienzo y el final de la rampa del
hoyo de correlaciones. El promedio de SSF fue obtenido con un ensamble de 100 matrices aleatorias
GOE.

transición extendida-localizada se discutió para sistemas cuánticos desordenados de muchos cuerpos

en [46,87].

Por último, más allá de tH , si el sistema no exhibe muchas degeneraciones, la probabilidad

de supervivencia promedio exhibe pequeñas fluctuaciones alrededor de su promedio de tiempo infinito

SP =

〈
D∑
n=1

|c(0)n |4
〉

=
〈
IPR0

〉
, (4.22)

que coincide con el valor del IPR del estado inicial.
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Probabilidad de supervivencia

generalizada

Motivados por los estudios de multifractalidad a través del IPR generalizado, se define una

versión generalizada de la probabilidad de supervivencia, con el fin de capturar aspectos dinámicos

más sutiles de la estructura espectral. Esta generalización resulta especialmente útil para caracterizar

fases cŕıticas o multifractales, donde las medidas convencionales no son suficientemente sensibles.

Definimos la probabilidad de supervivencia generalizada como

SPq(t) =
1

N 2
q

∣∣∣∣∣
D∑
α=1

|c(0)n |qe−iEnt
∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∫ ρq(E)e−iEntdE

∣∣∣∣2 , (5.1)

donde Nq es una constante de normalización introducida para conservar la probabilidad e igual a

Nq =

D∑
n=1

|c(0)n |q, (5.2)

donde q ≥ 0 es un número real y

ρq(E) =
1

Nq

D∑
n=1

|c(0)n |qδ(En − E) (5.3)

es la LDoS generalizada (gLDoS) cuyas respectivas media y varianza son

E(0)
q =

1

Nq

D∑
n=1

|c(0)n |qEn y σ2
q =

1

Nq

D∑
n=1

|c(0)n |q(En − E(0)
q )2. (5.4)

Si q = 2 recuperamos la expresión original de la probabilidad de supervivencia como se define en

Ec. (4.2). Para q = 0, Ec. (5.1) coincide con el factor de forma espectral [101]. Se puede ver de

29
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la Ec. (5.1) podemos obtener la probabilidad de supervivencia generalizada calculando la trans-

formada de Fourier de la gLDoS. Por tanto comenzamos nuestro estudio examinando la forma

de ρ
(0)
q (E).Estudiamos sistemas cuánticos de muchos cuerpos descritos por el hamiltoniano de la

Ec. (3.1).

El primer modelo a estudiar son matrices aleatorias GOE de la Ec. (2.1) y será considera-

do como nuestro modelo de referencia. Como modelo f́ısico, consideramos el modelo de Heisenberg

1D con desorden (Ec. (3.4)) que es ampliamente utilizado en estudios de localización de muchos

cuerpos [5, 143–145]. Suponemos condiciones de contorno periódicas y fijamos la magnitud del aco-

plamiento igual a J = 1. Para tamaños finitos, el sistema muestra estad́ısticas de nivel comparables

a las matrices aleatorias de GOE cuando h ∼ 0.5, mientras que la repulsión de niveles energéticos

se desvanece para h > 1.

5.1. LDoS generalizada

La Fig. 5.1 muestra la LDoS generalizada para una sola matriz de GOE y diferentes valores

de q. Se observa que la gLDoS tiene una forma semicircular t́ıpica de las matrices completamente

aleatorias, además, el ancho de la distribución se conserva y es independiente del valor de q. Es-

te comportamiento es debido a a que todos los eigenestados de matrices de GOE se encuentran

normalizados. Para valores q < 1, todas las componentes |c(0)n | participan en la construcción de la

distribución llenando casi por completo la envolvente de la Ec. (2.3). Para valores de q > 1, las

componentes más grandes |c(0)n | contribuyen en la construcción de la distribución cuyos efectos se

observan como picos en la distribución en la Fig. 5.1 (c) y Fig. 5.1 (d), además, se puede observar que

el ancho de la distribución se conserva no depende el valor q. En el caso de matrices aleatorias del

GOE, las componentes |c(0)n |2 se comportan, en promedio, como variables aleatorias independientes

con una distribución gaussiana de varianza 1/D. Entonces las componentes |c(0)n |q se comportan como

números aleatorios no correlacionados que fluctúan alrededor del valor promedio |c(0)n |q ∼ 1/
√
Dq,

y se pueden reemplazar en la Ec. (5.3). Entonces se obtiene que la gLDoS para las matrices GOE

coincide con la densidad normalizada de estados P (E) = D−1
∑
n δ(En −E). Por lo tanto, para las

matrices aleatorias GOE, tenemos que

ρGOE
q (E) =

1

πσq

√
1−

(
E

2σq

)2

, (5.5)

donde la desviación estándar σq =
√
D/2. En la Fig. 5.3 (a), confirmamos que σq es constante para

GOE.
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Figura 5.1: Densidad local de estados generalizada para matrices GOE. Para (a) q =0.5, (b) q =1.0,
(c) q =2.0 y (d) q =3.0. Las áreas sombreadas son resultados numéricos las curvas sólidas correspon-
den a la Ec. (5.5). Se considera una única matriz y un único estado inicial. El tamaño de la matriz
es D =12,000 .

Para sistemas cuánticos f́ısicos de muchos cuerpos con interacciones de dos cuerpos, la densidad de

estados es gaussiana [41,173]. Por lo tanto, la forma esperada del LDoS para un sistema perturbado

lejos del equilibrio y para un estado inicial tomado en el centro del espectro, también es gaussiana,

como se confirma para el modelo de Heisenberg en la Fig. 5.2 (c) para el caso estándar q =2.0 con

h =0.5 .
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Figura 5.2: Densidad local de estados generalizada para el modelo de Heisenberg con h =0.5 para
(a) q =0.5, (b) q =1.0, (c) q =2.0 y (d) q =3.0. Las áreas sombreadas son resultados numéricos y las
curvas sólidas representan la expresión gaussiana en la Ec. (5.6). Se considera una única realización
de desorden. El tamaño del sistema es L = 16 con D =12,870.

A pesar de que la forma gaussiana de la distribución se mantiene para diferentes valores
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de q

ρSpinq (E) =
1√

2πσ2
q

exp

[
− (E − E(0)

q )2

2σ2
q

]
, (5.6)

La figura 5.2 muestra que, a diferencia del caso GOE, para el modelo de Heisenberg el ancho σq

depende de q. A medida que q aumenta y la contribución de las componentes |c(0)n |q más grandes

se amplifica, el ancho de ρSpinq (E) se vuelve más pequeño. Esto indica que las contribuciones de las

componentes en las colas de la distribución de enerǵıa del estado inicial, donde los estados ergódicos

son inexistentes, desaparecen.

La dependencia del ancho de la gLDoS con q, incluso dentro del régimen ergódico, revela el

grado de ergodicidad de los sistemas f́ısicos. Esto significa que los eigenestados de los sistemas f́ısicos

no son vectores aleatorios como en el caso de las matrices aleatorias. Cómo definir estados caóticos

en sistemas realistas se discute en [42,43,52,174–177]. Estos resultados agregan a estos estudios una

forma de cuantificar el nivel de ergodicidad en comparación con matrices aleatorias.
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Figura 5.3: Desviación estándar de gLDoS normalizado por la desviación estándar de DoS para
(a) matrices GOE, σ̃GOE

q = σGOEq /σGOEDOS , y (b) el modelo de Heisenberg, σ̃Spin
q = σSpin

q /σSpin
DOS ,

con h =0.5 (ćırculos) y h =2.0 (cuadrados) en función de q. Cada punto es un promedio de 10
realizaciones de desorden y un estado inicial con enerǵıa E0 ∼ 0. Las ĺıneas punteadas son gúıas.
D =12,000 para GOE y D =12,870 (L = 16) para el modelo de Heisenberg.

La Fig. 5.3 se muestra los resultados para σq que está normalizada por la desviación estándar

de la densidad de estados (DoS) como una función de q para el modelo GOE [Fig. 5.3 (a)] y el modelo

de Heisenberg [Fig. 5.3 (b)]. Se considera una única realización con un estado inicial con E0 ∼ 0.

La curva recta en la Fig. 5.3 (a) indica la presencia de estados completamente ergódicos en todo

el espectro, mientras que en la Fig. 5.3 (b) σ̃Spin
q decae claramente a medida que q aumenta. Esto

sucede en el caso del modelo de espines en la región ergódica con h = 0, 5 (ćırculos), donde los

estados no ergódicos se concentran en los bordes del espectro, y más abruptamente en el caso con

h = 2 (cuadrados), donde es probable que los estados no ergódicos se encuentren también lejos de
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cuánticos de muchos cuerpos 33

los bordes del espectro.

La abrupta cáıda de σ̃Spinq con respecto a q para h = 2 se hace evidente en la Fig. 5.4,

donde se muestra ρq(E) para diferentes valores de q. Cuando q ≤ 1 [Fig. 5.4 (a)-(b)], la forma del

LDoS está fragmentada, mientras que para q > 1 [Fig. 5.4 (c)-(d)], esta estructura está casi borrada

y ρq(E) indica un alto grado de localización.

Para sistemas de tamaño finito, varios estudios numéricos respaldaron que los eigenestados del mo-
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Figura 5.4: Densidad local de estados generalizada para el modelo de Heisenberg con h =2.0 para
(a) q =0.5, (b) q =1.0, (c) q =2.0 y (d) q =3.0. Las áreas sombreadas son resultados numéricos y las
curvas sólidas representan la expresión gaussiana, Ec. (5.6). Se considera una única realización y un
estado inicial con enerǵıa E0 ∼ 0. El tamaño del sistema es L = 16 con D =12870.

delo de esṕın con desorden debeŕıan volverse multifractales en su transición a la fase localizada de

muchas part́ıculas [20,37,156,178–180], aunque esto no se ha confirmado en el ĺımite termodinámi-

co [181]. Los patrones observados en la Fig. 5.4 (a)-(b) también sugieren multifractalidad.

En la siguiente sección exploramos el comportamiento de σq para diferentes modelos de matrices

aleatorias y sistemas f́ısicos.

5.2. Análisis de σq como un indicador de la transición deslo-

calización-localización de sistemas cuánticos de muchos

cuerpos

La Fig. 5.3 muestra la dependencia de σq respecto a q para los reǵımenes extendido y

localizado para el modelo de Heisenberg con desorden. Estos resultados muestran que, para el modelo

de Heisenberg con desorden, incluso dentro de la región extendida, σq depende de q lo cual contrasta
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con los resultados de matrices completamente aleatorias de GOE. Por tanto decidimos explorar

el comportamiento de σq ya que esta cantidad exhibe diferentes comportamientos dependiendo del

régimen en el que se encuentre el sistema y puede proveer de información adicional sobre la transición

del mismo.

Comenzamos nuestro estudio analizando la dependencia de σq con respecto a q para tres

modelos del Cap. 3. El primero de ellos corresponde a matrices completamente aleatorias de bandas

o PBRM de la Ec. (3.2) de dimensión D, fijamos el ancho de banda b = 1 y α es el parámetro de

control; El segundo modelo corresponde a matrices aleatorias de RPE de dimensión D y el parámetro

de control es ζ. El modelo f́ısico a estudiar es el modelo de Aubry-André considerando interacciones

y sin interacciones, en ambos casos, fijamos la constante de acoplamiento J = 1 y h es el parámetro

de control. Se estudia el modelo de Aubry-André sin interacciones en el subespacio de una sola

excitación de dimensión D = L y para el caso interactuante se estudia sobre el subespacio donde

ŜzTot = 0 de dimensión D = L!/((L/2)!)2, los estados iniciales son estados de Ĥ0 como se indica en

Sec. 3.3.

5.3. Resultados

5.3.1. Modelos de matrices aleatorias

La Fig. 5.5 muestra las curvas de 〈σq〉 versus q para matrices de PBRM en (a) y para

matrices de RPM en (b) donde 〈. . . 〉 denotan promedio sobre realizaciones y estados iniciales. Cada

curva en cada panel corresponde a diferentes valores de α para el PRBM y de ζ para el RPM. En

ambos paneles se muestra una curva segmentada verde que corresponde al valor σGOE =
√
D/2 el

cual no depende del valor de q (Fig. 5.3). En el caso de PBRM obtenemos matrices de GOE cuando

α→ 0 se obtiene el caso GOE y para matrices de RPE cuando ζ → 0 también se obtienen matrices

de GOE.

Para el caso PBRM (Fig. 5.5 (a)) las curvas de 〈σq〉 versus q para α pequeños que están representados

por las curvas de tonos rojos se mantienen constantes y paralelas para q pequeños, no obstante, a

medida que q aumenta más allá del caso estándar q = 2 se observa una ligera curvatura que se

acentúa a medida que α aumenta, es decir, cuando el modelo se encuentra en la fase extendida

las curvas 〈σq〉 exhiben una dependencia débil con respecto a q, no obstante, para valores grandes

de q, 〈σq〉 magnifica ciertas correlaciones entre las componentes |c(0)n |q que se observan como una

ligera curvatura sobre las curvas de 〈σq〉 versus q o en picos sobre la gLDoS (Fig. 5.3) cuando el

sistema comienza a pasar a la fase localizada . Para valores grandes de α (curvas en tonos azules),

las curvas de 〈σq〉 se alejan del valor σGOE y las curvas se aproximan entre ellas, esto es debido a
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que las proyecciones del estado inicial sobre los eigenestados están más localizados, es decir, menos

componentes |c0n|q contribuyen a la distribución de enerǵıa y las componentes pequeñas desparecen

para grandes valores de q, este efecto se magnifica para valores grandes de q exhibiendo una curvatura

más evidente.
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Figura 5.5: Curvas de 〈σq〉 versus q para diferentes valores del parámetro de control para el modelo
PRBM (a) y el modelo RPE (b) para matrices de dimensión D = 12000 en ambos casos. Para
ambos modelos los incrementos en los parámetros de control α (PBRM) y ζ (RPE) al igual que q
son crecimientos logaŕıtmicos. Para ambos modelos las curvas de 〈σq〉 versus q comienzan en α, ζ
=0.1 . Las curvas en tonos rojos corresponden a α, ζ < 1 y las curvas en tonos azules corresponden
a 1 < α, ζ. Las lineas discontinuas verdes indica el valor teórico para GOE σGOE =

√
D/2. Los

promedios se calculan sobre 104 muestras para cada punto. Los resultados se muestran en escala
logaŕıtmica.

Los resultados del RPE se encuentran en el panel (b) de la Fig. 5.5. Las curvas de 〈σq〉
versus q para pequeños valores de ζ (curvas de tonos rojos) se mantienen constantes, paralelas y

muy cerca del valor σGOE incluso para valores de grandes de q, cuando ζ aumenta, las curvas de 〈σq〉
comienzan a exhibir una evidente curvatura que se magnifica al crecer ζ (curvas en tonos rosas). Para

valores grandes de ζ (curvas en tonos azules) las curvas de 〈σq〉 se aproximan entre ellas y muestran

amplias curvaturas. De forma similar al caso PBRM, 〈σq〉 muestran la transición del modelo a una

fase extendida caracterizada por curvas de 〈σq〉 con una leve dependencia con q y que muestran

una curvatura cuando el modelo entra a la fase intermedia, ya que en la fase localizada, se puede

observar como las componentes |c(0)n |q son tan pequeñas que no contribuyen en nada a la distribución

de enerǵıa pues se observa 〈σq〉 ∼ O(10−8) para 2 ≤ q en la fase localizada (curvas en tonos azules).

5.3.2. Sistemas f́ısicos

Los resultados para el modelo de Aubry-André (AAM) sin y con interacciones se muestran

en la Fig. 5.6. El caso no interactuante se estudia en el subespacio de una sola excitación con

dimensión D = L y los resultados de las curvas de 〈σq〉 versus q se muestran en la Fig. 5.6 (a) donde

la linea segmentada verde corresponde al resultado anaĺıtico con h = 0 para cualquier valor de q.
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Los resultado anaĺıticos con h = 0 se pueden obtener estudiando la estructura de la matriz

hamiltoniana en ausencia de desorden de los modelos de espines sin interacciones [161]. La matriz

tiene la misma estructura que una matriz de Toeplitz con todos sus elementos iguales a cero a

excepción de las dos diagonales adyacentes a la diagonal principal cuyos elementos son iguales a

1/2. Es posible obtener los eigenestados y enerǵıas anaĺıticamente, donde los eigenvalores de enerǵıa

vienen dados por

En = cos

(
nπ

L+ 1

)
, n = 1, 2, ..., L, (5.7)

mientras que los eigenestados son

|ψn〉 =

L∑
m=1

(
2

L+ 1

)1/2

sin

(
nmπ

L+ 1

)
|m〉 . (5.8)

En la Ec. (5.8), n etiqueta el sitio n-ésimo de la cadena. Con los eigenestados y sus enerǵıas, el

valor de σq se obtiene directamente. Partiendo de la ecuación (5.3) y considerando que el modelo

de Aubry-André no interactuante tiene E
(0)
q = 0, la varianza generalizada se reduce a

σ2
q =

1

Nq

L∑
n=1

|cmn |
q
E2
n. (5.9)

Donde, usando la Ec. (5.8), se obtiene cnm = cmn
∗ = 〈m|ψn〉 = [2/(L + 1)]1/2 sin[nmπ/(L + 1)]. Se

puede demostrar expĺıcitamente que, para n ≥ 2, la Ec. (5.9) converge a 1/2, independientemente

de q. Por lo tanto, se obtiene el valor ĺımite para la desviación estándar generalizada cuando h = 0,

σq = 1/
√

2, que se muestra en la figura 5.6 (a) mediante la curva segmentada verde. Para el caso

especial n = 1, la Ec. (5.9) conduce trivialmente a σq = 1/(2 + q)1/2. En la Fig. 5.6 panel (a) del

caso no interactuante, se observa como las curvas 〈σq〉 versus q, para h pequeñas (curvas en tonos

rojos), comienzan muy próximas entre si y cercanas al valor teórico σh=0
q . A medida que h aumenta

(curvas en tonos azules), las curvas se separan una de otra y se curvan hasta converger al valor de

q = 2, después de este valor de q todas las curvas decaen, lentamente para pequeños valores de h y

rápidamente para valores grandes de h.

El comportamiento de las curvas casi planas de 〈σq〉 se puede explicar para la fase extendida. Para

h muy pequeñas, podemos separar la información de las componentes |c(0)n |q de la información del

espectro de enerǵıa como:

ρq(E) =
1

Nq

D∑
n=1

|c0n|qδ(E − En)

=
|c0n|q
Nq

D∑
n=1

δ(E − En), (5.10)

obteniendo una constante que depende de q por la densidad de estados DoS. La varianza de la DoS

solo depende del tamaño del sistema, al mantenerlo fijo en ese caso para L = 3000 la varianza solo
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Figura 5.6: Promedio 〈σq〉 versus q para diferentes valores del parámetro de control h para el modelo
AAM sin interacciones de dimensión D = L = 3000 (a) y el modelo AAM con interacciones de
tamaño L = 16 con dimensión D =12870 (b). Para ambos modelos los incrementos en los parámetros
de control h y al igual que q son crecimientos logaŕıtmicos. Para ambos modelos las curvas de 〈σq〉
versus q comienzan en h =0 .1 . Las curvas en tonos rojos corresponden a h < 1 y las curvas en
tonos azules corresponden a 1 < h. Las lineas discontinuas verdes indica el valor teórico para el AAM
sin interacciones σh=0

q = 1/
√

2 en (a) y el resultado numérico de σq con h = 0 para el AAM con
interacciones en (b). Los promedios se calculan sobre 104 muestras para cada punto. Los resultados
se muestran en escala logaŕıtmica.

depende del valor de q, por lo tanto, la diferencia entre los valores de 〈σq〉 se debe al valor de |c(0)n |q

solo en la fase extendida (curvas en tonos rojos).

Para ambos casos del modelo de Aubry-André, la convergencia de todas las curvas de 〈σq〉
en el valor de q = 2 se debe a que 〈σq〉 es independiente de la magnitud del parámetro de control h

para q = 2 que corresponde al caso estándar. Para probarlo, podemos reescribir la Ec. (4.4) como

σ2 =
∑
n 6=(0)

| 〈Ψn| Ĥ |Ψ(0)〉 |2, (5.11)

con Ĥ0 |Ψn〉 = ϵn |Ψn〉, |n〉 estado propio de Ĥ0, por tanto σ = σq=2 se construye sin considerar

la parte diagonal del hamiltoniano total Ĥ, que es donde se encuentra la información de h, por

tanto, para ambos casos del modelo del Aubry-André, 〈σq=2〉 no depende de h. Por ultimo, se puede

observar como la curvatura de 〈σq〉 para valores de grandes de h es más notoria a medida que q

aumenta.

Los resultados para el Aubry-André con interacciones se muestran en la Fig. 5.6 panel (b)

y son similares al caso sin interacciones. Nuevamente, las curvas de 〈σq〉 versus q para h pequeñas

(curvas en tonos rojos) se mantienen cerca de la curva numérica h = 0 y se mantienen paralelas

entre ellas. A medida que h aumenta (las curvas en tonos azules) 〈σq〉 crecen y se curvan hasta

converger en q = 2. Después de q = 2 las curvas decrecen rápidamente a medida que h aumenta.

El comportamiento de 〈σq〉 para el modelo de Aubry-André con interacciones se explica de forma

similar al caso no interactuante. En la región extendida, para puntos q < 2, las componentes el valor

de 〈σq〉 dependen de |c(0)n |q y de forma similar para 2 < q. A medida que el sistema transita, para
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q < 2, muchas de las componentes |c(0)n |q contribuyen en la distribución de enerǵıa como se observa

en la Fig. 5.4, para 2 < q, solo las componentes más grandes |c(0)n |q participan en la construcción de

gLDoS. Por tanto, la cantidad 〈σq〉 muestra cualitativamente la transición de una fase extendidas a

una localizada de sistemas cuánticos de muchos cuerpos.

En ambos casos del modelo Aubry-André, la curvatura de 〈σq〉 se comporta diferente con respecto

a los resultados de los modelos de matrices aleatorias. Motivados por esto, en la siguiente sección

estudiaremos la información que puede proporcionarnos la curvatura de 〈σq〉 sobre la transición de

los modelos de matrices aleatorias y sistemas f́ısicos.

5.3.3. Curvatura de 〈σq〉

La curvatura de una curva bidimensional representada por una función f(q) se define

mediante

κ =

∣∣∣∣d2fdq2
∣∣∣∣
[

1 +

(
df

dq

)2
]−3/2

. (5.12)

Mide la desviación de una curva respecto a una ĺınea recta en un punto espećıfico. La teoŕıa predice

κ = 0 para una ĺınea recta, mientras que κ = 1 para una circunferencia. En los paneles de la

Fig. 5.7 mostramos el promedio de κ , κ, en todos los puntos versus α, ζ o h, según el modelo. En la

práctica, para calcular κ, ajustamos cada curva de 〈σq〉 de la Fig. 5.6 con un polinomio de orden 4,

f(q) = a0+a1q+a2q
2+a3q

3+a4q
4, aplicamos la Ec. (5.12) para obtener κ en cada punto asociado a

un valor de q y, finalmente, el promedio. En todos los casos, el promedio κ aumenta a medida que el

parámetro de control respectivo a cada modelo aumenta desde cero hasta el punto cŕıtico predicho.

La Fig. 5.7 muestra el promedio de las curvaturas κ para los cuatro modelos versus el parámetro de

control correspondiente. Los resultados para el PBRM en (a) donde las curvas para q < 2 (azul) y

2 ≤ q (verde) muestran un punto de inflexión en αc = 1, después de este punto la curva azul decae y

muestra algunas oscilaciones, no obstante la curva verse decae y parece saturarse, más aún, la curva

del promedio sobre todo q (rojo) también muestra un punto de inflexión en αc = 1 y sigue la misma

tendencia de la curva verde (2 ≤ q). Para el RPE en (b) el comportamiento es aún más interesante.

Se observa como la curva azul (q < 2) cruza el primer punto de transición en ζc1 = 1, luego crece

rápidamente y después de ζc2 = 2, el segundo punto cŕıtico, esta decae. La curva verde (2 ≤ q) sigue

un comportamiento similar pero la curva roja (promedio sobre todo q) muestra ahora dos puntos de

inflexión justo en los puntos cŕıticos para el modelo RPE.

En el caso de los modelos f́ısicos, panel (c) para el AAM sin interacciones, las curvas para

q < 2 (azul) crece, pasando por el punto cŕıtico en h = 2 y no exhibe ningún punto de inflexión,

la curva para 2 ≤ q (verde) crece y en h = 2 aparece un punto de inflexión, la curva del promedio

sobre todo q (rojo) tiene el mismo punto de inflexión en h = 2. Por último, para el AAM con

interacciones, la curva azul crece y en h =1.7 se muestra un punto de inflexión, contrario a la curva
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Figura 5.7: Curvatura promedio κ versus el parámetro de control para matrices aleatorias de PBRM
(a), matrices aleatorias de RPE (b), el modelo de Aubry-André sin interacciones (c) y el modelo
de Aubry-André con interacciones (d). Los triángulos azules representan los promedios de κ sobre
puntos q < 2. Los cuadrados verdes representan los promedios de κ sobre puntos 2 ≤ q. Las ĺıneas
continuas sirven de gúıa. Los ćırculos rojos representan el promedio de κ sobre todos los puntos de
q. Las ĺıneas discontinuas verticales marcan la ubicación de las estimaciones de los puntos cŕıticos
para cada modelo.

verde que no está claro si muestra algún comportamiento particular sobre los puntos cŕıticos pero

el comportamiento es similar al de la curva azul para h <1.7 . La curva roja muestra dos puntos de

inflexión en los puntos donde se reportan los puntos cŕıticos de transición en h =0.7 y h =1.7.

Nuestros análisis para el promedio de la curvatura κ sobre los dos modelos de matrices

aleatorias y el caso del modelos f́ısico interactuante y no interactuante muestran puntos de inflexión

localizados en los puntos cŕıticos de transición de cada modelo. Los análisis sobre la curvatura de

〈σq〉 complementan nuestros estudios sobre la gLDoS donde se propone a 〈σq〉 como una cantidad

que puede ser usada como un indicador dela transición del sistema. Aún más, esta puede ser útil

en los estudios para determinar puntos de transición de fase mediante el análisis de la curvatura de

〈σq〉.
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5.4. Evolución de la probabilidad generalizada de supervi-

vencia bajo el modelo GOE: Expresión anaĺıtica

De acuerdo a la Ec. (5.1), la probabilidad de supervivencia promediada sobre un ensamble

de estados iniciales y realizaciones aleatorias se escribe como

〈SPq(t)〉 =

〈
1

N 2
q

∑
n6=m

|c(0)n |q|c(0)m |qe−i(En−Em)t

〉
+

〈
1

N 2
q

∑
n

|c(0)n |2q
〉
, (5.13)

donde 〈. . . 〉 denota el promedio. El segundo término del lado derecho corresponde al promedio de

tiempo infinito, SP q, de la probabilidad de supervivencia generalizada. Es posible obtener una expre-

cion para el valor de saturacion SPq para matrices aleatorias de GOE ya que c
(0)
n son números aleato-

rios de una distribución gaussiana, estas componentes siguen una distribución de Porter-Thomas [117,

182] igual a

P (|c(0)n |2) =

√
D

2π|c(0)n |2
e−

D
2 |c

(0)
n |

2

, (5.14)

con x = |c(0)n |2. Calculando los q momentos con x = |c(0)n |2 obtenemos

E[xq] =

∫ ∞
0

xq
√

D

2πx
e−

D
2 xdx, (5.15)

usando un cambio de variable igual a u = Dx/2 obtenemos

E[xq] =

√
D

2π

2

D

(
2

D

)q−1/2 ∫ ∞
0

uq−1/2e−udx (5.16)

=

(
2

D

)q
Γ

(
q +

1

2

)
, (5.17)

donde Γ es la función Gamma. Análogamente, obtenemos E[xq/2] = 1√
π

(
2
D

)q/2
Γ
(
q+1
2

)
, consideran-

do que
∑
n |c

(0)
n |2q =

∑
n E[xq] = DE[xq] obtenemos

SP q =
1

N 2
q

∑
n

|c(0)n |2q =

√
πΓ
(
q + 1

2

)
DΓ

(
q+1
2

)2 . (5.18)

Dado que para las matrices aleatorias los eigenvalores y los eigenestados son estad́ısticamente inde-

pendientes, podemos separa la información de estos como

〈SPq(t)〉 =

〈
1

N 2
q

∑
n 6=m

|c(0)n |q|c(0)m |q
〉〈

e−i(En−Em)t
〉

+

〈
1

N 2
q

∑
n

|c(0)n |2q
〉
, (5.19)

La probabilidad se conserva, 〈SPq(t = 0)〉 = 1, entonces de la Ec. (5.19),

1 =

〈
1

N 2
q

∑
n 6=m

|c(0)n |q|c(0)m |q
〉

+ SP q.
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Utilizando (ver detalles en [183] y el apéndice de [87])〈
e−i(En−Em)t

〉
=

1

D − 1

[
D
J 2
1 (2σt)

(σt)2
− b2

(
σt

2D

)]
, (5.20)

y 〈
1

N 2
q

∑
n 6=m

|c(0)n |q|c(0)m |q
〉

= 1− SP q, (5.21)

obtenemos la expresión anaĺıtica

〈SPq(t)〉 =
1−

〈
SP q

〉
D − 1

[
D
J 2
1 (2σt)

(σt)2
− b2

(
σt

2D

)]
+
〈
SP q

〉
. (5.22)

Nótese que usamos σq = σ ya que σq es constante para matrices de GOE. El comportamiento a

distintas escalas de tiempo de 〈SPq(t)〉, tiene similitud con 〈SP (t)〉 ya que 〈SP2(t)〉 = 〈SPq(t)〉.
El comportamiento inicial corresponde a una función de Bessel de primer tipo, J1, ya que es la

transformada de Fourier de la distribución semicircular de la gLDoS y corresponde al primer término

del lado derecho de la Ec. (5.22). La 〈SPq(t)〉 muestra oscilaciones con los enésimos ceros que ocurren

cuando el estado inicial encuentra dinámicamente un estado ortogonal en tn ∼ (πn+
√

2/2)/2σ con

n = 1, 2, . . . , la envolvente de las oscilaciones decaen como t−3. El segundo término en el lado derecho

de la Ec. (5.22), es la función de correlación de dos niveles b2(t) (Ec. (4.19)) que se manifiesta en

〈SPq(t)〉 como una estructura de valores mı́nimos por debajo del la saturación hasta el valor
〈
SP q

〉
.
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Figura 5.8: Evolución de la probabilidad de supervivencia generalizada para matrices de GOE para
diferentes valores de q. Las curvas rojas son resultados numéricos y las negras corresponden a la
expresión anaĺıtica en la Ec. (5.22). De abajo hacia arriba, q =0.5, 1.0, 2.0 y 3.0. El tamaño de las
matrices es D = 12000. Los promedios son sobre 104 muestras.

En la Fig. 5.8, comparamos los resultados numéricos para 〈SPq(t)〉 con la expresión anaĺıtica

en la Ec. (5.22). La correspondencia es excelente. El hecho de que σq para el modelo GOE sea
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independiente de q (ver Fig. 5.1 y Fig. 5.3) se hace evidente una vez más en la Fig. 5.8, donde las

curvas para diferentes valores de q coinciden en tiempos cortos, capturando las oscilaciones de la

función de Bessel hasta el valor mı́nimo de 〈SPq(t)〉.

5.4.1. Tiempo del mı́nimo del hoyo de correlaciones

Para derivar la escala de tiempo, tGOE
Th , donde 〈SPq(t)〉 alcanza el mı́nimo del hoyo de

correlaciones, necesitamos encontrar el punto donde se cruzan el primer y el segundo término de la

Ec. (5.22). Siguiendo la referencia [87], obtenemos la expansión de tiempo largo del primer término

en la Ec. (5.22) y expandimos b2(t) para tiempos cortos. Combinando ambos en la derivada de

〈SPq(t)〉 obtenemos

tGOE
Th =

(
3

π

)1/4 √
D

σ
=

(
12

π

)1/4

. (5.23)

Para obtener el valor mı́nimo de 〈SPq(t)〉 en el hoyo de correlaciones, evaluamos la Ec. (5.22) en

tGOETh , resultando en

〈SPq(t)〉|t=tGOE
Th
≈

1−
〈
SP q

〉
D − 1

[
D

π(σtGOE
Th )3

−
(

1− σ

D
tGOE
Th

)]
+
〈
SP q

〉
≈

1−
〈
SP q

〉
D − 1

(−1) +
〈
SP q

〉
.

(5.24)

Finalmente, usando la Ec. (5.18) para
〈
SP q

〉
obtenemos

〈SPq(t)〉|t=tGOE
Th
≈
√
πΓ
(
q + 1

2

)
− Γ

(
q+1
2

)2
DΓ

(
q+1
2

)2 . (5.25)

Para el caso particular de q = 2, la Ec. (5.25) conduce al valor 2/D obtenido previamente en la

Ref. [87].

5.5. Evolución de la probabilidad de supervivencia generali-

zada bajo el modelo de esṕın

En la Fig. 5.9, comparamos la evolución de 〈SPq(t)〉 bajo el modelo de esṕın para diferentes

valores de q. En ambos paneles, Fig. 5.9 (a) para h =0.5 y Fig. 5.9 (b) para h = 2, el decaimiento

inicial está determinado por la envolvente del gLDoS, como se ve en la Ec. (5.1). Dado que según la

Fig. 5.2 y la Fig. 5.4, la forma de la distribución es gaussiana, se ve en la Fig. 5.9 que

〈SPq(t)〉 = exp
(
−σ2

q t
2
)

(5.26)
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Figura 5.9: Probabilidad de supervivencia generalizada para el modelo de Heisenberg (a) h =0.5 y
(b) h = 2 para diferentes valores de q. De abajo a arriba, q =0.5, 1.0, 1.5, 2.0 y 3.0. El tamaño del
sistema es L = 16. Se realizaron promedios sobre 3× 104 muestras.

para t . σq. La dependencia de σq respecto de q se aprecia en la Fig. 5.9 (a) y es evidente en la

Fig. 5.9 (b).

Más allá del comportamiento gaussiano, surge un decaimiento como ley de potencias

〈SPq(t)〉 ∝ t−γq . (5.27)

Dado que el gLDoS para el modelo caótico en la Fig. 5.2 presenta colas gaussianas para cualquier q,

esperamos el mismo exponente de la ley de potencia para todas las curvas en la Fig. 5.9 (a), que es

de hecho lo que sugieren las ĺıneas casi paralelas durante el comportamiento algebraico. En cambio,

en la Fig. 5.9 (b), resulta claro que γq disminuye a medida que q aumenta y el mı́nimo del hoyo de

correlaciones tarda más en alcanzarse. En este caso, el comportamiento de la ley de potencia refleja

las correlaciones entre los componentes del estado inicial, que se mejoran para valores mayores de q,

este efecto es interesante, su análisis profundo y mejor entendimiento se deja en las siguiente sección.

5.6. Evidencias del carácter multifractal en la dinámica del

sistema

La Fig. 5.9 muestra como el exponente generalizado del decaimiento como ley de potencias

de 〈SPq(t)〉, γq, depende del valor de q revelando como las correlaciones espectrales juegan un papel

importante en el desarrollo de la dinámica fuera de equilibrio. Deseamos enfocar nuestra atención en

el decaimiento como ley de potencias del caso estándar q = 2 de la probabilidad de supervivencia.

Para ello, podemos suavizar el promedio 〈SP (t)〉 mediante la función de correlación que se define
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como:

C(t) =
1

t

∫ t

0

〈SP (τ)〉 dτ (5.28)

Se sabe que para el modelo de Harper no pateado y pateado para estados localizados, cŕıticos y

extendidos, aśı como en las cadenas de Fibonacci [71], C(t) exhibe un decaimiento de ley de potencia

como C(t) ∼ t−δ donde δ coincide con la dimensión de correlación espectral D̃2 de la Ec.(2.13), lo

que indica que las propiedades multifractales de los eigenestados desempeñan un papel crucial en la

dinámica fuera del equilibrio de estos sistemas unidimensionales no interactuantes.

Si calculamos la función de correlación de la expresión anaĺıtica para 〈SPGOE(t)〉 para matrices de

GOE obtenemos:

CGOE(t) =
1− SP
D − 1

(
1

t
DC1(2σt)− C2

(
σt

2D

))
+ SP (5.29)

donde
C1(2σt)

t
=

8

3
J 2
0 (2σt)− 4

3σt
J0(2σt)J1(2σt) +

(
−1 + 8σ2t2

) 1

3σ2t2
J 2
1 (2σt) (5.30)

y

C2(x) = B1(x)Θ(x− 1) +B2(x)Θ(1− x) (5.31)

donde

B1(x) =
5

4
(1− x) +

(
x

2
− 1

8x

)
ln (1 + 2x), (5.32)

B2(x) =
1

2x
(1− x) +

(
x

2
− 1

8x

)
ln

(
1 + 2x

2x− 1

)
, (5.33)

y x = σt/2D. Realizando un análisis similar como se muestra en el Cap. 4, se puede demostrar que

la C(t) de 〈SP (t)〉 muestra un decaimiento como ley de potencias igual a

CGOE(t) ∼ t−1, (5.34)

es decir, el exponente del decaimiento como ley de potencias de CGOE(t) coincide con el valor de

la dimensión de correlación D2 = D̃2 = 1 (con D2 la dimensión de correlación de la Ec. 2.11)

para el caso GOE. Además, la Fig. 5.10 muestra los resultados numéricos y anaĺıticos de 〈SP (t)〉
y C(t) donde la correspondencia entre las curvas son excelentes. Se puede observar como C(t)

borra por completo la aparición del hoyo de correlaciones, el cual es una manifestación directa

de las correlaciones espectrales, no obstante, en la saturación, C(t) coincide con el valor del IPR

del estado inicial como sucede con 〈SP (t)〉. Debido a que el decaimiento como ley de potencias

de SPGOE(t) ∼ t−3 (Cap. 4) y CGOE(t) ∼ t−1 podemos decir que C(t) promedia los efectos de

la correlaciones espectrales y su exponente del decaimiento como ley de potencias δ es igual a la

dimensión de correlación D2 = D̃2 = 1 para matrices de GOE. Estos resultados nos motivan a

estudiar como el carácter multifractal de los eigenestados del sistema se involucra en la evolución
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temporal de sistemas cuánticos de muchas part́ıculas interactuantes que muestran una transición de

una fase extendida a una localizada. Para ello estudiaremos la dinámica por medio de 〈SP (t)〉 y

su función de correlación C(t) y el carácter multifractal será cubierto por medio del cálculo de la

dimensión de correlación espectral D̃2 mediante el método box-counting de la Ec.(2.13).
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Figura 5.10: Expresión anaĺıtica para la probabilidad de supervivencia 〈SPGOE(t)〉 de Ec. (4.21)
(azul claro), resultados numéricos (azul oscuro), expresión anaĺıtica para la función de correlación
CGOE(t) de Ec. (5.29) (rojo oscuro) y resultados numéricos (rojo claro) para matrices de GOE de
dimensión D = 12 000.

5.7. Resultados

5.7.1. Modelos de matrices aleatorias

Comenzamos nuestros análisis con modelos de matrices aleatorias de PBRM (3.2). El

PBRM es relevante en estudios de multifractalidad al fijar el sistema en su punto cŕıtico de transición

αc = 1 y variar únicamente b, podemos modificar la naturaleza de los estados [184–186], pasando

de una multifractalidad débil (1� b), que corresponde a estados extendidos, a una multifractalidad

fuerte o localizada (b� 1) [184,185]. El siguiente modelo es el RPE (Ec. (3.3)), al exhibir una fase

intermedia caracterizada por estados multifractales lo que lo hace excelente para estudiar los efectos

de la multifractalidad sobre la dinámica del sistema.

Los cuatro paneles de la izquierda de la Fig. 5.11 muestra 〈SP (t)〉 y C(t) para matrices de

PBRM con diferentes valores de b con αc = 1. La región de decaimiento de la ley de potencia en

〈SP (t)〉 es amplia y crece a medida que b aumenta lo que significa que los estados dejan de ser menos

localizados a ser más extendidos, además, el decaimiento de C(t) se muestra paralelo al decaimiento

de 〈SP (t)〉.
Los cuatro paneles de la derecha en la Fig. 5.11 muestra 〈SP (t)〉 y C(t) para matrices de RPE con
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Figura 5.11: 〈SP (t)〉 (curvas color negro) y C(t) (curvas rojas) para el matrices de PBRM (cuatro
paneles a la izquierda) y matrices de RPE (cuatro paneles a la derecha) para diferentes valores
del ancho de banda b y el parámetro de control ζ respectivamente. Las ĺıneas discontinuas verdes
representan ajustes en la región de decaimiento de la ley de potencia para 〈SP (t)〉 y las ĺıneas
discontinuas azules corresponden lo mismo para C(t) . La dimensión D =12000 en ambos casos.
Para obtener 〈SP (t)〉 se tomaron promedios sobre realizaciones y estados iniciales resultando en 104

datos estad́ısticos. Nos centramos en obtener los ajustes sobre la envolvente de las oscilaciones. Los
ajustes en C(t) se realizan en una ventana temporal similar a la región de decaimiento por ley de
potencia de 〈SP (t)〉.

diferentes valores de ζ. En el régimen extendido, ζ ∼ 0, 〈SP (t)〉 exhibe las oscilaciones t́ıpicas del

GOE y C(t) decae como t−1, pero al igual que el caso GOE, el hoyo de correlaciones desaparece,

entonces C(t) además de promediar las fluctuaciones en la dinámica, también promedia y elimina

las contribuciones del espectro de enerǵıa del sistema. En la región intermedia (1 < ζ < 2), 〈SP (t)〉
pierde las oscilaciones de la fase extendida, el hoyo de correlaciones prácticamente desaparece y la

región de decaimiento por ley de potencia disminuye y comienza a fusionarse con la saturación.

El recuadro en la Fig. 5.12 muestra la relación β(l) versus l de la Ec. (2.13) para matrices

PBRM con diferentes anchos de banda b y α = αc = 1. La pendiente de β(l) es bastante clara; no

hay oscilaciones y aumenta a medida que b aumenta. Para valores pequeños de b, se observa cómo

β(l) parte de un valor constante hasta que crece, es decir, el estado inicial es más localizado. Este

comportamiento se hace más evidente para valores mayores de b. La Fig. 5.12 muestra la comparación

entre los tres exponentes. Los resultados muestran una buena concordancia entre γ, δ y D̃2; Estos

exponentes crecen rápidamente y los resultados muestran la primera evidencia de que δ = D̃2 y

δ = γ para cualquier valor de b para αc =1.0, el punto cŕıtico para el PBRM.

En el recuadro de la Fig. 5.13 se muestra la relación entre β(l) y l para matrices de RPE. Las

curvas se saturan para valores grandes de l y las curvas crecen lentamente a medida que ζ aumenta.

La Fig. 5.13 muestra la comparación entre los tres exponentes. A diferencia del PBRM, para el caso

de RPE, γ de 〈SP (t)〉 no coincide con ningún otro exponente hasta entrar en la fase localizada. El

exponente γ decae rápidamente a ζ ∼ 1, y posteriormente disminuye más lentamente hasta coincidir
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Figura 5.12: La figura principal muestra los exponentes γ, δ y D̃2 para PBRM para diferentes valores
de ancho de banda b con α = αc = 1. Los exponentes γ y δ se obtuvieron del decaimiento como
ley de potencias de promedios de 〈SP (t)〉 y C(t) sobre estados iniciales y realizaciones resultando
en 104 datos estad́ısticos. El tamaño del sistema es D = 12000. D̃2 se obtuvo mediante ajuste de
la ecuación 2.13. El recuadro corresponde a la función β(l) versus l de la Ec. (2.13), consideramos
promedios sobre estados iniciales y realizaciones resultando en 104 datos estad́ısticos, los resultados
se muestran en escala logaŕıtmica para diferentes valores de ancho de banda b, las lineas rojas
discontinuas corresponden a ajustes sobre las curvas. Para los ajustes, nos concentramos en las
regiones donde el comportamiento es más lineal.

0.5 1 1.5 2 2.5 3

ζ

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

γ,
 δ

, 
 D~

2

γ - SP

δ - C
D
~

2

10
-4

10
-2

10
0

l

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

β
 (

l)

ζ

3

0.2

Figura 5.13: La figura principal muestra los exponentes γ, δ y D̃2 para RPE con respecto a diferentes
valores de ζ. Los exponentes γ y δ se obtuvieron del decaimiento como ley de potencias de promedios
de 〈SP (t)〉 y C(t) sobre estados iniciales y realizaciones resultando en 104 datos estad́ısticos. El
tamaño del sistema es D = 12000. D̃2 se obtuvo mediante ajuste de la Ec. (2.13). El recuadro
muestra las curvas para β(l) versus l de la Ec. (2.13), consideramos promedios sobre estados iniciales
y realizaciones resultando en 104 datos estad́ısticos, los resultados se muestran en escala logaŕıtmica
para diferentes valores del parámetro de control ζ, las lineas rojas discontinuas corresponden a ajustes
sobre las curvas. Para los ajustes, nos concentramos en las regiones donde el comportamiento es más
lineal.

con δ y D̃2. El exponente γ tiene un comportamiento interesante, ya que parece decrecer más

lentamente a medida que el sistema entra en la fase intermedia. El exponente γ muestra claramente
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cuando el sistema abandona la fase extendida en ζc1 = 1, este decrece en la fase intermedia y se

acerca a los demás exponentes δ de C(t) y D̃2 justo por ζc2 = 2 el final de la fase intermedia. Los

exponentes δ y D̃2 muestran una excelente correspondencia para todos los valores de ζ. La excelente

correspondencia entre δ y D̃2 para ambos modelos de matrices aleatorias indica la manifestación del

carácter multifractal en la evolución temporal del sistema indicando que en sistemas que transitan de

una fase extendida a una localizada, la estructura multifractal de los eigenestados son relevantes. Por

otra parte, los resultados para el modelo de GOE indican que γGOE = 3 y δGOE = 1 y los resultados

de las Fig. 5.12 y Fig. 5.13 indican que γ 6= δ en la región extendida donde aparece el hoyo de

correlaciones y γ ∼ δ en la región localizada donde la estructura del hoyo de correlaciones desaparece,

por tanto, podemos decir que γ contiene tanto la información de las correlaciones espectrales como

la estructura de los componentes de los eigenestados de tal forma que a medida que el los sistemas de

matrices aleatorias salen de la fase extendida, el carácter multifractal de los eigenestados se vuelve

cada vez más importante en la evolución temporal del sistema. Ahora, extendemos nuestros análisis

a sistemas f́ısicos de part́ıculas de esṕın 1/2 con interacciones.

5.7.2. Sistemas f́ısicos

Como sistemas f́ısicos, estudiamos el modelo de Aubry-André interactuante donde se consi-

dera el potencial de Harper (Ec. (3.6)), trabajos previos identifican una fase intermedia entre h =0.7

y h =1.7 caracterizada por estados multifractales, lo que hace este modelo ideal para nuestro análisis

previos. El segundo modelo es el modelo de Heisenberg con desorden (Ec. (3.4)), el posible estimado

valor de punto cŕıtico es hc &3.5 [150–155], que incluye estimaciones obtenidas a partir de tamaños

de sistemas finitos, no obstante el debate sobre la existencia de una fase MBL en el ĺımite termo-

dinámico lleva a pensar que una fase intermedia con estados multifractales en un efecto de tamaño

finito y no una caracteŕıstica intŕınseca de la transición. Por tanto un caracterización del nivel de

multifractalidad en la dinámica del sistema es importante. Para ambos modelos fijamos J = 1 y

condiciones de frontera abiertas. Trabajamos en el subespacio más grande para el cual ŜzTot = 0 de

dimensión D = L!/((L/2)!)2. El parámetro de control para ambos modelos es h.

Los cuatro paneles de la izquierda de la Fig. 5.14 muestra 〈SP (t)〉 y C(t) para el modelo

interactuante de Aubry-André con diferentes valores de h. Se puede observar un claro decaimiento

de la ley de potencia en tiempos intermedios para ambas cantidades. Similar al caso de GOE, la

desaparición del hoyo de correlaciones en C(t) es notable dentro de la fase extendida donde se obtiene

δ ∼ 1 y γ ∼ 1.6. En la región intermedia (0.7< h <1.7), observamos cómo se reduce la región de

decaimiento de la ley de potencia donde reaparecen oscilaciones en SP (t) que se acentúan a medida

que h se incrementa, C(t) nota este efecto y se manifiesta como un pequeño bulto donde empieza

el decaimiento como ley de potencias. Este comportamiento se puede ver como una competencia
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Figura 5.14: 〈SP (t)〉 (curvas negras) y C(t) (curvas rojas) para el modelo de Aubry-André con
interacciones (cuatro paneles a la izquierda) y el modelo de Heisenberg con desorden (cuatro paneles
a la derecha) para diferentes valores de h. Las ĺıneas discontinuas verdes representan ajustes en la
región de decaimiento de la ley de potencia para 〈SP (t)〉 y las ĺıneas discontinuas azules corresponden
lo mismo para C(t) . El tamaño del sistema es L = 16 con dimensión D =12870 en ambos modelos.
Para obtener 〈SP (t)〉 se tomaron promedios sobre realizaciones y estados iniciales resultando en 104

datos estad́ısticos. Nos centramos en obtener los ajustes sobre la envolvente de las oscilaciones. Los
ajustes en C(t) se realizan en una ventana temporal similar a la región de decaimiento por ley de
potencia de 〈SP (t)〉.

entre las correlaciones energéticas y las correlaciones de las componentes del estado inicial sobre

los eigenestados a medida que el sistema transita. En la región intermedia δ y γ disminuyen y se

mantiene menor que 1 y son más pequeñas cuando el sistema está en la fase localizada

Los cuatro paneles de la derecha en la Fig. 5.14 muestra 〈SP (t)〉 y C(t) para el modelo

de Heisenberg con desorden con diferentes valores de h con hc ∼ 3.5 como un estimado de punto

cŕıtico. Similar al modelo de Aubry-André con interacciones, en la región extendida (h < 1), el

decaimiento es claro con δ ∼ 1 y γ ∼1.7 donde el hoyo de correlaciones desaparece en C(t). Después

de 1 < h sobre la región de decaimiento de la ley de potencia, las oscilaciones se atenúan a medida

que el sistema abandona la región extendida y aumentan a medida que el sistema entra en la fase

localizada.

El recuadro en la Fig. (5.15) muestra la función β(l) de la Ec. (2.13) para el modelo de

Aubry-André con interacciones. El exponente D̃2 disminuye muy rápidamente al aumentar h, por

lo que el exponente D̃2 tiende a cero cuando el sistema se adentra mucho en la región localizada. La

Fig. (5.15) muestra una comparación entre los exponentes γ de 〈SP (t)〉, δ de C(t), el exponente D̃2

de la Ec. (2.13) para el modelo de Aubry-André con interacciones. El exponente γ se mantiene muy

por encima de 1.0 con respecto a los demás exponentes para h <0.5, incluso en la fase extendida,

pero decae rápidamente. Se aprecia una buena correspondencia entre δ y D̃2 en general, para todo

valor de h, lo que significa que cuando el sistema pasa de la fase extendida a una fase localizada,

las propiedades multifractales de los eigenestados se hacen presentes en la dinámica del sistema.



5.7 Resultados 50

1 2 3

h

0

0.5

1

1.5

2

δ
, 

γ,
 D~

2

γ - SP

δ - C
D
~

2

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

l

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

β
 (

l) 3

0.2

h

Figura 5.15: La figura principal muestra los exponentes γ, δ y D̃2 con respecto a h para el modelo
de Aubry-André con interacciones para diferentes valores de h. Los exponentes γ y δ se obtuvieron
del decaimiento como ley de potencias de promedios de 〈SP (t)〉 y C(t) sobre estados iniciales y
realizaciones resultando en 104 datos estad́ısticos. El tamaño del sistema es L = 16 con dimensión
D =12870. D̃2 se obtuvo mediante ajuste de la Ec. (2.13). El recuadro muestra β(l) versus l de la
Ec. (2.13), consideramos promedios sobre estados iniciales y realizaciones resultando en 104 datos
estad́ısticos, los resultados se muestran en escala logaŕıtmica para diferentes valores del parámetro
de control h, las lineas rojas discontinuas corresponden a ajustes sobre las curvas. Para los ajustes,
nos concentramos en las regiones donde el comportamiento es más lineal.

Se observa que exponente γ de 〈SP (t)〉 se mantiene lejos de δ y D̃2 alrededor de h =0.50, pero γ

se aproxima a δ y D̃2 cerca de hc1 =0.7 donde comienza la región intermedia de acuerdo a [187].

Dentro de la región intermedia los tres exponentes siguen la misma tendencia durante esta región

hasta alcanzar la fase localizada en hc2 = 1.7.

El recuadro en la Fig. 5.16 muestra la función β(l) de la Eq. (2.13) para el modelo de

Heisenberg con desorden. A diferencia del caso del modelo de Aubry-André con interacciones, el

exponente D̃2 decrece más lentamente con respecto al valor de h, pero aún tiende a cero para valores

grandes de h.

La Fig. 5.16 muestra una comparación entre los exponentes γ de 〈SP (t)〉, δ de C(t), el ex-

ponente D̃2 de la Ec. (2.13) para el modelo de Heisenberg con desorden. El exponente γ de 〈SP (t)〉
se encuentra cerca de γ = 2 para h <0.5 [69,70] para L = 16. A medida que el sistema abandona la

fase extendida, decae rápidamente y sigue la misma tendencia que los tres exponentes restantes.

De nuevo, se muestra la correspondencia entre δ y D̃2 y, finalmente, cuando el sistema se aproxima

a la fase localizada (3.5 < h), los cuatro exponentes siguen la misma tendencia.

Se obtiene entonces que, para sistemas f́ısicos de muchas part́ıculas interactuantes, se mues-

tra como el exponente γ de 〈SP (t)〉 es distinto de D̃2 y δ en la fase extendida, como se observo en

matrices aleatorias. A medida que el sistema transita, γ decrece y sigue la misma tendencia entre

D̃2 y δ los cuales mantienen una buena correspondencia entre ellos en cada régimen del sistema.
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Figura 5.16: La figura principal muestra los exponentes γ, δ y D̃2 con respecto a h para el modelo
de Aubry-André con interacciones. Los exponentes γ y δ se obtuvieron del decaimiento como ley
de potencias de promedios de 〈SP (t)〉 y C(t) sobre estados iniciales y realizaciones resultando en
104 datos estad́ısticos. El tamaño del sistema es L = 16 con D = 12870. D̃2 se obtuvo mediante
ajuste de la Ec. (2.13). El recuadro muestra β(l) vs l de la Ec. (2.13), consideramos promedios sobre
estados iniciales y realizaciones resultando en 104 datos estad́ısticos, los resultados se muestran en
escala logaŕıtmica para diferentes valores del parámetro de control h, las lineas rojas discontinuas
corresponden a ajustes sobre las curvas. Para los ajustes, nos concentramos en las regiones donde el
comportamiento es más lineal.

Debido a que D̃2 y δ miden la multifractalidad de los eigenestados podemos decir que el exponente γ

contiene la información de las correlaciones espectrales y al mismo tiempo del carácter multifractal

de los eigenestados mostrando evidencia de que las correlaciones espectrales no solo se manifiestan en

el hoyo de correlaciones si no también en el exponente γ, cuando su influencia decrece, γ se aproxima

a D̃2 y δ. Tanto en los modelos de matrices aleatorias como en los sistemas f́ısicos se mostró una

muy buena correspondencia entre los exponentes δ y D̃2. La relación directa entre D̃2 y δ durante la

transición del modelo de Heisenberg contribuye al debate sobre la existencia de estados multifracta-

les como un indicador de una fase intermedia de la transición extendida-localizada, respaldado por

los resultados de el modelo de Aubry-André con interacciones, nuestros resultados indican que la

aparición de los estados multifractales son una caracteŕıstica del sistema en transición en lugar de

un efecto de tamaño finito.

5.8. Conclusiones

Se introdujeron los conceptos de probabilidad de supervivencia generalizada, SPq(t), y den-

sidad de estados local generalizada, ρq(E). Se mostró que el ancho de la densidad local de estados

generalizada, σq, depende de q incluso cuando el sistema cuántico de muchos cuerpos se encuen-

tra profundamente en el régimen caótico, lo que contrasta con las matrices aleatorias, donde σq es

constante e igual al ancho de la densidad de estados. Los análisis de 〈σq〉 mostraron la sensibilidad
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a los puntos cŕıticos de transición de modelos de matrices aleatorias y sistemas f́ısicos mostrando

cualitativamente la transición extendida-localizada pero sin detectar efectivamente regiones inter-

medias de transición, no obstante el análisis de la curvatura promedio κ de las curvas de 〈σq〉 vs

q mostró puntos de inflexión sobre los puntos cŕıticos de transición detectando efectivamente las

fases extendidas, fases localizadas e intermedias con respecto a parámetro de control. Estas virtudes

hacen de σq una cantidad excepcionalmente interesante en los estudios numéricos orientados a estu-

diar transiciones similares en sistemas de interés ya que además servir como una herramienta para

analizar y cuantificar el nivel de ergodicidad de los estados de los sistemas f́ısicos con respecto a las

matrices aleatorias también contribuye a la detección de los puntos cŕıticos de transición.

Se obtiene una expresión anaĺıtica para la 〈SPq(t)〉 para matrices de GOE, la cuál describe el com-

portamiento de esta para cualquier escala de tiempo. Se mostró la sensibilidad de la dinámica del

sistema al parámetro q.

Para el caso del sistema f́ısico del modelo de Heisenberg con desorden, mostramos que el comporta-

miento de la ley de potencia que sigue al decaimiento gaussiano de la probabilidad de supervivencia

generalizada depende fuertemente de q cuando el sistema está lejos del régimen caótico. Para un

valor fijo de la magnitud de desorden, el decaimiento de la ley de potencia se extiende a medida

que q aumenta y el exponente de la ley de potencia γq disminuye. Esta dependencia de γq respecto

de q indica la relevancia de las correlaciones entre los eigenestados en el desarrollo de la dinámica.

Los resultados del sistema f́ısico revelaron que las correlaciones del espectro energético son bastante

relevantes incluso fuera de la región caótica.

Por ultimo nos enfocamos en el estudio del decaimiento como ley de potencias de la 〈SP (t)〉 de mo-

delos de matrices aleatorias y sistemas f́ısicos. Demostramos una relación directa entre la dimensión

multifractal espectral D̃2 y el exponente del decaimiento como ley de potencias de la función de

correlación C(t). Nuestros resultados indican que las caracteŕısticas multifractales de eigenestados

del sistemas son bastante relevantes en el desarrollo de la dinámica fuera del equilibrio cuando los

sistemas transitan de una fase extendida hacia una fase localizada donde el exponente γ se entiende

como un indicador del nivel de las correlaciones espectrales y de las correlaciones de las componentes

de los eigenestados del sistema. Encontrar la relación directa entre el nivel de multifractalidad en la

dinámica del sistema contribuye al debate sobre la existencia de una fase intermedia caracterizada

por estados extendidos pero no ergódicos en sistemas cuánticos desordenados.



Caṕıtulo 6

Análisis de correlaciones

espectrales para la detección de

caos en sistemas cuánticos de

muchos cuerpos

El análisis de las estad́ısticas de niveles es una excelente manera de detectar el caos cuántico

de muchos cuerpos en experimentos con acceso al espectro, no obstante, este enfoque no es eficien-

te en experimentos con átomos fŕıos [12, 124, 128, 188, 189], trampas de iones [158, 164, 165, 190]

y computadoras cuánticas disponibles [191, 192], donde el espectro no es fácilmente accesible y se

enfocan en cambio en estudiar la dinámica cuántica de muchas part́ıculas.

En este caṕıtulo proponemos un enfoque para detectar el caos cuántico de muchas part́ıculas

adecuado para diferentes plataformas experimentales que estudian la dinámica, incluidas las compu-

tadoras cuánticas digitales y analógicas mediante la detección de las correlaciones espectrales que se

manifiestan mediante el hoyo de correlaciones en la dinámica. Proponemos el uso de la probabilidad

de supervivencia y la función de autocorrelación de esṕın que se pueden medir experimentalmente

y que exhiben la estructura caracteŕıstica del hoyo de correlaciones cuando el sistema es caótico.

Los principales desaf́ıos de nuestra propuesta radican en el valor mı́nimo del hoyo de co-

rrelaciones y la escala de tiempo para su aparición donde el valor mı́nimo depende de la dimensión

del espacio de Hilbert, que a su vez crece exponencialmente con el tamaño de nuestros sistemas
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cuánticos de muchos cuerpos. Sin embargo, demostramos que el hoyo de correlaciones puede surgir

incluso cuando los sistemas tienen dimensiones muy pequeñas. También proporcionamos un circui-

to cuántico y comparamos sus resultados para la probabilidad de supervivencia con los resultados

numéricos computacionales para el modelo de Heisenberg. Dado que SP (t) es no autopromedia-

ble [92,94], trabajamos con el promedio de la probabilidad de supervivencia, 〈SP (t)〉, para capturar

las caracteŕısticas subsiguientes de la estructura pendiente-mı́nimo-rampa-plateau, es decir, el región

del mı́nimo y la rampa.

6.1. Función de autocorrelación de esṕın

La función de autocorrelación de esṕın es una observable que detecta el hoyo de correlacio-

nes [87,91]. Esta cantidad se define como

Iz(t) =
1

L

L∑
k=1

〈Ψ(0)| σ̂zkeiĤtσ̂zke−iĤt |Ψ(0)〉 , (6.1)

donde L es el número de sitios de las cadenas de esṕın 1/2 que consideramos y σ̂zk es el operador de

Pauli en la dirección z que actúa en el sitio k. Denotamos el valor asintótico del promedio 〈Iz(t)〉
como Iz.

Al igual que la probabilidad de supervivencia, la función de autocorrelación de esṕın no

es local en el tiempo, pero al contrario de la probabilidad de supervivencia, es local en el espacio

real. Otra diferencia entre las dos cantidades es que el hoyo de correlaciones se desvanece para la

función de autocorrelación de esṕın a medida que aumenta el tamaño del sistema [89]. Al elegir un

estado Néel como estado inicial, Iz(t) se puede medir experimentalmente en átomos fŕıos [12, 189].

En plataformas de RMN, la función de autocorrelación de esṕın se puede medir directamente para

estados inicialmente mixtos [193].

Para ambas cantidades, 〈SP (t)〉 y 〈Iz(t)〉, la dinámica debe resolver la naturaleza discreta del es-

pectro para que emerja del hoyo de correlaciones. Esto explica por qué tGOE
Th y tH crecen exponen-

cialmente con el tamaño del sistema, lo que hace que la detección del hoyo de correlaciones sea un

desaf́ıo experimental.

6.2. Resultados: Modelo de Heisenberg de esṕın-1/2 con des-

orden

Como primer modelo f́ısico, estudiaremos el modelo unidimensional de Heisenberg con

desorden de L part́ıculas de esṕın 1/2 con interacciones entre primeros vecinos de la Ec. (3.4), donde
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hk son campos magnéticos aleatorios aplicados a cada sitio y son distribuidos uniformemente en

[−W,W ]. Trabajaremos en el subespacio para el cual ŜzTot = 0 de dimensión D = L!/((L/2)!)2

tomando como estados iniciales eigenestados de Ĥ0 con E0 ∼ 0 como se indica en la Sec. 3.3. Por

último fijamos condiciones de contorno abiertas.

Probabilidad de supervivencia

En la Fig. 6.1(a) y la Fig. 6.1(b), mostramos la evolución del promedio de la probabilidad

de supervivencia (Ec. (4.1)) para el modelo de Heisenberg en la fase caótica (W = 0.5) y localizada

(W = 3), respectivamente. Las ĺıneas horizontales punteadas indican el valor de saturación, SP . El

objetivo es identificar una rampa por debajo de SP para el sistema en el régimen caótico.

En la Fig. 6.1(a), se muestra que el promedio de la probabilidad de supervivencia 〈SP (t)〉 la cual

exhibe la estructura del hoyo de correlaciones incluso para tamaños de sistema tan pequeños como

L = 6 y L = 8. La estructura es particularmente visible para L = 6, porque el tamaño del sistema

es tan pequeño que la dinámica no desarrolla el decaimiento como ley de potencias. En este caso, el

decaimiento gaussiano, e−σ
2t2 , es seguido por la rampa, lo que hace que el hoyo de correlaciones sea

bastante evidente. Para L = 6, el valor mı́nimo de 〈SP (t)〉 en tGOE
Th es lo suficientemente grande,

〈SP (tGOE
Th )〉min ∼ O(10−1), y tGOE

Th es lo suficientemente pequeño, tGOE
Th ∼ O(10), como para estár

al alcance de las configuraciones experimentales actuales. Incluso el tiempo de saturación, tH . 102,

está en el ĺımite de lo que se puede alcanzar experimentalmente. Sin embargo, se debe tomar en

cuenta que no es esencial ejecutar el experimento hasta tH. Para convencerse de que la manifes-

tación del caos ha sido capturado dinámicamente, debeŕıa bastar con detectar la rampa, es decir,

medir valores de 〈SP (t)〉 que aumenten consistentemente a medida que pasa el tiempo, siguiendo la

rampa descrita por la función b2(t) en la Ec. (4.19).

El propósito de la Fig. 6.1(b) es hacer evidente que, aunque se pueden encontrar valores de

〈SP (t)〉 por debajo de la ĺınea de saturación cuando el sistema no es caótico, estos valores no están

consistentemente por debajo de SP y no están en una rampa descrita por b2(t) (Ec. (4.19)), por lo

que no son causados por la presencia de eigenvalores correlacionados. Elegimos mostrar el caso no

caótico con W 6= 0 en lugar de W = 0 (régimen integrable), porque podŕıamos suavizar las curvas

utilizando promedios sobre realizaciones de desorden, pero la discusión es válida para ambos casos.

Debido a su falta de autopromedio, la probabilidad de supervivencia debe promediarse para mostrar

el hoyo de correlaciones. En la Fig. 6.1(a), promediamos más de 10 estados iniciales y 50 realizaciones

de desorden (verificamos numéricamente que 10 realizaciones aleatorias son suficientes para revelar la

rampa). Usamos 10 estados iniciales y 500 realizaciones de desorden en la Fig. 6.1(b). Se necesita un

número mucho mayor de realizaciones para la convergencia de los resultados en la fase localizada.

Esto se debe a que en el régimen caótico, la varianza relativa de las fluctuaciones de 〈SP (t)〉 en
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Figura 6.1: (a)-(b) Evolución de la probabilidad de supervivencia bajo el modelo de esṕın 1/2 de
Heisenberg en la Ec. (3.4) en el régimen (a) caótico (W =0.5) y (b) localizado (W = 3) para tamaños
de sistema L que aumentan de arriba hacia abajo, como lo indica la leyenda en (a). Los resultados son
promedios sobre 10 estados iniciales y 50 realizaciones de desorden para W = 0.5 (W = 3). Todos
los datos se suavizan aún más con un running time-averaged a través de 10 puntos consecutivos
que dan como resultado las ĺıneas sólidas. El área sombreada alrededor de las ĺıneas denota el
intervalo de confianza del 95 % del promedio sobre el ensamble de la probabilidad de supervivencia.
Las ĺıneas horizontales de puntos y trazos marcan los valores asintóticos, SP . El tiempo está en
la unidad de J = 1. (c)-(f) Experimento “shot-noise”para la probabilidad de supervivencia con
M = 100 mediciones para cada estado inicial (10 muestras) y realizaciones de desorden (50 muestras).
Distribuciones P de S para diferentes tamaños de sistema, magnitudes de desorden y tiempos como
se indica en los paneles. La distribución sombreada se obtiene para un tiempo en la región de
saturación. Las ĺıneas verticales marcan los valores promedio 〈S〉 para los tiempos elegidos.

tiempos largos permanece constante a medida que L aumenta [92], mientras que aumenta con el

tamaño del sistema en la fase localizada [94].

Experimento “shot-noise”

Experimentalmente, el promedio de la probabilidad de supervivencia se mide del siguiente

modo: se prepara el sistema en un estado inicial |Ψ(0)〉 con una enerǵıa muy cercana a cero y se

deja evolucionar unitariamente durante un tiempo fijo t0 y para cada realización del desorden se
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realiza una medición proyectiva sobre el estado inicial evolucionado, representada por el operador

P̂ = |Ψ(0)〉 〈Ψ(0)|. Cada medición corresponde a un “shot” y su resultado puede ser 0 o 1 [95]. Si

el resultado es 1 (el sistema sigue en |Ψ(0)〉) con probabilidad 〈Ψ(t0)| P̂ |Ψ(t0)〉 al tiempo t0, caso

contrario si se obtiene un 0 (el sistema no sigue en |Ψ(0)〉) con probabilidad 1−〈Ψ(t0)| P̂ |Ψ(t0)〉. Para

M número de “shots”, M1 es el número de veces que se obtiene el resultado 1, donde 0 ≤M1 ≤M .

Según el postulado de medición de la mecánica cuántica, ĺımM→∞
M1

M
= SP (t0), donde SP (t0) es la

probabilidad de supervivencia, como se define en la Ec. (4.1). En un experimento real, M es finito.

Repetimos el procedimiento anterior para 10 estados iniciales y 50 realizaciones para obtener el

promedio de la probabilidad de supervivencia , 〈SP (t0)〉. Para emular el experimento, definimos una

variable aleatoria

s =

1 con probabilidad SP (t0)

0 con probabilidad 1− SP (t0)
. (6.2)

Para cada estado inicial y realización de desorden, la secuencia de M números aleatorios s da un

valor S̃(t0) = M1/M . Luego definimos S(t0) como el promedio de S̃(t0) sobre 10 estados iniciales y

50 realizaciones de desorden. Si M es muy grande, entonces S(t0)→ 〈SP (t0)〉.

Para una M finita, cada vez que repetimos el procedimiento anterior, obtenemos un valor

de S(t0) que fluctúa alrededor de 〈SP (t0)〉. Esta fluctuación se llama “shot noise” y es proporcional

a 1/
√
M . La distribución de los valores de S(t0) tiene un ancho K/

√
M , donde K se puede obtener

estudiando el ancho de la distribución de S(t0) como una función de M .

La cantidad de “shots”que son experimentalmente viables depende de la plataforma experimental

que se utilice. Para identificar el hoyo de correlaciones, la incertidumbre en S(t0) debe ser menor

que la profundidad del hoyo de correlaciones, δ = 〈SP (tH)〉 − 〈SP (tGOE
Th )〉. Para resolver S(tGOE

Th )

a partir de S(tH) con una certeza del 99,73 %, necesitamos tener δ > 3K/
√
M . Con base en este

razonamiento, estimamos que M ∼ 40 para la probabilidad de supervivencia que evoluciona bajo el

modelo de Heisenberg con L = 8 e incluso menos para L = 6. Esto significa que O(102) disparos por

estado inicial y realización debeŕıan ser suficientes para separar el mı́nimo de 〈SP (t0)〉 de su valor

asintótico correspondiente. Por lo tanto, utilizamos M = 100, que debeŕıa ser accesible en general

para los experimentos actuales.

En las figuras 6.1(c)-(f), mostramos distribuciones de los valores de S(t0) para W =0.5

[Figs. 6.1(c),(e)] y W = 3 [Figs 6.1(d),(f)] para L = 6 [Figs 6.1(c),(d)] y L = 8 [Figs 6.1(e),(f)].

Usamos 10 estados iniciales, 50 realizaciones de desorden y M = 100, y repetimos el procedimien-

to 105 veces para obtener la densidad de S(t0). Las distribuciones se muestran para tres tiempos

diferentes. Sus elecciones se basan en los resultados numéricos para la dinámica para W =0.5, de
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Figura 6.2: Evolución de la función de autocorrelación de esṕın bajo el modelo de Heisenberg con
desorden de la Ec. (3.4) en el régimen (a) caótico (W = 0,5) y (b) localizado (W = 3) para varios
tamaños de sistema L. Promedio y suavizado como en la figura 6.1. Tiempo en la unidad de J = 1.
Las ĺıneas de puntos y trazos horizontales denotan el valor asintótico Iz.

modo que el tiempo más corto está cerca del punto donde comienza la rampa, el segundo es un

tiempo intermedio en la rampa y el tiempo más grande ya está en la región de la saturación de la

dinámica. La distribución para este tiempo más largo está sombreada. Las elecciones de tiempos

también tienen el respaldo de la simulación numérica para W = 3 para garantizar que los tiempos

seleccionados no den la impresión errónea de una rampa en la región localizada.

Se observa que en el régimen caótico [Figs. 6.1(c),(e)], las distribuciones de S(t0) están

bien separadas, de modo que los valores de la probabilidad de supervivencia en la rampa se pueden

identificar de manera confiable contra el valor asintótico, y los promedios de las distribuciones crecen

monótonamente a medida que aumenta el tiempo. En contraste, las distribuciones de S(t) para la

fase localizada [Figs. 6.1(d),(f)] se superponen parcialmente, lo que significa que se requeriŕıa un

número aún mayor de “shots”(M > 100) para distinguir los diferentes valores en el tiempo. Además,

el promedio 〈S(t0)〉 no crece monótonamente con el tiempo. En la Fig. 6.1(d), 〈S(t0)〉 para t = 20

es menor que para t = 8, y en la Fig. 6.1(f), la distribución sombreada, que ya se encuentra en la

región de saturación durante un tiempo, tiene 〈S(t0)〉 menor que la del tiempo intermedio elegido.

Por lo tanto, en un escenario experimental real, la combinación del conocimiento de las simulaciones

numéricas y un conjunto razonable de puntos en el tiempo debeŕıa permitir la distinción entre caos

y no caos en cadenas con solo L = 6 sitios.

Función de autocorrelación de esṕın

En la Fig. 6.2(a) y la Fig. 6.2(b), mostramos la evolución de la función de autocorrelación

de esṕın promediada para el modelo de Heisenberg en la Ec. (3.4) en la fase caótica (W = 0.5) y
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localizada (W = 3), respectivamente. Los datos se promedian y suavizan como en la Fig. 6.1. De

manera similar al caso de la probabilidad de supervivencia, un hoyo de correlaciones es visible en

el régimen caótico [Fig. 6.2(a)] incluso para tamaños de sistema pequeños. Sin embargo, a pesar

de la ventaja experimental de la función de autocorrelación de esṕın como una cantidad local, los

resultados numéricos presentan mas oscilaciones que para la probabilidad de supervivencia, porque

Iz(t) también puede tener valores negativos. Esto significa que, en comparación con la probabilidad

de supervivencia, se requeriŕıa un mayor número de mediciones para reproducir experimentalmente

los resultados de la Fig. 6.2 y para distinguir la rampa del valor de saturación. En la Fig. 6.2(a) y la

Fig. 6.2(b), mostramos la evolución de la función de autocorrelación de esṕın promedio para el modelo

de Heisenberg en la Ec. (3.4) en la fase caótica (W = 0.5) y localizada (W = 3), respectivamente.

6.2.1. Resultados: Modelo de Ising desordenado con interacciones de lar-

go alcance

El siguiente modelo a realizar es el modelo de Ising desordenado con interacciones de lar-

go alcance representado por el hamiltoniano ĤLR de la Ec.(3.7). Para vincular con el experimento

en [158], elegimos J = 1, B = 2 y α =1.1. Como en el modelo de Heisenberg con desorden, tomamos

W =0.5 para acceder al régimen caótico. Trabajaremos en el sector con un número par de espines

ascendentes cuando L/2 es par. Los estados iniciales son nuevamente estados de producto de ŜzTot,

que son accesibles experimentalmente.
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Figura 6.3: Evolución de la función de probabilidad de supervivencia (a) y de la función de auto-
correlación de esṕın (b) bajo el modelo de Ising desordenado con interacciones de largo alcance en
la Ec. (3.7) en el régimen caótico con B = 2, W = 0.5 y α = 1,1 para varios tamaños de sistema,
L. Los datos se promedian sobre 10 estados iniciales y 50 realizaciones de desorden, y se suavizan
aún más con un “running average”(ĺıneas sólidas), como se describe en la figura 6.1. Tiempo en la
unidad de J = 1. Las ĺıneas horizontales segmentadas denotan los valores asintóticos.
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Figura 6.4: El panel izquierdo muestra el circuito cuántico utilizado para obtener la evolución de la
probabilidad de supervivencia para el modelo caótico de Heisenberg con L = 6 sitios que se muestran
en el panel derecho con ćırculos azul oscuro y azul claro. La simulación incluyó 16384 “shots”por
incremento de tiempo y los 6 cúbits fueron seleccionados por la biblioteca Qiskit. La ĺınea sólida
se obtiene con diagonalización exacta. La ĺınea horizontal de puntos y trazos indica el valor de
saturación de la dinámica exacta.

En la Fig. 6.3, mostramos la evolución del promedio de la probabilidad de supervivencia

[Fig. 6.3(a)] y el promedio de la función de autocorrelación de esṕın [Fig. 6.3(b)] para el modelo

de Ising interactuante de largo alcance en la Eq. (3.7) en el régimen caótico (α =1.1, W =0.5). En

contraste con el modelo de Heisenberg, el hoyo de correlaciones para 〈SP (t)〉 se vuelve claramente

visible solo cuando L > 8 y para 〈Iz(t)〉, necesita L ≥ 8, lo que hace que la detección experimental

del hoyo de correlaciones sea más desafiante para el modelo de Ising interactuante de largo alcance.

6.3. Circuitos cuánticos y detección de caos en sistemas de

muchos cuerpos

Con el análisis de la sección anterior, se concluye que el caso más prometedor para la

detección experimental del hoyo de correlaciónes es la probabilidad de supervivencia que evoluciona

bajo el modelo de Heisenberg con L = 6. En esta sección, proporcionamos un circuito cuántico

para este caso y lo ejecutamos en el proveedor IBM FakeSherbrooke [194], donde se incluye ruido 1.

Nuestros resultados muestran que el circuito captura el comienzo de la rampa.

El algoritmo cuántico empleado es el algoritmo Variational Quantum Real Time Evolution

(VarQRTE) [195]. Los métodos de simulación cuántica variacional consisten en codificar un estado

cuántico en un circuito parametrizado y luego mapear su evolución en la evolución de los parámetros

que controlan el circuito. El algoritmo VarQRTE, en particular, desarrolla aproximadamente un

estado de entrada en un subespacio restringido del espacio de Hilbert total, que se define por el

1En computación cuántica, el término ruido se refiere a los errores que afectan la evolución del sistema cuántico como
la pérdida de coherencia debido a la interacción con el entorno (decoherencia), errores en la aplicación de compuertas
cuánticas, y errores de medición. En simulaciones, se suele incluir ruido para aproximar el comportamiento de un
procesador cuántico real.
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ansatz de parámetros utilizados. En el caso del modelo de Heisenberg, la simetŕıa de preservación

de excitaciones del hamiltoniano motiva el uso de un ansatz que preservan las excitaciones, que

naturalmente se proporciona en Qiskit en qiskit.circuit.library.ExcitationPreserving [196].

El circuito cuántico que utilizamos se muestra en el lado izquierdo de la Fig. 6.4. Siguien-

do la notación Qiskit, qk indica el késimo esṕın-1/2. En el circuito, U3(π, 0, π) = σxk invierte el

k-ésimo esṕın e I es el operador identidad, de modo que nuestro estado inicial tiene 3 espines

apuntando hacia arriba en la dirección z y 3 espines apuntando hacia abajo en la dirección z.

RZ(θ) = exp
(
−i θ2σ

z
k

)
indica la rotación del k-ésimo esṕın sobre el eje z. RXX(θ) = exp

(
−i θ2σ

x
kσ

x
k+1

)
y RY Y (θ) = exp

(
−i θ2σ

y
kσ

y
k+1

)
involucran solo espines vecinos y ambas compuertas tienen el mismo

parámetro para mantener la evolución en el subespacio Ŝz = 0.

Usando VarQRTE, la profundidad del circuito cuántico necesario para simular la evolución

puede ser seleccionada por el usuario para garantizar que se mantenga dentro de las restricciones del

hardware y el ruido. Por lo tanto, los circuitos cuánticos pueden hacerse más superficiales, a costa

de disminuir la precisión. Además, la simulación de tiempos largos no requiere circuitos cuánticos

tan profundos, como lo exige la Trotterización2 [197]. En su lugar, la profundidad de las compuertas

del ansatz es fijada al inicio del algoritmo. Por estas razones, VarQRTE es un prometedor algoritmo

cuántico ruidoso a escalas intermedias (NISQ, por sus siglas en inglés) para la detección del caos

cuántico en sistemas de muchos cuerpos.

El ansatz que utilizamos tiene dos capas (las dos ĺıneas diagonales de compuertas en el

circuito) y un entrelazamiento lineal para minimizar la profundidad de la compuerta. El circuito se

ejecuta en el proveedor IBM FakeSherbrooke, que imita el correspondiente sistema cuántico IBM

ruidoso. A pesar de la limitada profundidad de compuertas del ansatz empleado y la presencia

de ruido, la simulación puede detectar el comienzo del hoyo de correlaciones, como se ve en el

panel derecho de la Fig. 6.4. Esta figura muestra con ćırculos azules el resultado producido por el

circuito para la evolución de la probabilidad de supervivencia bajo el modelo caótico de Heisenberg,

y la ĺınea sólida representa el resultado obtenido con diagonalización exacta. Las curvas coinciden

razonablemente bien hasta t ∼ 12 (ćırculos azul oscuro), lo que permite capturar el comienzo de la

rampa. Más allá de este punto (ćırculos azul claro), entra en acción el ruido y las curvas divergen.

Este resultado es muy alentador. Las formas de mejorar aún más el circuito se discutirán en un

próximo art́ıculo.

2Trotterización se refiere a la descomposición de Trotter, un concepto teórico en mecánica cuántica sobre el estudio
de la función exponencial sobre operadores no conmutativos.
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Figura 6.5: Resultados para el modelo de Heisenberg con desorden en la Ec. (3.5) con una sola
excitación. (a) Relación promedio de espaciamiento de niveles, 〈r〉, como una función de ξ ∝ (W 2L)−1

para diferentes tamaños de sistema, L. La ĺınea discontinua roja indica el valor ξ =2.11 donde
〈r〉 ≈0.68, que es la relación promedio observada en GSE. El recuadro muestra la densidad de
estados ρ(E) promediada sobre 104 realizaciones de desorden para dos valores diferentes de ξ y
L = 8192; la ĺınea discontinua indica la expresión anaĺıtica de la densidad de estados para ξ � 1.
(b)-(c) Relación de participación en función de la enerǵıa de una única realización de desorden para
(b) ξ = 2.11 y (c) ξ =0.01. (d)-(e) Probabilidad de supervivencia para (d) ξ = 2.11 y (e) ξ = 0.01
para diferentes tamaños de sistema. El estado inicial tiene la excitación en el primer sitio de la
cadena. Los datos se promedian sobre 200 realizaciones desordenadas y se suavizan aún más con un
promedio de tiempo móvil. El tiempo está en la unidad de J = 1. Las ĺıneas horizontales discontinuas
punteadas indican los valores asintóticos de 〈SP (t)〉.

6.4. Resultados: Caso de una excitación

Para proporcionar un caso más en el que las manifestaciones dinámicas de correlaciones

espectrales podŕıan detectarse experimentalmente con las capacidades disponibles, estudiamos el

modelo de Heisenberg con desorden sin interacciones representado por el hamiltoniano de la Ec. (3.5).

Trabajaremos en el subespacio de una única excitación de dimensión D = L. Realizamos nuestros

estudios estáticos con respecto a la longitud de localización reescalada ξ = 6,5653/(W 2L) como

parámetro donde W es la magnitud del desorden aplicado en cada sitio.

La Fig. 6.5(a) proporciona los resultados del análisis de correlaciones de corto alcance

realizadas con la relación Eq. 2.6 [108,109].

La figura muestra el 〈r〉 promedio sobre rn para estados en medio del espectro como una función de

ξ. A medida que ξ aumenta y la longitud de localización se vuelve más grande que el tamaño del

sistema, la distribución de espaciamiento de niveles se mueve de Poisson (ausencia de correlaciones)
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a distribuciones que indican una repulsión de niveles cada vez más fuerte, alcanzando estad́ısticas

equivalentes a las del ensamble ortogonal gaussiano (GOE), el ensamble unitario gaussiano (GUE),

el ensamble simplético gaussiano (GSE) y más allá (picket-fence).

Cuando ξ =2.11 [ĺınea discontinua en la Fig. 6.5(a)], la razón promedio 〈r〉 es aproximadamente

la correspondiente al caso GSE. Este es el valor que utilizamos para el análisis de la probabilidad

de supervivencia, porque entre los ensambles, el GSE conduce a los valores más bajos de 〈SP (t)〉
por debajo de la ĺınea de saturación de la dinámica. Comparamos los resultados con aquellos para

ξ =0.11, para el cual la distribución de espaciamiento de niveles es poissoniana.

La comparación de la razón de participación

PRk =
1∑

n=1 |ckn|4
, (6.3)

como una función de En para ξ =2.11 [Fig. 6.5(b)] y ξ =0.01 [Fig. 6.5(c)] corrobora además que el

sistema finito en Eq. (3.5) está deslocalizado cuando ξ es grande. Nótese que la densidad de estados,

mostrada en el recuadro de Fig. 6.5(a), no es gaussiana como en los sistemas de muchos cuerpos,

aunque los estados más deslocalizados siguen siendo aquellos en medio del espectro.

Para investigar la evolución de la probabilidad de supervivencia, preparamos el sistema en un estado

inicial donde la excitación está en el primer sitio de la cadena. Esto se hace porque para W → 0,

la forma de la LDoS para este estado es semicircular [161], lo que nos acerca al caso de Fig. 4.1 y

debeŕıa facilitar la visibilidad del hoyo de correlaciones por debajo de SP .

Mostramos la evolución del promedio de la probabilidad de supervivencia obtenida para

ξ =2.11 en la Fig. 6.5(d) y para ξ =0.01 en la Fig. 6.5(e). El comportamiento en los dos paneles

es completamente diferente. La probabilidad de supervivencia en la Fig. 6.5(d) exhibe un “plateau

de correlación” en 〈SP (t)〉 ∼ 2/L, que está por debajo del plateau de saturación en SP ∼ 3/L 3,

mientras que 〈SP (t)〉 en la Fig. 6.5(e) simplemente oscila alrededor de SP .

Los resultados de la Fig. 6.5(d) indican que, aunque la dinámica a largo plazo de la probabilidad de

supervivencia del hamiltoniano en la Ec. (3.5) no se describe mediante la función b2(t) en la Eq. 4.19,

como en sistemas caóticos, aún se pueden capturar manifestaciones dinámicas de correlaciones espec-

trales en sistemas de esṕın con una sola excitación. En este caso, dado que el tiempo de saturación

(Heisenberg) escala linealmente con el tamaño de la cadena (tH ∝ L/σ, donde σ ∼ 1/2), debeŕıa

ser viable ejecutar experimentalmente toda la evolución hasta la saturación. Este escenario simple

podŕıa servir como un primer paso hacia la detección experimental del caos de muchos cuerpos.

3El espectro de este modelo para ξ =2.11 presenta una combinación de estad́ısticas similares a GSE, en el caso de
correlaciones de corto alcance, y estad́ısticas similares a GOE para correlaciones de largo alcance. Se ha demostrado
anaĺıticamente con matrices aleatorias completas que el valor mı́nimo de ⟨SP (t)⟩ = 2/(βD) y el valor de saturación
SP = (β + 2)/(βD + 2), donde β = 1, 2, 4 para GOE, GUE y GSE [79].
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6.5. Conclusiones

Añadimos que, tras la publicación en ĺınea de nuestro trabajo, un art́ıculo experimental [198]

confirmó la viabilidad de nuestra propuesta. Utilizando un procesador cuántico superconductor e

inicializando el sistema en un estado de producto, el grupo pudo detectar el hoyo de correlaciones

para el modelo de esṕın 1/2 desordenado y un sistema Floquet con 5 espines.

Se mostró que en el caso del modelo de Heisenberg con desorden, el promedio de la probabilidad de

supervivencia para una cadena de solo 6 sitios ofrece la mejor perspectiva para la detección del caos

cuántico de muchos cuerpos con los recursos experimentales disponibles. Además, nuestro análisis

del experimento de “shot noise”para la probabilidad de supervivencia indicó que las mediciones en

algunos momentos dentro del hoyo de correlaciones debeŕıan ser suficientes para inferir su presencia.

Inspirados por los prometedores resultados obtenidos con la diagonalización exacta, empleamos el

algoritmo VarQRTE para simular con un circuito cuántico la evolución temporal de la probabilidad

de supervivencia para el modelo Heisenberg de 6 sitios. Usamos un simulador cuántico de IBM para

ejecutar el circuito y, a pesar de la presencia de ruido, pudimos capturar el comienzo de la rampa

del hoyo de correlaciones, lo que confirma la viabilidad de nuestra propuesta.

La detección de manifestaciones dinámicas de correlaciones espectrales, pero no necesariamente caos

cuántico de muchos cuerpos, también podŕıa lograrse con sistemas cuánticos de pocas excitaciones

o pocos grados de libertad. Presentamos el caso de un modelo de esṕın 1/2 con una sola excitación,

donde los eigenvalores correlacionados se deben a efectos de tamaño finito. Estas correlaciones se

manifiestan en la dinámica en tiempos más cortos y en valores de probabilidad de supervivencia

mayores que los que tenemos para sistemas de muchos cuerpos de la misma longitud. Otro modelo

que podŕıa utilizarse para la detección experimental del caos cuántico es el modelo de Dicke, que

también exhibe un hoyo de correlaciones [199].

Investigaciones recientes del factor de forma espectral en escenarios de decoherencia energética [25,

27,95,98] y hamiltonianos no hermı́ticos [26,200] sugieren que las interacciones débiles con el entorno

reducen la necesidad de realizar promedios sobre un ensamble. Esto implica que cierto ruido puede

ser beneficioso para la detección experimental del hoyo de correlaciones, un tema que merece más

investigación.



Caṕıtulo 7

Apertura de sistemas cuánticos de

muchos cuerpos: una v́ıa para

reducir fluctuaciones dinámicas y

mejorar el autopromedio

Una observable O es autopromediable cuando su varianza relativa [201–209],

RO(t) =
σ2
O(t)

〈O(t)|O(t)〉2
=

〈
O2(t)

∣∣O2(t)
〉
− 〈O(t)|O(t)〉2

〈O(t)|O(t)〉2
, (7.1)

tiende a cero con respecto al aumento del tamaño del sistema, donde 〈·|·〉 indica el promedio sobre

un ensamble, lo que implica que la observable no fluctúa en el ĺımite termodinámico [210]. La

presencia de autopromedio es importante porque implica que la cantidad de muestras utilizadas en

experimentos y en análisis numéricos puede disminuir a medida que aumenta el tamaño del sistema

L y se pueden construir modelos teóricos para describir las propiedades f́ısicas de O utilizando

muestras estad́ısticamente finitas.

La falta de autopromedio se ha observado en sistemas desordenados en equilibrio, especialmente en

la vecindad de puntos cŕıticos, donde las fluctuaciones aumentan notablemente [201–208,211–219] y

complica los análisis de escalamiento en sistemas de localización de muchos cuerpos [37], debido al

crecimiento exponencial del espacio de Hilbert con respecto a L, de modo que el número de muestras

no se puede reducir a medida que aumenta el tamaño del sistema. El autopromedio también se ha

estudiado en sistemas fuera de equilibrio [220–222], y su ausencia se ha observado incluso en régimen

caótico en cantidades como el factor de forma espectral SFF(t) [223–226]. En sistemas caóticos,

65
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SFF(t) revela la estructura del hoyo de correlaciones, donde la ausencia de autopromedio exige

realizar promedios sobre un ensamble para revelar la estructura del hoyo de correlaciones.

En el caso de la probabilidad de supervivencia que evoluciona bajo matrices completamente aleatorias

se ha demostrado numéricamente y anaĺıticamente que no es autopromediable en ninguna escala de

tiempo [92]. Lo mismo sucede con los modelos de esṕın en el régimen caótico [92, 93] y lejos de

este [94]. En [95] se lograron varios avances en el problema de autopromedio de la probabilidad de

supervivencia de estados de Gibbs. Utilizando matrices aleatorias, se demostró que las fluctuaciones

en los valores de la probabilidad de supervivencia se reducen y se asegura el autopromedio después

de la saturación de la dinámica.

En este caṕıtulo se estudian las propiedades de autopromedio de la probabilidad de super-

vivencia en diferentes escalas de tiempo en sistemas cuánticos abiertos sujetos a un decoherencia

energética. Se derivan expresiones anaĺıticas para la varianza relativa de la probabilidad de supervi-

vencia en tiempos cortos y largos, que ayudan a comprender los resultados numéricos.

7.1. Probabilidad de supervivencia en sistemas abiertos

La ecuación maestra de Lindblad

ρ̇(t) = −i[H, ρ(t)] +
∑
k

γk

(
LkρL

†
k −

1

2
{LkL†k, ρ}

)
, (7.2)

describe la dinámica markoviana de un sistema abierto, donde ρ(t) es la matriz de densidad evolu-

cionada, ~ = 1, H es el hamiltoniano del sistema cuántico aislado, Lk es un operador arbitrario y

γk ≥ 0. Consideramos procesos de decoherencia energética con k = 1, γ1 = 2κ y L1 = L†1 = H, para

los cuales la ecuación maestra de Lindblad se escribe como [23–25,163]

ρ̇(t) = − i
~

[H, ρ(t)]− κ[H, [H, ρ(t)]], (7.3)

y κ es el nivel de decoherencia que depende de la amplitud de los acoplamientos externos y de las

propiedades del entorno. Esta evolución es unital (es decir, el estado de máxima mezcla se mantiene

invariante en todo momento) y provoca una disminución monótona de la pureza, Tr
[
ρ(t)2

]
, lo que

implica que el estado se vuelve progresivamente más mixto a medida que transcurre el tiempo.

En particular, cuando el estado inicial es puro, ρ(0) = |Ψ(0)〉〈Ψ(0)|, como se considera aqúı, la

probabilidad de supervivencia para un sistema abierto toma la forma [25,200]

SP (t) = 〈Ψ(0)|ρ(t)|Ψ(0)〉 = Tr[ρ(0)ρ(t)], (7.4)

que es la probabilidad de que ρ(t) coincida con el estado inicial |Ψ(0)〉〈Ψ(0)|. La ecuación anterior

es equivalente al promedio de la probabilidad de supervivencia |〈Ψ(0)|Ψ(t)〉|2 sobre un ensamble de
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estados puros determinado por la matriz de densidad ρ(t) [227,228]. [Observe que la Ec. (7.4) debe

modificarse cuando tanto ρ(0) como ρ(t) son estados mixtos.]

La solución de Eq. (7.3), tomando Eq. (7.4) en cuenta, es [23,24,163]

ρ(t) =

D∑
n,m=1

e−iωnmt−κω
2
nmtρnm(0) |En〉 〈Em| , (7.5)

donde D es la dimensión del sistema, ωnm = En − Em y ρnm(0) = c
(0)
n c

(0)∗
m . Esto significa que la

probabilidad de supervivencia es

SP (t) =

N∑
n,m=1

|c(0)n |2|c(0)m |2e−iωnmt−κω
2
nmt. (7.6)

Se analizaron tres posibilidades para los estados iniciales:

(i) Un estado de Gibbs a temperatura infinita, β = 0, en cuyo caso la probabilidad de

supervivencia media coincide con el factor de forma espectral

〈
SP β=0(t)

〉
=

〈
1

D2

D∑
n,m=1

e−iωnmt−κω
2
nmt

〉
. (7.7)

El promedio 〈·|·〉 se realiza sobre 104 realizaciones de desorden. La enerǵıa de este estado inicial,

E(0) = 〈Ψ(0)|H|Ψ(0)〉 =
∑
|c(0)n |2En, está en la mitad del espectro.

(ii) Un estado de Gibbs a temperatura finita

〈
Sβ 6=0
P (t)

〉
=

〈
1

Z2

D∑
n,m=1

e−β(En+Em)e−iωnmt−κω
2
nmt

〉
. (7.8)

El promedio también se realiza sobre 104 realizaciones de desorden. Nuestro análisis se realiza para

β = 0,1. Este estado inicial implica una superposición coherente que se compone predominantemente

de eigenestados de baja enerǵıa asociados con los valores más grandes de |c(0)n |2 = e−βEn/Z(β). Esto

significa que este estado inicial tiene enerǵıa E(0) muy cerca del borde inferior del espectro.

(iii) Un estado inicial obtenido al hacer un quench de un hamiltoniano inicial H0 hacia

un hamiltoniano final H = H0 + V , en cuyo caso el estado inicial posterior al quench es un estado

propio de H0 y la probabilidad de supervivencia promedio es

〈
SP qch(t)

〉
=

〈
D∑

n,m=1

|c(0)n |2|c(0)m |2e−iωnmt−κω
2
nmt

〉
. (7.9)

El promedio se realiza sobre nd × ni = 104 datos distribuidos entre nd realizaciones de desorden y

ni estados iniciales. Para L = 8, 10, 12, nd = 1000, para L = 14, nd = 500, y para L = 16, nd = 200.

Exploramos la dinámica de un quench para estados iniciales con enerǵıa en medio y en las colas del

espectro.
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Figura 7.1: Las fluctuaciones dinámicas de la probabilidad de supervivencia disminuyen al abrir el
sistema. La figura muestra la evolución completa de la probabilidad de supervivencia para un estado
inicial de Gibbs con β = 0,1 y una única realización de un modelo de esṕın 1/2. La curva tenue
representa el modelo aislado (κ = 0,0) y la curva roja es para el sistema abierto (κ = 0,05). La ĺınea
discontinua horizontal da el valor de saturación de la dinámica, que coincide con IPR0 [Eq. (7.12)].
El tiempo está en unidades del parámetro J del modelo.

Las fluctuaciones temporales de los valores de la probabilidad de supervivencia se reducen

abriendo el sistema [23, 25, 95]. Esto se ilustra en la Fig. 7.1, donde consideramos un único estado

de Gibbs con β =0.1 como estado inicial y una única realización de desorden de un modelo de

esṕın caótico y comparamos la evolución de SP β=0,1(t) para el sistema aislado (curva tenue) con

la evolución de SP β=0,1(t) para el sistema abierto que experimenta decoherencia energética (curva

roja). Dado que el modelo es caótico, la probabilidad de supervivencia presenta la t́ıpica estructura

pendiente-mı́nimo-rampa-plateau, es decir, el hoyo de correlaciones, debajo de la ĺınea discontinua

horizontal que indica la saturación de la dinámica (plateau). Las fluctuaciones se reducen signifi-

cativamente al abrir el sistema, especialmente durante la rampa hacia el plateau y después de la

saturación, lo que debeŕıa facilitar la detección experimental del hoyo de correlaciones [229].

En el sistema abierto, los efectos de considerar promedios son inducidos por el entorno. En

ambos casos, el de SP (t) que evoluciona en un sistema abierto y el de la probabilidad de supervivencia

que evoluciona en un sistema aislado y se promedia sobre un ensamble, 〈SP (t)〉, la evolución es en

efecto no unitaria y se describe mediante un canal cuántico mixto-unitario [95].

La cuestión abordada en este trabajo va más allá de la reducción de fluctuaciones lograda

con la Eq. (7.6). Queremos saber si, al abrir el sistema, las fluctuaciones relativas, determinadas por

RSP (t) en la Eq. (7.1), disminuyen con el tamaño del sistema, asegurando aśı el autopromedio.
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7.2. Varianza relativa de la probabilidad de supervivencia en

sistemas abiertos

Las expresiones anaĺıticas para la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia en

tiempos cortos y largos para el sistema abierto se pueden obtener de la siguiente manera.

Tiempos cortos

Comencemos por la expansión de Taylor de SP (t) para t→ 0. Las potencias impares µ de

ωnm se cancelan, porque
∑N
n,m=1(En − Em)µ = 0. Como κ, t � 1, mantenemos solo los términos

proporcionales a κjtk con j + k ≤ 4 y obtenemos

〈SP (t→ 0)〉 ≈ 1− 〈a2〉
(
κt+

t2

2

)
+ 〈a4〉

(
κ2t2

2
+
κt3

2
+
t4

24

)
,

donde

a2 =

D∑
n,m=1

|c(0)n |2|c(0)m |2ω2
nm,

= 2

 D∑
n

|c(0)n |2E2
n −

(
D∑
n

|c(0)n |2En

)2
 = 2Γ2, (7.10)

Γ es el ancho de la distribución de enerǵıa del estado inicial, y

a4 =

D∑
n,m=1

|c(0)n |2|c(0)m |2ω4
nm.

Para el promedio de la probabilidad de supervivencia al cuadrado, obtenemos

〈SP (t→ 0)2〉 ≈ 1− 2〈a2〉
(
κt+

t2

2

)
+ 〈a22〉

(
κt+

t2

2

)2

+ 2〈a4〉
(
κ2t2

2
+
κt3

2
+
t4

24

)
.

Esto implica que la varianza relativa en tiempos cortos es aproximadamente

RSP (t→ 0) ≈ σ2
a2

(
κ2t2 + κt3 +

t4

4

)
, (7.11)

donde la varianza (Γa2)
2

= 4Γ2
σ2 . El ancho σ de la distribución de enerǵıa del estado inicial |Ψ(0)〉

depende del número de estados directamente acoplados a él. A medida que el tamaño del sistema

crece, el rango de valores de este número también aumenta, por lo que esperamos que Γσ2 crezca, lo

que justifica la falta de autopromedio para la probabilidad de supervivencia en tiempos muy cortos

incluso después de abrir el sistema.
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Tiempos largos

En el ĺımite t → ∞, los términos en la suma para la probabilidad de supervivencia en la

Ec. (7.6) son cero, a menos que n = m, por lo que el promedio a tiempo infinito para κ 6= 0 o para

κ = 0 da

SP =

D∑
n=1

|c(0)n |4 = IPR0. (7.12)

Este valor de saturación corresponde al “plateau”, como se muestra en la Fig. 7.1, que es el IPR del

estado inicial escrito en la eigenbase de enerǵıa.

De manera similar, para κ 6= 0, la media del cuadrado de la probabilidad de supervivencia

SP 2 =

D∑
n,m=1

|c(0)n |2|c(0)m |2e−iωnmt−κω2
nmt

×
D∑

p,q=1

|c(0)p |2|c(0)q |2e−iωpqt−κω
2
pqt, (7.13)

es distinto de cero para n = m y p = q. De acuerdo con la Ec. (7.12), el promedio al tiempo infinito

de la varianza relativa de SP (t) está dado entonces por la varianza relativa del IPR0 del estado

inicial

Rκ 6=0
SP =

σ2
IPR0

〈IPR0|IPR0〉2
. (7.14)

Por lo tanto, el escalamiento de Rκ6=0
SP con el tamaño del sistema de sistemas abiertos depende del

modelo y de los estados iniciales. La Ec. (7.14) es un resultado crucial de este parte de la investi-

gación. Indica que el análisis a largo plazo de las propiedades de autopromedio de la probabilidad

de supervivencia en sistemas abiertos se reduce al análisis del comportamiento de autopromedio del

estado inicial, es decir, de IPR0. Esto significa que las estructuras de los eigenestados que participan

en la evolución del estado inicial determinan si se aplica o no el autopromedio.

En el caso particular de los estados de Gibbs iniciales

Rκ6=0
SPβ

=

〈
Z(2β)2

Z(β)4

〉
−
〈
Z(2β)

Z(β)2

〉2

〈
Z(2β)

Z(β)2

〉2 , (7.15)

lo que significa que para una temperatura infinita

Rκ6=0
SPβ=0 → 0, (7.16)

y el autopromedio está garantizado para cualquier sistema. Este no es necesariamente el caso para

estados de Gibbs con temperatura finita y para estados iniciales en la dinámica de un quench, como

se muestra en las siguientes secciones.
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Figura 7.2: Evolución del promedio de la probabilidad de supervivencia: (a) 〈SP β=0,0(t)〉, (b)
〈SP β=0,1(t)〉, y (c) 〈SP qch(t)〉, y sus varianzas relativas correspondientes: (d) RSPβ=0,0(t), (e)
RSPβ=0,1(t), y (f) RSP qch(t) para matrices aleatorias GOE. Los colores tenues corresponden al mo-
delo aislado (κ = 0) y los colores oscuros corresponden al caso abierto (κ = 0,05). El recuadro de

la Fig. 7.2(e) [Fig. 7.2(f)] muestra el análisis de escalamiento para Rκ 6=0
SPβ=0,1 [Rκ6=0

SP qch
] y la ĺınea roja

indica el ajuste Rκ 6=0
SPβ=0,1 ≈ D−0,5 [Rκ6=0

SP qch
≈ 1,83D−0,96, de acuerdo con la expresión anaĺıtica en

Eq. (7.20)].

Nótese que para el sistema aislado, κ = 0, el resultado para RSP cambia significativamente,

porque en la Ec. (7.13) el término para n = q y m = p con n 6= m y p 6= q también es distinto de

cero, lo que da

Rκ=0
SP =

〈∑
n 6=m |c

(0)
n |4|c(0)m |4

〉
〈∑

n |c
(0)
n |4

〉2 . (7.17)

Esta ecuación conduce a resultados que son completamente diferentes de los de κ 6= 0 en la ecuación

Eq. (7.14). Tomemos, por ejemplo, el caso de β = 0 y |c(0)n |2 = 1/D. Tenemos que

Rκ=0
SPβ=0 =

1/D2 − 1/D3

1/D2
≈ 1, (7.18)

lo cual está en marcado contraste con la varianza relativa cero obtenida en Eq. (7.16).

7.3. Resultados: Matrices aleatorias

En esta sección, analizamos la evolución de la probabilidad de supervivencia bajo matrices

completamente aleatorias de GOE (Ec. (2.1)), matrices aleatorias de PBRM (Ec. (3.2)) y matrices
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aleatorias de RPE (Ec. (3.3)). Por sus propiedades, estos modelos nos permiten explorar los efectos

de abrir el sistema sobre los reǵımenes extendido y localizado.

Ensamble gaussiano ortogonal

En la Fig. 7.2, mostramos la evolución completa bajo matrices GOE de 〈SP β=0(t)〉 [Fig. 7.2(a)]

y su varianza relativa [Fig. 7.2(d)], de 〈SP β 6=0(t)〉 [Fig. 7.2(b)] y su varianza relativa [Fig. 7.2(e)],

y de 〈SP qch(t)〉 [ Fig. 7.2(c)] y su varianza relativa [Fig. 7.2(f)]. Los colores tenues se utilizan para

el caso aislado (κ = 0), y los colores oscuros dan los resultados para el sistema abierto (κ = 0,05).

Además de reducir las fluctuaciones a lo largo de la dinámica, se ve que la decoherencia de enerǵıa

ralentiza el decaimiento inicial del promedio de la probabilidad de supervivencia en Fig. 7.2(a) y

Fig. 7.2(c), suprimiendo las oscilaciones que están asociadas con los colas de la distribución de enerǵıa

del estado inicial [69,70]. También se observa que la saturación de la varianza relativa tarda mucho

más en ocurrir en las Figs. 7.2(e)-(f) que la saturación de 〈SP (t)〉 en las Figs. 7.2(a)-(c).

Para tiempos muy cortos, RSPβ=0(t → 0), RSPβ 6=0(t → 0), y RSP qch(t → 0) son muy pequeños, y

según la Ec. (7.11), no hay autopromedio para la dinámica aislada o abierta en matrices GOE, ya

que σ2
d2

crece a medida que D aumenta. Verificamos esto numéricamente, pero no se ve en las escalas

de tiempo de las Figs. 7.2(d)-(f).

Para tiempos largos, más allá del hoyo de correlaciones de 〈SP (t)〉, las varianzas relativas

para el ensamble GOE aislado en las Figs. 7.2(d)-(f) tienden a 1 para cualquier D grande. Esto

concuerda con la Ec. (7.18) e indica la falta de autopromedio. Esta imagen se invierte para el

sistema abierto en los tres casos: Rκ6=0
SPβ=0 en la Fig. 7.2(d) tiende a cero, como se justifica con la

derivación de la Ec. (7.16), y tanto Rκ6=0
SPβ 6=0 como Rκ 6=0

SP qch
son ∝ 1/D, lo que indica un “súper”

autopromedio [92], como se muestra en los recuadros de las figuras 7.2(e)-(f).

El comportamiento Rκ6=0
SP qch

∝ 1/D se puede explicar utilizando Eq. (7.14) y el hecho de

que c
(0)
n son números aleatorios gaussianos que satisfacen

∑
n |c

(0)
n |2 = 1. Teniendo en cuenta que

los diferentes eigenestados de las matrices GOE son estad́ısticamente independientes, tenemos que〈
|c(0)n |4|c(0)m |4

∣∣∣|c(0)n |4|c(0)m |4〉 =
〈
|c(0)n |4

∣∣∣|c(0)n |4〉〈|c(0)m |4∣∣∣|c(0)m |4〉 para n 6= m, lo que lleva a

σ2
IPR0

=

〈
D∑

n,m=1

|c(0)n |4|c(0)m |4
∣∣∣∣∣

D∑
n,m=1

|c(0)n |4|c(0)m |4
〉
−

〈
D∑
n=1

|c(0)n |4
∣∣∣∣∣
D∑
n=1

|c(0)n |4
〉〈

D∑
m=1

|c(0)m |4
∣∣∣∣∣
D∑
m=1

|c(0)m |4
〉

=

D∑
n,m=1

[〈
|c(0)n |4|c(0)m |4

∣∣∣|c(0)n |4|c(0)m |4〉− 〈|c(0)n |4∣∣∣|c(0)n |4〉〈|c(0)m |4∣∣∣|c(0)m |4〉]

=

D∑
n=1

[〈
|c(0)n |8

∣∣∣|c(0)n |8〉− 〈|c(0)n |4∣∣∣|c(0)n |4〉2] ∼ O(N−3). (7.19)
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Al mismo tiempo, 〈IPR0〉 ∼ 3/D, por lo que

Rκ6=0
SP qch

∝ 1/D, (7.20)

como se confirma en el recuadro de la Fig. 7.2(f). Los resultados contrastantes para RSP para

sistemas cerrados y abiertos también se pueden entender a partir del análisis de la distribución de

los valores de SP (t) en tiempos posteriores a la saturación de la dinámica. Para el sistema aislado,

la distribución es exponencial, por lo que el ancho coincide con la media [93] y Rκ=0
SP = 1. Al abrir

el sistema, la distribución se aproxima a una función delta para SP β=0(t → ∞), gaussiana para

SP β=0,1(t → ∞), y tipo Fréchet para SP qch(t → ∞), por lo que el ancho puede disminuir con

respecto a la media, lo que permite el decaimiento de la varianza relativa a medida que D aumenta.

También es importante destacar el comportamiento de la varianza relativa en la región del

hoyo de correlaciones. En la escala de tiempo en la que comienza la rampa, RSP (t) aumenta hasta sus

valores más altos para los modelos aislados y abiertos porque 〈SP (t)〉 alcanza su valor mı́nimo. Más

allá de este punto, Rκ 6=0
SP (t) disminuye monótonamente (hasta la saturación), mientras que Rκ=0

SP (t)

se satura a 1. En pocas palabras, aparte de tiempos muy cortos, el autopromedio se mantiene a lo

largo de la evolución de los sistemas abiertos en Fig. 7.2(d) y Fig. 7.2(f). En Fig. 7.2(e), donde el

estado inicial está demasiado cerca del borde del espectro, la descomposición de Rκ6=0
SPβ=0,1(t) con D

es evidente solo después de la saturación. Profundizamos la discusión sobre cómo Rκ6=0
SP (t) puede

depender de la elección del estado inicial en las próximas dos secciones.

Matrices aleatorias de bandas

Estudiaremos el autopromedio de la probabilidad de supervivencia en matrices de PBRM (3.2).

Para este modelo α ∈ (0,∞) es un parámetro de control y muestra una transición de fase determi-

nada por el valor de α. Para α < 1, el sistema está en el régimen caótico (deslocalizado), mientras

que para α > 1, el sistema está en el régimen localizado.

En las Figs. 7.3(a)-(b), mostramos resultados para la varianza relativa de la probabilidad

de supervivencia de PBRM en la fase deslocalizada [α = 0,3 en la Fig. 7.3(a)] y en la fase localizada

[α = 3 en la Fig. 7.3(b)]. Consideramos el caso de la dinámica de quench, donde el hamiltoniano

inicial H0 es la parte diagonal del PBRM. Los estados iniciales tienen enerǵıa E(0) en el medio del

espectro. Los colores tenues son para el sistema aislado y los colores oscuros son para el sistema

abierto.

En la fase deslocalizada del modelo PBRM abierto, hay falta de autopromedio solo en

tiempos muy cortos, de acuerdo con la Ec. (7.11), pero pronto las curvas se cruzan, asegurando el

autopromedio a lo largo de la dinámica. El análisis de escalamiento en el recuadro de la Fig. 7.3(a)

indica que Rκ 6=0
SP qch

∝ D−0,9, similar a lo que se encontró para el modelo GOE en el recuadro de la

Fig. 7.2(f).
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Figura 7.3: Evolución completa de RSP qch(t) de la dinámica de un quench para (a,b) PBRM y (d,e)
el RPE. Los paneles (a,d) son para el régimen deslocalizado (α = 0,3, γ = 0,7) y los paneles (b,e)
son para el régimen localizado (α = 3,0, γ = 2,6). Los colores tenues son para el modelo aislado
y los colores oscuros son para el modelo abierto. El análisis de escalamiento en el recuadro del

panel (a) da el ajuste Rκ6=0
SP qch

= 1,52D−0,90, en el panel (d) Rκ 6=0
SP qch

= 3,83D−1,0, y en el panel

(e) Rκ 6=0
SP qch

= 0,15D−0,29. El panel (c) para el modelo PBRM [panel (f) para el RPE proporciona

el exponente ν obtenido a partir del análisis de escala de Rκ6=0
SP qch

∝ Dν en función del parámetro
de control α y γ respectivamente. La ĺınea azul delgada en los paneles (c) y (f) son gúıas, la ĺınea
marrón gruesa en el panel (f) corresponde a la Ec. (7.22).
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Los resultados para la fase localizada en la Fig. 7.3(b) son muy diferentes de la fase deslo-

calizada. Aunque las fluctuaciones relativas se reducen al abrir el sistema, Rκ 6=0
SP qch

(t) < Rκ=0
SP qch(t), la

varianza relativa para κ 6= 0 no disminuye a medida que D aumenta. El recuadro en la Fig. 7.3(b)

deja en claro que Rκ 6=0
SP qch

como función de D es aproximadamente constante. Esto contrasta con el

caso de un estado de Gibbs con β = 0,1, para el cual Rκ6=0
SPβ=0,1 en la fase localizada disminuye con

D (no se muestra). Estos diferentes comportamientos indican el papel importante del estado inicial

y los diversos grados de fluctuaciones en diferentes partes del espectro.

En la Fig. 7.3(c), analizamos la dependencia de las propiedades de autopromedio de SP qch(t)

en el parámetro de control α. Nos centramos en los estados iniciales en el medio del espectro y la

varianza relativa después de la saturación. Realizamos un análisis de escalamiento de

Rκ6=0
SP qch

∝ Dν (7.21)

y muestra ν como una función de α. Si ν ≥ 0, entonces SP qch(t → ∞) no es autopromediable,

y es autopromediable en caso contrario. La Figura 7.3(c) confirma que el autopromedio se cum-

ple para estados iniciales con E(0) ∼ 0 solo en el régimen deslocalizado. Observamos el siguiente

comportamiento:

(i) El exponente ν < 0 para α . 1/2, donde PBRM es similar al caso GOE [117].

(ii) A medida que α se acerca al punto cŕıtico αc = 1, vemos que ν crece significativamente,

lo que indica una fuerte falta de autopromedio. Esto es consistente con las expectativas de que, en

un punto cŕıtico, las estructuras de los estados vaŕıan considerablemente. El exponente ν alcanza su

máximo cerca del punto de transición de deslocalización-localización.

(iii) El valor de ν luego disminuye en la fase localizada. Para 1 < α . 3/2, donde se observa

una dinámica superdifusiva en un tiempo corto, ν sigue siendo positivo. El exponente ν → 0 para

α > 3/2, donde la falta de autopromedio puede atribuirse a las colas de la ley de potencia de los

eigenestados localizados.

Ensamble Rosenzweig-Porter

Estudiaremos las caracteŕısticas del autopromedio en matrices de RPE (Ec. (3.3)) donde

etiquetaremos el parámetro de control del modelo como γ ∈ R. Este ensamble muestra un transición

de una una fase ergódica (caótica) (γ < 1) a una fase extendida no ergódica que tiene eigenestados

multifractales (1 < γ < 2), y una fase localizada (γ > 2) [120, 140–142]. Estas transiciones de fase

se han explorado experimentalmente en resonadores de microondas [230]. Se han observado fases

multifractales no triviales similares a las del RPE en otros modelos de matrices aleatorias [231–238]

y sistemas desordenados de muchos cuerpos [9,239,240]. En las Figs. 7.3(d)-(e), mostramos resultados

para la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia del RPE en la fase ergódica [γ = 0,7

en la Fig. 7.3(d)] y en la fase localizada [γ = 2,6 en la Fig. 7.3(e)]. Consideramos la dinámica de
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Figura 7.4: Evolución completa de RSP qch(t) bajo el modelo de Heisenberg con desorden en (a) el
régimen caótico (h = 0,5) y (b) el régimen localizado (h = 5,0). Los colores tenues corresponden
al modelo aislado y los colores oscuros al modelo abierto. De arriba a abajo en tiempos largos
en (a), las ĺıneas oscuras corresponden a los siguientes tamaños de sistema: L = 8 → D = 70,
L = 10 → D = 252, L = 12 → D = 924, L = 14 → D = 3432 y L = 16 → D = 12870. El

análisis de escala en el recuadro del panel (a) da el ajuste Rκ6=0
SP qch

= 0,92D−0,47, y en el panel

(b) Rκ6=0
SP qch

= 0,12D0,13. El panel (c) da la potencia ν, obtenida a partir del análisis de escala de

Rκ 6=0
SP qch

∝ Dν , como una función de la magnitud del desorden h.

un quench, donde el estado inicial proviene de la parte diagonal del RPE y tiene enerǵıa E(0) en el

medio del espectro. Los colores tenues son para el modelo aislado y los colores oscuros son para el

sistema abierto.

Los resultados para el régimen ergódico de RPE en la Fig. 7.3(d) son análogos a los del

modelo PBRM en la Fig. 7.3(a), es decir, al abrir el sistema caótico, inducimos autopromedio y

en tiempos largos Rκ 6=0
SP qch

∝ 1/D, como en el caso de GOE. Menos esperados son los resultados

en la fase localizada en la Fig. 7.3(e), donde el autopromedio se cumple para todas las escalas de

tiempo mostradas en la figura, incluso para el modelo aislado. Además, los efectos de la decoherencia

energética en Rκ6=0
SP qch

(t) se desarrollan solo en tiempos muy largos que aumentan a medida que D

aumenta. Esto sugiere que las estructuras de los eigenestados a diferentes enerǵıas son muy similares

en la fase localizada del RPE. Los resultados del análisis de escalamiento en la Ec. (7.21) para varios

valores de γ se dan en la Fig. 7.3(f) e indican que

ν ≈


−1, γ ≤ 1,

γ − 2, 1 < γ < 2,

1− γ/2, γ ≥ 2.

(7.22)

De este modo, tenemos la siguiente imagen:

(i) En el régimen ergódico (γ < 1), los eigenestados en el centro del espectro son como

vectores aleatorios y la varianza relativa asintótica escala como 1/D, similar a GOE, por lo que

ν ≈ −1.

(ii) En el régimen no ergódico de RPE (1 < γ < 2), la porción principal del espectro
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consiste en eigenestados con 〈IPR〉 ∝ D−D2 , donde D2 es la dimensión de correlación fractal dado

por D2 ≈ 2− γ [120]. De manera similar, la probabilidad de supervivencia asintótica de los estados

iniciales en el medio del espectro escala como D−D2 [241]. Encontramos numéricamente que la

varianza relativa asintótica también escala aproximadamente como D−D2 , por lo tanto ν ≈ γ − 2.

(iii) En γ = 2, donde RPE exhibe una transición de fase de segundo orden de la fase

deslocalizada a la fase localizada, la longitud de correlación diverge siguiendo una ley de potencias y

la densidad de las longitudes de localización en el centro del espectro se vuelve invariante de escala.

Por lo tanto, la varianza de IPR es O(1) mientras que el IPR en śı también es O(1), lo que lleva a

ν ≈ 0. De manera similar a lo que se observa para el PBRM en la Fig. 7.3(c), en el punto de transición

de deslocalización-localización, la decoherencia de enerǵıa no puede imponer el autopromedio.

(iv) En el régimen localizado (γ > 2), la dimensión D2 = 0 [120], por lo que la media

asintótica de la probabilidad de supervivencia es O(1), mientras que la fluctuación en el IPR0 está

dictada por los pequeños componentes en la cola de los estados, lo que lleva a ν ≈ 1 − γ/2. En

consecuencia, ν < 0, lo que indica la presencia de autopromedio.

En resumen, al abrir el sistema, la probabilidad de supervivencia para los estados iniciales

en el medio del espectro se vuelve autopromediable para el modelo PBRM y el RPE en el régimen

caótico. El método falla en el punto cŕıtico de transición de localización para ambos sistemas y en

la fase localizada para el modelo PBRM.

7.4. Resultados: Modelo de Heisenberg de part́ıculas de esṕın-

1/2

El análisis del autopromedio realizado anteriormente para diferentes tipos de matrices alea-

torias sienta las bases para el estudio del autopromedio en modelos f́ısicos. En particular, las discu-

siones anteriores anticipan diferencias en las fases ergódicas y no ergódicas y una posible dependencia

de la enerǵıa de los estados iniciales.

Consideramos el modelo Heisenberg unidimensional de esṕın 1/2 con desorden en cada sitio (Ec. (3.4)),

que se ha investigado ampliamente en el contexto de la localización de muchos cuerpos tanto teórica

como experimentalmente [12,45,143,145,150,242]. Fijamos J = 1, hk son números aleatorios distri-

buidos uniformemente en [−h, h] y h es la magnitud del desorden, con h el parámetro de control y

se utilizan condiciones de contorno abiertas.

Comenzamos el análisis del autopromedio en Sec. 7.4 con estados iniciales con enerǵıa E(0) en la

mitad del espectro. Se consideran varios valores de h.
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Resultados: Estados iniciales en el centro del espectro

En las Figs. 7.4(a)-(b), mostramos la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia

para el modelo de esṕın 1/2 desordenado en el régimen caótico [Fig. 7.4(a)] y en la fase localizada

[Fig. 7.4(b)], donde el estado inicial tiene enerǵıa E(0) en el medio del espectro. Los colores tenues

son para el modelo aislado y los colores oscuros son para el sistema abierto.

En lo profundo del régimen caótico (h . 1), los resultados son comparables a los de las

matrices aleatorias en la Fig. 7.2(f) y en la Fig. 7.3(a,d). Los resultados siguen la imagen genérica,

es decir, en la fase caótica y para estados iniciales proyectados en eigenestados de enerǵıa caótica,

la probabilidad de supervivencia en las escalas de tiempo del hoyo de correlaciones y más allá se

vuelve autopromediable si abrimos el sistema a un entorno de decoherencia. Sin embargo, observe

que ν es negativo en el recuadro de la Fig. 7.4(a), pero no llega a -1 como en GOE. Esto se debe

a que incluso los eigenestados altamente excitados en el medio del espectro no son ergódicos en el

sentido de la medida de Haar [45].

El inicio del autopromedio podŕıa facilitar la detección experimental del hoyo de correlacio-

nes [229], ya que en presencia de un entorno de decoherencia, se podŕıa reducir la cantidad de estados

iniciales y realizaciones de desorden para los estudios experimentales. Pero la fuerza del decoherencia

no debeŕıa ser demasiado grande para evitar la supresión del hoyo de correlaciones [163].

En la fase localizada, las fluctuaciones son grandes y no se logra el autopromedio a través

del entorno. El escenario es incluso peor que en el modelo PBRM de la Fig. 7.3(b), ya que para

el modelo de esṕın de la Fig. 7.4(b), Rκ 6=0
SP qch

(t) aumenta con D. Este comportamiento también se

muestra para el valor asintótico de la varianza relativa en el recuadro de la Fig. 7.4(b). En función de

los tamaños de sistema disponibles, no podemos decir si Rκ6=0
SP qch

convergerá eventualmente a Rκ=0
SP qch

,

pero los resultados apuntan a las dificultades asociadas con el análisis numérico de la localización

de muchos cuerpos. El problema no es solo el espacio de Hilbert exponencialmente grande en L sino

también las grandes fluctuaciones con las que uno tiene que lidiar [37].

En la Fig. 7.4(c), se muestra ν obtenido con la Eq. (7.21) como una función de la fuerza

del desorden h. Existe un paralelismo con el análisis para el modelo PBRM en la Fig. 7.3(c), en

el sentido de que ambos modelos no muestran autopromedio fuera del régimen caótico, pero los

resultados son peores para el modelo de esṕın. En este caso, ν > 0 para cualquier h > 1, mientras

que para el modelo PBRM, ν > 0 solo en la vecindad del punto cŕıtico.

La comparación entre Fig. 7.3(c), Fig. 7.3(f), y Fig. 7.4(c) alimenta la especulación sobre

el papel de ν en el estudio de la localización de muchos cuerpos. Por ejemplo, de manera similar

al PBRM y RPE, el exponente ν para el modelo de esṕın desordenado también alcanza un valor

máximo en un punto que podŕıa estar asociado con una transición. Sin embargo, dados los tamaños

limitados de los sistemas disponibles para estudios numéricos, es dif́ıcil profundizar en este tema.
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Resultados: Estados iniciales en las colas del espectro
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Figura 7.5: Promedio a tiempo infinito de la varianza relativa, (a,b) Rκ6=0

Sβ=0,1
P

y (c,d) Rκ6=0
SP qch−min

,

en función del tamaño del espacio de Hilbert. La evolución se realiza bajo el modelo de Heisenberg
con desorden en (a,c) el régimen caótico y (b,d) la fase localizada. Contrariamente a la Fig. 7.4, el

estado inicial en la dinámica del quench tiene la enerǵıa más baja. Los ajustes son: (a) Rκ6=0
SPβ=0,1 =

2,5×10−7D0,10 (b) Rκ6=0
SPβ=0,1 = 2,3×10−3D0,10 (c) Rκ6=0

SP qch−min
= 4,7×10−2D0,22, y (d) Rκ6=0

SP qch−min
=

5,7× 10−2D0,09.

Motivados por la discusión en la Sec. 7.3 sobre el diferente comportamiento con d de Rκ 6=0
SP qch

(enerǵıa del estado inicial en el medio del espectro) y Rκ6=0
SPβ=0,1 (enerǵıa del estado inicial en el borde

inferior del espectro) para el modelo PBRM en la fase localizada, ahora investigamos cómo los

resultados presentados en la Fig. 7.4 para el modelo de esṕın se ven afectados por la elección de los

estados iniciales. Para este estudio, consideramos solo estados iniciales con enerǵıas muy bajas, por

lo que nos referimos a la varianza relativa asintótica obtenida para la dinámica del quench como

Rκ 6=0
SP qch−min

.

En la Fig. 7.5, presentamos un análisis de escala del promedio de tiempo infinito de la

varianza relativa para el estado inicial de Gibbs con β = 0,1 para el modelo de esṕın en la fase

caótica [Fig. 7.5(a)] y localizada [Fig. 7.5(b)] y para el estado inicial extinguido en la parte de

menor enerǵıa del espectro para el modelo de esṕın en la fase caótica [Fig. 7.5(c)] y localizada

[Fig. 7.5(d)]. Todos los paneles manifiestan una falta de autopromedio. El exponente ν es pequeño

pero positivo en todos los casos. El peor escenario ocurre en el régimen caótico para la dinámica

del quench en el borde del espectro [Fig. 7.5(c)]. Las correlaciones espectrales como en la teoŕıa de

matrices aleatorias y los eigenestados caóticos solo están presentes en la mayor parte del espectro

de los sistemas cuánticos caóticos de muchos cuerpos, mientras que los bordes exhiben estados con

estructuras altamente fluctuantes [105,243]. Esto está relacionado con la densidad de estados de los

sistemas de muchos cuerpos con acoplamientos de dos cuerpos, que es gaussiana [173], lo que implica
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que los estados más cercanos a los bordes están más localizados.

7.5. Conclusiones

Abrir los sistemas cuánticos de muchos cuerpos a un entorno con decoherencia de enerǵıa

tienen efecto en reducir las fluctuaciones dinámicas lo que motivo a estudiar el autopromedio en la

probabilidad de supervivencia en los sistemas f́ısicos.

Se mostró que en matrices completamente aleatorias de GOE, abrir el sistema garantiza el auto-

promedio para cualquier estado inicial, mientras que en matrices de PBRM y matrices aleatorias de

Rosenzweig-Porter, donde existe una transición a una fase localizada, no se logra el autopromedio

para su respectivo punto cŕıtico. Además, para matrices de PBRM, la probabilidad de supervivencia

continua siendo no autopromediable en la fase localizada debido al decaimiento de las colas de la

distribución de enerǵıa de los eigenestados localizados. De acuerdo con los resultados anteriores,

la probabilidad de supervivencia se vuelve autopromediable al abrir el modelo de espines 1/2 con

desorden en el régimen caótico y para estados iniciales en la mitad del espectro. Cualquier cambio

en el régimen o en el estado inicial puede afectar el resultado. El autopromedio no se cumple para

ningún estado inicial cuando el modelo de espines deja de ser caótico, y lo mismo sucede incluso en

el régimen caótico si el estado inicial está lejos de la mitad del espectro.

La capacidad de asegurar el autopromedio en tiempos largos está directamente determinada por

las estructuras de los eigenestados en la región del espectro de la enerǵıa del estado inicial. Esto se

debe a que la varianza relativa asintótica de la probabilidad de supervivencia en sistemas abiertos,

Rκ 6=0
SP , coincide con la varianza relativa del IPR del estado inicial [véase la Ec. (7.14)]. La falta de

autopromedio indica que las estructuras de los estados vaŕıan significativamente, como sucede en

los puntos cŕıticos. Por lo tanto, el comportamiento de Rκ6=0
SP nos ayuda a investigar la estructura

de los eigenestados en diferentes partes del espectro y una fuerte falta de autopromedio sugiere la

presencia de puntos cŕıticos. El análisis en este caṕıtulo indica que abrir ligeramente el sistema a

un entorno con una decoherencia de enerǵıa debeŕıa ayudar con la detección experimental del caos

cuántico de muchos cuerpos en sistemas complejos fuera de equilibrio [229]. Esto se debe a que el

entorno asegura el autopromedio en las escalas de tiempo donde emerge el hoyo de correlaciones.
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue contribuir efectivamente en la comprensión de la

dinámica cuántica fuera del equilibrio en sistemas cuánticos de muchos cuerpos. Nos enfocamos en

el estudio de la probabilidad de supervivencia como una observable que contiene bastante infor-

mación sobre las correlaciones espectrales y las correlaciones dinámicas del sistema. Propusimos la

generalización de la probabilidad (SPq(t)) de supervivencia y de la densidad local de estados (gLDoS)

cuyas propiedades permitieron profundizar en el entendimiento sobre la dinámica cuántica. En par-

ticular la SPq(t) permitió observar la relevante contribución de las correlaciones de las componentes

de los eigenestados sobre la dinámica del sistema. Se analizo la desviación estándar de la densidad

de estados generalizada gLDoS, 〈σq〉 y se propone como una cantidad útil para estudiar la transición

extendida-localizada de sistemas cuánticos de muchas part́ıculas. El estudio de la dinámica v́ıa la

SPq(t) revelo los efectos de las correlaciones espectrales fuera de la fase extendida. El estudio del

decaimiento como ley de potencias de SPq(t) dio lugar a los análisis del carácter multifractal de los

eigenestados v́ıa la función de correlación C(t) estableciendo una conexión cuantitativa con la mul-

tifractalidad, caracterizada por la dimensión de correlación D2 y la dinámica del sistema. Nuestros

resultados demostraron que la estructura de las componentes de los eigenestados son relevantes en

el desarrollo de la dinámica. Nuestros resultados indican que es posible estudiar las caracteŕısticas

multifractales ahora sobre la dinámica de una función de correlación generalizada y extender nues-

tros estudios de multifractalidad en sistemas de mayor dimensionalidad.

Además se propone la detección del hoyo de correlaciones como un indicador de caos en siste-

mas cuánticos de muchos cuerpos. Dicha propuesta fue estudiada en diversos modelos y cantidades

dinámicas con bastante éxito, mismo que reflejo al ser verificada en un circuito cuántico y experi-

mentalmente en un arreglo de cúbits superconductores lo que refuerza la relevancia y aplicabilidad

de nuestras contribuciones. Por ultimo se mostró que la caracteŕıstica del autopromedio depende
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de la selección del estado inicial según sea el modelo y en que fase se encuentra. La naturaleza del

estado inicial y del régimen en que cada modelo se encuentra se refleja de inmediato en el comporta-

miento de SP (t). Motivados por estos resultados, nuestra atención se encuentra dirigida a estudiar

las caracteŕısticas multifractales de los eigenestados en sistemas abiertos aśı como sus efectos con la

dinámica del sistema v́ıa la función de correlación.

Por tanto nuestros resultados motivan a profundizar en el estudio de la dinámica en sistemas cuánti-

cos de muchos cuerpos fuera de equilibrio tanto en entornos aislados como abiertos.

Cada caṕıtulo, aunque concluyente, deja muchas preguntas abiertas y dan pie a continuar con nuevas

discusiones. Todos los resultados discutidos aqúı han contribuido exitosamente en el estudio de la

dinámica cuántica, a los estudios de multifractalidad y algunos de ellos dirigidos al campo experi-

mental y al estudio de sistemas abiertos. Finalmente estos resultados han sido reportados en revistas

especializadas.



Apéndice A

Multifractalidad en cadenas de

Fibonacci

Nos interesa estudiar un modelo de Fibonacci como una cadena de L fermiones no inter-

actuantes, descrito por el hamiltoniano,

H =

L−1∑
k=1

Jk,k+1

[
a†kak+1 + aka

†
k+1

]
+

L∑
k=1

tka
†
kak (A.1)

donde a†k, ak son los operadores de creación y aniquilación respectivamente de un fermión en el sitio

k y tk es un potencial binario en el sitio donde tk = (tA, tB) y la cadena de valores en los L sitios se

obtiene aplicando repetidamente la regla de sustitución de Fibonacci, dada por

tA → tAtB

tB → tA

y Jk,k+1 una enerǵıa de acoplamiento discreta y se modula de acuerdo con la secuencia de Fibonacci

anterior. Trabajaremos sobre el modelo diagonal de Fibonacci donde,

Jk,k+1 = J = 1,

tk =

tAtB (A.2)

Para este modelo, podemos elegir tA = −tB = V y tA/tB = V , donde V funcionará como nuestro

parámetro de control. Estudiaremos la evolución temporal de un estado inicial |Ψ(0)〉 mediante el

desplazamiento cuadrático medio [244,245],

∆x2(t) =

D∑
k=1

(k −D/2)
2 |〈Ψ (0)|Ψk (t)〉|2 (A.3)
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Donde nuestro estado inicial es un estado con una enerǵıa en el medio del espectro. La dependencia

temporal de la Ec. (A.3) es

∆x2(t) ∼ tε (A.4)

donde ϵ = 0 implica localización, ϵ = 2 denota una fase extendida. Estudios previos en [71] indican la

conexión inmediata del exponente multifractal D̃2 de la Ec. (2.13) con el exponente δ del decaimiento

como ley de potencias de la función de correlación C(t) de SP (t) para cadenas de Fibonacci de

secuencia igual tA = −tB = V y el modelo no interactuante de Aubry-André.

A.1. Resultados

Comenzamos nuestro análisis reproduciendo algunos resultados de [71] y [244,245] para el

modelo diagonal de Fibonacci. La Fig. A.1 muestra el desplazamiento cuadrático medio. En el panel

(a), para tA = −tB = V , obtuvimos los resultados reportados en [244, 245], donde el exponente ϵ

de ∆x2(t) indica que el sistema está en régimen extendido para V → 0 y que el sistema entra a

la fase localizada para 1.4 . V . Añadimos resultados para el modelo diagonal de Fibonacci, pero

esta vez modificamos la secuencia en la cadena de Fibonacci, como tA = V ∗ tB , lo que generó

un comportamiento interesante en ϵ. En esta ocasión, parece que desplazamos los reǵımenes del

sistema; ahora el sistema presenta un régimen extendido para V = 1. Observamos que un cambio

en la secuencia de la cadena de Fibonacci afecta el comportamiento del sistema con respecto a V .

Por lo tanto, decidimos explorar ambos tipos de secuencia para el modelo diagonal de Fibonacci.

La Fig. A.2 muestra los resultados numéricos para la probabilidad de supervivencia SP (t) (Ec. (4.1))

0 1 2 3 4
V

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

ε

0 1 2 3 4
V

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

(a) (b)

Figura A.1: Exponente ϵ del desplazamiento cuadrático medio ∆x2(t) de un estado inicial cuya
enerǵıa se encuentra en el centro del espectro del modelo diagonal de Fibonacci con D = 1001 sitios
frente a diferentes valores de V . El panel (a) corresponde a la secuencia tA = −tB = V y (b) a la
secuencia tA = V ∗ tB con tB = 1.

y su función de correlación C(t) para una única realización del modelo diagonal de Fibonacci con una

secuencia igual a tA = −tB = V . Los ajustes para obtener el exponente γ del decaimiento como ley

de potencias de SP (t) se realizaron sobre el running-average de SP (t) (curvas color negro). Podemos

observar que la región del decaimiento como ley de potencias es amplia y clara. El exponente aumenta
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Figura A.2: SP (t) y C(t) para el modelo diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a tA =
−tB = V para diferentes valores del parámetro de control V . Las curvas grises corresponden a
los resultados numéricos de SP (t), las curvas de color negro son resultado de un running average
sobre SP y las curvas rojas son para C(t). Los ajustes para obtener el exponente γ del decaimiento
como ley de potencias de SP (t) se realizaron sobre el running-average y sobre la misma región
de tiempo se obtuvo el exponente δ del decaimiento como ley de potencias para C(t). Las ĺıneas
discontinuas verdes representan ajustes en la región de decaimiento de la ley de potencia para SP (t)
y las ĺıneas discontinuas azules son ajustes sobre a C(t). El tamaño del sistema es D = 17711 y se ha
realizado una sola realización. Nuestro estado inicial es aquel cuya enerǵıa se encuentra en el centro
del espectro.

a medida que V aumenta. También podemos observar que, a medida que el sistema entra en la región

localizada, el ruido aumenta, pero el decaimiento se observa claramente.

El recuadro de la Fig. A.3 muestra el comportamiento de la función Ec. 2.13 con respecto a l,

tomamos los ajustes en una región l→ 0 y donde se exhibe un comportamiento lineal con pendiente

positiva, en este caso y para l pequeña el crecimiento de la Ec. 2.13 es claro. Observamos como la

función β(l) inicia con una pendiente cercana a 1 y se va haciendo cada vez más horizontal conforme

V aumenta, es decir, el exponente D̃2 se acerca a cero, lo cual es esperado de una cantidad que

mide la estructura de los eigenestados del sistema pero es importante notar que D̃2 ∼ 0.8479 para la

región extendida como reporta [71], en este sistema tenemos este ĺımite superior y no coincide con

D̃2 = 1 para GOE, sin embargo, el análisis dinámico por ∆x2(t) se obtiene un exponente ϵ = 2 en

este régimen.

La Fig. A.3 es un reproducción de los resultados de [71] y muestra una comparación entre los

exponentes γ de SP (t), δ de C(t) obtenidos mediante un ajuste como en Fig. A.2 y el exponente D̃2

obtenido por Ec. 2.13. Observamos que no hay correspondencia entre γ y δ y D̃2 para valores h < 0,5.

El origen de γ dentro de la fase extendida se debe a las colas del espectro de enerǵıa, fuera de esta

región se cree que su decaimiento se atribuye a las propiedades multifractales de los eigenestados

del sistema. Por lo tanto, ni δ ni D̃2 no detectan las contribuciones de las correlaciones del espectro

de enerǵıa dentro de la región extendida. Se observa inmediatamente una correspondencia entre
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Figura A.3: La figura principal muestra los exponentes γ, δ y D̃2 con respecto a V para el modelo
diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a tA = −tB = V . Los exponentes γ y δ se obtuvieron
mediante SP (t) y C(t) para una realización con un tamaño de sistema D = 17711. D̃2 se obtuvo
mediante el ajuste de la Ec. (2.13). En el recuadro se muestra el comportamiento de la Ec. (2.13)
para el modelo diagonal Fibonacci con una secuencia igual a tA = −tB = V para diferentes valores
de V (ĺıneas color negro). Los resultados comienzan en V =0.2 con incrementos de 0.2 hasta V = 3.
Las ĺıneas rojas son ajustes sobre β(l) (Ec. (2.13)). El tamaño del sistema es D = 17711 y se ha
tomado una realización. Nuestro estado inicial es aquel cuya enerǵıa está en el centro del espectro.

δ y D̃2. Esto significa que δ mide la estructura de los componentes del estado inicial según la

distribución del espectro de enerǵıa. Esta figura muestra la primera conexión de la multifractalidad

con la dinámica del sistema ya que D̃2 se relaciona directamente con el exponente δ a través de la

función de correlación de C(t). Podŕıamos afirmar que la correspondencia entre γ, δ y D̃2 indica que

las correlaciones del espectro de enerǵıa dejan de ser relevantes para valores de 0,5 < h, pero existen.

La Fig. A.4 muestra los resultados numéricos la probabilidad de supervivencia SP (t) (ĺıneas grises)

y su función de correlación C(t) para una única realización del modelo diagonal de Fibonacci con una

secuencia igual a tA = V ∗tB fijando tB = 1.0 . El exponente γ del decaimiento como ley de potencias

de SP (t) se obtuvieron del running-average de SP (t) (curvas color negro). Se observa que SP (t) y

C(t) se comportan, en general, muy bien para todos los valores de V ; la región del decaimiento como

ley de potencias es clara amplia como para obtener un buen ajuste. El comportamiento de SP (t)

para esta secuencia es mucho menos ruidoso que el de la secuencia anterior de la Fig. A.2, por lo

que resulta más conveniente al estudiar los decaimientos. Sin embargo, los resultados de la Fig. A.1

muestran cómo el cambio de secuencia tiene efectos importantes en la transición del sistema de una

fase a otra. Estos efectos se reflejan en la dinámica, donde el sistema alcanza la fase localizada para

valores muy grandes de V . Observamos que el exponente δ crece a medida que V crece. El recuadro

de la Fig. A.5 muestra el comportamiento de la función Eq.2.13 con respecto a l para el modelo

Fibonacci diagonal para la secuencia tA = V ∗ tB con tB = 1. Tomamos los ajustes en una región

l → 0 y donde se exhibe un comportamiento lineal con pendiente positiva, en este caso y para l
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Figura A.4: SP (t) y C(t) para el modelo diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a tA = V ∗tB
para diferentes valores del parámetro de control V . Las curvas grises corresponden a los resultados
numéricos de SP (t), las curvas de color negro son resultado de un running-average sobre SP y las
curvas rojas son para C(t). Los ajustes para obtener el exponente γ del decaimiento como ley de
potencias de SP (t) se realizaron sobre el running-average y sobre la misma región de tiempo se
obtuvo el exponente δ del decaimiento como ley de potencias para C(t). Las ĺıneas discontinuas
verdes representan ajustes en la región de decaimiento de la ley de potencia para SP (t) y las ĺıneas
discontinuas azules son ajustes sobre a C(t). El tamaño del sistema es D = 17711 y se ha realizado
una sola realización. Nuestro estado inicial es aquel cuya enerǵıa se encuentra en el centro del
espectro.
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Figura A.5: La figura principal muestra los exponentes γ, δ y D̃2 con respecto a V para el modelo
diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a tA = V ∗ tB con tB = 1. Los exponentes γ y δ se
obtuvieron mediante SP (t) y C(t) para una realización con un tamaño de sistema D = 17711. D̃2
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diferentes valores de V (ĺıneas color negro). Los resultados corresponden a puntos de V comenzando
en V =0.2 con incrementos de 0.2 hasta V = 3. Las ĺıneas rojas son ajustes sobre β(l) (Ec. (2.13)).
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pequeño el crecimiento de Ec.(2.13) es claro. Aqúı podemos observar los efectos que tiene cambiar

la secuencia sobre D̃2. El comportamiento de la pendiente de β(l) para V = 1 es más grande que

para cualquier valor de V .

La Fig. A.5 muestra una comparación entre los exponentes γ de SP (t), δ de C(t) y el exponente

D̃2 de la Ec. 2.13 para el modelo diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a tA = V ∗ tB con

tB = 1,0. Debido al cambio en la secuencia de Fibonacci, la transición del sistema se ha desplazado,

revelando una región de deslocalización más amplia que en la Fig. A.3.

Por lo tanto, las propiedades del espectro, aśı como la estructura de los componentes del estado

inicial del sistema, dependen del cambio de la secuencia de Fibonacci. Se observa cómo el exponente

γ de SP (t) se aproxima a D2 alrededor de V = 1, caso similar al de la Fig. A.3 para V < 0,5. Existe

una muy buena correspondencia entre D̃2 y δ para cada valor de V y γ, δ y D̃2 para cada valor

de V fuera de la región alrededor de V = 1. Esta configuración de la secuencia de Fibonacci nos

permite extender la región de transición del modelo. Esta figura confirma lo anterior para el modelo

diagonal de Fibonacci con la secuencia tA = −tB = V , independientemente de la secuencia δ = D̃2

y D̃2 6= 1, incluso dentro de la región extendida. El exponente γ solo coincide con δ y D̃2 fuera de

la región extendida lo que indica que γ contiene información sobre las correlaciones espectrales y la

estructura de los eigenestados.
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[91] E. J. Torres-Herrera, Antonio M. Garćıa-Garćıa, and Lea F. Santos. Generic dynamical features

of quenched interacting quantum systems: Survival probability, density imbalance, and out-of-

time-ordered correlator. Phys. Rev. B, 97:060303, Feb 2018.



Bibliograf́ıa 96

[92] Mauro Schiulaz, E. Jonathan Torres-Herrera, Francisco Pérez-Bernal, and Lea F. Santos. Self-
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[228] M. Carrera-Núñez, A. M. Mart́ınez-Argüello, J. M. Torres, and E. J. Torres-Herrera. Onset of

universality in the dynamical mixing of a pure state. J. Phys. A, 55(45):455303, Oct 2022.

[229] Adway Kumar Das, Cameron Cianci, Delmar G. A. Cabral, David A. Zarate-Herrada, Patrick
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