BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

INSTITUTO DE FiSICA “LUIS RIVERA TERRAZAS”

“NONEQUILIBRIUM MANY-BODY QUANTUM
DYNAMICS: ANALYTICAL APPROACHES”

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADODE

DOCTOR EN CIENCIAS
(FISICA)

PRESENTA
DAVID ABRAHAM ZARATE HERRADA

DIRECTORES DE TESIS
DR. EDUARDO JONATHAN TORRES HERRERA
DRA: LEA FERREIRA'DOS SANTOS

No. de CVU:942384

JUNIO 2025



(©Arfo - David Abraham Zarate Herrada

Derechos Reservados



Agradecimientos

Agradezco al Instituto de Fisica “Luis Rivera Terrazas” de la BUAP por su apoyo en mi
formacién como futuro investigador. A SECIHTI-México, por brindarme apoyo financiero durante
todo mi programa de estudios. A mis asesores de tesis, el Dr. Eduardo Jonathan Torres Herrera y la
Dra. Lea Ferreira dos Santos, por darme la libertad de explorar muchas ideas, por sus ensefianzas,
consejos y constante apoyo durante todo el programa de posgrado. A mi familia, mi madre, mi padre,
mis hermanos y a mis amigos, quienes han sido fundamentales para continuar tanto académicamente
como en lo personal. Y a todas las personas que he conocido en este camino, pues de cada una he

aprendido mucho, y gracias a ellas soy quien soy.






Dedicado a mis padres Veronica Herrada Carpinteyro y Filemon Zarate Coliote, mis
hermanos, Mayra e ITvan, mi familia, ellos siempre creyeron en mi y me apoyaron
incondicionalmente, a ellos les agradezco todo la ayuda que me han proporcionado y se
que estardn ahi en el futuro al igual que yo para ellos. A mi madre, quien siempre me
dio palabras de aliento y eso evito que cometiera muchos errores. A mi abuela
Margarita quien jamds ha dejado de ser una abuela amable y cariniosa conmigo. A
todos y cada uno de mis amigos, los que hice en la licenciatura, posgrado y en el
extranjero, todos ellos me demostraron su carinio, apoyo y sobre todo compartimos
muchos momentos inolvidables. Finalmente a Copper, Wendy, Sasha, Pinta, Isis,
Perséfone y Anubis, mas que mascotas, fueron valiosa compania durante todos mis
estudios y gran parte de mi vida, ensendndome lo efimero que puede ser la vida y lo

importante de compartir nuestro tiempo con aquellos que amamos profundamente.






Resumen

El objetivo principal de esta tesis es contribuir al estudio de la dindmica cudntica fuera
de equilibrio en sistemas cuanticos de muchas particulas que presentan una transiciéon de una fase
ergodica o extendida a una fase localizada o fase localizada de muchas particulas. Realizamos estudios
analiticos y numéricos de la dindmica fuera de equilibrio en modelos de matrices aleatorias y sistemas
cuanticos de muchas particulas. Proponemos generalizaciones de la probabilidad de supervivencia
v la densidad local de estados, y aplicamos estas herramientas para investigar las caracteristicas
multifractales de estados extendidos pero no ergddicos. Mostramos como la desviacion estandar de
la densidad local de estados indica cualitativamente la transicién en los sistemas de interés, asi
como su sensibilidad a los puntos criticos de transicion. Presentamos resultados analiticos para
la probabilidad de supervivencia en modelos de matrices aleatorias y demostramos una conexién
directa entre la naturaleza multifractal de los eigenestados y la dindmica del sistema, mediante la
funcién de correlaciéon de la probabilidad de supervivencia tanto en matrices aleatorias como en
modelos fisicos. Proporcionamos un enfoque eficiente para detectar el caos cuantico en sistemas de
muchas particulas y demostramos su viabilidad en plataformas experimentales tipicas como trampas
de iones, cibits superconductores y atomos ultrafrios, entre otras. También implementamos nuestra
propuesta en circuitos cudnticos reproducibles en los ordenadores cuanticos comerciales actuales.
Finalmente, estudiamos los efectos sobre la dindmica que resultan de abrir sistemas cudnticos de
muchas particulas a un entorno que induce un desfase energético, centrandonos en el problema del

autopromedio sobre cantidades dinamicas de uso comun.



Abstract

The main objective of this thesis is to contribute to the study of out-of-equilibrium quantum
dynamics in many-body quantum systems that exhibit a transition from an ergodic or extended
phase to a localized phase or many-body localized phase. We carry out analytical and numerical
studies of out-of-equilibrium dynamics in random matrix models and many-body quantum systems.
We propose generalizations of the survival probability and the local density of states, and apply
these tools to investigate the multifractal characteristics of extended but non-ergodic states. We
show how the standard deviation of the local density of states qualitatively signals the transition in
the systems of interest, as well as its sensitivity to critical transition points. We present analytical
results for the survival probability in random matrix models and demonstrate a direct connection
between the multifractal nature of eigenstates and the system’s dynamics, via the correlation function
of the survival probability in both random matrices and physical models. We provide an efficient
approach for detecting quantum chaos in many-body systems, and demonstrate its feasibility in
typical experimental platforms such as ion traps, superconducting qubits, and ultracold atoms,
among others. We also implement our proposal in quantum circuits that can be reproduced on
current commercial quantum computers. Finally, we study the dynamical effects of coupling many-
body quantum systems to an environment that induces energy dephasing, focusing on the problem

of self-averaging in commonly used dynamical quantities.
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Capitulo 1

Introduccion

Motivacion

El estudio de sistemas cuanticos de muchas particulas con interacciones fuera del equilibrio
constituye un drea de investigacién fundamental en la fisica contempordnea [1]. Usualmente estos
sistemas se estudian en entornos aislados y son sometidos a perturbaciones, exhibiendo una rica
variedad de fendmenos no triviales, por ejemplo la termalizacién [2], la localizacién [3], entre otros [4].
Comprender como y cuando estos sistemas alcanzan el equilibrio térmico ha sido un gran desafio,
especialmente en presencia de desorden y fuertes interacciones. En este contexto, la localizacién de
muchas particulas (MBL, por sus siglas en inglés) [5] emerge como un fenémeno clave, caracterizado
por la supresion de la termalizacion y la retencion de informacién sobre las condiciones iniciales del
sistema a lo largo del tiempo [6]. El estudio de MBL no solo profundiza nuestra comprensién de
la dindmica cudntica fuera del equilibrio, sino que también tiene implicaciones significativas para el
desarrollo de tecnologias cudnticas [7], como la preservacién de la coherencia en sistemas cudnticos [3]
y el disenio de materiales con propiedades inusuales de transporte [9].

El trabajo de investigacién se lleva a cabo en el contexto de la teorfa MBL [5,/7,/10] la cual
ha sido uno de los temas de la fisica més relevantes de los tltimos 60 afios. Esencialmente esta teoria
proviene de la necesidad de estudiar sistemas cuanticos de muchas particulas con interacciones y es el
resultado de décadas de investigacion de multiples campos de la fisica cudntica, mecanica estadistica
y matematicas.

Actualmente, MBL no solo se mantiene vigente, atin se conserva como un campo de inves-
tigacion de frontera con un fuerte soporte experimental al contribuir satisfactoriamente en estudios
alrededor de las tecnologias cudnticas como estudios de largos tiempos de coherencia [11], diseno de

sistemas cudnticos que en el régimen MBL solo sean accesibles mediante computacién cudntica [g]
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y el disefio de materiales con propiedades inusuales de transporte [12].

Comprender la fisica de sistemas cudnticos de muchas particulas es un gran reto, lo que ha-
ce que la realizacién experimental no sea suficiente para describir las propiedades de estos sistemas.
Es aqui donde los desarrollos analiticos y los estudios numéricos computacionales juegan un papel
crucial en el entendimiento de estos sistemas, que en este sentido, las herramientas matematicas y
conceptuales de la teoria de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) han sido fundamenta-
les en el andlisis de las correlaciones espectrales de sistemas cudnticos de muchas particulas [13L[14].
No obstante los sistemas tipicos en estudios sobre MBL tienen importantes limitaciones analiticas
por ejemplo falta de integrabilidad de muchos sistemas tridimensionales y bidimensionales, aun-
que la existencia de sistemas unidimensionales que son integrables ha permitido ciertos desarrollos
analiticos [15], estos sistemas son escasos y algunos pierden su integrabilidad cuando se consideran
interacciones.

En particular, el estudio de la dindmica ha revelado ain maés detalles sobre el espectro
y los eigenestados segiin el sistema estudiado. Los estudios sobre dindmica son accesibles experi-
mentalmente en redes 6pticas [12], estudios de coherencia en plataformas de resonancia magnética
nuclear [16] entre otros [17H19] destacando estudios analiticos y computacionales sobre la dindmica
y la multifractalidad de los eigenestados de sistemas de muchas particulas [20,21] y estudios de
entrelazamiento [22].

No obstante, dependiendo la plataforma experimental, algunas observables no son viables ya
que pueden presentar periodos cortos de coherencia, inaccesibilidad al espectro energético completo,
tiempos cortos en la evolucién temporal o problemas con el aislamiento en un sistema cudntico,
lo cual suelen considerarse perjudicial debido a la pérdida de coherencia cudntica que dificultan el
procesamiento de informacién cudntica. Sin embargo, esta influencia también puede ser beneficiosa.
Por ejemplo, abrir un sistema a un entorno de decoherencia energética puede reducir las fluctuaciones
dindmicas [23H27].

Uno de los objetivos clave en nuestra investigacion de este es profundizar en la compren-
sién de la dindmica cudntica fuera del equilibrio usando tanto enfoques analiticos como estudios
numéricos computaciones. Para estudiar la dindmica comenzamos con el estudio de la probabilidad
de supervivencia, una cantidad igual a la superposicién entre un estado inicial |¥(0)) y su evolucién

en el tiempo |¥(¢)) descrita como,
SP(t) = |[(T(0)|¥(t))I%, (1.1)

y mide la probabilidad de que el sistema permanezca en su estado inicial en el tiempo t. Esta
cantidad ha sido ampliamente estudiada desde las primeras décadas de la mecanica cudntica [28430).
Su importancia radica en que proporciona informacién detallada sobre la dindmica cudntica, la

estructura espectral y la evolucién de estados iniciales en sistemas de muchas particulas.
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La probabilidad de supervivencia también ofrece informacién relacionada con la estructura
de los estados del sistema contribuyendo a los estudios destacados de localizaciéon y multifractalidad
de cantidades generalizadas como las entropias de Rényi [31], la razén inversa de participacién
[32H37] y otras cantidades similares [38].

A pesar de los beneficios que ofrece la probabilidad de supervivencia esta presenta una falta
de autopromedio que se manifiesta como fluctuaciones significativas entre diferentes realizaciones del
sistema incluso en el limite termodinamico. La presencia de autopromedio es importante porque im-
plica que la cantidad de muestras utilizadas en experimentos y en andlisis numéricos puede disminuir
a medida que aumenta el tamano del sistema y con ello se pueden construir modelos tedricos para
describir las propiedades fisicas de la observable utilizando muestras estadisticamente finitas.

El trabajo de investigacion desarrollado aqui encuentra su motivacién en los estudios analiti-
cos sobre observables tipicas medibles en la mayoria de plataformas experimentales incluyendo las
actuales. Nuestra investigacion tiene como objetivo contribuir al estudio de la dindmica de sistemas
cuanticos de muchas particulas al aplicar la teoria de matrices aleatorias para estudiar teéricamente
la evolucién temporal de ciertas observables fisicas tipicas en el estudio de MBL. Nuestros objetivos
claves son contribuir en los analisis sobre la transicién hacia una fase MBL, multifractalidad y su
conexion con la dindmica del sistema. Nuestro andlisis serd principalmente analitico y también estard
respaldado por simulaciones numéricas.

Buscamos contribuir en los estudios experimentales actuales de sistemas cudnticos aislados
de muchas particulas proponiendo el analisis de las correlaciones espectrales para mejorar eficien-
temente la deteccién de caos en estos sistemas. Motivados por los efectos que tiene el entorno en
sistemas cudnticos de muchas particulas estudiamos sus efectos sobre las observables dindmicas

usuales.

Antecedentes y estado del arte

La teoria de MBL tiene sus origenes en trabajo seminal de Philip W. Anderson, donde
demostré que una magnitud suficientemente grande de impurezas en un sistema cudntico como un
sélido cristalino provoca que las funciones de onda de los electrones se localicen exponencialmente
y no como ondas de Bloch, a este fenémeno se le conoce como localizacién de Anderson |[3], no
obstante, desde el 58, la curiosidad por el fenémeno de localizacién en presencia de interacciones
estaba presente y fue opacado por las investigaciones sobre localizacion .

Fue hasta 48 afios después, en 2006 que Basko, Aleiner y Altshuler |[10] llamaron la atencién
nuevamente al problema de localizaciéon en sistemas de muchas particulas presentado resultados
sobre la transiciéon de una fase extendida a una fase localizada de un sistema de electrones que

interactian en potenciales desordenados o aleatorios estaticos; a este nuevo fenémeno se le conoce
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como fase MBL. El fenémeno de MBL persiste incluso en sistemas no desordenados. Existes sistemas
unidimensionales sujetos a un potencial cuasiperiédico que exhiben la transicién a una fase MBL. En
particular el modelo de Aubry-André es un ejemplo de esto atin en la presencia de interacciones [39,
40].

En nuestro trabajo de investigacién nos enfocamos en estudiar sistemas cuanticos de mu-
chas particulas que exhiben una transicién de una fase extendida o cadtica a una fase localizada o
fase MBL. En el contexto de RMT, en sistemas cuanticos de muchos cuerpos, el caos cudntico estd
vinculado a niveles de energia correlacionados y eigenestados que, en el régimen cadtico, se apro-
ximan a vectores aleatorios [41443]. Este fenémeno es esencial para comprender la redistribucién
de informacién cuéntica, que dificulta reconstruir el estado inicial mediante mediciones locales y
estd relacionado con la termalizacién [43}/44], asi como con las dificultades para alcanzar una fase
MBL [45,/46]. Su estudio es crucial para describir y controlar la dindmica de muchas particulas y
para el desarrollo de tecnologias cuanticas. En el presente contexto el estudio de las correlaciones del
espectro energético asi como los efectos de las correlaciones de las componentes de los eigenestados
via la probabilidad de supervivencia hace de esta una cantidad fundamental en la comprensién de
la dinamica de sistemas cuanticos de muchas particulas.

La evolucién de la probabilidad de supervivencia en sistemas de muchos cuerpos exhibe dis-
tintos comportamientos a diferentes escalas temporales, revelando caracteristicas del estado inicial,
el espectro y los eigenestados del sistema.

La probabilidad de supervivencia presenta un decaimiento inicial cuadratico universal, se-
guido por una fase gobernada por la forma de la densidad local de estados (LDoS) inicialmente
estudiado en matrices aleatorias de bandas [47,/48] y en modelos realistas en [42/49-61]. Posterior-
mente, su evolucién sigue un decaimiento como ley de potencias, cuyo exponente esta determinado
por la estructura de la LDoS, en particular por los limites de su distribucién de energia [62H70].
Ademis, la multifractalidad y las correlaciones espectrales influyen en la magnitud del exponente,
reflejando la complejidad de los eigenestados del sistema |20L[71H74].

En sistemas cadticos, donde las estadisticas de nivel de energia son similares a las de
matrices aleatorias, la probabilidad de supervivencia no se satura después del decaimiento como
ley de potencias. En cambio, aparece un region de valores minimos por debajo de su promedio de
tiempo infinito, SP, y se conoce como hoyo de correlaciones, la cual es una manifestacién dindmica
de las correlaciones espectrales [74H91]. Este fenémeno ha sido propuesto como un indicador del
caos cudntico inicialmente en [75]. Mds tarde se demostré que el hoyo de correlaciones aparece en
la funcién de autocorrelacién de espin, una cantidad local en el espacio real [87,91]. En ambos
casos, esta estructura desaparece a medida que el sistema transita hacia un régimen integrable o
localizado [74,87].

A pesar de su versatilidad, se ha demostrado numérica y analiticamente que la probabilidad
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de supervivencia que evoluciona bajo matrices completamente aleatorias no es autopromediable en
ninguna escala de tiempo [92]. Lo mismo sucede con los modelos de espin en el régimen cadtico
192,93] y lejos de este [94].

No obstante, en [95] se lograron varios avances en el problema de autopromedio de la
probabilidad de supervivencia para estados de Gibbs abriendo el sistema a un entorno de desfase
energético. Utilizando matrices aleatorias, se demostré que las fluctuaciones en los valores de la
probabilidad de supervivencia se reducen y se asegura el autopromedio después de la saturacién de

la dinamica.

Estructura

El capitulo 2 se enfoca en introducir la teoria de matrices aleatorias o RMT como una
herramienta fundamental en los estudios de MBL, se definen los conceptos importantes como caos
cuantico, localizacion y fase MBL. El capitulo 3 expone los diversos modelos de matrices aleatorias
y sistemas fisicos que serdn objeto de analisis. El capitulo 4 se introduce la probabilidad de supervi-
vencia y todos sus detalles relevantes. El capitulo 5 se enfoca en la generalizacién de la probabilidad
de supervivencia, se estudian propiedades estéaticas, se realiza un extenso analisis sobre correlaciones
de las componentes de los eigenestados del sistema y sus efectos sobre la distribucién de energia del
sistema y se realizan estudios sobre puntos criticos de transicién. Ademds estudiamos la evolucién
de la probabilidad de supervivencia generalizada sobre modelos fisicos seguido de un extenso estudio
del caracter multifractalidad en la dindmica del sistema. Los resultados de este capitulo se provienen
de [96]. El capitulo 6 habla sobre una propuesta experimental para detectar eficientemente caos en
sistemas cudnticos de muchos cuerpos cuyos resultados son producto de |97]. Finalmente el capitulo
7 se estudian los efectos de someter a los sistemas cuadnticos de muchos cuerpos a entorno de desfase
energético cuyos resultados provienen de [98]. Nuestro trabajo culmina con conclusiones generales

en el capitulo 8.
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Herramientas de teoria de matrices
aleatorias para estudiar sistemas

cuanticos de muchos cuerpos

Las herramientas matematicas y conceptuales de RMT han sido fundamentales en el anali-
sis de las correlaciones espectrales de sistemas cudnticos de muchos cuerpos [13}[14].
La estructura espectral de los sistemas cuanticos y el caos cldsico se estudié en un contexto de matri-
ces completamente aleatorias resultando en la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit (GBS) la cual
establece que, en sistemas cuanticos cuya contraparte clasica es cadtica, las correlaciones espectrales
siguen las predicciones de alguno de los ensambles de la teoria de matrices aleatorias (RMT), de-
pendiendo de las simetrias del sistema [99]. En contraste, la conjetura de Berry-Tabor establece que,
en sistemas cuanticos integrables, los niveles de energia se distribuyen de manera estadisticamente
independiente y siguen una distribucién de Poisson [100].
Las matrices completamente aleatorias constituyen un punto de partida crucial para obtener resul-
tados analiticos que sirven como referencia en el estudio de modelos més realistas [91]. Aunque la
RMT no reproduce la complejidad intrinseca de los sistemas cuanticos de muchos cuerpos, donde
predominan interacciones de caracter més local, ofrecen un marco tedrico sélido para analizar las

propiedades asociadas al caos cuantico.
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2.1. DMatrices aleatorias

Las matrices aleatorias son matrices completamente llenas de niimeros aleatorios y sujetas
Unicamente a restricciones que reflejan las simetrias del sistema que se busca describir [14}41,|101].
Este enfoque, introducido por Wigner [102] y refinado por Dyson [103], fue utilizado con gran éxito
para modelar los espectros de niicleos pesados, sistemas intrinsecamente complejos en los que los de-
talles precisos de las interacciones se tratan de manera estadistica y se consideran irrelevantes [104].
Sorprendentemente, este método produjo resultados notables ya que coincidian con los datos ex-
perimentales de nucleos de dtomos pesados reales y con el tiempo, se extendio al estudio de otros
sistemas complejos.

Existen diferentes tipos de ensambles de matrices aleatorias, cada uno de ellos se clasifican segun las
simetrias que satisfacen [103]. En particular, para sistemas que poseen simetria de inversién tempo-
ral e invarianza ante rotaciones espaciales, se emplean matrices del asi llamado ensamble ortogonal

gaussiano (GOE, por sus siglas en inglés) [14L41}85].

Dado que los sistemas fisicos que estudiaremos poseen simetrias como las de las matrices

de GOE, a continuacién mencionamos como se construyen las matrices de GOE.

2.2. Ensamble gaussiano ortogonal

El ensamble de GOE [101] estd compuesto por matrices reales y simétricas de dimensién
D x D completamente llenas de ntimeros aleatorios provenientes de una distribucién gaussiana con
media cero y varianza dada por
1, n=m,

(Hp ) = (2.1)
1/2, n#m,

El modelo no es fisico ya que no considera la estructura especifica de los sistemas realistas como
interacciones de corto y largo alcance o caracteristicas espectrales al tratar todas las interacciones
como numeros aleatorios pero permite derivaciones analiticas que pueden servir como referencia para
los estudios de sistemas cudnticos cadticos realistas de muchos cuerpos. Este ensamble serd recu-

rrente en la investigacion llevada a cabo. Los detalles de estos se discutiran en las secciones siguientes.
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2.3. Estadistica espectral

En el estudio de la teorfa RMT y MBL, la densidad de estados (DoS) es la distribucién de

energia del sistema y permite observar la estructura global del espectro. La DoS se define como,
p(E) = 5(E - Ey). (2:2)

En el caso particular de matrices aleatorias del tipo GOE, la densidad de estados promedio (obtenida

tras un promedio y en el limite de dimensién infinita) estd dada por la ley del semicirculo [101]:

pCOE (E) = 2 1+ (E)2, (2.3)

me €

con 2¢ la longitud del espectro. La DoS nos permite identificar el cardcter universal del espectro a

través del andlisis de sus correlaciones espectrales, como la repulsién de niveles.

2.3.1. Distribucién de espaciamientos consecutivos

Una propiedad fundamental de las matrices completamente aleatorias y una de las ca-
racteristicas distintivas del caos cudntico es la fuerte repulsion entre niveles vecinos en el espectro
energético, es decir, lo que implica que la probabilidad de encontrar niveles muy cercanos entre si es
baja o dicho de otro modo los niveles de energia evitan cruzarse. Esta repulsién se describe mediante
la distribucién de los espaciamientos medio entre niveles de energfa, P(s), donde s, = Ep41 — Ep
y H [tn) = Eyn |thn) con H el hamiltoniano que representa al sistema, representa el espaciamiento

medio entre las energias adyacentes [101].

Para calcular la distribucién P(s) es necesario realizar antes un reescalamiento de los ei-
genvalores, conocido como desdoblamiento del espectro, este garantiza que el espaciado promedio
entre los niveles reescalados sea igual a uno [41,[105[106]. Para las matrices de GOE, la distribucién
P(s) estd dada por:

P(s) = LA, (2.4)

A esta distribucién se le conoce como distribuciéon de Wigner y caracteriza una repulsién lineal,
P(s) — 0 cuando s — 0 y refleja que los niveles no se pueden acercar arbitrariamente debido a las
correlaciones del espectro energético. Por otro lado, para valores grandes de s, P(s) decae de forma
gaussiana ya que el sistema tiende a distribuir sus niveles de manera relativamente homogénea de
modo que niveles de energia tan espaciados son poco probables. Decimos que un sistema cudntico de
muchos cuerpos es cadtico si su estadistica espectral coincide con la estadistica espectral de alguno

de los ensambles de la teorfa de matrices aleatorias que son GOE, GUE y GSE. aleatorias [13}[14,41].
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Esta distribucién contrasta con la correspondiente a sistemas integrables, donde el espectro energéti-
co no esta correlacionado, no existe repulsién entre los niveles y la estadistica de niveles sigue una
distribucién de Poisson:

P(s)=e"". (2.5)

El andlisis de P(s) se ha convertido en una herramienta clave para distinguir entre sistemas cadti-
cos y sistemas integrables esto en el contexto de matrices aleatorias, proporcionando una conexién
directa entre las propiedades espectrales y la dindmica del sistema [107]. De manera alternativa, es
posible analizar las correlaciones de corto alcance del espectro energético utilizando las razones entre

espaciamientos consecutivos, r,, [108,109], definida como:

En+1 - En
En - En—l .

Esta medida tiene la ventaja de no requerir el desdoblamiento del espectro, esto la hace particular-

1
r, = min (Fn, ~) , donde 7, = (2.6)
Tn

mente 1itil en sistemas donde el desdoblamiento es complicado o no esté bien definido. La distribucién
P(7) permite una comparacién mds directa y transparente con los resultados experimentales [110]
en comparacién con la distribucién tradicional P(s). Por esta razén, esta cantidad ha ganado po-
pularidad en estudios recientes y ha sido ampliamente empleada en diversas investigaciones sobre
MBL [46},/107},/111], en estudios sobre gravitacién [112L|113] o en redes neuronales artificiales [114].

Més atn, el andlisis del promedio de r,,, (r), puede ser empleado para identificar la transicién
de un sistema entre una una estadistica de Wigner-Dyson o bien un régimen cadtico a otra con una
estadistica de Poisson es decir un régimen integrable o localizado, proporcionando una herramienta
eficiente para caracterizar la naturaleza del espectro energético en diferentes regimenes. Para matrices
de GOE se tiene (r)“9F ~0.53590 y para sistemas que cuya estadistica de niveles coincida con una

estadistica de Poisson se tiene (r)¥ ~0.38629 [109).

2.4. Medidas de localizacion

Dado un estado |¥), la descomposicién espectral de este es W) = >~ _, ¢, [1),) donde ¢,, =
(1| ¥) son las proyecciones del estado |P) en la eigenbase {|wn>}5:1 v D es la dimensién del espacio
de Hilbert. Los estudios enfocados en la transiciéon de una fase extendida a una localizada de sistemas
desordenados [115[116] establecen que los eigenestados en la transicién se denominan multifractales
o estados extendidos pero no ergodicos y son caracterizados por una familia de exponentes llamados
dimensiones generalizadas D, [117}/118]. En este contexto, los estados |¥) multifractales se observan
extendidos pero se concentran sobre una regién finita del espacio de Hilbert y las probabilidades

len|? (que representan la distribucién de |¥) en la base del hamiltoniano) exhiben correlaciones no
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triviales. Las dimensiones generalizadas D, se asocian con el escalamiento de la razén inversa de

participacién generalizada IPR, como
(IPR,) ~ D~ Pala=1) (2.7)

donde ¢ un nimero real positivo actia como un factor de peso en la forma en que se analizan la

distribucién de las componentes |c,|, {...) denota promedio sobre realizaciones y

D
PR, = Y |enl*. (2.8)
n=1
El caso particular con ¢ = 2 obtenemos,
D
IPR =) |ca|*. (2.9)
n=1

Esta cantidad es razén inversa de participacion o IPR por sus siglas en inglés es la via tipica
para cuantificar como un estado inicial se dispersa en alguna base [119/120]. Por construccién el
valor del IPR depende de la base elegida. Para estados extendidos en el espacio de Hilbert se tiene
(len|? ~ 1/D). Si los eigenestados estén fuertemente localizados, pocos términos de la suma en
la Ec. (2.9) serdn distintos de cero, esto implica que IPR ~ 1. En el caso extremo de un estado
completamente localizado se tiene IPR = 1. Ahora, si el sistema se encuentra en la fase cadtica,
el resultado del IPR sera similar al de matrices aleatorias y por tanto IPR ~ 1/D, es decir los
eigenestados estdn extendidos. En particular, para matrices aleatorias de GOE se tiene [79}(85].

3

IPRGOE = m

(2.10)
Similar al caso general, el IPR escala con respecto a la dimensién del espacio de Hilbert igual a
(IPR) ~ D™ P2 | (2.11)

donde el exponente D5 es conocido como la dimensién de correlacion. El exponente D5 es fundamen-
tal en los estudios de transiciones de fase de sistemas cudnticos y mide las complejas correlaciones
de los eigenestados en la fase critica [121]. El valor de D5 ofrece informacién sobre la localizacién de

los estados del sistema,

1, estados ergddicos
0< Dy <1, estados extendidos pero no ergodicos (2.12)
0, estados localizados.

En particular, se tiene que Dy = 1 para matrices de GOE [21].
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Alternativamente, podemos medir la multifractalidad por medio de la dimensién de co-
rrelacién espectral D mediante el método box-counting calculando la funcién 5(1). Esta funcién
representa la probabilidad de que dos eigenestados, seleccionados con su probabilidad correspon-
diente a partir de la descomposicién espectral del estado |¥), tengan una diferencia de energia
menor o igual que [. Para obtener D, numéricamente, podemos calcular la funcién 8(1) dividiendo

el espectro normalizado de energfa en intervalos B;, de longitud I, donde [71}72/115]

Ng(l) 2 ~
By =S ( ) |cn|2> ~ 193 (2.13)

i=1 \E,€B;

Donde la suma interna corresponde a sumar cada |c,|? cuya energfa E,, se encuentra en cada in-
tervalo B; de longitud 0 < I < 1. La segunda suma corre sobre cada intervalo B; de longitud I que
resulta de dividir el espectro energético normalizado en B; intervalos siendo Ng(l) el ntimero total
de intervalos. Para [= 1 implica que todas las componentes |c,|? se encuentran en un solo intervalo

de longitud [ =1 de tal forma que (1) = 1.

El valor de 3(1) depende del nivel de localizacién de las componentes |c,,|2. Si el sistema est4
completamente extendido, las componentes |c,|? son |c,|? ~ 1/D con D la dimensién del sistema.
Al dividir el espectro normalizado de energia en B; intervalos de longitud [ con 0 < I < 1, el nimero

de energias que caen en el intervalo sera similar a [D, es decir
2
2
D
(Z |cn|2> ~(5) == (2.14)
En,€B;
La suma restante se efecttia sobre el numero de intervalos posibles Np(I) donde Ng(1) ~ 1/I, entonces

Ngp(l)

By~ Y 1P~ %12 ~1, (2.15)
i=1

de modo que B(I) ~ [ con Dy =1 para sistemas completamente extendidos, por ejemplo matrices
aleatorias de GOE. Si el sistema estd completamente localizado, solo una componente |¢,| = 1y
todas las demds son cero. La suma sobre todas los intervalos Nz (l) serdn iguales a cero a excepcién

de aquel intervalo B; donde |c¢,| = 1 entonces

B(l) =1, (2.16)

de modo que Dy = 0 para el caso completamente localizado.
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2.5. Breve introduccién hipétesis de termalizacion de siste-

mas de muchos cuerpos

Uno de los retos de la mecanica estadistica es ofrecer una teoria matemaética precisa pa-
ra describir el comportamiento térmico de sistemas cudnticos de muchas particulas. Los primeros
desarrollos tedricos incluyeron el estudio de gases ideales de fermiones y bosones, y condujeron a pre-
dicciones notables como el fenémeno de condensacion de Bose-Einstein. En décadas mas recientes,
el interés se ha desplazado hacia el entendimiento de cémo y cudndo un sistema cuantico cerrado
alcanza un estado de equilibrio térmico a partir de un estado puro lo cual requirié extender el con-
cepto de ergodicidad al dominio cudntico [2].

Consideremos una observable O y un estado inicial |¥(0)), el valor esperado bajo evolucién unitaria
de esta observable es:
R R D D
<@(t)> = (U(0)| et Oe—iHt [T (0)) = Z |c£10)|2(’)n7n + Z cglo)c,(qg)*(’)mme_i(E"_E’”)t, (2.17)
n=1 n#m

donde Oy = (Yn] @\\I/m) son los elementos de matriz de @ en la representacién de energia y
c%o) = (¥, |¥) la proyeccién del estado inicial sobre la base de energia. Para que el sistema alcance
un estado de equilibrio, consideremos el promedio a tiempos muy largos de <(§(t)> Partiendo de
la Ec. , y considerando el promedio en el limite de tiempo infinito, si el sistema no presenta
degeneraciones (como ocurre en el caso de matrices aleatorias), el valor esperado fluctuara alrededor
del promedio de tiempo infinito O una vez que alcanza su estado de equilibrio en el tiempo tg, y
esta dado por

A Lot - (0))2
©) = lim — <O(t)>dt:2\cn 20,0, (2.18)
t n=1

E
resultando en el llamado ensamble diagonal, esto dado a que solo los elementos de la diagonal
del operador O en la representacién de energia aparecen. Otra consideracién necesaria es que las
fluctuaciones decrezcan con el tamano del sistema, para ello los productos c,(?)cﬁ,?)* y las componentes
On,m en la Ec. deben ser pequenos y las diferencias E,, — E,,, # 0 (como ocurre en el caso de
matrices aleatorias).
Se dice que un sistema termaliza si cumple las condiciones necesarias para alcanzar el estado de

equilibrio, y si las fluctuaciones de (O) a tiempos muy largos alrededor del valor predicho por el

ensamble microcandnico son muy pequenas [13,/107]. Matemdticamente, esto se expresa como:

0y — <0>Mc‘ <6 6«1, (2.19)
donde,
1 D
@) = — Onn 2.20
Ome=p0r 2 O (2.20)

|EO-E,|<or
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y Do sg es el nimero de estados cuyas energfas caen en un intervalo £ alrededor de la energia
del estado inicial con energia E(?). El valor de 6 FE debe elegirse lo suficientemente pequeiio para que
la observable no varie significativamente dentro del intervalo (E(O) —6E,E© + 0F), pero suficien-
temente grande para contener un niimero adecuado de estados (D g 55 > 1) que permita realizar
un promedio representativo [107].

0) ‘2

Para RMT, la independencia estadistica entre las componentes \07(1 con O, , implica

) = (Ohuc- (221)

—~

Estas condiciones describen lo propuesto originalmente por Deutsch en [2] como teorema ergddico
cuantico, el cual establece que, para ciertos sistemas cudnticos de muchos cuerpos con espectro no
degenerado y sin simetrias adicionales, los elementos diagonales del observable O en la base de
energfa, On,n, dependen de la energfa E,,, y los elementos no diagonales O, ., (con n # m) son

bastante pequenos comparados con en el tamano del sistema. Como consecuencia, se cumple que

(0) = (O)yic s (2.22)
lo que implica la termalizacién del sistema, de ahi que aquellos sistemas fisicos que muestren una
estadistica espectral comparable con alguno de los ensambles de la RMT se dice que el sistema se

encuentra en una fase ergddica o cadtica pero solo en el contexto de matrices aleatorias.

Inicialmente se esperaba que este teorema sea vélido para sistemas fisicos interactuantes,
sin embargo existen varios sistemas por ejemplo sistemas unidimensionales que no cumplen con el
teorema, por ejemplo el problema de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou [122}/123] un sistema cldsico que no
termaliza ya que la no linealidad de las ecuaciones de movimiento (que podria causar caos clésico)
no es suficiente para lograr la equiparticién de energia o el “quantum Newton’s cradle” [124] en
donde se muestra que el sistema no termaliza, esto debido a que es integrable. En el caso de matrices
aleatorias, llegar al estado de equilibrio es sencillo ya que las componentes de los eigenestados de
RMT son ntimeros completamente aleatorios no correlacionados, y por construccion, los eigenes-
tados que participan en la evolucién del estado inicial |¥(0)) estdn extendidos en todo el espacio
de Hilbert, es decir, las probabilidades son |c,(10)\2 ~ 1/D. Esto no es una condicién para cumplir
con el teorema ergddico, solo es necesario que los eigenestados que participan en la evolucién se
mantengan estadisticamente alrededor de ese valor. En el caso sistemas realistas con interacciones

las fluctuaciones de O disminuyen exponencialmente con el tamafio del sistema [125].

Existen muchos otros ejemplos que refutan el teorema ergddico cuantico, lo que lo convierte

el teorema en una hipdtesis. Los esfuerzos por describir el fenémeno de termalizacién en sistemas
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cuanticos interactuantes de muchos cuerpos se han condesando en una generalizacién del teorema
ergddico cudntico llamada la Hip6tesis de Termalizacién de Estados [126] (ETH por sus siglas en
inglés). Describir el proceso de termalizacién en estos sistemas es un reto y un problema abierto en la
mecénica estadistica [8586l/127] pero no es tema central en esta tesis, no obstante en la investigacién
que se llevo a cabo se hacen uso de estos conceptos y de hecho algunos de los resultados estédn

relacionados con ellos.

2.6. Localizacién en sistemas de muchos cuerpos

El fenémeno de localizacién de Anderson es uno de los fenémenos fisicos mas interesantes
de fisica de materia condensada. El fenémeno fue introducido por P. W. Anderson en [3], donde se
explica como los electrones pueden estar localizados por un potencial aleatorio. Para comprender el

fenémeno [54[7,[107], usaremos un modelo tridimensional de enlace fuerte escrito como
R L
A==ty (C,Icr, + Crcj,) , (2.23)
(r.r’)

donde L es el ntimero de sitios en la red, la suma sobre (r,r’) es una suma sobre todos los sitios
vecinos, ¢ es el pardmetro de salto (o hopping) que representa la probabilidad de que la particula se
mueva de un sitio r al sitio vecino r’, C{ y C, son los operadores de creacién y aniquilacién que actiian
en el sitio r = (x,y, 2) con z,y y z e indican las coordenadas de un sitio en una red tridimensional.
Este modelo describe fermiones que se mueven libremente en una red discreta, por ejemplo electrones
en una red cristalina sin impurezas o dtomos ultrafrios en redes 6pticas [128], los cuales son simula-

ciones cudnticas de redes cristalinas usando atomos enfriados a temperaturas extremadamente bajas.

Es posible resolver el modelo y obtener sus energias y sus eigenestados, la soluciéon al modelo
son las conocidas ondas de Bloch [129]. Si se considera un término que corresponde a un potencial

que actia en cada sitio de la red, el modelo de la Ec. (2.23)) obtenemos el modelo de Anderson

L L
=ty (ClCw+Cl) + Y UCice, (2.24)

(r,r') r
donde U, es potencial aleatorio en el sitio r que representa algtin tipo de desorden. La introduc-
cién del potencial desordenado generé un notable cambio en el comportamiento del sistema. Los
estudios de Anderson concluyeron que para una red tridimensional o de mayor dimensién exhibe
una transicién a la localizacién después de un valor critico de desorden U, = 16.5 |130], donde para
magnitudes de desorden débiles, U < U,, los eigenestados se encuentran extendidos en todo el es-

pacio de Hilbert [131], pero justo en el punto critico U, = 16,5 no se encuentran ni extendidos ni
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localizados [130}/132].

Con un desorden mucho més fuerte, U. < U, las funciones de onda ¢(r) estdn todas

exponencialmente localizadas alrededor de una posicion inicial r( igual a
() ~ e Irrl/t, (2.25)

donde [ es la longitud de localizacién la cual disminuye cuando los estados estan localizados, es decir,

la funcion de onda es distinta de cero solo en un rango muy limitado de sitios.

En un estado localizado, las particulas quedan restringidas a una regién limitada del es-
pacio, lo que reduce significativamente su capacidad de movimiento a través de la red. En el caso
extremo, cuando el desorden alcanza una magnitud lo suficientemente alta, las particulas no logran
moverse a lo largo de la red, lo que provoca un fenémeno conocido como localizacién de Anderson.
La estadistica de niveles asociada al modelo descrito en la Ec. (2.24)) sigue una distribucién de Pois-
son, en este caso, la ausencia de correlaciones entre los niveles de energia se debe al fenémeno de
localizacion, lo que sitia al sistema en una fase caracterizada por estados localizados, comiinmente
denominada fase localizada.

Se tiene conocimiento que la transicién extendida-localizada del modelo de la Ec. no existe
para redes 2D y 1D, para estas dimensionalidades los eigenestados permanecen localizados indepen-
dientemente de la magnitud del desorden |133]. No obstante en un arreglo unidimensional donde se
permite que las particulas interactden la transicién existe [108]. El hamiltoniano que representa un

sistema unidimensional de L fermiones con interacciones entre primeros vecinos es
L L L
==ty (CCi + CiCLy ) =t minisa + Y Uiy, (2.26)
i=1 i=1 i=1

donde n; = C;r C; es el operador de ntimero e ¢ denota el sitio. La principal diferencia del hamilto-
niano de la Ec. con el hamiltoniano de la Ec. es el término Y, n;n;41 es cual representa
una interaccién de dos particulas que ocupan simultaneamente los sitios 7 e i + 1. Aqui la inter-
accién de las particulas se da como una contribucién a la energia total del sistema dependiendo
de la ocupacion de dos sitios vecinos. El sistema unidimensional que representa la Ec. ahora
representa un sistemas de muchas particulas y muestra una transicién de una fase extendida, la cual
es controlada por la magnitud de desorden U; a una fase localizada de ahi que a esta tltima fase se
le llame fase localizada de muchas particulas o MBL por sus siglas en inglés. Este nuevo fenémeno
permitié el desarrollo de un nuevo campo de investigacién en la fisica de materia condensada asi

como la emergente informacion cudntica y fisica de sistemas complejos.



Capitulo 3

Matrices aleatorias y modelos

fisicos

Estudiamos sistemas cuanticos de muchos cuerpos descritos por el hamiltoniano
H=Hy+V, (3.1)

donde H, corresponde a un hamiltoniano inicial no perturbado y V es una fuerte perturbacién que
aleja al sistema del equilibrio. Consideramos estados iniciales que cuyas energfas E(©) = (¥(0)|H|¥(0))
son cercanas a cero a menos que se indique lo contrario.
Estudiamos la dindmica de un quench, es decir, preparamos el sistema en un estado inicial y por
medio de un parametro de control, generamos a un cambio repentino en el sistema, lo que da lugar a
una nueva dindmica gobernada por un hamiltoniano diferente. Nos centramos en cambio en estados
iniciales experimentalmente accesibles que evolucionan bajo sistemas cuanticos realistas de muchas
particulas.

En los subsecuentes capitulos, se investigan distintos hamiltonianos H que representan

diferentes sistemas segtin se requieran en cada aspecto de la investigacion.

3.1. Matrices aleatorias de bandas

Las matrices de GOE han demostrado ser muy tutiles para detectar caos en sistemas fisicos
que presentan invarianza ante rotaciones e inversién temporal, no obstante GOE no muestra ningin
tipo de transiciéon de fase como algunos sistemas fisicos que si lo tienen. Uno de los ensambles de

matrices aleatorias que muestran una transicién de una fase cuya estadistica espectral es comparable

16
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con GOE a una fase cuya estadistica espectral corresponde a un distribucién de tipo Poisson, tipica
de sistemas integrables, es conocido como matrices aleatorias de bandas o power-law band random
matrices (PBRM por sus siglas en ingles). Los elementos de matriz del ensamble PBRM [1171{118]/134]
de dimensién D x D son numeros aleatorios provenientes de una distribucion gaussiana con media
cero y varianza

1/2, n=m

(1+(n—ml /b)%“)_1 ntm,

donde @ € (0,00) es un pardmetro de control y el pardmetro b es el ancho de banda que sirve

(H} )= (3.2)

como pardmetro de control 1til en los estudios de criticidad. El modelo muestra una transicién
de fase determinada por el valor de . Para a < 1, el sistema tiene un estadistica espectral de
Wigner-Dyson es decir el sistema estd en un régimen cadtico, mientras que para o > 1, la estadistica
espectral coincide con la distribuciéon de Poisson, por tanto decimos que el sistema se encuentra
en el régimen integrable. El punto critico se encuentra en o = 1 [118}[135]. Este ensamble ha sido
ampliamente estudiado en el contexto de la transicién en [118}|135] incluyendo resultados analiticos
y en el contexto de multifractalidad [117,(118[135]. En caso particular de & — 0, obtenemos matrices
de GOE.

3.2. Ensamble Rosenzweig-Porter

El dltimo ensamble de matrices aleatorias a estudiar es el asi llamado ensamble de Rosenzweig-
Porter o RPE pos sus siglas en inglés. El RPE es un ensamble de matrices aleatorias que a diferencia
del PBRM, tiene dos puntos criticos de transicién, es decir, muestra una fase intermedia entre un
régimen cadtico y uno localizado lo cual lo hace muy 1til en el estudio de sistemas fisicos que tienen
un comportamiento similar. El RPE se introdujo por primera vez para explicar las estadisticas es-
pectral de los dtomos pesados [136]. Una matriz simétrica y real de dimensién D x D de RPE tiene

elementos aleatorios de una distribucién gaussiana con media cero y varianza

1, n=m,
<H5,m> = 1 (3.3)

5DC n#m,
donde el parametro de control del modelo es ( € R. El RPE es esencialmente un ensamble de Poisson
perturbado por GOE, por lo tanto, un ensamble deformado [137H139] que imita cémo las simetrias
de un sistema integrable representado por el ensamble de Poisson se rompen gradualmente a medida
que ¢ disminuye desde el infinito. El RPE alberga tres fases distintas: una fase caética (¢ < 1), una
fase de estados extendidos pero no ergddicos (1 < ¢ < 2), y una fase integrable (¢ > 2) [120L{140H142]

con (¢ , = 1,2 los puntos criticos de la transiciéon.
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3.3. Modelo unidimensional de Heisenberg de particulas de

espin-1/2 con desorden

Como uno de los principales modelos fisicos que se trataran en esta tesis, consideramos el
modelo de Heisenberg unidimensional de particulas de espin-1/2 con desorden en cada sitio. Este
es el modelo paradigmaético utilizado en estudios de localizacién de muchos cuerpos [5},143145]. El

hamiltoniano de este modelo es
A=Y mSi+7Y (5‘;5375+1 +SYSY L+ S,zﬁgﬂ) , (3.4)
k=1 k=1

que representa una cadena de L particulas de espin-1/2 con interacciones entre primeros vecinos
donde S*:* = %% /2 son los operadores de espin-1/2, 6*'¥* las matrices de Pauli, L es el tamaifio
de la cadena de particulas espin-1/2, J es la fuerza de acoplamiento y hy son niimeros aleatorios in-
dependientes y uniformemente distribuidas en [—h, h], donde h es la magnitud del desorden aplicado
a cada sitio. Cada uno de los términos del hamiltoniano describen una parte fundamental del siste-
ma. El término de interaccion S,f A,f 1t 5“,55’;;’ 41 se le denomina término " flip-flopz mueve el k-ésimo
espin orientado hacia arriba ( identificado como una excitacién) a lo largo de la cadena de L espines.
El término >, S i S .1 representa interacciones de tipo Ising entre espines vecinos, contribuyendo
positivamente a la energia total del sistema si dos espines vecinos son paralelos o contribuyendo
negativamente en el caso contrario. El término >, _; hy S © representa un campo magnético aleatorio
en la direccién aplicado en cada k-ésimo espin. El sistema conserva la magnetizacién total en la direc-
cién z, S;fot = Z£=1 S 7, por tanto, el nimero total de espines arriba (o la magnetizacién total en z)
es una cantidad conservada. Eso significa que se puede descomponer el espacio de Hilbert en sectores
de magnetizacién fija. Trabajaremos en subespacio mas grande para el cual gﬁot = Z£:1 A,j =
cuya dimensién es D = L!/((L/2)!)2. El modelo puede considerar condiciones de contorno periédicas
Spi1=25 (el limite de la primera suma es L) o bien condiciones de contorno abiertas (el limite de
la primera suma es L — 1).

En ausencia de desorden, h = 0, el modelo es integrable y solucionable mediante el ansatz de
Bethe [146]. Cuando la intensidad del desorden es h < J, el sistema es cadtico, presentando asf eigen-
valores correlacionados donde su estadistica espectral es comparable con matrices de GOE [147149).
Para h > J, el espectro energético muestra una estadistica de Poisson [149] que sugieren localiza-
cion.

Atn no existe consenso sobre la ubicacién del punto critico h., pero varios esfuerzos han conducido a
la estimacién h. 2 3.5 [150-155], que incluye estimaciones obtenidas a partir de tamafios de sistemas
finitos. Aunque existe un debate sustancial sobre la existencia de MBL en el limite termodinami-
co abordamos tiempos finitos y tamanos de sistemas para los cuales las caracteristicas de MBL

se predijeron originalmente y se observaron experimentalmente, como, por ejemplo, en [10,[108] y
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[12,/156},157], respectivamente.

Para estudiar la dindmica, se prepara el sistema en un estado inicial |¥(0)) que es un
estado propio de Hy = D ket hkﬁ,j +JY S”,jg,iﬂ, que representa la parte no perturbada del
hamiltoniano total H. Estos estados iniciales tienen en cada sitio un espin que apunta hacia arriba
o hacia abajo en la direccién z, como el estado Néel, | t41| ...}, y se pueden preparar experimental-

mente [94|12}|158].

Caso de una excitacién

De forma particular, partiendo de la Ec. (3.4)), el modelo sin interacciones es,
R L R L-1 o
H=3 "t (S5 +1) + 7 D555, + SESL), (3.5)
k=1 k=1

donde hy, son nimeros aleatorios distribuidos uniformemente en [—W, W]. Trabajaremos en el sector
con Sz, = (2 — L)/2 y dimensién D = L, es decir, el subespacio de una sola excitacién que
son eigenestados de S’é}ot con un solo espin apuntando hacia arriba. A diferencia del hamiltoniano
de la Ec. , el hamiltoniano de la Ec. no considera el término de interacciones tipo Ising
>k 5:57 41 €l cual describe una interaccién entre espines vecinos, ya que su contribucién a la energia
total depende del estado conjunto de cada par de sitios adyacentes. Al omitir las interacciones de
tipo Ising significa que una excitacién |1) en la cadena de L espines se propagard en un medio
desordenado sin experimentar ningin tipo de interaccién. En el limite termodindmico, el sistema
en la Ec. (3.5 exhibe localizacién de Anderson para cualquier fuerza de desorden finito [3] con
una longitud de localizacién para eigenestados lejos de los colas del espectro de energia dada por
I ~ 6,5653/W?2 [159]. Para investigar tamaiios de sistemas finitos, uno puede tomar la longitud de
localizacién reescalada & = 6,5653/(W?2L) como pardmetro.

El sistema de la Ec. no es caotico, pero si la longitud de localizacién es mayor que el tamano
del sistema, los niveles de energia estan correlacionados y muestran una distribucion de Wigner-
Dyson |160H162]. A pesar de ser solo un efecto de tamano finito, estas correlaciones espectrales

también se manifiestan dindmicamente [161] y luego podrian detectarse experimentalmente.

3.4. Modelo de Aubry-André

Cuando el potencial en el hamiltoniano (3.4) corresponde al llamado potencial cuasipe-
riédico de Harper [39],
hy, = hcos 2Bk + ¢), (3.6)
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el modelo se conoce como el modelo de Aubry-André con interacciones. Fijamos 8 = (\/5 — 1) /2, el
inverso de la proporcién durea, ¢ es una fase arbitraria que consideraremos como un numero aleatorio
distribuido uniformemente entre 0 y 2w, con la intencién de para realizar promedios en diferentes
realizaciones del modelo. Se ha sugerido que, para el modelo de Aubry-André interactuante, existe
una regién critica en he, S h < he, de estados extendidos pero no ergddicos, entre una fase ergédica
y una localizada, con he, ~ 0.7 y he, ~ 1.7 [163]. Para el caso con interacciones trabajamos en el
subespacio con 5%, = 0 de dimensién igual a D = L!/[(L/2)!]?.

Ademas estudiaremos el modelo de Aubry-André sin interacciones que corresponde al hamiltoniano
de la Ec. pero con hy igual al potencial de Harper de la Ec. . La conocida autodualidad
con la representacion en el espacio de Fourier del modelo de Aubry-André no interactuante revela
el punto critico en h, = 2 entre las fases extendida y localizada. Para el modelo de Aubry-André
no interactuante, trabajamos en el sector con $%, = (2 — L)/2 y dimensién D = L, es decir, el

subespacio de eigenestados de S7%,, con un solo espin apuntando hacia arriba.

3.5. Modelo de Ising desordenado con campo transversal e

interacciones de largo alcance

El siguiente modelo a analizar es una cadena de L particulas de espin-1/2 con interacciones
de largo alcance con desorden, como las que se lograron experimentalmente con trampas de iones [158],
1641/165]. El modelo tiene desorden en cada sitio y condiciones de contorno abiertas, que se describen
mediante el hamiltoniano

L
fiun = (B + DS +4Y 5 _‘]j)a 828, (3.7)
k=1 i<k

donde B indica un campo magnético constante en la direccién transversal, Dy se distribuye unifor-
memente dentro de [—-W, W], y a controla el rango de la interaccién espin-espin. Para W = B = 0,
Hir describe el modelo de vidrio de espin de Sherrington-Kirkpatrick |166], mientras que el limite
de interaccién de rango infinito (o = 0) da lugar al modelo de Lipkin-Meshkov-Glick, el cual es
un sistema ideal para estudiar fenémenos como la transicién de fase cudntica en estados excitados
[167H169] y las cicatrices cudnticas [170].
El hamiltoniano Hy g se descompone en dos sectores de simetria, uno abarcado por configuraciones
de espin con un numero impar de espines ascendentes en la direccion z y el otro con un nimero par
de espines ascendentes. Para maximizar nuestro acceso al centro del espectro, utilizamos el sector
con un nimero par de espines ascendentes cuando L/2 es par, y el sector impar en caso contrario. Los

estados iniciales son nuevamente estados de producto S7,, que son accesibles experimentalmente.



3.5 Modelo de Ising desordenado con campo transversal e interacciones de largo alcance 21

0.55

0.5
N 0.45
04

0.35
0.3 0

0.55

0.5
N 0.45 [
0.4 i
0.35

0.3
0

Figura 3.1: Se muestra resultados numéricos de (r) ( Ec. (2.6)) versus la magnitud del pardmetro
de control para matrices aleatorias de PBRM de dimensién D =12000 (a), matrices aleatorias de
RPE de dimensién D =12000 (b), el modelo de Heisenberg con desorden para una cadena de L = 16
particulas con D =12870 (c) y el modelo de Aubry-André con interacciones para una cadena de
L = 16 particulas de dimensién D =12870 (d) . Las lineas color rojo indican el valor tedrico de
GOE, (r)S°F ~0.53590 y las lineas azules el valor teérico para el caso integrable (r)F ~0.38629.
Las puntos color negro corresponden a los resultados numéricos y las lineas color negro son lineas
de guia. Los promedios se realizaron sobre 50 matrices para cada modelo.

Para ilustrar la transicion de los modelos de matrices aleatorias y sistemas fisicos mas
recurrentes en nuestro trabajo de investigacién recurrimos a estudiar la Ec. la cual ofrece
informacién sobre la fase en la que se encuentra cada uno de los sistemas con respecto al valor de su
respectivo parametro de control. La Fig. muestra el promedio (r) para dos modelos de matrices
aleatorias el PBRM y RPE y dos sistemas fisicos, el modelo de Aubry-André con interacciones
y el modelos de Heisenberg con desorden. En la Fig. [3.1] (a), los resultados (r) para el PBRM se

GOE 0.53590, lo que implica que para a < 1 la estadistica espectral

mantienen cerca del valor de (r)
coincide con una estadistica de Wigner-Dyson y el sistema se encuentra en la fase extendida, (r)
cae abruptamente alrededor de o = 1 y para 1 < a, (r) es similar a (r)¥ ~0.38629 indicando que
el sistema estd en la fase localizada. Para RPE, la Fig. (b) se aprecia como (r) ~ (r)SOF para
¢ <1, se puede observar como (r) disminuye mostrando una fase intermedia que termina en 2 < (,,
después el sistema pasa a una fase localizada pues se obtiene (r) ~ (r)F. Para los sistemas fiscos,
comenzamos con el modelo de Heisenberg con desorden Fig. (c), para h ~ 2, (r) ~ (r)¥OF para
2 < h, (r) muestra una regién de transicién donde 4 < h, (r) ~ (r)¥ indicando que el sistema se
encuentra en la fase localizada o MBL. En el caso del modelo de Aubry-André con interacciones en
Fig. (d), para h < 1, (r) ~ (r)SO9F para 1 < h < 2, (r) muestra una transicién donde (r) — (r)¥

indicando que el sistema se aproxima a la fase localizada o MBL.



Capitulo 4

Probabilidad de supervivencia

La probabilidad de supervivencia es una cantidad dindmica tipica en los estudios de lo-
calizacién en sistemas con interacciones y es accesible al estudiar la dindmica en experimentos de
iones atrapados y dtomos stper frios [158}/164]. Dado un estado inicial |¥(0)), la evolucién unitaria
es |U(t)) = Zle Y [ donde H |1by) = Ep [tn) y ) = (¥n|¥(0)), la proyeccién del estado
inicial |[¥(0)) en la eigenbase de energia, la probabilidad de recuperar un estado inicial |¥(0)) a

cierto tiempo t y estd dada por

SP(t) =|(T(0)|¥(t))|* (4.1)
2
Z |C£10) |2€—iEnt

D D
= 3 DI e BB O

n#m n

La Ec. es la asi llamada probabilidad de supervivencia. Si el sistema no presenta muchas
degeneraciones, cuando t — oo, el primer término de la Ec. (4.1) se desvanece y la probabilidad
de supervivencia se satura y su valor coincide con SP = 25:1 |c,(10)|47 es decir el IPR del estado
inicial, denotado como IPR¥. La probabilidad de supervivencia contiene mucha informacién sobre
el sistema, para mostrarlo, podemos escribir la SP(t) como

2

SP(t) ‘ / po(B)e FUdE| | (4.2)
que es la transformada de Fourier de una funcién de energia igual a
D
po(E) =Y |cV?6(E ~ En) (4.3)
n=1

22
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la cudl corresponde a la densidad de estados ponderada por las componentes |cn )|2 esta funcién
lleva por nombre densidad local de estados o LDoS por sus siglas en inglés.

La varianza o de la distribucién de energia del estado inicial es

o = (W(0)| A2 [w(0)) — ((0)| H |®(0))> (44)
D D
=Yl ER ~ <Z e ) Z e (En — Eo)’

donde Ej es el valor esperado de la energia con respecto al estado inicial |¥(0)) igual a

Eq = ((0)| H[¥(0 Z e P En (4.5)

La utilidad de o como un indicador de la transicién del sistema se mostrara en las siguientes secciones.
La probabilidad de supervivencia exhibe diferentes comportamientos a diferentes escalas de tiempo,
en esta primera seccién se analizan las siguientes: el régimen de tiempos cortos, donde se observa un
decaimiento cuadratico, y el régimen intermedio, donde puede surgir un decaimiento exponencial o
gaussiano seguido de un decaimiento como ley de potencias. La expansién en series de Taylor de la

Ec. (4.1]) para tiempos cortos t < o1, se obtiene un decaimiento cuadratico igual a

2 2

SP(t) =

D

2
E ‘C%O)‘ e—zE t
=1

D 2
o—iEot Z ’cglo)‘ o—i(Bn—Eo)t
n=1

2

. 2
= |e—ifot|? cgp\ (1= (B, — Eo)t — (B, — Eo)*t2/2+ ...)

2
2
(Bp — Eo)*t* + ...

b

D 2 1 D
- 1—@2‘4?)‘ (Bn— Eo)t - 5
n=1

(4.6)

el término lineal se desvanece por la Ec. (4.5). Continuando con la expansién y usando la Ec. (4.4)

2

SP 1—= E — Ey)*t?

Z ’c@)‘ )22 4+ O(th)

n=1

=1-**+0(t"),
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resultando en un decaimiento cuadratico en el tiempo igual a
SP(t)~1—ot?, (4.8)

el cual es independiente del modelo.

Después del decaimiento cuadratico la probabilidad de supervivencia tendrd un comportamiento que
se debe a la forma de la LDoS. Para matrices aleatorias de GOE, la LDoS es semicircular e igual a
la Ec. , la SPgog(t) es la transformada de Fourier de la Ec. que es igual a

B JE (20t)

SPGOE(t) (o-t)2

: (4.9)

donde J; es una funcién de Bessel de primer tipo [61}[85L/171].

A diferencia del caso RMT, para sistemas realistas, la (SP(t)) se comporta diferente. En
sistemas cuanticos de muchos cuerpos con interacciones entre dos particulas, el decaimiento inicial
cuadritico estd presente para tiempos t < o1, después, la (SP(t)) decae de acuerdo a la forma de
la densidad de estados, la cual es gaussiana [41] y cuando el sistema se perturba lejos del equilibrio
es decir, preparando el sistema en un estado inicial |¥(0)) y por medio de un pardmetro de control,
generamos a un cambio repentino en el sistema, lo que da lugar a una nueva dindmica gobernada
por un hamiltoniano diferente, la LDoS continua gaussiana [53}/61]. Siguiendo la Ec. , la trans-
formada de Fourier de una distribucién gaussiana resulta en una funcién gaussiana, por tanto el

decaimiento de la probabilidad de supervivencia es igual a

2t2

(SP(t)) = e~° (4.10)

El decaimiento de la Ec. (4.10) ocurre tanto en los regimenes extendidos como localizados [61}/69,
171,172).

A tiempos largos la (SP(t)) exhibe un decaimiento como ley de potencias o t~7 el cual tiene
su origen en las propiedades de la LDoS, el valor del exponente ~y se vuelve clave en los estudios de la
dindmica del sistema. Los estudios sobre el origen del decaimiento como ley de potencias iniciaron con
Khalfin [62] quien demostré que, debido a la existencia de una cota inferior en el espectro de energia
E\ow de cualquier sistema cudntico, el decaimiento de la probabilidad de supervivencia no puede
ser estrictamente exponencial a tiempos largos. En su lugar, el sistema presenta una reconstruccién
parcial del estado inicial, lo que conduce a un decaimiento con comportamiento de ley de potencias,
a este comportamiento se le conoce como efecto Khalfin.

El decaimiento como ley de potencias puede ser derivado analiticamente via la expansion asintética
a tiempos 0! < t de la transformada de Fourier de la Ec. de la funcién LDoS de la Ec.
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como se reporta en [85]. Silimg g po(E) > 0 entonces (SP(t)) o t~2. De forma general, sobre las
colas del espectro, po(FE) ~ (E — Ejp,)" con 0 < 1 < 1, se tiene (SP(t)) o t~2011) | de tal manera
que para sistemas realistas con interacciones entre dos cuerpos la LDoS es gaussiana y el exponente
del decaimiento es v = 2, en cambio para matrices aleatorias de GOE cuya LDoS es semicircular
se obtiene v = 3. Podemos probar rédpidamente que la envolvente de las oscilaciones de SPgog(t)
producto de los ceros de la funcién de Bessel J; decae como ox ¢t 2 al realizar una expansién asintética
a tiempos 0! < t de la Ec. y considerando J, (z) — \/2/mx cos (v — vm/2 — 7/4) nos permite

obtener
1

1
SP, 1 t) > ——= 2 20t — 4) ~ ——
cor(l < ot) —33 €08 (20t — w/4) 5373

55 (4.11)
por lo tanto (SPgog(t)) o< t=3.

Por otra parte el decaimiento como ley de potencias es inducido por las correlaciones presentes en
eigenestados no cadticos tipicas de sistemas desordenados con o sin interacciones [20L(71}/72,/85] que
presentan un fase localizada donde el exponente resultante de la ley de potencia es menor que el
exponente resultante de los limites de energia [69).

Se ha encontrado similitud (bajo ciertas condiciones [20]) del exponente « con la dimensién de co-
rrelacién Dy obtenida mediante el andlisis de escalamiento de la razén inversa de participacién o
IPR de la Ec. via la funcién de correlacién C(t) de (SP(t)) tanto en sistemas cudnticos des-

ordenados interactuantes [20] como en sistemas cuasiperiédicos sin interacciones |71]. Una discusién

més profunda de esto se llevara a cabo en la seccién correspondiente.

4.1. Indicadores de caos cuantico de muchos cuerpos en la

dinamica del sistema

Como se expone en la seccién anterior, la (SP(t)) muestra un diversos comportamientos a
diferentes escalas de tiempo cuyo origen se debe a la estructura de las componentes de los eigenesta-
dos, la estructura de la distribucién de energia asi como el régimen en el que el sistema se encuentre.
El espectro energético por si solo tiene un enorme impacto sobre el desarrollo de la dinamica para
tiempos largos que se observa en el decaimiento como ley de potencias, no obstante sus efectos se
observan adin después del decaimiento como ley de potencias. El andlisis del efecto de las correlacio-
nes espectrales en la dinamica del sistema nos lleva a estudiar las escalas de tiempo a tiempos muy
largos.

Sabemos que, en el contexto de matrices aleatorias, si la estadistica espectral de un sistema cuéntico
es comparable con la de alguno de los ensambles de matrices aleatorias, se dice que el sistema es
cadtico. Que esto suceda significa que el sistema posee un espectro energético correlacionado. Las

correlaciones del espectro energético se pueden detectar en la evolucion temporal del sistema por
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medio de una estructura pendiente-minimo-rampa-plateau denominado como hoyo de correlaciones.
Este enfoque tiene sus ventajas en experimentos enfocados en los estudios de dindmica con acceso
limitado o practicamente nulo al espectro energético. Una propuesta para detectar caos en sistemas
cuanticos de muchos cuerpos via la eficiente deteccion del hoyo de correlaciones se discute en el
Caplo]

Para estudiar la dindmica cuédntica a temperatura finita [107] es posible estudiar la probabilidad de
supervivencia (SP(t)) sobre estados de Gibbs. Un estado de Gibbs describe el estado de equilibrio

de un sistema cuantico a temperatura finita, y se define como

|\Pﬁ W Z ~PEn/2 |"/’n ) (4'12)

con Z =Y e PEny B = (kgT)~!, con T la temperatura y kp la constante de Boltzmann, D es
la dimensioén del espacio de Hilbert y E,, representa los eigenvalores del sistema. La SP(t) para un

estado de Gibbs se escribe como

—i 2
SPO7O(t) = [(T(0)| ™" | W5 (0)) | (4.13)
2
1 —BE,—i
=3 Ze BEn—iBnt (4.14)
— B(En+Em) ,—i(En—Ep)t
— 22 Z ) e )t (4.15)
n,m=1
por tanto las componentes |cn )|2 coincidiran con los factores de Boltzmann
B 4
) = 16
F(En) = = (4.16)

Considerando promedios y para el caso de una temperatura infinita, § = 0, la Ec. (4.1]) se obtiene

una nueva cantidad igual a

SFF(t <Ze En > : (4.17)

donde (-) indica un promedio sobre el ensamble. Esta cantidad se conoce como el factor de forma
espectral [101] denotada como SFF(¢). La SFF(t) captura correlaciones de corto y largo alcance en
el espectro de energia, lo que proporciona un diagnéstico completo del caos cudntico. Esta cantidad
también se ha utilizado para cuestionar la existencia de una fase localizada de muchas particulas [46].
Para matrices aleatorias de GOE, una expresién analitica de (SFF(¢)) ha sido derivada y es igual
a [87,91]

(SFFaor(t)) ~ ‘w Il)b (2‘7;)) +% (4.18)
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con J; una funcién de Bessel de primer tipo y bs(t) es una funcién denominada “funcién de corre-
lacién de dos niveles- |[101] y esta funcién describe el hoyo de correlaciones y es igual a
12t + |t|In (2t| +1), si |¢]<1

ba(t) = (4.19)
71+|t|ln(§|‘z‘lﬂ), si |t > 1.

En la Fig. se muestra el promedio del factor de forma espectral sobre un ensamble de matrices
aleatorias de GOE. El primer término en la Ec. representa un decaimiento como ley de
potencias, esta exhibe oscilaciones caracteristicas de la funciéon de Bessel, cuya envolvente decae
como una ley de potencias oc 2, como se ve en la Fig.

El decaimiento en la Fig. se extiende hasta que (SFFgog(t)) alcanza un valor minimo al tiempo

t3OF llamado el tiempo de Thouless. Para matrices de GOE el tiempo de Thouless t$OF es

t30F = vD (3)1/4 = <12)1/4. (4.20)

g ™ ™

etiquetado como tg;p en Fig. El valor minimo de (SFFgor(t)) es, (SFFgor(t$OF)) ~ 2/D
(véase [87]). Después del minimo continua una rampa, que se identifica como la regién por debajo
del valor de saturacién (plateau) en 1/D. El inicio de la rampa es a t$2F y el final de la rampa es al
tiempo de Heisenberg, ty1, y estdn marcados con lineas verticales en la Fig. El intervalo donde
SFF(t%?E) se encuentra por debajo del plateau corresponde al hoyo de correlaciones.

Generalmente usar estados de Gibbs para estudiar la dindmica experimentalmente no es muy
comun, en lugar de ello se recurre estudiar la probabilidad de supervivencia de un estado inicial via
la dindmica de un quench. Entonces, para matrices de GOE la expresion analitica del promedio de
la probabilidad de supervivencia es [91]

(SP(t)) = 1 ;(_S? [DJEJ(?;t) by (2";)} +(SP). (4.21)

En sistemas fisicos cudnticos cadticos de muchas particulas con simetria ante inversién temporal
el decaimiento de la envolvente continua hasta que (SP(t)) alcanza un valor minimo que continua
hasta alcanzar la saturacién a tiempos t — oo. Esta region de valores minimos es una correspon-
de al hoyo de correlaciones. La aparicién de este es considerado un indicador de caos en sistemas
fisicos, por tanto su analisis es crucial para el entendimiento de la dinamica del sistema. En siste-
mas fisicos cudnticos cadticos de muchas particulas con simetria ante inversién temporal la (SP(t))
alcanza un valor minimo en un tiempo t(T;}?E x D2/3/0' [87], después del cual surge la rampa. La
rampa es descrita por la funcién bo(t) en la Ec. (4.19), y persiste hasta el tiempo de Heisenberg,
ty < D/o [87].En los modelos fisicos con desorden, el tiempo del minimo también se conoce como
tiempo de Thouless. En sistemas cadticos de muchos cuerpos, t%?E < ty, mientras que para los

sistemas que se acercan a una fase localizada, t$0F /t — 1. El uso de esta relacién para describir la
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tHeisenber
g
0.1,

plateau

S

1072,

SFF

10731

1074,
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Figura 4.1: Factor de forma espectral para matrices de GOE de dimensién D = 200. Los elementos
de las matrices tienen (H,, ,,,) = 0, (f[ﬁm) =1/2parai#j,y <ﬁ£n> =1, de modo que o ~ /D/2.
La linea sélida oscura es la expresion analitica en la Ec. y la curva sombreada es el promedio
sobre el ensamble. Las lineas discontinuas verticales marcan el comienzo y el final de la rampa del
hoyo de correlaciones. El promedio de SSF fue obtenido con un ensamble de 100 matrices aleatorias
GOE.

transicion extendida-localizada se discutié para sistemas cuanticos desordenados de muchos cuerpos

en [46//87].

Por dltimo, mas alla de tg, si el sistema no exhibe muchas degeneraciones, la probabilidad

de supervivencia promedio exhibe pequenas fluctuaciones alrededor de su promedio de tiempo infinito

D
SP = <Z c§3>4> = (IPR?), (4.22)

que coincide con el valor del IPR del estado inicial.



Capitulo 5

Probabilidad de supervivencia

generalizada

Motivados por los estudios de multifractalidad a través del IPR generalizado, se define una
versién generalizada de la probabilidad de supervivencia, con el fin de capturar aspectos dindmicos
mas sutiles de la estructura espectral. Esta generalizacion resulta especialmente 1til para caracterizar
fases criticas o multifractales, donde las medidas convencionales no son suficientemente sensibles.

Definimos la probabilidad de supervivencia generalizada como

D
Z |C’ELO) |qefiE,,Lt
a=1

donde N, es una constante de normalizacién introducida para conservar la probabilidad e igual a

2

2
SP,(t = ‘ / py(E)e " EntdE| | (5.1)

1
)=

D
Ny =1, (5.2)
n=1
donde ¢ > 0 es un nimero real y
1 L
Pq(E) = ./\7 Z |CSLO)|q6(En - E) (53)
4 pn=1

es la LDoS generalizada (gLDoS) cuyas respectivas media y varianza son

D D
1 1

B = 5 IVIE, v of= 5 o1 (B - B (54
L — 9 n=1

Si ¢ = 2 recuperamos la expresion original de la probabilidad de supervivencia como se define en

Ec. (4.2). Para ¢ = 0, Ec. (5.1) coincide con el factor de forma espectral |101]. Se puede ver de

29
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la Ec. (5.1)) podemos obtener la probabilidad de supervivencia generalizada calculando la trans-
formada de Fourier de la gL.DoS. Por tanto comenzamos nuestro estudio examinando la forma

de p((IO)(E).Estudiamos sistemas cuanticos de muchos cuerpos descritos por el hamiltoniano de la

Ec. .

El primer modelo a estudiar son matrices aleatorias GOE de la Ec. y serad considera-
do como nuestro modelo de referencia. Como modelo fisico, consideramos el modelo de Heisenberg
1D con desorden (Ec. (3.4)) que es ampliamente utilizado en estudios de localizacién de muchos
cuerpos [5|143H145]. Suponemos condiciones de contorno periédicas y fijamos la magnitud del aco-
plamiento igual a J = 1. Para tamanos finitos, el sistema muestra estadisticas de nivel comparables
a las matrices aleatorias de GOE cuando h ~ 0.5, mientras que la repulsiéon de niveles energéticos

se desvanece para h > 1.

5.1. LDoS generalizada

La Fig. muestra la LDoS generalizada para una sola matriz de GOE y diferentes valores
de g. Se observa que la gl.DoS tiene una forma semicircular tipica de las matrices completamente
aleatorias, ademas, el ancho de la distribucion se conserva y es independiente del valor de g. Es-
te comportamiento es debido a a que todos los eigenestados de matrices de GOE se encuentran
normalizados. Para valores ¢ < 1, todas las componentes \c;O)\ participan en la construccién de la
distribucién llenando casi por completo la envolvente de la Ec. (2.3). Para valores de ¢ > 1, las
componentes més grandes \c%o)| contribuyen en la construccién de la distribucién cuyos efectos se
observan como picos en la distribucién en la Fig. (c) y Fig. (d), ademsés, se puede observar que
el ancho de la distribucién se conserva no depende el valor q. En el caso de matrices aleatorias del
0)|2

GOE, las componentes |c£L se comportan, en promedio, como variables aleatorias independientes

e . . 0
con una distribucién gaussiana de varianza 1/D. Entonces las componentes |c$L )|‘1 se comportan como

numeros aleatorios no correlacionados que fluctian alrededor del valor promedio |c£LO)|’1 ~ 1/vVDa,
y se pueden reemplazar en la Ec. (5.3). Entonces se obtiene que la glLDoS para las matrices GOE
coincide con la densidad normalizada de estados P(E) = D™' " 6(E, — E). Por lo tanto, para las

matrices aleatorias GOE, tenemos que

pg,OE(E) _ 1 1— (25,1)2’ (5.5)

donde la desviacién estandar o, = y/D/2. En la Fig. (a), confirmamos que o, es constante para
GOE.
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Figura 5.1: Densidad local de estados generalizada para matrices GOE. Para (a) ¢ =0.5, (b) ¢ =1.0,
(¢) ¢ =2.0y (d) ¢ =3.0. Las dreas sombreadas son resultados numéricos las curvas sélidas correspon-
den a la Ec. (5.5). Se considera una tinica matriz y un tinico estado inicial. El tamafio de la matriz
es D =12,000 .

Para sistemas cuanticos fisicos de muchos cuerpos con interacciones de dos cuerpos, la densidad de
estados es gaussiana . Por lo tanto, la forma esperada del LDoS para un sistema perturbado
lejos del equilibrio y para un estado inicial tomado en el centro del espectro, también es gaussiana,
como se confirma para el modelo de Heisenberg en la Fig. [5.2] (¢) para el caso estdndar ¢ =2.0 con

h =0.5.

p quin

pin

)

Figura 5.2: Densidad local de estados generalizada para el modelo de Heisenberg con h =0.5 para
(a) ¢ =0.5, (b) ¢ =1.0, (c) ¢ =2.0 y (d) ¢ =3.0. Las dreas sombreadas son resultados numéricos y las
curvas sélidas representan la expresion gaussiana en la Ec. . Se considera una tnica realizacién
de desorden. El tamano del sistema es L = 16 con D =12,870.

A pesar de que la forma gaussiana de la distribuciéon se mantiene para diferentes valores
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de q
. 1 (E — E\)?
Spin E) = _ a ) 5.6
7 (E) 2mo? P 207 7 (56)
\/ 4T

La figura muestra que, a diferencia del caso GOE, para el modelo de Heisenberg el ancho o,
depende de ¢q. A medida que ¢ aumenta y la contribucién de las componentes |c$L0 )|q mas grandes
se amplifica, el ancho de pgpi“(E) se vuelve mas pequeno. Esto indica que las contribuciones de las
componentes en las colas de la distribucién de energia del estado inicial, donde los estados ergddicos

son inexistentes, desaparecen.

La dependencia del ancho de la gl.DoS con ¢, incluso dentro del régimen ergédico, revela el
grado de ergodicidad de los sistemas fisicos. Esto significa que los eigenestados de los sistemas fisicos
no son vectores aleatorios como en el caso de las matrices aleatorias. Cémo definir estados cadticos
en sistemas realistas se discute en [42}/43,/52,|174H177]. Estos resultados agregan a estos estudios una

forma de cuantificar el nivel de ergodicidad en comparacién con matrices aleatorias.

L) I L) I L) I L) I L) I L) I L) l‘l I L) I L) I L) I L) I L)

I- 00009 - 9-0 -0 — I W -

5 . 5 i_'.g .

2 os| 45 osF U e-.e. -
wc' o 1N = o - .‘... -
Ib - .lb L = -
0.6 4 o6l n -
(@) ] [ A

04 L l L l L l L l L l L l L 04 L l L l L l L l L |
“0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35

q q

Figura 5.3: Desviacién estdndar de gLDoS normalizado por la desviacién estdndar de DoS para
(a) matrices GOE, 6J9F = 0S9F /o§TE v (b) el modelo de Heisenberg, 55P" = a?pi“/a%)gg,
con h =0.5 (circulos) y h =2.0 (cuadrados) en funcién de ¢. Cada punto es un promedio de 10
realizaciones de desorden y un estado inicial con energia Fy ~ 0. Las lineas punteadas son guias.
D =12,000 para GOE y D =12,870 (L = 16) para el modelo de Heisenberg.

La Fig. se muestra los resultados para o4 que estd normalizada por la desviacién estandar
de la densidad de estados (DoS) como una funcién de ¢ para el modelo GOE [Fig. |5.3|(a)] y el modelo
de Heisenberg [Fig. 5.3 (b)]. Se considera una tnica realizacién con un estado inicial con Ey ~ 0.
La curva recta en la Fig. [5.3| (a) indica la presencia de estados completamente ergddicos en todo
el espectro, mientras que en la Fig. (b) &spi“ decae claramente a medida que ¢ aumenta. Esto
sucede en el caso del modelo de espines en la regién ergdédica con h = 0,5 (circulos), donde los
estados no ergddicos se concentran en los bordes del espectro, y més abruptamente en el caso con

h = 2 (cuadrados), donde es probable que los estados no ergédicos se encuentren también lejos de
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los bordes del espectro.

La abrupta caida de 65’”” con respecto a ¢ para h = 2 se hace evidente en la Fig. |5.4
donde se muestra p,(E) para diferentes valores de ¢q. Cuando ¢ < 1 [Fig. [5.4] (a)-(b)], la forma del
LDoS estd fragmentada, mientras que para g > 1 [Fig.[5.4] (¢)-(d)], esta estructura estd casi borrada
y pq(E) indica un alto grado de localizacién.

Para sistemas de tamano finito, varios estudios numéricos respaldaron que los eigenestados del mo-

Figura 5.4: Densidad local de estados generalizada para el modelo de Heisenberg con h =2.0 para
(a) ¢ =0.5, (b) ¢ =1.0, (c) ¢ =2.0 y (d) ¢ =3.0. Las areas sombreadas son resultados numéricos y las
curvas sélidas representan la expresién gaussiana, Ec. . Se considera una tnica realizacién y un
estado inicial con energia Fy ~ 0. El tamano del sistema es L = 16 con D =12870.

delo de espin con desorden deberian volverse multifractales en su transicién a la fase localizada de
muchas particulas [20L37}/156}/178H180], aunque esto no se ha confirmado en el limite termodindmi-
co |181]. Los patrones observados en la Fig. [5.4] (a)-(b) también sugieren multifractalidad.

En la siguiente seccién exploramos el comportamiento de o, para diferentes modelos de matrices

aleatorias y sistemas fisicos.

5.2. Andlisis de 0, como un indicador de la transiciéon deslo-
calizacion-localizacién de sistemas cuanticos de muchos

cuerpos

La Fig. @ muestra la dependencia de o, respecto a ¢ para los regimenes extendido y
localizado para el modelo de Heisenberg con desorden. Estos resultados muestran que, para el modelo

de Heisenberg con desorden, incluso dentro de la regién extendida, o, depende de g lo cual contrasta
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con los resultados de matrices completamente aleatorias de GOE. Por tanto decidimos explorar
el comportamiento de o, ya que esta cantidad exhibe diferentes comportamientos dependiendo del
régimen en el que se encuentre el sistema y puede proveer de informacion adicional sobre la transicién
del mismo.

Comenzamos nuestro estudio analizando la dependencia de o, con respecto a g para tres
modelos del Cap. 3| El primero de ellos corresponde a matrices completamente aleatorias de bandas
o PBRM de la Ec. de dimensién D, fijamos el ancho de banda b = 1 y « es el parametro de
control; El segundo modelo corresponde a matrices aleatorias de RPE de dimensién D y el parametro
de control es (. El modelo fisico a estudiar es el modelo de Aubry-André considerando interacciones
y sin interacciones, en ambos casos, fijamos la constante de acoplamiento J = 1y h es el pardmetro
de control. Se estudia el modelo de Aubry-André sin interacciones en el subespacio de una sola
excitacion de dimensiéon D = L y para el caso interactuante se estudia sobre el subespacio donde

Sz, = 0 de dimensién D = L!/((L/2)!)?, los estados iniciales son estados de Hy como se indica en

Sec. B.3

5.3. Resultados

5.3.1. Modelos de matrices aleatorias

La Fig. muestra las curvas de (o,) versus ¢ para matrices de PBRM en (a) y para
matrices de RPM en (b) donde (...) denotan promedio sobre realizaciones y estados iniciales. Cada
curva en cada panel corresponde a diferentes valores de o para el PRBM y de ¢ para el RPM. En
ambos paneles se muestra una curva segmentada verde que corresponde al valor cgop = \/m el
cual no depende del valor de ¢ (Fig. . En el caso de PBRM obtenemos matrices de GOE cuando
a — 0 se obtiene el caso GOE y para matrices de RPE cuando ¢ — 0 también se obtienen matrices
de GOE.

Para el caso PBRM (Fig.[5.5(a)) las curvas de (o) versus ¢ para o pequenos que estan representados
por las curvas de tonos rojos se mantienen constantes y paralelas para ¢ pequenos, no obstante, a
medida que ¢ aumenta mas alld del caso estdndar ¢ = 2 se observa una ligera curvatura que se
acentia a medida que a aumenta, es decir, cuando el modelo se encuentra en la fase extendida
las curvas (o,) exhiben una dependencia débil con respecto a ¢, no obstante, para valores grandes
de ¢, {0,) magnifica ciertas correlaciones entre las componentes |c£LO )|‘1 que se observan como una
ligera curvatura sobre las curvas de (og) versus ¢ o en picos sobre la gLDoS (Fig. [5.3) cuando el
sistema comienza a pasar a la fase localizada . Para valores grandes de « (curvas en tonos azules),

las curvas de (g,) se alejan del valor ogog y las curvas se aproximan entre ellas, esto es debido a
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que las proyecciones del estado inicial sobre los eigenestados estan mas localizados, es decir, menos
componentes |c2|9 contribuyen a la distribucién de energfa y las componentes pequenas desparecen
para grandes valores de g, este efecto se magnifica para valores grandes de g exhibiendo una curvatura

més evidente.

2 2
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Figura 5.5: Curvas de (o4) versus ¢ para diferentes valores del pardmetro de control para el modelo
PRBM (a) y el modelo RPE (b) para matrices de dimensién D = 12000 en ambos casos. Para
ambos modelos los incrementos en los pardmetros de control o (PBRM) y ¢ (RPE) al igual que ¢
son crecimientos logaritmicos. Para ambos modelos las curvas de (o) versus ¢ comienzan en «, ¢
=0.1 . Las curvas en tonos rojos corresponden a a,( < 1 y las curvas en tonos azules corresponden
a 1 < a,(. Las lineas discontinuas verdes indica el valor teérico para GOE ogor = /D/2. Los
promedios se calculan sobre 10* muestras para cada punto. Los resultados se muestran en escala
logaritmica.

Los resultados del RPE se encuentran en el panel (b) de la Fig. Las curvas de (o)
versus ¢ para pequeiios valores de ¢ (curvas de tonos rojos) se mantienen constantes, paralelas y
muy cerca del valor oqog incluso para valores de grandes de ¢, cuando ¢ aumenta, las curvas de (o)
comienzan a exhibir una evidente curvatura que se magnifica al crecer ¢ (curvas en tonos rosas). Para
valores grandes de ¢ (curvas en tonos azules) las curvas de (0,) se aproximan entre ellas y muestran
amplias curvaturas. De forma similar al caso PBRM, (o,) muestran la transicién del modelo a una
fase extendida caracterizada por curvas de (o4) con una leve dependencia con ¢ y que muestran
una curvatura cuando el modelo entra a la fase intermedia, ya que en la fase localizada, se puede
observar como las componentes \cg]) |7 son tan pequenas que no contribuyen en nada a la distribucién

de energfa pues se observa (o,) ~ O(1078) para 2 < g en la fase localizada (curvas en tonos azules).

5.3.2. Sistemas fisicos

Los resultados para el modelo de Aubry-André (AAM) sin y con interacciones se muestran
en la Fig. El caso no interactuante se estudia en el subespacio de una sola excitacién con
dimensién D = L y los resultados de las curvas de (o,) versus g se muestran en la Fig. (a) donde

la linea segmentada verde corresponde al resultado analitico con i = 0 para cualquier valor de gq.
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Los resultado analiticos con h = 0 se pueden obtener estudiando la estructura de la matriz
hamiltoniana en ausencia de desorden de los modelos de espines sin interacciones [161]. La matriz
tiene la misma estructura que una matriz de Toeplitz con todos sus elementos iguales a cero a
excepcion de las dos diagonales adyacentes a la diagonal principal cuyos elementos son iguales a
1/2. Es posible obtener los eigenestados y energfas analiticamente, donde los eigenvalores de energfa

vienen dados por
nmw
En = COS <_L—|—1> ,n = 1,2, ...,L, (57)

mientras que los eigenestados son

=3 <L2+1>”2sm (752 . (53)

m=1
En la Ec. (5.8), n etiqueta el sitio n-ésimo de la cadena. Con los eigenestados y sus energias, el
valor de o, se obtiene directamente. Partiendo de la ecuacién (5.3) y considerando que el modelo

(0)

de Aubry-André no interactuante tiene E;° = 0, la varianza generalizada se reduce a

1
=Dl En. (5.9)
N, 2

Donde, usando la Ec. (5.8)), se obtiene ¢?, = ¢™* = (m|sp,) = [2/(L + 1)]*/?sin[nmz /(L + 1)]. Se
puede demostrar explicitamente que, para n > 2, la Ec. (5.9) converge a 1/2, independientemente

~

de ¢. Por lo tanto, se obtiene el valor limite para la desviacién estandar generalizada cuando h = 0,
og =1/ V2, que se muestra en la figura (a) mediante la curva segmentada verde. Para el caso
especial n = 1, la Ec. conduce trivialmente a o, = 1/(2 + ¢)*/2. En la Fig. panel (a) del
caso no interactuante, se observa como las curvas <aq> versus ¢, para h pequeiias (curvas en tonos
rojos), comienzan muy proximas entre si y cercanas al valor tedrico Ug:o_ A medida que h aumenta
(curvas en tonos azules), las curvas se separan una de otra y se curvan hasta converger al valor de
q = 2, después de este valor de ¢ todas las curvas decaen, lentamente para pequenos valores de h y
rapidamente para valores grandes de h.

El comportamiento de las curvas casi planas de (o) se puede explicar para la fase extendida. Para
h muy pequenas, podemos separar la informacién de las componentes |C$LO)|‘1 de la informacién del
espectro de energia como:

D

Z 0195(E — E,,)

=1

Z\H

(5.10)

obteniendo una constante que depende de ¢ por la densidad de estados DoS. La varianza de la DoS

solo depende del tamanio del sistema, al mantenerlo fijo en ese caso para L = 3000 la varianza solo
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0.10.204

Figura 5.6: Promedio (0,) versus ¢ para diferentes valores del pardmetro de control h para el modelo
AAM sin interacciones de dimensién D = L = 3000 (a) y el modelo AAM con interacciones de
tamafio L = 16 con dimensién D =12870 (b). Para ambos modelos los incrementos en los pardmetros
de control h y al igual que g son crecimientos logaritmicos. Para ambos modelos las curvas de (o)
versus ¢ comienzan en h =0 .1 . Las curvas en tonos rojos corresponden a h < 1 y las curvas en
tonos azules corresponden a 1 < h. Las lineas discontinuas verdes indica el valor tedrico para el AAM
sin interacciones O‘t}IL:O = 1/v/2 en (a) y el resultado numérico de o, con h = 0 para el AAM con
interacciones en (b). Los promedios se calculan sobre 10 muestras para cada punto. Los resultados
se muestran en escala logaritmica.

depende del valor de ¢, por lo tanto, la diferencia entre los valores de (o) se debe al valor de m
solo en la fase extendida (curvas en tonos rojos).

Para ambos casos del modelo de Aubry-André, la convergencia de todas las curvas de (o)
en el valor de ¢ = 2 se debe a que (0,) es independiente de la magnitud del pardmetro de control i

para g = 2 que corresponde al caso estandar. Para probarlo, podemos reescribir la Ec. (4.4)) como

= Y [ H W), (5.11)
n#(0)

con Hy|¥,) = €,|¥,), |n) estado propio de Hy, por tanto o = o,—y se construye sin considerar
la parte diagonal del hamiltoniano total H , que es donde se encuentra la informacién de h, por
tanto, para ambos casos del modelo del Aubry-André, (o,=2) no depende de h. Por ultimo, se puede
observar como la curvatura de (o,) para valores de grandes de h es mds notoria a medida que ¢

aumenta.
Los resultados para el Aubry-André con interacciones se muestran en la Fig. panel (b)
y son similares al caso sin interacciones. Nuevamente, las curvas de (o,) versus ¢ para h pequenas
(curvas en tonos rojos) se mantienen cerca de la curva numérica h = 0 y se mantienen paralelas
entre ellas. A medida que h aumenta (las curvas en tonos azules) (o,) crecen y se curvan hasta
converger en ¢ = 2. Después de ¢ = 2 las curvas decrecen rapidamente a medida que h aumenta.
El comportamiento de (o,) para el modelo de Aubry-André con interacciones se explica de forma
similar al caso no interactuante. En la regién extendida, para puntos ¢ < 2, las componentes el valor

de (04) dependen de |05L0)|q y de forma similar para 2 < ¢g. A medida que el sistema transita, para
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q < 2, muchas de las componentes |c£LO) |7 contribuyen en la distribucién de energfa como se observa
en la Fig. para 2 < ¢, solo las componentes mas grandes |c510)|q participan en la construcciéon de
gLDoS. Por tanto, la cantidad (o) muestra cualitativamente la transicién de una fase extendidas a
una localizada de sistemas cuanticos de muchos cuerpos.

En ambos casos del modelo Aubry-André, la curvatura de (o,) se comporta diferente con respecto
a los resultados de los modelos de matrices aleatorias. Motivados por esto, en la siguiente seccion
estudiaremos la informacién que puede proporcionarnos la curvatura de (o4) sobre la transicién de

los modelos de matrices aleatorias y sistemas fisicos.

5.3.3. Curvatura de (o)

La curvatura de una curva bidimensional representada por una funcién f(g) se define

l1 + <3{]>2] _3/2. (5.12)

Mide la desviacién de una curva respecto a una linea recta en un punto especifico. La teoria predice

mediante
f
dg?

k = 0 para una linea recta, mientras que x = 1 para una circunferencia. En los paneles de la
Fig. mostramos el promedio de « , R, en todos los puntos versus «, { o h, segtin el modelo. En la
préctica, para calcular &, ajustamos cada curva de (o,) de la Fig. con un polinomio de orden 4,
f(q) = ap+a1q+azq®+aszq® +asq*, aplicamos la Ec. para obtener x en cada punto asociado a
un valor de ¢ y, finalmente, el promedio. En todos los casos, el promedio £ aumenta a medida que el
parametro de control respectivo a cada modelo aumenta desde cero hasta el punto critico predicho.
La Fig. .7 muestra el promedio de las curvaturas & para los cuatro modelos versus el pardmetro de
control correspondiente. Los resultados para el PBRM en (a) donde las curvas para ¢ < 2 (azul) y
2 < g (verde) muestran un punto de inflexién en a, = 1, después de este punto la curva azul decae y
muestra algunas oscilaciones, no obstante la curva verse decae y parece saturarse, mas aun, la curva
del promedio sobre todo ¢ (rojo) también muestra un punto de inflexién en . = 1 y sigue la misma
tendencia de la curva verde (2 < ¢). Para el RPE en (b) el comportamiento es atin més interesante.
Se observa como la curva azul (¢ < 2) cruza el primer punto de transicién en (., = 1, luego crece
réapidamente y después de (., = 2, el segundo punto critico, esta decae. La curva verde (2 < ¢) sigue
un comportamiento similar pero la curva roja (promedio sobre todo ¢) muestra ahora dos puntos de
inflexién justo en los puntos criticos para el modelo RPE.

En el caso de los modelos fisicos, panel (c) para el AAM sin interacciones, las curvas para
g < 2 (azul) crece, pasando por el punto critico en h = 2 y no exhibe ningin punto de inflexion,
la curva para 2 < ¢ (verde) crece y en h = 2 aparece un punto de inflexién, la curva del promedio
sobre todo ¢ (rojo) tiene el mismo punto de inflexién en h = 2. Por tltimo, para el AAM con

interacciones, la curva azul crece y en h =1.7 se muestra un punto de inflexién, contrario a la curva
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Figura 5.7: Curvatura promedio & versus el pardmetro de control para matrices aleatorias de PBRM
(a), matrices aleatorias de RPE (b), el modelo de Aubry-André sin interacciones (c¢) y el modelo
de Aubry-André con interacciones (d). Los tridngulos azules representan los promedios de % sobre
puntos ¢ < 2. Los cuadrados verdes representan los promedios de k sobre puntos 2 < g. Las lineas
continuas sirven de guia. Los circulos rojos representan el promedio de & sobre todos los puntos de
q. Las lineas discontinuas verticales marcan la ubicaciéon de las estimaciones de los puntos criticos
para cada modelo.

verde que no esta claro si muestra algin comportamiento particular sobre los puntos criticos pero
el comportamiento es similar al de la curva azul para h <1.7 . La curva roja muestra dos puntos de
inflexién en los puntos donde se reportan los puntos criticos de transicién en h =0.7 y h =1.7.
Nuestros andlisis para el promedio de la curvatura & sobre los dos modelos de matrices
aleatorias y el caso del modelos fisico interactuante y no interactuante muestran puntos de inflexion
localizados en los puntos criticos de transicién de cada modelo. Los andlisis sobre la curvatura de
(04) complementan nuestros estudios sobre la gLDoS donde se propone a (o,) como una cantidad
que puede ser usada como un indicador dela transicién del sistema. Adn més, esta puede ser util

en los estudios para determinar puntos de transicién de fase mediante el analisis de la curvatura de

(0g)-
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5.4. Evolucion de la probabilidad generalizada de supervi-

vencia bajo el modelo GOE: Expresion analitica

De acuerdo a la Ec. (5.1)), la probabilidad de supervivencia promediada sobre un ensamble

de estados iniciales y realizaciones aleatorias se escribe como

1 BB 1
(SPy(t)) = <N2 Z ||l 7e (P E’")t> + <J\/’2 Z |C1(10)|2q> ) (5.13)
4 n

4 n#m

donde (...) denota el promedio. El segundo término del lado derecho corresponde al promedio de
tiempo infinito, S’Tm de la probabilidad de supervivencia generalizada. Es posible obtener una expre-
cion para el valor de saturacion Tﬂ para matrices aleatorias de GOE ya que cS” son numeros aleato-
rios de una distribucién gaussiana, estas componentes siguen una distribucién de Porter-Thomas [117],

182] igual a
D e—%k%o)lz

P(|c?) = 2|02
T|Cn

(5.14)

0)|2

con r = |c£L 0)|2

. Calculando los ¢ momentos con x = |C§L

° D
E[z9] = / x4/ — e~ Ty, (5.15)
0 2rx
usando un cambio de variable igual a u = Dx/2 obtenemos
D 2 2 q—1/2 oo
q] — —~— 2= q—1/2 —u
E[z9] =4/ 5D <D> /0 u e “dx (5.16)
2\? 1
(=) - 5.17
(5) r(o+3): (5.17)

donde T es la funcién Gamma. Anidlogamente, obtenemos E[z9/?] = ﬁ (%)q/2 r (%), consideran-
do que >, |20 = >, E[z9] = DE[27] obtenemos

obtenemos

_ 1 Vil (¢+3)
SPy= - [P =3—"2/ (5.18)
NF ST o (e
Dado que para las matrices aleatorias los eigenvalores y los eigenestados son estadisticamente inde-

pendientes, podemos separa la informacion de estos como

1 . 1
(SP, (t)>=< ICSLO)I“ICQ)I"> e (En=Em)t +< IC%O)IQ">7 (5.19)
0= (5 ) (e (53

4 n#m

La probabilidad se conserva, (SP,(t = 0)) = 1, entonces de la Ec. (5.19),

1 _
1= <N2 > c;0>qc§,9)q> +SP,.

9 n#£m
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Utilizando (ver detalles en [183] y el apéndice de [87])

(B — 1 JE(20t) ot
i(Epn—Em)t _ 1 _ _
<€ > D1 {D w2 2\ap )] (5:20)
y
1 0 0 B
<Mz;|c;>q|cgq>|q =1- 5P, (5.21)
obtenemos la expresion analitica
_1-(SP,) [ JZ(20t) ot =
(SP,(t)) = 51 {D O bo{5p )|+ (SPy) . (5.22)

Nétese que usamos o, = 0 ya que g, es constante para matrices de GOE. El comportamiento a
distintas escalas de tiempo de (SFP,(t)), tiene similitud con (SP(t)) ya que (SPx(t)) = (SPy(t)).
El comportamiento inicial corresponde a una funcién de Bessel de primer tipo, Ji, ya que es la
transformada de Fourier de la distribucion semicircular de la gLDoS y corresponde al primer término
del lado derecho de la Ec. . La (SP,(t)) muestra oscilaciones con los enésimos ceros que ocurren
cuando el estado inicial encuentra dindmicamente un estado ortogonal en t,, ~ (7mn ++/2/2)/20 con
n=1,2,...,laenvolvente de las oscilaciones decaen como ¢t 3. El segundo término en el lado derecho
de la Ec. (5.22)), es la funcién de correlacién de dos niveles by(t) (Ec. (4.19)) que se manifiesta en

(SP,(t)) como una estructura de valores minimos por debajo del la saturacién hasta el valor (SP,).

10%

Figura 5.8: Evolucién de la probabilidad de supervivencia generalizada para matrices de GOE para
diferentes valores de ¢. Las curvas rojas son resultados numéricos y las negras corresponden a la
expresién analftica en la Ec. (5.22). De abajo hacia arriba, ¢ =0.5, 1.0, 2.0 y 3.0. El tamaiio de las
matrices es D = 12000. Los promedios son sobre 10* muestras.

En la Fig. comparamos los resultados numéricos para (SP,(t)) con la expresién analitica
en la Ec. (5.22)). La correspondencia es excelente. El hecho de que o, para el modelo GOE sea
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independiente de ¢ (ver Fig. y Fig.|5.3) se hace evidente una vez més en la Fig. donde las
curvas para diferentes valores de ¢ coinciden en tiempos cortos, capturando las oscilaciones de la

funcién de Bessel hasta el valor minimo de (SP,(t)).

5.4.1. Tiempo del minimo del hoyo de correlaciones

Para derivar la escala de tiempo, t$OF, donde (SP,(t)) alcanza el minimo del hoyo de
correlaciones, necesitamos encontrar el punto donde se cruzan el primer y el segundo término de la
Ec. . Siguiendo la referencia [87], obtenemos la expansién de tiempo largo del primer término
en la Ec. y expandimos bo(t) para tiempos cortos. Combinando ambos en la derivada de

(SPy(t)) obtenemos
1/4 1/4
T o T

Para obtener el valor minimo de (SP,(t)) en el hoyo de correlaciones, evaluamos la Ec. (5.22]) en

t3OF | resultando en

WP lemigom = 1 _D<fT;)q> Lr(athE)?) B (1 B ;t%?Eﬂ + (SPy)

(3P,) Th (5.24)
1—-(SP —
Finalmente, usando la Ec. para <57Pq> obtenemos
Vil (g+ 1) -1 (12 2
2

Para el caso particular de ¢ = 2, la Ec. (5.25) conduce al valor 2/D obtenido previamente en la

Ref. [87].

5.5. Evolucion de la probabilidad de supervivencia generali-

zada bajo el modelo de espin

En la Fig. comparamos la evolucién de (SP,(t)) bajo el modelo de espin para diferentes
valores de gq. En ambos paneles, Fig. [5.9| (a) para h =0.5 y Fig. [5.9| (b) para h = 2, el decaimiento
inicial estd determinado por la envolvente del gL.LDoS, como se ve en la Ec. . Dado que segun la
Fig. 5.2y la Fig. la forma de la distribucién es gaussiana, se ve en la Fig. que

(SP,(t)) = exp(—0o2t?) (5.26)
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Figura 5.9: Probabilidad de supervivencia generalizada para el modelo de Heisenberg (a) h =0.5 y
(b) h = 2 para diferentes valores de g. De abajo a arriba, ¢ =0.5, 1.0, 1.5, 2.0 y 3.0. El tamano del
sistema es L = 16. Se realizaron promedios sobre 3 x 10* muestras.

para t S o4. La dependencia de o4 respecto de g se aprecia en la Fig. |5.9| (a) y es evidente en la
Fig.5.9| (b).

Miés alla del comportamiento gaussiano, surge un decaimiento como ley de potencias
(SP,(t)) o t™7a. (5.27)

Dado que el gL.LDoS para el modelo caético en la Fig. presenta colas gaussianas para cualquier g,
esperamos el mismo exponente de la ley de potencia para todas las curvas en la Fig. [5.9| (a), que es
de hecho lo que sugieren las lineas casi paralelas durante el comportamiento algebraico. En cambio,
en la Fig. [5.9| (b), resulta claro que v, disminuye a medida que ¢ aumenta y el minimo del hoyo de
correlaciones tarda mas en alcanzarse. En este caso, el comportamiento de la ley de potencia refleja
las correlaciones entre los componentes del estado inicial, que se mejoran para valores mayores de ¢,

este efecto es interesante, su andlisis profundo y mejor entendimiento se deja en las siguiente seccidn.

5.6. Evidencias del caracter multifractal en la dinamica del

sistema

La Fig. muestra como el exponente generalizado del decaimiento como ley de potencias
de (SP,(t)), v, depende del valor de g revelando como las correlaciones espectrales juegan un papel
importante en el desarrollo de la dindmica fuera de equilibrio. Deseamos enfocar nuestra atencién en
el decaimiento como ley de potencias del caso estandar ¢ = 2 de la probabilidad de supervivencia.

Para ello, podemos suavizar el promedio (SP(t)) mediante la funcién de correlaciéon que se define
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como: )
C(t) = %/0 (SP(1))dr (5.28)
Se sabe que para el modelo de Harper no pateado y pateado para estados localizados, criticos y
extendidos, asf como en las cadenas de Fibonacci |71], C(t) exhibe un decaimiento de ley de potencia
como C(t) ~ t~° donde § coincide con la dimensién de correlacién espectral D, de la Ec.7 lo
que indica que las propiedades multifractales de los eigenestados desempenian un papel crucial en la
dindmica fuera del equilibrio de estos sistemas unidimensionales no interactuantes.
Si calculamos la funcién de correlacién de la expresién analitica para (SPgogr(t)) para matrices de

GOE obtenemos:

Ccor(t) = 1D_7S? (1D01(20t) —Cy (;é)) + SP (5.29)
donde oo A .
@ = §j§(2at) — @jo(Qat)jl(Qat) + (—1 + 80%t?) T JE(20t) (5.30)
y
Cy(x) = B1(2)0(x — 1) 4+ Ba(2)O(1 — x) (5.31)
donde
Bi() :2(1 — )+ (g - 8195) In (1 + 2z), (5.32)
Bo(z) :%(1 )+ (; - 81$> In (;;_2?) (5.33)

y @ = ot/2D. Realizando un andlisis similar como se muestra en el Cap. 4} se puede demostrar que

la C(t) de (SP(t)) muestra un decaimiento como ley de potencias igual a

Caog(t) ~t71, (5.34)

es decir, el exponente del decaimiento como ley de potencias de Cgog(t) coincide con el valor de
la dimensién de correlacién Dy = Dz = 1 (con Dy la dimensién de correlacién de la Ec. D
para el caso GOE. Ademds, la Fig. muestra los resultados numéricos y analiticos de (SP(t))
y C(t) donde la correspondencia entre las curvas son excelentes. Se puede observar como C(t)
borra por completo la aparicién del hoyo de correlaciones, el cual es una manifestacién directa
de las correlaciones espectrales, no obstante, en la saturacién, C(t) coincide con el valor del IPR
del estado inicial como sucede con (SP(t)). Debido a que el decaimiento como ley de potencias
de SPgog(t) ~ t=3 (Cap. ) y Cgor(t) ~ t~! podemos decir que C(t) promedia los efectos de
la correlaciones espectrales y su exponente del decaimiento como ley de potencias § es igual a la
dimension de correlacion Dy = Dg = 1 para matrices de GOE. Estos resultados nos motivan a

estudiar como el caracter multifractal de los eigenestados del sistema se involucra en la evolucion



5.7 Resultados 45

temporal de sistemas cudnticos de muchas particulas interactuantes que muestran una transiciéon de
una fase extendida a una localizada. Para ello estudiaremos la dindmica por medio de (SP(t)) y
su funcién de correlacién C(t) y el cardcter multifractal serd cubierto por medio del célculo de la

dimensién de correlacién espectral Dy mediante el método box-counting de la Ec.(2.13).

(s,)

Numeric

P/ Numeric

Sy

P " Analytic

&)

Analytic

Figura 5.10: Expresién analitica para la probabilidad de supervivencia (SPgor(t)) de Ec. (4.21))
(azul claro), resultados numéricos (azul oscuro), expresién analitica para la funcién de correlacién
Ccog(t) de Ec. (rojo oscuro) y resultados numéricos (rojo claro) para matrices de GOE de
dimensién D = 12 000.

5.7. Resultados

5.7.1. Modelos de matrices aleatorias

Comenzamos nuestros andlisis con modelos de matrices aleatorias de PBRM . El
PBRM es relevante en estudios de multifractalidad al fijar el sistema en su punto critico de transicion
a. = 1 y variar unicamente b, podemos modificar la naturaleza de los estados |184H186], pasando
de una multifractalidad débil (1 < b), que corresponde a estados extendidos, a una multifractalidad
fuerte o localizada (b < 1) [184}[185]. El siguiente modelo es el RPE (Ec. (B.3)), al exhibir una fase
intermedia caracterizada por estados multifractales lo que lo hace excelente para estudiar los efectos

de la multifractalidad sobre la dindmica del sistema.

Los cuatro paneles de la izquierda de la Fig. muestra (SP(t)) y C(t) para matrices de
PBRM con diferentes valores de b con o, = 1. La regién de decaimiento de la ley de potencia en
(SP(t)) es amplia y crece a medida que b aumenta lo que significa que los estados dejan de ser menos
localizados a ser més extendidos, ademds, el decaimiento de C(t) se muestra paralelo al decaimiento
de (SP(t)).
Los cuatro paneles de la derecha en la Fig. muestra (SP(t)) y C(t) para matrices de RPE con
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Figura 5.11: (SP(t)) (curvas color negro) y C(t) (curvas rojas) para el matrices de PBRM (cuatro
paneles a la izquierda) y matrices de RPE (cuatro paneles a la derecha) para diferentes valores
del ancho de banda b y el pardmetro de control ¢ respectivamente. Las lineas discontinuas verdes
representan ajustes en la regién de decaimiento de la ley de potencia para (SP(t)) y las lineas
discontinuas azules corresponden lo mismo para C(t) . La dimensién D =12000 en ambos casos.
Para obtener (SP(t)) se tomaron promedios sobre realizaciones y estados iniciales resultando en 10*
datos estadisticos. Nos centramos en obtener los ajustes sobre la envolvente de las oscilaciones. Los
ajustes en C(t) se realizan en una ventana temporal similar a la regién de decaimiento por ley de
potencia de (SP(t)).

diferentes valores de (. En el régimen extendido, ¢ ~ 0, (SP(t)) exhibe las oscilaciones tipicas del
GOE y C(t) decae como t~!, pero al igual que el caso GOE, el hoyo de correlaciones desaparece,
entonces C(t) ademds de promediar las fluctuaciones en la dindmica, también promedia y elimina
las contribuciones del espectro de energfa del sistema. En la regién intermedia (1 < ¢ < 2), (SP(¢))
pierde las oscilaciones de la fase extendida, el hoyo de correlaciones practicamente desaparece y la
regién de decaimiento por ley de potencia disminuye y comienza a fusionarse con la saturacién.

El recuadro en la Fig. muestra la relacién B(1) versus [ de la Ec. para matrices
PBRM con diferentes anchos de banda b y a = o = 1. La pendiente de B(l) es bastante clara; no
hay oscilaciones y aumenta a medida que b aumenta. Para valores pequenos de b, se observa cémo
B(l) parte de un valor constante hasta que crece, es decir, el estado inicial es mds localizado. Este
comportamiento se hace més evidente para valores mayores de b. La Fig. muestra la comparacién
entre los tres exponentes. Los resultados muestran una buena concordancia entre v, y D»: Estos
exponentes crecen rapidamente y los resultados muestran la primera evidencia de que § = Dy y
0 = ~ para cualquier valor de b para «a, =1.0, el punto critico para el PBRM.

En el recuadro de la Fig. se muestra la relacién entre B(1) y I para matrices de RPE. Las
curvas se saturan para valores grandes de [ y las curvas crecen lentamente a medida que ¢ aumenta.
La Fig. muestra la comparacién entre los tres exponentes. A diferencia del PBRM, para el caso
de RPE, v de (SP(t)) no coincide con ningin otro exponente hasta entrar en la fase localizada. El

exponente v decae rapidamente a ( ~ 1, y posteriormente disminuye més lentamente hasta coincidir
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Figura 5.12: La figura principal muestra los exponentes 7,8 y Do para PBRM para diferentes valores
de ancho de banda b con « = a, = 1. Los exponentes v y d se obtuvieron del decaimiento como
ley de potencias de promedios de (SP(t)) y C(t) sobre estados iniciales y realizaciones resultando
en 10* datos estadisticos. El tamafio del sistema es D = 12000. D se obtuvo mediante ajuste de
la ecuacién m El recuadro corresponde a la funcién S(I) versus I de la Ec. , consideramos
promedios sobre estados iniciales y realizaciones resultando en 10* datos estadisticos, los resultados
se muestran en escala logaritmica para diferentes valores de ancho de banda b, las lineas rojas
discontinuas corresponden a ajustes sobre las curvas. Para los ajustes, nos concentramos en las
regiones donde el comportamiento es mas lineal.
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Figura 5.13: La figura principal muestra los exponentes v, d y D, para RPE con respecto a diferentes
valores de (. Los exponentes v y d se obtuvieron del decaimiento como ley de potencias de promedios
de (SP(t)) y C(t) sobre estados iniciales y realizaciones resultando en 10* datos estadisticos. El
tamano del sistema es D = 12000. Dy se obtuvo mediante ajuste de la Ec. ([2.13)). El recuadro
muestra las curvas para (1) versus [ de la Ec. , consideramos promedios sobre estados iniciales
y realizaciones resultando en 10* datos estadisticos, los resultados se muestran en escala logaritmica
para diferentes valores del pardametro de control ¢, las lineas rojas discontinuas corresponden a ajustes
sobre las curvas. Para los ajustes, nos concentramos en las regiones donde el comportamiento es mas
lineal.

con 0 y Ds. El exponente  tiene un comportamiento interesante, ya que parece decrecer mas

lentamente a medida que el sistema entra en la fase intermedia. El exponente v muestra claramente
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cuando el sistema abandona la fase extendida en (., = 1, este decrece en la fase intermedia y se
acerca a los demds exponentes § de C(t) y D, justo por Ce, = 2 el final de la fase intermedia. Los
exponentes § y Do muestran una excelente correspondencia para todos los valores de ¢. La excelente
correspondencia entre § y D, para ambos modelos de matrices aleatorias indica la manifestacién del
cardcter multifractal en la evolucién temporal del sistema indicando que en sistemas que transitan de
una fase extendida a una localizada, la estructura multifractal de los eigenestados son relevantes. Por
otra parte, los resultados para el modelo de GOE indican que vgog = 3 y dgor = 1 y los resultados

de las Fig. [5.12] y Fig. [.13] indican que v # 4 en la regién extendida donde aparece el hoyo de

correlaciones y v ~ § en la region localizada donde la estructura del hoyo de correlaciones desaparece,
por tanto, podemos decir que  contiene tanto la informacién de las correlaciones espectrales como
la estructura de los componentes de los eigenestados de tal forma que a medida que el los sistemas de
matrices aleatorias salen de la fase extendida, el cardcter multifractal de los eigenestados se vuelve
cada vez méas importante en la evolucién temporal del sistema. Ahora, extendemos nuestros anélisis

a sistemas fisicos de particulas de espin 1/2 con interacciones.

5.7.2. Sistemas fisicos

Como sistemas fisicos, estudiamos el modelo de Aubry-André interactuante donde se consi-
dera el potencial de Harper (Ec. ), trabajos previos identifican una fase intermedia entre h =0.7
y h =1.7 caracterizada por estados multifractales, lo que hace este modelo ideal para nuestro analisis
previos. El segundo modelo es el modelo de Heisenberg con desorden (Ec. ), el posible estimado
valor de punto critico es h, 23.5 [150H155], que incluye estimaciones obtenidas a partir de tamafios
de sistemas finitos, no obstante el debate sobre la existencia de una fase MBL en el limite termo-
dindmico lleva a pensar que una fase intermedia con estados multifractales en un efecto de tamano
finito y no una caracteristica intrinseca de la transicién. Por tanto un caracterizacion del nivel de
multifractalidad en la dindmica del sistema es importante. Para ambos modelos fijamos J = 1y
condiciones de frontera abiertas. Trabajamos en el subespacio mas grande para el cual S’%Ot =0 de
dimensién D = L!/((L/2)!)%. El pardmetro de control para ambos modelos es h.

Los cuatro paneles de la izquierda de la Fig. muestra (SP(t)) y C(t) para el modelo
interactuante de Aubry-André con diferentes valores de h. Se puede observar un claro decaimiento
de la ley de potencia en tiempos intermedios para ambas cantidades. Similar al caso de GOE, la
desaparicion del hoyo de correlaciones en C(t) es notable dentro de la fase extendida donde se obtiene
d ~ 1y~ ~ 16. En la regién intermedia (0.7< h <1.7), observamos cémo se reduce la regién de
decaimiento de la ley de potencia donde reaparecen oscilaciones en SP(t) que se acentian a medida
que h se incrementa, C(t) nota este efecto y se manifiesta como un pequenio bulto donde empieza

el decaimiento como ley de potencias. Este comportamiento se puede ver como una competencia
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Figura 5.14: (SP(t)) (curvas negras) y C(t) (curvas rojas) para el modelo de Aubry-André con
interacciones (cuatro paneles a la izquierda) y el modelo de Heisenberg con desorden (cuatro paneles
a la derecha) para diferentes valores de h. Las lineas discontinuas verdes representan ajustes en la
regién de decaimiento de la ley de potencia para (SP(t)) y las lineas discontinuas azules corresponden
lo mismo para C(¢) . El tamano del sistema es L = 16 con dimensién D =12870 en ambos modelos.
Para obtener (SP(t)) se tomaron promedios sobre realizaciones y estados iniciales resultando en 10*
datos estadisticos. Nos centramos en obtener los ajustes sobre la envolvente de las oscilaciones. Los
ajustes en C(t) se realizan en una ventana temporal similar a la regién de decaimiento por ley de
potencia de (SP(t)).

entre las correlaciones energéticas y las correlaciones de las componentes del estado inicial sobre
los eigenestados a medida que el sistema transita. En la regién intermedia ¢ y v disminuyen y se
mantiene menor que 1 y son mas pequenas cuando el sistema esta en la fase localizada

Los cuatro paneles de la derecha en la Fig. muestra (SP(t)) y C(t) para el modelo
de Heisenberg con desorden con diferentes valores de h con h. ~ 3.5 como un estimado de punto
critico. Similar al modelo de Aubry-André con interacciones, en la regién extendida (h < 1), el
decaimiento es claro con § ~ 1 y v ~1.7 donde el hoyo de correlaciones desaparece en C(t). Después
de 1 < h sobre la regién de decaimiento de la ley de potencia, las oscilaciones se atentdan a medida
que el sistema abandona la region extendida y aumentan a medida que el sistema entra en la fase
localizada.

El recuadro en la Fig. muestra la funcién B(1) de la Ec. para el modelo de
Aubry-André con interacciones. El exponente Dy disminuye muy réapidamente al aumentar h, por
lo que el exponente D, tiende a cero cuando el sistema se adentra mucho en la regién localizada. La
Fig. muestra una comparacién entre los exponentes y de (SP(t)), & de C(t), el exponente Do
de la Ec. para el modelo de Aubry-André con interacciones. El exponente v se mantiene muy
por encima de 1.0 con respecto a los demas exponentes para h <0.5, incluso en la fase extendida,
pero decae rdpidamente. Se aprecia una buena correspondencia entre § y Do en general, para todo
valor de h, lo que significa que cuando el sistema pasa de la fase extendida a una fase localizada,

las propiedades multifractales de los eigenestados se hacen presentes en la dindmica del sistema.
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Figura 5.15: La figura principal muestra los exponentes v,d y D5 con respecto a h para el modelo
de Aubry-André con interacciones para diferentes valores de h. Los exponentes v y § se obtuvieron
del decaimiento como ley de potencias de promedios de (SP(t)) y C(t) sobre estados iniciales y
realizaciones resultando en 10* datos estadisticos. El tamafio del sistema es L = 16 con dimensién
D =12870. D se obtuvo mediante ajuste de la Ec. . El recuadro muestra §(I) versus [ de la
Ec. 7 consideramos promedios sobre estados iniciales y realizaciones resultando en 10* datos
estadisticos, los resultados se muestran en escala logaritmica para diferentes valores del pardmetro
de control h, las lineas rojas discontinuas corresponden a ajustes sobre las curvas. Para los ajustes,
nos concentramos en las regiones donde el comportamiento es més lineal.

Se observa que exponente 7y de (SP(t)) se mantiene lejos de § y D, alrededor de h =0.50, pero y
se aproxima a & y Dy cerca de he, =0.7 donde comienza la regién intermedia de acuerdo a [187].
Dentro de la region intermedia los tres exponentes siguen la misma tendencia durante esta region
hasta alcanzar la fase localizada en h., = 1.7.

El recuadro en la Fig. muestra la funcién 5(1) de la Eq. para el modelo de
Heisenberg con desorden. A diferencia del caso del modelo de Aubry-André con interacciones, el
exponente Do decrece més lentamente con respecto al valor de h, pero atin tiende a cero para valores
grandes de h.

La Fig. muestra una comparacién entre los exponentes v de (SP(t)), § de C(t), el ex-
ponente D5 de la Ec. para el modelo de Heisenberg con desorden. El exponente v de (SP(t))
se encuentra cerca de v = 2 para h <0.5 [69,/70] para L = 16. A medida que el sistema abandona la
fase extendida, decae rapidamente y sigue la misma tendencia que los tres exponentes restantes.
De nuevo, se muestra la correspondencia entre § y Dy y, finalmente, cuando el sistema se aproxima

a la fase localizada (3.5 < h), los cuatro exponentes siguen la misma tendencia.

Se obtiene entonces que, para sistemas fisicos de muchas particulas interactuantes, se mues-
tra como el exponente v de (SP(t)) es distinto de Dy y 4 en la fase extendida, como se observo en
matrices aleatorias. A medida que el sistema transita, v decrece y sigue la misma tendencia entre

Dy y § los cuales mantienen una buena correspondencia entre ellos en cada régimen del sistema.
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Figura 5.16: La figura principal muestra los exponentes -y, d y Dy con respecto a h para el modelo
de Aubry-André con interacciones. Los exponentes v y § se obtuvieron del decaimiento como ley
de potencias de promedios de (SP(t)) y C(t) sobre estados iniciales y realizaciones resultando en
10* datos estadisticos. El tamafio del sistema es L = 16 con D = 12870. D5 se obtuvo mediante
ajuste de la Ec. . El recuadro muestra (1) vs I de la Ec. , consideramos promedios sobre
estados iniciales y realizaciones resultando en 10* datos estadisticos, los resultados se muestran en
escala logaritmica para diferentes valores del parametro de control h, las lineas rojas discontinuas
corresponden a ajustes sobre las curvas. Para los ajustes, nos concentramos en las regiones donde el
comportamiento es mas lineal.

Debido a que D y & miden la multifractalidad de los eigenestados podemos decir que el exponente
contiene la informacién de las correlaciones espectrales y al mismo tiempo del cardcter multifractal
de los eigenestados mostrando evidencia de que las correlaciones espectrales no solo se manifiestan en
el hoyo de correlaciones si no también en el exponente -y, cuando su influencia decrece, v se aproxima
a Do y 6. Tanto en los modelos de matrices aleatorias como en los sistemas fisicos se mostré una
muy buena correspondencia entre los exponentes § y Ds. La relacién directa entre Do y § durante la
transicion del modelo de Heisenberg contribuye al debate sobre la existencia de estados multifracta-
les como un indicador de una fase intermedia de la transiciéon extendida-localizada, respaldado por
los resultados de el modelo de Aubry-André con interacciones, nuestros resultados indican que la
aparicién de los estados multifractales son una caracteristica del sistema en transicién en lugar de

un efecto de tamano finito.

5.8. Conclusiones

Se introdujeron los conceptos de probabilidad de supervivencia generalizada, SP,(t), y den-
sidad de estados local generalizada, py(E). Se mostré que el ancho de la densidad local de estados
generalizada, o4, depende de ¢ incluso cuando el sistema cuantico de muchos cuerpos se encuen-
tra profundamente en el régimen caético, lo que contrasta con las matrices aleatorias, donde o, es

constante e igual al ancho de la densidad de estados. Los anélisis de (0,) mostraron la sensibilidad
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a los puntos criticos de transiciéon de modelos de matrices aleatorias y sistemas fisicos mostrando
cualitativamente la transicién extendida-localizada pero sin detectar efectivamente regiones inter-
medias de transicién, no obstante el andlisis de la curvatura promedio % de las curvas de (o,) vs
g mostré puntos de inflexién sobre los puntos criticos de transicién detectando efectivamente las
fases extendidas, fases localizadas e intermedias con respecto a pardametro de control. Estas virtudes
hacen de o4 una cantidad excepcionalmente interesante en los estudios numéricos orientados a estu-
diar transiciones similares en sistemas de interés ya que ademds servir como una herramienta para
analizar y cuantificar el nivel de ergodicidad de los estados de los sistemas fisicos con respecto a las
matrices aleatorias también contribuye a la deteccion de los puntos criticos de transicion.

Se obtiene una expresién analitica para la (SP,(t)) para matrices de GOE, la cudl describe el com-
portamiento de esta para cualquier escala de tiempo. Se mostrd la sensibilidad de la dindmica del
sistema al parametro q.

Para el caso del sistema fisico del modelo de Heisenberg con desorden, mostramos que el comporta-
miento de la ley de potencia que sigue al decaimiento gaussiano de la probabilidad de supervivencia
generalizada depende fuertemente de ¢ cuando el sistema esta lejos del régimen cadtico. Para un
valor fijo de la magnitud de desorden, el decaimiento de la ley de potencia se extiende a medida
que ¢ aumenta y el exponente de la ley de potencia v, disminuye. Esta dependencia de -y, respecto
de ¢ indica la relevancia de las correlaciones entre los eigenestados en el desarrollo de la dindmica.
Los resultados del sistema fisico revelaron que las correlaciones del espectro energético son bastante
relevantes incluso fuera de la regién cadtica.

Por ultimo nos enfocamos en el estudio del decaimiento como ley de potencias de la (SP(t)) de mo-
delos de matrices aleatorias y sistemas fisicos. Demostramos una relacién directa entre la dimension
multifractal espectral Dy y el exponente del decaimiento como ley de potencias de la funcién de
correlaciéon C(t). Nuestros resultados indican que las caracteristicas multifractales de eigenestados
del sistemas son bastante relevantes en el desarrollo de la dindmica fuera del equilibrio cuando los
sistemas transitan de una fase extendida hacia una fase localizada donde el exponente -y se entiende
como un indicador del nivel de las correlaciones espectrales y de las correlaciones de las componentes
de los eigenestados del sistema. Encontrar la relacién directa entre el nivel de multifractalidad en la
dindmica del sistema contribuye al debate sobre la existencia de una fase intermedia caracterizada

por estados extendidos pero no ergddicos en sistemas cudnticos desordenados.



Capitulo 6

Analisis de correlaciones
espectrales para la deteccion de
caos en sistemas cuanticos de

muchos cuerpos

El analisis de las estadisticas de niveles es una excelente manera de detectar el caos cuantico
de muchos cuerpos en experimentos con acceso al espectro, no obstante, este enfoque no es eficien-
te en experimentos con &tomos frios [12}/124]/128|188}/189], trampas de iones [158}/164}165}(190]
y computadoras cuédnticas disponibles [191}|192], donde el espectro no es facilmente accesible y se

enfocan en cambio en estudiar la dindmica cuantica de muchas particulas.

En este capitulo proponemos un enfoque para detectar el caos cuantico de muchas particulas
adecuado para diferentes plataformas experimentales que estudian la dindmica, incluidas las compu-
tadoras cuanticas digitales y analdogicas mediante la deteccién de las correlaciones espectrales que se
manifiestan mediante el hoyo de correlaciones en la dindmica. Proponemos el uso de la probabilidad
de supervivencia y la funciéon de autocorrelaciéon de espin que se pueden medir experimentalmente

y que exhiben la estructura caracteristica del hoyo de correlaciones cuando el sistema es cadtico.
Los principales desafios de nuestra propuesta radican en el valor minimo del hoyo de co-

rrelaciones y la escala de tiempo para su aparicién donde el valor minimo depende de la dimensién

del espacio de Hilbert, que a su vez crece exponencialmente con el tamano de nuestros sistemas
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cuanticos de muchos cuerpos. Sin embargo, demostramos que el hoyo de correlaciones puede surgir
incluso cuando los sistemas tienen dimensiones muy pequenas. También proporcionamos un circui-
to cuantico y comparamos sus resultados para la probabilidad de supervivencia con los resultados
numéricos computacionales para el modelo de Heisenberg. Dado que SP(t) es no autopromedia-
ble [92/94], trabajamos con el promedio de la probabilidad de supervivencia, (SP(t)), para capturar
las caracteristicas subsiguientes de la estructura pendiente-minimo-rampa-plateau, es decir, el regién

del minimo y la rampa.

6.1. Funcion de autocorrelacién de espin

La funcién de autocorrelacién de espin es una observable que detecta el hoyo de correlacio-

nes [87,[91]. Esta cantidad se define como
1 & ; ;
L) = 7 Y (w0 ae o [w(0)), (6.1
k=1

donde L es el nimero de sitios de las cadenas de espin 1/2 que consideramos y 6} es el operador de
Pauli en la direccién z que actia en el sitio k. Denotamos el valor asintético del promedio (I, (t))

como I,.

Al igual que la probabilidad de supervivencia, la funcién de autocorrelacién de espin no
es local en el tiempo, pero al contrario de la probabilidad de supervivencia, es local en el espacio
real. Otra diferencia entre las dos cantidades es que el hoyo de correlaciones se desvanece para la
funcién de autocorrelacién de espin a medida que aumenta el tamaio del sistema [89]. Al elegir un
estado Néel como estado inicial, I,(¢) se puede medir experimentalmente en atomos frios [12}189).
En plataformas de RMN, la funcién de autocorrelacién de espin se puede medir directamente para
estados inicialmente mixtos [193].

Para ambas cantidades, (SP(t)) y (I.(t)), la dindmica debe resolver la naturaleza discreta del es-

OE

pectro para que emerja del hoyo de correlaciones. Esto explica por qué t%h y ty crecen exponen-

cialmente con el tamano del sistema, lo que hace que la deteccién del hoyo de correlaciones sea un

desafio experimental.

6.2. Resultados: Modelo de Heisenberg de espin-1/2 con des-

orden

Como primer modelo fisico, estudiaremos el modelo unidimensional de Heisenberg con

desorden de L particulas de espin 1/2 con interacciones entre primeros vecinos de la Ec. (3.4]), donde
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hi son campos magnéticos aleatorios aplicados a cada sitio y son distribuidos uniformemente en
[—W, W]. Trabajaremos en el subespacio para el cual S, = 0 de dimensién D = L!/((L/2)!)?
tomando como estados iniciales eigenestados de fIO con Fy ~ 0 como se indica en la Sec. Por

dltimo fijamos condiciones de contorno abiertas.

Probabilidad de supervivencia

En la Fig. [6.1]a) y la Fig. [6.1[(b), mostramos la evolucién del promedio de la probabilidad
de supervivencia (Ec. (4.1))) para el modelo de Heisenberg en la fase cadtica (W = 0.5) y localizada
(W = 3), respectivamente. Las lineas horizontales punteadas indican el valor de saturacién, SP. El
objetivo es identificar una rampa por debajo de SP para el sistema en el régimen caético.

En la Fig. (a), se muestra que el promedio de la probabilidad de supervivencia (SP(t)) la cual
exhibe la estructura del hoyo de correlaciones incluso para tamanos de sistema tan pequenos como
L =6y L = 8. La estructura es particularmente visible para L = 6, porque el tamano del sistema
es tan pequeno que la dindmica no desarrolla el decaimiento como ley de potencias. En este caso, el

2,2 . .
—o°t" es seguido por la rampa, lo que hace que el hoyo de correlaciones sea

bastante evidente. Para L = 6, el valor minimo de (SP(t)) en t$°OF es lo suficientemente grande,

decaimiento gaussiano, e

(SP(tEPE) ) min ~ O(1071), y tSOF es lo suficientemente pequefio, t$OF ~ O(10), como para estdr
al alcance de las configuraciones experimentales actuales. Incluso el tiempo de saturacién, tg < 102,
estd en el limite de lo que se puede alcanzar experimentalmente. Sin embargo, se debe tomar en
cuenta que no es esencial ejecutar el experimento hasta ty. Para convencerse de que la manifes-
tacion del caos ha sido capturado dindmicamente, deberia bastar con detectar la rampa, es decir,
medir valores de (SP(t)) que aumenten consistentemente a medida que pasa el tiempo, siguiendo la
rampa descrita por la funcién by(t) en la Ec. .

El propésito de la Fig. b) es hacer evidente que, aunque se pueden encontrar valores de
(SP(t)) por debajo de la linea de saturacién cuando el sistema no es caético, estos valores no estén
consistentemente por debajo de SP y no estén en una rampa descrita por by(t) (Ec. (£.19)), por lo
que no son causados por la presencia de eigenvalores correlacionados. Elegimos mostrar el caso no
cadtico con W # 0 en lugar de W = 0 (régimen integrable), porque podriamos suavizar las curvas
utilizando promedios sobre realizaciones de desorden, pero la discusion es valida para ambos casos.
Debido a su falta de autopromedio, la probabilidad de supervivencia debe promediarse para mostrar
el hoyo de correlaciones. En la Fig. a), promediamos mas de 10 estados iniciales y 50 realizaciones
de desorden (verificamos numéricamente que 10 realizaciones aleatorias son suficientes para revelar la
rampa). Usamos 10 estados iniciales y 500 realizaciones de desorden en la Fig. b). Se necesita un
nimero mucho mayor de realizaciones para la convergencia de los resultados en la fase localizada.

Esto se debe a que en el régimen cadtico, la varianza relativa de las fluctuaciones de (SP(t)) en
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Figura 6.1: (a)-(b) Evolucién de la probabilidad de supervivencia bajo el modelo de espin 1/2 de
Heisenberg en la Ec. en el régimen (a) caético (W =0.5) y (b) localizado (W = 3) para tamaiios
de sistema L que aumentan de arriba hacia abajo, como lo indica la leyenda en (a). Los resultados son
promedios sobre 10 estados iniciales y 50 realizaciones de desorden para W = 0.5 (W = 3). Todos
los datos se suavizan ain més con un running time-averaged a través de 10 puntos consecutivos
que dan como resultado las lineas sélidas. El area sombreada alrededor de las lineas denota el
intervalo de confianza del 95 % del promedio sobre el ensamble de la probabilidad de supervivencia.
Las lineas horizontales de puntos y trazos marcan los valores asintéticos, SP. El tiempo esta en
la unidad de J = 1. (c)-(f) Experimento “shot-noise”para la probabilidad de supervivencia con
M = 100 mediciones para cada estado inicial (10 muestras) y realizaciones de desorden (50 muestras).
Distribuciones P de S para diferentes tamanos de sistema, magnitudes de desorden y tiempos como
se indica en los paneles. La distribucién sombreada se obtiene para un tiempo en la regiéon de
saturacién. Las lineas verticales marcan los valores promedio (S) para los tiempos elegidos.

tiempos largos permanece constante a medida que L aumenta [92], mientras que aumenta con el

tamaino del sistema en la fase localizada .

Experimento “shot-noise”

Experimentalmente, el promedio de la probabilidad de supervivencia se mide del siguiente
modo: se prepara el sistema en un estado inicial |¥(0)) con una energia muy cercana a cero y se

deja evolucionar unitariamente durante un tiempo fijo ¢y y para cada realizaciéon del desorden se
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realiza una medicién proyectiva sobre el estado inicial evolucionado, representada por el operador
P = |¥(0)) (¥(0)|. Cada medicién corresponde a un “shot” y su resultado puede ser 0 o 1 [95]. Si
el resultado es 1 (el sistema sigue en |¥(0))) con probabilidad (¥(to)| P |[¥(ty)) al tiempo to, caso
contrario si se obtiene un 0 (el sistema no sigue en |¥(0))) con probabilidad 1— (¥ (to)| P |¥(t)). Para
M ntimero de “shots”, M; es el niimero de veces que se obtiene el resultado 1, donde 0 < M7 < M.
Segtn el postulado de medicién de la mecanica cudntica, limpy; oo ﬁl = SP(ty), donde SP(tp) es la
probabilidad de supervivencia, como se define en la Ec. (4.1)). En un experimento real, M es finito.
Repetimos el procedimiento anterior para 10 estados iniciales y 50 realizaciones para obtener el
promedio de la probabilidad de supervivencia , (SP(tg)). Para emular el experimento, definimos una
variable aleatoria

. 1 con probabilidad SP(to) ' 6.2)

0 con probabilidad 1 — SP(tg)

Para cada estado inicial y realizacién de desorden, la secuencia de M nimeros aleatorios s da un
valor S(to) = My /M. Luego definimos S(t) como el promedio de S(to) sobre 10 estados iniciales y

50 realizaciones de desorden. Si M es muy grande, entonces S(tg) — (SP(to)).

Para una M finita, cada vez que repetimos el procedimiento anterior, obtenemos un valor
de S(to) que fluctia alrededor de (SP(ty)). Esta fluctuacién se llama “shot noise” y es proporcional
a 1/v/M. La distribucién de los valores de S(t) tiene un ancho K/v/M, donde K se puede obtener
estudiando el ancho de la distribucién de S(tp) como una funcién de M.

La cantidad de “shots”que son experimentalmente viables depende de la plataforma experimental
que se utilice. Para identificar el hoyo de correlaciones, la incertidumbre en S(ty) debe ser menor
que la profundidad del hoyo de correlaciones, § = (SP(tn)) — (SP(t$QF)). Para resolver S(t$OF)
a partir de S(tg) con una certeza del 99,73 %, necesitamos tener § > 3K /v/M. Con base en este
razonamiento, estimamos que M ~ 40 para la probabilidad de supervivencia que evoluciona bajo el
modelo de Heisenberg con L = 8 e incluso menos para L = 6. Esto significa que O(10%) disparos por
estado inicial y realizacién deberfan ser suficientes para separar el minimo de (SP(tg)) de su valor
asintético correspondiente. Por lo tanto, utilizamos M = 100, que deberia ser accesible en general

para los experimentos actuales.

En las figuras ¢)-(f), mostramos distribuciones de los valores de S(tp) para W =0.5
[Figs. B1[c).(e)] y W = 3 [Figs B1(d),(£)] para L = 6 [Figs [B-1)c),(d)] y L = 8 [Figs [B-1{e),(D)]
Usamos 10 estados iniciales, 50 realizaciones de desorden y M = 100, y repetimos el procedimien-
to 10° veces para obtener la densidad de S(ty). Las distribuciones se muestran para tres tiempos

diferentes. Sus elecciones se basan en los resultados numeéricos para la dindmica para W =0.5, de
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Figura 6.2: Evolucién de la funciéon de autocorrelacién de espin bajo el modelo de Heisenberg con
desorden de la Ec. en el régimen (a) cadtico (W = 0,5) y (b) localizado (W = 3) para varios
tamanos de sistema L. Promedio y suavizado como en la figura Tiempo en la unidad de J = 1.
Las lineas de puntos y trazos horizontales denotan el valor asintético I,.

modo que el tiempo mas corto estd cerca del punto donde comienza la rampa, el segundo es un
tiempo intermedio en la rampa y el tiempo mas grande ya estd en la region de la saturacion de la
dindmica. La distribucién para este tiempo mas largo estd sombreada. Las elecciones de tiempos
también tienen el respaldo de la simulacién numérica para W = 3 para garantizar que los tiempos

seleccionados no den la impresion erréonea de una rampa en la regién localizada.

Se observa que en el régimen cadtico [Figs. [6.1]c),(e)], las distribuciones de S(to) estén
bien separadas, de modo que los valores de la probabilidad de supervivencia en la rampa se pueden
identificar de manera confiable contra el valor asintético, y los promedios de las distribuciones crecen
mond6tonamente a medida que aumenta el tiempo. En contraste, las distribuciones de S(t) para la
fase localizada [Figs. [6.1(d),(f)] se superponen parcialmente, lo que significa que se requerirfa un
ntimero atin mayor de “shots” (M > 100) para distinguir los diferentes valores en el tiempo. Adem4s,
el promedio (S(ty)) no crece monétonamente con el tiempo. En la Fig. [6.1(d), (S(to)) para t = 20
es menor que para t = 8, y en la Fig. f), la distribuciéon sombreada, que ya se encuentra en la
regién de saturacién durante un tiempo, tiene (S(tp)) menor que la del tiempo intermedio elegido.
Por lo tanto, en un escenario experimental real, la combinacién del conocimiento de las simulaciones
numéricas y un conjunto razonable de puntos en el tiempo deberia permitir la distincién entre caos

y no caos en cadenas con solo L = 6 sitios.

Funcién de autocorrelacién de espin

En la Fig. [6.2fa) y la Fig. [6.2|(b), mostramos la evolucién de la funcién de autocorrelacién
de espin promediada para el modelo de Heisenberg en la Ec. (3.4) en la fase cadtica (W = 0.5) y
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localizada (W = 3), respectivamente. Los datos se promedian y suavizan como en la Fig. De
manera similar al caso de la probabilidad de supervivencia, un hoyo de correlaciones es visible en
el régimen cadtico [Fig. [6.2(a)] incluso para tamanos de sistema pequenos. Sin embargo, a pesar
de la ventaja experimental de la funcién de autocorrelaciéon de espin como una cantidad local, los
resultados numéricos presentan mas oscilaciones que para la probabilidad de supervivencia, porque
I, (t) también puede tener valores negativos. Esto significa que, en comparacién con la probabilidad
de supervivencia, se requeriria un mayor nimero de mediciones para reproducir experimentalmente
los resultados de la Fig. y para distinguir la rampa del valor de saturacién. En la Fig. a) y la
Fig. b)7 mostramos la evolucién de la funcién de autocorrelacién de espin promedio para el modelo

de Heisenberg en la Ec. (3.4)) en la fase cadtica (W = 0.5) y localizada (W = 3), respectivamente.

6.2.1. Resultados: Modelo de Ising desordenado con interacciones de lar-

go alcance

El siguiente modelo a realizar es el modelo de Ising desordenado con interacciones de lar-
go alcance representado por el hamiltoniano Hip de la Ec.. Para vincular con el experimento
en , elegimos J =1, B =2y a =1.1. Como en el modelo de Heisenberg con desorden, tomamos
W =0.5 para acceder al régimen caético. Trabajaremos en el sector con un nimero par de espines
ascendentes cuando L/2 es par. Los estados iniciales son nuevamente estados de producto de S'%Ot,

que son accesibles experimentalmente.

a=11W =05
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Figura 6.3: Evolucién de la funcién de probabilidad de supervivencia (a) y de la funcién de auto-
correlacién de espin (b) bajo el modelo de Ising desordenado con interacciones de largo alcance en
la Ec. en el régimen caotico con B = 2, W = 0.5 y a = 1,1 para varios tamanos de sistema,
L. Los datos se promedian sobre 10 estados iniciales y 50 realizaciones de desorden, y se suavizan
atin m4s con un “running average” (lineas sélidas), como se describe en la figura Tiempo en la
unidad de J = 1. Las lineas horizontales segmentadas denotan los valores asintéticos.
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Figura 6.4: El panel izquierdo muestra el circuito cudntico utilizado para obtener la evolucién de la
probabilidad de supervivencia para el modelo cadtico de Heisenberg con L = 6 sitios que se muestran
en el panel derecho con circulos azul oscuro y azul claro. La simulacién incluyé 16384 “shots” por
incremento de tiempo y los 6 cibits fueron seleccionados por la biblioteca Qiskit. La linea sélida
se obtiene con diagonalizacién exacta. La linea horizontal de puntos y trazos indica el valor de
saturacién de la dindmica exacta.

En la Fig. mostramos la evolucién del promedio de la probabilidad de supervivencia
[Fig. [6.3(a)] y el promedio de la funcién de autocorrelacién de espin [Fig. [6.3(b)] para el modelo
de Ising interactuante de largo alcance en la Eq. en el régimen cadtico (o =1.1, W =0.5). En
contraste con el modelo de Heisenberg, el hoyo de correlaciones para (SP(t)) se vuelve claramente
visible solo cuando L > 8 y para (I,(t)), necesita L > 8, lo que hace que la deteccién experimental

del hoyo de correlaciones sea mas desafiante para el modelo de Ising interactuante de largo alcance.

6.3. Circuitos cuanticos y detecciéon de caos en sistemas de

muchos cuerpos

Con el andlisis de la seccién anterior, se concluye que el caso mdas prometedor para la
deteccién experimental del hoyo de correlaciones es la probabilidad de supervivencia que evoluciona
bajo el modelo de Heisenberg con L = 6. En esta seccién, proporcionamos un circuito cudntico
para este caso y lo ejecutamos en el proveedor IBM FakeSherbrooke |194], donde se incluye ruido B
Nuestros resultados muestran que el circuito captura el comienzo de la rampa.

El algoritmo cuédntico empleado es el algoritmo Variational Quantum Real Time Evolution
(VarQRTE) [195]. Los métodos de simulacién cudntica variacional consisten en codificar un estado
cuantico en un circuito parametrizado y luego mapear su evolucién en la evolucién de los pardmetros
que controlan el circuito. El algoritmo VarQRTE, en particular, desarrolla aproximadamente un

estado de entrada en un subespacio restringido del espacio de Hilbert total, que se define por el

1En computacién cudntica, el término ruido se refiere a los errores que afectan la evolucién del sistema cudntico como
la pérdida de coherencia debido a la interaccién con el entorno (decoherencia), errores en la aplicacién de compuertas
cudnticas, y errores de medicién. En simulaciones, se suele incluir ruido para aproximar el comportamiento de un
procesador cuantico real.
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ansatz de parametros utilizados. En el caso del modelo de Heisenberg, la simetria de preservacion
de excitaciones del hamiltoniano motiva el uso de un ansatz que preservan las excitaciones, que
naturalmente se proporciona en Qiskit en qiskit.circuit.library. ExcitationPreserving |196].

El circuito cudntico que utilizamos se muestra en el lado izquierdo de la Fig. [6.4] Siguien-
do la notacién Qiskit, ¢ indica el késimo espin-1/2. En el circuito, Us(w,0,7) = of invierte el
k-ésimo espin e Z es el operador identidad, de modo que nuestro estado inicial tiene 3 espines
apuntando hacia arriba en la direccién z y 3 espines apuntando hacia abajo en la direccién z.
Rz(0) = exp(—i%o7) indica la rotacién del k-ésimo espin sobre el eje z. Rx x (0) = exp(—iofof. ;)
y Ryv(0) = exp(—igazaz +1) involucran solo espines vecinos y ambas compuertas tienen el mismo
pardmetro para mantener la evolucién en el subespacio S =0.

Usando VarQRTE, la profundidad del circuito cuantico necesario para simular la evolucién
puede ser seleccionada por el usuario para garantizar que se mantenga dentro de las restricciones del
hardware y el ruido. Por lo tanto, los circuitos cuanticos pueden hacerse mas superficiales, a costa
de disminuir la precisién. Ademads, la simulacién de tiempos largos no requiere circuitos cuanticos
tan profundos, como lo exige la Trotterizaciérﬁ [197]. En su lugar, la profundidad de las compuertas
del ansatz es fijada al inicio del algoritmo. Por estas razones, VarQRTE es un prometedor algoritmo
cudntico ruidoso a escalas intermedias (NISQ, por sus siglas en inglés) para la deteccién del caos
cuantico en sistemas de muchos cuerpos.

El ansatz que utilizamos tiene dos capas (las dos lineas diagonales de compuertas en el
circuito) y un entrelazamiento lineal para minimizar la profundidad de la compuerta. El circuito se
ejecuta en el proveedor IBM FakeSherbrooke, que imita el correspondiente sistema cuantico IBM
ruidoso. A pesar de la limitada profundidad de compuertas del ansatz empleado y la presencia
de ruido, la simulaciéon puede detectar el comienzo del hoyo de correlaciones, como se ve en el
panel derecho de la Fig. [6.4] Esta figura muestra con circulos azules el resultado producido por el
circuito para la evolucién de la probabilidad de supervivencia bajo el modelo caético de Heisenberg,
y la linea sélida representa el resultado obtenido con diagonalizacién exacta. Las curvas coinciden
razonablemente bien hasta t ~ 12 (circulos azul oscuro), lo que permite capturar el comienzo de la
rampa. Més alld de este punto (circulos azul claro), entra en accién el ruido y las curvas divergen.
Este resultado es muy alentador. Las formas de mejorar aiun mas el circuito se discutiran en un

préximo articulo.

2Trotterizacién se refiere a la descomposicién de Trotter, un concepto tedrico en mecanica cudntica sobre el estudio
de la funcién exponencial sobre operadores no conmutativos.
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Figura 6.5: Resultados para el modelo de Heisenberg con desorden en la Ec. con una sola
excitacién. (a) Relacién promedio de espaciamiento de niveles, (r), como una funcién de € oc (W2L)~!
para diferentes tamanos de sistema, L. La linea discontinua roja indica el valor £ =2.11 donde
(r) ~0.68, que es la relacién promedio observada en GSE. El recuadro muestra la densidad de
estados p(FE) promediada sobre 10* realizaciones de desorden para dos valores diferentes de £ y
L = 8192; la linea discontinua indica la expresion analitica de la densidad de estados para £ > 1.
(b)-(c) Relacién de participacién en funcién de la energia de una unica realizacién de desorden para
(b) £ =2.11y (c) £ =0.01. (d)-(e) Probabilidad de supervivencia para (d) £ = 2.11 y (e) £ = 0.01
para diferentes tamanos de sistema. El estado inicial tiene la excitacién en el primer sitio de la
cadena. Los datos se promedian sobre 200 realizaciones desordenadas y se suavizan atin mas con un
promedio de tiempo moévil. El tiempo esta en la unidad de J = 1. Las lineas horizontales discontinuas
punteadas indican los valores asintéticos de (SP(t)).

6.4. Resultados: Caso de una excitacion

Para proporcionar un caso més en el que las manifestaciones dindmicas de correlaciones
espectrales podrian detectarse experimentalmente con las capacidades disponibles, estudiamos el
modelo de Heisenberg con desorden sin interacciones representado por el hamiltoniano de la Ec. .
Trabajaremos en el subespacio de una unica excitacién de dimensién D = L. Realizamos nuestros
estudios estaticos con respecto a la longitud de localizacién reescalada ¢ = 6,5653/(W2L) como

parametro donde W es la magnitud del desorden aplicado en cada sitio.

La Fig. a) proporciona los resultados del andlisis de correlaciones de corto alcance
realizadas con la relacién Eq. .
La figura muestra el (r) promedio sobre r,, para estados en medio del espectro como una funcién de
&. A medida que £ aumenta y la longitud de localizacion se vuelve mas grande que el tamano del

sistema, la distribucién de espaciamiento de niveles se mueve de Poisson (ausencia de correlaciones)
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a distribuciones que indican una repulsién de niveles cada vez mas fuerte, alcanzando estadisticas
equivalentes a las del ensamble ortogonal gaussiano (GOE), el ensamble unitario gaussiano (GUE),
el ensamble simplético gaussiano (GSE) y mas alld (picket-fence).

Cuando ¢ =2.11 [linea discontinua en la Fig. [6.5(a)], la razén promedio (r) es aproximadamente
la correspondiente al caso GSE. Este es el valor que utilizamos para el andlisis de la probabilidad
de supervivencia, porque entre los ensambles, el GSE conduce a los valores mds bajos de (SP(t))
por debajo de la linea de saturacién de la dindmica. Comparamos los resultados con aquellos para
& =0.11, para el cual la distribuciéon de espaciamiento de niveles es poissoniana.

La comparacion de la razén de participacién

1
Do ek
como una funcién de E,, para £ =2.11 [Fig. [6.5(b)] y £ =0.01 [Fig. [6.5|c)] corrobora ademés que el
sistema finito en Eq. esta deslocalizado cuando £ es grande. Nétese que la densidad de estados,

PR, = (6.3)

mostrada en el recuadro de Fig. [6.5(a), no es gaussiana como en los sistemas de muchos cuerpos,
aunque los estados més deslocalizados siguen siendo aquellos en medio del espectro.

Para investigar la evolucion de la probabilidad de supervivencia, preparamos el sistema en un estado
inicial donde la excitacién estd en el primer sitio de la cadena. Esto se hace porque para W — 0,
la forma de la LDoS para este estado es semicircular [161], lo que nos acerca al caso de Fig. y

deberfa facilitar la visibilidad del hoyo de correlaciones por debajo de SP.

Mostramos la evolucion del promedio de la probabilidad de supervivencia obtenida para
¢ =2.11 en la Fig. [6.5(d) y para £ =0.01 en la Fig. [6.5(e). El comportamiento en los dos paneles
es completamente diferente. La probabilidad de supervivencia en la Fig. d) exhibe un “plateau
de correlacién” en (SP(t)) ~ 2/L, que estd por debajo del plateau de saturacién en SP ~ 3/L
mientras que (SP(t)) en la Fig. e) simplemente oscila alrededor de SP.

Los resultados de la Fig. d) indican que, aunque la dindmica a largo plazo de la probabilidad de
supervivencia del hamiltoniano en la Ec. (3.5]) no se describe mediante la funcién by (t) en la Eq.
como en sistemas cadticos, ain se pueden capturar manifestaciones dinamicas de correlaciones espec-
trales en sistemas de espin con una sola excitacion. En este caso, dado que el tiempo de saturacién
(Heisenberg) escala linealmente con el tamano de la cadena (tg «x L/o, donde o ~ 1/2), deberia
ser viable ejecutar experimentalmente toda la evolucién hasta la saturacién. Este escenario simple

podria servir como un primer paso hacia la deteccion experimental del caos de muchos cuerpos.

3El espectro de este modelo para & =2.11 presenta una combinacién de estadisticas similares a GSE, en el caso de
correlaciones de corto alcance, y estadisticas similares a GOE para correlaciones de largo alcance. Se ha demostrado
analiticamente con matrices aleatorias completas que el valor minimo de (SP(t)) = 2/(8D) y el valor de saturacién
SP = (B8+2)/(BD +2), donde 8 = 1,2,4 para GOE, GUE y GSE |79].
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6.5. Conclusiones

Afnadimos que, tras la publicacién en linea de nuestro trabajo, un articulo experimental [19§]
confirmé la viabilidad de nuestra propuesta. Utilizando un procesador cuantico superconductor e
inicializando el sistema en un estado de producto, el grupo pudo detectar el hoyo de correlaciones
para el modelo de espin 1/2 desordenado y un sistema Floquet con 5 espines.

Se mostré que en el caso del modelo de Heisenberg con desorden, el promedio de la probabilidad de
supervivencia para una cadena de solo 6 sitios ofrece la mejor perspectiva para la deteccién del caos
cuéntico de muchos cuerpos con los recursos experimentales disponibles. Ademds, nuestro andlisis
del experimento de “shot noise” para la probabilidad de supervivencia indicé que las mediciones en
algunos momentos dentro del hoyo de correlaciones deberian ser suficientes para inferir su presencia.
Inspirados por los prometedores resultados obtenidos con la diagonalizacién exacta, empleamos el
algoritmo VarQRTE para simular con un circuito cuantico la evolucion temporal de la probabilidad
de supervivencia para el modelo Heisenberg de 6 sitios. Usamos un simulador cuantico de IBM para
ejecutar el circuito y, a pesar de la presencia de ruido, pudimos capturar el comienzo de la rampa
del hoyo de correlaciones, lo que confirma la viabilidad de nuestra propuesta.

La deteccion de manifestaciones dinamicas de correlaciones espectrales, pero no necesariamente caos
cuantico de muchos cuerpos, también podria lograrse con sistemas cuanticos de pocas excitaciones
o pocos grados de libertad. Presentamos el caso de un modelo de espin 1/2 con una sola excitacion,
donde los eigenvalores correlacionados se deben a efectos de tamano finito. Estas correlaciones se
manifiestan en la dindmica en tiempos mas cortos y en valores de probabilidad de supervivencia
mayores que los que tenemos para sistemas de muchos cuerpos de la misma longitud. Otro modelo
que podria utilizarse para la deteccién experimental del caos cudntico es el modelo de Dicke, que
también exhibe un hoyo de correlaciones [199].

Investigaciones recientes del factor de forma espectral en escenarios de decoherencia energética 25|
271/951/98] y hamiltonianos no hermiticos [26,200] sugieren que las interacciones débiles con el entorno
reducen la necesidad de realizar promedios sobre un ensamble. Esto implica que cierto ruido puede
ser beneficioso para la deteccion experimental del hoyo de correlaciones, un tema que merece mas

investigacion.



Capitulo 7

Apertura de sistemas cuanticos de
muchos cuerpos: una via para
reducir fluctuaciones dinamicas y

mejorar el autopromedio

Una observable O es autopromediable cuando su varianza relativa [201}209),

o2 (t) (02(1)|0(t)) — (O(1)|O(t))?
(

o) = omiom? 01101

: (7.1)

tiende a cero con respecto al aumento del tamarfio del sistema, donde (-|-) indica el promedio sobre
un ensamble, lo que implica que la observable no fluctiia en el limite termodindmico [210]. La
presencia de autopromedio es importante porque implica que la cantidad de muestras utilizadas en
experimentos y en analisis numéricos puede disminuir a medida que aumenta el tamano del sistema
L y se pueden construir modelos tedricos para describir las propiedades fisicas de O utilizando
muestras estadisticamente finitas.

La falta de autopromedio se ha observado en sistemas desordenados en equilibrio, especialmente en
la vecindad de puntos criticos, donde las fluctuaciones aumentan notablemente [201H208/211-219] y
complica los andlisis de escalamiento en sistemas de localizacién de muchos cuerpos [37], debido al
crecimiento exponencial del espacio de Hilbert con respecto a L, de modo que el nimero de muestras
no se puede reducir a medida que aumenta el tamano del sistema. El autopromedio también se ha
estudiado en sistemas fuera de equilibrio [220H222], y su ausencia se ha observado incluso en régimen

cadtico en cantidades como el factor de forma espectral SFF(t) |223H226]. En sistemas cadticos,

65
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SFF(t) revela la estructura del hoyo de correlaciones, donde la ausencia de autopromedio exige
realizar promedios sobre un ensamble para revelar la estructura del hoyo de correlaciones.
En el caso de la probabilidad de supervivencia que evoluciona bajo matrices completamente aleatorias
se ha demostrado numéricamente y analiticamente que no es autopromediable en ninguna escala de
tiempo [92]. Lo mismo sucede con los modelos de espin en el régimen cadtico [92,93] y lejos de
este [94]. En [95] se lograron varios avances en el problema de autopromedio de la probabilidad de
supervivencia de estados de Gibbs. Utilizando matrices aleatorias, se demostré que las fluctuaciones
en los valores de la probabilidad de supervivencia se reducen y se asegura el autopromedio después
de la saturacion de la dindmica.

En este capitulo se estudian las propiedades de autopromedio de la probabilidad de super-
vivencia en diferentes escalas de tiempo en sistemas cudnticos abiertos sujetos a un decoherencia
energética. Se derivan expresiones analiticas para la varianza relativa de la probabilidad de supervi-

vencia en tiempos cortos y largos, que ayudan a comprender los resultados numéricos.

7.1. Probabilidad de supervivencia en sistemas abiertos

La ecuacion maestra de Lindblad
. . 1
pt) = —ilH, p()] + > 7k <LkaL — S {LeLi, p}) : (7.2)
K

describe la dindmica markoviana de un sistema abierto, donde p(t) es la matriz de densidad evolu-
cionada, i = 1, H es el hamiltoniano del sistema cudntico aislado, Lj es un operador arbitrario y
~k > 0. Consideramos procesos de decoherencia energética con k =1,y =2k y L1 = LJ{ = H, para

los cuales la ecuacién maestra de Lindblad se escribe como [2325]/163]

. i

pt) = =7 [H, p(t)] = slH, [H, p(t)]], (7.3)
v & es el nivel de decoherencia que depende de la amplitud de los acoplamientos externos y de las
propiedades del entorno. Esta evolucién es unital (es decir, el estado de mdxima mezcla se mantiene
invariante en todo momento) y provoca una disminucién monétona de la pureza, Tr [p(t)Z], lo que
implica que el estado se vuelve progresivamente mas mixto a medida que transcurre el tiempo.
En particular, cuando el estado inicial es puro, p(0) = |¥(0)){¥(0)|, como se considera aqui, la

probabilidad de supervivencia para un sistema abierto toma la forma [25]/200]
Sp(t) = (R(0)|p(t)[¥(0)) = Tr[p(0)n(t)], (7.4)

que es la probabilidad de que p(t) coincida con el estado inicial |¥(0))(¥(0)|. La ecuacién anterior

es equivalente al promedio de la probabilidad de supervivencia |(¥(0)|¥(¢))|? sobre un ensamble de
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estados puros determinado por la matriz de densidad p(t) [227228]. [Observe que la Ec. (7.4) debe
modificarse cuando tanto p(0) como p(t) son estados mixtos.]
La solucién de Eq. (7.3), tomando Eq. (7.4) en cuenta, es [23,]24}|163]

D
—iWnm —kw?
p(t) = Z e Tt 0 (0) [ En) (Enml (7.5)
n,m=1
donde D es la dimensién del sistema, wpm = Eyn — En ¥ pnm(0) = c%o)csg)*. Esto significa que la
probabilidad de supervivencia es
N _ ,
SP(H) = 3 [cl0P[el0)2e-iwnmt=neint, (7.6)
n,m=1

Se analizaron tres posibilidades para los estados iniciales:
(i) Un estado de Gibbs a temperatura infinita, 5 = 0, en cuyo caso la probabilidad de

supervivencia media coincide con el factor de forma espectral

n,m=

El promedio (-|-) se realiza sobre 10* realizaciones de desorden. La energfa de este estado inicial,
E© = (w(0)|H[T(0)) = X |\ |2E,, est4 en la mitad del espectro.
(ii) Un estado de Gibbs a temperatura finita

D

<Sg¢o(t)> _ <Zl2 Z eﬁ(En+Em)6iwnthwﬁ,7nt>. (7.8)

n,m=1

El promedio también se realiza sobre 10* realizaciones de desorden. Nuestro andlisis se realiza para
B = 0,1. Este estado inicial implica una superposicién coherente que se compone predominantemente
de eigenestados de baja energia asociados con los valores més grandes de |C£LO) |2 = e PEn/Z(53). Esto
significa que este estado inicial tiene energia E(®) muy cerca del borde inferior del espectro.

(iii) Un estado inicial obtenido al hacer un quench de un hamiltoniano inicial Hy hacia
un hamiltoniano final H = Hy + V, en cuyo caso el estado inicial posterior al quench es un estado

propio de Hy y la probabilidad de supervivencia promedio es

D
(SP(1)) =< > |c$?>|2c£2>2e-“nmt-mimf>. (7.9)

n,m=1
El promedio se realiza sobre ng x n; = 10* datos distribuidos entre ny realizaciones de desorden y
n; estados iniciales. Para L = 8, 10, 12, ng = 1000, para L = 14, ng = 500, y para L = 16, ng = 200.
Exploramos la dindmica de un quench para estados iniciales con energia en medio y en las colas del

espectro.
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Figura 7.1: Las fluctuaciones dindmicas de la probabilidad de supervivencia disminuyen al abrir el
sistema. La figura muestra la evolucion completa de la probabilidad de supervivencia para un estado
inicial de Gibbs con 8 = 0,1 y una tnica realizacién de un modelo de espin 1/2. La curva tenue
representa el modelo aislado (k = 0,0) y la curva roja es para el sistema abierto (kx = 0,05). La linea
discontinua horizontal da el valor de saturacién de la dindmica, que coincide con IPRg [Eq. ]
El tiempo estd en unidades del pardmetro J del modelo.

Las fluctuaciones temporales de los valores de la probabilidad de supervivencia se reducen
abriendo el sistema [23}[25/95]. Esto se ilustra en la Fig. donde consideramos un tnico estado
de Gibbs con 8 =0.1 como estado inicial y una unica realizacién de desorden de un modelo de
espin caético y comparamos la evolucién de SP? =01(t) para el sistema aislado (curva tenue) con
la evolucién de SPP=%1(t) para el sistema abierto que experimenta decoherencia energética (curva
roja). Dado que el modelo es caético, la probabilidad de supervivencia presenta la tipica estructura
pendiente-minimo-rampa-plateau, es decir, el hoyo de correlaciones, debajo de la linea discontinua
horizontal que indica la saturacién de la dindmica (plateau). Las fluctuaciones se reducen signifi-
cativamente al abrir el sistema, especialmente durante la rampa hacia el plateau y después de la
saturacion, lo que deberia facilitar la deteccién experimental del hoyo de correlaciones [229].

En el sistema abierto, los efectos de considerar promedios son inducidos por el entorno. En
ambos casos, el de SP(t) que evoluciona en un sistema abierto y el de la probabilidad de supervivencia
que evoluciona en un sistema aislado y se promedia sobre un ensamble, (SP(t)), la evolucién es en
efecto no unitaria y se describe mediante un canal cudntico mixto-unitario [95].

La cuestion abordada en este trabajo va mas alld de la reduccién de fluctuaciones lograda
con la Eq. . Queremos saber si, al abrir el sistema, las fluctuaciones relativas, determinadas por

Rgp(t) en la Eq. (|7.1), disminuyen con el tamafio del sistema, asegurando asi el autopromedio.
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7.2. Varianza relativa de la probabilidad de supervivencia en

sistemas abiertos

Las expresiones analiticas para la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia en

tiempos cortos y largos para el sistema abierto se pueden obtener de la siguiente manera.

Tiempos cortos

Comencemos por la expansién de Taylor de SP(t) para t — 0. Las potencias impares p de

N

nmet (En — Ep)#* = 0. Como k,t < 1, mantenemos solo los términos

Wnm Se cancelan, porque »

proporcionales a k7t* con j + k < 4 y obtenemos

(SP(t—0)) ~1— (as) (mﬁ—i— t;) + (as) (”2;2 + %tg + Z) ;

donde
D
ay = Y QPP
n,m=1

D D 2
2 ZIC&O>I2E2—<ZIC§?)PEn> = 2r?, (7.10)

T" es el ancho de la distribucién de energia del estado inicial, y

D
ay = Z |C$LO) |2|C£2) ‘QW’A}LM'

n,m=1

Para el promedio de la probabilidad de supervivencia al cuadrado, obtenemos

2 2\ 2
(SP(t = 0)?) =~ 1-2(ay) </£t + t2> + (a3) (nt + 2)
K22 Kttt
+ 2((14) (2+2+24>.

Esto implica que la varianza relativa en tiempos cortos es aproximadamente

t4
Rsp(t —0) =~ 02, (m%? + Kt + 4> : (7.11)

donde la varianza (Tag)® = 4T2;. El ancho o de la distribucién de energia del estado inicial [¥(0))
depende del nimero de estados directamente acoplados a él. A medida que el tamafio del sistema
crece, el rango de valores de este nimero también aumenta, por lo que esperamos que I',2 crezca, lo
que justifica la falta de autopromedio para la probabilidad de supervivencia en tiempos muy cortos

incluso después de abrir el sistema.
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Tiempos largos

En el limite ¢ — oo, los términos en la suma para la probabilidad de supervivencia en la
Ec. (7.6) son cero, a menos que n = m, por lo que el promedio a tiempo infinito para k # 0 o para

k=0 da
D
SP =Y "|c[* = IPR,. (7.12)
n=1
Este valor de saturacion corresponde al “plateau”, como se muestra en la Fig. [7.1] que es el IPR del

estado inicial escrito en la eigenbase de energia.

De manera similar, para s # 0, la media del cuadrado de la probabilidad de supervivencia

Sp2z — zD: |C7(10)|2‘c£2)‘2€—iwnmt—mwimt
n,m=1
D
% Z |C§)O)|2|Cl(10)|2€—iwpqt—mwgqt’ (7.13)
p,q=1

es distinto de cero paran = m y p = q. De acuerdo con la Ec. (7.12)), el promedio al tiempo infinito
de la varianza relativa de SP(t) estd dado entonces por la varianza relativa del IPRy del estado
inicial
i
Rg?io = —. (7.14)
(TIPRo|TPRy)

Por lo tanto, el escalamiento de Rg;;o con el tamano del sistema de sistemas abiertos depende del
modelo y de los estados iniciales. La Ec. (7.14]) es un resultado crucial de este parte de la investi-
gacion. Indica que el andlisis a largo plazo de las propiedades de autopromedio de la probabilidad
de supervivencia en sistemas abiertos se reduce al analisis del comportamiento de autopromedio del
estado inicial, es decir, de IPRy. Esto significa que las estructuras de los eigenestados que participan
en la evolucién del estado inicial determinan si se aplica o no el autopromedio.

En el caso particular de los estados de Gibbs iniciales
<Z(2ﬁ)2> <Z(2B) >2
_— 4/ 2

N

lo que significa que para una temperatura infinita

R0, — 0, (7.16)

y el autopromedio estd garantizado para cualquier sistema. Este no es necesariamente el caso para
estados de Gibbs con temperatura finita y para estados iniciales en la dindmica de un quench, como

se muestra en las siguientes secciones.
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Figura 7.2: Evolucién del promedio de la probabilidad de supervivencia: (a) (SP?=%0(t)), (b)
(SPP=%1 (1)), v (c) (SPI"(t)), y sus varianzas relativas correspondientes: (d) Rgps=o.o(t), (e)
Rgps=01(t), y (f) Rgpaen(t) para matrices aleatorias GOE. Los colores tenues corresponden al mo-
delo aislado (k = Oi< v los colores oscuros corresponden al caso ablerto (k = 0,05). El recuadro de

k#0

la Fig. [7 .( Flg o pach

indica el ajuste Rs pﬂ:O,l ~ D05 [R"70  ~ 1,83 D29 de acuerdo con la expresién analitica en

SPqL}L
bq. [720))

muestra el anélisis de escalamiento para R oa | R y la linea roja
pﬁ

Notese que para el sistema aislado, k = 0, el resultado para Rgp cambia significativamente,
porque en la Ec. (7.13) el término paran =gy m =p con n # m 'y p # q también es distinto de

cero, lo que da

(S 18”15 1)
ORERIDY
Esta ecuacién conduce a resultados que son completamente diferentes de los de k # 0 en la ecuacién

Eq. (7.14]). Tomemos, por ejemplo, el caso de 5 =0y |cn)|2 = 1/D. Tenemos que

_ 1/D% —1/D?
RET5-0 = “ip * L,

k=0 _
RS =

(7.17)

(7.18)

lo cual estd en marcado contraste con la varianza relativa cero obtenida en Eq. (7.16)).

7.3. Resultados: Matrices aleatorias

En esta seccién, analizamos la evolucién de la probabilidad de supervivencia bajo matrices
completamente aleatorias de GOE (Ec. (2.1])), matrices aleatorias de PBRM (Ec. (3.2]) matrices
P ) y



7.8 Resultados: Matrices aleatorias 72

aleatorias de RPE (Ec. (3.3))). Por sus propiedades, estos modelos nos permiten explorar los efectos

de abrir el sistema sobre los regimenes extendido y localizado.

Ensamble gaussiano ortogonal

En la Fig. mostramos la evolucién completa bajo matrices GOE de (SP?=°(t)) [Fig. a)]

y su varianza relativa [Fig. (d)], de (SPP70(t)) [Fig. (b)] y su varianza relativa [Fig. e)],
y de (SP"(t)) | Fig. c)] y su varianza relativa [Fig. f)] Los colores tenues se utilizan para
el caso aislado (k = 0), y los colores oscuros dan los resultados para el sistema abierto (k = 0,05).
Ademids de reducir las fluctuaciones a lo largo de la dindmica, se ve que la decoherencia de energia
ralentiza el decaimiento inicial del promedio de la probabilidad de supervivencia en Fig. (a) y
Fig.|7.2(c), suprimiendo las oscilaciones que estan asociadas con los colas de la distribucién de energia
del estado inicial [69}(70]. También se observa que la saturacién de la varianza relativa tarda mucho
maés en ocurrir en las Figs. [7.2[e)-(f) que la saturacién de (SP(t)) en las Figs. [7.2)(a)-(c).

Para tiempos muy cortos, Rgps=o(t — 0), Rgpszo(t = 0), y Rgpaen(t — 0) son muy pequeiios, y
segin la Ec. , no hay autopromedio para la dindmica aislada o abierta en matrices GOE, ya

que 032 crece a medida que D aumenta. Verificamos esto numéricamente, pero no se ve en las escalas

de tiempo de las Figs. [7.2)(d)-(f).

Para tiempos largos, méas alld del hoyo de correlaciones de (SP(t)), las varianzas relativas
para el ensamble GOE aislado en las Figs. d)—(f) tienden a 1 para cualquier D grande. Esto
concuerda con la Ec. e indica la falta de autopromedio. Esta imagen se invierte para el
sistema abierto en los tres casos: R?;%:O en la Fig. d) tiende a cero, como se justifica con la
derivacién de la Ec. 7 y tanto joiﬁi#o como Rg’;gch son « 1/D, lo que indica un “siper”
autopromedio [92], como se muestra en los recuadros de las figuras e)-(f).

El comportamiento R0 1 /D se puede explicar utilizando Eq. y el hecho de

Schh
0 , . . : 0
que ¢! son ntimeros aleatorios gaussianos que satisfacen >on |c£1 )|2

= 1. Teniendo en cuenta que

los diferentes eigenestados de las matrices GOE son estadisticamente independientes, tenemos que
<|C$LO)|4|C$2)\4’|c%0)\4|c£,?)|4> = <|c%0)|4‘|c%0)|4> <|c7(qg)|4‘|c7(2)|4> para n # m, lo que lleva a

D
5 |c53>|4>

m=1

D
UI2PR0 = < Z |C£LO)|4|C7(72)|4

n,m=1

D D
5 |c;°>|4|cg2>|4> _ <z o
n=1

n,m=1

D D
5 |c;0>|4> <z o
n=1 m=1

D
S [l e 1@ 1) = (12 1o ) (leD 2 1o )]

n,m=1

-y [<|c$?>|8]|c$?>|8> - <|c;°>|4\|c£?>|4>1 ~ O(NTH). (7.19)

n=1
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Al mismo tiempo, (IPRg) ~ 3/D, por lo que

RN o 1/D, (7.20)

como se confirma en el recuadro de la Fig. f). Los resultados contrastantes para Rgp para
sistemas cerrados y abiertos también se pueden entender a partir del andlisis de la distribucién de

los valores de SP(t) en tiempos posteriores a la saturacién de la dindmica. Para el sistema aislado,

la distribucién es exponencial, por lo que el ancho coincide con la media [93] y REE’ = 1. Al abrir
el sistema, la distribucién se aproxima a una funcién delta para S pp=0 (t — o0), gaussiana para
SPBZO’l(t — 0), y tipo Fréchet para SP?"(t — o), por lo que el ancho puede disminuir con
respecto a la media, lo que permite el decaimiento de la varianza relativa a medida que D aumenta.

También es importante destacar el comportamiento de la varianza relativa en la region del
hoyo de correlaciones. En la escala de tiempo en la que comienza la rampa, Rgp(t) aumenta hasta sus
valores mds altos para los modelos aislados y abiertos porque (SP(t)) alcanza su valor minimo. Mds
alld de este punto, Rg;;o(t) disminuye mondtonamente (hasta la saturacién), mientras que RE3’(t)
se satura a 1. En pocas palabras, aparte de tiempos muy cortos, el autopromedio se mantiene a lo
largo de la evolucién de los sistemas abiertos en Fig. d) y Fig. f). En Fig. e), donde el
estado inicial estd demasiado cerca del borde del espectro, la descomposicién de R?;?s:m (t) con D
es evidente solo después de la saturacion. Profundizamos la discusién sobre cémo Rg;;o (t) puede

depender de la eleccién del estado inicial en las proximas dos secciones.

Matrices aleatorias de bandas

Estudiaremos el autopromedio de la probabilidad de supervivencia en matrices de PBRM .
Para este modelo « € (0,00) es un pardametro de control y muestra una transicién de fase determi-
nada por el valor de .. Para o < 1, el sistema estd en el régimen caético (deslocalizado), mientras
que para « > 1, el sistema esta en el régimen localizado.

En las Figs. a)-(b), mostramos resultados para la varianza relativa de la probabilidad
de supervivencia de PBRM en la fase deslocalizada [ = 0,3 en la Fig. [7.3(a)] y en la fase localizada
[ = 3 en la Fig. [7.3(b)]. Consideramos el caso de la dindmica de quench, donde el hamiltoniano
inicial Hy es la parte diagonal del PBRM. Los estados iniciales tienen energfa E(®) en el medio del
espectro. Los colores tenues son para el sistema aislado y los colores oscuros son para el sistema
abierto.

En la fase deslocalizada del modelo PBRM abierto, hay falta de autopromedio solo en
tiempos muy cortos, de acuerdo con la Ec. (7.11)), pero pronto las curvas se cruzan, asegurando el
autopromedio a lo largo de la dindmica. El anélisis de escalamiento en el recuadro de la Fig. a)

indica que joi‘gch x D799 similar a lo que se encontré para el modelo GOE en el recuadro de la

Fig. [T.2[f).
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Figura 7.3: Evolucién completa de Rgpqcn (t) de la dindmica de un quench para (a,b) PBRM y (d,e)
el RPE. Los paneles (a,d) son para el régimen deslocalizado (o = 0,3, v = 0,7) y los paneles (b,e)
son para el régimen localizado (o = 3,0, v = 2,6). Los colores tenues son para el modelo aislado
y los colores oscuros son para el modelo abierto. El andlisis de escalamiento en el recuadro del

panel (a) da el ajuste Rg;;gch = 1,52 D799 en el panel (d) R?‘;Sch = 3.83D710 y en el panel

(e) R%Z°, = 0,15 D729 El panel (c) para el modelo PBRM [panel (f) para el RPE proporciona

Spac
el exponente v obtenido a partir del analisis de escala de R'i#gch o DY en funcién del parametro

de control « y « respectivamente. La linea azul delgada en los paneles (c) y (f) son guias, la linea
marrén gruesa en el panel (f) corresponde a la Ec. 1}
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Los resultados para la fase localizada en la Fig. b) son muy diferentes de la fase deslo-
calizada. Aunque las fluctuaciones relativas se reducen al abrir el sistema, joi,?,ch (t) < REp9.. (1), 1a
varianza relativa para k # 0 no disminuye a medida que D aumenta. El recuadro en la Fig. b)
deja en claro que @ como funcién de D es aproximadamente constante. Esto contrasta con el
caso de un estado de Gibbs con 8 = 0,1, para el cual joi?g:o‘l en la fase localizada disminuye con
D (no se muestra). Estos diferentes comportamientos indican el papel importante del estado inicial
v los diversos grados de fluctuaciones en diferentes partes del espectro.

En la Fig. c), analizamos la dependencia de las propiedades de autopromedio de S P°" (t)

en el parametro de control a. Nos centramos en los estados iniciales en el medio del espectro y la

varianza relativa después de la saturacién. Realizamos un analisis de escalamiento de

R, < D" (7.21)

y muestra v como una funcién de a. Si v > 0, entonces SP"(t — co) no es autopromediable,
y es autopromediable en caso contrario. La Figura (c) confirma que el autopromedio se cum-
ple para estados iniciales con E(®) ~ 0 solo en el régimen deslocalizado. Observamos el siguiente
comportamiento:

(i) El exponente v < 0 para o < 1/2, donde PBRM es similar al caso GOE [117].

(ii) A medida que « se acerca al punto critico a. = 1, vemos que v crece significativamente,
lo que indica una fuerte falta de autopromedio. Esto es consistente con las expectativas de que, en
un punto critico, las estructuras de los estados varian considerablemente. El exponente v alcanza su
maximo cerca del punto de transicién de deslocalizacion-localizacién.

(iii) El valor de v luego disminuye en la fase localizada. Para 1 < a < 3/2, donde se observa
una dindmica superdifusiva en un tiempo corto, v sigue siendo positivo. El exponente v — 0 para
a > 3/2, donde la falta de autopromedio puede atribuirse a las colas de la ley de potencia de los

eigenestados localizados.

Ensamble Rosenzweig-Porter

Estudiaremos las caracteristicas del autopromedio en matrices de RPE (Ec. (3.3)) donde
etiquetaremos el parametro de control del modelo como v € R. Este ensamble muestra un transicién
de una una fase ergddica (cadtica) (v < 1) a una fase extendida no ergédica que tiene eigenestados
multifractales (1 < v < 2), y una fase localizada (y > 2) [120}/140H142]. Estas transiciones de fase
se han explorado experimentalmente en resonadores de microondas [230]. Se han observado fases
multifractales no triviales similares a las del RPE en otros modelos de matrices aleatorias [231H238]
y sistemas desordenados de muchos cuerpos [9239240]. En las Figs.[7.3](d)-(e), mostramos resultados
para la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia del RPE en la fase ergédica [y = 0,7
en la Fig. [7.3(d)] y en la fase localizada [y = 2,6 en la Fig. [7.3{e)]. Consideramos la dindmica de
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Figura 7.4: Evolucién completa de Rgpqen (t) bajo el modelo de Heisenberg con desorden en (a) el
régimen cadtico (h = 0,5) y (b) el régimen localizado (h = 5,0). Los colores tenues corresponden
al modelo aislado y los colores oscuros al modelo abierto. De arriba a abajo en tiempos largos
en (a), las lineas oscuras corresponden a los siguientes tamanos de sistema: L = 8 — D = 70,
L=10—=D=252L =12 D =924, L =14 - D = 3432y L =16 - D = 12870. El

andlisis de escala en el recuadro del panel (a) da el ajuste R?;gch = 0,92D7%47 v en el panel

b R'#Och = 0,12 D%!3, El panel (c) da la potencia v, obtenida a partir del anlisis de escala de
Sspa

Rgigch o DY, como una funcién de la magnitud del desorden h.

un quench, donde el estado inicial proviene de la parte diagonal del RPE y tiene energia E(®) en el
medio del espectro. Los colores tenues son para el modelo aislado y los colores oscuros son para el
sistema abierto.

Los resultados para el régimen ergédico de RPE en la Fig. d) son analogos a los del
modelo PBRM en la Fig. [7.3[a), es decir, al abrir el sistema caético, inducimos autopromedio y

en tiempos largos Rgﬁgch x 1/D, como en el caso de GOE. Menos esperados son los resultados

en la fase localizada en la Fig. e), donde el autopromedio se cumple para todas las escalas de

tiempo mostradas en la figura, incluso para el modelo aislado. Ademas, los efectos de la decoherencia

Kk#0

< pach (t) se desarrollan solo en tiempos muy largos que aumentan a medida que D

energética en R
aumenta. Esto sugiere que las estructuras de los eigenestados a diferentes energias son muy similares
en la fase localizada del RPE. Los resultados del analisis de escalamiento en la Ec. ((7.21)) para varios

valores de v se dan en la Fig. f) e indican que

-1, <1
VR Sy -2 1<vy<2, (7.22)
1—v/2, yv>2.
De este modo, tenemos la siguiente imagen:
(i) En el régimen ergédico (v < 1), los eigenestados en el centro del espectro son como
vectores aleatorios y la varianza relativa asintdtica escala como 1/D, similar a GOE, por lo que
va~—1.

(ii) En el régimen no ergédico de RPE (1 < v < 2), la porcién principal del espectro
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consiste en eigenestados con (IPR) oc D~P2, donde Dy es la dimensién de correlacién fractal dado
por Dy & 2 — ~ [120]. De manera similar, la probabilidad de supervivencia asintética de los estados
iniciales en el medio del espectro escala como D~P2 [241]. Encontramos numéricamente que la
varianza relativa asintética también escala aproximadamente como D~P2, por lo tanto v ~ v — 2.

(iii) En v = 2, donde RPE exhibe una transicién de fase de segundo orden de la fase
deslocalizada a la fase localizada, la longitud de correlacién diverge siguiendo una ley de potencias y
la densidad de las longitudes de localizacién en el centro del espectro se vuelve invariante de escala.
Por lo tanto, la varianza de IPR es O(1) mientras que el IPR en s{ también es O(1), lo que lleva a
v = 0. De manera similar a lo que se observa para el PBRM en la Fig. c)7 en el punto de transicién
de deslocalizacién-localizacién, la decoherencia de energia no puede imponer el autopromedio.

(iv) En el régimen localizado (y > 2), la dimensién Dy = 0 [120], por lo que la media
asintética de la probabilidad de supervivencia es O(1), mientras que la fluctuacién en el IPRg estd
dictada por los pequefios componentes en la cola de los estados, lo que lleva a v &~ 1 — /2. En
consecuencia, v < 0, lo que indica la presencia de autopromedio.

En resumen, al abrir el sistema, la probabilidad de supervivencia para los estados iniciales
en el medio del espectro se vuelve autopromediable para el modelo PBRM y el RPE en el régimen
caodtico. El método falla en el punto critico de transicién de localizacién para ambos sistemas y en

la fase localizada para el modelo PBRM.

7.4. Resultados: Modelo de Heisenberg de particulas de espin-
1/2

El analisis del autopromedio realizado anteriormente para diferentes tipos de matrices alea-
torias sienta las bases para el estudio del autopromedio en modelos fisicos. En particular, las discu-
siones anteriores anticipan diferencias en las fases ergédicas y no ergddicas y una posible dependencia
de la energia de los estados iniciales.

Consideramos el modelo Heisenberg unidimensional de espin 1/2 con desorden en cada sitio (Ec. (3.4)),
que se ha investigado ampliamente en el contexto de la localizacién de muchos cuerpos tanto tedrica
como experimentalmente [12}/45,(143,/145/150,[242|. Fijamos J = 1, h; son nimeros aleatorios distri-
buidos uniformemente en [—h, h] y h es la magnitud del desorden, con h el pardmetro de control y
se utilizan condiciones de contorno abiertas.

Comenzamos el andlisis del autopromedio en Sec. con estados iniciales con energia E(©) en la

mitad del espectro. Se consideran varios valores de h.
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Resultados: Estados iniciales en el centro del espectro

En las Figs. a)-(b), mostramos la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia
para el modelo de espin 1/2 desordenado en el régimen cadtico [Fig.[7.4(a)] y en la fase localizada
[Fig. b)], donde el estado inicial tiene energia E(®) en el medio del espectro. Los colores tenues
son para el modelo aislado y los colores oscuros son para el sistema abierto.

En lo profundo del régimen cadtico (h < 1), los resultados son comparables a los de las
matrices aleatorias en la Fig. f) y en la Fig. a,d). Los resultados siguen la imagen genérica,
es decir, en la fase cadtica y para estados iniciales proyectados en eigenestados de energia cadtica,
la probabilidad de supervivencia en las escalas de tiempo del hoyo de correlaciones y més alla se
vuelve autopromediable si abrimos el sistema a un entorno de decoherencia. Sin embargo, observe
que v es negativo en el recuadro de la Fig. a), pero no llega a -1 como en GOE. Esto se debe
a que incluso los eigenestados altamente excitados en el medio del espectro no son ergédicos en el
sentido de la medida de Haar [45].

El inicio del autopromedio podria facilitar la deteccién experimental del hoyo de correlacio-
nes [229], ya que en presencia de un entorno de decoherencia, se podria reducir la cantidad de estados
iniciales y realizaciones de desorden para los estudios experimentales. Pero la fuerza del decoherencia
no deberia ser demasiado grande para evitar la supresién del hoyo de correlaciones [163].

En la fase localizada, las fluctuaciones son grandes y no se logra el autopromedio a través
del entorno. El escenario es incluso peor que en el modelo PBRM de la Fig. b)7 ya que para
el modelo de espin de la Fig. b), R;ﬁgch (t) aumenta con D. Este comportamiento también se

muestra para el valor asintético de la varianza relativa en el recuadro de la Fig.|7.4{(b). En funcién de

K#0
SPach

~k=0

convergera eventualmente a R S pach

los tamanos de sistema disponibles, no podemos decir si R
pero los resultados apuntan a las dificultades asociadas con el andlisis numérico de la localizacion
de muchos cuerpos. El problema no es solo el espacio de Hilbert exponencialmente grande en L sino
también las grandes fluctuaciones con las que uno tiene que lidiar [37].

En la Fig. [7.4]c), se muestra v obtenido con la Eq. como una funcién de la fuerza
del desorden h. Existe un paralelismo con el andlisis para el modelo PBRM en la Fig. (c), en
el sentido de que ambos modelos no muestran autopromedio fuera del régimen cadtico, pero los
resultados son peores para el modelo de espin. En este caso, v > 0 para cualquier h > 1, mientras
que para el modelo PBRM, v > 0 solo en la vecindad del punto critico.

La comparacién entre Fig. c), Fig. f), y Fig. (c) alimenta la especulacién sobre
el papel de v en el estudio de la localizacion de muchos cuerpos. Por ejemplo, de manera similar
al PBRM y RPE, el exponente v para el modelo de espin desordenado también alcanza un valor
maximo en un punto que podria estar asociado con una transicién. Sin embargo, dados los tamanos

limitados de los sistemas disponibles para estudios numeéricos, es dificil profundizar en este tema.
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Resultados: Estados iniciales en las colas del espectro
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Figura 7.5: Promedio a tiempo infinito de la varianza relativa, (a,b) R;gfowl y (c,d) Rg’;gc,,,,mm,
en funcién del tamano del espacio de Hilbert. La evolucién se realiza bajo el modelo de Heisenberg

con desorden en (a,c) el régimen cadtico y (b,d) la fase localizada. Contrariamente a la Fig. [7.4] el

estado inicial en la dindmica del quench tiene la energia mds baja. Los ajustes son: (a) Rgﬁ%ﬂJ =
2,5x1077D%10 (b) RE70 ., = 2,3x1073D%10 (¢) REZ0., . = 4,7x1072D%22 y (d) RZ0 . e =

5,7 x 1072D%09,

Motivados por la discusién en la Sec. sobre el diferente comportamiento con d de R;ﬁgch
(energia del estado inicial en el medio del espectro) y Rgﬁg:m (energfa del estado inicial en el borde
inferior del espectro) para el modelo PBRM en la fase localizada, ahora investigamos cémo los
resultados presentados en la Fig. [7.4] para el modelo de espin se ven afectados por la eleccién de los
estados iniciales. Para este estudio, consideramos solo estados iniciales con energias muy bajas, por

lo que nos referimos a la varianza relativa asintética obtenida para la dindmica del quench como

K#0
RSchh—rn’in .

En la Fig. [7.5] presentamos un andlisis de escala del promedio de tiempo infinito de la
varianza relativa para el estado inicial de Gibbs con 8 = 0,1 para el modelo de espin en la fase
cadtica [Fig. [7.5(a)] y localizada [Fig. [7.5(b)] y para el estado inicial extinguido en la parte de
menor energia del espectro para el modelo de espin en la fase cadtica [Fig. c)] v localizada
[Fig. d)] Todos los paneles manifiestan una falta de autopromedio. El exponente v es pequeno
pero positivo en todos los casos. El peor escenario ocurre en el régimen cadtico para la dinamica
del quench en el borde del espectro [Fig. c)] Las correlaciones espectrales como en la teoria de
matrices aleatorias y los eigenestados cadticos solo estan presentes en la mayor parte del espectro
de los sistemas cudnticos cadticos de muchos cuerpos, mientras que los bordes exhiben estados con
estructuras altamente fluctuantes [105,/243|. Esto estd relacionado con la densidad de estados de los

sistemas de muchos cuerpos con acoplamientos de dos cuerpos, que es gaussiana [173], lo que implica
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que los estados mas cercanos a los bordes estan més localizados.

7.5. Conclusiones

Abrir los sistemas cuanticos de muchos cuerpos a un entorno con decoherencia de energia
tienen efecto en reducir las fluctuaciones dindmicas lo que motivo a estudiar el autopromedio en la
probabilidad de supervivencia en los sistemas fisicos.

Se mostré que en matrices completamente aleatorias de GOE, abrir el sistema garantiza el auto-
promedio para cualquier estado inicial, mientras que en matrices de PBRM y matrices aleatorias de
Rosenzweig-Porter, donde existe una transicién a una fase localizada, no se logra el autopromedio
para su respectivo punto critico. Ademés, para matrices de PBRM, la probabilidad de supervivencia
continua siendo no autopromediable en la fase localizada debido al decaimiento de las colas de la
distribucién de energia de los eigenestados localizados. De acuerdo con los resultados anteriores,
la probabilidad de supervivencia se vuelve autopromediable al abrir el modelo de espines 1/2 con
desorden en el régimen cadtico y para estados iniciales en la mitad del espectro. Cualquier cambio
en el régimen o en el estado inicial puede afectar el resultado. El autopromedio no se cumple para
ningun estado inicial cuando el modelo de espines deja de ser cadtico, y lo mismo sucede incluso en
el régimen cadtico si el estado inicial esta lejos de la mitad del espectro.

La capacidad de asegurar el autopromedio en tiempos largos estd directamente determinada por
las estructuras de los eigenestados en la region del espectro de la energia del estado inicial. Esto se
debe a que la varianza relativa asintética de la probabilidad de supervivencia en sistemas abiertos,
R?‘;O, coincide con la varianza relativa del IPR del estado inicial [véase la Ec. ] La falta de

autopromedio indica que las estructuras de los estados varian significativamente, como sucede en

los puntos criticos. Por lo tanto, el comportamiento de Rgﬁo nos ayuda a investigar la estructura
de los eigenestados en diferentes partes del espectro y una fuerte falta de autopromedio sugiere la
presencia de puntos criticos. El anédlisis en este capitulo indica que abrir ligeramente el sistema a
un entorno con una decoherencia de energia deberia ayudar con la deteccién experimental del caos
cudntico de muchos cuerpos en sistemas complejos fuera de equilibrio [229]. Esto se debe a que el

entorno asegura el autopromedio en las escalas de tiempo donde emerge el hoyo de correlaciones.



Capitulo 8

Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue contribuir efectivamente en la comprensién de la
dindmica cudntica fuera del equilibrio en sistemas cudnticos de muchos cuerpos. Nos enfocamos en
el estudio de la probabilidad de supervivencia como una observable que contiene bastante infor-
macion sobre las correlaciones espectrales y las correlaciones dindmicas del sistema. Propusimos la
generalizacién de la probabilidad (SP,(t)) de supervivencia y de la densidad local de estados (gLDoS)
cuyas propiedades permitieron profundizar en el entendimiento sobre la dindmica cuantica. En par-
ticular la SP,(t) permitié observar la relevante contribucién de las correlaciones de las componentes
de los eigenestados sobre la dindmica del sistema. Se analizo la desviacién estdndar de la densidad
de estados generalizada gLDoS, (g,) y se propone como una cantidad 1til para estudiar la transicién
extendida-localizada de sistemas cudnticos de muchas particulas. El estudio de la dindmica via la
SP,(t) revelo los efectos de las correlaciones espectrales fuera de la fase extendida. El estudio del
decaimiento como ley de potencias de SP,(t) dio lugar a los andlisis del cardcter multifractal de los
eigenestados via la funcién de correlacién C(t) estableciendo una conexién cuantitativa con la mul-
tifractalidad, caracterizada por la dimension de correlacién Ds y la dindmica del sistema. Nuestros
resultados demostraron que la estructura de las componentes de los eigenestados son relevantes en
el desarrollo de la dindamica. Nuestros resultados indican que es posible estudiar las caracteristicas
multifractales ahora sobre la dindmica de una funcién de correlacion generalizada y extender nues-
tros estudios de multifractalidad en sistemas de mayor dimensionalidad.

Ademas se propone la deteccién del hoyo de correlaciones como un indicador de caos en siste-
mas cudnticos de muchos cuerpos. Dicha propuesta fue estudiada en diversos modelos y cantidades
dindmicas con bastante éxito, mismo que reflejo al ser verificada en un circuito cuantico y experi-
mentalmente en un arreglo de cubits superconductores lo que refuerza la relevancia y aplicabilidad

de nuestras contribuciones. Por ultimo se mostrd que la caracteristica del autopromedio depende

81
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de la seleccién del estado inicial segtin sea el modelo y en que fase se encuentra. La naturaleza del
estado inicial y del régimen en que cada modelo se encuentra se refleja de inmediato en el comporta-
miento de SP(t). Motivados por estos resultados, nuestra atencién se encuentra dirigida a estudiar
las caracteristicas multifractales de los eigenestados en sistemas abiertos asi como sus efectos con la
dindmica del sistema via la funcién de correlacién.

Por tanto nuestros resultados motivan a profundizar en el estudio de la dindmica en sistemas cuanti-
cos de muchos cuerpos fuera de equilibrio tanto en entornos aislados como abiertos.

Cada capitulo, aunque concluyente, deja muchas preguntas abiertas y dan pie a continuar con nuevas
discusiones. Todos los resultados discutidos aqui han contribuido exitosamente en el estudio de la
dindmica cudntica, a los estudios de multifractalidad y algunos de ellos dirigidos al campo experi-
mental y al estudio de sistemas abiertos. Finalmente estos resultados han sido reportados en revistas

especializadas.



Apéndice A

Multifractalidad en cadenas de

Fibonacci

Nos interesa estudiar un modelo de Fibonacci como una cadena de L fermiones no inter-

actuantes, descrito por el hamiltoniano,
L-1

L
H = Z Jk,k+1 {azakﬂ + akazﬂ} + tkazak (Al)
k=1 k=1

donde aL, ay, son los operadores de creacion y aniquilacion respectivamente de un fermién en el sitio
k y tx es un potencial binario en el sitio donde ¢ = (ta,t5) vy la cadena de valores en los L sitios se

obtiene aplicando repetidamente la regla de sustitucién de Fibonacci, dada por

ta — tatp

tg = ta

¥ Jk,k+1 una energia de acoplamiento discreta y se modula de acuerdo con la secuencia de Fibonacci

anterior. Trabajaremos sobre el modelo diagonal de Fibonacci donde,

Jek+1=J =1,
ta
t, = (A.2)
tp
Para este modelo, podemos elegir t4 = —tg =V y t4/tp =V, donde V funcionard como nuestro

pardmetro de control. Estudiaremos la evolucién temporal de un estado inicial |¥(0)) mediante el

desplazamiento cuadratico medio [244}245],

D
Az*(t) =Y (k= D/2)* | (0)|y (1)) (A3)
k=1

83



A.1 Resultados 84

Donde nuestro estado inicial es un estado con una energia en el medio del espectro. La dependencia

temporal de la Ec. (A.3)) es
Az?(t) ~ t (A.4)

donde € = 0 implica localizacién, ¢ = 2 denota una fase extendida. Estudios previos en [71] indican la
conexién inmediata del exponente multifractal D, de la Ec. (2.13)) con el exponente d del decaimiento
como ley de potencias de la funcién de correlacién C(t) de SP(t) para cadenas de Fibonacci de

secuencia igual t4 = —tg = V y el modelo no interactuante de Aubry-André.

A.1. Resultados

Comenzamos nuestro andlisis reproduciendo algunos resultados de [71] y [244}[245] para el
modelo diagonal de Fibonacci. La Fig. muestra el desplazamiento cuadratico medio. En el panel
(a), para ty = —tp = V, obtuvimos los resultados reportados en [244,245], donde el exponente ¢
de Az?(t) indica que el sistema estd en régimen extendido para V — 0 y que el sistema entra a
la fase localizada para 1.4 < V. Anadimos resultados para el modelo diagonal de Fibonacci, pero
esta vez modificamos la secuencia en la cadena de Fibonacci, como t4 = V * tg, lo que generd
un comportamiento interesante en e. En esta ocasién, parece que desplazamos los regimenes del
sistema; ahora el sistema presenta un régimen extendido para V' = 1. Observamos que un cambio
en la secuencia de la cadena de Fibonacci afecta el comportamiento del sistema con respecto a V.
Por lo tanto, decidimos explorar ambos tipos de secuencia para el modelo diagonal de Fibonacci.

La Fig.[A.2 muestra los resultados numéricos para la probabilidad de supervivencia SP(t) (Ec. (4.1)))

<N

Figura A.1: Exponente ¢ del desplazamiento cuadratico medio Ax?(t) de un estado inicial cuya
energia se encuentra en el centro del espectro del modelo diagonal de Fibonacci con D = 1001 sitios
frente a diferentes valores de V. El panel (a) corresponde a la secuencia t4 = —tg =V y (b) a la
secuencia t4 =V xtg con tg = 1.

y su funcién de correlacién C(t) para una tnica realizacién del modelo diagonal de Fibonacci con una
secuencia igual a t4 = —tp = V. Los ajustes para obtener el exponente v del decaimiento como ley
de potencias de SP(t) se realizaron sobre el running-average de SP(t) (curvas color negro). Podemos

observar que la region del decaimiento como ley de potencias es amplia y clara. El exponente aumenta
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Figura A.2: SP(t) y C(t) para el modelo diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a t4 =
—tp = V para diferentes valores del pardmetro de control V. Las curvas grises corresponden a
los resultados numéricos de SP(t), las curvas de color negro son resultado de un running average
sobre SP y las curvas rojas son para C(t). Los ajustes para obtener el exponente 7 del decaimiento
como ley de potencias de SP(t) se realizaron sobre el running-average y sobre la misma regién
de tiempo se obtuvo el exponente § del decaimiento como ley de potencias para C(t). Las lineas
discontinuas verdes representan ajustes en la regién de decaimiento de la ley de potencia para SP(t)
y las lineas discontinuas azules son ajustes sobre a C(t). El tamafio del sistema es D = 17711 y se ha
realizado una sola realizacién. Nuestro estado inicial es aquel cuya energia se encuentra en el centro
del espectro.

a medida que V' aumenta. También podemos observar que, a medida que el sistema entra en la region
localizada, el ruido aumenta, pero el decaimiento se observa claramente.

El recuadro de la Fig. muestra el comportamiento de la funcién Ec. con respecto a I,
tomamos los ajustes en una regién I — 0 y donde se exhibe un comportamiento lineal con pendiente
positiva, en este caso y para | pequena el crecimiento de la Ec. es claro. Observamos como la
funcién S(1) inicia con una pendiente cercana a 1 y se va haciendo cada vez més horizontal conforme
V aumenta, es decir, el exponente D5 se acerca a cero, lo cual es esperado de una cantidad que
mide la estructura de los eigenestados del sistema pero es importante notar que Dy ~ 0.8479 para la
regién extendida como reporta [71], en este sistema tenemos este limite superior y no coincide con
Dy = 1 para GOE, sin embargo, el anélisis dindmico por Az?(t) se obtiene un exponente € = 2 en
este régimen.

La Fig. es un reproduccién de los resultados de [71] y muestra una comparacién entre los
exponentes v de SP(t), 6 de C(t) obtenidos mediante un ajuste como en Fig. y el exponente D,
obtenido por Ec. Observamos que no hay correspondencia entre v y § y D para valores h < 0,5.
El origen de v dentro de la fase extendida se debe a las colas del espectro de energia, fuera de esta
regién se cree que su decaimiento se atribuye a las propiedades multifractales de los eigenestados
del sistema. Por lo tanto, ni § ni Dy no detectan las contribuciones de las correlaciones del espectro

de energia dentro de la region extendida. Se observa inmediatamente una correspondencia entre
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Figura A.3: La figura principal muestra los exponentes ,8 y Dy con respecto a V para el modelo
diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a t4 = —tg = V. Los exponentes v y d se obtuvieron
mediante SP(t) y C(t) para una realizacién con un tamafio de sistema D = 17711. Dy se obtuvo
mediante el ajuste de la Ec. . En el recuadro se muestra el comportamiento de la Ec. (2.13|)
para el modelo diagonal Fibonacci con una secuencia igual a t4 = —tp = V para diferentes valores
de V (lineas color negro). Los resultados comienzan en V' =0.2 con incrementos de 0.2 hasta V' = 3.
Las lineas rojas son ajustes sobre 8(l) (Ec. (2.13)). El tamaiio del sistema es D = 17711 y se ha
tomado una realizaciéon. Nuestro estado inicial es aquel cuya energia estd en el centro del espectro.

8 y D,. Esto significa que § mide la estructura de los componentes del estado inicial segin la
distribucién del espectro de energia. Esta figura muestra la primera conexién de la multifractalidad
con la dindmica del sistema ya que D> se relaciona directamente con el exponente ¢ a través de la
funcién de correlacién de C(t). Podriamos afirmar que la correspondencia entre 7, y D, indica que
las correlaciones del espectro de energia dejan de ser relevantes para valores de 0,5 < h, pero existen.
La Fig. muestra los resultados numéricos la probabilidad de supervivencia SP(t) (lineas grises)
y su funcién de correlacién C(t) para una tinica realizacién del modelo diagonal de Fibonacci con una
secuencia igual a t4 = Vxtp fijando tg = 1.0 . El exponente «y del decaimiento como ley de potencias
de SP(t) se obtuvieron del running-average de SP(t) (curvas color negro). Se observa que SP(t) y
C(t) se comportan, en general, muy bien para todos los valores de V; la regién del decaimiento como
ley de potencias es clara amplia como para obtener un buen ajuste. El comportamiento de SP(t)
para esta secuencia es mucho menos ruidoso que el de la secuencia anterior de la Fig. por lo
que resulta mds conveniente al estudiar los decaimientos. Sin embargo, los resultados de la Fig. [A1]
muestran cémo el cambio de secuencia tiene efectos importantes en la transicién del sistema de una
fase a otra. Estos efectos se reflejan en la dindmica, donde el sistema alcanza la fase localizada para
valores muy grandes de V. Observamos que el exponente § crece a medida que V' crece. El recuadro
de la Fig. muestra el comportamiento de la funcién Eq[2.13] con respecto a [ para el modelo
Fibonacci diagonal para la secuencia t4 = V xtp con tg = 1. Tomamos los ajustes en una region

Il — 0 y donde se exhibe un comportamiento lineal con pendiente positiva, en este caso y para [
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Figura A.4: SP(t) y C(t) para el modelo diagonal de Fibonacci con una secuencia igual atq = Vxtp
para diferentes valores del pardmetro de control V. Las curvas grises corresponden a los resultados
numéricos de SP(t), las curvas de color negro son resultado de un running-average sobre SP y las
curvas rojas son para C(t). Los ajustes para obtener el exponente v del decaimiento como ley de
potencias de SP(t) se realizaron sobre el running-average y sobre la misma regién de tiempo se
obtuvo el exponente ¢ del decaimiento como ley de potencias para C(t). Las lineas discontinuas
verdes representan ajustes en la regién de decaimiento de la ley de potencia para SP(t) y las lineas
discontinuas azules son ajustes sobre a C(t). El tamano del sistema es D = 17711 y se ha realizado
una sola realizacién. Nuestro estado inicial es aquel cuya energia se encuentra en el centro del
espectro.
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Figura A.5: La figura principal muestra los exponentes v, 8 y Dy con respecto a V para el modelo
diagonal de Fibonacci con una secuencia igual a t4 = V *tg con tg = 1. Los exponentes v y § se
obtuvieron mediante SP(t) y C(t) para una realizacién con un tamano de sistema D = 17711. Dy
se obtuvo mediante el ajuste de la Ec. . En el recuadro se muestra el comportamiento de la
Ec. para el modelo diagonal Fibonacci con una secuencia igual at4 = V *tp con tg = 1 para
diferentes valores de V' (lineas color negro). Los resultados corresponden a puntos de V' comenzando
en V =0.2 con incrementos de 0.2 hasta V = 3. Las lineas rojas son ajustes sobre 3(I) (Ec. (2.13)).
El tamano del sistema es D = 17711 y se ha tomado una realizaciéon. Nuestro estado inicial es aquel
cuya energia estd en el centro del espectro.
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pequeno el crecimiento de Ec. es claro. Aqui podemos observar los efectos que tiene cambiar
la secuencia sobre Ds. El comportamiento de la pendiente de S(I) para V = 1 es méas grande que
para cualquier valor de V.

La Fig. [A.5 muestra una comparacién entre los exponentes v de SP(t), § de C(t) y el exponente
D5 de la Ec. para el modelo diagonal de Fibonacci con una secuencia igual at4 =V xtp con
tp = 1,0. Debido al cambio en la secuencia de Fibonacci, la transicién del sistema se ha desplazado,
revelando una regién de deslocalizacién mas amplia que en la Fig.

Por lo tanto, las propiedades del espectro, asi como la estructura de los componentes del estado
inicial del sistema, dependen del cambio de la secuencia de Fibonacci. Se observa cémo el exponente
v de SP(t) se aproxima a Ds alrededor de V' = 1, caso similar al de la Fig. para V < 0,5. Existe
una muy buena correspondencia entre Dy y & para cada valor de V' y ~,8 y D, para cada valor
de V fuera de la region alrededor de V = 1. Esta configuracién de la secuencia de Fibonacci nos
permite extender la region de transicién del modelo. Esta figura confirma lo anterior para el modelo
diagonal de Fibonacci con la secuencia t4 = —tp = V, independientemente de la secuencia § = D,
y D # 1, incluso dentro de la regién extendida. El exponente 7 solo coincide con § y D, fuera de
la regién extendida lo que indica que « contiene informacion sobre las correlaciones espectrales y la

estructura de los eigenestados.
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