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Resumen

En el presente trabajo se describen los discos de acrecién delgados que se forman alrededor de
un agujero negro de Schwarzschild. Como primer acercamiento se estudia la dinAmica de particulas
nulas en ese espacio tiempo. Para ello, se supone una fuente de luz externa al agujero negro y se
analizan las trayectorias de los fotones. Posteriormente se estudia el caso de un disco de acrecién
delgado alrededor de un agujero negro formado por un uido sin presion. Se muestra como la
trayectoria de los fotones que se emiten desde el disco se ve afectada por el campo gravitacional del
agujero negro ocasionando que su apariencia cambie para un observador en in nito. Se calculan
ademads, el corrimiento al rojo de los fotones emitidos asi como el ujo bolométrico, la temperatura
del disco y su proyeccién en el plano de un observador en in nito.






Introduccion

Los agujeros negros son objetos astrofisicos que surgen de manera natural en la descripcion
de Einstein de la gravedad. En la vecindad de un agujero negro se puede formar una regién
luminosa que rodea a otra region oscura como consecuencia de las trayectorias de las particulas
de luz producidas por una fuente externa quélumina el agujero. Este bloquea el paso de algunas
particulas y deja pasar a otras modi cando su trayectoria, generando una silueta. Tal descripcion
tiene un analogo en la vida cotidiana y se le ha denominado sombra de un agujero negro. La
modi cacion de la trayectoria de las particulas de luz en la vecindad de un agujero negro es, sin
embargo, tan grande que las trayectorias se pueden cerrar sobre si mismas produciendo 6érbitas
circulares.

Para dar una descripcién cuantitativa de este tipo de fendmenos es necesario describir las
ecuaciones de movimiento de particulas de luz en un espacio tiempo que describe un agujero negro
y resolverlas. Las ecuaciones resultantes son un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas que se pueden resolver dando condiciones iniciales adecuadas para describir el fenomeno
en cuestion. En este trabajo se describe de forma detallada cdmo se obtienen las ecuaciones y como
se resuelven numéricamente para describir la silueta alrededor de un agujero negro estatico.

Puede darse también el escenario en el cual el agujero posea un disco de acrecion, es decir,
materia circundante orbitando a su alrededor. Debido a los esfuerzos viscosos en el interior del
disco, se emitiran particulas de luz y por la presencia del agujero negro su trayectoria se modi cara.
La trayectoria de los fotones emitidos por el disco que llegan al observador se puede determinar
con precisiéon de forma que se obtiene una visualizacién del disco de acrecion.

Para estudiar la apariencia de un agujero negro es necesario analizar las trayectorias de los
fotones alrededor del mismo, las cuales se ven in uenciadas por el campo gravitacional del agujero.
Este problema ha sido estudiado por Darwin [1].

Las investigaciones sobre la visualizacién de agujeros negros han cobrado relevancia debido a
la aparicién de proyectos astrondmicos que pretenden observar las inmediaciones de los agujeros
negros supermasivos (de millones de veces la masa del Sol) como el Telescopio de Horizonte de
Eventos. Con las observaciones es posible obtener informacién sobre el agujero negro y su entorno,
asi como la forma en la que la luz se propaga alrededor del mismo.

El propésito del presente trabajo es estudiar la dinAmica de particulas de luz alrededor de un
agujero negro en dos escenarios. El primero corresponde a tener una fuente de luz externa que
emite fotones cuya trayectoria es deformada por el agujero de tal manera que se forma una silueta
alrededor del agujero negro y consecuentemente una sombra. El segundo escenario corresponde a
tener un disco de acrecion alrededor de un agujero negro y considerar que los fotones que se emiten
en el disco son afectados por la gravedad del agujero en un espacio tiempo estatico.

Una primera aproximacion consiste en estudiar la trayectoria de fotones emitidas por particulas
gue siguen trayectorias circulares alrededor del agujero negro, un caso que ha sido previamente
estudiado por Cunningham y Bardeen [2]. A pesar de que las particulas del disco se mueven en
trayectorias circulares alrededor del agujero, un observador que esté muy lejos del agujero negro
determinard que las trayectorias de luz se modi can fuertemente causando que la forma geométrica
del disco se vea modi cada. El trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

Primero se da una descripcion del movimiento de fotones alrededor del agujero negro. En el
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primer capitulo se discuten aspectos sobre la Relatividad General, conceptos de geometria dife-
rencial y se introduce la nocién de geodésicas. Se incluye con una derivacién de las ecuaciones de
Einstein para relacionar la materia con la curvatura del espacio-tiempo. Se discute la solucién de
Schwarzschild para las ecuaciones de Einstein y sus propiedades y adicionalmente se discute el
cambio a las coordenadas de Eddington-Finkelstein.

El segundo capitulo presenta la dindmica de particulas de prueba alrededor de un agujero negro
de Schwarschild tomando como caso particular el movimiento en el plano ecuatorial. Se realiza un
andlisis de las trayectorias permitidas dado un potencial para los casos de particulas con masa y sin
masa. En particular se describen las orbitas circulares para fotones y se describen érbitas acotadas
para particulas con masa.

Posteriormente se estudia la apariencia de la sombra de un agujero negro. Para este analisis
suponemos que la region entre el agujero y el observador es vacio, de forma que lo que se aprecia
es la luz de los objetos detras del mismo. Se calcula el angulo de de exién que sufren los rayos de
luz debido a la curvatura del espacio tiempo.

En el tercer capitulo se aborda el caso de un agujero negro con un disco de acrecion delgado a
su alrededor, para el cual se supone que sus particulas siguen trayectorias circulares. Dado que la
naturaleza curva espacio tiempo provoca la de exion de la luz que llega al observador, es necesario
realizar la transformacién entre el sistema del agujero negro y el sistema del observador para
conocer el aspecto de lo que éste aprecia desde el in nito. El primer caso que se plantea es el de
trayectorias circulares para particulas individuales alrededor del agujero negro. Se revisa el caso de
una particula cuya trayectoria precesa entre dos puntos del potencial. Dado este andlisis se obtiene
la proyeccion del disco de acrecién en el plano del observador. En particular se presentan imagenes
del corrimiento al rojo y el ujo bolométrico del agujero negro basado en el trabajo de la energia
emitida por el disco de acrecion de Page y Thorne [3]. Adicionalmente se estudia la temperatura
del disco para diferentes dngulos de observacion.




Capitulo 1

Relatividad General y Agujeros
Negros

La Relatividad General es una teoria de gravitacibn que surge al incorporar los fenémenos
gravitatorios en la Relatividad Especial. Para esta teoria la distancia mas corta entre dos puntos
no son lineas rectas sino las trayectorias de minima longitud llamadas geodésicas. Ademas, son las
trayectorias que siguen las particulas de maximo tiempo propio. Para este trabajo es conveniente
utilizar las llamadas unidades geométricasconc = G = 1, en dondec es la velocidad de la luz yG
la constante de gravitacion universal. Establecer estas unidades trae como consecuencia el cambio
de unidades en las cuales se mide. El tiempo, por ejemplo, se medira en unidades de longitud,
mientras que la velocidad serd una cantidad adimensional. Se utilizar4 también la notacion de
Einstein, donde los indices repetidos arriba y abajo indican la suma.

1.1. Bases de geometria diferencial

La descripcion de espacios curvos se realiza con las herramientas proporcionadas por la geome-
tria diferencial, por lo que es necesario introducir conceptos que seran de utilidad mas adelante.

Dado un espacio vectorialV, una base del espacio es un subconjunto compuesto de elementos
linealmente independientes que generan todo elemento dé. Cualquier elemento deV puede
escribirse mediante una combinacién lineal Unica de los elementos de la base. La base de un espacio
vectorial no es Unica, para un espacio vectorial de base nita, si el subconjunto de los elementos de
la base esta formado pon elementos, entonces cualquier subconjunto de elementos linealmente
independientes también forma una base del espacio vectorial, donde el nimemoes la dimension
de V.

Al espacio de transformaciones lineales que van dé a un campoK se le llama el espacio dual
y se denota porV , sus elementos son llamados covectores. Dada una base g del espacioV
se puede construir una base pard/ denotada porfe gtal que la base deV actuando sobre la
base deV cumpla la relacion:

e(e)= (1.1)

En general, los vectores base no son constantes. El cambio de un vector base esta dado por
las derivadas parciales y se puede escribir en términos de los mismos vectores base mediante los

simbolos de Christo el , que representan los coe cientes de cambio del vector base y cumplen
la relacion
@
—e = e : 1.2
ax (12)



Relatividad General y Agujeros Negros
1.2 Geodésicas

Las derivadas parciales de vectores respecto a las coordenadas también cambian cuando las bases
no son constantes. Para coordenadas arbitrarias se tiene que la derivada covariante del veckér
esta dada por:

@V
r v =—+V ; 1.3
o (1.3)
mientras que para un covector estard dada por
@V
V = — 1.4
o (1.4)
La ecuacion (1.3) se puede escribir en la notacion
V. =V.+V ; (1.5)

donde el punto y coma indican la derivada covariante y la coma la derivada parcial.

Un tensor es un mapeo multilineal de un espacio vectorial a los nimeros reales. Se le llama
rango del tensor al nimero de vectores que toma por argumentos. Las componentes de un tensor
de segundo rango en una base de nida pueden representarse de forma matricial, sin embargo al ser
objetos diferentes no cumplen las mismas propiedades.

El tensor métrico juega un papel importante tanto para Relatividad Especial como para Rela-
tividad General. Este de ne una transformacion lineal de dos vectores hacia su producto interno:

glu;v) u v (1.6)

Las componentes del tensor métrico dependen de la eleccion de la base:

g =g(e;e)=e e ; (1.7)
y cumplen la relacion
g9 9 = : (1.8)
De la de nicion (1.6) puede verse queg es simétrico:
g =9 ; 1.9)

la Unica restriccion es que su determinante sea diferente d& es decir,detg 6 0.
El tensor métrico también relaciona las componentes contravariantes y covariantes de los ten-
sores. Para un tensow se tendrd que

gwW=w,; g Ww=w : (1.10)

A estas operaciones realizadas con el tensor métrico se le conoce como subir o bajar indices.
El tensor métrico es fundamental para describir un espacio-tiempo. El elemento de linea tiene
la forma
ds? = g dx dx : (1.11)

Mientras queg depende de la eleccion de coordenadads? es un escalar que describe propiedades
sobre la estructura del espacio, y es una cantidad invariante ante transformaciones de coordenadas.

1.2. Geodésicas

A pesar de que se pueden describir fuerzas y aceleraciones para marcos de referencia inerciales, la
relatividad especial no puede describir la gravedad, ya que para la mecéanica newtoniana las fuerzas
gravitatorias son instantaneas. Este hecho implica velocidades de propagacién de la in uencia
gravitacional in nita que es incompatible con la relatividad especial.
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1.2 Geodésicas

La solucion a este problema parte del principio de equivalencia de Galileo, o principio de
equivalencia débil, el cual establece que el movimiento de los objetos en caida libre es independiente
de su composicion, y s6lo depende de su posicién y velocidad inicial, es decir, la masa inercial es
igual a la masa gravitacional. De esta forma se puede considerar un marco en caida libre como un
marco inercial local, en donde no existen los efectos de la gravitacion.

Sin embargo, no es posible encontrar un marco inercial en caida libre global, ya que en general un
campo gravitatorio no es uniforme y por lo tanto existirian diferencias notables entre los diferentes
puntos del espacio. Por lo tanto, se necesita un marco local lo su cientemente pequefio como para
gue no puedan detectarse las fuerzas gravitacionales no uniformes, llamadas fuerzas de marea,
en donde se recuperen las leyes de la fisica descritas en el espacio-tiempo de Minkowski. Esta
armacion es llamada el principio de equivalencia [4], que establece que un marco en caida libre
local es indistinguible de un campo gravitatorio uniforme.

Debido a las fuerzas de marea las trayectorias de las particulas se ven modi cadas, por lo que
se dice que el espacio-tiempo es curvo y que las particulas se encuentran en caida libre siguiendo
geodésicas. Estas son lineas de minima (0 maxima dependiendo de la signatura de la métrica)
longitud dada una super cie 0 espacio curvo.

En un espacio tiempo la distancia s, entre dos puntosa y b esta dada por

Zy
s= ds; (1.12)
a
dondeds esta dado por (1.11). Las trayectorias que siguen las particulas extremizan esta distancia,
de modo que es posible derivar las ecuaciones de movimiento a partir de un principio variacional.
Si escribimos 7 7S
dx dx

O Mol :
s= g dx dx = g e d; (1.13)

en donde es un parametro, las trayectorias que sigan las particulas, seran aquellas curvas( )

gue extremizen s es decir, aquellas para las cuales se satisfaga s) = 0. Este problema variacio-

nal es muy parecido al problema variacional de minima accién para particulas en mecanica clasica,
de donde se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange. Ambos problemas son mateméticamente
equivalentes si de nimos el lagrangiano de las particulas como

Lx (O (=g 90 %0 ()= 9 (1.14)
Tomar un extremo de la accion
L(x ( );x ()d =0 (1.15)

implicara las ecuaciones de Euler-Lagrange

@ d @

@x d @

A partir de las ecuaciones (1.16) y la identi cacién (1.14) es posible obtener la ecuacion de las
geodésicas:

=0 : (1.16)

d?x dx dx
gz a4 d (1.17)
en donde 1
=359 (9: +9; g; ): (1.18)

Tanto (1.17) como las ecuaciones de Euler-Lagrange describen las trayectorias de las particulas en
espacios curvos.
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1.3 Tensor de curvatura

Las particulas en caida libre siguen trayectorias geodésicas en el espacio-tiempo descrito por el
elemento de linea (1.11). Los espacios en dondis® > 0 son llamados espacios Riemannianos. En
el caso que nos atafie la métrica no esta de nida positivamente (estos espacios son denominados
pseudo-Riemannianos) [5] ya que&ls’ puede ser mayor, menor o igual a cero.

Las particulas masivas poseen trayectorias tipo tiempo y las no masivas trayectorias nulas. Las
trayectorias representan las curvas geodésicas cuyo vector tangente es siempre temporal o nulo [6].

Para el caso de las geodésicas tipo tiempo, en términos del vector velocidad se tiene la condicion
de normalizacion de la cuadrivelocidad.

l=uug : (1.19)
Las geodésicas nulas tienen una condicion analoga:
O=uug : (1.20)

1.3. Tensor de curvatura

La descripcion de la curvatura de un espacio esta relacionada con el comportamiento de los
vectores en diferentes puntos. En general, no es posible mantener vectores paralelos sobre espacios
CUrvos pues su orientacion cambia con respecto a su ubicacién sobre una curva sobre el espacio.
Este proceso se puede estudiar mediante el transporte paralelo en donde el vector se transporta de
un lugar a otro a través de un circuito curvo. El resultado de este procedimiento es el llamado el
tensor de curvatura o tensor de Riemann, el cual describe la curvatura del espacio:

R = . . F : (1.21)
En un espacio plano el tensor de Riemann se anula
R =0: (1.22)

En un espacio curvo, las derivadas covariantes no conmutan y la no conmutatividad estd medida
por las componentes del tensor de Riemann:

R V =[r ;r ]V : (1.23)

El tensor de Riemann es simétrico al intercambiar el primer par de indices con el segundo, y
antisimétrico al intercambiar los indices correspondientes al primer o segundo par de indices

R =R
= R (1.24)
= R
Cumple con la identidad ciclica
R +R +R =0 (1.25)
y con las identidades de Bianchi
R .+R . +R . =0: (1.26)

La contraccion del primer y tercer indice del tensor de Riemman da lugar a un nuevo tensor
conocido como el tensor de Ricci

R R ; (1.27)
gue en términos de los simbolos de Christo el estd dado por
R = . .+ : (1.28)

Contrayendo el tensor de Ricci da lugar al escalar de Ricci o escalar de curvatura
R R : (1.29)
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1.4. Ecuaciones de Einstein

La ecuaciones de Einstein describen la relacién entre la curvatura del espacio tiempo en presen-
cia de materia y se pueden derivar a partir de un principio variacional. Aunque es posible suponer
las ecuaciones de Einstein como un postulado, en los siguientes parrafos mostramos una forma de
obtenerlas partiendo de la accion de Einstein-Hilbert acoplando la geometria minimamente a la
materia.

Para comenzar de namos la accién total como la suma

S=Sy+ Sy (1.30)

en dondeSy, es la accion de materia ySy es la accion gravitacional o accion de Einstein-Hilbert
[7] y esta dada por: 7

S, = RP —gd'x ; (1.31)

1
2
en dondeg=det[g ], esunaconstante yR =R g , es eltensor de Ricci. La variacion de la

accioén gravitacional estara dada por
z

2 (5= (R g )P g dx: (1.32)

Aplicando la regla de Leibniz tendremos que
Z z

2 (3= KR )g +R (g " adx+ R ("

Tg)d*x : (1.33)

Para encontrar la variacion de R es conveniente escribir el tensor de Ricci en un sistema de
referencia localmente plano, en donde las primeras derivadas se desvanecen. De la ecuacion (1.28)
se tiene que el tensor de Ricci se puede escribir como

R ; S (1.34)
por lo que la variacion esta dada por
R ; ; : (1.35)
Multiplicando por la métrica inversa se llega a la misma forma del primer término en (1.33)
g R A (1.36)
donde A esta dado por
A =g g : (2.37)

Podemos ver que en la ecuacién (1.33) es la integral de una divergencia sobre el elemento invariante
de volumen ya que en (1.36) el ttrmindA. contiene una derivada que se aplica a cada componente.
Por el teorema de Gauss se tiene que este término se convertira en una integral de super cie
evaluado en la frontera. Dado que para la accién se pide que no haya variacion en las fronteras este
término es cero, y la ecuacioén (1.33) se reduce a

Z Z

2 (59= R (g )P gix+ R (" gdx: (1.38)

Para encontrar la variacion dep ~ g se requiere de dos resultados. El primero es que el deter-
minante de la métrica se puede escribir como

det(g )=gd

(1.39)
=g cof

9
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donde cof es la matriz de cofactores.
La derivada del determinante con respecto a la métrica esta dada por

@@gg =cof =g9g : (1.40)
Para el segundo resultado tomaremos la variacion de la contraccion de la métrica con su inversa:
99 = = (9 g )=0: (1.41)
Aplicando la regla de Leibniz tendremos que
9 9 +g g =0=) g (9)= g (9 ): (1.42)

Al multiplicar g por ambos lados de la igualdad obtenemos

gg (@)= 99 ¢
=) (9 )= 99 g (1.43)
=) (@)= 949 g

Con estos resultados se puede obtener la variacién é)eig:

p
p__
C9=% 2y
9 1.44
- P gag °
Utilizando (1.40) tendremos que
p—, 1
¢ 9= ge:gg g9
= ng 9 (1.45)
- _ 9
= 5 g g
y con (1.42) obtenemos nalmente
p_
pP— g
( 9= -9 9 = (1.46)
La variacion de la accion gravitacional implica
Z
2 (Sy) = R %g R ¢ pigd“x
Z (1.47)
= G ¢ p7gd“x :
en dondeG es el tensor de Einstein de nido como:
1
G =R Eg R: (1.48)
Por otro lado, la accibn de materia es
4
Sn= Lm P Tgdx ; (1.49)

10
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donde L, es el lagrangiano de materia. La variacionS ,, sera de la forma

4
Sm=  (Lm" gd'
z (1.50)
@Qm pP— P—
= + L d*x :
@g g+Llm C 0
Utilizando la variacion del determinante se tiene que
4 p__
_ @Qm p— g 4
Sm—z @g ¢ g+lm —-9 9 d'x
Qn 1 pP—
= st LUE— d*x 1.51
, @ 2 g g g (1.51)
= TT g g

dondeT es el tensor de energia momento

@m
@g

el cual contiene informacién sobre el contenido de materia y energia presente.
Con ambas acciones tenemos que

z

T = 2

+Lmg (1.52)

ZiG %T g pigd“x =0: (1.53)

Dado que se pide que la variacion con respecto a la métrica sea cero, es decir
S = Sg+ Sn=0; (1.54)

se tiene que
G =T : (1.55)

La constante se puede obtener mediante el limite newtoniano a estas ecuaciones [8], el resultado
es =8
Las ecuaciones de Einstein toman nalmente la forma:

R %g R=8T (1.56)

Las ecuaciones (1.56) dictan la relacion entre curvatura y el contenido de materia. Para un
espacio-tiempo de cuatro dimensiones son 10 ecuaciones diferenciales cuya solucidon son las 10
componentes del tensor métrico.

1.5. La solucién de Schwarzschild

La resolucién de las ecuaciones de Einstein es un problema cuya complejidad requiere de solu-
ciones numéricas en la mayoria de los casos. Sin embargo, existe una solucién que puede obtenerse
con relativa sencillez al suponer un espacio tiempo vacio, estatico y esféricamente simétrico.

Para encontrar este resultado, conocido como la solucion de Schwarzschild, suponemos un
espacio-tiempo vacio, es decirT = 0. Se requiere también que el espacio-tiempo sea estatico,
esto implica que las componentes del tensor métrico son independientes de la coordenada temporal
por lo que el elemento de linea es invariante bajo la transformacior® ! x°. Para obtener una

11
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solucién esféricamente simétrica a las ecuaciones de Einstein se propone que la métrica tenga la
forma

ds? = A2dt?+ B2?dr?+r2 d 2+sin?2d ? ; (1.57)
dondeA y B son funciones a determinar. Para escribir las ecuaciones de Einstein, se deben calcular

los tensores de curvatura para la métrica (1.57).
En este caso, s6lo hay nueve simbolos de Christo el diferentes de cero:

0 — Aio 1 _ AA° 1 _ EO
01— A 00 — Bz 1~ B
1a2
r r sin 1
3= Bz L= —B7 2, = - (1.58)
. 1
2,= sin cos 3= - 3, = cot
Las componentes del tensor de Riemann estan dadas por:
RO = ABO+ BAO RO = rA°
RO = rsin® A° Rt = Al ABO+ BA%
30~ T AB2 010 — B3
rB O rsin’ B ©
R%Zl = B2 R%al = — Bz
AAO 50 (1.59)
R = — Rin = —
020 B2 121 B
1 AA©
R3,= 1+ 57 sif Ry = =7
BO 1
Ris = B R3: =1 Bz
Las componentes del tensor de Ricci:
A( rAB%+ B (2A%+ rA %)
Roo = 3
rB
2ABO+ rABC rBA®
Ri1 =
rAB
14 M° RO (1.60)
Rz =1 At —
B2 B3
R _sin 2 rBA°+A B+B3+B°
Finalmente las componentes independientes del tensor de Einstel@! y G} son
Gl = B B3 2rB® ;
B3r2
. A ABZ+2rA° (1.61)
Gr = AB 2r2

Las ecuaciones de Einstein en vacio implican qué! = 0 y G} = 0. La primera ecuacién se
puede resolver paraB. El resultado es

B= ——: (1.62)
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La segunda ecuacion implica quéA = C,=B, por lo tanto

eCi+r
A=0C, — ; (1.63)
en dondeC; y C, son constantes de integracion. En in nito, el espacio tiempo debe ser asintoti-
camente plano de forma queA = B! 1. Porlo tanto C, = 1.

La segunda constante de integracion se encuentra al estudiar el limite newtoniano para el
espacio-tiempo de Schwarzchild y corresponde €; = In( 2M )=2. Finalmente, los coe cientes
métricos tienen la forma r

2M
= . +1; (1.64)

y elemento de linea resultante es

1
ds? = 1 ZTM a2+ 1 ZTM dr2+r?(d 2+sin?d 2?): (1.65)

A pesar que la solucién de Schwarzchild corresponde a un espacio vacio, el pardmeditoen la
expresion de (1.65) representa la masa del cuerpo que produce la deformacién en el espacio-tiempo.
En el caso de una estrella, la métrica describe el espacio tiempo afuera de la super cie de la misma.
Para agujeros negros la métrica describe todo el espacio a excepcién de las super aies 0, y
r =2M, que corresponden a singularidades.

La super cie r = 2M, conocida como el horizonte de eventos, divide el espacio tiempo en dos
regiones. Para un observador que cruza el horizonte desde in nito, la coordenada radial se vuelve
temporal, mientras que la coordenada temporal se vuele radial, por lo que pasado esa super cie
es imposible evitar llegar ar = 0 que es una singularidad fisica que no se puede remover con una
transformacién de coordenadas.

La métrica de Schwazschild es muy importante como solucién de las ecuaciones de Einstein.
El teorema de Birkho establece que en vacio, si un espacio-tiempo es esféricamente simétrico, la
Unica solucién a las ecuaciones de Einstein es el espacio-tiempo descrito por la métrica (1.65).

1.5.1. Estructura causal

La estructura causal del espacio-tiempo de Schwarzschild se puede determinar mediante el
comportamiento de los conos de luz. Omitiendo dos componentes espaciales por simplicidad, se
tiene que el cambio de la componente temporal respecto a la radial estara dado por

om !
d_ 2™

ar - ; ; (1.66)
donde lejos de la fuente los conos de luz de los observadores corresponden a los del espacio-tiempo
de Minkowski. Conforme se acercan al puntor = 2M los conos de luz comienzan a tener una
pendiente mas pronunciada. Al llegar al horizonte éstos colapsan, por lo que no es posible obtener
informacion del mismo. Para valores menores @M el signo de las pendientes cambia, indicando
gue la coordenada radial se vuelve de naturaleza temporal.

Las singularidades err =0 y enr =2M son de naturaleza diferente. La singularidad e =0
es una singularidad fisica que no puede eliminarse con un cambio de coordenadas. Por lo otro lado,
r =2M, corresponde a una singularidad coordenada que si puede desaparecer con una eleccion de
coordenadas diferente.

Debido al efecto que la singularidad enr = 2M ejerce en la estructura causal del espacio-
tiempo, una eleccién de coordenadas diferente puede ser de utilidad para estudiar sus propiedades.
Por ejemplo el cambio de coordenadas

ar = ——y— (1.67)
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donde "

=r+ — : .
r r+2Min M 1 (1.68)

A r se le conoce como coordenada tortuga ya que a medida quese aproxima al valor2M, la
coordenadar tiende a 1 , de forma que nunca llega a la singularidad.
Sustituyendo dr en (1.65), el elemento de linea resultante es

ds?= 1 @ ( dt+dr)(dt+dr )+ r?d 2: (1.69)

Para estudiar el comportamiento de los conos de luz en estas coordenadas se toma en cuenta
la parte temporal y espacial

0= 1 ZTM ( dt+dr)(dt+dr) ; (1.70)
de forma que
L 1; (1.71)
a7 '

por lo que con la coordenada los conos de luz tienen la misma forma que los conos de luz en el
espacio tiempo de Minkowski.

1.5.2. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Otras coordenadas Utiles para estudiar la estructura causal son las coordenadas de Eddington-
Finkelstein. Estas coordenadas permiten obtener mas informacién del espacio porque en estas
coordenadas los conos no colapsan en la singularidad en= 2M . Consideramos el cambio de
coordenadas para el elemento de linea usual en coordenadas de Boyer-Lindquist (1.65)

v=t+r ; (1.72)
de forma que para la coordenada temporal
dt? = dv? 2dvdr + dr?: (1.73)
El elemento de linea resultante es

ds? = 1 TM dv? +2dvdr + r2d ?; (1.74)

en dondev describe el paso del tiempo. En estas coordenadas la métrica es regularren 2M .
Las geodésicas nulas radiales siguen trayectorias dadas por

o= 1 M glioquar= ¥ 4 M dv, : (1.75)
r dr r dr
por lo que para los conos de luz
dv dv 2
-0 == _ = . 1.76
dr Yo T 1 ™ (1.76)

r

Esto indica que uno de los lados del cono de luz se encuentra sobre las curvaswdeonstante.
Para el otro lado del cono, en el limiter ! 1 , la pendiente de éste ser®, y en el punto 2M

una linea vertical. Esto permite que los conos no colapsen en la singularidad y se encuentren
abiertos en la direccion de la misma, por lo que a estas coordenadas se les llama coordenadas de
Eddington-Finkelstein entrantes.
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En la regionr < 2M la coordenadar decrece a medida que la coordenadacrece, por lo tanto
para trayectorias tipo tiempo o tipo luz, una particula cayendo no podra evitar la singularidad en
r =0 pasado el horizonte de eventos.

Por otro lado el cambio de variable

u=t r 2.77)

generara el elemento de linea

ds? = 1 ZTM du? 2dudr+r3d ?: (1.78)

De manera similar a las coordenadas entrantes se tiene que

g, 2
ar - Y ar T 1 o

r

(1.79)

donde los conos miran en direccion contraria a la singularidad, por lo tanto las ecuaciones (1.78)
corresponden a las coordenadas de Eddington-Finkelstein salientes. Padai > 0, la coordenadar

es creciente, por lo que para trayectorias causales en la regiérx 2M , las particulas deben de salir
hacia la region asintética. Las transformaciones de coordenadas en el espacio tiempo de Schwarzs-
child permiten eliminar las singularidades coordenadas, mientras que el estudio de la estructura
causal permite visualizar la forma en que los conos de luz se comportan en dichas coordenadas. Para
determinar la trayectorias que siguen las particulas de prueba en el espacio tiempo de Schwarzs-
child es necesario resolver sus ecuaciones de movimiento, que son las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Equivalentemente estas ecuaciones corresponden a las geodésicas como se describid en este capitulo.

15






Capitulo 2

Movimiento de Particulas de Prueba

Para describir la trayectoria de una particula de masam en el espacio tiempo de Schwarzchild
partimos del Lagrangiano:
" . #
2M .
L= 1 == 2+ 1 e r2+r22+r%sin 2 (2.1)

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.16) se obtienen las ecuaciones de movimiento
asociadas para las coordenadas = (t;r; ; ). Ellagrangiano (2.1) tiene dos coordenadas ciclicas,
la primera corresponde at

Q _ _ d 2M _q -
e’ 7 a o 7Y (22
y la segunda a h i
e _, =) 9 e =0 (2.3)
@ d
Para la coordenada se tiene que
@_d @ d o 2 i 2
@ d @ ) 3 r r<sin cos (2.4)

Debido a la simetria esférica el movimiento estd con nado a un solo plano, por lo que podemos
escoger el plano ecuatorial con las condiciones iniciales

= =2y _—=0; (2.5)

por lo que * = 0 y el movimiento de la particula quedard con nado al plano = =2 en todo
momento. En el analisis posterior supondremos, sin pérdida de generalidad que = 1.

2.1. Trayectorias de particulas con masa

Con nar el movimiento al plano ecuatorial utilizando las condiciones (2.5) simpli ca la obten-
cién de la ecuacion de movimiento para (2.3). Se obtienen las ecuaciones

1 ZTM t = e=const; (2.6)

2

r<_= " =const: (2.7)

17
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por lo que las componentes de la cuadrivelocidatdy —estaran dadas por

(2.8)

—= 2 : (2.9)
Para el caso de la coordenada es conveniente utilizar la condicion de normalizacién de la
cuadrivelocidad dada por (1.19) de forma que la ecuacién para estara dada por

1

2M .
— r2+r22+r2sin 2 (2.10)

m

1= 1 2+ 1

Sustituyendo las ecuaciones (2.8) y (2.9), la ecuacion (2.10) toma la forma

am ! om ' "2
1= 1 — & 1 = 2 —: (2.11)
r r r
Resolviendo parar? se obtiene
l,.€ 1 M 2 wm?
2= 2 ro2r2  r3 (2.12)
=E V;
la cual es la ecuacion radial en la geometria de Schwarzschild con el potencial efectivo
N2 M M 2
V= — — 2.1
22 r r3 (2.13)
y energia
&€ 1
E = 5 (2.14)

donde e corresponde a la energia del caso newtoniano.

El potencial (2.13) tiene la misma forma que para el caso newtoniano, con diferencia del término
extra al nal, el cual actia como correccion relativista. De esta manera las geodésicas tipo tiempo
para una particula satisfacen las condiciones

= (2.15)

r2’
e
r
Y 2M "2
2=¢2 1 — 1+ : 2.17
re ; 2 (2.17)
Utilizando la ecuacién (2.15) y el cambio de variable
1
en la ecuacion (2.17), se reescriben las derivadas deen términos deu
1 u du
= Su= == ~— 2.19
r= 24 d (2.19)
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Figura 2.1: Potencial efectivo correspondiente a la ecuacion (2.13) con valoréé =1 y " =5. Las
lineas punteadas representan diferentes niveles de energia. Los puntos corresponden a los minimos
y maximos de la funcion.

para obtener la ecuacién radial

du > @& 5
q =5 (1 2Mu) S +u
2 1 oM (2.20)
= T+ \2U u?+2Mu?:
Derivando (2.20) respecto a obtenemos
d?u _ M 2.
P: - u+3Mu“: (2.22)

El movimiento de las particulas se puede analizar estudiando el potencial efectivo dado en la
ecuacion (2.17). Dado que=? no puede ser menor que el valor del potenciat, debe ser igual o mayor
a cero. Por lo tanto las trayectorias estan restringidas a los casos donde el potencial es menor a la
energia, dependiendo de la regién de donde se encuentre.

La gura 2.1 muestra gra camente la forma del potencial (con valoresM =1 y "~ =5) para el
caso de particulas con masa el cual posee un minimo y un maximo conforme a la ecuacion (2.26),
indicados por las etiquetasA y B. El minimo es un punto estable, mientras que el maximo es
inestable por lo que que cualquier variacion resultara en una aceleracion que alejara a la particula
del maximo, hacia el in nito o bien hacia el horizonte enr =2M.

Si la particula posee una energia mayor a la del maximo del potencial, indicado pa#, el
movimiento no se encuentra restringido y puede comenzar su trayectoria desde el in nito. Como
su valor es mayor a la del potencial, la particula llegaréa directamente al horizonte de eventos. Si
la particula posee una energia menor a la del potencial (casg), la particula alcanzara un radio
minimo en el punto donde el valor der coincide con el del potencial y no podra alcanzar regiones
de r menores, por lo que la particula acelera de forma que regresa hacia 1 .

En el casoes, dado que la particula es colocada entre dos puntos del potencial ésta sélo podra
moverse entre los dos extremos del mismo. El eje de la érbita cambiara gradualmente en cada
vuelta, dando lugar a la precesion de su trayectoria, acotada por los dos puntos del potencial,
precesando alrededor del centro. Existe otra energia permitida correspondienteeg. Al igual que
en el caso des, la particula solo puede comenzar en la region de permitida, y al intersectar el
potencial efectivo regresa hacia =2M.
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2.1.1. Orbitas circulares

Como se vio en la seccion anterior, los casos del maximo y minimo del potencial corresponden a
las 6rbitas circulares der constante. Tomando la ecuacién radial (2.12) y despejando obtenemos
la expresion

p
r= e 1 2V.: (2.22)
Derivando respecto a se tiene que
Vvr) = 9&— velo o, (2.23)
e 2V T ' '

Es posible ver que cuand&/° = 0 no hay aceleracion. Esta es la condicion para que la trayectoria
de la particula tenga una 6rbita circular. Los valores der para los cuales se tienen 6érbitas circulares
corresponden al minimo y méximo de la funcion que se obtienen al derivar respecto a (2.13):

2Mr2 2'2r +6M" 2

vr) = o (2.24)
e igualando a cero
Mr2 “2r+3M°2=0: (2.25)
Por lo tanto para este caso las oOrbitas circulares estan dadas por
2 12M 2 1=2
r=op 101 5 (2.26)

Las 6rbitas circulares no son posibles para todos los valores dg M , es necesario que se cumpla
la condicion 2 > 12M 2. El minimo y el maximo coinciden en? = 12M 2, el cual es el valor minimo
para ~. Por lo tanto también existe un valor minimo para particulas con masa correspondiente a
rmin = 6M para una trayectoria der constante.

Se puede demostrar que la descripcion de las oOrbitas circulares en la geometria de Schwarzschild
tienen la misma forma que la tercera ley de Kepler. Despejando la ecuacion (2.25) pard=r?
obtenemos

2 M=r
— = —— 2.27)
3M (
rz. 1 M
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (2.17) igualada a cero se tiene que
1 ™2
e = 17;& ; (2.28)

de forma que se puede determinar la energia y momento angular de una particula en una érbita
circular al especi car el radio.

Utilizando las ecuaciones (2.15) y (2.16) se encuentra la velocidad aparente de un objeto que
gira vista desde in nito:

2 "2 M
== r - = (2.29)
t_2 eZ: 1 M r

N

DespejandoM , tenemos que
M= 2?r3; (2.30)

la cual coincide con la tercera ley de Kepler.
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Figura 2.2: Elipse con uno de los focos en el origen. Los puntos negros corresponden a los focos y
el punto gris C corresponde al centro de la elipse. Las distancias entre los puntos opuestos de la
elipse corresponden al eje mayor2g) y al eje menor (2b).

2.1.2. Orbitas acotadas no circulares

Las orbitas acotadas entre dos puntos del potencial no poseen formas circulares, asemejan elipses
que precesan alrededor de uno de los focos que esta situado en el origen y cuyo eje va cambiando
de direccion con cada vuelta.

La gura 2.2 muestra las diferentes partes de una elipse. Esta posee dos focos (indicados en
negro) los cuales son equidistantes del centr€ (el punto gris). La suma de las distancias de los
focos a cualquier punto sobre la elipse es constante. La excentricidaglde la elipse esta de nida
como la razon entre la semidistancia focat (la distancia del centro al foco) y el semieje mayomr
(la distancia del centro de la elipse al uno de los extremos del eje mayor).

Podemos gra car las trayectorias al integrar la ecuacion (2.21) con el potencial y las condiciones
iniciales. Por las relaciones (2.18) y (2.19) las condiciones iniciales estaran dadas por

= < (2.31)

gue determinan la trayectoria de la particula y dependeran del valor inicial da que se escoja. La
gura 2.3 muestra la precesion de la particula, que se coloca entre los dos extremos del pozo de
potencial enry = 30, de forma que la oOrbita precesa dando vueltas alrededor del agujero negro
como se aprecia en 2.3b. Las lineas punteadas indican los extremos del potencial correspondientes
a la gura 2.3a, respectivamente los puntosr = 7:1854 (en rojo) y r = 90:458 (en azul), mas alla

de los cuales son regiones prohibidas para la trayectoria de la particula.

Las 6Orbitas acotadas también pueden parametrizarse de manera semejante al caso netwoniano
en términos de cantidades correspondientes a la excentricidad de la elipse y el semi-lado recto, como
sefialan Osburn et al. [9]. Dado que el agujero negro se encuentra en uno de los focos, nombrando a
los puntos de retorno del potenciak min Y rmax (€l periastro y apoastro respectivamente), tendremos
gue la excentricidad e sera:

o= C_Tm Tmin _ Fmax Tmin : (2.32)
I'm I'max * min
en donde ; .
fm = w : (2.33)
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(a) Potencial (2.13) con valores " =4:3,e=0:99, M =1

(b) ro=4:5

Figura 2.3: Precesion una particula con posicion iniciaty = 30 correspondiente al potencial 2.3a.
El punto negro indica la posicién inicial de la particula, la linea punteada negra indica el horizonte
de eventos, la roja y la azul indican los puntos de retorno.
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Por otro lado, el semi-lado rectop se de ne como

1 1 1 1
= +

p 2 I max I'min '
dondermax = a(l+ €) corresponde al afelio yrmin = a(1  €) al perihelio, y se tendra que
1 1 1
S — = —al €& : 2.35
Tt e D P (2.35)
Dado que estamos interesados en las Orbitas acotadas, es necesario tener las raigesl; y us
del polinomio

(2.34)

1. 2Mu
~2 + ~2

f(u)=e2 u?+2Mu®=2M(u  ug)(u ux)(u us) (2.36)

proveniente de la ecuacién (2.20) para las particulas tipo con masa en reposo diferente de cero.
De las expresiones para el semi-lado recto se tienen ya dos puntos que corresponden a dos raices
del polinomio. Para la tercera raiz del término cuadratico y el dltimo término se debe cumplir que

2 1 €
2(up + Uy + =2 = o :
u“(ug + uz + us) oM Yy UplUaUs oM 2 (2.37)
De esta forma las raices seran
1 1 1 2
=1 €& ;: =2 1+¢€ = = 2.38
Ui D uz D y Uz oM D ( )

Haciendo uso de la segunda condicién en (2.37) y despejando paabtenemos la expresion
~2
=1 @(1 e)p 4M): (2.39)

Cuando comparamos los términos lineales de las expresiones en la ecuacién (2.36) obtenemos
el valor para 2 dado por
2 _ M 2p? .
~ Mp 3M2 M?2e
Al sustituir en la ecuacion (2.39) obtenemos

(2.40)

_(p M)2 4ame P
&= o M) (2.41)

y de niendo p como
P _ 2 max I min

= — = ; 2.42
P M M (rmax + rmin) ( )
se puede utilizar la de nicién (2.42) y la expresién (2.40) para obtener el resultado
o MPP (2.43)
p 3 ¢
Finalmente, utilizando las ecuaciones
2rmax I'min I'max min
= e= o M 2.44
P M (rmax *+ I'min ) y Imax + 'min ( )
se tendran dos expresiones paray = en términos depy e
s
(p 2> 4& . pM
e= — - = 2.45
pe 3 & 7 p 3 € (2.49)

donde las 6rbitas son acotadas cuande < 1y p> 6+2e. Un ejemplo se muestra en la imagen 2.4
gue corresponde a una 6rbita acotada de acuerdo a las expresiones presentadas donde los puntos
de retorno corresponden a los punto$min =8 Y rmax = 40.
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Figura 2.4: Orbita acotada de una particula de acuerdo a las expresiones (2.44) y (2.45) con puntos
de retornormin =8 y rmax = 40, indicados por las lineas punteadas naranjas. El punto de partida
esr = 35. La linea azul oscuro representa el horizonte de eventos.
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Figura 2.5: Potencial efectivo correspondiente a la ecuacion (2.48) con valoréé =1y " =5. Las
lineas punteadas representan diferentes niveles de energia. El punto A corresponde al maximo de
la funcion.

2.2. Trayectorias de particulas con masa en reposo cero

En el caso de las particulas sin masa las ecuaciones que rigen su movimiento tienen la misma
forma para las coordenadas ciclicasy , dadas por (2.8) y (2.9) respectivamente. La condicion
de normalizacién de la cuadrivelocidad para los fotones dada por (1.20) da como resultado

2M am ! .
0= 1 - 2+ 1 - r2+r22+r2sin 2: (2.46)
Volviendo a con nar el movimiento al plano = =2y sustituyendo las expresiones pardy —se
tendréa que
2M 2
2 _ 2 .
r-=e 1 — = 2.47
& = - (2.47)
donde el potencial efectivo esta dado por
M 2
vir)= 1 — = 2.48
(r) = - (2.48)

Utilizando de nuevo el cambio de variable (2.18) y su derivada (2.19), obtenemos la ecuacion radial

2

du 1
—  =2Mu® v+ S 2.49
g 7 (2.49)
donde la cantidadb= "=e es conocida como el parametro de impacto.
El término que contiene au® en la ecuacion (2.49) puede interpretarse como una correccion
relativista, ya que si se omite la solucion para las trayectorias corresponde al caso newtoniano.
Derivando la ecuacién (2.49) respecto a se obtiene

d’u
gz° u+3Mu?: (2.50)
Las trayectorias correspondientes al potencial (2.47) para las particulas sin masa, en la gura
2.5, siguen la misma dinamica que aquellas correspondientes a la gura 2.1, con la diferencia de la
ausencia de trayectorias acotadas que precesan, dado que el potencial (2.48) no posee un minimo,
como se puede ver en la gura 2.5. Por lo tanto para este caso no existen trayectorias que precesan.
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En el caso de las particulas sin masa, el potencial efectivo correspondiente a la ecuacién (2.48)
s6lo posee un maximo, correspondiente e= 3M sin importar el valor para ":

~2 N2
Vr) = Wr# =) 3M'2 =0 =) r=3Mm: (2.51)
por lo tanto, sélo enr = 3M existen orbitas circulares. Las guras 2.7 y 2.6 muestran diferentes
trayectorias para el caso de los fotones al integrar la ecuacién (2.50). La gura 2.7a representa la
gra ca para el potencial (2.48). En este caso el potenciaV/ (r) coincide con el valor de la energia
en los puntosr = 2:36959y r = 4:45336 La particula es colocada en el puntorg = 4:5, cuya
trayectoria puede verse en la gura 2.7b correspondiente a la integracién numérica de la ecuacion
(2.50), cuyas condiciones iniciales también corresponden a las ecuaciones (2.31).

Dado que el maximo del potencial es un punto inestable, las trayectorias son muy sensibles a
los valores iniciales. Mientras que una particula puesta en este punto dara vueltas alrededor del
agujero negro, como se muestra en la gura 2.6b, cualquier desplazamiento minimo generara una
trayectoria diferente. En la gura 2.6c, donde el fotén se encuentra en el puntag = 2:9999 la
particula da una vuelta para nalmente caer hacia el horizonte de eventos, mientras que en 2.6d,
gue corresponde a un fotdn colocado en el puntg = 3:0006da una vuelta para alejarse del agujero
negro. La gura 2.7 muestra una trayectoria para el caso de los fotones donde la particula se aleja.

El potencial efectivoV (r), dado por (2.48), se encuentra gra cado en la gura 2.7a. Este coincide
con el valor de la energia en los puntos = 2:36959y r = 4:45336 La particula es colocada en el
punto ro = 4:5. Su trayectoria puede verse en la gura 2.7b.

2.2.1. El parametro de impacto

El parametro de impacto juega un papel importante en el andlisis del movimiento de las parti-
culas sin masa. Analizarlo es equivalente a hablar de sus trayectorias.
Utilizando las ecuaciones (2.47) y (2.15) para—elevada al cuadrado obtenemos

2_82 1 M

—_

i p - r . (2.52)
gue nalmente puede transformarse en la ecuacién
1 dr % 1 2M 1
= — + = 1 — == 2.53
r2 d r2 r B (2.53)

la cual dicta la trayectoria de los fotones. El segundo término del lado izquierdo puede interpretarse
como un potencial newtoniano

1 2M
2 1 —

Veff = (2.54)

-

Al sustituir el punto méaximo del potencial, r = 3M, en (2.54) podemos encontrar el valor critico
Ve.

Existe también un valor critico para el pardmetro de impactohb, el cual se deriva de sustituir
el punto maximo del potencial en la ecuacién (2.49). Estos dos valores estan dados por

1 p_
Vo= 5ois k=3 3M: (2.55)

Observando la ecuacién (2.53) se puede notar que la particula sélo puede alcanzar un punto a una
distancia r solamente si
b5 fV(r)g 2 ; (2.56)

por lo tanto la trayectoria de los fotones esta restringida.
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(a) Potencial (2.48) con valores = = 1, E = 1=27,
M=1 (b) r0=3

(c) ro =2:99999 (d) ro =3:00006

Figura 2.6: Trayectorias de fotones cuando la energia corresponde al méaximo del potencial. La
gura 2.6b representa la trayectoria circular inestable mientras que 2.6¢c y 2.6d corresponden a
trayectorias cerca del punto maximor = 3M. El punto negro indica la posicion inicial ro de la
particula.
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(a) Potencial (2.48) con valores " =6,e=1,M =1 (o) ro=4:5

Figura 2.7: Trayectoria de un foton de acuerdo al potencial (2.48), en dondéa) es el potencial
con valores" =6,e=1 y M =1, mientras que en(b) se ilustra la trayectoria correspondiente al
potencial. La posicién inicial de la particula esro = 4:5. En la gura esta indicado por un punto
negro.
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Figura 2.8: Trayectoria del foton dado un parametro de impactob [10].

La gura 2.8 muestra trayectorias de las particulas de acuerdo al parametro de impacto dado.
Para valores deb menores que el valor critico los fotones son capturados, como indica la trayectoria
1. Latrayectoria 2 indica el caso donde el valor del parametro de impacto es el parametro de impacto
critico b= h.. En este caso el fotbn se mantiene en una 6rbita circular en= 3M . Al tratarse de
una Orbita inestable, el fotén puede caer hacia el agujero negro o alejarse. Finalmente, si el valor
de b es mayor quek, la trayectoria de los fotones es modi cada pero no son capturados por el
agujero negro, como se ve indicado por la trayectoria 3.

2.2.2. Silueta de un agujero negro en vacio

En esta seccion analizaremos la sombra de un agujero negro iluminado por una fuente externa.
Algunos de los fotones provenientes de la fuente son capturados por el agujero negro produciendo
una regidn oscura para un observador (pues no hay fotones que le lleguen) y otros fotones llegan
al observador pero son de ectados por la presencia del agujero negro produciendo una silueta
luminosa alrededor de la regién oscura.

Dado que existe una regién a partir de la cual las particulas no pueden pueden escapar del
agujero, es imposible conocer su apariencia. Sin embargo, al estudiar las trayectorias de la luz
a sus alrededores es posible conocer su silueta. Tal similitud con la regién que tapa un objeto
impidiendo que los fotones lleguen a ella es la razén a la cual se le denomina sombra del agujero
negro [11].

A partir de la ecuacion radial de las trayectorias para las particulas sin masa (2.49), de nimos
el polinomio G(u) como
u? 1
_t —
2M  2Mb?
Nombraremos las raices de (2.57) comoy, U, y uz y supondremos queu; < U, < Ugz. Las raices
del polinomio G(u) presentan los siguientes casos de acuerdo al valor del parametro de impacto:

G(u) = u® (2.57)

b>b.:u;50<u,<usz

b=hb :u; = i; u2:u3:i (2.58)
6M 3M

b<b:u; 5 0;uy; y uz el complejo conjugado

El caso de interés es el db > b, puesto que las érbitas de interés son aquellas que llegan al sistema
del observador el cual se encuentra en in nito. Escogemos = 1 =P como una de la soluciones, en
donde P corresponde al periastro de la érbita. Factorizando para encontrar las raices del polinomio
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Figura 2.9: Trayectoria de un foton con pardmetro de impactob. Se trata de una trayectoria de

dispersion en la que el fotén no es atrapado por el potencial del agujero negro y sale con el mismo
parametro de impacto.

G(u), se tiene que

2
N L
CW=1" ot b
=u 2o 2ot b 2.59
- P P 2M PZ  2MP (2.59)
1 P 2M P oM +
= u - u 7Q u 7(2 :
P AMP AMP

en dondeQ? = (P 2M)(P +6M). De esta forma las raices estan dadas por

Q P+2M _ _Q+P 2™

1
u, = P ; UZ_E y Ug—W. (2.60)

De esta operacidn también se obtiene una expresion para el parametro de impacto en términos
del periastro

b = o (2.61)

Por lo tanto dado un valor de P, se puede obtener un valor paré y viceversa.

Haciendo uso de las expresiones anteriores podemos calcular el angulo de de exiéon que sufrira
la trayectoria del foton ilustrada en la gura 2.9. La particula posee un parametro de impactob
y direccion inicial indicada por el angulo . Debido a la simetria del problema no es necesario
calcular la desviacion total. El &ngulo de desviacion representa sé6lo la mitad del &ngulo total
recorrido, como lo muestra la gura 2.9, donde se puede ver que

1 1

5ty = (2.62)

Este angulo se encuentra al integrar la ecuacion (2.49). Suponiendo que el observador se encuentra
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eninnito y por lo tanto, r M, el valor nal para estara dado por

Z
1 du

= p—

M (G2 : (2.63)

Cualquier integral que contenga una expresion polinomial de tercer o cuarto grado en el de-
nominador de una fracciéon puede ser reducida a la forma de una integral eliptica. Por lo tanto
para resolver (2.63) es conveniente llevarla a la forma de la integral eliptica Jacobiana de primera
clase, siguiendo el procedimiento que describe Baker [12]. Una breve explicacion sobre las integrales
elipticas de primera clase se da en el Apéndice A.

La ecuacion (2.63) debe integrarse para los valores positivos dey G(u), por lo que el limite de
integracién corresponde a los valores entra, y 0, que corresponden a una trayectoria con periastro
P.

Dado que utilizar la variable u puede resultar confuso, cambiaremos el hombre la variable por

X: Z " 7 "
1 2 dx 1 2 dx ] (2.64)
2M o (G(x))*=2 2M o x3 x2 oy o1 2 .
2M b?
De la factorizacion previamente hecha en (2.59) la integral toma la forma
Z
1 Y2 dx
= p— — (2.65)
M o f(x u)(x u)(x ugg
Utilizando el cambio de variablex = y? + 2242 se tiene que
Z
2 az dy
2M a4, 2 P2 6MP QP 2 2Q
y VP 2 Y awp
g 2M P+Q _  BMP_P2+QP
donde a]_ - W y a W
Factorizamos el radical para que tome la fomba R(1+ my?2)(1+ ny2) donde R es una cons-
tante. Aplicando los cambios de variabley® = m y k? = n=m tendremos que la integral
sera 7
. dt
2(P=0)12 D : 2.67
(P=Q PSS 59 (2.67)
q_____ _
dondeas = S—frap y k= SHEM.
Finalmente aplicando el cambio de variabley®=sin ©
Lo d?°
=2(P=Q)*? : (2.68)

P
. 1 k2sin® ©
con el cual las integrales (2.67) y (2.68) son equivalentes y poseen la forma de integrales elipticas

de primera clase. La ecuacion (2.68) sera nalmente:

Z =2 1=2
=2(P=Q)*? 1 Kk%sin’x ~ Cdx
(z _, z

)
P - : - 2.
=2(P=Q*? 1 K2siPx dx 1 KsiPx Pdx (2.69)
0

=2(P=Q¥fK (k) F(1:kg;
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dondeF ( ; ;k) es la integral eliptica de médulok con argumento ; tal que

. Q P+2M

i~2
Sin = —
1T S  PreM

(2.70)

y K (k) corresponde a la integral eliptica completa con méduld.
El resultado newtoniano descrito por Schutz [13] se obtiene al desestimar el término cubico.
Recordando que la ecuacion (2.49) es la que rige el movimiento de los fotones, se tendra que

rsin( o )=b; (2.71)
donde ¢ es el angulo inicial. Para valores deP tales queP M, se tiene que
rr- M=) 1 Mu; (2.72)

ya que P es un valor especi co der relacionado con el cambio de variables = 1 =r.
Con el cambio de variableu = v(1 + Mv), y utilizando (2.72) de modo que los términos de
grado superior av? sean despreciables, la ecuacion (2.49) se convierte en

d 1+2Mv 1 2Mv
dv - ( 122 = =" 12 (2.73)
\% biz v2 b% v2 blz v2
la cual puede integrarse para obtener el resultado
1 1=2
= Cy + Cy +arcsin(by) 2M o v2 : (2.74)
Para determinar las constantes tendremos quéC; es el angulo inicial, como en el caso de la
ecuacion (2.71), por lo queC, = . Para obtener C, es necesario aplicar la condicién de frontera
(el limite r ' 1 ), por lo tanto tendremos quev! 0Oy ! o, de modo queC, = 2M=h. La

solucion toma la forma

1=2

= +%+arcsin(bv) 2M é v2 : (2.75)

Cuando el fotén esta en la posiciérv = 1=balcanza el valor der mas pequefo. Esto ocurre en

el angulo

2M
+ — 4+ = 2.7
b 27 (2.76)

en ese punto el foton ha recorrido un angula; + 2% Por simetria, pasa por un angulo del mismo

tamafio mientras se aleja del agujero negro, por lo que pasa por un angulo de valor total+ %,
ya que si el fotbn se moviera en linea recta, el angulo con el cual pasaria al lado del agujero negro
seria , si embargo debido al efecto de lente gravitacional el fotén se ver4 desviado y habrd un
angulo de de exién de su trayectoria. De esta forma la desviacion total del rayo desdf ! 1
sera 4AM=b. Para la ecuacién (2.61), el limiteP ! 1  da como resultadob P. Por lo tanto
tendremos que el angulo sera
aM
5
La formula para la de exién de la luz en un campo gravitacional lleva al limite de Rutherford
para la seccion e caz, la cual se de ne como la razén del nUmero de particulas dispersadas en un
angulo sélidod por unidad de tiempo entre la intensidad incidente del haz.
Debido a la simetria alrededor del eje del rayo incidente, el elemento del angulo sélido puede
ser escrito como

(2.77)

d=2 sind: (2.78)
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De forma que expresion para la seccion e caz puede ser escrita como

d _ b db

d “sin d (2.79)

gue es el nimero de particulas por unidad del angulo sélido que llegan al observador, en este caso

d 16M 2
il (2.80)
gue es independiente de la energia de los fotones incidentes.
El valor critico de P corresponde aP = 3M . En este caso se dan las relaciones:
. 1
b=h; Q=3M; k=1 y , =sin? 3 (2.81)
Para analizar el comportamiento deP ~ 3M se perturba una cantidad :
P=3M+M =M@+ ): (2.82)
Realizando una expansion de Taylor para el parametro de impacto se obtiene:
P 2
b Fam+ P_3M)°
2M
P3
= + —(M 2
b 2|Vb( ) (2.83)
— b:+ M g 2
- 2
= h: + b:
La aproximacion para Q sera
5
Q M 3+ 3 : (2.84)
y para k?
4 20
k2 1 - + =2 2.85
9 81 ( )
De niendo la cantidad
2 _ 2.
ky=1 Kk°; (2.86)
se tendra que
2 -
ke = 2 2.87
La aproximacion para el médulok en la ecuacion (2.86) da como resultado
— q 2 1 2.
k=1 ki 1 ékp : (2.88)

Junto con el limite para ; de las expresiones (2.81) se obtiene numéricamente una aproximacion
para la integral eliptica p_!

1+ 3
F(y;k) In P (2.89)
y para la integral eliptica completa
4 22
K(k) In k—p = k—p : (2.90)
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Realizando una expansién en serie de la expresién (2.88) y tomando la parte real también se obtiene
otra aproximacion dada por
25=2
K(k) In — (2.91)
kD

De las expresiones anteriores y sustituyendo para la ecuacion (2.69) se obtiene
24 3%=4 1 b

1 =

donde g corresponde a los valoreg|= 2 o0 q=5=2 de las aproximaciones dadas en (2.90) o (2.91).
Por lo tanto se tendra que

5 24 394 | b
= — [R— n R
! 21+ " 3)2 212 M
5 (2.93)
I b I H—Zq i 2
= n — =In S
) M 21+ 3222 !
Utilizando la ecuacién (2.62) obtenemos la expresion
b 2 394 2
—= —P—--= € e 2.94
Para el casoqg = 2 la relacion para la ecuacion (2.83) sera
by=2 =5:19699M + 3:482Me (2.95)
y paraq=5=2
Dy=5 -» = 5:1969M +13:929Me (2.96)

Las particulas que se aproximan al agujero negro con una direccién dada por el &nguldambién
incluyen a las particulas con angulos +2n . Por ejemplo, para el caso ddy-,, se tendrian los
siguientes parametros de impacto:

by = by +3:482Me (cero vueltas)
by = b +3:4823Me ( *2 ) (una vuelta)

by = b +3:482Me ( *27 ) (n vueltas) (2.97)

b =k (vueltas in nitas) ;

los cuales describen el nUmero de vueltas que describen las particulas a medida que el parametro
de impacto se encuentra mas cerca. La gura 2.10 muestra las trayectorias de los fotones alrededor
del agujero negro utilizando las expresiones parly=, , correspondientes &b, y, analogamente, las
expresiones deby,-s -, para diferentes valores den. La particula se acerca con un parametro de
impacto cercano al valor critico y un angulo de inclinacion (como se indico en la gura 2.9), y
a medida que se acerca mas, da un nimero de vueltas antes de salir hacia el in nito indicado por
las ecuaciones (2.97). En el caso de que la particula se acerque al agujero negro con el Vatorh,
la particula daré in nitas vueltas alrededor del agujero, acercdndose asintéticamente al valor de la
oOrbita circular.

De las relaciones (2.97), es posible ver que la contribuciom-ésima a la seccion e caz es pro-
porcional a

dh, _

§ 3:482aMe ( 21 ) - (2.98)

34



Movimiento de Particulas de Prueba
2.2 Trayectorias de particulas con masa en reposo cero

(@) n=0 (b) n=2

(c) n=4 (d) n=6

Figura 2.10: Comportamiento de las trayectorias de los fotones alrededor del agujero negro cuando
su parametro de impacto es cercano al valor critico, expresado en las ecuaciones (2.97), para los
casosq=2 y g=5=2 en donden es el numero de vueltas, cuando la particula se acerca con un
angulo de inclinacién = . El punto negro indica el valor de k..
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Figura 2.11: Tamafo observado de un agujero negror (= 3p§M) de acuerdo a los fotones que
pueden escapar con respecto al horizonte de eventas£ 2M).

Como la contribucion total de los circuitos es proporcional a
2n _— .
e = —; (2.99)

la contribucién para n = 2 es despreciable.

Dado el analisis de esta seccién vemos que el efecto gravitacional del agujero sobre la luz
procedente de otras fuentes curva su trayectoria. Para el caso de los fotones, sabemos que su
trayectoria depende solamente del parametro de impactd, y concluimos que las trayectorias que
nos interesan son aquellas mayores al parametro de impacto critidg. Con ayuda de la expresion
(2.57) obtuvimos una expresion para el angulo de de exion de la trayectoria.

Los rayos pueden deformarse hasta el punto de mantenerse en trayectorias circulares alrededor
del agujero, dando mas vueltas conforme se vayan acercando al valor e Suponiendo que no
hay fuentes de luz entre el observador y el agujero negro el observador vera una regién oscura en
el cielo correspondiente a la sombra [14]. Debido que todo rayo menor al parametro de impacto
critico no podrépe§capar de la in uencia gravitacional del agujero negro, el borde que se observa
estard enb, =3 3M =5:19695 .

La gura 2.11 ilustra la diferencia de tamafos entre el horizonte de eventos (en negro) y el
tamafio de la region de la sombra que vera el observador (en azul). Esta cuenta con un diametro
minimo de 10:38M, el cual corresponde a diferentes trayectorias de los fotones con diversos radios
y luminosidad. El parametro de impacto critico b, corresponde a los rayos que dan vueltas in nitas
alrededor del agujero negro. Los rayos con parametros cercanos dan distintos nimeros de vueltas
dependiendo su cercania & y realizan mas vueltas alrededor conforméb se acerca a este valor,
como describen las expresiones (2.97). De la expresion (2.98) es posible observar que la luminosidad
decrece exponencialmente en las trayectorias internas, de forma que la trayectoria externa es la
mas luminosa.
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Capitulo 3

Visualizacion de un disco de acrecion
delgado

En el capitulo anterior discutimos el movimiento de las particulas de Schwarszchild y la aparien-
cia de la sombra de un agujero negro en el vacio. Existe otro caso en el cual el agujero negro posee
materia orbitando a su alrededor, formando un disco de acrecién. El propdsito de este capitulo es
estudiar la apariencia de un disco de acrecion delgado asi como algunas de sus propiedades.

3.1. Discos de acrecion

Un disco de acrecién alrededor de un agujero negro se forma por la acrecidon constante de
materia. Los escenarios mas estudiados sobre el origen del disco corresponden a dos casos. El
primero consiste en un sistema binario en donde una de las estrellas colapsa en un agujero negro,
de forma que la otra estrella comienza a ceder masa, generando acrecion alrededor de ambos
objetos. En el segundo escenario el disco de acrecion es generado por el colapso de una estrella con
materia a su alrededor. Al ocurrir el colapso la materia forma el disco in uenciada por el efecto
gravitacional del agujero. Existen diferentes mecanismos que causan que el disco pierda energia y
momento angular, de forma que las particulas orbitan alrededor del agujero en trayectorias casi
circulares acercandose lentamente a la Orbita estable interior y posteriormente hacia el agujero [15].

La acrecion libera energia que contribuye a la luminosidad del objeto y depende de la tasa
de acreciénM., como describen Frank et al. [16]. Esta acrecion genera altas temperaturas en la
materia alrededor del objeto, por lo tanto las ecuaciones que describen esta materia corresponden
a las de un uido, el cual puede ser gas o plasma.

La mayoria de los modelos analiticos de discos de acrecion suponen estacionariedad y simetria
axial para la materia alrededor del disco [17]. Estos modelos utilizan dos variables para describir
las cantidades fisicas: la distancia radial al centrg y la distancia vertical sobre el plano ecuatorial
z. Para el caso de los discos delgados se tiene quer 1, por lo que se considera como una
super cie en el plano ecuatorial. En este estudio nos enfocaremos en un disco de acrecién delgado
y nuestra descripcion se basa en la descripcion individual de cada particula que constituye el disco.
Supondremos que el disco de acrecién es delgado con grosor despreciable respedib w que se
encuentra en el plano ecuatorial.

3.2. Visualizacion de las trayectorias

Primero estudiaremos las trayectorias circulares com = cte de particulas puntuales alrededor
de un agujero negro. Calcularemos las trayectorias de las particulas sin masa emitidas por las
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Figura 3.1: Relacion entre los diferentes sistemas de referencia, el sistema del agujero negtpY(; Z)
y el plano del observador K %Y 9.

particulas alrededor del agujero negro y mostraremos la forma con la que llegan al sistema de un
observador en in nito. Utilizamos el sistema coordenado propuesto por Luminet [18] correspon-
diente a la gura 3.1. El plano del observador se encuentra a una distancia. M, jo en el angulo

de vision ¢y en =0, correspondiente al planoZOY .

Un punto sobre la trayectoria circular alrededor del agujero tiene coordenada® = (r; ), en
donde la medicién del angulo comienza desde el e}¢. Los fotones que desprende el disco de
acrecion comienzan su trayectoria desde el punt® en direccion aO0% es decir, hacia el plano del
observador 0% % %9 |legando al punto R Dado que observador esta en reposo y practicamente
situado en el in nito, el punto R corresponde al parametro de impactdo, ya que sabemos que
éste es la distancia entre la particula y la linea recta que pasa por el origen del agujero negro.

El plano del observador y el plano marcado en azul en el sistema del agujero negro son paralelos.
Por lo tanto el &ngulo  que se forma con el ej@©°% “corresponde al complemento del angulo que
forman los puntosx y x° De esta manera obtenemos las coordenadas en el plano del observador
(b; ), y variando  se obtiene la forma aparenteb(r) = b(r; ). La relaciones entre los angulos
involucrados se deducen directamente de la trigonometria esférica:

cot cos .
cos = Tozcos cos o 1 sin® gcod

=2 (3.1)

1=2

cos =cos cos +cot? g (3.2)

En el capitulo anterior encontramos una solucién para el angulo de la trayectoria de un foton al
resolver la ecuacion (2.63). Este procedimiento da como resultado (2.68), con el limite de integracion
deOau=1=r:

Z 1=2

— 1=24,, _ P _ _ _
= Pog o (G0 =2 5 fR(hk) F(1ikg; (3.3)
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en donde
>, Q P+6M .5 _Q P+2M ., Q P+2M +4MP=r
k =~ sin® 3 = Q P+6M y sin® = QO P+6M (3.4)
Despejando de (3.3) el términoF ( ; k) obtenemos
=) 1=2
Flrik=5 g *F(iik: (35)
Dado queF ( (;k) tiene la forma de una funcién eliptica de Legendre,,; se transforma en
( } )
=am - P 1_2+F( 1K)
r — 2 Q 1
e )
=) sin® ; =sin?am 30 +F(1:k) (3.6)
( i} )
—sn? - o 1_2+F(1'k)
2 Q '

Una explicacién sobre las funciones elipticas se puede encontrar en el Apéndice A.
Despejandol=r desin’ | y utilizando las demas relaciones en (3.4) se obtiene la ecuacién

n (0]
Lo Q Pr2M . Q PrOM ot PR (1 @7

ro AM P AMP

en donde se calcula con la ecuacion (3.2). La ecuacion (3.7) describe las trayectorias de los
fotones emitidos por las particulas que orbitan alrededor del agujero negro y llegan al observador
en in nito.

Al obtener P para un valor especi co der y de , se puede calcular el valor del parametro de
impacto b al utilizar la expresién (2.61), con lo que se obtiene la relaciob = b(r; ) que describe
las trayectorias que se veran en el plano del observador.

En el limite newtoniano b= P y sn  sin, por lo que (3.7) se reduce a

. 1=2
b=rsin =r 1+tan? gcos ; (3.8)
la cual es la forma de la ecuacién de una elipse en coordenadas polares.
La elipse descrita por (3.8) tiene una excentricidadtan o, con semi-eje mayora. y semi-eje
menora correspondientes a
a.=r y a pir (3.9)
= = . .
l+tan o
Puede darse también el caso de que los fotones al ser emitidos den mas vueltas alrededor del
agujero antes de salir hacia el plano del observador. En este caso para las imagenes de ofdenn),
en donden corresponde al nimero de vueltas, la ecuacion (3.7) debe sustituirse por

2n =2(P=Q™?f2K(k) F(1:k) F(rkg: (3.10)
Siguiendo el procedimiento analogo para obtener la ecuacién (3.7) se obtiene
1 Q P+2M . Q P+6M 2n P — _ _
== AP + P sr? — Q=P +2K (k) F(1:k) : (3.12)

El observador detectara dos grupos de imagenes. El primer grupo corresponde a los fotones con
coordenadas(b; ) las cuales llamaremos imagenes primarias y el segundo a las imagenes secunda-
rias con coordenadagb; + n ).
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3.2.1. Disco formado por particulas en Orbitas circulares

Utilizaremos las ecuaciones desarrolladas en la seccién anterior para determinar la apariencia de
las trayectorias de las particulas que forman el disco en el plano del observador. Este se encuentra
en in nito y tiene un angulo de visiébn ¢ como lo indica la gura 3.1. El caso que trataremos en
primer lugar es considerar que las particulas del disco siguen 6rbitas circulares, es decir cte.
Las particulas alrededor del disco emiten fotones los cuales llegan al plano observador.

Suponiendo un valor jo para el radio de la 6rbita, se sustituye ese valor en la ecuacién (3.7)
igualada a cero:

1 Q P+2M Q P+6M L, p_— o
F+ AMP AMP sr’ 5 Q=P+ F(1,;k) =0: (3.12)

Dado que el tnico valor no disponible en la ecuacion (3.12) es el valor d& es necesario buscar la

raiz de forma numérica. En este caso se utilizé el programa Mathematica y su funcidfindRoot.

Una vez que se obtiene el valor d® se utiliza la ecuacion (2.61) para obtener un valor déb. Para

el caso de las imagenes secundarias el procedimiento es anélogo y se utiliza la ecuacion (3.11).
Al utilizar FindRoot en el caso de las imagenes secundarias la funcidon encuentra raices imagi-

narias. Por lo tanto se utiliza una forma alternativa de a partir de un corte arbitrario, que para

este caso corresponde a = =4. Para el casoj j< = 4 se utiliza la expresién
. 1 .
= arccos(sin o) + > cos osin ¢ 2 (3.13)
yparaj j =4 .
cos sin
= arccos p 0 : (3.14)

co? sin® o +cos? g

La operacion de encontrar la raiZ° y posteriormente encontrar el parametro de impacto a través
de la ecuacién (2.61) se puede encapsular en una funcion (en este caso se uthin@lule). De esta for-
ma se obtiene una expresion paramétrica resultante parbque se gra ca como ( bsin ; bcos ),
ya que comienza a variar desde la parte negativa del ej&r ®en el plano del observador, como
muestra el sistema coordenado 3.1.

Para las imagenes secundarias, dado que tienen coordenadas + ), se gracan sin el signo
negativo de las imagenes primarias, empezando en la parte positiva del &fé°y gra candose como
(bsin ;b cos ).

Dado que la gura es simétrica respecto al ejgd°% % segracode a .Elangulo es
una funcidon mondtona creciente de y existe una relacién uno a uno entre las dos variables, asi
gue solamente se varid el angulo en la ecuacién (3.2) que relaciona este angulo con Por lo
tanto la trayectoria se gra ca en el plano del observador en términos de , el angulo de vision ¢
y el radior.

El resultado se puede apreciar en la gura 3.2 que muestra los fotones emitidos por las particulas
alrededor del disco correspondientes al angulo de visidony = 4 =9 para diferentes valores der a
partir de las ecuaciones (3.7) y (3.11). Las imagenes primarias estan indicadas con las lineas azul
oscuro y las secundarias a las lineas punteadas azul claro.

Més proyecciones de las trayectorias se pueden ver en la gura 3.3 donde se muestran para
diferentes angulos de vision ¢. Se puede apreciar que si el observador se posiciona en angulos
cercanos a o = 0 (completamente paralelo al plano ecuatorial), la imagen que se observa es
circular. A medida que el observador se sitla cada vez mas cerca dg) = =2 (perpendicular
al plano ecuatorial) la gura se distorsiona mas, y las imagenes secundarias son mas visibles.
Conforme el observador se aproxime al plano ecuatorial, la forma del disco de acrecion observada
adquiere una forma cada vez menos esférica.

La deformacion del disco de acrecion se debe al efecto gravitacional que tiene el agujero negro
sobre las trayectorias de los fotones salientes, permitiendo ver el disco en su totalidad. Por otra
parte, las imagenes secundarias corresponden a los fotones salientes de la parte inferior del agujero
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Figura 3.2: Plano del observador X Y . Se muestran las trayectorias circularesr(= cte.) a un angulo
o =4 =9, es decir, 10 grados por encima del plano ecuatorial, a= 6; 10; 15; 20; 25; 30. Las lineas
azul oscuro corresponden a las imagenes primarias y las lineas en azul claro a las secundarias.

negro cuyas trayectorias se ven modi cadas también por el efecto de la curvatura de forma que son
visibles en el plano del observador. Este efecto esta ilustrado en la imagen 3.4. Tanto en la gura
3.2 como en 3.3, la linea en la parte inferior de las curvas no es totalmente continua. Esto se debe
a que Mathematica genera un error al calcularb en esta region ya que el valor déb corresponde

a b al acercarse al valor deP = 3M . Esto se corrigio al gra car por secciones, sustituyendo esta
region por la funcién correspondiente al limite newtoniano (3.8).

Debido a que Mathematica es un lenguaje de alto nivel, al aumentar la complejidad de las
operaciones se vuelve mas dificil para el programa realizarlas. Por lo tanto las imagenes de las
siguientes secciones se realizaron con Fortran90. Este es un lenguaje que permite alto rendimiento
en el computo cienti co. Al utilizar Fortran90 el tiempo de compilacién se redujo signi cativamente
de aproximadamente 45 minutos a segundos para cada gura.

El cédigo utiliza el método de Brent para encontrar la raiz y la sustitucion del limite newtoniano
también se realiza en este codigo. Para calcular las integrales elipticas se utiliza el algoritmo creado
por Fukushima [20]. Como resultado se obtiene un archivo que contiene los valores dg , el cual
se gra c6 en Python.

3.2.2. Apariencia de las trayectorias acotadas y de precesion

Las guras presentadas en la seccién anterior corresponden al caso especi co de la ecuacion (3.7)
cuandor = cte, en donde las particulas alrededor del agujero negro se mueven en 6rbitas circulares.
Es posible extender nuestro estudio para particulas que tienen trayectorias mas generales dentro
del disco. En particular podemos describir las trayectorias acotadas que siguen las particulas en el
espacio tiempo de Schwarzschild como las descritas en la seccion 2.1.2.

Podemos obtener la imagen de la trayectoria de una particula que se mueve entre dos puntos
del potencial. Mediante la ecuacion (2.17) se determinan los valores para la energy el momento
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@ o= =6, (b) 0=2 =09,
(c) 0=5 =18 d) o= =3,
(e) 0=7 =18 ) 0o=4=9,

Figura 3.3: Trayectorias circulares para diferentes angulos de vision vistas desde el plano del ob-
servador para los radiosr = 6; 10; 15; 20; 25; 30. Las lineas azul oscuro corresponden a las imagenes
primarias y las lineas en azul claro a las secundarias.
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Figura 3.4: Trayectorias de los fotones debido al efecto gravitacional del agujero negro [19].
angular *. Posteriormente se utiliza la ecuacion que describe el movimiento de las particulas con
masa (2.21), la cual se puede expresar como el sistema de ecuaciones

0

du_ o,
d - ’

(3.15)

0
((1Tu = N; u%+3M (u9? :

Al obtener u se puede encontrar la trayectoria con el cambio de variabla = 1=r. La resolucién
numeérica de este sistema se realizé en Fortran90 y se utilizé el método de Runge-Kutta de cuarto
orden. La sustitucién del limite newtoniano se hizo a mano para cada vuelta de la érbita en
especi co. Finalmente junto con las ecuaciones (3.7) y (2.61) se puede obtener la relacibrn=
b(;P ).

La trayectoria de una particula en una 6rbita acotada se puede observar en la gura 3.5 para
diferentes angulos de visién. En este caso la particula tiene energéa= 0:98 y momento angular
" =4:3, y su trayectoria precesa entre los radios = 7:75y r = 56:58 Como sucede en el caso de
las trayectorias der constante, la trayectoria observada se distorsiona mas a medida que el plano
del observador se posiciona eng = =2.

3.2.3. Consecuencias observacionales de la precesion para diferentes ob-
servadores

La precesion del perihelio de la particula se puede medir al estudiar el cambio en el angulqen
el plano del observador) con respecto al cambio en (en el sistema del agujero negro). Partiendo
de la ecuacion (3.1) se tiene

" #

COSs o
= arccos S €08 o : (3.16)

. 1=2
1 sin® (co2

El cambio en estara dado pord = 9 )d en donde

cos gsin (cs@ o cot? sin® o)

= (3.17)

)=

1 co2 sin®

La gura 3.6 muestra el comportamiento del factor del lado derecho de la ecuacion (3.17), donde
es posible ver que la precesion se puede medir con mas facilidad cuandse aproximaa =n ,
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pues es donde el cambio en se ampli ca. Es posible apreciar que el cambio es mayor conforme

el angulo de observacién se acerca al plano ecuatorial. Esto quiere decir que conforme el valor se

acercaa o= =2elcambioen = n es mas pronunciado mientras que al acercarse a la region

de o = =4 el cambio es pequefio e imperceptible. Por lo tanto si se quisiera medir la precesion de
un objeto alrededor de un agujero negro, dependiendo del angulo del observador, se puede obtener
una medicién de casi6 veces la precesion en el sistema de referencia del agujero (en el caso de
0=4= 9).

Encontramos el cambio en la precesion de las 6bitas calculando la tasa de cambio del &ngulo
respecto ar, como describe Guidry [21] al utilizar la ecuacion de la energia (2.12) y la conservacion
para el momento angular (2.9) se obtiene que el cambio esta dado por
M 2

6 < ! (3.18)

Podemos obtener una expresion en términos decon ayuda de la ecuacion (2.27). Despejando para

*2 tenemos que
. Mr
2= T (3.19)

Para el caso de una estrella no relativista [13] se puede utilizar la aproximacién newtoniana en
donder M:

r

2 Mr; (3.20)

con la cual podemos obtener el cambio en la precesion de objetos como Mercurio, el cual conside-
randor =5:55 10’ kmy M = 1:47 km en unidades geométricas se tendra que el cambio estara
dado por 4:99 10 7 radianes por Orbita. Una 6rbita se completa en0:24 afios de forma que el
cambio sera de0:43 segundos por afio. Por lo tanto el cambio que se mide es de 43 segundos por
siglo.

Este caso es importante para establecer la comparativa del efecto gravitacional que ejerceria el
agujero negro sobre un objeto, por lo que suponemos que éste tiene una masa solar y el objeto que
precesa a su alrededor se encuentra a una distancia igual que la de Mercurio al Sol. EI cambio del
angulo esta dado por

M 3M
6 — 1 —

. . (3.21)

Utilizando la ecuacion (3.17) es posible calcular la precesion que se mediria en el sistema del
observador. Dado que la funcién Y ) esta inde nida en = n evaluamos la funcién para un
ndmero muy cercano a = . Obtenemos que para el caso dep =4 =9y = 0:9999 toma
un valor de °=5:75877de forma que el cambio en la precesion que un observador lejano vera
en los puntos en donde es mas notorio el cambio serd @87512 10 ° radianes por segundo o
247 segundos por siglo, suponiendo que la 6rbita se completa en el mismo tiempo que la del caso
newtoniano.

3.3. Corrimiento al rojo del disco de acrecion

Las guras generadas en las secciones anteriores no toman en cuenta las propiedades fisicas,
solamente describen la trayectoria observada seguiria la particula dado un radio constante o que
precesa sobre el plano ecuatorial. En esta seccion estudiaremos el caso del corrimiento al rojo
del disco de acrecién y obtendremos su proyeccion sobre el plano del observadoty °© Primero
obtendremos una expresion para corrimiento al rojo de los fotones emitidos por el disco de acrecion.

Considerando un foton emitido por una particula orbitando alrededor del agujero negro, el fotén
posee energia que corresponde a la proyeccion del 4-momento del fonsobre la 4-velocidadu
de la particula emisora

Eem=pu =pu'+pu =pu 1+ ; (3.22)

T|°
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(a) 0= =6 (b) 0=2=9

(C) 0= =3 (d) 0=4=9

Figura 3.5: Precesion de la trayectoria de una particula vista desde el observador en in nito a
diferentes angulos. La precesién corresponde al case= 0:98, ° = 4:3, precesando entre los puntos
del potencial ubicados enr =7:75y r =56:58.

Figura 3.6: Comportamiento de la funcién (3.6) que describe el cambio en para diferentes valores
de 0-
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donde = u'=u, es la velocidad angular de la particula alrededor del agujero negro.

Las componentesp; y p del fotén se conservan a lo largo de sus trayectorias hasta alejarse del
agujero negro, y son la energia del fotdit o5, la cual se obtiene al realizar la proyeccion entre los
vectores de momento correspondientes a los sistemas de referencia en el cual se miden.

La cantidad p =p. corresponde al parametro de impacto respecto al eje. Esta cantidad en
el sistema de referencia del observador corresponde a la proyeccion llsobre el ejez. Como se
aprecia en el sistema de referencia 3.1, para una particula que parte del punk® se puede ver que:

P - bcos = bsin gsin : (3.23)

Pt

Para obtener la imagen de la proyeccion partiremos del sistema de referencia 3.1, en donde el disco
de acrecion se situara en el plano ecuatorial, y analizaremos el corrimiento al rojo de un fotén
emitido en un punto r. Por lo tanto las componentes de la velocidad de y son nulas, y al utilizar

la condicién de normalizacion de la cuadrivelocidad (1.19) obtendremos:

l=uug
=(u')?ge +2u'u g +(u )?g (3.24)
=(u)? +2 @ + ‘g
por lo que la componentet de la 4-velocidad es
1=2
U= w2 o 29 : (3.25)
De esta forma el corrimiento al rojo de un fotén emitido por la particula sera
147= Cem - u'(1+ bcos)
Eobs (3.26)
=(1+ bcos) g 2 & 29 2.

Se demostré previamente en el Capitulo 3 que las érbitas circulares en la geometria de Sch-
warzschild obedecen una ley de potencias que coincide con la tercera ley de Kepler, por lo tanto
tiene el valor correspondiente de = ( M=r3%)¥2, Las componentes relevantes de la métrica son

1 2M 5

g =0; on= — Y 9 =r (3.27)

con lo que (3.26) se reduce a

1=2

M bsin ¢ sin ; (3.28)

M
1+Z: l T 1+ —_—

r3

la cual proporciona una expresion para el corrimiento al rojaz.

Utilizamos (3.7) para las trayectorias de los fotones provenientes del disco y (3.28) para obte-
ner el corrimiento al rojo. Con estas ecuaciones obtenemos las proyecciones correspondientes a
constante a diferentes grados de inclinacidn con respecto al sistema del disco de acrecion.

Los resultados mostrados en la gura 3.7 presentan la proyeccion de la funcion (3.28) en el plano
del observador. Las guras muestran un corrimiento al azul en la parte izquierda y corrimiento al
rojo en la derecha, de forma que la rotacién del disco es en sentido contrario de las manecillas del
reloj. Las proyecciones de la izquierda corresponden a las imagenes primaras mientras que las de
la derecha corresponden a las imagenes secundarias, las cuales se gra can con la ecuacion (3.11).

Tanto las guras del corrimiento al rojo como las de las siguientes secciones se realizaron median-
te Python utilizando las funciones scipy.interpolate.griddata y matplotlib.pyplot.imshow
Para el caso del corrimiento al rojo se realiz6 una paleta de color utilizando el cédigo propor-
cionado por Halpuka [22]. Se de nié el color negro del fondo y se credé una gura para po-
ner encima utilizando los puntos der = 6 correspondiente al radio menor, ya que la funcion
scipy.interpolate.griddata al generar un color continuo entre todos los puntos también lo
generd para el centro.
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(a) 0= =6 (b) 0= =6
(C) o= =3 (d) 0= =3
(e) 0=4=9 ) o=4=9

Figura 3.7: Corrimiento al rojo en el plano del observador. Las guras se muestran a diferentes
inclinaciones del plano, donde las imagenes de la izquierda corresponden a las imagenes primarias
y las de la derecha a las secundarias.
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3.4. Flujo del disco de acrecion

Es posible también calcular el ujo de radiacion del disco de acrecién. El ujo radiado por el
disco depende de la distancia del observador y la luminosidad intrinseca, mientras mas lejos se
encuentra el objeto, éste es menos brillante. Esta magnitud esté orientada perpendicularmente a
la trayectoria de los fotones que llegan al plano del observador, de forma que se puede obtener
una imagen de la apariencia del disco para un observador lejano. Para este caso utilizaremos una
expresion para el ujo bolométrico, que es la energia luminica total (emision de fotones) observada
en todas las longitudes de onda por unidad de area por unidad de tiempo, como describen Carroll
y Ostlie [23].

Page y Thorne [3] modelan el ujo del disco de acrecion partiendo del modelo newtoniano para
discos de Shakura y Sunyaev [24] y obtienen una expresion relativista del ujo bolométrico para
un disco de acrecién delgado en el plano ecuatorial. El calculo es realizado a partir de las leyes
de conservacién de la masa en reposo, momento angular y energia. Para analizar la estructura
del disco suponen que el espacio tiempo en donde se encuentra el agujero negro es estacionario,
axialmente simétrico y asintéticamente plano.

El espacio es simétrico respecto al plano ecuatorial, de forma que la métrica cerca de este plano
es

ds?= e dt?+ & (d° !dt )%+ € dr?+ dz? (3.29)

endonde , , y! son funciones de.
El disco se encuentra sobre el plano ecuatorial y es delgado de forma que el grosor del dis@
cumpla que
z=2h 'y z r; (3.30)

en dondeh es la altura sobre el plano ecuatorial.

Se hace la suposicion de que existe un tiempot en el cual el cambio en la geometria del espacio
tiempo es ignorable. Para este t se debe cumplir que el ujo de masa es grande comparada con
la masa que se encuentra entre y 2r para cualquier valor der.

Es necesario de nir el promedio para una funcién, ya que se utilizara en las siguientes suposi-
ciones. Para una funcién arbitraria  su promedio estara dado por

z tZ 2
h(zrn)i (2 t) 1! (trz;' )ddt: (3.31)
0 0

La cuadrivelocidad del marco de referencia local de la materia en un punt®q corresponde a
u (Po). Al promediar la masa sobre , ty z se tiene que
1 z +H
o (r)= — hou idz; (3.32)
H
en donde ¢ es la densidad de la masa en reposo en el marco de referencia loc#l yorresponde a
la mitad del grosor del disco de acrecion en el tiempo t. La cantidad corresponde a la densidad
de la super cie promediada sobrez
z +H
(r)= hoidz: (3.33)
H

El tensor de energia-momento con respecto a la cuadrivelocidagl descompuesto algebraica-
mente es
T = ol+) uu +t +uqgq+ugq; (3.34)

en donde es la energia interna especicat corresponde al tensor de energia en el marco de
reposo y es un tensor simétrico de segundo rango ortogonalia y g es el vector de ujo de energia
ortogonal au .
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La radiacion proveniente del disco es generada por la masa de las particulas que se encuentran
a altas temperaturas debido a las colisiones entre ellas. La presion generada dentro del disco es
su cientemente pequefia de forma que las trayectorias se muevan en geodésicas circulares cada una
con un momento angular diferente dentro del uido. Por lo tanto suponemos que la materia del
disco se mueve en orbitas circulares y de nimos la cuadrivelocidad de una geodésica en el plano
ecuatorial comow (r) ' o (r). Este tipo de trayectoria posee energia en el in nitoE, momento
angular L y velocidad angular dados por

E= w(r)
L=w (") (3.35)
(n="1-

Toda la energia saliente del disco es originada por fotones. El ujo de calor dentro del disco y
la transferencia de momento de los fotones entre sus partes son despreciables, con excepcion de la
direccion vertical, es decir, la Gnica direccién que se toma en cuenta es= H. Las componentes
temporales, radiales y azimutales d¢ y deq son cero.

Con estas suposiciones es posible calcular el ujo bolométrico de fotones (luminosidad) para el
disco de acrecion. Su expresion nal en términos de la tasa de acrecién hacia el agujero neig,
es [3]:

F(r)= %e MR B (3.36)
en dondef corresponde a
Z r
f = (E L) ? (E  L)L,dr
rms
Wi Z, " (3.37)
= — c—dr;
w w

en donder s es el radio de la ultima 6rbita estable.

En particular Novikov y Thorne [25] utilizan este modelo para dar una expresion relativista del
ujo bolométrico para un disco el espacio-tiempo de Kerr, que describe la geometria de un agujero
negro con momento angular por unidad de masa. Esta expresion para el ujo en unidades de
energia por tiempo propio por area esti dada por

_3Mo M f

" Bx“x?BCI2 (339
en donde a
B=1+ NEE (3.39)
Y 3 2
c=1 >+ Xsiz : (3.40)
Page y Thorne describen de manera explicita la ecuacién para
+ 3 2
f = lrax 1_2} X Xp §a In X 30a_a) In X X
(1 3x 2+2ax 3)7°X 2 Xo  Xi(X1 X2)(X1 X3z) = Xo X1
3(x2 a )2 n X Xz 3(xz3 a )2 In X X3
X2(X2  X1)(X2  X3) Xo X2 X3(X3 X1)(X3 X2) Xo X3
(3.41)
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con
a=—; X= — Yy Xg= —— : (3.42)

Las variablesxy, X ¥ X3 corresponden a las raices del polinomio
x3 3x+2a =0: (3.43)

Cuando el valor dea es nulo la solucion de Kerr se reduce a la métrica de Schwarzschild. Por
lo tanto al anular este parametro de la ecuacion (3.41) podemos obtener una expresion del ujo
bolométrico para el caso que nos interesa. Para= 0 la ecuacion (3.43) se convierte en

x> 3 =0 (3.44)

y las raices del polinomio corresponden a

Xx1=0 Yy Xa3= 3: (3.45)
La expresion para el ujo bolométrico en el espacio-tiempo de Schwarzschild estard dada por
) ( p_ p_p. p_I#*
3M M 1 p_ P~ 3 Cr+ 3)(.6 _3)
F= 6+ —p=1Io ——p= = ; 3.46
8 (r 3)r5? "39 P P3Ps+ 3 (3.46)

donde M. es la tasa de acrecion.
El ujo observado F, diere al del ujo intrinseco en un factor (1 + z) elevado a la cuarta
potencia:
F

Fo= —
0 (1+Z)4'

(3.47)
en donde el ujo F corresponde a la ecuacion (3.46).

El factor (1+ z)* corresponde a las diferentes contribuciones al corrimiento al rojo. Una potencia
de (1+ z) se deriva de la pérdida de energia de cada foton debido al corrimiento al rojo, otra debido
a la tasa menor de fotones detectada debido a la dilatacion del tiempo y dos potencias debido a la
correccion relativista a las mediciones del angulo sélido tal como lo deriva con detalle Ellis en [26].

Gra camos (3.47) en unidades de ujo maximo Fn . Calculando el méaximo de la funcién
(3.46), se tiene que el ujo es méximo cuando 9:55 por lo tanto ujo méximo estard dado por

Fmax 114589 10 4 (3.48)

3MM

g
De esta manera se gra ca la distribucién de ujo del disco de acrecion para diferentes angulos de
vision del observador, como muestra la gura 3.8. El ujo se encuentra en unidades de energia por
tiempo por area y valor para el ujo estd normalizado con el ujo méaximo.

3.5. Temperatura del disco de acrecion

Una vez obtenido el ujo podemos encontrar la temperatura del disco de acrecién suponiendo
gue el disco se comporta como un cuerpo negro. Cualquier cuerpo con una temperatura por encima
del cero absoluto emitira luz en diferentes longitudes de onda. Un emisor de radiacién térmica ideal
es aquel que absorbe toda la energia y la emite de nuevo siguiendo la forma de la radiacion de
cuerpo negro. A una temperaturaT este cuerpo emite un espectro continuo en todas las longitudes
de onda, con una longitud de onda maxima la cual comienza a disminuir conforme aumenta la
temperatura pasado este maximo.
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(@ o= =6 (b) o= =6
(C) 0= =3 (d) 0= =3
e 0=4=9 f 0o=4=9

Figura 3.8: Flujo bolométrico en el plano del observador, normalizado con el ujo maximo en
unidades de energia por tiempo por are&o=Fmnax . Las guras se muestran a diferentes inclinaciones
del plano, donde las imagenes de la izquierda corresponden a las imagenes primarias y las de la
derecha a las secundarias.
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Si suponemos que el agujero negro emite radiaciébn como un cuerpo negro entonces podemos
encontrar su temperatura con la ley de Stefan-Boltzmann, la cual establece que la energia total
emitida por un cuerpo negro en el tiempo es proporcional 4 de forma que

F=T4; (3.49)
donde es la constante de Stefan-Boltzmann cuyo valor es

w

— - 8 .
=5:67037 10 7K

(3.50)

Al igual que el ujo bolométrico, la temperatura también posee correcciones relativistas al ser
determinada por un observador lejano Tp). Las correcciones son inversas a la primera potencia del
corrimiento al rojo gravitacional como expresan Fukue y Tokoyama [27], dadas por

T
To= 755 (3.51)

donde el factor1+ z es el corrimiento al rojo. De esta forma utilizando la ecuacién (3.51) se puede
obtener la distribucién de la temperatura del disco de acrecion en el plano del observador.

Analogamente al caso del ujo, la temperatura se calcula en términos de la temperatura maxima
Tmax Y Se tendra que

3M M.
T2, 114589 10 4 5 (3.52)
Finalmente obtenemos un valor para la temperatura maxima dado por
M_1=4
Tmax =9:04121 10 Y/ K : (3.53)

1=2
0

donde M, es la masa de agujero negro en términos de la masa del SoMy la tasa de acrecion.

Las imagenes de la gura 3.9 corresponden a la proyeccion de la temperatura sobre el plano del
observador, en donde la temperatura se encuentra normalizada con la temperatura maxima.

La temperatura decrece exponencialmente desde el punto maximo en la region interna del disco
hacia las regiones externas de mayor radio debido al comportamiento de las ecuaciones del ujo
(3.47) y temperatura (3.49).

Las gracas presentadas de corrimiento al rojo, ujo bolométrico y temperatura presentan
asimetria en el disco. Las imagenes se encuentran distorsionadas debido al corrimiento al rojo
asociado a la rotacion del disco horizontalmente y el efecto gravitacional del agujero negro que
distorsiona las trayectorias de la luz verticalmente.

La asimetria horizontal se ve en la regién mas brillante del disco, la cual se encuentra de un lado
mientras que hay una region menos brillante del lado contrario. Esto es debido a que la radiacién de
un lado se encuentra aumentada por el corrimiento al rojo, mientras que otra es reducida. La parte
mas brillante en el caso de las imagenes del corrimiento al rojo se encuentra en el lado contrario
a las imagenes del ujo y temperatura ya que la ecuacion del ujo (3.47) no es mondtona y por
lo tanto cambia la orientacion. La asimetria vertical se debe al efecto gravitacional que curva las
trayectorias de los fotones, provocando que las trayectorias de los fotones salientes de parte de
atras del disco se vean modi cadas llegando asi al observador.

Esta asimetria también se puede ver con las imagenes secundarias, las cuales corresponden a los
fotones de la parte inferior del disco. Como hemos visto en las guras presentadas, la deformacién
en la forma del disco es mas notoria conforme el observador se posiciona perpendicularmente al
plano ecuatorial.
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