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Resumen

La molécula de agua ha sido estudiada desde distintas disciplinas, dicha frecuencia de estudio
se debe a su importancia para la humanidad, el cuerpo humano estd compuesto en un 60 por
ciento de agua, también conforma la mayor parte de nuestro planeta y es necesaria para la vida de
ecosistemas.

En este trabajo es necesario marcar la importancia del agua en estudios que ayudan al diagnos-

tico en medicina y asf la conservacion y mejora de la vida, en especial, la resonancia magnética|7, 8],
en este estudio se hace uso de la radiofrecuencia emitida por los protones que componen los nicleos
de los atomos de hidrégeno acoplados al oxigeno mediante un campo magnético para la obtencion
de iméagenes.
En el caso de este estudio, encontraremos los valores del primer estado y el estado base de la suma
de el momento angular orbital con el espin de nuestro modelo de la molécula de agua|3|, el cual
consistio en dos protones de los niicleos de los 4&tomos de hidrégeno orbitando alrededor del nicleo
de oxigeno doblemente cargado y sin estructura con una distancia constante[9].

El cuerpo académico de fisica médica de la BUAP ha impulsado el estudio centrado en la
molécula de agua, este trabajo tiene como objetivo principal completar el estudio que lleva el titulo
"Niveles de energia y funciones de onda de los protones de los dtomos de hidrégeno asociados
a la molécula del agua: rompimiento de la degeneracion en presencia de un campo magnético
producido en una resonancia magnética. "[4], el cual fue la tesis para obtencion de licenciatura del
companero Aguilar Cuevas, Jorge Luis. En dicha tesis se encuentran los valores de energia de la
molécula de agua cuando se aplica un campo magnético.
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Capitulo 1

Introduccion

Una de las técnicas no invasivas mas importantes en medicina para obtener informacion de
la estructura y composiciéon de las partes del cuerpo humano mediante iméagenes tridimensionales
es la Resonancia Magnética (MRI), este procedimiento se encuentra en constante desarrollo para
mejorar el diagnostico médico. El escaner de resonancia magnética es un dispositivo complejo, que
necesita un campo magnético fuerte y constante entre 0,5 y 7 T. Este campo magnético interactia
con el espin de los en los &tomos de hidréogeno que componen las moléculas de agua, que componen
el cuerpo humano en un 80 %. Algunos espines se orientan en paralelo y otros otros antiparalelos
con respecto a la direccién del campo magnético direccion del campo magnético. Entonces, las
bobinas de radiofrecuencia (RFC) producen un campo de radiofrecuencia (RF), que invierte la
orientacion de los espines (los paralelos se convierten en antiparalelos y viceversa). Cuando se
apaga la radiofrecuencia, los espines vuelven a su orientacién original. En esta transicion, los
protones producen ondas de radio que son detectadas por el dispositivo de RMN y finalmente se
produce la imagen.

En el presente estudio, se utiliza un modelo simple para la molécula de agua que consiste en una
forma de tridngulo en cuyos vértices son los dos protones y el 4tomo de oxigeno (doblemente cargado
y no estructurado), esta forma se debe a la interaccion electrostatica, manteniendo constante la
distancia entre los protones es constante (151,05 pm) y la distancia entre los protones y el oxigeno,
también constante (95,60 pm),, se describe la interaccion entre el momento angular total (j = L+8 )
de los protones de la molécula de agua con el campo magnético de la RM, ya que los el espin de
los protones y el momento angular orbital son los que interacttian con el escaner. El modelo puede
pensarse como un dtomo de hidrégeno, entonces, hacemos este analisis andlogo al efecto Zeeman
anémalo.

Esta tesis se enmarca dentro del area de fisica médica, en la cual se aplican conceptos de fisica
cuéntica para el estudio de la molécula del agua, se considera que estudiar fenémenos subatémicos
que son de suma importancia en las aplicaciones de la fisica, como es la medicina, puede tener una
mejora si lo hacemos con las herramientas que la fisica cuantica nos brinda.

La organizacion de este escrito es la siguiente: En este capitulo, encontramos la introduccion,
la cual esta conformada por 2 subsecciones, el modelo de la molécula de agua y el formalismo del
momento angular. En este ultimo tenemos la teoria que abarca; espin, suma de momento angular
y el principio de Pauli. En el capitulo 2 tenemos la secciéon de calculos y resultados, en esta se
muestran los valores calculados del estado base y el primer estado excitado. Finalmente se hace
una conclusiéon de los resultados obtenidos.
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1.1 Formalismo general del Momento angular

1.1. Formalismo general del Momento angular

El momento angular es tan importante en la mecanica clésica como en la mecanica cuéntica. Es
es particularmente ttil para estudiar la dindmica de los sistemas que se mueven bajo la influencia
de simétricos esféricos, o centrales, en particular para el 4tomo de hidrogeno (en el que el electron
se mueve en el potencial de Coulomb del protén, un potencial central) se basa en la cuantizacion
del momento angular.

Introducimos un operador para momento angular méas general J que es definido por tres compo-
nentes Jz, JyyJ., que satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:

[ord| = inde [Jy | = ides [Ty 2] = ind, (1.1)

o equivalentemente
Jx J=ihJ (1.2)

Dado que J,, J,yJ, no conmutan entre si, no pueden ser diagonalizados simultdneamente; es decir,
no poseen eigenestados comunes. El cuadrado de momento angular es:

JP= 24 J2 4 2 (1.3)
el cual es un operador escalar y se sabe que conmuta con jz, jyyjz
[fz, jk} —0 (1.4)
donde k sustituye z,y y z, por ejemplo, en caso de k = x tenemos

(P21 = (720 0] 4 0y [dy o] 4 [y 2]y b [T ] + [ ]
2

= Jy (=ind.) + (=ind.) Jy + J. (ind, ) + (ind, ) J. (1.5)
=0
porque [J2,.J,] = 0,[J,, J.] = —ikJ. y [J., J,] = ihJ,. Notemos que los operadores Jy, J,J.y.J

son todos hermitianos; sus eigenvalores son reales.
Como J? conmuta con sus componentes, por convencion se usa a .J, para tener eigenfunciones
simultaneas.

1.1.1. Espin

El espin es una propiedad fundamental de la naturaleza como la carga eléctrica o la masa. El
espin toma valores enteros y semienteros. Los protones, electrones y neutrones poseen espin. Para
electrones, protones y neutrones tiene un valor de 1/2. Dos o mas particulas con espin de signo
opuesto pueden aparearse para eliminar la manifestacion observable del espin. Un ejemplo es el
helio.

En la resonancia magnética nuclear, los espines nucleares no apareados son los que tienen impor-
tancia, pues su interacciéon con el campo magnético es parte de la fisica para producir imagenes.
El espin al ser un momento angular, sigue la teoria de momento gngular previamente mencionada

(seccion 1.2). En analogia con el vector del momento angular Jj el espin es representado por el

operador S con componentes que obedecen a las mismas relaciones de conmutaciéon

[SQESU} — k8., [Sys] — ihS,, {SSI} = ih8, (1.6)




Introducciéon
1.1 Formalismo general del Momento angular

o equivalentemente o R
S x §=inS. (1.7)

Ademas, S? y S, conmutan, por lo que tienen eigenvalores comunes, denotados por:

52 |s,ms) = hs(s+ 1) |s,ms), S. |s, ms) = fimg |s, ms) (1.8)

donde ms; = —s,—s + 1,...,s. Se encuentra muy util el trabajar con los operadores de ascenso y
descenso como: R

Sy |s,ms) = hy/s(s + 1) — mg (mg £ 1) |s,mg 1) (1.9)

donde 5} = S’L + zgy y

~ 2

((5%) = (82)) = 5 [s(s +1) —m(] (1.10)

donde (S;) = (s,ms|Si|s,ms).
Los estados del espin forman una base ortonormal y completa

(s',ml | s,ms) =05 Omtm., Do s =|s,mg) (s,m| =1 (1.11)

Mmeg=—

donde I es la matriz unitaria.

1.1.2. Suma de momento angular

Para poder entender los diversos fenémenos subatémicos, es necesario entender la suma de
momento angular, como ya se mencioné en nuestro modelo de la molécula del agua,los protones
de los atomos de hidrogeno son las particulas de nuestro analisis, es decir, cada protén consta de
dos partes, una parte orbital I, l2;, que se debe al movimiento orbital de este, y una parte de espin
$1, S2;, que se debe al movimiento de giro del protén alrededor de si mismo.

Las propiedades de la molécula del agua no pueden discutirse adecuadamente sin saber cémo
sumar las partes orbital y de espin, para asi tener el momento angular total de los protones que la
conforman. En lo que sigue se presenta el formalismo de la adicién del momento angular.

Adiciéon de dos momentos angulares: Formalismo general

Consideremos dos momentos angulares .J1, Jo, los cuales pertenecen a dos diferentes subespacios

1,2, Jy, J2 pueden referirse a dos particulas distintas o a dos propiedades diferentes de la misma
particula, este ultimo va a representar lo que hacemos ya que se refiere a los momentos angulares

orbital y de espin del mismo protén. Las componentes de J_'l, Jo satisfacen las relaciones de con-

mutacion ya descritas en la seccion 1.1 en la ecuacion (1.1), también, como Jp, Jo pertenecen a dos
diferentes espacios, sus componentes conmutan:

|:J1j7J2k:| :07 (jak:xayVZ)
Denotamos los estados conjuntos de flz y Jiz por |j1,m1), asi mismo J3 y Jo. por |z, ms)

J12 lj1,ma) = j1 (1 + 1) B2 51, m1)

JAlz |j17m1> = m1h|j17m1>7 (1 12)

J3 lj2,m2) = ja (jo + 1) h? |j2, ma)
Jaz |j2,ma) = mali|j2, ma) .
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Las dimensiones de los espacios para J; y J1 estan dados por (2j1+1) v (2j2+ 1), respectivamente.
Consideremos ahora dos particulas (o dos subespacios), 1 y 2 juntas. Los cuatro operadores J_'12,

Jz, Jis y jgz forman un conjunto completo de operadores conmutados; por lo tanto, pueden ser
diagonalizados conjuntamente por los mismos estados. Denotando los eigenestados conjuntos por
|71, j2; m1, ma) podemos escribirlo como el producto directo de |j1,m1) y |j2, m2)

71, J25 ma, ma) = |j1, ma) |2, ma) (1.13)

porque las coordenadas de i y Jo son independientes entonces podemos reescribir la ecuacion
(1.12) como:

{12 1, g2 ma, ma) = g1 (1 + 1) B2 |41, jo; ma1, ma)

{1z|j17j2;m17m2> = mih|j1, jo;m1, ma), (1.14)
J22 71, d2; m1, ma) = jo (jo + 1) h? |j1, jo; ma, ma)

Ja2z |J1, 23 ma, ma) = mali|j1, jo; m1, ma) .

Los kets |41, j2;m1, ma) forman una base completa y ortogonal. Usando

D7 Vs dasma, ma) (G, ja; ma, ma| = (Z |71, ma) J17m1> (Z |j2, ma2) J27m2|> (1.15)

mimsa mi

y como {|j1,m1)} v {|j2,m2)} son completos y ortonormales vemos que la base {|j1, j2;m1,m2)}
es completa,

J1 J2

Z Z |71, 523 ma, ma) (J1, j2s m1, ma| =1 (1.16)

mi1=—j1 ma2=—j2
y ortonormal

<]ia]éam,17ml2 |j17j2;m15m2> = <]£am/1 |]1am1> <jé7m/2 |]25m2> (1 17)

6 1,01 6];7]'2 67”'177711 ’ 5771’277712 :

La base {|j1, jo; m1,m2)} abarca el espacio total formado por los subespacios 1y 2, de la ecuaciéon
(1.13) vemos que la dimension N de este espacio es igual al producto de las dimensiones de los dos
subespacios abarcados por {|j1,m1)} v {|j1,m1)}:

N = (2j1 +1)(22 + 1) (1.18)

Ahora podemos introducir los operadores escalera Jy+ = Jy, + ijly V Joy = Joy + ijzy actuando
en |j1, jo; m1, ma) como:

Jli |71, Josma, ma) = Ay/(j1 Fma) (j1 £ma + 1) |j1, jo;ma £ 1,ma),

1.19
Jox |j1, jasma, ma) = hy/(jo F ma) (jo £ ma + 1)|j1, jasm1, mo £ 1). (1.19)

El problema de sumar dos momentos angulares, Jr y Jo
J.=Jo1+ Jo (1.20)

consiste en encontrar los eigenvalores y eigenvectores de J? y J, en terminos de eigenvalores y

eigenvectores de J?, j§ , J12 v J2.. Dado que las matrices de J; y Jo en general tienen diferentes
dimensiones, la suma especificada por la ecuacion (1.20) no es una suma de matrices; es una suma
simboélica. La suma de los momentos angulares también satisface las relaciones de conmutacion
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dadas en la ecuacion (1.1).

Ahora bien, como jlg , J_QQ, J? y J, forman un conjunto completo de operadores conmutativos,
pueden ser diagonalizados simultaneamente por los mismos estados; designando estos eigenestados
conjuntos por |j1, jo; 4, m), tenemos entonces:

T2, g2 3ymY = 1 (G + 1) B2 [ja, jas 4, m)

T3 | rsdas gym) = G (o + 1) B |, jai j,m) (1.21)
{2 |jlaj2;j7m> :](] + 1)h2 ‘jlaj25j3m>7

Jz | g1, jo; j,m) = mh|ju, j2; 5, m)

Por cada j, el namero m tiene (2j + 1) valores permitidos: m = —j, —j + 1, ...,j — 1, j. Dado que
J1y j2 suelen ser fijos se utilizara la notacion |7, m) para referirnos a |ji, j2; 7, m), el conjunto de
vectores {|j,m)} forman una base completa y ortonormal:

S5 lm(ml =1

Jj m=-—j
<j/aml ‘ .77m> = 5j,j’5m/,7n~ (122)

El espacio donde opera el momento angular J se extiende por la base {|j,m)}; este espacio se
conoce como espacio del producto Es importante saber que este espacio es el mismo que el que
abarcan las bases {|j1, j2;m1,m2)}, es decir, el espacio que incluye los dos subespacios 1 y 2. Por
lo tanto la dimension de {|j,m)} es igual a N, especificada en la ecuacion (1.18).

La cuestion ahora es encontrar la transformacion que conecta las bases {|j1, jo; m1,m2)} y {|4,m) }.

Transformacién entre bases: Coeficientes de Clebsch-Gordan

Volvamos ahora a la adiciéon de jl y Jz, como ya se habia mencionado, el problema en esencial
consiste en encontrar los eigenvalores de j? y jz, expresando los estados |j, m) en términos de
|71, 42;m1, ma) . Debemos mencionar que |j,m) es el estado en el que J;2 y J. tienen valores fijos,
j(j +1) y m, pero en general no es unAestz}do en el que los valores J:iz y jgz son fijos; en cuanto a

|71, 425 m1,m2) es el estado en el que ff, fzz, flz y fgz tienen valores fijos.

Las {|j1,j2;m1,m2)} v {|j,m)}. bases pueden ser conectadas mediante una transformacion de
la siguiente manera. Insertando el operador identidad como una suma sobre la base completa
|71, j2; m1, ma) , podemos escribir

J1 J2
domy = Y. > lir,deima,ma) (i, jasma, mal | [5,m)
m1=—ji1 me=—7j2 (123)

= Z (41, J23 m1, mal j,m) [j1, jo; ma, ma)

mima2

donde usamos la condicién de normalizacion (1.16); ya que las bases {|j1,j2;m1,m2)} v {|7,m)}
estan normalizadas , esta transformacion debe ser unitaria. Los coeficientes (j1, jo; m1, ma|j, m)
solo dependen de las cantidades ji, j2,j, m1, Mo y m son los elementos de la matriz de la transfor-
macion unitaria que conecta las bases {|j1, j2;m1,m2)} y {|7,m)}. Estos coeficientes se denominan
coeficientes de Clebsch-Gordan.

El problema de la adiciéon del momento angular se reduce entonces a encontrar los coeficientes
de Clebsch-Gordan (j1, jo; m1, m2|j, m). Estos coeficientes se toman reales por convencidn; por lo
tanto

’ (J, mlj1, jas m1, ma) = (j1, ja; M1, malj, m). ‘ (1.24)
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Usando (1.16) y (1.22) podemos inferir la relacion de ortonormalizacion para los coeficientes de
Clebsch-Gordan:

Z (7", m" | g1, g2 ma, ma) (41, j2;ma, ma | G,m) = 80 j0m m, (1.25)

mym2

y como los coeficientes de Clebsch-Gordan son reales, esta relacion puede reescribirse como

Z (J1, J2; m1,ma | j/am/> (J1,d2;m1,ma | j,m) = 0;,0m’ m (1.26)
mima2
lo que nos lleva
Z (j1, Jasma,ma | j,m)? = 1. (1.27)
mimo

Asimismo, tenemos

J
SN (Gusdasmhmblg,m) (r, gz, ma | §,m) = Gty St (1.28)

Jj m=—j

en particular,

ZZ (1, j2im1,ma | j,m)* = 1. (1.29)

7 m

Eigenvalores de J? y J.

Ahora encontraremos los eigenvalores de J? y J, en términos de j%, j% , Jis y jgz; es decir,
obtener j y m en términos de j1, jo, m1 y meo. Primero, como jz = jlerjgz, tenemos m = mq+ms.
Ahora para encontrar j en términos de j; y jo vemos que los valores maximos de mi y mo
Miméx = J1 Y M2max = J2, tENEMOS Mmgx = Mimax + Mamsx = J1 + Jo pero como | m [> j,
entonces jmax = J1 + Jo-

Ahora, para encontrar el valor minimo ju, de j usamos el hecho de que hay un total de (2j; +
1) x (2j2 + 1) eigenkets | j,m). A cada valor j le corresponden (2j + 1) eigenestados | j, m), por lo
que tenemos:

Jmax
Z (2j+1) = (21 +1)(2j2+1),
J=Jmin
lo que nos deja
.2 . . \2 . . .
Jmin = (]1 _.72) = Jmin = |]1 —,]2| .

Por lo tanto, los valores permitidos de j se encuentran dentro del rango

[t = ol <3 <1 +js] (1.30)

Esta expresion también puede derivarse de la conocida relaciéon triangular. Por lo que los valores
permitidos de j proceden en pasos enteros segin

=l —dol,lin =Gl + 1, g1+ 2 — L1+ ja (1.31)

Asi, para cada j, los valores de m van de —j < m < j.
El coeficiente <j13 J2;m1,ma|j,m) desaparece a menos que my + mo = m, esto se observa de: ya
que J, = J1, + J5,, tenemos:

<j17j2;m17m2|jz - jlz - j22:‘j7 m> =0
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mih (j1, joima,ma| y (i, jasma,ma| 2, =

como J.|j,m) = mhlj,m), (ji,j2;m1,mal.Ji.
mah (41, jo; m1, ma|, podemos escribir:

(m —my — m2)<j17j2;m17m2|j7 m> = 07

lo que demuestra que (j1, jo; m1, m2|j, m) no es cero, solo cuando m — my — my = 0.

’Si mi +mg #m = (j1, j2; M1, M2 \j,m>=0‘ (1.32)

Asi, para que el coeficiente de Clebsch-Gordan (j1,j2;m1,m2 | j,m) no sea cero, debemos tener
simultdneamente

’m1+m2:m Y |j1*j2|§j§j1+j2-‘ (1.33)

Estas se conocen como las reglas de seleccion de los coeficientes de Clebsch-Gordan.

Calculo de los coeficientes de Clebsch-Gordan

Empezamos marcando que los coeficientes de Clebsch-Gordan correspondientes a los dos casos
limite en los que m1 = ji,ma2 = jo,j = j1 +je,m = ji+j2 Yy M1 = —ji,me = —j2,j =
1+ j2,m = —(Jj1 + j2), son iguales a uno:

(Ji 725015 J2 | (G1 +Jd2), (41 +42)) =1, (Ju,J2: —d1, —Jo| (U1 + J2) » —j1 + jo2)) = 1,

Estos resultados se derivan de la ecuacion (1.23), como |(j1 +52), (j1 +J2)), ¥ | (1 +J2), —(J1+52))
tienen un elemento cada uno:

|(J1 +J2)» (1 +J2)) = U1, d25 41, d2 | (1 + J2), (1 + J2)) | J1s Jos J1s Jo)
|(J1 +J2) . — (41 + J2)) = (1, des —dr, =2 [(G1 + 52) » — (1 + 52)| 1, J2s — s —J2) »
donde | (j1+j2), (1 +J2)), |1 +J2) = (J1 +J2)) s 1, J2s s da) s v [ J1 + J2s —j1, —j2)  estan
normalizados.
El calculo de los demés coeficientes suelen ser mas complicados que los dos casos limite menciona-
dos anteriormente. Para ello, es necesario derivar las relaciones de recursion entre los elementos de

la matriz de la transformacion unitaria entre las bases {|j1,j2;m1,m2)} y {|j,m)}. Las relaciones
de recursion son dadas por:

VGFm)G £m+1) (i, j2imi,me | j,mE1)
= /(1 £m1) (i Fou + 1) (i, josma F 17m2|j,m>

+ V(2 £ m2) (j2 Fma + 1) (j1, joyma,ma F 1| j,m).

(1.34)

Estas relaciones, junto con la relacién de ortonormalizacion (1.16), determinan todos los coefi-

cientes de Clebsch-Gordan para cualquier valor dado de ji,j2 v j excepto un signo. Pero, ;jcomo

se determina este signo? La convencién, conocida como convencion de fase, consiste en considerar
(J1,J2; 41, (3 — 71) | J,4) como real y positivo. Esta convencion de fase implica que

(j1, Joimi,ma | jym) = (=1)7 7772 (o, jisma,my | 4,m); (1.35)

por lo que

(J1,d2;ma,ma | j,m) = (=1)7771 772 (1, jo; —ma, —ma | §, —m) = (ja, j1; —ma, —m1 | j,—m).

(1.36)
Obsérvese que, como todos los coeficientes de Clebsch-Gordan se obtienen a partir de un tnico
coeficiente (j1,jo; j1, (5 — 71) | J,7), ¥ como este coeficiente es real, todos los demas coeficientes de
Clebsch-Gordan deben ser también nimeros reales




Introducciéon
1.1 Formalismo general del Momento angular

Momento angular total de la molécula de agua

Como sabemos, la adicién del momento angular, se se realiza de dos en dos. Primero anadimos
l; y su respectivo espin 1/2, para ambos protones, ¢ = 1,2. Para l; = 0, no hay no hay momento
angular y el momento angular total es puramente momento angular de espin. Para el caso de li > 0,
el momento angular resultante j;, sélo tiene dos posibilidades j; = [;1/2, para i = 1, 2. Dado por:

1 LFmi+35) 1 1 1 Li£m;+ 2
sz:fv 2> = 211'77;1' 7a_7>:|: 2
2 i) TN T2t 1 T ) o0+ 1
1

para i = 1,2, m; = —ji,—ji + Lo — Lji y |l 55mi £ 5, F5 >= [iims £ 5 > [5:F5 > es
el producto tensorial de la parte espacial y la parte de espin. El subindice /; representa el valor
del momento angular, para poder diferenciar los estados de un valor y otro. La funcién de onda
completa esta formada por la parte espacial < 0;, ¢;|l;,m; £1/2 > y la representacion del espinor

para la parte de espin es:
11 1 1 1 0
72) = <0) J3=3)= <1> (1.38)

Entonces podemos escribir la ecuaciéon 1.37 como:

1 11
Za 7 i li77; i_777>7

(1.37)

1
—X
V20 +1

i\/miﬁhmi_%(ei,@) (139
\/myzi,mﬁ% (8:, i)

Donde las Y, ,, 11 (6;, ¢;) son las funciones espaciales (armonicos esfericos) de la molecula del

Dyt m, (03 ¢i) =

agua [4].
Finalmente, sumamos j; y j2, donde, se obtiene cuatro posibles valores del momento angular total
7, dando por las combinaciones:

1.j1=0—1/2and jo =1y — 1/2
2. j1 =11 —1/2 and jo =y +1/2
3. j1 =l +1/2 and jp = Ip —1/2
4. j1 =11 +1/2and jo =y +1/2
Eé-ll’,lfz)y m=—j,7+1...,7—1,j v el superindice indica

el momento angular orbital del protén uno y dos, respectivamente. Podemos expresar el estado
(l1,l2)

La funcion total se representa por |j;m >

l7;m > (i1 5y €n términos de los coeficientes de Clebsh-Gordan (< J1,J2;m1,mal|j; m >) como:
. Il o .
ljsm >Ej117j22))22211,12 < J1, J2ima, maljym > X
mi ma (1.40)
|J1s g2 ma,ma >, 0, -
Donde

lJ1s g2 ma, ma >1, 0, = [J13ma >, ®|j2;ma >, (1.41)

representa el producto de Kronecker para sus respectivas Ecs. 1.39. La funcién de onda esta
dada por

Vi tgimy masd 3 (01, 91,02, 02) =

(1.42)
(I)lli%,m] (917 ¢1)(I)lgi%,m2 (62’ ¢2)




Introducciéon
1.1 Formalismo general del Momento angular

Reglas de seleccion de los coeficientes de Clebsh-Gordan

Es bien sabido que < ji, j2;m1, ma|j;m >%# 0 s6lo cuando m = my + msy. En caso contrario,
cuando m = my + mgy tenemos < ji,ja;mi, malj;m >= 0, entonces, siguiendo estas reglas se
pueden obtener los estados |j;m > para un j; y j» dados.

1.1.3. Principio de exclusiéon de Pauli

En mecanica cuantica, el principio de exclusion de Pauli es una regla enunciada por Wolfgang
Ernst Pauli en 1925. Esta establece que no puede haber dos fermiones en el mismo estado cuantico,
es decir, no pueden haber dos fermiones con los nimeros cuanticos idénticos dentro del mismo sis-
tema cuantico al mismo tiempo. A principio se formuld como principio pero mas tarde se comprobo
que es una consecuencia del teorema de la estadistica del espin|[2].

Podemos derivar el principio de Pauli, basandonos en el teorema espin-estadistico aplicado a
particulas idénticas. Los fermiones de la misma especie, forman sistemas con estados totalmente
antisimétricos, lo que para el caso de dos particulas significa que:

()Y’ (@) = = [/ (x)¢ (27))

La permutacién de una particula por otra, invierte el signo de la funcién que describe al sistema.
Si las dos particulas ocupan el mismo estado cuantico 1), el estado completo del sistema es |¢1)).
Entonces:

()9 () = = [ (&) (@) = 0 (ket nulo)

vemos que en este caso el ket anterior no representa un estado fisico. Este resultado puede genera-
lizarse por induccién al caso de mas de dos particulas.

Para que electrones, protones y neutrones puedan formar estructuras complejas, necesitan una res-
triccion adicional: no pueden ocupar el mismo espacio. Es decir, no pueden tener la misma funcion
de onda o estado cuéntico. Para este estudio en especifico, este principio es importante porque las
particulas estudiadas son los protones de los atomos de hidrégeno estos a la vez son fermiones y
obedecen el principio.







Capitulo 2

Modelo de la molécula de agua

Conocer el comportamiento estructura/dindmica del agua a nivel a nivel submolecular es

esencial para profundizar en los entresijos de la medicina; sin embargo, la estructura del agua
racionalizada por interpretaciéon de datos, tanto teéricos como experimentales, que aportan fisicos,
quimicos y biologos, es un tema en constante revision[1]. Hace no muchos afios (aproximadamente
1960) por fin ha sido técnicamente posible elaborar modelos cuantitativos y deductivos para
el agua, esto en gran parte se debe a que cada vez el dmbito computacional nos brinda mas
herramientas para tener avances numeéricos esenciales tanto en los aspectos de la mecénica cuantica
como de la mecanica estadistica[13, 14].
Desde hace tiempo se ha buscado encontrar soluciones analiticas a la ecuaciéon de Schrodinger para
sistemas con muchas particulas y como se ha mencionado el agua ha sido un tema que siempre
tiene un papel importante en la investigacion por lo que se han hecho aproximaciones|[15] y se han
obtenido soluciones usando métodos numéricos[16, 17| para dicha ecuacion.

Algunas propiedades caracteristicas del agua

= Altas temperaturas de fusion, ebullicién y criticas. En contraste con otras sustancias mole-
culares de peso molecular comparable, estas temperaturas caracteristicas son anormalmente
altas.

= Gran constante dieléctrica. Esto resulta de una compleja combinaciéon de polarizacién mu-
tua entre moléculas vecinas en un campo externo y su tendencia a alinear mutuamente sus
momentos permanentes.

= Minimo de compresibilidad. Normalmente, los liquidos se vuelven mas compresibles isotér-
micamente a medida que aumenta la temperatura. Sin embargo, bajo presién atmosférica,
la compresibilidad isotérmica del agua disminuye con temperatura desde el punto de fusién
hasta los 46°C. Este fenémeno desaparece a alta presion (por encima de 3 kbars).

Estructura de la molecula de agua

Cada molécula de agua esta formada por un atomo de oxigeno y dos de hidrégeno, por lo que
tiene la formula quimica H2O. La disposicion de los atomos en una molécula de agua (fig 2.1,
explica muchas de las propiedades quimicas del agua. En cada molécula de agua, el nucleo del
atomo de oxigeno (con 8 protones cargados positivamente) atrae los electrones con mucha mas
fuerza que los nicleos de hidrégeno (con un solo proton cargado positivamente), ya que el oxigeno
es mas electronegativo que los hidrogenos, este atrae mas a los electrones y se crea una distribucion
desigual de estos. El resultado es una carga eléctrica negativa cerca del dtomo de oxigeno (debido

11



Modelo de la molécula de agua

2H +

Figura 2.1: Modelo de la molécula del agua.

a la .2traccion"de los electrones cargados negativamente hacia el nicleo de oxigeno) y una carga
eléctrica positiva cerca de los &tomos de hidrégeno. La diferencia de carga eléctrica entre las distin-
tas partes de una molécula se denomina polaridad. Una molécula polar es una molécula en la que
parte de la molécula esta cargada positivamente y parte de la molécula esta cargada negativamente.

La molécula del agua tiene una estructura denominada dipolar (dos polos). Esta disposicion le
da al agua un gran poder para disolver en su seno sustancias[10, 11]. Esta caracteristica, unida a
su composicién, es lo que convierte al agua en medio imprescindible para la vida.

Se sabe que la distancia d, entre los protones de los dos atomos de hidrégeno es, a grandes
rasgos, constante, a saber d,, ~ 151,05 pm. Con el mismo criterio, la distancia d, entre los protones
y el nucleo de oxigeno es de d, =~ 95,60 pm.

Se puede considerar entonces que los protones se mueven como si fueran un cuerpo rigido,
con una distancia fija entre ellos. Los electrones de los dos atomos de hidrogeno tienen un enlace
covalente[12] con el atomo de oxigeno. Por lo tanto, el &tomo de oxigeno puede considerarse como
un sistema negativo, doblemente cargado, que proporciona una fuerza central para el movimiento
de los dos protones, mientras que su estructura interna puede ser ignorada, para el proposito de
de este estudio. El problema se reduce entonces a considerar el movimiento del sistema de dos
protones alrededor de un centro cargado con una carga Q = —2e

Por lo que para nuestro estudio solo es indispensable tener en cuenta los protones de los hi-
drogenos, ya que en resonancia magnética, el campo magnético, interactiia con los protones de los
atomos de hidrégeno que componen las moléculas de agua, presentes en abundancia en el cuerpo
humano, la interaccion es a través del espin del protéon que puede estar orientado de forma paralela
o antiparalela con respecto a la la direccién del campo magnético. Un campo de radio frecuen-
cia producido por bobinas de radiofrecuencia se utiliza para invertir la orientacién del espin. En
Cuando se apaga esta radio frecuencia, el espin del protéon vuelve a su orientacién original produ-
ciendo ondas de radio que son detectadas por el dispositivo de resonancia magnética para producir
las iméagenes. Los resultados presentados son la suma de los momentos angulares orbitales mas
el respectivo espin de cada uno de estos protones, lo cual es el modelo méas adecuado para este
estudio.

12



Capitulo 3

Resultados

3.1. Calculo del estado base y primer estado excitado

Como ya se ha mencionado en la secciéon del modelo de la molécula de agua; los protones del
atomo de hidrégeno son las particulas de interés en nuestro analisis, se sabe que su espin tiene un
valor de 1/2, por lo que el momento angular total sigue el formalismo de la adicion del momento
angular: la suma de ambos espines y el momento angular orbital I; y Io.

3.1.1. Estado base

Vemos que el modelo de la molécula de agua es un sistema de fermiones, por lo tanto, los
protones siguen el principio de exclusion de Pauli, mencionado en la secciéon anterior.
Para el estado base, tenemos I = lo = 0y m; = my = 0, entonces uno de los protones debe estar
en +1/2y el otro en —1/2. El momento angular total toma el valor j = 0,1 y los dos tnicos estados
permitidos son:

11 11
|050>(37Ol) = ’7777_777>
(2*2) 2°2 2°2/00 3.1
111 1 (3.1)
|10>(?71) — ‘7 . _7>
P (5.3) 272727 2/ 00

Donde usamos la notaciéon de la ecuacion 1.41 y los estados estan dados por la ecuaciéon 1.37.

3.1.2. Primer estado excitado

El primer estado excitado debe ocurrir con [; = 1, para ¢ = 1,2 y el otro permanece en
l; = 0. En este caso todas las combinaciones de los niimeros cuénticos estan permitidas. Tomamos
l; = 1, entonces j; = 1/2,3/2; los seis estados pueden ser obtenidos por la Ec. (1.37). Los nimeros
cuénticos para el segundo proton son lo = 0y so = 1/2, entonces jo = 1/2.

1. Espacio generado por j; = % y jo = %

Los valores permitidos del momento angular estan dados por la ecuacion (1.30), por
lo que para este caso, tenemos:



Resultados
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0<j<1

Para calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan, necesitamos encontrar el vector base
{|g,m)}, j tiene dos valores posibles j = 0, 1.
Cuando j = 0, tenemos un singlete:

|j7 m> = |07 0>
Por otra parte, hay tres valores posibles de m = —1,0,1 para j =1
) ‘17 - >
|]7 m> = ‘17 O>
1,1)

Podemos expresar los estados |j,m) en términos de |%, %; my,Mg) cOmo se muestra:

. 11
|J’ Z Z 2 2 3 1L, M2 |j7 > ‘ §a§7 17m2> (32)

ml—fg msz

Usando la ecuacion (3.2) en los casos j =0y j = 1, tenemos:

(1,0) 111 1 111 1 11 11 11
0,0 =(=,=;=,—=10,0)| =, =5 =, — = -, —;—=,=10,0 — ==, = 3.3
| ) >(%7%) <27272a 2‘ B >272a27 2>10 <2a27 272| 3 >| PR 5 >10 ( )
1111 1111
|171>(11701) = 777;777|1a1 59’9’9 0 (34)
(3:3) 2°2°2°2 2°2°2°2/4,
111 1 111 1 11 11 11 11
1 0 11y — 5'8'9 o 1a0 5’8759 o a'’a’' a’'a ]-70 a'’a' a’'a
| >( ) <222 2| >‘222 2>10+<22 22‘ >’22 22>10
(3.5)
(1,0) 11 1 1 11 1 1
1,-1 =(-,=;—,—= | 1,=1)|=,=;—=,—= 3.6
|7 >(%%) <2727 27 | ) 2327 27 2 10 ( )
Empezamos con j = 1y como [1,0) y |1, 3; 3, ) estdn normalizados, la ecuacion (3.4) queda:
1111
< )50 50 ‘ 71>2:1
2727272
Por la convencion de fase, la cual establece que
(1, d233, (G —d1) [ 4, 5)
Debe ser positivo, vemos entonces
1111
<777;7a7|171>
2°2°2°2
y por lo tanto
(1,0) 1111
1,17 —, ==, = . 7
~108% - 5553). (3.7

Para encontrar los coeficientes siguientes de Clebsch-Gordan usaremos los operadores esca-
lera, dados en la ecuacion (1.19). primero, partimos de | 1,0), aplicamos J_ a | 1,1)

1111
J—|11>(11 = (Ji_ + Jo )|§’§§§,§>10
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Resultados
3.1 Calculo del estado base y primer estado excitado

Aplicando el operador a la parte izquierda de la ecuacion

T

1) = /I DA -1+ D[1,0"

= h/@)D)I1,00,7)

SR

En la parte derecha de la ecuacién, tenemos:

A 1111 1 1.1 1 1
R SRS e (T
N 150315 3N \/(2+2)(2 3 VI3 5i755)0
11 11
=/OD)|z, 2 —=, =
Dl 5t 5. 3ho
11 11
:h— _—— =
‘272a 272>10
- 1111 1 1.1 1 111 1
Jo | == =M/ -2z -+, =2, —=
=15 3i5300 \/(2 3G 3t Vlg g5 e
111 1
= /D)D)=, ==, —=
Dl 350 5ho
111 1
B e
‘272a27 2>10
Por lo que
A A 11 11 111 1
R A}l R ) [P
Ji-+J2 |2 5 2,2>10+ |2,2,27 2>1o
Finalmente
o 111 11 1111 1
LO) iy =—%=l55:"5:5 =555 75 3.8
L0 = Alry et Bl v (38)
Ahora para encontrar | 1, —1) aplicamos J_ en (3.8), obtenemos:
_peo L1 11
:>‘1a 1>(%7%)_|2727 2; 2>10 (39)
Finalmente para encontrar | 0,0) aplicamos J_ en (3.9), y obtenemos:
11 11 1 111 1
P IYC N L S S S S S E 3.10
| s >%%) \/*|2 2’ 2a2>10+\/§|2 29’ 2>10 ( )

. Espacio generado por j; = % y jo = %

Los valores permitidos del momento angular estdn dados por la ecuacion (1.30), por
lo que para este caso, tenemos:

| w
| =

+

3 1
2 2

’Sjé

1<j<2

El momento angular total j tiene dos valores posibles, los cuales son 2 y 1.
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3.1 Calculo del estado base y primer estado excitado

a) Eigenvectores asociados con j = 2, empezamos con

31310y g
2'2°2°2

encontramos el primer coeficiente

o 313

o > : (3.11)
10

Ahora para encontrar |2, 1) aplicamos J_ a la ecuacion (3.11)

).

J_|2,2>E1%’E) —n/(2+2)2 -2+ 1)\2,1>E1’0
= /@ D)12,1)57),

- ma 1>ga°3

= 2h)2, 1>(1 03

DN | =

AR

3
X

[\D\H
[\D\H

J_|2, 2) g 1) = (Ji— + Joz )‘

aplicando a la parte izquierda de nuestra expresion

=

3
55

)

N

para la parte derecha de nuestra ecuacién tenemos:

3131 3 3\(3 3 31 (3 1
Jlf S R A = 7+7 a + 5750 7_177
2'2'2°2/,, 2 2)\2 2 2°2°\2 2)/,,

=ﬁ\/W‘3111>

2727272

_\fh’31 1 1>

2727272

lo cual nos deja:

3111 313 1
2h|2, VL) = VBR|Z, 22, = a2 L3
20G1=V33 533 o 122273/,
Encontramos entonces:
(1,0) 313111 11313 1
=12,1) 51, = =5 a =ls,555,—2 ) - 12
200 4‘222210+2222 2/ 10 (8:12)
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Resultados
3.1 Calculo del estado base y primer estado excitado

Para encontrar |2,0) aplicamos J_ a la ecuacion (3.12)

4

313 111 1313 1

del lado izquierdo, tenemos

J-12, 17, = h\/(2 + 12— 1+1)12,00°)
= 1v/(3)(2)12,0) 13
2

- ma o>gz°3

N\*—‘\.z

Mientras que del lado derecho
J 33 LN 1313 1
Va2 22/, 2027272 2/,
31 1 1 6
1 Ol = I Sl s)a
GG GlirG-2)5),) 3 W E)o)
11 1 311 1
= /2 W), 5, -2, = |n 0,52, —=
\/;[ D@5 5-53) |3 WO |5553) ]
3 31 11 1 311 1
=/> |4 ~ S | V) [
lres) Jraller ),
+

1 311 1
Aod SN

311
27272

=] w
T 1
=
7N
N —
+
N
~

3 311 1 1 313 3
Y i B S /@02, 552, -2
Hssos) | s EO [ 2>]
L
BN ETNE R
"2/,

lo cual nos deja:

31 11 V3.3 11 1
h2 1 h S hiaf;fv_f
RO = V5 5 -5:3) + )

Encontramos entonces:

(3.13)
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Resultados
3.1 Calculo del estado base y primer estado excitado

Para encontrar |2, —1) aplicamos J_ a la ecuacion (3.13)

0) 1 11 3111
J-2,0)70) = (i + o) [\[2‘2’2’ 23/, V2|23’ 72/,

del lado izquierdo, tenemos

Jo12,0)(5°)) = b2+ 0)2 -0+ D)2, - 1)1
= 1/(2)(3)]2, -1) ggog)
22

= m/6J2,-1){§),

Mientras que del lado derecho

+(3)
1 W\ ( MJ%M

31 31 31
3523, 2l e

i), a3,
i),

L3111
V2272 2 2/,
lo cual nos deja:

31 1 1 1 |31 1 1
6nl2,-1) 3y = o 22722/, V2 272 2 2/,

Encontramos entonces:

1.0 31 31
= 12,-1)(3%)) = 2‘22_ > f’ 7, > : (3.14)
10

31 1 1
2’2’_2’_2>1J
1

2

N o 1\3‘

- 5l-

31
J|2—1>§1g§)=(=’1”2>[2‘22‘ > f’ 5 ”
10
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del lado izquierdo, tenemos

Mientras que del lado derecho

lo cual nos deja:

0)
1

2

252, —2)&’

Encontramos entonces:

.|

.|

)

3
= -h
2

31 31 +f31.1 1
2’2" 272/, 412°2° 2" 2/,

\/i [wm\ii _g ’_1>1o]

2
31 3 1
ﬁ - e
[\/3’2’2’ 27 2>1J

31 31\ 331 1 1
2'2" 22/, V4|22 22 2/,

1 31 3 1

3 W55 5 ]
10

1

7h3’1’_§7 1

2 |"272" 202/,

(3.15)

b) Eigenvectores asociados con j = 1, podemos expresar los estados como se muestra:

[Lm) =SS5

Empezamos con el estado

_ 1\
1, 1)

sabemos que

Njw =

E
g
s

31
§,§;m1,m2>

(1,L11,1) =a®> +b* =1
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3.1 Calculo del estado base y primer estado excitado

Usando la ecuacion (3.12)

a 3
2,11,1) = = 2=

por la convencion de fase, entonces tenemos:

3 1
= b:——
V17 2
Encontrando el primer coeficiente
(1,0) 31313 1 113111
1,1 = - =i=—=) —=|=,= oo . 3.16
= LD ) 4‘2’2’2’ 2/10 212727272/, (3.16)

Ahora para encontrar |1,0) aplicamos J_ a la ecuacion (3.16)

31313 1 113111
L1y e \[ 7777777 AN
TGy = (It )[ 127222/, 2|272'22/,,

aplicando a la parte izquierda de nuestra expresion

J-ILDEE) = WML, 057

= VL)Y

Mientras que del lado derecho

1 11
:§h §71;17_ _h§375_777
2" 27222/, M2 2T ee/,,

3 313 3 1
-3 [o3ze-3) )2

A3 rro1
o2 |2'272" 2/,

h\f|10>1%%) — h‘

lo cual nos deja:




Resultados
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f|1o>23=\
22

Encontramos entonces:

= [1,0)5"

w\»—A 2

1 (311 1 1
— .2 2 .1
)= ﬂ‘2’2’2’ 2>10 \f’ 2 2> R
Finalmente para encontrar |1, —1) aplicamos J_ a la ecuacion (3.17)

1 (311 1 1 (31 1 1
DATTD) YA N ARG A BN P SR P S
‘3>%%) (1 + 2)|:\/§‘27272a 2>10 \/5‘2727 272>10:|

aplicando a la parte izquierda de nuestra expresion

J_|1,0) gﬁof) = ny/(1)(2)]1, -1) 130%))

b3l A, i1l

ST 2/, VTt 22 22/,
1 4 31 1 1 1 3 1 3 1 31 31
2 [h\/ (2>( )‘2’2’ 2 2>10] 3 [h\/<2 2) <2+2+ )‘2’2’ ’
1 3 1 1 1 31 3 1

= = h\/i a’a’ o’ o - h\/g‘av_ 9 > :|
\/5{ ‘2 2>10] 2[ 2°2 272/

_ 1y ‘311_1> _1y ‘11._11>
\/527 27272 2 o \/527 2727 ) o
i
UL
222" 27 2/,
lo cual nos deja
31 1 1 3 31 3 1 1 31 1
21, —1)%0) P R S () R S
V2l UER V2 2727 27 2/, 2 2727 272 V2 |2727 27
(1,0 \/57777 1
\/§|17 1>(3 1) - 2 7 7 ) 2> \/7’ 9 >10
Encontramos entonces
(1,0) 131 1 1 V3131 31
= 1|1,—-1 = — —e = = _ X\ .2 Z 3.18
I >(%7%) 2’2’27 27 2/, 212727 272/, ( )
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Resultados
3.1 Calculo del estado base y primer estado excitado

3.1.3. Valores encontrados

Usando la notaciéon de la ecuaciéon 1.41, todos los valores calculados son:

Estado base

El momento angular total toma el valor j = 0,1 y los dos tnicos estados permitidos son:

) 2727 272/ 00 3.19
111 1 (3.19)
|1.0>(070) — ‘7 - _7>
33 1272727 2/00
Primer estado excitado
Espacio generado por j; = % Yy j2 = %
El momento angular total j tiene dos valores posibles 1 y O:
1) Caso j=1: Los tres estados son
1111
104 =3 555)
(z:3) 2°2°2°2/4,
(1,0) 1 11 11 111 1
170 = 7= 5’58 o5 5'8'9) o 2
L0 ﬁ<‘22 2210+222 2/ (3.20)
11 1 1
|13_1>Ell701)) = a;_7_>
33 2°2° 20 2/,
2) Caso j=0: Solo hay un estado dado por
1 111 1 11 11
0 0 1171) 59’9707 o 8’9’ o’'o 3.21
| >§§) \/§<222 2>1o ‘22 22>10) ( )

Espacio generado por ji =3 y jo = 3
El momento angular j tiene dos posibles valores 2 y 1:
1) Caso j=2: Los cinco estados son

_|313 1>
2°2°2°2/,,
313111 11313 1
|271>(1§701) = 155355 + = 5'8'9 o
33 Va4l|27272°2/,, 22722 2/,
ao 1 /|31 11 311 1
2,0 = (|2,5-2,= s, s, 22
12,03, \/5(‘2’2’ 272 + 27272 2/, (3.22)
31
‘2a_1>(£70£) =5 7777_7 5 \/7 *a
33) 20272 0

31 3
2-24% =333 -3
G272 20 2/,
(1.0) 31313 1 103111
|171>§l A/ 7155575/ T 515 1579 o
) Val2r227 2/, 2(2°2°2°2/,,
1 311 1 3 1 11
1 0(170) —_— D N O 2
| ’ >(%7%) 5 2a2727 2 1 232 10 (3 3)

1031 1
L-15% =5 1555 \[ 55 ”,f
(3.3) 722727 2 0




Resultados
3.1 Calculo del estado base y primer estado excitado

La energia de la molécula de agua esta degenerada [3]. Esta degeneracion se desplaza
cuando se considera un campo magnético.
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Capitulo 4

Conclusion

El principio del funcionamiento de los dispositivos de RMI es la interacciéon del campo
magnético constante con los protones de los hidrégenos de la molécula de agua, en un trabajo
previo de el departamento de fisica médica [3].

En este trabajo se ha completado el estudio anterior[4] utilizando el mismo modelo de agua,
considerando el espin de los protones. Se obtuvo el momento angular total de la molécula de agua,
que corresponde a la suma de los dos momentos angulares orbitales de cada proton (I3 y I3) y su
respectivo espin, es decir, la suma de cuatro momentos angulares. Para considerar la parte del
espin, esta funciéon de onda se describe mediante los seis ntimeros cuénticos Iy, la, m1, ma, mg, ¥y
ms, y la energia estd degenerada. Esta degeneracion desaparece cuando la molécula de agua se
sumerge en un campo magnético constante.

Obteniendo asi dos estados para el estado base, ya que como estudiamos en la seccién estado

base se vio que por tratar con fermiones, no existen estados en los cuales, las particulas tengan
los mismos numeros cuanticos. Y doce estados para el primer estado excitado. Completando asi el
esquema de estados posibles, haciendo uso de las técnicas de suma de momento angular y técnicas
para el calculo de los coeficientes de Clebsch-Gordan.
Con la propuesta de este modelo se obtiene un conocimiento del momento angular total de la
molécula del agua, tomando en cuenta el momento angular orbital y el espin. Esto es importante
porque este momento angular es el mismo que interacciona con el campo magnético, por lo que
al encontrar los estados de energfa de cada estado serd posible tener una mejor resoluciéon en la
iméagenes obtenidas.

Finalmente se deja abierta la investigaciéon para los célculos con diferente momento angular
orbital, la revision en un futuro para poder comprender con mas detalle la molécula de agua y
asi inducir a una aplicaciéon en la resonancia magnética para mejores diagnosticos en el area de la
medicina.
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